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RESUMO

Este trabalho propoe o Heterogeneous Quantile Autoregressive Distributed Lag Realized
Volatility, with Jumps and Leverage Effect (HQADL-RV-JL). A especificagao incorpora os
principais fatos estilizados da volatilidade, inserindo-se na classe de modelos HAR, sob a
estrutura da Regressao Quantilica. Esta abordagem permite a flexibilidade dos coeficientes
autoregressivos em cada quantil, onde cada regressor pode ter um impacto sobre a escala,
locacao e forma da distribuicao condicional da resposta. O modelo foi estimado em uma
grade equi-espacada percorrendo 91 niveis quantilicos, entre 0,05 e 0,95, utilizando a
série de retornos de alta frequéncia do indice S&P500. Os resultados mostram que as
estimativas do componente continuo da volatilidade sao estatisticamente significantes em
todos os niveis quantilicos, para as frequéncias diarias, semanais e mensais. Por sua vez,
os coeficientes diario e semanal, associados ao componente de saltos e alavancagem, foram
significantes em quase todos os niveis quantilicos, evidenciando nao apenas a adequagao
de ambos os efeitos assimétricos quanto a seu ajuste a especificacao semiparamétrica, mas
também a sua importancia para a formagcao da volatilidade futura dos retornos. Em termos
de performance, os resultados sugerem que a previsao da mediana do modelo proposto é
tao boa quanto a previsao da esperanca condicional da especificagao proposta por Corsi
e Reno (2012) para o médio e longo prazo. Em tltima anélise, também foi realizada a
previsao da densidade da volatilidade realizada para os ultimos quatro dias da amostra.
Os aspectos distribucionais das densidades previstas exibem assimetrias em determinado

grau, assumindo a forma de uma distribuicao bimodal.

Palavras-chave: previsao de volatilidade; quantil condicional; regressao quantilica;

previsao da densidade condicional.



ABSTRACT

I propose the Heterogeneous Quantile Autoregressive Distributed Lag Realized Volatility,
with Jumps and Leverage Effect (HQADL-RV-JL). The specification incorporates the
main stylized volatility facts, falling into HAR model class under the Quantile Regression
framework. This approach allows for the flexibility of autoregressive coefficients across
the quantiles, where each regressor may have an impact on scale, location and shape of
conditional response distribution. The model was estimated on an equally spaced grid
spanning 91 quantile levels between 0.05 and 0.95, using S&P500 index high-frequency
returns. The results shows that the estimates of continuous volatility components are highly
significant across the quantile levels, considering the daily, weekly and monthly frequencies.
Furthermore, the daily and weekly coefficients for the jumps and leverage components
were significant for almost all quantile levels, highlighting not only the adequacy of both
asymmetric effects concerning their adjustments to this semiparametric specification, but
also its importance for future volatility of returns. Regarding its performance, the results
suggests that median forecast of the propose model is as good as the conditional mean
prediction of Corsi e Reno (2012) specification in the medium and long term. Lastly, it
was also performed the volatility density forecast for the last four days of the sample. The
distributional aspects of the predicted densities exhibit asymmetries to a certain degree,

taking the form of a bimodal distribution.

Keywords: volatility forecast; conditional quantile; quantile regression; condi-

tional density forecast.
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1 INTRODUCAO

A volatilidade tem um papel crucial na determinacao das decisées de investimento
dos participantes do mercado. Definida por Ziegelmann (2002) como qualquer medida
de variabilidade®, o componente de volatilidade do preco de um instrumento financeiro
pode ser avaliado empiricamente pelo quadrado dos retornos, onde estes sao definidos por
ry = Xy — X¢_1, e X; corresponde ao logaritmo do preco no instante t. Outras modelagens
para esta variavel latente se consagraram na literatura de finangas econométricas no fim do
século passado, como foi o caso dos modelos da familia ARCH, originalmente propostos por
Engle (1982) e Bollerslev (1986), bem como modelos de volatilidade estocdstica (SV). Ao
considerar a dinamica da volatilidade, tais abordagens permitem que fatores de mercado
— tais como a incerteza e o risco associados ao retorno de um ativo — sejam mensurados,
levando em consideracao as mudancas de comportamento ao longo do tempo. Ademais,
a modelagem da volatilidade dos retornos exibe um certo grau de previsibilidade, em
contraposicao a taxa de retorno, a qual é essencialmente imprevisivel, embora estudos mais
recentes, como apresentado por Bollerslev, Xu e Zhou (2015), apontem para o contrario.
Em sintese, esta medida se torna fundamental em aplicagoes financeiras, tais como a
avaliacao e gerenciamento de risco, alocacao de portfdlio eficiente e precificacao de ativos.

Com o surgimento do mercado eletronico e provedores de dados, informagoes sobre
a formacao dos precos e do volume de transacgoes de diversos instrumentos financeiros
comecaram a ser acompanhados em tempo real, provocando alteragoes no modo como os
agentes economicos operam no mercado financeiro. A disponibilidade deste novo conjunto
de informacoes tick-by-tick tém originado uma série de questoes sobre a natureza dos
retornos dentro da literatura de financas empiricas, o que tem levado a varios avancos na
modelagem de séries financeiras (DACOROGNA et al., 2001).

Nesse contexto, a volatilidade realizada (RV;) surge na literatura em razao da
crescente disponibilidade de dados intradidrios (ANDERSEN et al., 1999, 1999; ANDER-
SEN et al., 2000). Andersen et al. (2001) derivam o estimador RV, através da variagao
quadratica — processo que converge assintoticamente para a variancia integrada, sendo
esta, em particular, a medida de interesse para a volatilidade — sob o argumento de Merton

(1980), o qual a volatilidade pode ser estimada através da soma do quadrado dos retornos

1 Segundo o autor, volatilidade refere-se a qualquer medida de dispersio, tais como a variancia, desvio-

padrao, mediana do quadrado, entre outras medidas.
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realizados em um intervalo fixo, desde que os dados sejam amostrados em uma frequéncia
suficientemente alta.

Por sua vez, Guillaume et al. (1997), Andersen e Bollerslev (1998) e Cont (2001)
examinaram as propriedades estatisticas das séries de retornos de alta frequéncia para
mercados com alta liquidez. Neste processo de avaliagao, apenas suposicoes qualitativas
sao feitas sobre as propriedades do processo gerador de dados. Portanto, os principais
fatos estilizados que resumem o comportamento do processo de volatilidade para retor-
nos financeiros sao a presenca de respostas nao-lineares, agrupamento de volatilidade e
dependéncia de ordem elevada.

Em geral, respostas nao-lineares podem ser atribuidas ao impacto dos saltos e do
efeito alavancagem sobre a formacao do nivel de volatilidade futura. Saltos sao definidos
como variacgoes bruscas nos precos de um ativo, sendo praticamente imprevisiveis e de
baixa ocorréncia, enquanto o efeito alavancagem expressa a correlacao negativa entre
volatilidade e as defasagens do retorno negativo. Quanto ao agrupamento da volatilidade,
o fendmeno representa a tendéncia de aglomeracao das variacoes de mesma magnitude
absoluta dos pregos de um instrumento financeiro, movimento que resulta também na
presenca de autocorrelagao entre o quadrado de seus retornos (ZIEGELMANN, 2002).

No caso da persisténcia, observa-se que a volatilidade dos retornos para dados de
alta frequéncia exibe um lento decaimento na sua fungao de autocorrelacao. Isto significa
que os coeficientes da autocorrelagao apresentam significancia estatistica, mesmo para
defasagens de ordem muito elevada. Baseado nas observagoes de Granger e Joyeux (1980),
Andersen et al. (2001) argumentam que a dinamica de dependéncia da volatilidade é um
processo estacionario em covariancia, fracionalmente integrado. Desta forma, a dependéncia
autoregressiva entre as defasagens da volatilidade do retorno é frequentemente associada a
um processo gerador de dados de memoria longa.

De maneira alternativa, Miiller et al. (1993) e Miiller et al. (1997) interpretam a
persisténcia na volatilidade como a acao de diversos participantes do mercado em termos
de volume e frequéncia de transagoes nos diferentes horizontes temporais, originando
componentes heterogéneos de curto, médio e longo prazo. Do ponto de vista pratico,
operadores de curto prazo — em geral, especuladores, daytraders e formadores de mercado
— estao interessados em oportunidades de investimento intradidrias e, portanto, reavaliam
regularmente suas posi¢oes durante um dia, o que implica em maior frequéncia de ne-

gociagoes. Por outro lado, operadores de longo prazo — como fundos de multimercado e
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pensao — tendem a manter suas posicoes abertas por um intervalo de tempo mais longo
e, por isso, transacionam com uma frequéncia menor. Portanto, a interacao dinamica
dos componentes heterogéneos reproduzem o comportamento do processo gerador de
dados de longa dependéncia, observado nas séries financeiras de alta frequéncia, a qual os
autores atribuem a hipétese dos mercados heterogéneos. Tal hipotese advoga que reagoes
uniformes sobre as decisoes de investimento por parte dos participantes do mercado em
diferentes escalas nao sao esperadas no mercado financeiro, uma vez que a percep¢ao do
risco, a interpretacao das informagoes e as restrigoes institucionais sao diferentes para cada
individuo.

Corsi (2009) argumenta que essa caracteristica de persisténcia em séries financeiras,
frequentemente atribuida a um processo gerador de dados de memoria longa, pode ser
reproduzida pela superposicao de frequéncias de meméria curta, como demonstrado no
trabalho de LeBaron et al. (2001). Inspirado pela hipdtese dos mercados heterogéneos, o
autor propoe a modelagem da volatilidade realizada através de uma estrutura Heterogénea
Autoregressiva (HAR). Diferentemente dos modelos tradicionais, baseados na combinagao
de volatilidade realizada e operadores de integragao fracional, o HAR é um modelo par-
cimonioso, de facil implementacao e que pode ser estendido para versoes que levam em
consideracao os efeitos assimétricos da volatilidade. Ademais, o desempenho preditivo do
modelo HAR em implementagoes tem se mostrado satisfatério (ANDERSEN; BOLLERS-
LEV; DIEBOLD, 2007; MA et al., 2014; AUDRINO; HU, 2016) e ja se estabelece como
benchmark na literatura sobre previsao de volatilidade (CORSI; RENO, 2012; DUONG;
SWANSON, 2015; XU; WANG, 2017).

Portanto, este trabalho propoe uma nova especificagao para a previsao da volati-
lidade, incorporando seus principais fatos estilizados no contexto da classe de modelos
HAR, sob uma abordagem baseada na Autoregressao Quantilitca com Defasagens Dis-
tribuidas (QADL), conforme apresentado por Galvao, Montes-Rojas e Park (2013). A
grande vantagem desta abordagem é a flexibilidade dos coeficientes autoregressivos em
cada quantil, onde choques sobre os regressores podem afetar a escala, locagao e forma
da distribuicao condicional da resposta, descrevendo nuances intrinsecas ao processo de
formacao da volatilidade. Zikes e Barunik (2014) propdoem uma estrutura semelhante
aquela aqui considerada, baseando-se na defasagem da volatilidade realizada que resulta na
proposicao do modelo HARQ e outras duas extensoes: uma delas considera a decomposicao

do processo de variagao quadratica, na qual a variancia integrada (IV;) é obtida pelo esti-
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mador proposto por Andersen, Dobrev e Schaumburg (2012), e os saltos (J;) pela subtracao
entre RV, e IV, enquanto a outra incorpora volatilidade implicita e semivariancias, onde
esta ultima medida ¢é obtida pelo estimador de Barndorff-Nielsen, Kinnebrock e Shephard
(2010). Embora considerem medidas de volatilidade andlogas a um desvio padrao sob a
estrutura da Regressao Quantilica, os autores avaliam apenas a mediana e os quantis
{0,75;0,90;0.95}, desperdigando um aspecto crucial dessa abordagem econométrica, a
saber, o fato de que, pela funcao quantilica condicional, é possivel recuperar a distribuigao
condicional da resposta.

Complementarmente, o presente trabalho pretende estimar a distribuicao de proba-
bilidade do logaritmo da volatilidade realizada em uma grade equi-espagada, percorrendo
91 quantile levels que compreendem o intervalo [0, 05;0,95]4i4, onde as covariaveis do
problema sao as mesmas da especificagao LHAR-CJ, de Corsi e Reno (2012). Ao contrério
de Zikes e Barunik (2014), os estimadores da variancia integrada e do teste de deteccdo de
saltos serdo os mesmos propostos por Corsi, Pirino e Reno (2010). Quanto as previsées do
modelo proposto, a acuracia preditiva para a mediana serd avaliada juntamente com os
principais benckmarks utilizados na literatura sobre previsao de volatilidade para dados de
alta frequéncia. Ademais, o presente trabalho propoe utilizar o estimador de Regressao
Quantilica Suavizada (RQS) de Fernandes, Guerre e Horta (2019), provendo previsoes um
passo a frente da funcao densidade de probabilidade da volatilidade condicional.

De conhecimento do autor, um modelo de Autorregressao Quantilica que considera a
log volatilidade realizada, incorpora o efeito alavancagem e explora a previsao da densidade
da volatilidade um passo a frente é novo na literatura. Conforme apresentam Barndorff-
Nielsen e Shephard (2005) e Gongalves e Meddahi (2009), a transformagao em logaritmo
impoe propriedades desejaveis para a medida em amostras finitas, se aproximando de
uma distribuicao gaussiana. Ademais, este trabalho busca estabelecer uma discussao
mais rica para académicos e participantes do mercado ao explorar todos os aspectos
distribucionais da volatilidade, ndo apenas interpretando economicamente os coeficientes
variando entre os quantis, mas também pela proposi¢cao de uma nova alternativa para avaliar
o comportamento futuro da distribuicao para uma série de retornos de um instrumento

financeiro em t + 1.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Frequentemente, modelos paramétricos consagrados de volatilidade estocastica
falham em captar os principais fatos estilizados de séries temporais financeiras.

Andersen et al. (2001) apontam as limitagoes dessas abordagens paramétricas para
modelagem do componente de volatilidade. Para contornar esta dificuldade, os autores
oferecem uma nova abordagem model free, baseada na teoria da variacao quadratica para
construcao de um estimador nao-paramétrico ex-post, denominado volatilidade realizada
que, sob certas condigoes, converge para a variancia quadratica. Ao utilizar retornos de alta
frequéncia do mercado de cambio, os autores observam que, no aspecto distribucional, a vo-
latilidade realizada diaria é leptocurtica, exibe assimetria a direita, apresenta clusterizagao
e dependéncia de ordem elevada entre as defasagens. Ademais, seus resultados indicam
que a volatilidade é um processo estacionario em covariancia. Nesse sentido, sugerem que
a combinacao da volatilidade realizada e operadores de integracao fracional pode produzir
um modelo satisfatorio para previsao dos niveis de volatilidade futura.

Barndorff-Nielsen e Shephard (2002) oferecem a conexao tedrica entre a volati-
lidade realizada e os modelos de volatilidade estocastica (SV) por meio da estimagao
dos incrementos da variacao quadratica utilizando os retornos de alta frequéncia. Sob
certas condigoes, os autores apresentam um teorema central do limite, implicando, em
particular, que a volatilidade realizada é um estimador consistente para variancia integrada.
Assintoticamente, os erros de medida nao sao correlacionados e seguem uma distribuicao
normal padronizada. Dessa maneira, o processo de variacao quadratica permite a previsao
dos niveis de volatilidade futura.

Zhang, Mykland e Ait-Sahalia (2005) demonstram que discretizacoes em dados
de alta frequéncia provocam ruido microestrutural, resultando em erros de medida e,
consequentemente, em um estimador enviesado. Nesse sentido, a volatilidade realizada
deixa de ser uma escolha apropriada para estimar a variagao quadratica. Para construgao
de um estimador robusto, os autores discutem cinco abordagens: ignorar completamente
o ruido; construgao da menor frequéncia por amostragem esparsa; amostragem esparsa
com frequéncia 6tima; construgao por subamostra tomando a média e corre¢ao de viés,
sendo esta uma abordagem que adota uma avaliacao da variacao quadratica em duas

frequéncias distintas por um método multigrid. O estimador resultante, conhecido por
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two-scaled realized volatility (TSRV), é consistente para estimacao da variacao quadrética,
sendo robusto na presenca de saltos e mitigando o problema do ruido microestrutural.

McAleer e Medeiros (2008) apresentam uma rica revisdo da literatura sobre a
volatilidade realizada, ao discutir as principais abordagens para modelagem e avaliacao
de estimadores. Os autores examinam as causas do viés em estimativas da volatilidade
realizada, ao analisar as diferentes hipdteses sobre a formacao dos ruidos microestruturais,
onde algumas delas implicam na inconsisténcia do estimador. Para o caso univariado,
sao examinados diferentes métodos para mitigar o efeito do ruido, como a selecao da
frequéncia 6tima baseada na minimizagao do erro quadratico para amostragem esparsa
(ANDERSEN et al., 2001; ANDERSEN et al., 2003), corre¢ao de viés pelo método de
subamostra dado pelo estimador TSRV (ZHANG; MYKLAND; AIT-SAHALIA, 2005),
método baseado em kernel (HANSEN; LUNDE, 2006), entre outros. Nesse sentido, o
interesse dos autores reside na ideia de fornecer aos praticantes do mercado diferentes
possibilidades de lidar com o problema de estimacao para volatilidade integrada sob o
efeito de ruido microestrutural.

Por sua vez, Barndorff-Nielsen e Shephard (2004) propuseram um estimador nao
paramétrico, consistente e robusto na presenca de saltos para a variancia integrada,
denominada realized bipower variation (BPV). A ideia central dos autores fundamenta-se
no fato de que a variacao quadratica dos saltos pode ser mensurada a partir da subtracgao
entre a volatilidade realizada e o BPV, sob a hipdtese de que os saltos sao raros e
imprevisiveis. Ainda, Barndorff-Nielsen e Shephard (2006b) complementam seu trabalho
anterior ao desenvolver a teoria assintotica para distribuicao dos estimadores realized power
variation, em especial o BPV. Por intermédio da teoria, os autores propoem um teste para
deteccao de saltos, dado pela razao entre BPV e variancia realizada. Sob a hipdtese de que
a razao seja normalmente distribuida na auséncia de saltos, o estimador de volatilidade
realizada coincide com o BPV. Se a hipotese nula é rejeitada, entao define-se BPV como
estimador do componente continuo, enquanto as estimativas para o salto sao obtidas da
mesma forma que em Barndorff-Nielsen e Shephard (2004). Cabe ressaltar que os autores
sugerem a modelagem dos componentes continuos e discretos de forma separada, pois estes
aumentam substancialmente o poder preditivo do modelo.

Ciente das deficiéncias apresentadas por modelos de integracao fracional para
estimacao e previsao da volatilidade realizada, Corsi (2009) argumenta que a dependéncia

de ordem elevada da volatilidade dos retornos pode ser modelada por meio do uso
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da superposicao de processos de memoéria curta, dado pela combinacao de processos
autoregressivos para diferentes escalas de tempo. Ainda, evidéncias empiricas apontam
que a volatilidade de longo prazo tem forte influéncia sobre a volatilidade de curto prazo
(MULLER et al., 1997). Nesse sentido, o autor propoe um modelo aditivo em cascata
da volatilidade realizada para diferentes horizontes temporais, resultando em um modelo
heterogéneo autoregressivo para volatilidade realizada, denominado Heterogeneous Auto-
regressive (HAR). A titulo de comparagdo, o autor analisa a previsao da volatilidade
do indice de equity S&P500, considerando processos de memoria curta, como também o
modelo de integracao fracional (AFTRMA), para os horizontes diario, semanal e mensal.
Os resultados para dentro e fora da amostra evidenciam que ambos os modelos de memoria
longa, AFIRMA e HAR, se ajustam melhor aos dados em relacao aos processos de memoria
curta, como também tém desempenho superior, no que tange ao poder de predicao. Embora
os resultados demonstrem que os modelos HAR e AFIRMA sejam ambos capazes de captar
os principais fatos estilizados do volatilidade dos retornos e, portanto, adequados para
modelagem da sua dinamica temporal, o autor ressalta que é mais conveniente lidar com o
HAR, por se tratar de um modelo parcimonioso, o qual pode ser estimado pelo método
de Minimos Quadrados Ordinarios (OLS), além das interpretagdes econdmicas que seus
coeficientes oferecem para caracterizar o processo de volatilidade.

Em vista da potencial relevancia da inclusao de saltos para previsao dos niveis de
volatilidade futura, Andersen, Bollerslev e Diebold (2007) propuseram uma nova abordagem
para estimagao da volatilidade dos retornos, ao combinar a especificacao do modelo HAR
com a metodologia desenvolvida por Barndorff-Nielsen e Shephard (2004), resultando no
modelo HAR-CJ. Embora os resultados demonstrem que os saltos sejam pouco persistentes
ao longo do tempo, a inclusao do componente discreto no modelo produz uma melhora
consideravel na precisao das estimativas para a volatilidade futura.

Duong e Swanson (2015), por sua vez, investigam a importancia dos saltos para a
previsao de volatilidade através de uma série de experimentos para o indice S&P500 e bem
como outras acoes que compoem o Dow 30. Para tanto, estabelecem como benchmark a
versao HAR-RV-C, e adotam especificacoes concorrentes que modelam os saltos positivos
(HAR-RV-C-UJ), negativos (HAR-RV-C-DJ), ambos (HAR-RV-C-UDJ), saltos assimétricos
(HAR-RV-C-APJ) e saltos amplos (HAR-RV-C-LJ), este dltimo mensurado por uma fungao
truncada ald Duong e Swanson (2011). Reitera-se que todos esses modelos consideraram a

decomposicao da volatilidade realizada em componente continuo e discreto. Os resultados
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das previsoes para dentro e fora da amostra apontam que a incorporagao do componente de
saltos melhoram a acuracia preditiva dos modelos em relacao ao benchmark, evidenciando
a sua importancia na previsao de volatilidade para dados em alta frequéncia.

Em geral, a literatura tem considerado o uso do BPV, para estimacao do componente
continuo da volatilidade integrada. Contudo, apesar de possuir propriedades assintoticas
desejaveis, o BPV, pode apresentar viés em amostras finitas. Nesse sentido, Corsi, Pirino
e Reno (2010) definem o Threshold Bipower Variation (TBPV), um estimador baseado
em uma funcao truncada!, que corrige o viés do BPV em amostras finitas, tornando a
estimagao da volatilidade integrada mais robusta. Para deteccao de saltos, os autores
propoem a estatistica Ctz, estruturada da mesma forma que o teste de Barndorff-Nielsen
e Shephard (2006a).

Para avaliar a confiabilidade da teoria proposta através dos estimadores realized
power variation, no que se refere a aproximacao da distribuicao de volatilidade realizada
de uma normal, Barndorff-Nielsen e Shephard (2005) demonstram, via simulagao de Monte
Carlo, que a performance da volatilidade realizada em amostras finitas é superior quando
feita sua transformacao em logaritmo, em detrimento de sua versao em nivel. Segundo os
autores, a log distribui¢ao da volatilidade realizada é menos assimétrica e, portanto, tem
uma melhor aproximacao da distribuigao assintética normal. Nessa mesma linha, Gongalves
e Meddahi (2009) analisam, via expansao de Edgeworth, a volatilidade realizada em nivel
e sua versao transformada em log. Da mesma forma, seus resultados sugerem que a log
volatilidade realizada possui propriedades superiores em amostras finitas, corroborando o
estudo anterior.

Em virtude da relevancia destes resultados em termos de performance, Corsi e Reno
(2012) introduzem em sua andlise um modelo na classe HAR que considera o logaritmo da
volatilidade dos retornos como a quantidade de interesse a ser modelada. Além disso, os
autores observam o carater persistente do efeito alavancagem, similar ao comportamento
da formacao do processo de volatilidade, evidenciado pela correlacao negativa entre a
volatilidade e as defasagens dos retornos negativos do indice S&P500. Dada a importancia
do efeito alavancagem e da modelagem individual dos saltos e variancia integrada, os autores
propoem uma extensao da especificagao HAR, conhecido por Leverage Heterogenenous
Auto-regressive with Continuous Volatility and Jumps (LHAR-CJ), ao acrescentar o saltos

nos retornos e as defasagens do efeito alavancagem para diferentes frequéncias. Para mitigar

1 Para mais detalhes, recomenda-se a leitura do trabalho de Mancini (2009).
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possiveis problemas de ruido microestrutural, os autores utilizam o log do estimador TSRV
para volatilidade realizada, proposto por Zhang, Mykland e Ait-Sahalia (2005), e para
detecgao de saltos adotam a metodologia de Corsi, Pirino e Reno (2010). Os resultados
in-sample sugerem a boa aderéncia aos dados, onde as defasagens dos saltos e do efeito
alavancagem sao estatisticamente significantes no processo de formacao da volatilidade
futura. Quanto aos resultados out-of-sample, observa-se que a introdugao das defasagens do
efeito alavancagem no modelo analitico proporciona uma melhora significativa no poder de
previsao da volatilidade futura. Pela avaliacdo do R? ajustado e da raiz do erro quadratico
médio, o LHAR-CJ apresenta performance superior em comparacao com o HAR-CJ, de
Andersen, Bollerslev e Diebold (2007), e a versao simples HAR proposta por Corsi (2009).
Portanto, o LHAR-CJ se mostra uma especificacao simples e eficiente para previsao dos
niveis futuros de volatilidade.

O estudo de Wang, Wu e Xu (2015) se concentra na investigacao da formacao dos
niveis de volatilidade para o mercado de agoes chinés, baseado na influéncia do volume de
transagoes e respostas nao-lineares, tais como o efeito alavancagem e os retornos lunch-
break e overnight. Para mitigar os efeitos do ruido microestrutural, analisam a volatilidade
realizada pelo método de kernel realizado baseado na fungao ponderada de Parzen (PAV).
No que tange a andlise dentro da amostra, verifica-se que efeito alavancagem e os retornos
lunch-break overnight sao estatisticamente significantes. Ademais, o sinal negativo dos
coeficientes das respostas nao-lineares evidenciam a relacao negativa entre a volatilidade e
o volume de transacoes. Estes resultados sao interpretados como a captacao do impacto
adicional para os retornos negativos. Quanto a analise out-of-sample, os autores estendem
a especificacao do modelo HAR, de Corsi (2009), incluindo estas varidveis para a previsao
dos niveis de volatilidade futura. De acordo com os resultados do teste Diebold-Mariano
e da avaliacdo do R?, o modelo proposto tem um desempenho superior ao HAR, o que
indica que respostas nao-lineares tém um forte impacto na volatilidade futura, além de
aumentarem o poder de previsao do modelo.

De acordo com Ma et al. (2014), a literatura sobre volatilidade realizada apenas
trata a performance dos diferentes modelos para previsao da volatilidade sem realizar a
avaliacao rigorosa sobre a qualidade do poder de predicao. Aspirando preencher este gap, os
autores propoem a analise de previsao sob a dtica dos testes baseados em funcgao de perdas,
em particular através do prodimento denominado por Model Confidence Set (HANSEN;
LUNDE; NASON;, 2011). Considerando retornos intradidrios do indice de mercado Shangai
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Stock Exchange Composite (SSEC) amostrados esparsamente, analisaram o desempenho
dos modelos ARMA e AFIRMA em comparagao aos modelos heterogéneos, HAR-RV
e HAR-log RV, todos sob uma abordagem de janela rolante. Os resultados apontam
que, para seis medidas de previsao, o HAR-RV constitui o melhor desempenho preditivo
entre os modelos analisados. Corroborando este resultado, o HAR-RV é o tinico modelo
selecionado, dentre os concorrentes, a integrar o MCS. O mesmo é feito para o HAR- log RV,
alcancando os mesmos resultados. Deste modo, todos os testes foram novamente aplicados
para comparar a performance das especificacoes HAR-RV e HAR-log RV, no qual este
ultimo se sobressai. Portanto, concluem que o HAR-log RV tem o melhor desempenho na
previsao dos niveis de volatilidade futura.

Instigados pelo crescente interesse em mensurar o risco associado a queda de
precos (downside risk) para dados de alta frequéncia, Barndorff-Nielsen, Kinnebrock e
Shephard (2010) complementam a literatura existente ao propor uma medida truncada
para a volatilidade, conhecida por semivariancias realizadas. Essa medida viabiliza a
segmentacao da variacao quadradica em semivariancias continua e discreta de tal maneira
que permite captar a dinamica dos retornos intradiarios positivos e negativos, isto é
RV = RV +RV~, onde RV e RV~ correspondem a upside realized semivariance e downside
realized semivariance, respectivamente. Do ponto de vista econémico, semivariancias sao de
extrema importancia para avaliagao do impacto assimétrico dos saltos sobre a volatilidade
futura, em particular, do componente RV™. Em razao disso, a informacao contida no
quadrado dos saltos negativos se mostra valiosa para descrever o downside risk, no contexto
de modelos de volatilidade estocastica.

Devido a recente atencao dada pela adicao de efeitos assimétricos em modelos de
previsao, Audrino e Hu (2016) apresentam uma metodologia baseada em técnicas recentes,
apresentadas por Barndorff-Nielsen, Kinnebrock e Shephard (2010) e Patton e Sheppard
(2015), capaz de replicar os principais fatos estilizados do processo de volatilidade. Este
novo método consiste na completa decomposicao linear da variancia realizada resultando
em quatro semivariancias, isto é, RV = IV, + J;, em que IV, = IV} + IV, e J, = J + J;,
onde Vi, IVF e JF representam as semivariancias dos componentes continuos e discreto
para a volatilidade do retorno em sinais, respectivamente. Os autores justificam o uso
das semivariancias sob o argumento de que estas captam a dinamica das respostas nao-
lineares da volatilidade realizada. Posto isso, a previsao da volatilidade é feita por Minimos

Quadrados Ordinarios, sob uma especificacao do HAR estendida para acomodar a nao-
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linearidade do efeito alavancagem e dos saltos, enquanto downside risk é dado pelo
estimador da variancia integrada com sinal negativo. Para andlise out-of-sample, os autores
apresentam diversas especificagoes da classe de modelos HAR como benchmark para
a avaliacao de performance da previsao de volatilidade futura. Os resultados indicam
que modelos com efeito alavancagem tém desempenho superior as demais especificagoes,
indicando ajuste e poder preditivo razoavel para o modelo proposto.

Motivados pelos estudos recentes sobre os efeitos dos saltos e da persisténcia do
efeito alavancagem sobre a previsao da volatilidade futura, Xu e Wang (2017) examinam
os efeitos da inclusao da correlacao entre os retornos positivos e a volatilidade sob a
especificagao de Corsi e Reno (2012), resultando no modelo PNL-HAR-RV-CJ para o
indice de Shangai. Embora uma das interpretagoes da literatura para o efeito alavancagem
seja a correlagao negativa entre as defasagens do retorno negativo e volatilidade para o
caso discreto, tendo em vista que choques positivos frequentemente nao sao significantes,
os autores argumentam que a previsao pode alcancar resultados mais satisfatérios quando
considerada a adicao do termo de dependéncia linear para todos os horizontes temporais da
volatilidade realizada. Os resultados in-sample do modelo proposto apresentam um melhor
ajuste aos dados em relagao ao modelo HAR convencional e suas extensoes, indicando
a melhor especificagao para captura da dinamica da volatilidade. No caso da previsao
out-of-sample, o PNL-HAR-RV-CJ exibe performance superior aos outros modelos, quando
analisados o erro médio absoluto (MAE), quadrético (MSE) e o desvio médio quadratico
(RMSE). Portanto, os autores concluem que esta é a melhor especificagdo dentre as
consideradas para analisar as flutuacoes do indice do mercado chinés de acoes.

Complementando a literatura sobre os modelos para previsao de volatilidade sob
a especificagdo HAR, Soucek e Todorova (2014) sdo pioneiros ao considerar o caso mul-
tivariado para examinar os mecanismos de transmissao entre dois mercados distintos,
analisando os possiveis efeitos de spillovers da volatilidade. Para atenuar o problema
microestrutural, seguem a abordagem de Barndorff-Nielsen e Shephard (2004) e Barndorft-
Nielsen e Shephard (2006a) para estimar os componentes continuos e discretos da variagao
quadratica para a volatilidade dos retornos. Sob esta configuragao, os autores examinam
a relagao entre os retornos do indice futuro West Texas Intermediate (WTI), indice de
mercado S&P 500 e da paridade de moedas US$/EUR. Embora os saltos nao sejam es-
tatisticamente significantes para explicar o spillover entre os mercados, os resultados

evidenciam a transmissao dos efeitos da volatilidade realizada para a volatilidade do indice
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de commodity. Enquanto isso, o efeito alavancagem fornece insights sobre os spillovers
entre os diferentes mercados, pois observa-se que o acréscimo na taxa de cambio provoca
um decréscimo na volatilidade realizada do indice WTI, como também o decréscimo dos
precos do SP 500 produz um aumento na volatilidade do indices futuro e da paridade.
Embora se tenha observado um rapido progresso dos métodos de avaliagao da
volatilidade realizada na dire¢ao de técnicas paramétricas, ha ainda uma escassez de
técnicas semiparamétricas e naoparamétricas, indicando um gap existente na literatura. Em
vista disso Zikes e Barunik (2014) especificaram trés modelos derivados da Autoregressao
Quantilica, de Koenker e Xiao (2006), sob o contexto da estrutura heterogénea do modelo
HAR. Quanto a primeira especificacao, o HARQ1 é definido pelas defasagens de curto,
médio e longo prazo da volatilidade realizada, enquanto o HARQ2 mantém as duas ultimas
defasagens, substitui a primeira por semivariancias e incorpora um termo de volatilidade
implicita, e, por ultimo, o HARQ3 é composto pelo termo de volatilidade implicita,
porém considera a decomposicao da volatilidade realizada em variancia integrada e saltos.
Apesar de tratarem a previsao volatilidade de uma maneira mais elegante, sob a utilizacao
da funcao quantilica condicional explorando as estimativas para a mediana e os niveis
quantilicos {0, 75;0,90;0,95}, os autores consideraram a aplicacao da raiz quadrada sobre
as medidas de interesse, em um momento onde a literatura sobre previsao de volatilidade
ja apresentava evidéncia suficiente de que a transformacao em logaritmo assinala melhores

peformances preditivas.
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3 METODOLOGIA

Esta secao é dedicada a especificacao do modelo proposto. Primeiro, sera definido
o modelo tedrico, seguido das variaveis de interesse e de seus respectivos estimadores
e, por ultimo, sera especificado o HQADL-RV-JL. O detalhamento de aspectos técnicos

encontram-se no Apéndice deste trabalho.

3.1 MODELO TEORICO

Seja X; o logaritmo do preco de um ativo de risco. Conforme Gatheral, Jaisson e
Rosenbaum (2018) e Andersen, Bollerslev e Diebold (2007) observam, X; é frequentemente

representado no universo de derivativos sob a forma de um semimartingale de Ito:

dXt = lLLtdt + Utth + th s t 2 0 (1)

onde y; € um termo de drift localmente limitado e com variacao finita; o; é um processo
estocastico estritamente positivo, que descreve a volatilidade com trajetéria amostral
continua a direita e com limites definidos a esquerda; W; é um movimento browniano
padrao; dJ; = ¢;dN; é um processo que descreve os saltos, onde o termo d/N; é um processo
nao-explosivo de Poisson com intensidade adaptada ao processo estocastico A(t) e ¢; é
uma variavel aleatoria adaptada que mede o tamanho do salto em ¢ e satisfaz a condicao
P{e, =0} =0, Vtel0,T].

Para um intervalo fixo de comprimento 7', onde, por simplicidade, assume-se que
este comprimento represente a duragao de um dia (7' = 1), a variagao quadratica do

processo definido em (1) é dada por

QV, =1V, +J, (2)

onde IV, = tt+T oldseJ, = Zj\[:t;? czj denotam, respectivamente, a variancia integrada e
o processo de saltos de volatilidade, em que 7; denota o tempo de ocorréncia do j-ésimo
salto.

Embora a equagao (2) expresse uma férmula conveniente para medir a volatilidade

dos retornos, as quantidades IV, e J; nao sao diretamente observaveis, sendo necessaria a

substituicao destes termos por estimadores consistentes. Sob a hipdtese de que nao ha erro
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de medida e ruido microestrutural, Andersen et al. (2001) propuseram um estimador nao-

paramétrico consistente para a volatilidade do retorno ez-post, conhecido por volatilidade

realizada (RV;), definida por
N/s

RV, =) (A;X) (3)

=1
onde § = 1/N ¢ a frequéncia de amostragem e A, ;X é o j-ésimo retorno intra-diario,

representado por

At,j)( :Xj5+t_X(j—l)5+t 7j = 17"'aN_ 1. (4)

O RV, é uma escolha natural para estimagao de QV,. Andersen et al. (2001)

demonstram que

RV, 5 QV, , 6—0 (5)

Na pratica, verifica-se que o uso de todas as observacoes disponiveis resultam
em viés do estimador, causado por diversas fontes de ruido microestrutural de mercado
(ZHANG; MYKLAND; AIT-SAHALIA, 2005; MCALEER; MEDEIROS, 2008). Uma
alternativa para atenuar o problema ¢é realizar o procedimento conhecido como amostragem
esparsa. Dessa maneira, ao invés do uso de todos os ticks, as observacoes das cotagoes aqui
consideradas serao tomadas a cada 5 minutos.

Por sua vez, a literatura mostra que a modelagem separada do componente continuo
e discreto da volatilidade resultam em maior significancia estatistica e poder de previsao,
pois, embora os saltos sejam eventos esporadicos e imprevisiveis, estes possuem um forte
impacto positivo na formacao dos niveis de volatilidade futura (ANDERSEN; BOLLERS-
LEV; DIEBOLD, 2007; CORSI; PIRINO; RENO, 2010). Nesse sentido, Barndorff-Nielsen
e Shephard (2004) desenvolveram uma metodologia para detecgao de saltos de tal maneira
que se torna factivel a estimacao da decomposi¢ao da variacao quadratica em IV; e J;.
Para obter uma estimativa do componente de saltos, os autores utilizam uma estratégia
baseada na subtracao entre o estimador de variacao quadratica e variancia integrada, onde
este ultimo ¢ estimado pelo Realized Bipower Variation (BPVy).

Em geral, a literatura tem considerado o uso do BPV; para estimacao da variancia
integrada. Contudo, apesar de possuir propriedades assintéticas desejaveis, o BPV; apre-

senta viés para amostras finitas. Inspirados no trabalho de Mancini (2009), Corsi, Pirino e
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Reno (2010) propuseram a estatistica CTz: uma versao robusta do teste de detecgao de
saltos de Barndorff-Nielsen e Shephard (2004). Segundo os autores, ao se basear em uma
funcao truncada que corrige o viés em amostras finitas, o threshold bipower variation, ou
simplesmente TBPV,, é mais preciso para estimacao de IV; pois, ao contrario do BPVy, o
estimador truncado nao confunde retornos amostrais elevados. A estatistica segue, sob a
hipétese nula de auséncia de saltos, uma distribuicao Normal. Neste caso, se a hipotese
nula da auséncia de saltos em [t, ¢ + 1] nao é rejeitada, entdo define-se C, = RV, e tem-se
jt = 0. Do contrério, define-se o estimador do componente continuo da variacao quadrética

por @t = TBPV,, enquanto o estimador do componente discreto é obtido por:

~ +
Ji = [0 Troa,) (th — TBPV,, 0)

onde P, ¢é o valor tabelado da distribuicao normal padrao para um nivel de confianca « e
xt = max(x,0) é uma fungio truncada que garante que todos as estimativas didrias sejam
nao-negativas.

Uma vez obtido os estimadores de interesse \A/t, (A?t e jt, sao introduzidas as seguintes

medidas log agregadas para as frequéncias diarias, semanais e mensais:

h
~(h) 1 —~
logV, " = 5 ;log Vi (6)
~(h) 1 h ~
logC, " =5 ;bg Cooja (7)

onde h representa uma janela temporal, tipicamente assumindo os valores h =1, h =5 ¢
h = 22. E importante ressaltar que as equacoes (6) e (7) contém um abuso de notacéo:
o lado esquerdo de ambas igualdades, isto é, o objeto que esta sendo definido, nao é
efetivamente o logaritmo de uma quantidade.

Levando-se em conta que o teste CTz por vezes indica a nao ocorréncia de saltos,
resultando em um grande ntimero de zeros na série jt, ¢é usual na literatura agregar o

componente de saltos conforme a expressao

h
Ji = Z Jij+1 (8)
=1
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Por tltimo, em vista das evidéncias apresentadas por Corsi e Reno (2012), este

trabalho incorpora o efeito alavancagem ao considerar a medida

h
1
rt(h) ~ Z Tt—j+1 9)
j=1

onde r; = X; — X, expressa o retorno diario. Note que a equacao (9) apenas reflete a
média do retorno agregado em h. Para modelagem do efeito alavancagem em diferentes

frequéncias, considera-se a funcao:

r~ = min (rﬁh), O) (10)

3.2 MODELO ECONOMETRICO

No contexto de séries temporais, académicos e participantes do mercado geralmente
estao interessados no conhecimento da tendencia central da distribuicao de um determinado
conjunto de dados, sendo esta frequentemente modelada pela esperanca condicional.
Modelos na classe da Regressao Quantilica (RQ), de Koenker e Bassett (1978), néo s6
oferecem uma alternativa para explorar esta mesma caracteristica através da mediana,
como também estendem-se ao restante distribui¢ao condicional da resposta, oferecendo
uma especificacao semiparamétrica para a funcao quantilica condicional.

Galvao, Montes-Rojas e Park (2013) propuseram um modelo Autoregressivo de
Defasagens Distribuidas sob a abordagem da Regressao Quantilica (QADL). Esta estru-
tura extrapola o universo de dados estruturados em cross-section, acomodando termos
autoregressivos e também covariaveis exdgenas para descrever a dinamica assimétrica da
variavel de resposta. Nesse sentido, o QADL especifica a funcao quantilica condicional da

varidvel de resposta (Y;) da seguinte maneira
p ‘ q
Qv(r | Fia) =pr+ Y ol j+ > X, 6., 7€(0,1) (11)
j=1 =1

onde as séries temporais Y; e X; sdo adaptadas a uma filtragem {F; , t > 0)} e {«, 0, u}

sao funcoes a serem estimadas.
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Note que, pela equagao (11), a distribui¢ao condicional de Y; se relaciona de tal
maneira a considerar os valores das defasagens da resposta, bem como das covaridveis

exdgenas ao modelo. Em notagao vetorial, a equagao (11) pode ser reescrita como

Qu,(7 | Fic1) = ZB: (12)

onde Z, = [1,Y 1, -, Yip, Xiy -+, Xiyl' € Br = [ptry k-, 02,609 -+ 62).

Koenker e Xiao (2006) apontam que a monotonicidade em 7 da fun¢ao quantilica
condicional impoe uma certa disciplina sobre a forma tomada pelos coeficientes autore-
gressivos, ou requerem uma restricao sobre a imagem das convariaveis e da resposta.

Koenker e Bassett (1978) demonstram que os coeficientes (3, podem ser estimados
pela Regressao Quantilica padrao através do seguinte problema de minimizagao

B.=  min ZpT(Yt Zp) (13)

T beR(14p+a)xdim(x)

em que p, é a check function, definida por p,(u) = u(7 — Iju<).

Portanto, a estrutura semiparamétrica apresentada por Galvao, Montes-Rojas e Park
(2013) é uma alternativa robusta para avaliar os choques assimétricos quanto a dinamica
da volatilidade para uma série de retornos financeiros. Desta maneira, o presente trabalho
formaliza a proposicao do modelo Heterogeneous Quantile Autoregressive Distributed Lag
Realized Volatility, with Jumps and Leverage effect, ou simplesmente HQADL-RV-JL,

representado por

~(d ~(w ~\m

Qr | F) = ¢ + BD10g O 4 80 10g G 4+ M 1og O
~ (d ~ (w

+aDlog (1 + Jt( )) + al" log (1 + Jt( )) (14)

14

+ al™ log(1+Jt( ) 4 A DD 4 L) ()=

onde ) é a funcao quantilica condicional de log \A/Hl, especificada em termos de uma
filtragem {F;, t > 0}, e {c; al®wm); gldwm). o (dwml o536 o5 coeficientes autoregressivos
os quais pretende-se estimar. Convém ressaltar que a equacao (14) esta explicitada em
termos de quantidades observaveis, embora esta também valha para as contrapartidas
populacionais desses estimadores.

E importante destacar ainda que a especificacao proposta pertence a classe de

modelos HAR, inspirada pela estrutura apresentada por Galvao, Montes-Rojas e Park
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(2013). Outro aspecto que diferencia este trabalho é o fato de considerar o logaritmo dos
estimadores da variacao quadratica, variancia integrada, saltos e efeito avalancagem, ao
passo que as trés especificacoes propostas por Zikes e Barunik (2014) consideram medidas
de volatilidade andlogas a um desvio padrao, isto é, quantidades resultantes da aplicacao
da raiz quadrada em estimativas previamente obtidas.

Detalhes sobre a construgao da especificagao HQADL-RV-JL para estimacao do

quantil condicional da log volatilidade podem ser encontrados no Apéndice deste trabalho.
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4 RESULTADOS EMPIRICOS

4.1 FONTE DE DADOS

O banco de dados utilizado neste trabalho consiste em dados tick-by-tick do indice
de equity S&P500, onde cada tick corresponde ao registro da cotagao ou prego negociado
na Chicago Mercantile Exchange (CME). A amostra abrange aproximadamente 28 anos,
iniciando em 28 de abril de 1982 e estendendo-se até 5 de fevereiro de 2009. Seguindo o
mesmo critério usado em Corsi e Reno (2012), foram eliminados da amostra os dias com
menos de 500 negociagoes e a quarta semana do meés de outubro de 1987, resultando em

6.669 dias efetivamente contemplados na amostra.

4.2 ESTIMACAO E RESUTADOS

Nesta secao, serao discutidos tanto os aspectos distribuicionais da série de retornos
do indice S&P500, como as estimativas do modelo HQADL-RV-JL e o comportamento
interquantil de seus coeficientes.

Os graficos de dispersao a seguir associam as covariaveis do modelo com relagao a
variavel de resposta, onde as linhas tracejadas, em azul, representam as retas de regressao
quantilica nos niveis {0, 05; 0, 25; 0, 50; 0, 75;0,95} e a linha sélida vermelha apresenta o
ajuste da reta de regressao, estimada via Minimos Quadrados Ordinarios, sendo ambos os
ajustes obtidos considerando-se como regressor cada uma das covaridaveis do modelo (14)
tomada individualmente. Os trés primeiros paineis da Figura (1) apresentam as defasagens
de curto, médio e longo prazo do componente continuo da volatilidade realizada. Quanto a
dinamica temporal dos regressores, observa-se que a soma das estimativas da esperanca
condicional de @t se aproxima da unidade em valor absoluto, o que evidencia um processo
de quase raiz unitaria.

Os trés paineis da linha central, por sua vez, correspondem as defasagens do
componente de saltos (jt) Pela inspecao dos graficos de dispersao, é possivel identificar
que existe um grande numero de observagoes com valores iguais a zero. Esse resultado ja
era esperado, ja que o threshold do teste de saltos de Corsi, Pirino e Reno (2010) permite
que este componente assinale valores nulos na auséncia de variagoes abruptas de precos em

um dado periodo de tempo. A dispersao, por sua vez, nao apresenta qualquer associacao
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linear com a reta de regressao, afastando-se horizontalmente o quanto maior a escala h de
tempo da média movel defasada para Jgh).

J& na parte inferior da Figura (1) que corresponde ao efeito alavancagem, verifica-se
que a dispersao das trés defasagens de r, concentram-se na borda direita dos paineis.
Isso esta relacionado com a propria estrutura da funcao truncada para obtencao do efeito

alavancagem, que toma o minimo entre zero e qualquer retorno negativo.

Figura 1 — Dispersao dos regressores en relagao a resposta
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Os graficos de dispersao relacionam as covariaveis do modelo com a varidvel resposta, considerando uma
amostra de 6.669 observacoes da volatilidade realizada para a série de retornos do indice S&P500. A
linha tracejada, em azul, representa as retas quantilicas estimadas correspondentes aos niveis quantilicos
{0,05;0, 25;0,50;0,75;0,95}, enquanto a linha sélida vermelha apresenta a estimativa da esperancga
condicional via Minimos Quadrados Ordindrios.

Quanto a regressao, a especificacio HQADL-RV-JL, apresentada na equacao (14),
foi estimada percorrendo-se 91 quantile levels entre 0,05 e 0,95 através do algoritmo Frisch-
Newton, detalhado em Portnoy e Koenker (1997). As estimativas dos coeficientes associados
a cada regressor e seus respectivos desvios-padrao, obtidos via bootstrap, encontram-se no
Anexo deste trabalho. A Figura (2) apresenta as estimativas dos coeficientes didrio, semanal
e mensal do componente continuo da volatilidade realizada, apresentada nos paineis Bﬁd),

S” e Bﬁm), respectivamente, juntamente com o intervalo de confianca a um nivel de
95%, delimitado pela drea hachurada em cinza escuro. Sob uma andlise estética, estes

paineis retratam os aspectos distribucionais dos parametros em horizontes distintos, onde
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os coeficientes em funcao de 7 sao representados em azul, enquanto a média condicional,

obtida através da especificacao LHAR-CJ, é expressa em vermelho.

Figura 2 — Coeficientes estimados: Componente Continuo
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As estimativas para os coeficientes associados ao componente continuo em trés diferentes horizontes se
mostraram estatisticamente significantes em todos os niveis quantilicos, considerando um nivel de confianga
de 95%. Enquanto os impactos de ET(m) sao decrescentes e Er(d) mantém-se relativamente préximos a
média ao longo de toda a distribuicao, B\T(w) captura volatilidade adicional do processo, implicando em
um efeito parcial superior aos demais parametros estimados sobre a volatilidade realizada, a excegao da
cauda esquerda.

Observa-se que os coeficientes para as trés frequéncias sao estatisticamente signifi-
cantes em todo o intervalo 7 € [0,05;0, 95]4i4. Tudo o mais mantido constante, o impacto
ﬁ;(d) sobre a volatilidade realizada assemelha-se, ao longo de essencialmente todos os niveis
quantilicos, a estimativa do impacto médio implicado pelo modelo LHAR-CJ, embora seja
marginalmente inferior em grande parte do grid considerado. Para a defasagem semanal,
verifica-se que as estimativas de BAT(w) oscilam ao redor da esperanga condicional para
grande parte dos niveis quantilicos, a excecao das extremidades: a esquerda, o impacto
do parametro estimado para a frequéncia semanal tende a ser menor, diferentemente
da cauda direita, quando o valor das estimativas sao maiores em comparac¢ao a média
condicional. Por sua vez, o parametro estimado @(m) decresce a medida que 7 caminha dos
niveis quantilicos inferiores em direcao a cauda direita, de tal maneira que os quantis que

antecedem a mediana assinalam valores superiores a média, em contraposicao ao restante

da distribuigao.
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Mais adiante, o painel 3, coloca em evidéncia as trés estimativas analisadas anteri-
ormente. Enquanto as estimativas para B\T(m) decrescem e B\T(d) mantém-se relativamente
estaveis ao longo da distribuicao, o coeficiente @_(m) captura um efeito adicional da volati-
lidade, aumentando seu valor absoluto no primeiro e no ltimo quartil, efeito ao qual a
literatura refere-se como volatilidade da volatilidade (CORSI et al., 2008; BOLLERSLEV
et al., 2009). Esse resultado é particularmente interessante pois sugere que, em dias de
baiza volatilidade, os trés estimadores da variancia integrada contribuem quase na mesma
propor¢ao para a volatilidade em t + 1. Por outro lado, em dias de intensa volatilidade, a
frequéncia didaria e semanal exercem maior influéncia sobre a formacao da volatilidade

futura relativamente a mensal.

Os componentes de saltos, por sua vez, sdo exibidos na Figura (3), onde as estima-

. . ’ . . . d
tivas dos coeficientes de curto, médio e longo prazo, correspondem aos paineis a$ ), a&w) e

o™ vespecti
P pectivamente.

Figura 3 — Coeficientes estimados: Saltos
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As estimativas de a&d) e a&“” sao estatisticamente significantes em quase todos os quantis, revelando a
importancia dos componentes de saltos sobre a volatilidade futura, resultado oposto ao documentado por
Zikes e Barunik (2014). Por sua vez, enquanto o efeito parcial do coeficiente didrio aumenta quanto mais
se aproxima da cauda direita, o impacto do componente semanal se mostra cada vez menor, tornando-se

irrelevante apds o octagésimo percentil.

Embora as estimativas do coeficiente aS ) sejam estatisticamente significantes em
todo os niveis quantilicos considerados, este resultado é apenas parcialmente verificado

para @Sw), a0 passo que a'™ se mostra irrelevante para quase toda densidade: enquanto as
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estimativas do primeiro deixam de ser significativas apds o octagésimo percentil, o segundo
nao apresenta evidéncia estatistica suficiente para rejeicao da hipdtese nula em quase todos
os quantis avaliados, & excecao dos quantis contidos no intervalo 7 € [0, 60; 0, 70]. Ademais,
de acordo com o painel ., é facil ver que, ceteris paribus, o impacto do coeficiente associado
ao componente de saltos de curto prazo sobre o logaritmo da volatilidade futura aumenta
a medida que 7 percorre todos os niveis quantilicos. Ja o impacto do coeficiente semanal é
superior a sua respectiva média no intervalo compreendido entre a cauda esquerda até a
mediana, tornando-se inferior a partir dai. Ha evidéncia, portanto, de que a incorporacao
dos saltos seja crucial para a determinacao da volatilidade realizada em ¢ + 1, resultado
oposto ao documentado por Zikes e Barunik (2014) para os quantis analisados sob a
especificacao HARQS3.

Por tltimo, outro aspecto que também diferencia este trabalho é o fato de introduzir
o efeito alavancagem em uma estrutura semiparamétrica. Corsi e Reno (2012) mostram

como ¢é pertinente o impacto dos retornos negativos sobre a persisténcia da volatilidade.

Figura 4 — Coeficientes estimados: Efeito Alavancagem
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exercam choques sobre a volatilidade futura,

7

é homogéneo ao longo de todos os niveis quantilicos,

enquanto 7(*) exerce um impacto superior, em valor absoluto. Estes resultados revelam a correlacio
negativa entre a volatilidade e os retornos negativos de curto e médio prazo.

Como mostra o painel %d)

, 0 impacto do componente alavancagem de curto prazo

sobre a volatilidade um passo a frente independe de 7, isto é, o efeito parcial de ?ﬁd) sobre
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log Vi1 é homogeéneo ao longo de todos os niveis quantilicos. Em contrapartida, /%w)

assinala uma inclinacao negativa de tal maneira a indicar que a alavancagem semanal
exerce um impacto superior sobre a log volatilidade em ¢+ 1, em termos absolutos, quando
comparado a defasagem diaria, especialmente apds o terceiro decil. Isso evidencia que
retornos negativos aferidos ao longo de uma semana estao associados com maior volatilidade,
deflagrando uma correlagao negativa entre os dois, resultado este que corrobora com a
observagao feita originalmente por Black (1976).

E vélido salientar que o fato dos coeficientes estimados da esperanca condicional
estarem contidos em todo intervalo de confianca, a excecao de /v\ﬁw), pode ser tomado como
um indicio de que estes sejam, no fim das contas, constantes e, portanto, que o modelo de
Corsi e Reno (2012) esteja corretamente especificado.

Por tltimo, o modelo (14) foi reestimado pela metodologia apresentada por Fernan-
des, Guerre e Horta (2019), cuja Regressao Quantilica em sua versao suavizada (RQS),
obtém estimativas bem comportadas para os coeficientes associados aos regressores. A RQS
foi configurada de tal maneira a considerar o emprego da bandwidth hror, seguindo a mesma
"regra de ouro”utilizada por Silverman (1986). Cabe ressaltar que a teoria assintotica
uniforme apresentada pelos autores limita-se a um cenario de dados em cross-section.
Entretanto, é de facil verificacdo que a funcao objetivo por eles proposta se aproxima
pontualmente da funcdo objetivo de Koenker e Bassett (1978). Consequentemente, o
estimador suavizado é consistente e assintoticamente normal em cada nivel quantilico
7 fixado. A Figura (5), por sua vez, compara os resultados da Regressao Quantilitica
padrao (RQ), expressa pela linha sélida em vermelho, e a sua versao Suavizada (RQS),
representada pela linha pontilhada em azul. Conforme apresentada nos paineis 8@, ) e
B as estimativas suavizadas para o componente continuo da volatilidade apresentam
uma aderéncia satisfatoria, seguindo a mesma tendéncia do processo padrao entre os
niveis quantilicos considerados. O mesmo pode ser verificado nos ultimos trés paineis que
remetem ao efeito alavancagem. Entretanto, as estimativas dos componentes de saltos
obtidas pelos métodos RQ e RQS sao visivelmente distintas no curto, médio e longo prazo.
Uma possivel explicagao para esse descolamento seria o fato do estimador associado a
Regressao Quantilica Suavizada possuir um menor erro quadratico médio assintotico,

mostrando uma regularidade superior a Regressao Quantilica padrao.
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Figura 5 — Comparagao entre coeficientes estimados do modelo pela RQ e RQS
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Os paineis colocam em evidéncia as estimativas dos coeficientes do modelo HQADL-RV-JL, obtidas
tanto pela Regressdo Quantilica padrao, expressa pela linha sélida em vermelho, quanto pela sua versao
suavizada (RQS), representada pela linha pontilhada em azul. Enquanto as estimativas suavizadas para
o coeficiente associado ao componente continuo e para o efeito alavancagem apresentam uma aderéncia
satisfatdria ao processo padrao, o mesmo nao ocorre para os coeficientes dos saltos. Uma possivel explicagao
para esse descolamento seria o menor erro quadratico médio assintético do estimador associado ao RQS.

4.2.1 Previsao fora da amostra

Para medir a acuracia preditiva da mediana pelo modelo proposto neste trabalho,
foram escolhidas outras duas especificacoes originalmente propostas por Zikes e Barunik
(2014), mas ligeiramente modificadas com a transormacao em log dos regressores: a primeira
delas (HARQ1) leva em consideracao as defasagens da volatilidade realizada, e a segunda
(HARQ3) incorpora os saltos no processo de formagao da volatilidade. Além disso, foram
escolhidos outros trés modelos no contexto da esperanga condicional, tais como a versao
candnica da especificacaio HAR, de Corsi (2009), e outras duas extensoes que acomodam os
saltos (ANDERSEN; BOLLERSLEV; DIEBOLD, 2007) e o efeito alavancagem (CORSI;
RENC), 2012), todas considerando a transformagao das varidveis em logaritmo, e as
inovacoes corrigidas pela matriz de covariancia de Newey-West.

O exercicio foi realizado de tal maneira que 80% da amostra, que conta com 6.669

dias, foi reservada para treino e os 20% restantes foram separados para teste. O ponto de
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partida para mensurar o poder preditivo fora da amostra foi a adocao de seis fungoes de

perda, sugeridas por Hansen e Lunde (2005):

- ~2
MSE; = n%no D teng 1 (Ve — ?1)? MSE; = n%no D oteng 1 (Ve — @7)?

n A~ 2 n 2
QLIKE = -3 (log®? +V,;3,?) RMLOG= -5  [log(Vig; *)? (15)

n—ng n—ng

- 2
MAE; = 2300 Ve — &l MAE; = -3, 1 (Ve — &7

em que ng = 5334, i’/t e {p; correspondem a volatilidade realizada separada para o teste e
a previsao da volatilidade realizada, respectivamente.

A Tabela (1) reporta os resultados de todas as medidas de perda em relagao as
previsoes realizadas para a média e mediana condicional sob duas abordagens distintas.
Pela janela expansiva, a especificacaio LHAR-CJ é a melhor classificada em cinco das
seis métricas de avaliacao, indicando que a peformance deste modelo seja relativamente
superior as demais. No entanto, o HQADL-RV-JL assinala o melhor resultado sob a 6dtica
do QLIKE, ao mesmo tempo em que o valor correspondente as demais medidas para este

modelo sao, apenas, marginalmente inferiores em comparacao ao LHAR-CJ.

Tabela 1 — Comparativo de previsoes da volatilidade realizada de modelos selecionados

Janela Expansiva

MSE;, MSE, QLIKE  R’LOG  MAE, MAE,
HAR 0,189 21,355 4,142 0,034 0,327 3,255
HAR-CJ 0,189 21,570 4,142 0,033 0,326 3,245
LHAR-CJ 0,175* 19,394%  4,141* 0,031* 0,313*  3,109*
HARQ1 0,2347 26,247 4,1487 0,0417 0,367" 3,618"
HARQ3 0,193 22,230 4,142 0,034 0,328 3,273

HQADL-RV-JL  0,176*  19,631*  4,141* 0,032* 0,314  3,121*

Janela Rolante

MSE;, MSE, QLIKE  R’LOG  MAE, MAE,
HAR 0,189 21,353 4,142 0,034 0,327 3,255
HAR-CJ 0,190 21,589 4,142 0,033 0,326 3,246
LHAR-CJ 0,176* 19,548%  4,141* 0,032* 0,313*  3,112*
HARQ1 0,191 21,862 4,142 0,034 0,327 3,261
HARQ3 0,1937 22,2291 4,1427 0,034" 0,328 3,2721

HQADL-RV-JL  0,177* 19,817  4,141* 0,032* 0,314 3,127
Fonte: elaborado pelo autor. Os simbolos *, x e T denotam a classificacao do primeiro, segundo e o ultimo
modelo avaliado em cada métrica.
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Em andlise sobre medidas de poder preditivo, Patton (2011) apresenta evidéncia
de que apenas as métricas MSE; e QLIKE satisfazem um determinado conjunto de
propriedades, tornando-as robustas e, portanto, adequadas para availiagao do erro de
previsao. Nesse sentido, nao é possivel apontar, a priori, qual destes dois modelos seria
o mais adequado para previsao de volatilidade. Em vista disso, o exercicio foi realizado
também sob a abordagem de janela rolante. Desta vez, o LHAR-CJ se mostra relativamente
superior em todas as métricas apuradas, apesar de, novamente, a diferenca dos resultados
observados em comparacao ao HQADL-RV-JL serem praticamente despreziveis.

Cabe ressaltar que sob o contexto da Regressao Quantilica, o modelo proposto neste
trabalho mostra-se amplamente superior aos apresentados por Zikes e Barunik (2014), uma
vez que o desempenho dos modelos HARQ1 e HARQ3 sao os piores sobre todas as fungoes
de perda selecionadas para a janela expansiva e rolante. Ademais, ha um indicativo de que
a incorporagao do efeito alavancagem contribui significativamente para o aumento do poder
preditivo para volatilidade realizada em t + 1, corroborando os resultados apresentados
por Corsi e Reno (2012) e Audrino e Hu (2016).

Para uma avaliagao mais assertiva das previsoes da volatilidade realizada, estabeleceu-
se 0 modelo LHAR-CJ como benchmark para o teste unicaudal de Diebold e Mariano
(2002) (DM), assumindo os horizontes temporais h = 1, h = 5 e h = 10, que denotam
um, cinco e dez passos a frente, respectivamente. A rejeicao da hipotese nula neste teste,
considerando o = 5%, infere que as previsoes feitas pelos respectivos modelos sao inferiores

relativamente ao benchmark.

Tabela 2 — Performance relativa das previsoes para Volatilidade Realizada

Janela Expansiva Janela Rolante
h=1 h=5 h=10 h=1 h=5 h=10
HAR 3,406" 3.677T 4,5967 3,012 3,3507 4,685
HAR-CJ 3,469T  3,643T 4,1837 3,078"  3,326"  4,162f
HARQ1 9,227t 8,389"  7,924f 3,2461 3,412 42741
HARQ3 3,882 3.768T  3,905' 3,528 3,544" 39771

HQADL-RV-JL 2,3077 11,7387 1,7297 2,040 1,600 1,615

Fonte: elaboracao do autor. { denota as previsoes de menor acuracia em relacao ao benchmark.

De acordo com a Tabela (2), a performance relativa das previsoes para a janela
expansiva mostra que todas as especificagoes sao inferiores nos horizontes de curto, médio
e longo prazo em relacao ao benchmark perante o teste DM. Por outro lado, a avaliagao

de desempenho sob a 6tica da janela rolante mostra mais uma vez que as previsoes de
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todos os modelos sao relativamente inferiores em h = 1. Contudo, para os horizontes de
médio e longo prazo, nao hé evidéncia suficiente para afirmar que a acuracia da previsao
da especificacao HQADL-RV-JL seja inferior as previsoes realizadas pelo LHAR-CJ. Este
mesmo resultado também é verificado quando realizado o teste DM bicaudal, ja que a
hipdtese nula de que o desempenho das previsoes seja diferente nao é rejeitada.

Dessa maneira, é razoavel inferir que a previsao do modelo proposto neste trabalho
é tao boa quanto a previsao do modelo de Corsi e Reno (2012) para o médio e longo prazo,
a excecao do curto prazo, quando LHAR-CJ assinala um desempenho superior. Ademais,
quando colocado em perspectiva a previsao dos modelos cuja mediana foi considerada,
confirma-se a superioridade do HQADL-RV-JL sobre as especificagoes HARQ1 e HARQ3,
de Zikes e Barunik (2014).

Em ultima analise, considerou-se também a previsao da densidade da volatilidade
realizada pelo método apresentado por Fernandes, Guerre e Horta (2019). A Figura (6)
concatena a previsao para densidade da volatilidade um passo a frente considerando os
quantile levels T € [0,05;0, 95]44 € a respectiva estimativa pontual da volatilidade realizada
para a série de retornos do indice S&P500 referente aos quatro tltimos dias da amostra,
isto é, considerando ¢t € [6.666;6.669]. Quanto aos aspectos distribucionais, verifica-se
que todas as densidades exibem um certo grau de assimetria: enquanto o primeiro painel
mostra uma distribuicao assimétrica a direita, as demais parecem assumir o formato de
uma distribui¢ao bimodal.

Embora ainda seja exploratdrio, essa andlise oferece uma alternativa para a avaliacao
do comportamento da distribuicao da resposta um passo a frente, complementando a
literatura sobre previsao de volatilidade, ja que, do conhecimento do autor, nao existem
estudos similares que contemplam previsoes dessa natureza. E importante destacar, no
entanto, que os resultados aqui reportados apenas oferecem um esboco da previsao da
densidade condicional para a volatilidade realizada, onde nao ha qualquer tipo de avaliacao
quanto ao seu ajuste e a acurdcia preditiva. Portanto, uma andlise mais profunda sobre

estes aspectos é deixada trabalhos futuros.
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Figura 6 — Previsao da Densidade Condicional da Volatildade Realizada
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Os paineis concatenam a previsao para densidade da volatilidade um passo a frente, considerando os quantis
7 € ]0.05,0.95]grid, e a respectiva estimativa pontual da volatilidade realizada para a série de retornos
do indice S&P500 referente aos quatro tdltimos dias da amostra. Quanto aos aspectos distribucionais,
verifica-se que todas as densidades possuem exibem assimetria em determinado grau: enquanto o primeiro
painel mostra uma distribuicdo assimétrica a direita, as demais parecem assumir o formato de uma

distribuicao bimodal.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho propoe a introdugao do modelo Heterogeneous Quantile Autoregressive
Distributed Lag Realized Volatility, with Jumps and Leverage Effect, ou simplesmente
HQADL-RV-JL. A especificacao incorpora os principais efeitos assimétricos da volatilidade,
inserindo-se na classe de modelos HAR sob a estrutura semiparamétrica da Regressao
Quantilica, o que permite a flexibilidade dos coeficientes autoregressivos em cada quantil,
onde choques sobre os regressores podem afetar a escala, locacao e forma da distribuicao
condicional da resposta.

Pela exposicao empirica para dados de alta frequéncia da série de retornos do indice
S&P500, compreendidos entre 28 de abril de 1982 e 05 de fevereiro de 2009, estimou-se o
modelo HQADL-RV-JL de tal maneira que foi viabilizada sua avaliagao em uma grade
equi-espagada percorrendo 91 quantile levels no grid [0,05;0,95]. Por sua vez, observou-se
que as estimativas dos coeficientes de curto, médio e longo prazo associados ao componente
continuo da volatilidade realizada sao extremamente significantes para todos os niveis
quantilicos considerados. Tudo o mais mantido constante, o impacto do coeficiente mensal
sobre a formacao de volatilidade futura demonstra um comportamento decrescente ao longo
dos niveis quantilicos, ao passo que a frequéncia didria mantém-se relativamente estavel.
O coeficiente associado a frequéncia semanal, por sua vez, parece capturar todo o efeito
adicional da volatlidade, aumentando assim o valor absoluto de sua estimativa ao longo
dos niveis quantilicos. Esses resultados sao particularmente interessantes pois sugerem
que, em dias de baixa volatilidade, os trés estimadores da variancia integrada contribuem
quase na mesma proporg¢ao para a formagao da volatilidade futura. Por outro lado, em
dias de intensa volatilidade, a frequéncia semanal e diaria exercem maior influéncia sobre
a volatilidade em ¢ + 1.

Quanto ao componente de saltos, os coeficientes de curto e médio prazo se mostraram
estatisticamente significantes. Em relagao a sua magnitude, observou-se que o impacto do
coeficiente de curto prazo ganha cada vez mais participagao na formagao de volatilidade
futura, em comparacao ao coeficiente semanal, cuja trajetoria das estimativas interquantis
¢é decrescente. Ha evidéncia, portanto, de que a modelagem dos saltos em uma estrutura
semiparamétrica é crucial para determinacao da volatilidade em ¢ + 1, ao contrario do que

aponta os resultados de Zikes e Barunik (2014).



40

Outro aspecto que diferencia este trabalho é o fato de introduzir o efeito alavancagem
em modelos de previsao de volatilidade sob o contexto da Regressao Quantilica. Os
resultados mostram que os coeficientes de curto e médio prazo sao significantes do ponto
de vista estatistico. Por sua vez, o impacto do coeficiente diario sobre a volatilidade
¢ homogeéneo ao longo dos niveis quantilicos, enquanto as estimativas do componente
semanal exercem um impacto superior, em termos absolutos, sobre a volatilidade futura.
Portanto, o modelo proposto ajusta-se adequadamente a este efeito assimétrico, uma vez
que ha evidéncia empirica da que os retornos negativos correlacionam-se negativamente
com maiores niveis de volatilidade.

Em termos de performance, realizou-se um exercicio de previsao para fora da
amostra para a mediana do modelo HQADL-RV-JL, considerando os principais benchmarks
apresentados na literatura sobre previsao de volatilidade. Os resultados observados pela
janela expansiva e rolante indicam que o poder preditivo do modelo proposto neste
trabalho ¢é tao boa quanto a previsdo do modelo de Corsi e Reno (2012) para o médio
e longo prazo, a exce¢ao do curto prazo, quando o LHAR-CJ assinala um desempenho
superior. Ademais, hd um indicativo de que a incorporacao do efeito alavancagem contribui
significativamente para o aumento do poder preditivo de modelos dessa classe. Isso é
confirmado quando o HQADL-RV-JL assinala um poder preditivo superior em comparacao
as demais especificacoes concorrentes.

Em tultima andlise, considerou-se também a previsao da densidade da volatilidade
realizada pelo método apresentado por Fernandes, Guerre e Horta (2019). Quanto aos
aspectos distribucionais, verifica-se que todas as densidades previstas exibem um certo
grau de assimetria: enquanto o primeiro painel mostra uma distribuicao assimétrica a
direita, as demais parecem assumir o formato de uma distribuicao bimodal. Embora ainda
seja exploratorio, essa analise oferece uma alternativa para a avaliagdo do comportamento
da distribuicao da resposta um passo a frente, complementando a literatura sobre previsao
de volatilidade. Uma analise mais profunda sobre os aspectos empiricos relacionados a

esta metodologia é deixada trabalhos futuros.
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Apéndice A — MODELO HQADL-CJL

A construcao da especificaggo HQADL-RV-JL para estimagao do quantil condicional
da log volatilidade segue, em partes, a heuristica adotada por Corsi (2009) para derivagao
do modelo HAR. No ambito de modelos para volatilidade de séries financeiras, a variavel
de interesse e seus componentes sao frequentemente atribuidos a fatores latentes. Dessa
maneira, suponha que logaritmo da variacao quadratica dos retornos amostrais em t + 1

seja definido por

~(h ~(h ~(h _
log QV,,, = log V,EJF)I =M 4 ﬂ(h) log CE ) + oW log (1 + Ji )) + ’y(h)rgh) + wg_@l (16)

. h) ~ . ~ . C ,
onde ¢™ ¢é uma constante, w§ ) sdo as inovacoes e a volatilidade parcial nao observada é

representada pelo logaritmo da variancia integrada (log @Eh)), dos saltos (jih)) e do efeito
alavancagem (r; ™), todos observados na mesma escala de tempo h. Assuma agora que
a dinamica de propagacao assimétrica da volatilidade seja definida pela superposicao de
frequéncias em ordem hierarquica, isto €, h deve satisfazer a seguinte condicao: m > w > d,
onde d =1, w = 5 e m = 22 representam os componentes observados a nivel diario, semanal
e mensal, respectivamente. Por tltimo, suponha que o nivel de volatilidade de curto prazo
nao afeta as estratégias de operadores de longo prazo, mas o nivel de volatilidade futura
de longo-prazo altera as estratégias dos operadores de curto prazo!. Do ponto de vista
economico, a interpretacao deste argumento se baseia na ideia de que agentes que operam
no curto prazo sao forward looking com relacao aos a volatilidade de um instrumento
financeiro. Sob esta pressima, o modelo resultante apresenta trés equacoes com diferentes

horizontes temporais

log \A/m =c™ 4 B og Cim) +a'™ log (14 jim))

(17)
(w),.(m)— (m)
+ + wiiq
log \A/g)l =c®) 4 5(“’) log @Ew) + a® log (1 + jt(w)) (18)
+ 6™ E| log \A/X? + 7(“’)7‘15“])_ + wfﬂ
~(d ~(d ~ (d
log\/lg+)1 =D 4 5@ log CE ) + @ log (1 + Jt( )) (19)
+ 6@ B [og Vi | +4@r®” + 0w,

Miiller et al. (1997) observam que volatilidade de longo-prazo tem forte influéncia sobre a volatili-
dade de curto-prazo, enquanto os efeitos da volatilidade de curto-prazo sobre a de longo-prazo sao
negligenciaveis.



46

o (w,m)

onde {cldwm); gldwm). gldwm) ,(dwm). ~(dwm) s56 parametros desconhecidos e Eflog V, "
sao as expectativas de volatilidade futura semanal e mensal, respectivamente. Ao substituir
as equagoOes em cascata, isto é, (23) em (24), e a equagao resultante em (25), obtém-se o

seguinte modelo reparametrizado

log Vipr = ¢ + %@ log Cid) + 8 log Ciw) + 8™ log C,Em)
+ a@log (1 + :]Ed)) +a™ log (1 + jt(w))

e d (20)

+ ’y(m)rim)f + Et4+1

em que ¢ = @ + ™ + (™ e g, sdo inovacdes que dependem dos ruidos wt(i)l, wiﬂ e

iy

Note que a equagao (20) apresenta uma estrutura semelhante a um modelo Autore-
gressivo de Defasagens Distribuidas (ADL). Conforme demonstrado por Galvao, Montes-
Rojas e Park (2013), a funcao quantil condicional pode ser aplicada sob esta estrutura,
resultando na especificacao Heterogeneous Quantile Autoregressive Distributed Lag Realized

Volatility, with Jumps and Leverage effect, ou simplesmente HQADL-RV-JL, representada

por

Qr | F) =, + 5 logC," + 5 log ¢ + 5™ 10g €}

+aDlog (1 + jid)) + o™ log (1 + jt(w)) o
+0f g (143, 440r” 1 4 !
o™

onde @ ¢ a funcao condicional? ao T-ésimo quantil especificado em termos de uma filtragem

{Fi t €[0,00)} e {c; aldwm); gldwm). o (dwm)Y s36 o5 coeficientes autoregressivos aos quais

pretende-se estimar.

2 0O termo do logaritimo da volatilidade realizada em t + 1 (log Vt+1), subscrito a funcao do quantil

condicional, foi omitido.
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