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Dissertação de Mestrado
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Instituto de Matemática e Estat́ıstica da Universidade Federal
do Rio Grande do Sul.

Professor Orientador:
Diego Marcon Farias (PPGMat-UFRGS)

Banca Examinadora:
Fagner Bernardini Rodrigues (PPGMat-UFRGS)
Rafael Rigão Souza (PPGMat-UFRGS)
Matheus Correia dos Santos (PPGMAp-UFRGS)

1Bolsista da Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nı́vel Superior - CAPES,
e do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cient́ıfico e Tecnológico - CNPq



Conteúdo
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tanto mais, muito obrigado.

Ao longo da vida acadêmica encontrei diversos anjos da guarda de carne
e osso. A professora Vanusa me proporcionou o primeiro contato com Ma-
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postura muito mais paciente a respeito do meu próprio aprendizado, e se,
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por me manterem a uma distância segura de qualquer conversa trivial, pelos
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Um agradecimento especial à Táıs, que foi a rocha em que me segurei em
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Introdução

A área de Transporte Ótimo se originou em um problema formulado pelo
matemático francês Gaspard Monge em 1781 [1]. O Problema de Monge
(PM) consiste em mover toda a massa de um lugar para outro da forma
mais eficiente posśıvel. Formalmente, consiste em, dadas uma função custo
c : X × Y −→ R e probabilidades µ ∈ P (X) e ν ∈ P (Y ), minimizar o
funcional

I(T ) =

∫
X

c(x, T (x)) dµ(x)

dentre todas aplicações T : X −→ Y tais que T#µ = ν (isto é, a medida
ν é tal que ν(A) = µ(T−1(A)) para todo A ⊆ X boreliano; dizemos nesse
caso que ν é o push-forward de µ por T ). Se T satisfaz isso, T é chamada de
aplicação de transporte. O valor c(x, y) pode ser interpretado como o custo
de levar uma unidade de massa do ponto x para o ponto y, e as probabilidades
µ e ν podem ser interpretadas como a forma em que a massa está distribúıda
em X e Y , respectivamente.

O problema de minimizar o funcional acima pode ser muito dif́ıcil. De
fato, dependendo das propriedades da função custo, dos espaços X e Y e
das probabilidades µ e ν, pode ser que nem mesmo exista T aplicação de
transporte. Por exemplo, se considerarmos µ = δx (toda massa concentrada
em um único ponto de X), a condição T#µ = ν implica que ν = δT (x). Logo,
se ν não for concentrada em um ponto, estaremos procurando o minimizante
do funcional custo em um conjunto vazio.

Mais tarde, em 1942, o matemático soviético Leonid Kantorovich fez con-
tribuições importantes para a teoria e formulou uma versão relaxada do Pro-
blema de Monge [2]. O Problema de Kantorovich (PK) consiste em minimizar
o funcional

J(γ) =

∫
X×Y

c(x, y) dγ(x, y)
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entre todas probabilidades γ ∈ P (X × Y ) tais que µ e ν são as marginais de
γ. Isto é, para todo A ⊆ X e todo B ⊆ Y conjuntos mensuráveis, γ é tal
que γ(A× Y ) = µ(A) e γ(X ×B) = ν(B). Em outras palavras, procuramos
minimizar o funcional entre todos γ ∈ Adm(µ, ν) := {γ ∈ P (X ×Y ) |π1

#γ =
µ, π2

#γ = ν}, onde π1 e π2 são as projeções na primeira e na segunda coorde-
nada, respectivamente. Os elementos de Adm(µ, ν) são chamados planos de
transporte. O problema de estarmos procurando minimizante em um con-
junto vazio não acontece aqui, uma vez que, por exemplo, a probabilidade
γ = µ× ν ∈ Adm(µ, ν).

Note que se T é uma aplicação de transporte (ou seja, T#µ = ν), então
ela dá origem a uma probabilidade γ = (Id, T )#µ ∈ Adm(µ, ν). Isso mostra
que a formulação de Kantorovich é mais fraca e que o conjunto onde estamos
procurando um representante ótimo é, de certa forma, maior do que aquele
do PM. Mostramos adiante que, sob certas condições, ao resolvermos o PK
estamos (como um bônus) também resolvendo o PM. Fazemos isso mostrando
que uma solução ótima para o PK é uma probabilidade cujo suporte está
contido no gráfico de uma função. A partir dáı podemos construir uma
aplicação T que é solução do PM.

Exemplo 0.1 (Problema de Kantorovich discreto). Consideremos o caso de
uma empresa que tem lojas precisando de produtos e depósitos contendo
esses produtos. A empresa precisa levar os produtos dos depósitos para as
lojas, e quer minimizar o gasto com as viagens. Sabe-se que

• o custo de levar uma unidade de produto do depósito i para a loja j é
de c(i, j);

• a quantidade de produtos no depósito i é dado por µ({i});

• a quantidade de produtos necessários na loja j é ν({j}).

Isto é, dados os conjuntos X = {1, · · · , n} (depósitos), Y = {1, · · · ,m}
(lojas), uma função custo c : X × Y −→ R e probabilidades µ ∈ P (X) e
ν ∈ P (Y ), o PK consiste em determinar uma probabilidade π ∈ P (X × Y )
que minimize

I[π] =

n,m∑
i,j

c(i, j)π(i, j),
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e tal que µ e ν sejam suas marginais. Ou seja, representando π como uma
matriz

π =

π11 · · · π1m
...

. . .
...

πn1 · · · πnm


em que a i-ésima linha representa a quantidade de produto que o depósito i
enviou para cada loja, e a j-ésima coluna representa a quantidade de produto
que a loja j recebeu de cada depósito, queremos que

m∑
j=1

πij = µ({i}) e
n∑
i=1

πij = ν({j}).

Em outras palavras, queremos que cada depósito envie tudo o que tem dis-
pońıvel, e que cada loja receba tudo o que precisa. A maneira mais comum de
se resolver esse problema e problemas semelhantes é através de programação
linear. As notas de aula em [3] dão uma boa introdução ao assunto e a outros
tópicos de otimização.

Nessa dissertação estamos interessados em problemas de otimização deste
tipo, porém em contextos mais abstratos. No caṕıtulo 3 demonstramos a
existência e unicidade de uma solução para o PM no espaço Euclidiano usual,
quando o custo é o quadrado da distância. Este resultado é conhecido como
Teorema de Brenier [4]. Embora o caṕıtulo seja dedicado principalmente à
demonstração desse teorema, os primeiros resultados são bastante gerais e
são úteis para os outros caṕıtulos. No caṕıtulo 4 provamos o Teorema de
McCann [5], que nos permite enunciar resultado semelhante ao de Brenier,
mas agora em uma variedade compacta com o custo dado pelo quadrado
da distância Riemanniana. Por fim, no caṕıtulo 5, mostramos um resultado
mais geral, onde substituimos o custo dado pela distância Riemanniana por
um custo dado pela ação mı́nima de um Lagrangiano. Nos caṕıtulos 1 e 2
provamos resultados auxiliares que são usados nos caṕıtulos 4 e 5.

A seguir são feitos alguns comentários a respeito de notação e definições
usadas nessa dissertação.

• Se M é uma variedade diferenciável e x ∈ M , o espaço tangente a x é
denotado por TxM .

• O espaço cotangente a x é denotado por T ∗xM . Trata-se do dual de
TxM , isto é, T ∗xM = {f : TxM −→ R | f é linear}.
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• O fibrado tangente de uma variedade M é o conjunto TM = ∪x∈M{x}×
TxM . Da mesma forma, o fibrado cotangente é definido por T ∗M =
∪x∈M{x} × T ∗xM .

• Se a dimensão do espaço ambiente X é n, dizemos que um conjunto é
um conjunto pequeno se tiver medida finita pela medida de Hausdorff
de dimensão n− 1.

• Dizemos que uma sequência (xn) em um espaço normado X converge
fracamente para x ∈ X quando, para todo funcional linear limitado
f : X −→ R, tivermos que lim f(xn) = f(x). Denota-se xn ⇀ x.
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Caṕıtulo 1

Funções Semicôncavas

O conceito de função côncava é muito importante em vários contextos de
otimização, mas pode ser muito restritivo. Funções semicôncavas abrangem
um conjunto muito maior de funções do que funções côncavas, enquanto
mantem várias de suas propriedades. Em particular, a função custo definida
a partir de um Lagrangiano é localmente semicôncava, como mostramos no
Teorema 5.2. Isso nos permite falar sobre diferenciabilidade em quase toda
parte dessa função.

A apresentação das definições e resultados desse caṕıtulo é inspirada,
principalmente, em [6].

Definição 1.1 (Módulo de continuidade). Um módulo de continuidade,
ou simplesmente um módulo, é uma função cont́ınua não-decrescente ω :
[0,+∞)→ [0,+∞) tal que ω(0) = 0. Dizemos que ω é um módulo linear se
for da forma ω(t) = kt, para algum k ≥ 0.

Definição 1.2 (Superdiferencial). p ∈ T ∗xM é um superdiferencial da função
f : M −→ R em x ∈ M se for a derivada no ponto x de uma função
g : U ⊆ M −→ R que tangencia f por cima no ponto x. Isto é, g é tal que
g(y) ≥ f(y) para todo y ∈ U , g(x) = f(x) e p = dg(x). O conjunto que
contem os superdiferenciais de f no ponto x é denotado por ∂+f(x).

Definição 1.3 (Função semicôncava). Uma função f : U −→ R definida
em um aberto U ⊆ Rn é dita ω-semicôncava em U (ou, equivalentemente,
semicôncava em U com módulo ω) se, para cada x ∈ U , existir uma função
linear lx : Rn −→ R tal que, para todo y ∈ U ,

f(y)− f(x) ≤ lx(y − x) + |y − x|ω(|y − x|).

12



Podemos dizer simplesmente que f é semicôncava, omitindo o módulo,
quando isso não gerar confusão. Dizemos que f é localmente semicôncava
em U se, para cada x ∈ U , existir uma vizinhança aberta Vx tal que f é
semicôncava em Vx para algum módulo (que não precisa ser necessariamente
o mesmo em cada Vx). A função linear lx pode depender do ponto x.

Proposição 1.4. 1) Dadas fi : U −→ R, U ⊆ Rn, tais que fi é semicôncava
com módulo ωi em U para i ∈ {1, . . . , k}, temos:

(i) para quaisquer α1, . . . , αk ≥ 0, a função
∑k

i=1 αifi é
∑k

i=1 αiωi-
semicôncava;

(ii) a função min1≤i≤k fi é max1≤i≤k ωi-semicôncava.

2) Toda função de classe C1 é localmente semicôncava.

Demonstração. 1) i) Como fi é ωi-semicôncava em U , para cada x ∈ U existe
lix : Rn −→ R tal que

fi(y)− fi(x) ≤ lix(y − x) + |y − x|ωi(|y − x|).

Multiplicando por αi e somando em i ficamos com

k∑
i=1

αifi(y)−
k∑
i=1

αifi(x) ≤
k∑
i=1

αil
i
x(y − x) + |y − x|

k∑
i=1

αiωi(|y − x|).

Como
∑k

i=1 αil
i
x é linear e

∑k
i=1 αiωi é módulo, segue que a função

∑k
i=1 αifi

é semicôncava com módulo
∑k

i=1 αiωi.
ii) Sejam x ∈ U e i0 tal que fi0(x) = mini fi(x). Como fi0 é ωi0-

semicôncava, existe lx que satisfaz

fi0(y)− fi0(x) ≤ lx(y − x) + |y − x|ωi0(|y − x|)
≤ lx(y − x) + |y − x|max

i
ωi(|y − x|).

Mas fi0(y) − fi0(x) ≥ mini fi(y) − mini fi(x) pois i0 é tal que fi0(x) =
mini fi(x). Logo

min
i
fi(y)−min

i
fi(x) ≤ lx(y − x) + |y − x|max

i
ωi(|y − x|)

de onde segue que mini fi é maxi ωi-semicôncava em U .
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2) Seja C um subconjunto de U aberto convexo com fecho compacto
(uma bola, por exemplo). A função x 7→ df(x) é cont́ınua porque f é de
classe C1, portanto possui módulo de continuidade ω em C (pois usando a
compacidade de C̄ podemos definir uma função que funcione como módulo
de continuidade). Ou seja, existe um módulo ω tal que ‖df(y) − df(x)‖ ≤
ω(|y − x|). Definindo γ(t) = ty + (1− t)x, temos que

d

dt
(f ◦ γ)(t) = df(γ(t)) · γ′(t)

= df(ty + (1− t)x) · (y − x)

de onde segue pelo Teorema Fundamental do Cálculo que∫ 1

0

df(ty + (1− t)x) · (y − x) dt =

∫ 1

0

d

dt
(f ◦ γ)(t) dt = f(y)− f(x). (1.1)

Como ‖df(y)− df(x)‖ = sup|v|≤1|df(y) · (v)− df(x) · (v)|, então

df(y) ·
(
y − x
|y − x|

)
− df(x) ·

(
y − x
|y − x|

)
≤ ‖df(y)− df(x)‖.

Portanto

df(ty + (1− t)x) ·
(
y − x
|y − x|

)
− df(x) ·

(
y − x
|y − x|

)
≤ ‖df(ty + (1− t)x)− df(x)‖
≤ ω(|ty + (1− t)x− x|)
= ω(|t(y − x)|)
≤ ω(|y − x|)

o que implica que

df(ty + (1− t)x) · (y − x) ≤ df(x) · (y − x) + |y − x|ω(|y − x|).

Integrando os dois lados dessa última desigualdade em t, e usando a equação
(1.1), segue que

f(y)− f(x) =

∫ 1

0

df(ty + (1− t)x) · (y − x) dt

≤ df(x) · (y − x) + |y − x|ω(|y − x|).

14



Logo, para x ∈ C existe lx = df(x) função linear tal que

f(y)− f(x) ≤ df(x) · (y − x) + |y − x|ω(|y − x|).

Ou seja, f é ω-semicôncava em C. Como isso vale para qualquer x ∈ U , f é
localmente semicôncava.

Lema 1.5. Sejam U um subconjunto aberto de Rn e f : U −→ R uma função
ω-semicôncava. Valem:

(i) Para todo K subconjunto compacto de U existe uma constante A tal
que, se x ∈ K, então para toda função linear lx satisfazendo

f(y)− f(x) ≤ lx(y − x) + |y − x|ω(|y − x|)

tem-se que ‖lx‖ ≤ A.

(ii) f é localmente Lipschitz.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que f é localmente limitada.
Note que se K é compacto, então é limitado e portanto K ⊆ BR para

algum raio R. Como f é ω-semicôncava, temos que

f(y)− f(x) ≤ lx(y − x) + |y − x|ω(|y − x|)
=⇒ f(y) ≤ lx(y − x) + |y − x|ω(|y − x|) + f(x)

≤ ‖lx‖|y − x|+ |y − x|ω(|y − x|) + f(x)

≤ ‖lx‖R +Rω(R) + f(x).

Portanto f(y) ≤ ‖lx‖R+Rω(R)+f(x) para todo y ∈ K. Isto é, f é limitada
superiormente em K.

Para mostrar a limitação por baixo, seja x ∈ U e C um cubo compacto
contido em U com x ∈ C. Se {y1, . . . , y2n} são os vértices de C, podemos
escrever x como uma combinação convexa, isto é, x =

∑
αiyi, onde αi ≥ 0 e∑

αi = 1. Para cada i temos

f(yi)− f(x) ≤ lx(yi − x) + |yi − x|ω(|yi − x|).

Multiplicando por αi e somando em i, obtemos∑
αif(yi)−

∑
αif(x) ≤ lx(

∑
αiyi −

∑
αix) +

∑
αi|yi − x|ω(|yi − x|).
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Seja DC o diâmetro de C. Como
∑
αi = 1 e x =

∑
αiyi, segue das desigual-

dades acima que∑
αif(yi)− f(x) ≤

∑
αi|yi − x|ω(|yi − x|) ≤ DCω(DC)

=⇒
∑

αif(yi)−DCω(DC) ≤ f(x).

Note que
∑
αif(yi) ≥ mini f(yi), e que portanto

min
i
f(yi)−DCω(DC) ≤ f(x).

Logo f é localmente limitada inferiormente também, ou seja, f é localmente
limitada.

i) Suponha que B̄(x0, 2r) ⊆ U . Se x ∈ B̄(x0, r) então x− rv ∈ B̄(x0, 2r)
para todo v ∈ Rn com |v| = 1. Portanto

f(x− rv)− f(x) ≤ lx(x− rv − x) + |x− rv − x|ω(|x− rv − x|)
= −rlx(v) + rω(r).

Da compacidade de B̄(x0, 2r) e como vimos que f é localmente limitada,
podemos definir B̃ = supz∈B̄(x0,2r) |f(z)|. Dáı segue que

f(x− rv)− f(x) ≤ −rlx(v) + rω(r)

=⇒ f(x)− f(x− rv) ≥ rlx(v)− rω(r)

=⇒ lx(v) ≤ f(x)− f(x− rv)

r
+ ω(r)

≤ 2B̃

r
+ ω(r).

Podemos aplicar essa desigualdade para −v no lugar de v, do que podemos
concluir que, se x ∈ B̄(x0, r), então ‖lx‖ ≤ 2B̃

r
+ ω(r).

Como K é compacto, podemos cobri-lo com uma quantidade finita de
bolas. Aplicando o racioćınio acima para cada bola e chamando a maior
constante de A, obtemos que ‖lx‖ ≤ A.

ii) Seja K um subconjunto compacto de U . Pela parte (i), existe A tal
que, para quaisquer x, y ∈ K,

f(y)− f(x) ≤ lx(y − x) + |y − x|ω(|y − x|)
≤ ‖lx‖|y − x|+ |y − x|ω(|y − x|)
≤ (A+ ω(DK))|y − x|
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onde DK é o diâmetro de K. Vale a mesma desigualdade com x e y trocados.
Logo |f(y)−f(x)| ≤ L|y−x|, onde L = (A+ω(DK)). Isto é, f é localmente
Lipschitz.

Enunciaremos sem provar o seguinte resultado bastante conhecido:

Teorema 1.6 (Rademacher). Se U ⊆ Rn é um aberto e f : U −→ R é uma
função de Lipschitz, então f é diferenciável em quase toda parte em relação
à medida de Lebesgue.

Temos imediatamente o seguinte corolário:

Corolário 1.7. Se f : U −→ R é localmente ω-semicôncava então f é
diferenciável em quase toda parte em relação à medida de Lebesgue.

Para o caso de funções semicôncavas, existe um resultado ainda mais forte.
O conjunto dos pontos em que a função f semicôncava não é diferenciável
em um conjunto pequeno. Uma prova deste fato pode ser encontrada em
[7, Section 4.1]. Para a definição de um conjunto pequeno, ver o final da
Introdução.

Teorema 1.8. Se ϕ : U −→ R é uma função semicôncava definida no
aberto U ⊆ Rn então ϕ é diferenciável em cada ponto do complemento de um
conjunto pequeno.

Até aqui as funções consideradas estavam definidas no Rn. O seguinte
lema nos permite estender a definição de semiconcavidade para funções reais
definidas em uma variedade.

Lema 1.9. Sejam U, V ⊆ Rn abertos. Suponha que F : V −→ U é de classe
C1. Se f : U −→ R é localmente semicôncava então f ◦F : V −→ R também
é localmente semicôncava.

Além disso, se F é de classe C2 e f é localmente semicôncava com módulo
linear, então o mesmo pode ser dito de f ◦ F .

Demonstração. Pela natureza local do lema, podemos assumir, sem perda
de generalidade, que f é semicôncava em U . Seja V ′ uma bola aberta tal
que V̄ ′ ⊆ V . Pela continuidade da função z 7→ ‖dF (z)‖, sabemos que existe
CV̄ ′ = maxz∈V̄ ′ ‖dF (z)‖ < +∞. Como dF (x) é a derivada de F , pela de-
finição de derivada sabemos que existe um módulo ω̂V̄ ′ tal que

F (y)− F (x) = dF (x) · (y − x) + (y − x)ω̂V̄ ′(|y − x|).
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Pelo Teorema do Valor Médio temos que, para algum z ∈ V̄ ′, vale que

|F (y)− F (x)|
|y − x|

≤ ‖dF (z)‖.

Logo
|F (y)− F (x)| ≤ ‖dF (z)‖|y − x| ≤ CV̄ ′|y − x|.

Como f é semicôncava em U , segue que

f(F (y))− f(F (x)) ≤ lF (x)(F (y)− F (x))

+ |F (y)− F (x)|ω(|F (y)− F (x)|)
= lF (x)(dF (x) · (y − x) + (y − x)ω̂V̄ ′(|y − x|))

+ |F (y)− F (x)|ω(|F (y)− F (x)|)
= lF (x)(dF (x) · (y − x)) + lF (x)((y − x)ω̂V̄ ′(|y − x|))

+ |F (y)− F (x)|ω(|F (y)− F (x)|)
≤ lF (x)(dF (x) · (y − x)) + ‖lF (x)‖|y − x|ω̂V̄ ′(|y − x|)

+ CV̄ ′|y − x|ω(CV̄ ′ |y − x|).

Como F (V̄ ′) é compacto, pelo Lema 1.5 existe uma constante ĈV̄ ′ que limita
‖lF (x)‖. Logo

f(F (y))− f(F (x)) ≤ lF (x)(dF (x) · (y − x))

+ ĈV̄ ′ |y − x|ω̂V̄ ′(|y − x|) + CV̄ ′|y − x|ω(CV̄ ′|y − x|)

o que significa que f ◦F é semicôncava em V̄ ′ com módulo r 7→ ĈV̄ ′ω̂V̄ ′(r) +
CV̄ ′ω(CV̄ ′r). Logo f ◦ F é localmente semicôncava em V .
Se F é de classe C2, dF é localmente Lipschitz em U e podemos assumir que
ω̂V̄ ′ é linear (pois é o módulo de continuidade de dF ).

Agora estamos autorizados a falar de semiconcavidade em variedades. Por
definição, para que uma função f : M −→ R seja localmente semicôncava,
basta que sua composição com alguma carta coordenada F seja localmente
semicôncava. O lema anterior garante que esse conceito fica bem definido, e
é coerente com o caso em que M = Rn.

Definição 1.10. Uma famı́lia de funções {fi : U −→ R} é dita unifor-
memente ω-semicôncava se cada fi é ω-semicôncava, ou seja, se existir um
módulo ω tal que fi é ω-semicôncava, para todo i.
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Note que a uniformidade se dá porque o mesmo módulo vale para todas as
funções. A função linear lx que aparece na definição de função semicôncava
não precisa ser a mesma.

Teorema 1.11. Seja (fi)i∈I uma famı́lia uniformemente ω-semicôncava. Se
a função f(x) := infi∈I fi(x) é finita em todo U , então f é ω-semicôncava.

Demonstração. Fixa x0 ∈ U . Pela definição de ı́nfimo, podemos construir
uma sequência (fin) tal que fin(x0) converge para f(x0) por cima. Seja C ⊆ U
um cubo com centro em x0, e sejam y1, . . . , y2n os vértices de C. Para todo
x ∈ C existem α1, . . . , α2n tais que

∑
αj = 1 e

∑
αjyj = x. Como cada fi é

ω-semicôncava, temos que

fi(yj)− fi(x) ≤ lx(yj − x) + |yj − x|ω(|yj − x|).

Multiplicando por αj e somando em j, segue que∑
αjfi(yj)−

∑
αjfi(x) ≤ lx

(∑
αjyj −

∑
αjx
)

+
∑

αj|yj − x|ω(|yj − x|)

=⇒
∑

αjfi(yj) ≤ fi(x) +
∑

αj|yj − x|ω(|yj − x|)

=⇒ min
1≤j≤2n

fi(yj) ≤ fi(x) +
∑

αj|yj − x|ω(|yj − x|)

=⇒ min
1≤j≤2n

fi(yj) ≤ fi(x) +DCω(DC)

=⇒ min
1≤j≤2n

fi(yj)−DCω(DC) ≤ fi(x).

Como f(yj) = infi fi(yj) é finito, existe A ∈ R tal que A ≤ fi(x) para todo
i ∈ I.

Seja ε > 0 tal que B̄(x0, ε) ⊆ C. Como fi é ω-semicôncava e x0 ∈ U ,
existe li tal que

fi(y)− fi(x0) ≤ li(y − x0) + |y − x0|ω(|y − x0|)

para todo y ∈ U . Para todo v ∈ Rn com |v| = 1 vale que x0 + εv ∈ B̄(x0, ε),
e portanto

fi(x0 + εv)− fi(x0) ≤ li(x0 + εv − x0)

+ |x0 + εv − x0|ω(|x0 + εv − x0|)
=⇒ fi(x0 + εv)− fi(x0) ≤ εli(v) + εω(ε).
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Como visto acima A ≤ fi(x) para todo x ∈ C. Além disso, já que fin(x0)↘
f(x0), podemos assumir que fin é limitada, isto é, existe M ∈ R tal que
fin(x0) ≤M para todo n. Logo

fi(x0 + εv) ≤ εli(v) + εω(ε) + fi(x0)

=⇒ A ≤ εli(v) + εω(ε) + fi(x0)

=⇒ A ≤ εli(v) + εω(ε) +M

=⇒ A−M
ε

− ω(ε) ≤ li(v).

Aplicando isso para −v obtemos que ‖li‖ ≤ M−A
ε

+ ω(ε). Extraindo uma
subsequência, se necessário, podemos supor que lin −→ l. Como para todo
y ∈ U temos f(y) ≤ fin(y), passando ao limite em n obtemos que

f(y) ≤ fin(x0) + lin(y − x0) + |y − x0|ω(|y − x0|)
=⇒ f(y)− f(x0) ≤ l(y − x0) + |y − x0|ω(|y − x0|).

Como x0 ∈ U foi escolhido arbitrariamente, isso conclui a demonstração.

O exemplo a seguir mostra que a semiconcavidade uniforme de uma
famı́lia de funções não é automaticamente transportada por difeomorfismos,
como a semiconcavidade local de uma função é.

Exemplo 1.12. Para k ∈ R definimos fk : R −→ R por fk(x) = kx. É claro
que a famı́lia (fk)k∈R é uniformemente ω-semicôncava para qualquer módulo
ω. De fato,

fk(y)− fk(x) = ky − kx
= k(y − x)

≤ k(y − x) + |y − x|ω(|y − x|)

pois ω ≥ 0.
Considere o difeomorfismo ϕ : R∗+ −→ R∗+ dado por ϕ(x) = x2. Mostra-

remos que não existe um aberto não-vazio U ⊆ R∗+ nem um módulo ω tais
que a famı́lia (fk ◦ ϕ

∣∣
U

) seja uniformemente ω-semicôncava.
Suponha por absurdo que tenhamos, para algum aberto não-vazio U e

algum módulo ω,

fk ◦ ϕ(y)− fk ◦ ϕ(x) ≤ lx(y − x) + |y − x|ω(|y − x|)
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onde lx depende de k mas não de ω. Como fk ◦ ϕ é diferenciável, devemos
ter lx(y − x) = (fk ◦ ϕ)′(x)(y − x) = 2kx(y − x). Portanto, deveŕıamos ter

k(y2 − x2) ≤ 2kx(y − x) + |y − x|ω(|y − x|)
=⇒ k(y2 − x2)− k(2xy − 2x2) ≤ |y − x|ω(|y − x|)
=⇒ k(y − x)2 ≤ |y − x|ω(|y − x|).

Fixando x, y ∈ U e definindo h = y − x, temos

kh2 ≤ |h|ω(|h|) =⇒ k ≤ ω(|h|)
|h|

para todo k, absurdo.

Em virtude do exemplo acima, a seguinte definição é a mais razoável em
variedades.

Definição 1.13. A famı́lia de funções fi : M −→ R, i ∈ I, definidas em uma
variedade M de dimensão n, é dita uniformemente localmente semicôncava
se existir uma cobertura aberta (Uj)j∈J de M , onde cada Uj é o domı́nio de
uma carta coordenada ϕj : Uj −→ Vj ⊆ Rn, tais que para todo j ∈ J a
famı́lia (fi ◦ ϕ−1

j )i∈I é uniformemente semicôncava em Vj ⊆ Rn.

Corolário 1.14. Se a famı́lia de funções fi : M −→ R, i ∈ I, é uniforme-
mente localmente semicôncava e a função f(x) = infi∈I fi(x) é finita em toda
parte, então f é localmente semicôncava.

Demonstração. A famı́lia de funções (fi)i∈I ser uniformemente localmente
semicôncava significa que M ⊆

⋃
Uj, ϕj : Uj −→ Vj ⊆ Rn são tais que

(fi ◦ ϕ−1
j )i∈I é uniformemente semicôncava para todo j. Isto é, cada gi =

fi ◦ ϕ−1
j é ωj-semicôncava, portanto a famı́lia (gi)i∈I é uniformemente se-

micôncava. Logo, pelo Teorema 1.11 a função g(x) := infi∈I gi(x) é ωj-
semicôncava também. Dáı segue que g ◦ ϕj é semicôncava, pois semiconca-
vidade permanece por difeomorfismos, pelo Lema 1.9. Isto é, g ◦ ϕj = f é
semicôncava em Uj. Logo f é localmente semicôncava em M.

A definição a seguir pode parecer estranha à primeira vista pelo acúmulo
de advérbios, mas não entremos em pânico. Ela vai ser necessária nas Pro-
posições 1.16 e 1.17 para mostrar que uma função definida a partir do ı́nfimo
de funções semicôncavas também é semicôncava. Isto é necessário para provar
a semiconcavidade local de uma função c-côncava, no Caṕıtulo 5.
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Definição 1.15. Seja c : M×N −→ R, comM uma variedade eN um espaço
topológico. A famı́lia de funções (c(·, y))y∈N é localmente uniformemente
localmente semicôncava se para todo y0 ∈ N existe uma vizinhança V0 de y0

tal que (c(·, y))y∈V0 é uniformemente localmente semicôncava em M .

Note que o primeiro ”localmente”diz respeito ao espaço N , enquanto que
o segundo diz respeito à variedade M .

Proposição 1.16. Seja c : M × N −→ R, em que M é uma variedade e
N é um espaço topológico, tal que a famı́lia (c(·, y))y∈N é localmente uni-
formemente localmente semicôncava. Se K ⊆ N é compacto e a função
fK : U −→ R dada por fK(x) = infy∈K c(x, y) é finita em toda parte, então
fK é localmente semicôncava em M .

Demonstração. A famı́lia (c(·, y))y∈N é localmente uniformemente localmente
semicôncava. Logo, para todo y ∈ N existe Vy tal que a famı́lia (c(·, y))y∈Vy
é uniformemente localmente semicôncava.

Note que K ⊆
⋃
y∈K Vy. Como K é compacto, existem Vi, i = 1, . . . , l

tais que K ⊆
⋃k
i=1 Vi. Em cada Vi a famı́lia (c(·, y))y∈Vi é uniformemente

localmente semicôncava. A função fi(x) = infy∈K∩Vi c(x, y) é finita em toda
parte pois fi ≥ fK (ambas são definidas por ı́nfimos, mas fi em um conjunto
menor). Logo, pelo Corolário 1.14, fi é localmente semicôncava para todo i.
Como fK = mini fi, segue da Proposição 1.4 que fK também é localmente
semicôncava.

Proposição 1.17. Sejam M,N variedades. Se c : M×N −→ R é localmente
semicôncava em M ×N , então a famı́lia de funções (c(·, y))y∈N é localmente
uniformemente localmente semicôncava.

Demonstração. Por hipótese, podemos cobrir M ×N por uma famı́lia (Ui ×
Wj)i∈I,j∈J , onde Ui é aberto em M e Wj é aberto em N , com Ui domı́nio do
mapa ϕi : Ui −→ Ũi ⊆ Rn e Wj domı́nio do mapa ψj : Wj −→ W̃j ⊆ Rm,
tais que (x̃, ỹ) 7→ c(ϕ−1

i (x̃), ψ−1
j (ỹ)) é ωi,j-semicôncava em Ũi × W̃j. Logo, a

famı́lia (c(ϕ−1
i (·), ψ−1

j (ỹ)))ỹ∈W̃j
é uniformemente localmente semicôncava em

Ũi. Então, por definição, (c(·, y))y∈N é localmente uniformemente localmente
semicôncava.

O seguinte corolário é consequência das Proposições 1.16 e 1.17.

Corolário 1.18. Sejam M,N variedades, c : M × N −→ R localmente
semicôncava e K ⊆ N compacto. Se fK(x) = infy∈K c(x, y) for finita em
toda parte, então fK : U −→ R é localmente semicôncava em M .
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Caṕıtulo 2

Mecânica Lagrangiana

A Mecânica Lagrangiana é uma formulação da Mecânica Clássica que com-
bina a conservação do momento linear e a conservação da energia. Vários
problemas f́ısicos acabam se resumindo a encontrar uma trajetória minimi-
zante para a ação de um Lagrangiano AL. Como é equivalente à Mecânica
Newtoniana, pode ser mostrado que uma trajetória γ que minimiza AL para
o Lagrangiano L(x, v) = m

2
|v|2−U(x) é uma trajetória que descreve o movi-

mento de uma part́ıcula de massa m sujeita ao potencial U .
No Caṕıtulo 4, mostramos a existência da aplicação de transporte ótimo

para o custo d2

2
. Esse custo está relacionado a um Lagrangiano, o que motiva

a generalização da teoria para custos que sejam provenientes de outros La-
grangianos. Considerar esses custos abre várias possibilidades interessantes
de interpretação para o problema de transporte ótimo. Mudando o Lagrangi-
ano podemos pensar no custo não só em termos econômicos, ou de distância,
mas também, por exemplo, como a energia relacionada a algum sistema f́ısico.

Neste caṕıtulo, relembraremos alguns resultados importantes que são usa-
dos para mostrar a existência de aplicação de transporte ótimo quando o
custo é definido a partir de um Lagrangiano. O que está aqui é baseado
principalmente nos apêndices de [6].

Começamos pela definição do principal elemento da teoria que queremos
construir.

Definição 2.1 (Lagrangiano). Seja M uma variedade. Um Lagrangiano em
M é uma função L : TM −→ R cont́ınua e limitada inferiormente.

Note que se uma curva γ é definida sobre a variedade M , sua velocidade
γ̇(t) pertence ao espaço tangente ao ponto γ(t). Ou seja, o par (γ(t), γ̇(t))
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pertence a TM .

Definição 2.2 (Ação de um Lagrangiano). Sejam L : TM −→ R um Lagran-
giano em M e γ : [a, b] −→M uma curva absolutamente cont́ınua. A ação do

Lagrangiano L sobre a curva γ é dada por AL(γ) =
∫ b
a
L(γ(s), γ̇(s)) ds. Por

conveniência, definimos AL(γ) = +∞ se γ não for absolutamente cont́ınua.

Agora que sabemos como associar a cada curva um número real, podemos
nos perguntar qual curva, entre todas que tem as mesmas extremidades, que
atinge o menor valor. Note que isso é muito semelhante ao que fazemos ao
buscar curvas que ligam dois pontos e minimizam o funcional de comprimento
em Geometria Riemanniana.

Definição 2.3 (Minimizante). Seja L um Lagrangiano em M . Uma curva
absolutamente cont́ınua γ : [a, b] −→ M é um L-minimizante se AL(γ) ≤
AL(α) para toda curva absolutamente cont́ınua α : [a, b] −→ M com γ(a) =
α(a) e γ(b) = α(b).

Definição 2.4 (Lagrangiano de Tonelli). Dizemos que L : TM −→ R é um
Lagrangiano de Tonelli fraco se possuir as seguintes propriedades:

(a) L é de classe C1;

(b) a função L(x, ·) : TxM −→ R é estritamente convexa para qualquer
x ∈M ;

(c) existe uma métrica Riemanniana completa g em M e uma constante
C ∈ R tal que

L(x, v) ≥ |v|x + C

para todo (x, v) ∈ TM , onde | · |x é a norma em TxM obtida da métrica
g;

(d) para todo K ⊆M compacto, a restrição de L para TKM =
⋃
x∈K TxM é

superlinear nas fibras de TM , ou seja, para toda constante A ≥ 0, existe
uma constante C(A,K) ∈ R tal que

L(x, v) ≥ A|v|x + C(A,K)

para todo (x, v) ∈ TKM .

Dizemos ainda que L é um Lagrangiano de Tonelli se satisfizer também as
seguintes condições mais fortes:
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(a′) L é de classe C2;

(b′) para todo (x, v) ∈ TM , ∂2L
∂v2

(x, v) é positivo definida em TxM .

Note que quando M é uma variedade compacta, se a condição (c) valer
para alguma alguma métrica g, então valerá para todas, porque sobre um
compacto todas são equivalentes.

Além disso, se L é um Lagrangiano de Tonelli fraco e U : TM −→
R é de classe C1, então L + U também é Lagrangiano de Tonelli fraco.
Similarmente, se L é um Lagrangiano de Tonelli e U é de classe C2, então
L + U também é Lagrangiano de Tonelli. Dessa forma, conhecendo um
exemplo de Lagrangiano de Tonelli, podemos gerar vários.

Os próximos teoremas são resultados conhecidos de Cálculo de Variações
em uma variável, que enunciaremos sem provar.

Teorema 2.5. Seja L um Lagrangiano de Tonelli fraco definido numa va-
riedade conexa M . Então para todo a, b ∈ R com a < b, e para todo
x, y ∈ M , existe uma curva γ : [a, b] −→ M absolutamente cont́ınua que
é L-minimizante.

O Teorema 2.5 vale sob condições mais fracas do que L ser de classe C1,
mas essa hipótese é necessária no teorema a seguir.

Teorema 2.6. Se L é um Lagrangiano de Tonelli fraco e γ é L-minimizante,
então γ é de classe C1.

Além disso, para todo intervalo [t0, t1] tal que γ(t) está contido no domı́nio
de uma carta coordenada, tem-se que

∂L

∂v
(γ(t1), γ̇(t1))− ∂L

∂v
(γ(t0), γ̇(t0)) =

∫ t1

t0

∂L

∂x
(γ(s), γ̇(s)) ds.

Esta é uma versão integral das equações de Euler-Lagrange. Isso implica que
t 7→ ∂L

∂v
(γ(t), γ̇(t)) é uma função de classe C1 e que

d

dt

(
∂L

∂v
(γ(t), γ̇(t))

)
=
∂L

∂x
(γ(t), γ̇(t)).

Mais geralmente, se L é de classe Cr, com r ≥ 2, então γ é de classe Cr.

Definição 2.7 (Transformada Global de Legendre). Seja L um Lagrangiano
de classe C1 em M . Sua Transformada Global de Legendre L : TM −→
T ∗M é definida por L (x, v) = (x, ∂L

∂v
(x, v)).
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Proposição 2.8. Se L é um Lagrangiano de Tonelli fraco em M , então sua
Transformada Global de Legendre L : TM −→ T ∗M é um homeomorfismo.
Além disso, se L é um Lagrangiano de Tonelli de classe Cr, com r ≥ 2, então
L é de classe Cr−1.

Demonstração. Primeiro mostramos que L é sobrejetiva.
Seja p ∈ T ∗xM . A condição (d) da definição de Lagrangiano de Tonelli

fraco garante a existência de uma constante C(A,K) para qualquer escolha
de constante A e K ⊆ M conjunto compacto. As escolhas espertas nesse
caso são A = |p|x + 1 e K = {x}. Segue que

L(x, v) ≥ A|v|x + C(A,K)

e logo

p(v)− L(x, v) ≤ p(v)− A|v|x − C(A,K)

≤ p(v)− |p|x|v|x − |v|x − C(A,K).

Mas temos que p(v) ≤ |p|x|v|x. Logo

p(v)− L(x, v) ≤ −|v|x − C(A,K).

Como o lado direito vai para −∞ conforme |v|x vai para +∞, temos que
a função v 7→ p(v)−L(x, v) deve atingir um máximo em um ponto vp. Como
é de classe C1, no ponto vp sua derivada deve ser nula. Ou seja:

∂

∂v
(p(v)− L(x, v))|v=vp = p− ∂L

∂v
(x, vp) = 0

o que implica que p = ∂L
∂v

(x, vp). Logo (x, p) = L (x, vp).
Agora mostramos que L é injetiva.
Como para x 6= x′ temos L (x, v) 6= L (x′, v′) diretamente, basta mostrar

que para v 6= v′ teremos L (x, v) 6= L (x, v′). Para isso, considere a função
ϕ : [0, 1] −→ R dada por ϕ(t) = L(x, tv + (1 − t)v′). Pela condição (b) da
definição de Lagrangiano de Tonelli fraco, ϕ é estritamente convexa. Como
ϕ é de classe C1, ser estritamente convexa implica que ϕ′(0) 6= ϕ′(1). Como
dx
dt

= 0, temos que

ϕ′(t) =
d

dt
L(x, tv + (1− t)v′)

=
∂L

∂x
· dx
dt

+
∂L

∂v
(x, tv + (1− t)v′) d

dt
(tv + (1− t)v′)

=
∂L

∂v
(x, tv + (1− t)v′)(v − v′).
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Logo ∂L
∂v

(x, v) = ϕ′(1) 6= ϕ′(0) = ∂L
∂v

(x, v′), e portanto L é injetiva.
Para que L seja homeomorfismo é necessário que tanto L quanto L −1

sejam cont́ınuas. L é cont́ınua porque L é C1. Para mostrar que L −1

é cont́ınua, mostramos que L é própria (isto é, pré-imagens de conjuntos
compactos são relativamente compactas). Note que, se P ⊆ T ∗M é com-
pacto, então existe uma constante C tal que ‖∂L

∂v
(x, v)‖x ≤ C para todo

∂L
∂v

(x, v) ∈ P . Portanto, para mostrar que L é própria, basta mostrar que o
conjunto {(x, v) ∈ TM |x ∈ K, ‖∂L

∂v
(x, v)‖x ≤ C} é compacto (onde K ⊆ M

é compacto, como é costume para um conjunto denotado por essa letra).
Mostramos que ele é compacto mostrando que está contido em um conjunto
compacto. Logo, como é fechado, deve ser compacto também.

A convexidade estrita de L(x, ·) implica que ∂L
∂v

(x, v)(v) ≥ L(x, v) −
L(x, 0). De fato, como L(x, ·) é estritamente convexa, sabemos que

L(x, tv + (1− t)v′) > tL(x, v) + (1− t)L(x, v′)

para todo t ∈ (0, 1), e para todos v, v′ ∈ TxM . Fazendo v′ = 0, obtemos

L(x, tv) > tL(x, v) + L(x, 0)− tL(x, 0)

= t(L(x, v)− L(x, 0)) + L(x, 0).

Logo
L(x, tv)− L(x, 0)

t
> L(x, v)− L(x, 0).

Isso vale para todo t. Logo, fazendo t −→ 0+, obtemos que

∂L

∂v
(x, v)(v) ≥ L(x, v)− L(x, 0).

Ainda, L é cont́ınua, e portanto existe uma constante C1 tal que L(x, 0) ≤ C1

para todo x ∈ K. Então ∂L
∂v

(x, v)(v) ≥ L(x, v) − C1. Pela condição (d) da
definição de Lagrangiano de Tonelli fraco, existe uma constante C(A,K) tal
que L(x, v) ≥ A|v|x + C(A,K) para todo (x, v) ∈ TKM . Logo

∂L

∂v
(x, v)(v) ≥ L(x, v)− C1 ≥ A|v|x + C(A,K).

Onde juntamos as constantes em uma só porque fica mais bonito. Dáı segue
que

∂L

∂v
(x, v)

(
v

|v|x

)
≥ A+

C(A,K)

|v|x
=⇒

∥∥∥∥∂L∂v (x, v)

∥∥∥∥
x

≥ A+
C(A,K)

|v|x
.
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Podemos tomar A = C + 1, e dáı temos∥∥∥∥∂L∂v (x, v)

∥∥∥∥
x

≥ C + 1 +
C(C + 1, K)

|v|x
.

Seja (x, v) ∈ {(x, v) ∈ TM |x ∈ K, ‖∂L
∂v

(x, v)‖x ≤ C}. Para esse (x, v), vale
que

C ≥
∥∥∥∥∂L∂v (x, v)

∥∥∥∥
x

≥ C + 1 +
C(C + 1, K)

|v|x
=⇒ −C(C + 1, K) ≥ |v|x.

Portanto

{(x, v) ∈ TM |x ∈ K,
∥∥∥∥∂L∂v (x, v)

∥∥∥∥
x

≤ C} ⊆

{(x, v) ∈ TM |x ∈ K, |v|x ≤ −C(C + 1, K)}

que é compacto, logo o conjunto anterior é compacto também.
Por fim, suponha que L seja um Lagrangiano de Tonelli de classe Cr.

Pelo Teorema da Função Inversa, para mostrar que L é um difeomorfismo
Cr−1, basta mostrar que sua derivada é invert́ıvel. Calculando as derivadas
de L obtemos a matriz [

Id 0
∂2L
∂x∂v

(x, v) ∂2L
∂v2

(x, v)

]
que é invert́ıvel pois, pela definição de Lagrangiano de Tonelli, ∂2L

∂v2
(x, v) >

0.

Definição 2.9. Seja L um Lagrangiano em M. Definimos o seu Hamiltoniano
H : T ∗M −→ R ∪ {+∞} por

H(x, p) = sup
v∈TxM

(
p(v)− L(x, v)

)
.

Dessa relação entre o Lagrangiano e seu Hamiltoniano podemos deduzir
várias propriedades que o Hamiltoniano deve ter. A proposição seguinte lista
essas propriedades.

Proposição 2.10. Seja L um Lagrangiano de Tonelli fraco definido na va-
riedade M . Seu Hamiltoniano H é finito em toda parte e goza das seguintes
propriedades:
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(a∗) H é de classe C1 e em coordenadas vale que{
∂H
∂p

(L (x, v)) = v
∂H
∂x

(L (x, v)) = −∂L
∂x

(x, v)

(b∗) para cada x ∈M , o mapa H(x, ·) : T ∗xM −→ R é estritamente convexo;

(d∗) para todo compacto K ⊆ M , a restrição de H a T ∗KM =
⋃
x∈K T

∗
xM é

superlinear nas fibras de T ∗M . Isto é, para para toda constante A ≥ 0
existe uma constante C∗(A,K) tal que H(x, p) ≥ A|p|x+C∗(A,K) para
todo (x, p) ∈ T ∗KM .

Se L é de classe Cr, com r ≥ 2, então valem também:

(a′∗) H é de classe Cr;

(b′∗) para todo (x, p) ∈ T ∗M , a segunda derivada parcial ∂2H
∂p2

(x, p) é positiva
definida em T ∗xM .

Demonstração. A menos de composição com alguma carta coordenada, po-
demos sem perda de generalidade assumir que M = U ⊆ Rn. Como U é
aberto, podemos ainda considerar uma bola V compactamente contida em
U . Isso é útil porque normas advindas de métricas Riemannianas são equi-
valentes em variedades compactas. No caso, trabalhamos tendo em mente a
norma Euclidiana usual. A propriedade (d) da Definição 2.4 passa a ser a
seguinte: para qualquer escolha de constante A ≥ 0 existe uma constante CA
tal que L(x, v) ≥ A|v|+ CA para todo x ∈ V e para todo v ∈ Rn = TV̄M .

Temos que T ∗V = V ×Rn∗, em que Rn∗ é o dual de Rn. Fixemos R > 0,
e suponhamos que |p| ≤ R. Para A = R + 1, existe CR+1 tal que

L(x, v) ≥ (R + 1)|v|+ CR+1

=⇒ −L(x, v) ≤ −(R + 1)|v| − CR+1

=⇒ p(v)− L(x, v) ≤ p(v)− (R + 1)|v| − CR+1.

Mas p(v) ≤ |p||v| ≤ R|v|, logo

p(v)− L(x, v) ≤ R|v| − (R + 1)|v| − CR+1

=⇒ p(v)− L(x, v) ≤ −|v| − CR+1.
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Como L é C1, L(·, 0) é limitada em um compacto. Ou seja, existe uma
constante C ∈ R tal que L(x, 0) ≤ C para todo x ∈ V ⊆ V̄ . Dáı segue que,
para v com |v| > C − CR+1, temos

−|v| < −C + CR+1

=⇒ p(v)− L(x, v) ≤ −|v| − CR+1

< −C + CR+1 − CR+1

=⇒ p(v)− L(x, v) < −C ≤ −L(x, 0)

para todo x ∈ V e para todo v tal que |v| > C − CR+1. Isso implica que

H(x, p) = sup
v∈Rm

p(v)− L(x, v)

= sup
|v|≤C−CR+1

p(v)− L(x, v).

Isto é, o supremo que define H(x, p) é atingido em um ponto v(x,p) com
|v(x,p)| ≤ C −CR+1. Como a função v 7→ p(v)− L(x, v) é de classe C1, a sua
derivada no ponto v(x,p) deve ser nula.

0 =
d

dv
(p(v)− L(x, v)) = p− ∂L

∂v
(x, v(x,p)) =⇒ p =

∂L

∂v
(x, v(x,p)).

Logo (x, p) = L (x, v(x,p)) e v(x,p) é único porque L é injetiva. Como
p = ∂L

∂v
(x, v(x,p)) e L(x, ·) é estritamente convexa (sua derivada é crescente,

portanto invert́ıvel), obtemos que v(x,p) =
(
∂L
∂v

)−1
(p). Para que a notação

não fique muito carregada, definimos g :=
(
∂L
∂v

)−1
.

H(x, p) = p(v(x,p))− L(x, v(x,p)) = p(g(p))− L(x, g(p)).

Logo

H(x, p+ h)−H(x, p) = (p+ h)(g(p+ h))− L(x, g(p+ h))

− p(g(p)) + L(x, g(p))

= p(g(p+ h)) + h(g(p+ h))− L(x, g(p+ h))

− p(g(p)) + L(x, g(p))

= p(g(p+ h)− g(p)) + h(g(p+ h))

− (L(x, g(p+ h))− L(x, g(p))).

(2.1)
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Por expansão de Taylor, temos que

L(x, g(p+ h))− L(x, g(p)) =
∂L

∂v
(g(p)) · (g(p+ h)− g(p)) + o(h)

= p(g(p+ h)− g(p)) + o(h),

pois ∂L
∂v

(g(p)) = p. Substituindo em (2.1) ficamos com

H(x, p+ h)−H(x, p) = p(g(p+ h)− g(p)) + h(g(p+ h))

− p(g(p+ h)− g(p)) + o(h)

= h(g(p+ h)) + o(h).

Fazendo h −→ 0 obtemos que

∂H

∂p
(x, p) = g(p) =

(
∂L

∂v

)−1

(p) = v(x,p).

Além disso H(x, p) = p(v(x,p))−L(x, v(x,p)) implica que ∂H
∂x

(x, p) = ∂
∂x

(p(v)−
L(x, v)) = −∂L

∂x
(x, v(x,p)). Como (x, p) = L (x, v(x,p)) podemos reescrever

∂H

∂p
◦L (x, v) = v

∂H

∂x
◦L (x, v) = −∂L

∂x
(x, v),

o que prova (a∗).
Quando L é um Lagrangiano de Tonelli de classe Cr, sabemos que L é

de classe Cr−1. Disso segue que tanto ∂H
∂p

quanto ∂H
∂x

são Cr−1, e portanto H

é Cr. Isso prova (a′∗).
Provaremos agora (b′∗). Já sabemos que ∂H

∂p
(x, ∂L

∂v
(x, v)) = v. Diferenci-

ando essa expressão em relação a v, obtemos

∂2H

∂p2
(L (x, v)) · ∂

2L

∂v2
(x, v) = IdRm .

Logo, ∂2H
∂p2

é a inversa de uma matriz positiva definida, de forma que deve ser
positiva definida também.

Agora provamos a convexidade estrita do item (b∗). Sejam p1, p2 ∈ T ∗xM
com p1 6= p2, e defina p3 = tp1 +(1−t)p2 para algum t ∈ (0, 1). Sejam, ainda,
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v1, v2, v3 ∈ TxM tais que pi = ∂L
∂v

(x, vi) para i = 1, 2, 3. Tais vi existem e são
diferentes porque L é bijetiva.

Para i = 1, 2 temos H(x, pi) = pi(vi)−L(x, vi) pois o supremo da definição
de H é atingido precisamente em pi = ∂L

∂v
(x, vi). Dáı segue que

H(x, p3) = p3(v3)− L(x, v3)

= t(p1(v3)− L(x, v3)) + (1− t)(p2(v3)− L(x, v3)).
(2.2)

Como os supremos são atingidos em um único ponto, temos que

H(x, p1) > p1(v3)− L(x, v3)

e
H(x, p2) > p2(v3)− L(x, v3).

Juntando isso com (2.2), ficamos com

H(x, tp1 + (1− t)p2) < tH(x, p1) + (1− t)H(x, p2),

ou seja, H(x, ·) é estritamente convexa em T ∗xM e (b∗) está provado.
Para provar (d∗), seja K ⊆M compacto. Como H(x, p) ≥ p(v)−L(x, v)

para todo (x, v) ∈ TM (pois é um supremo), temos que

H(x, p) ≥ sup
|v|x≤A

p(v) + inf
x∈K,|v|x≤A

−L(x, v)

onde o primeiro termo é igual a A|p|x e o segundo é finito por compacidade,
e portanto podemos definir C∗(A,K) = infx∈K,|v|x≤A−L(x, v).

Definição 2.11. O campo vetorial Hamiltoniano XH associado ao Hamilto-
niano H é definido por XH(x, p) = (∂H

∂p
(x, p),−∂H

∂x
(x, p)) e a EDO associada

é {
ẋ = ∂H

∂p
(x, p)

ṗ = −∂H
∂x

(x, p))

Observe que se (x(t), p(t)) é uma solução da EDO associada a XH , então

d

dt
H(x, p) =

∂H

∂x
· ẋ+

∂H

∂p
· ṗ =

∂H

∂x
· ∂H
∂p

+
∂H

∂p
·
(
−∂H
∂x

)
= 0.

Portanto H é constante ao longo de soluções da EDO associada a XH .
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Teorema 2.12. Seja L um Lagrangiano de Tonelli fraco definido na varie-
dade M . Se γ : [a, b] −→ M é um L-minimizante, então t 7→ L (γ(t), γ̇(t))
é uma solução de classe C1 do campo vetorial XH .

Além disso, se L é um Lagrangiano de Tonelli, então existe um fluxo
(parcial) φLt de classe C1 em TM tal que toda curva velocidade de um L-
minimizante é parte de uma órbita de φLt . Esse fluxo é chamado de Fluxo
de Euler-Lagrange e é definido por φLt = L −1 ◦ φHt ◦L onde φHt é o fluxo
parcial de XH .

Demonstração. Escrevendo (x(t), p(t)) = L (γ(t), γ̇(t)) ficamos com x(t) =
γ(t) e p(t) = ∂L

∂v
(γ(t), γ̇(t)). Pelo Teorema 2.6, γ é de classe C1 porque é

L-minimizante. Portanto x(t) também é de classe C1 com ẋ(t) = γ̇(t). Da
mesma forma, p(t) é de classe C1, e como d

dt
∂L
∂v

(γ(t), γ̇(t)) = ∂L
∂x

(γ(t), γ̇(t))
segue que ṗ(t) = ∂L

∂x
(γ(t), γ̇(t)).

Como (x(t), p(t)) = L (γ(t), γ̇(t)) concluimos da Proposição 2.10 que
t 7→ (x(t), p(t)) satisfaz {

ẋ = ∂H
∂p

(x, p)

ṗ = −∂H
∂x

(x, p)),

de forma que a Transformada de Legendre de uma curva velocidade de um
L-minimizante é solução do campo vetorial Hamiltoniano XH .

Se L é um Lagrangiano de Tonelli (ou seja, de classe C2), então, pela
Proposição 2.10, H é de classe C2 também, e XH é C1, o que define um fluxo
parcial φHt .

Definição 2.13 (Energia). Se L é um Lagrangiano C1 definido na variedade
M , então sua energia E : TM −→ R é definida por

E(x, v) = H ◦L (x, v) =
∂L

∂v
(x, v)(v)− L(x, v).

Corolário 2.14. Se L é um Lagrangiano de classe C1 na variedade M e
γ : [a, b] −→ M é um L-minimizante, então a energia E é constante na
curva velocidade s 7→ (γ(s), γ̇(s)).

Demonstração. Note que E(γ(s), γ̇(s)) = H ◦ L (γ(s), γ̇(s)). A energia
é constante nessa curva velocidade porque a função s 7→ L (γ(s), γ̇(s)) é
solução de XH e H é constante em órbitas de XH .
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Proposição 2.15. Se L é um Lagrangiano de Tonelli fraco definido na va-
riedade M , então para todo subconjunto compacto K ⊆ M e toda constante
C < +∞, o conjunto {(x, v) ∈ TM |x ∈ K,E(x, v) ≤ C} é compacto. Ou
seja, a energia E é um mapa próprio (leva conjuntos compactos em conjun-
tos compactos) em todo subconjunto da forma π−1(K), onde π é a projeção
natural.

Demonstração. Como E = H ◦ L , a proposição segue do fato de H ser
próprio e L ser um homeomorfismo.

Enunciaremos agora, sem provar, o Teorema de Hopf-Rinow, importante
resultado de Geometria Riemanniana que é usado na proposição que vem a
seguir, bem como em outros pontos da dissertação.

Teorema 2.16 (Hopf-Rinow). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana.
São equivalentes:

(i) para x ∈M fixado, a aplicação exponencial expx está definida em todo
o espaço tangente TxM ;

(ii) em M , conjuntos fechados e limitados (com respeito à distância Rie-
manniana) são compactos;

(iii) como espaço métrico, M é completo;

(iv) M é geodesicamente completa;

(v) existe exaustão de M por compactos: existe uma sequência (encaixada)
de compactos Kn ⊆ M com Kn ⊆ int(Kn+1) e ∪nKn = M tais que,
para x ∈M e sequência yn /∈ Kn, vale

lim
n−→+∞

d(x, yn) = +∞.

Além disso, os itens anteriores implicam no seguinte (mas não é equiva-
lente):

(vi) para quaisquer x, y ∈M , existe geodésica minimizante γ : [0, l] −→M
com γ(0) = x e γ(l) = y.
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Proposição 2.17. Seja L um Lagrangiano de Tonelli fraco definido na varie-
dade M . Suponha que K seja um subconjunto compacto de M e t > 0. Então
podemos achar um subconjunto compacto K̃ ⊆ M e uma constante A ∈ R
tais que para qualquer γ : [0, t] −→ M L-minimizante com γ(0), γ(t) ∈ K,
temos que γ([0, t]) ⊆ K̃ e |γ̇(s)|γ(s) ≤ A para todo s ∈ [0, t].

Demonstração. A distância d é a que vem da métrica Riemanniana completa.
Pelo Teorema de Hopf-Rinow, todas bolas limitadas fechadas nessa distância
são compactas.

Escolhemos x0 ∈ K e R > 0 tais que K ⊆ B(x0, R). Sejam x, y ∈ K. Se
α : [0, t] −→M é uma geodésica com α(0) = x e α(t) = y cujo comprimento
é d(x, y) (que existe, pois a métrica é completa), a desigualdade triangular

d(x, y) ≤ d(x, x0) + d(x0, y) < 2R

implica que, se z ∈ α([0, t]), então

d(x0, z) ≤ d(x0, x) + d(x, z) ≤ d(x0, x) + d(x, y) ≤ 3R.

Ou seja, α([0, t]) ⊆ B̄(x0, 3R).
A curva α tem velocidade constante porque é uma geodésica. Isto é,

|α̇(s)|α(s) = d(x,y)
t
≤ 2R

t
, para todo s ∈ [0, t]. Por compacidade, o Lagrangiano

L é limitado no conjunto K = {(z, v) ∈ TM | z ∈ B̄(x0, 3R), |v|z ≤ 2R
t
}. Seja

θ o limite superior de L em K . A ação de α em [0, t] é menor do que θt, pois

A(α) =

∫ t

0

L(α(s), α̇(s)) ds ≤
∫ t

0

θ ds = θt.

Se γ : [0, t] −→ M é um L-minimizante, então A(γ) ≤ A(α), ou seja,∫ t
0
L(γ(s), γ̇(s)) ds ≤ tθ. Pela condição (c) na Definição 2.4, existe C cons-

tante tal que para todo (x, v) ∈ TM tem-se que L(x, v) ≥ |v|x + C. Logo

tθ ≥
∫ t

0

L(γ(s), γ̇(s)) ds

≥
∫ t

0

(|γ̇(s)|γ(s) + C) ds

= Ct+

∫ t

0

|γ̇(s)|γ(s) ds

=⇒ θ − C ≥ 1

t

∫ t

0

|γ̇(s)|γ(s) ds.
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Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, sabemos que existe s0 ∈ [0, t]
tal que |γ̇(s0)|γ(s0) = 1

t

∫ t
0
|γ̇(s)|γ(s) ds. Logo θ−C ≥ |γ̇(s0)|γ(s0). Note que isso

implica que γ([0, t]) ⊆ B̄(γ(0), t(θ−C)) ⊆ B̄(x0, R+ t(θ−C)). Essa segunda
inclusão segue de que, se γ(0) ∈ K, então para todo x ∈ B̄(γ(0), t(θ − C))
temos

d(x, x0) ≤ d(x, γ(0)) + d(γ(0), x0) ≤ t(θ − C) +R.

Fazendo K̃ = B̄(x0, R + t(θ − C)), definimos θ1 = sup{E(z, v) | (z, v) ∈
TM, z ∈ K̃, |v|z ≤ θ − C}, que é finito pela compacidade de K̃.

Finalmente, como γ([0, t]) ⊆ K̃ e |γ̇(s0)|γ(s0) ≤ θ − C, podemos concluir
que E(γ(s0), γ̇(s0)) ≤ θ1. Mas, pelo Corolário 2.14 a energia E é constante

para γ L-minimizante. Logo, a curva velocidade s 7→ (γ(s), ˙γ(s)) está con-
tida em K̃ = {(z, v) ∈ TM | z ∈ K̃, E(z, v) ≤ θ1}, que é o compacto que
queŕıamos.
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Caṕıtulo 3

Teorema de Brenier

Este caṕıtulo é devotado para o Problema de Monge com X = Y = Rd,
em que a função custo é a distância quadrática advinda da norma de Rd.
Neste contexto, o Teorema de Brenier mostra que se a probabilidade µ não
dá massa para conjuntos pequenos e ν é uma probabilidade qualquer então
existe uma aplicação de transporte que é solução do Problema de Monge.
Ainda, essa aplicação de transporte é o gradiente de uma função convexa e
está relacionada a uma solução do Problema de Kantorovich.

Antes de chegarmos ao Teorema de Brenier, no entanto, precisamos de
alguns resultados preliminares. Começamos por mostrar algumas proprie-
dades do funcional custo e do conjunto de medidas em que buscamos o seu
minimizante que asseguram que podemos usar o Método Direto do Cálculo
de Variações para demonstrar a existência de plano de transporte ótimo no
Problema de Kantorovich. Esses resultados valem em contextos bem gerais,
e por isso não servirão apenas para o Teorema de Brenier, mas também para
o de McCann no Caṕıtulo 4 e para quando o custo vier de um Lagrangiano,
no Caṕıtulo 5. Dessa forma, vários dos resultados a seguir poderiam ter sido
simplificados caso mudássemos um pouco as hipóteses. Em [8] é posśıvel
encontrar resultados semelhantes demonstrados para situações ligeiramente
diferentes.

O Método Direto consiste basicamente em três passos. O primeiro passo
é conseguir uma sequência minimizante de medidas γn. O segundo passo é
usar alguma propriedade de compacidade para garantir que essa sequência
tenha uma subsequência convergente. Por fim, mostrar que o limite dessa
subsequência é o elemento que procuramos.

Esse caṕıtulo é baseado principalmente em [9].
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Um espaço polonês é um espaço topológico completo, metrizável e se-
parável. Os exemplos que nos interessam nesta dissertação são o Rn e varie-
dades Riemannianas em geral. Convergência fraca de medidas está definida
no final da Introdução.

Lema 3.1. Sejam X e Y espaços poloneses e c : X × Y → R ∪ {+∞} uma
função custo que é semicont́ınua inferiormente e limitada por baixo. Então
o funcional custo J , dado por

J(γ) =

∫
X×Y

c(x, y) dγ(x, y)

é semicont́ınuo inferiormente em P (X×Y ) com a topologia da convergência
fraca. Em outras palavras

γk ⇀ γ em P (X × Y ) =⇒ J(γ) ≤ lim inf J(γk).

Demonstração. A semicontinuidade inferior e a limitação por baixo de c ga-
rantem que existe uma sequência crescente de funções cont́ınuas cn tais que
pontualmente temos c(x, y) = limn cn(x, y), ver [8, pág. 26]. Pelo Teorema
da Convergência Monótona, segue que

J(γ) =

∫
X×Y

c dγ

= lim
n

∫
X×Y

cn(x, y) dγ

= lim
n

lim
k

∫
X×Y

cn(x, y) dγk

≤ lim inf
k

∫
X×Y

c dγk

= lim inf
k

J(γk).

A terceira igualdade vem de γk ⇀ γ e a desigualdade vem de cn ≤ c. Logo o
funcional custo é semicont́ınuo inferiormente.

Definição 3.2. Seja X um espaço polonês. O conjunto K ⊆ P (X) é dito
ŕıgido se, para todo ε > 0, existir um compacto Kε ⊆ X tal que µ(X\Kε) < ε
para qualquer µ ∈ K.
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Dadas uma função mensurável f : X −→ Y e uma probabilidade µ ∈
P (X), o push-forward de µ por f é a probabilidade f#µ ∈ P (Y ) definida
por f#µ(B) = µ(f−1(B)), para B ⊆ Y mensurável. No que segue, π1 :
X × Y −→ X é a projeção na primeira coordenada e π2 : X × Y −→ Y a
projeção na segunda coordenada.

Lema 3.3. Sejam X e Y espaços poloneses. Se K1 ⊆ P (X) e K2 ⊆ P (Y )
são ambos ŕıgidos, então o conjunto

K = {γ ∈ P (X × Y ) |π1
#γ ∈ K1 e π2

#γ ∈ K2}

também é ŕıgido.

Demonstração. Primeiro, note que

(X × Y )\(K1 ×K2) ⊆ [(X\K1)× Y ] ∪ [X × (Y \K2)] . (3.1)

Sejam ε > 0 e γ ∈ K. Definimos µ := π1
#γ ∈ K1 e ν := π2

#γ ∈ K2. Como K1 e
K2 são ŕıgidos, existem K1 ⊆ X e K2 ⊆ Y compactos tais que µ(X\K1) < ε

2

e ν(Y \K2) < ε
2
. Então, pelo que temos na equação (3.1), segue que

γ((X × Y )\(K1 ×K2)) ≤ γ((X\K1)× Y ) + γ(X × (Y \K2))

= µ(X\K1) + ν(Y \K2) < ε.

Portanto o conjunto K é ŕıgido.

O seguinte teorema, que enunciaremos sem provar, é um resultado clássico
e será importante nos resultados que o seguem. Uma prova pode ser encon-
trada em [9].

Teorema 3.4 (Prokhorov). Se X é um espaço polonês, então K ⊆ P (X) é
ŕıgido se, e somente se, é relativamente compacto (isto é, possui a propri-
edade de que toda sequência tem subsequência convergente) com relação à
convergência fraca.

Agora estamos aptos a aplicar o Método Direto para garantir a existência
de um plano de transporte ótimo. A definição de ı́nfimo nos permite construir
uma sequência minimizante, que por estar em um conjunto relativamente
compacto admite subsequência convergente. Mostramos que o limite dessa
sequência é um elemento de Adm(µ, ν) := {γ ∈ P (X×Y ) |π1

#γ = µ e π2
#γ =

ν}, e obtemos, da semicontinuidade inferior do funcional J , que esse elemento
é o que procurávamos.
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Teorema 3.5 (Existência de Plano Ótimo). Suponha que a função custo é
semicont́ınua inferiormente e limitada por baixo. Então existe um plano de
transporte ótimo, isto é, um minimizante para o Problema de Kantorovich.

Demonstração. Dadas µ ∈ P (X) e ν ∈ P (Y ), os conjuntos {µ} e {ν} são
ŕıgidos. Logo, pelo Lema 3.3, o conjunto Adm(µ, ν) é ŕıgido também. Pelo
Teorema de Prokhorov, Adm(µ, ν) é relativamente compacto com relação à
convergência fraca.

Pela definição de ı́nfimo, podemos construir uma sequência minimizante
γn ∈ Adm(µ, ν), tal que J(γn) ≤ 1

n
+ infγ J(γ). Como Adm(µ, ν) é re-

lativamente compacto, existe uma subsequência convergente γnk ⇀ γ ∈
Adm(µ, ν). Para mostrar que na verdade γ ∈ Adm(µ, ν) (e não apenas
ao seu fecho), considere ϕ ∈ Cb(X). Temos∫

X

ϕ(x) d(π1
#(γ))(x) =

∫
X×Y

ϕ(π1(x, y)) dγ(x, y)

= lim
nk

∫
X×Y

ϕ(π1(x, y)) dγnk(x, y)

= lim
nk

∫
X

ϕ(x) d(π1
#(γnk))(x)

= lim
nk

∫
X

ϕ(x) dµ(x)

=

∫
X

ϕ(x) dµ(x),

ou seja, π1
#(γ) = µ. Analogamente se mostra que π2

#(γ) = ν. Portanto γ ∈
Adm(µ, ν). Pelo Lema 3.1 o funcional custo J é semicont́ınuo inferiormente.
Portanto J(γ) ≤ lim infnk J(γnk) ≤ lim inf 1

n
+ infα J(α) = infα J(α), e dáı

segue que γ é minimizante para o funcional custo J . Ou seja, γ é um plano
de transporte ótimo.

Até aqui provamos a existência de uma solução para o Problema de Kan-
torovich. O nosso objetivo agora é caracterizar essa solução e mostrar que
ela dá origem a uma solução do Problema de Monge. Isto é, para cada ponto
x, ela leva a apenas um ponto y. Em outras palavras, mostraremos que o
suporte da solução que obtemos está contido no gráfico de uma função (ri-
gorosamente falando, isso será verdade exceto em um conjunto de medida
despreźıvel). Para chegar lá, precisamos definir alguns conceitos antes.
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Definição 3.6 (conjunto c-ciclicamente monótono). Seja c : X × Y −→ R
uma funcão cont́ınua. Um conjunto Γ ⊆ X × Y é c-ciclicamente monótono
quando satisfaz, para todo subconjunto finito {(xi, yi)}i=1,2,··· ,N ⊆ Γ, que

N∑
i=1

c(xi, yi) ≤
N∑
i=1

c(xi, yσ(i))

para qualquer permutação σ : {1, 2, · · · , N} −→ {1, 2, · · · , N}.

Definição 3.7 (c-transformada). Dada uma função f : X −→ R∪{−∞} que
não é identicamente igual a −∞, definimos sua c-transformada (ou função
c-conjugada) como f c : Y −→ R ∪ {−∞} dada por

f c(y) = inf
x∈X
{c(x, y)− f(x)}.

Analogamente, se g : Y −→ R∪ {−∞} então sua c-transformada gc : X −→
R ∪ {−∞} é dada por

gc(x) = inf
y∈Y
{c(x, y)− g(y)}.

Definição 3.8 (função c-côncava). Uma função f : X −→ R∪ {−∞} é dita
c-côncava quando existe g : Y −→ R ∪ {−∞} tal que f = gc.

Definição 3.9 (c-superdiferencial). Seja f : X −→ R ∪ {−∞} uma função
c-côncava. O c-superdiferencial de f é o conjunto

∂cf = {(x, y) ∈ X × Y | f(x) + f c(y) = c(x, y)}.

Note que se considerarmos c(x, y) = −〈x, y〉, recuperamos conceitos já
conhecidos de Análise Convexa, a saber, conjunto ciclicamente monótono,
Transformada de Legendre, função côncava e superdiferencial.

O teorema seguinte caracteriza o plano de transporte ótimo e é funda-
mental em nossa abordagem. A prova apresentada aqui é baseada em [11] e
[12].

Teorema 3.10. Seja c : X × Y −→ R uma função custo que é cont́ınua e
limitada inferiormente. Sejam µ ∈ P (X) e ν ∈ P (Y ) tais que, para alguma
função a ∈ L1(µ) e alguma função b ∈ L1(ν), tenhamos que

c(x, y) ≤ a(x) + b(y). (3.2)

Seja γ ∈ Adm(µ, ν). São equivalentes:
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(i) o plano de transporte γ é ótimo;

(ii) o suporte de γ é c-ciclicamente monótono;

(iii) existe uma função c-côncava ϕ : X −→ R∪{−∞} tal que supp γ ⊆ ∂cϕ.

Demonstração. Pela hipótese c(x, y) ≤ a(x) + b(y) e como c é limitada por
baixo, temos que c ∈ L1(γ̃) para qualquer γ̃ ∈ Adm(µ, ν). De fato:∫

X×Y
c(x, y) dγ̃(x, y) ≤

∫
X×Y

(a(x) + b(y)) dγ̃(x, y)

=

∫
X

a(x) dµ(x) +

∫
Y

b(y) dν < +∞.

(i) =⇒ (ii). Provaremos por contraposição. Suponha que o suporte
de γ não seja c-ciclicamente monótono. Isto é, existem pontos (xi, yi) ∈
supp γ, i = 1, · · · , n tais que

n∑
i=1

c(xi, yi) >
n∑
i=1

c(xi, yσ(i)),

para alguma permutação σ. Construimos um plano de transporte γ̃ melhor
(em relação ao custo) do que γ e, portanto, γ não é ótimo.

Seja ε > 0. Da continuidade de c, para cada i ∈ {1, . . . , n} podemos
obter uma vizinhança Vi = Br(xi)×Br(yi) do ponto (xi, yi) tal que |c(x, y)−
c(xi, yi)| < ε para todo (x, y) ∈ Vi. Podemos tomar r pequeno o suficiente
para que também tenhamos |c(x, y) − c(xi, yσ(i))| < ε para todo (x, y) ∈
Br(xi)×Br(yσ(i)).

Construimos γ̃ como segue:

γ̃ := γ − ε0

n∑
i=1

γi + ε0

n∑
i=1

γ̃i

onde γi = 1
γ(Vi)

γ|Vi e γ̃i = µi × νσ(i) ∈ Adm(µi, νσ(i)), onde µi = π1
#γi e

νi = π2
#γi. As medidas γi estão bem definidas porque (xi, yi) ∈ supp γ

implica que γ(Vi) > 0. O valor de ε0 será definido adiante para assegurar a
positividade de γ̃.

Além da positividade de γ̃, temos que mostrar que suas marginais são µ
e ν, e também mostrar que γ̃ se sai melhor do que γ em relação ao custo c.
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Para ter positividade, seja A ⊆ X × Y um conjunto mensurável:

ε0γi(A) =
ε0

γ(Vi)
γ(A ∩ Vi) <

γ(A)

n

onde a desigualdade acontece desde que ε0 < mini γ(Vi)
n

. Logo, para esta
escolha de ε0, garante-se que ε0

∑n
i=1 γi(A) < γ(A), e que portanto γ̃ é

positiva.
Para ver que γ̃ ∈ Adm(µ, ν), note que

π1
#γ̃ = π1

#

(
γ − ε0

n∑
i=1

γi + ε0

n∑
i=1

γ̃i

)
= µ− ε0

n∑
i=1

µi + ε0

n∑
i=1

µi = µ

e que

π2
#γ̃ = π2

#

(
γ − ε0

n∑
i=1

γi + ε0

n∑
i=1

γ̃i

)
= ν − ε0

n∑
i=1

νi + ε0

n∑
i=1

νi = ν.

Por fim, verificamos que γ̃ se sai melhor do que γ em relação ao custo
c. Note que na primeira igualdade usamos que as integrais só diferem nas
vizinhanças Vi.∫

X×Y
c(x, y) dγ(x, y)−

∫
X×Y

c(x, y) dγ̃(x, y)

= ε0

n∑
i=1

∫
X×Y

c(x, y) dγi(x, y)− ε0

n∑
i=1

∫
X×Y

c(x, y) dγ̃i(x, y)

= ε0

n∑
i=1

(∫
X×Y

c(x, y) dγi(x, y)−
∫
X×Y

c(x, y) dγ̃i(x, y)

)
= ε0

n∑
i=1

(
1

γ(Vi)

∫
Vi

c(x, y) dγ(x, y)

−
∫
Br(xi)×Br(yσ(i))

c(x, y) d(µi × νσ(i))(x, y)

)
> ε0

n∑
i=1

(
c(xi, yi)− ε− c(xi, yσ(i))− ε

)
= ε0

( n∑
i=1

(c(xi, yi)− c(xi, yσ(i)))− 2εn

)
.
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Como por hipótese
∑n

i=1(c(xi, yi) − c(xi, yσ(i))) > 0, podemos escolher
ε > 0 de tal forma que

∑n
i=1(c(xi, yi) − c(xi, yσ(i))) > 2εn. Assim obtemos

que ∫
X×Y

c(x, y) dγ(x, y) >

∫
X×Y

c(x, y) dγ̃(x, y)

e portanto γ não é plano de transporte ótimo.
(ii) =⇒ (iii). Fixamos (x0, y0) ∈ supp γ e definimos

ϕ(x) := inf{[c(x, yn)− c(xn, yn)] + [c(xn, yn−1)− c(xn−1, yn−1)] + · · ·
+ [c(x1, y0)− c(x0, y0)]}

onde o ı́nfimo é avaliado entre todas as coleções de pontos {(xi, yi)}i=1,2,··· ,n ⊆
supp γ, n ≥ 1. Observe que as hipóteses de c assumir valores reais e que
supp γ 6= ∅ garantem que ϕ < +∞. Pela definição de monotonicidade c-
ćıclica obtemos que ϕ(x0) ≥ 0. Em particular ϕ 6≡ 0.

Para ver que ϕ é c-côncava, note que fazendo yn = y podemos escrever

ϕ(x) = inf
y
{c(x, y)− ψ(y)},

onde

ψ(y) := − inf{−c(xn, y) + [c(xn, yn−1)− c(xn−1, yn−1)] + · · ·+
+ [c(x1, y0)− c(x0, y0)]}.

Passamos para a demonstração de que supp γ ⊆ ∂cϕ. Isto é, se (x, y) ∈
supp γ, então ϕ(x) + ϕc(y) = c(x, y).

Como
ϕc(y) = inf

x∈X
{c(x, y)− ϕ(x)} ≤ c(x, y)− ϕ(y)

então ϕ(x) + ϕc(y) ≤ c(x, y). Para verificar a desigualdade inversa, note
que ϕc = ψcc ≥ ψ e portanto basta provar que ϕ(x) + ψ(y) ≥ c(x, y).
Pela definição de ı́nfimo, dado ε > 0 existe um ỹ ∈ Y tal que ϕ(x) + ε >
c(x, ỹ)− ψ(ỹ). Além disso, se considerarmos xn = x e yn−1 = ỹ, temos

−ψ(y) ≤ −c(x, y) + [c(x, ỹ)− c(xn−1, ỹ)] + [c(xn−1, yn−2)− c(xn−2, yn−2)]

+ · · ·+ [c(x1, y0)− c(x0, y0)]

= [−c(x, y) + c(x, ỹ)]− c(xn−1, ỹ) + [c(xn−1, yn−2)− c(xn−2, yn−2)]

+ · · ·+ [c(x1, y0)− c(x0, y0)].

44



Tomando o ı́nfimo entre todas coleções finitas de pontos (xi, yi), ficamos com
−ψ(y) ≤ −c(x, y) + c(x, ỹ) − ψ(ỹ). Mas ỹ foi tomado tal que −ψ(ỹ) <
ϕ(x)− c(x, ỹ) + ε. Logo

−ψ(y) ≤ −c(x, y) + c(x, ỹ)− ψ(ỹ)

< −c(x, y) + c(x, ỹ) + ϕ(x)− c(x, ỹ) + ε

= −c(x, y) + ϕ(x) + ε.

Como isso vale para um ε > 0 qualquer, segue que c(x, y) ≤ ϕ(x) +ψ(y).
(iii) =⇒ (i). Temos que ϕ(x) + ϕc(y) = c(x, y) para todo (x, y) ∈

supp γ ⊆ ∂cϕ e que ϕ(x) + ϕc(y) ≤ c(x, y) para todo (x, y) ∈ X × Y . Dáı
temos que ∫

c dγ =

∫
(ϕ(x) + ϕc(y)) dγ

=

∫
ϕ(x) dµ+

∫
ϕc(y) dν

=

∫
(ϕ(x) + ϕc(y)) dγ̃ ≤

∫
c dγ̃.

Portanto γ é plano de transporte ótimo.

O Teorema 3.10 nos diz que dado um plano de transporte ótimo γ existe
uma função c-côncava ϕ tal que supp γ ⊆ ∂cϕ. No entanto, vale algo mais
forte do que isso. Se γ̃ é outro plano de transporte ótimo, então supp γ̃ ⊆ ∂cϕ
para a mesma ϕ. De fato∫

ϕdµ+

∫
ϕc dν =

∫
(ϕ(x) + ϕc(y)) dγ̃ ≤

∫
c(x, y) dγ̃

=

∫
c(x, y) dγ =

∫
(ϕ(x) + ϕc(y)) dγ =

∫
ϕdµ+

∫
ϕc dν,

ou seja, para os pontos de supp γ̃ também vale que ϕ(x) + ϕc(y) = c(x, y),
portanto supp γ̃ ⊆ ∂cϕ.

Os resultados mostrados até aqui nesse caṕıtulo são bastante gerais e, de
fato, são usados em diversos contextos. Pelo resto do caṕıtulo, no entanto,
estamos falando especificamente do caso em que X = Y = Rd.
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Lema 3.11. Seja c : Rd × Rd −→ R a função c(x, y) = |x−y|2
2

. Se ϕ é c-

côncava, então φ(x) := |x|2
2
− ϕ(x) é convexa e semicont́ınua inferiormente.

Neste caso ∂cϕ(x) = ∂φ(x), isto é, em x o c-superdiferencial de ϕ é o subdi-
ferencial da função convexa φ.

Demonstração. Pela definição de c-concavidade, temos que existe ψ tal que

ϕ(x) = inf
y∈Rd

{
|x− y|2

2
− ψ(y)

}
= inf

y∈Rd

{
|x|2

2
− 〈x, y〉+

|y|2

2
− ψ(y)

}
=
|x|2

2
− sup

y∈Rd

{
〈x, y〉 −

(
|y|2

2
− ψ(y)

)}
.

Logo φ(x) = |x|2
2
− ϕ(x) = supy∈Rd{〈x, y〉 −

(
|y|2
2
− ψ(y)

)
} que é convexa e

semicont́ınua inferiormente por ser supremo de funções afins.

Como toda função convexa e semicont́ınua inferiormente é localmente de
Lipschitz, é uma consequência do Lema 3.11 que ϕ c-côncava com supp γ ⊆
∂cϕ dada no Teorema 3.10 é localmente Lipschitz. Sendo localmente Lips-
chitz, sabemos que é diferenciável em quase todo ponto com relação à medida
de Lebesgue. Logo, para quase todo x, ∂cϕ(x) é um conjunto unitário. Isto
é, se ϕ é diferenciável em um ponto x̄ ∈ Rd, escrevemos ȳ = ∇φ(x̄) e então,
pelo Lema 3.11

φ(x̄) =
|x̄|2

2
− ϕ(x̄)

=⇒ ∇φ(x̄) = x̄−∇ϕ(x̄)

=⇒ ȳ = x̄−∇ϕ(x̄)

=⇒ ∂cϕ(x̄) = {∇φ(x̄)} = {x̄−∇ϕ(x̄)}.
Note que a cadeia de implicações acima vale quase sempre, para a medida de
Lebesgue. Se µ é absolutamente cont́ınua em relação à medida de Lebesgue,
então ∂cϕ(x̄) se reduz a um único ponto µ-qtp também.

Teorema 3.12 (Brenier). Sejam X = Y = Rd e c : Rd×Rd −→ R a função

custo quadrática dada por c(x, y) = |x−y|2
2

. Se µ ∈ P (Rd) não dá massa
para conjuntos pequenos, e ν ∈ P (Rd), então existe uma única aplicação de
transporte ótimo T : Rd −→ Rd para o Problema de Monge. Além disso,
T = ∇φ é o gradiente de uma função convexa semicont́ınua inferiormente.
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Demonstração. Pelo Teorema 3.5, existe um plano de transporte ótimo γ ∈
Adm(µ, ν) para o Problema de Kantorovich associado. Pelo Teorema 3.10
temos que supp γ é c-ciclicamente monótono e que existe ϕ : Rd −→ R ∪
{−∞} c-côncava tal que supp γ ⊆ ∂cϕ. Pelo que foi observado após o Lema
3.11, sabemos que ∂cϕ(x) = {x−∇ϕ(x)} = {∇φ(x)} para quase todo ponto
em relação à medida de Lebesgue (e portanto µ-qtp também), onde φ :
Rd −→ R é convexa e semicont́ınua inferiormente. Logo supp γ ⊆ graf∇φ,

para φ(x) = |x|2
2
− ϕ(x) convexa.

Falta mostrar que T = ∇φ é uma aplicação de transporte ótimo e que é
a única. Note que T é uma aplicação de transporte ótimo porque∫

X

|x− T (x)|2

2
dµ(x) =

∫
X×Y

|x− y|2

2
dγ(x, y)

= min
γ̃∈Adm(µ,ν)

∫
X×Y

|x− y|2

2
dγ̃(x, y)

≤ inf
S#µ=ν

∫
X

|x− S(x)|2

2
dµ(x).

A primeira igualdade vem de (Id, T )#µ = γ. A segunda vem da otimalidade
de γ para o Problema de Kantorovich. A desigualdade final aparece porque
entre os planos de transporte em Adm(µ, ν), só um subconjunto deles pode
ser visto como uma aplicação de transporte, de forma que o mı́nimo está
sendo avaliado em um conjunto maior do que o conjunto onde está sendo
avaliado o ı́nfimo.

Por fim, T é única. De fato, suponha que T1 e T2 são aplicações de
transporte ótimas. Então γ1 = (Id, T1)#µ e γ2 = (Id, T2)#µ são planos ótimos
para o Problema de Kantorovich. Logo, pelo Teorema 3.10 e pela observação
seguinte, tanto γ1 quanto γ2 tem seus suportes contidos em ∂φ, e a aplicação
de transporte obtida a partir dáı é T = ∇φ, portanto T = T1 = T2.
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Caṕıtulo 4

Teorema de McCann

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta sem bordo. Para cada
x ∈ M , seja gx : TxM × TxM −→ R um produto interno. Deste produto
interno, podemos definir a norma |v|x =

√
gx(v, v) para v ∈ TxM . Definimos

ainda a distância entre dois pontos por d(x, y) = inf
∫ 1

0
|γ̇(t)| dt onde o ı́nfimo

é avaliado entre todas as curvas absolutamente cont́ınuas γ(t) com γ(0) = x
e γ(1) = y. Em outras palavras, em uma variedade Riemanniana a distância
entre dois pontos é o comprimento da menor curva que liga os dois pontos,
quando essa curva existe. Esta distância faz de M um espaço métrico, e a
topologia de espaço métrico é a mesma que já existia a prinćıpio em M . Como
M é compacta, pelo Teorema de Hopf-Rinow temos que entre quaisquer dois
pontos x, y existe geodésica que liga os dois pontos, e essa geodésica está
definida para todo t ∈ R.

Nos resultados que seguem, consideraremos a função custo dada por

c(x, y) = d(x,y)2

2
, onde d é a distância Riemanniana definida acima. p ∈

∂+φ(x) é a notação para p ser um superdiferencial da função φ no ponto x,
conforme a Definição 1.2.

Lema 4.1. Sejam φ : M −→ R e h : R −→ R, com p ∈ ∂+φ(x) e τ ∈
∂+h(φ(x)). Se h é não-decrescente, então τp ∈ ∂+(h ◦ φ)(x).

Demonstração. Como p ∈ ∂+φ(x), temos que

φ(expx v) ≤ φ(x) + 〈p, v〉x + o(|v|x)

e, da mesma forma, τ ∈ ∂+h(φ(x)) significa que

h(φ(x) + ε) ≤ h(φ(x)) + τε+ o(ε).
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Fazendo ε = 〈p, v〉x + o(|v|x), obtemos que

h(φ(expx v)) ≤ h(φ(x) + 〈p, v〉x + o(|v|x))
≤ h(φ(x)) + τ〈p, v〉x + o(|v|x),

onde, na primeira desigualdade, usamos que h é não-decrescente. Logo, τp ∈
∂+(h ◦ φ)(x).

Proposição 4.2. Se M é uma variedade compacta, de classe C∞ e sem

bordo, então a função ψ(x) = d2(x,y)
2

é semicôncava para cada y fixado.

Demonstração. Sejam σ : [0, 1] −→ M a geodésica minimizante com σ(0) =
y e σ(1) = x, U uma vizinhança completamente normal de x e w ∈ TxM tal
que expxw ∈ U . Primeiro tratamos o caso em que y ∈ U .

ψ(expxw) =
d2(y, expy(exp−1

y expxw))

2

=
| exp−1

y expxw|2y
2

,

(4.1)

pois exp−1
y expxw é a velocidade inicial da geodésica ligando os pontos y e

expy(exp−1
y expxw)), e geodésicas tem velocidade de módulo constante. No

que segue, vamos definir a função f(w) = exp−1
y expxw para simplificar. A

notação é carregada mas a ideia é simples. Expandimos f em torno de 0,

f(w) = f(0) + f ′(0) · w + o(|w|x)

ou seja

exp−1
y expxw = exp−1

y expx 0 + d(exp−1
y )(expx 0) · (d(expx)(0)) · w + o(|w|x)

= σ̇(0) + d(exp−1
y )(x) · w + o(|w|x),

pois d(expx)(0) = Id. Logo

| exp−1
y expxw|2y

2
=
|σ̇(0) + d(exp−1

y )(x) · w + o(|w|x)|2y
2

=
|σ̇(0)|2y

2
+ 〈σ̇(0), d(exp−1

y )(x) · w〉y + o(|w|x).
(4.2)

Aplicando a regra da cadeia para f ◦ f−1(x) = x, obtemos que

df(f−1(x)) · d(f−1)(x) · w = w
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e que portanto
d(f−1)(x) · w = [df(f−1(x))]−1 · w,

ou seja,

d(exp−1
y )(x) · w = [d(expy)(exp−1

y x)]−1 · w
= [d(expy)(σ̇(0))]−1 · w.

Por fim, note que σ̇(1) = d(expy)(σ̇(0)) · σ̇(0). Logo, pelo Lema de Gauss
temos que

〈σ̇(0), d(exp−1
y )(x) · w〉y = 〈σ̇(0), [d(expy)(σ̇(0))]−1 · w〉y

= 〈d(expy)(σ̇(0)) · σ̇(0), w〉x
= 〈σ̇(1), w〉x.

(4.3)

Juntando as Equações (4.1), (4.2) e (4.3), e vendo que
|σ̇(0)|2y

2
= d2(y,x)

2
, con-

cluimos que
ψ(expxw) = ψ(x) + 〈σ̇(1), w〉y + o(|w|x).

Isto é, se y está numa vizinhança totalmente normal de x, então a função ψ
é diferenciável. Tratamos agora do caso em que y /∈ U .

Como d(x, y) =
√

2ψ(x), pela regra da cadeia obtemos que ∇xd(x, y) =
σ̇(1)
|σ̇(1)| . Seja z ∈ U um ponto que pertença à geodésica σ. Temos que

∇xd(x, z) = σ̇(1)
|σ̇(1)| , isto é,

d(z, expx v) = d(x, z) +

〈
σ̇(1)

|σ̇(1)|x
, v

〉
x

+ o(|v|x).

Usando a desigualdade triangular e a igualdade acima, obtemos

d(y, expx v) ≤ d(y, z) + d(z, expx v)

≤ d(y, z) + d(x, z) +

〈
σ̇(1)

|σ̇(1)|x
, v

〉
x

+ o(|v|x)

= d(y, x) +

〈
σ̇(1)

|σ̇(1)|x
, v

〉
x

+ o(|v|x)
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pois z pertence à geodésica ligando y a x e portanto d(y, x) = d(y, z)+d(z, x).

Segue que σ̇(1)
|σ̇(1)|x é um superdiferencial da função d(y, ·) em x. Aplicando o

Lema 4.1 com h(d) = d2

2
e φ(x) = d(y, x), concluimos que

d2(y, expx v)

2
≤ d2(y, x)

2
+ d(x, y)

〈
σ̇(1)

|σ̇(1)|x
, v

〉
x

+ o(|v|x)

=
d2(y, x)

2
+ 〈σ̇(1), v〉x + o(|v|x)

e dáı segue que a função d2(·,y)
2

é semicôncava, com um superdiferencial em x
dado pela velocidade no ponto x da geodésica que liga y a x.

O Lema 3.11 nos dá uma boa equivalência para a existencia de uma função
c-côncava quando estamos em Rd. Como agora estamos em uma variedade,
o que garante a diferenciabilidade em quase toda parte da função c-côncava
é a proposição a seguir.

Proposição 4.3. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta, de classe
C∞ e sem bordo, e ϕ : M −→ R ∪ {−∞} uma função c-côncava que não é
identicamente igual a −∞. Então ϕ é Lipschitz, semicôncava e só assume
valores reais. Além disso, para y ∈ ∂cϕ(x), exp−1

x (y) ⊆ −∂+ϕ(x). De modo
inverso, se ϕ é diferenciável em x, então expx(−∇ϕ(x)) ∈ ∂cϕ(x).

Demonstração. Provamos primeiro que ϕ assume valores reais. Como ϕ é
c-côncava, existe φ : M −→ R ∪ {−∞} tal que ϕ = φc. Isto é, ϕ(x) =

infy∈M{d(x,y)2

2
−φ(y)}. A função φ não pode ser igual a −∞ em todos pontos,

porque nesse caso ϕ seria igual a +∞ em todos os pontos, e esse valor nem
está em seu contradomı́nio. Logo φ < +∞ em algum ponto. Por esse fato
e também porque d2

2
é uniformemente limitada em M (pois é uma função

cont́ınua definida em um compacto), segue que ϕ assume valores reais.

Como M é compacta e de classe C∞, as funções d(·,y)2

2
são uniformemente

Lipschitz. De fato,

d(x, y)2

2
− d(z, y)2

2
=

1

2
(d(x, y) + d(z, y))(d(x, y)− d(z, y)) ≤ Cd(x, z)

onde C = maxx,y∈M d(x, y). O mesmo pode ser feito trocando os papéis de
x e z, logo vale que ∣∣∣∣d(x, y)2

2
− d(z, y)2

2

∣∣∣∣ ≤ Cd(x, z)
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e como a mesma constante C vale para todo y ∈ M , as funções são unifor-
memente Lipschitz. Além disso, pela Proposição 4.2, essas funções também
são uniformemente semicôncavas.

Definindo hy(x) = d(x,y)2

2
− φ(y), temos que ϕ(x) = infy∈M hy(x). Como

as funções d(·,y)2

2
são semicôncavas, as funções hy também são. De fato,

hy(z)− hy(x) =
d(z, y)2

2
− φ(y)− d(x, y)2

2
+ φ(y)

=
d(z, y)2

2
− d(x, y)2

2
.

Da compacidade de M segue, pelo Corolário 1.18, que ϕ é localmente
semicôncava.

Sejam y ∈ ∂cϕ(x) e v ∈ exp−1
x (y). Da Proposição 4.2 sabemos que −v

pertence ao superdiferencial de d(·,y)2

2
em x, ou seja,

d(z, y)2

2
− d(x, y)2

2
≤ 〈−v, exp−1

x (z)〉+ o(d(x, z)).

Como y ∈ ∂cϕ(x), para esse y vale que ϕ(x) = d(x,y)2

2
− ϕc(y) e para todo

z ∈M vale que ϕ(z) ≤ d(z,y)2

2
− ϕc(y). Logo

ϕ(z)− ϕ(x) ≤ d(z, y)2

2
− ϕc(y)− d(x, y)2

2
+ ϕc(y)

=
d(z, y)2

2
− d(x, y)2

2
≤ 〈−v, exp−1

x (z)〉+ o(d(x, z)).

Disso segue que −v ∈ ∂+ϕ(x).
Ainda falta mostrar que o c-superdiferencial de ϕ no ponto x não é vazio.

Como ϕ é c-côncava, existe uma função φ tal que ϕ(x) = infy∈M
d(x,y)2

2
−φ(y),

e portanto podemos construir uma sequência (yn) ∈ M tal que ϕ(x) =

limn→∞
d(x,yn)2

2
− φ(yn). Pela compacidade de M , podemos extrair uma sub-

sequência convergente. Seja y o limite dessa subsequência. Pela continuidade

de d(z,·)2
2

e de φ seque que ϕ(x) = d(x,y)2

2
− φ(y). Logo y ∈ ∂cϕ(x).

Podemos então mostrar o principal resultado desse caṕıtulo, análogo ao
Teorema de Brenier nesse contexto mais geral.

Teorema 4.4 (McCann). Sejam M uma variedade Riemanniana de classe
C∞, compacta, sem bordo, e µ ∈ P (M) tal que µ dá medida nula para
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conjuntos pequenos. Então para toda ν ∈ P (M) existe (a menos de um
conjunto de medida nula) apenas um plano de transporte ótimo de µ para ν
e esse plano é induzido por um mapa T . Além disso, esse mapa T pode ser
escrito como x 7→ expx(−∇ϕ(x)) para alguma função c-côncava ϕ : M −→
R.

Demonstração. A função custo é cont́ınua, então ela é em particular semi-
cont́ınua inferiormente. Como além disso ela é limitada por baixo, segue do
Teorema 3.5 que existe plano de transporte ótimo.

Observe que, numa variedade compacta, d2(·, ·)/2 é limitada. Logo, a
condição (3.2) é imediata, e pelo Teorema 3.10, se γ é um plano de transporte
ótimo, então supp γ ⊆ ∂cϕ para alguma função c-côncava ϕ. Da Proposição
4.3 segue que ϕ é localmente semicôncava, portanto é diferenciável µ-qtp x
(pois µ dá medida nula para conjuntos pequenos e sabemos que o conjunto
em que ϕ não é diferenciável é pequeno).

Disso segue que o mapa T (x) := expx(−∇ϕ(x)) está bem definido e
seu gráfico deve ser de medida total para qualquer γ plano de transporte
ótimo.
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Caṕıtulo 5

Custo advindo de um
Lagrangiano

O Teorema de Brenier assegura a existência e a unicidade da aplicação de
transporte ótimo quando o custo é dado pelo quadrado da distância Eucli-
diana. Essa aplicação é, basicamente, mover a massa contida no ponto x na
direção do gradiente de uma função c-côncava. O Teorema de McCann, por
sua vez, nos dá a existência e unicidade de aplicação de transporte ótimo
quando o custo é dado pelo quadrado da distância Riemanniana em uma
variedade compacta. Nesse caso, a aplicação se resume a mover a massa do
ponto x na direção do gradiente de uma função, mas dessa vez ao longo de
uma geodésica da variedade. Isto está de acordo com o Teorema de Brenier
porque no espaço Euclidiano as geodésicas são retas.

Neste caṕıtulo vamos considerar o Problema do Transporte Ótimo em
um contexto ainda mais geral. Aqui o custo associado aos pontos x, y é o
valor mı́nimo, dentre todas as curvas com extermidades x e y, da ação de um
Lagrangiano. Note que isso generaliza o caso do Teorema de McCann porque
o custo considerado lá pode ser encarado como o valor mı́nimo atingido pela

ação do Lagrangiano L(x, v) = |v|2x
2

.
Começamos definindo o novo custo, e mostramos que esse custo tem

as propriedades necessárias para garantir a existência e unicidade de uma
aplicação de transporte ótimo.

Definição 5.1. Seja L : TM −→ R um Lagrangiano limitado por baixo em
uma variedade conexa M . Para t > 0, definimos o custo ct,L : M ×M −→
R por ct,L(x, y) = inf AL(γ) onde o ı́nfimo é avaliado sobre todas curvas
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absolutamente cont́ınuas γ : [0, t] −→M com γ(0) = x e γ(t) = y.

Observe que, através de uma mudança de variável na integral que define
a ação AL, temos ct,L = c1,Lt , onde Lt(x, v) = tL(x, v

t
).

Como a função custo definida acima é cont́ınua (por consequência do
Teorema 5.2) e limitada por baixo, segue do Teorema 3.5 que existe mi-
nimizante para o Problema de Kantorovich. E do Teorema 3.10 sabemos
que se existe um plano de transporte ótimo, existe uma função c-côncava
ϕ : M −→ R ∪ {−∞} tal que seu c-superdiferencial contem o suporte de
qualquer plano de transporte ótimo.

O c-superdiferencial da função ϕ é o conjunto ∂cϕ = {(x, y) ∈ M ×M :
ϕ(x) + ϕc(y) = c(x, y)}. Vale, em geral (isto é, em pontos arbitrários da
variedade), que ϕ(x) + ϕc(y) ≤ c(x, y). Dessa forma, se γ é um plano de
transporte ótimo, os pontos de supp γ ⊆ ∂cϕ são pontos em que a função
h(x, y) = ϕ(x) + ϕc(y) − c(x, y) atinge máximo, e portanto tem derivada
nula. Isto é, se tiver derivada. Mostramos a seguir que podemos, de fato,
diferenciar esta função em quase todo ponto.

Teorema 5.2. Seja L : TM −→ R um Lagrangiano de Tonelli fraco definido
em uma variedade compacta M . Então, para todo t > 0, o custo ct,L é uma
função localmente semicôncava em M ×M . Além disso, um superdiferencial
de ct,L em (x0, y0) é dado por

(w0, w1) 7→ ∂L

∂v
(γ(t), γ̇(t))(w1)− ∂L

∂v
(γ(0), γ̇(0))(w0)

onde γ : [0, t] −→ M é um L-minimizante com γ(0) = x0, γ(t) = y0, e
(w0, w1) ∈ TxM × TyM = T(x,y)(M ×M).

Demonstração. Mostramos para o caso em que M = Rn. A prova do caso
geral é uma adaptação desta, e pode ser encontrada em [6, Theorem B.19].
Pelo que foi observado, basta mostrar para o custo c := c1,L.

Sejam x, y ∈ Rn. Mostramos a semiconcavidade de c em uma vizinhança
de (x, y). Seja γ a curva que atinge o ı́nfimo na definição de c(x, y), que
existe pelo Teorema 2.5. Isto é, γ é tal que

c(x, y) =

∫ 1

0

L(γ(s), γ̇(s)) ds.
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Figura 5.1: As curvas γ e γ̃.

Definimos uma segunda curva γ̃ : [0, 1] −→ Rn, a partir de γ:

γ̃(s) =


ε−s
ε
w0 + γ(s), s ∈ [0, ε)

γ(s), s ∈ [ε, 1− ε)
s−(1−ε)

ε
w1 + γ(s), s ∈ [1− ε, 1]

onde w0, w1 ∈ Rn = TxM = TyM e 0 < ε < 1
2
.

Note que γ̃(0) = w0 + x e γ̃(1) = w1 + y. Portanto, γ̃ entra na avaliação
do ı́nfimo que define c(w0 + x,w1 + y), de forma que

c(w0 + x,w1 + y) ≤
∫ 1

0

L(γ̃(s), ˙̃γ(s)) ds

=

∫ ε

0

L

(
ε− s
ε

w0 + γ(s),−w0

ε
+ γ̇(s)

)
ds

+

∫ 1−ε

ε

L (γ(s), γ̇(s)) ds

+

∫ 1

1−ε
L

(
s− (1− ε)

ε
w1 + γ(s),

w1

ε
+ γ̇(s)

)
ds

e podemos concluir que, como γ é L-minimizante,
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c(w0 + x,w1 + y)− c(x, y) ≤∫ ε

0

[
L

(
ε− s
ε

w0 + γ(s),−w0

ε
+ γ̇(s)

)
− L(γ(s), γ̇(s))

]
ds

+

∫ 1

1−ε

[
L

(
s− (1− ε)

ε
w1 + γ(s),

w1

ε
+ γ̇(s)

)
− L(γ(s), γ̇(s))

]
ds.

(5.1)

O termo do meio sumiu porque foi cancelado com o que veio de c(x, y).
Da definição de derivada de L obtemos que para cada s ∈ [0, 1] existe um

módulo de continuidade ωs tal que

L(z + γ(s), v + γ̇(s))− L(γ(s), γ̇(s))

= DL(γ(s), γ̇(s))(z, v) + |(z, v)|ωs(|(z, v)|).

Seja K ⊆ Rn um compacto tal que x, y ∈ K. Pela Proposição 2.17, a
curva s 7→ (γ(s), γ̇(s)) fica contida em um compacto K̃. Por isso, podemos
substituir ωs por um módulo de continuidade ω para DL que funciona para
todo s. Assim, a desigualdade (5.1) implica

c(w0 + x,w1 + y)− c(x, y) ≤
∫ ε

0

DL(γ(s), γ̇(s))

(
ε− s
ε

w0,−
w0

ε

)
ds

+

∫ ε

0

∣∣∣∣(ε− sε w0,−
w0

ε

)∣∣∣∣ω(∣∣∣∣(ε− sε w0,−
w0

ε

)∣∣∣∣) ds

+

∫ 1

1−ε
DL(γ(s), γ̇(s))

(
s− (1− ε)

ε
w1,

w1

ε

)
ds

+

∫ 1

1−ε

∣∣∣∣(s− (1− ε)
ε

w1,
w1

ε

)∣∣∣∣ω(∣∣∣∣(s− (1− ε)
ε

w1,
w1

ε

)∣∣∣∣) ds.

Note que
∣∣( ε−s

ε
w0,−w0

ε

)∣∣ ≤ ∣∣( ε
ε
w0,−w0

ε

)∣∣ ≤ ∣∣(1
ε
w0,−w0

ε

)∣∣ =
√

2
ε
|w0|,

e similarmente | s−(1−ε)
ε

w1,
w1

ε
| ≤

√
2
ε
|w1|. Além disso, temos que |w0| ≤
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|(w0, w1)|, o mesmo acontecendo com w1. Logo, ficamos com

c(w0 + x,w1 + y)− c(x, y) ≤
∫ ε

0

DL(γ(s), γ̇(s))

(
ε− s
ε

w0,−
w0

ε

)
ds

+

∫ 1

1−ε
DL(γ(s), γ̇(s))

(
s− (1− ε)

ε
w1,

w1

ε

)
ds

+ 2
√

2 |(w0, w1)|ω

(√
2

ε
|(w0, w1)|

)
.

(5.2)

Observe que a soma dos dois primeiros termos no lado direito da de-
sigualdade (5.2) é linear em (w0, w1), e que o último termo é um módulo
de semiconcavidade. Como esse módulo foi escolhido de modo a funcionar
em um compacto K̃, e como x, y ∈ Rn foram escolhidos arbitrariamente,
concluimos que a função c é localmente semicôncava em Rn × Rn.

Para calcular o superdiferencial, basta calcular explicitamente as integrais
da equação (5.2). Temos que

DL(γ(s), γ̇(s))

(
ε− s
ε

w0,−
w0

ε

)
=
∂L

∂x
(γ(s), γ̇(s)) ·

(
ε− s
ε

w0

)
+
∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) ·

(
−w0

ε

)
.

Usando a linearidade para passar ε−s
ε

e 1
ε

para fora, e aplicando a equação
de Euler-Lagrange (Teorema 2.6), ficamos com

DL(γ(s), γ̇(s))

(
ε− s
ε

w0,−
w0

ε

)
=
ε− s
ε

d

ds

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w0

− 1

ε

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w0.
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Então podemos resolver a primeira integral em (5.2) por partes, como segue:∫ ε

0

[
ε− s
ε

d

ds

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w0 −

1

ε

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w0

]
ds

=

(
ε− s
ε

)
∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w0

∣∣∣∣∣
ε

0

+
1

ε

∫ ε

0

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w0 ds

− 1

ε

∫ ε

0

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w0 ds

= −∂L
∂v

(γ(0), γ̇(0)) · w0.

Agora fazemos o mesmo para a segunda integral. Pelos mesmos argu-
mentos de linearidade e Euler-Lagrange, temos que

DL(γ(s), γ̇(s))

(
s− (1− ε)

ε
w1,

w1

ε

)
=
s− (1− ε)

ε

d

ds

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w1

+
1

ε

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w1.

E resolvemos a segunda integral em (5.2) por partes, como segue:∫ 1

1−ε

[
s− (1− ε)

ε

d

ds

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w1 +

1

ε

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w1

]
ds

=
s− (1− ε)

ε

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w1

∣∣∣∣∣
1

1−ε

− 1

ε

∫ 1

1−ε

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w1 ds

+
1

ε

∫ 1

1−ε

∂L

∂v
(γ(s), γ̇(s)) · w1 ds

=
∂L

∂v
(γ(1), γ̇(1)) · w1.

Logo, um superdiferencial de c1,L em (x, y) é dado por

(w0, w1) 7→ ∂L

∂v
(γ(1), γ̇(1))(w1)− ∂L

∂v
(γ(0), γ̇(0))(w0).

Como ϕ é c-côncava, existe φ tal que ϕ(x) = infy∈M hy(x) onde hy(x) =
c(x, y) − φ(y). Como c é localmente semicôncava, hy também é, para cada
y fixado. Como M é compacta, segue do Corolário 1.18 que ϕ é localmente
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semicôncava. Pelo Corolário 1.7, já que ϕ e c são localmente semicôncavas,
então são diferenciáveis em quase toda parte. Além disso, nos pontos em
que existe, o diferencial é igual ao superdiferencial. Então, em particular, a
Proposição 5.2 mostra que nesses pontos ∂

∂x
c(x, y) = −∂L

∂v
(γ(0), γ̇(0)), onde

γ é um L-minimizante entre x e y.
Dessa forma, podemos fazer a conta a seguir sem ter nada a temer. Para

(x, y) ∈ supp γ a função h atinge máximo e portanto

h(x, y) = ϕ(x) + ϕc(y)− c(x, y)

=⇒ 0 =
∂

∂x
h(x, y) = ∇ϕ(x)− ∂

∂x
c(x, y)

=⇒ ∇ϕ(x) =
∂

∂x
c(x, y).

Se ∂
∂x
c(x, y) também fosse diferenciável podeŕıamos aplicar o Teorema da

Função Impĺıcita aqui para determinar unicamente y a partir de uma função
de x, resolvendo o Problema de Monge. Mas não queremos ter que exigir
demais de c. Injetividade em y é o suficiente.

De posse de todas essas informações, podemos caracterizar a aplicação de
transporte ótima nesse contexto.

Teorema 5.3. Se L é um Lagrangiano de Tonelli definido em uma variedade
compacta M , então para qualquer t > 0, o custo ct,L : M × M −→ R é
tal que ∂

∂x
c(x, y) é injetiva em y nos pontos em que essa derivada existe.

Portanto, existe uma única (a menos de conjunto de medida nula) aplicação
de transporte ótimo dada por y = T (x) = πφt(x, v), onde π : TM −→ M
é a projeção canônica, φt é o fluxo de Euler Lagrange de L, e v ∈ TxM é
unicamente determinado pela equação

∂c

∂x
(x, y) = −∂L

∂v
(x, v).

Além disso, a curva γ : [0, t] −→ M dada por γ(s) = πφs(x, v) é o único
L-minimizante com γ(0) = x e γ(t) = y.

Demonstração. Se L é um Lagrangiano de Tonelli, pelo Teorema 2.12 o fluxo
de Euler Lagrange φt é tal que a curva γ(s) = πφs(x, v) é um L-minimizante.
Como toda curva velocidade de um L-minimizante está contida em uma
órbita do fluxo de Euler-Lagrange, temos que a seguinte condição é satisfeita:
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se γi : [ai, bi] −→ M , i = 1, 2 são dois L-minimizantes tais que γ1(t0) =
γ2(t0) e γ̇1(t0) = γ̇2(t0) para algum t0 ∈ [a1, b1] ∩ [a2, b2], então γ1 = γ2 em
[a1, b1] ∩ [a2, b2].

Agora provamos que a velocidade γ̇(0) é unicamente determinada pela
igualdade

∂ct,L
∂x

(x, y) = −∂L
∂v

(x, v).

Seja γ : [0, t] −→ M com x = γ(0) e y = γ(t) um L-minimizante. Do
Teorema 5.2 temos

∂ct,L
∂x

(x, y) = −∂L
∂v

(x, γ̇(0)).

Como o mapa de classe C1 v 7→ L(x, v) é estritamente convexo (porque L é
um Lagrangiano de Tonelli fraco), a transformada de Legendre v ∈ TxM 7→
∂L
∂v

(x, v) é injetiva e portanto γ̇(0) é unicamente determinada pela equação.
Além disso, existe uma única curva γ : [0, t] −→ M L-minimizante com

x = γ(0) e y = γ(t). De fato, seja γ1 : [0, t] −→M outra curva L-minimizante
com γ1(0) = x. Pelo que provamos acima,

∂ct,L
∂x

(x, y) = −∂L
∂v

(x, γ̇1(0)),

e da unicidade temos γ̇(0) = γ̇1(0). Segue da condição dada no ińıcio da
prova que γ = γ1 no intervalo todo.

Por fim, provamos a injetividade em y de
∂ct,L
∂x

(x, y). Sejam (x, y) e (x, y1)

pontos onde
∂ct,L
∂x

existe, tais que

∂ct,L
∂x

(x, y) =
∂ct,L
∂x

(x, y1).

Pelo visto acima, existe uma única γ L-minimizante tal que x = γ(0), y =
γ(t) e

∂ct,L
∂x

(x, y) = −∂L
∂v

(x, γ̇(0)).

Respectivamente, existe uma única γ1 L-minimizante tal que x = γ1(0) e
y1 = γ1(t) e

∂ct,L
∂x

(x, y1) = −∂L
∂v

(x, γ̇1(0)).

Mas então

−∂L
∂v

(x, γ̇(0)) = −∂L
∂v

(x, γ̇1(0)),
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e da injetividade da transformada de Legendre temos que γ̇(0) = γ̇1(0). Da
condição dada no ińıcio da prova concluimos que γ = γ̇. Em particular,
y = γ(t) = γ1(t) = y1.

Note que enquanto no Teorema de McCann a aplicação consistia em se-
guir geodésicas (seguindo o fluxo geodésico), aqui a solução é seguir o fluxo
Lagrangiano.
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Considerações Finais

O caso em que a variedade M não é necessariamente compacta foi tratado por
Fathi e Figalli [6]. Sem a compacidade, não se sabe se vale a semiconcavidade
de uma função c-côncava. Para contornar isso, eles utilizam diferenciabili-
dade aproximada. Em [13] Figalli e Gigli mostram que vale semiconvexidade
para os potenciais de Kantorovich associados ao custo dado pela distância
Riemanniana quadrática, sem assumir nenhuma hipótese de compacidade ou
sobre a curvatura de M .

Também se mostra em [13] esse resultado para um custo definido a par-
tir de um Lagrangiano, porém com mais condições no Lagrangiano. Seria
interessante verificar se a semiconcavidade local do custo definido por um
Lagrangiano é válida também no caso não compacto, porque isto faria com
que a prova usual que apresentamos no Teorema 5.3 fosse válida mesmo para
o caso em que M não é compacto.
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