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Introducao

A érea de Transporte Otimo se originou em um problema formulado pelo
matematico francés Gaspard Monge em 1781 [1]. O Problema de Monge
(PM) consiste em mover toda a massa de um lugar para outro da forma
mais eficiente possivel. Formalmente, consiste em, dadas uma funcao custo
c: X xY — R e probabilidades p € P(X) e v € P(Y), minimizar o
funcional

17) = [ clo. 7)) duto)

dentre todas aplicagoes T' : X — Y tais que Txp = v (isto é, a medida
v é tal que v(A) = u(T1(A)) para todo A C X boreliano; dizemos nesse
caso que v é o push-forward de p por T'). Se T satisfaz isso, T' é chamada de
aplicagao de transporte. O valor ¢(x,y) pode ser interpretado como o custo
de levar uma unidade de massa do ponto x para o ponto y, e as probabilidades
1 e v podem ser interpretadas como a forma em que a massa esta distribuida
em X e Y, respectivamente.

O problema de minimizar o funcional acima pode ser muito dificil. De
fato, dependendo das propriedades da funcao custo, dos espagos X e Y e
das probabilidades p e v, pode ser que nem mesmo exista 71" aplicacao de
transporte. Por exemplo, se considerarmos p = ¢, (toda massa concentrada
em um tnico ponto de X), a condi¢do Ty p = v implica que v = d7(,. Logo,
se v nao for concentrada em um ponto, estaremos procurando o minimizante
do funcional custo em um conjunto vazio.

Mais tarde, em 1942, o matematico soviético Leonid Kantorovich fez con-
tribuicoes importantes para a teoria e formulou uma versao relaxada do Pro-
blema de Monge [2]. O Problema de Kantorovich (PK) consiste em minimizar
o funcional

J(v)z/X YC(I,y)dv(rr,y)



entre todas probabilidades v € P(X x Y') tais que p e v s@o as marginais de
v. Isto é, para todo A C X e todo B C Y conjuntos mensuréaveis, v é tal
que Y(A xY) = u(A) e y(X x B) = v(B). Em outras palavras, procuramos
minimizar o funcional entre todos v € AbM(u,v) == {y € P(X xY) |71,y =
p, 75y = v}, onde ' e m sdo as projegoes na primeira e na segunda coorde-
nada, respectivamente. Os elementos de ADM(y, V) sdo chamados planos de
transporte. O problema de estarmos procurando minimizante em um con-
junto vazio nao acontece aqui, uma vez que, por exemplo, a probabilidade
v =puxveEADM(u,v).

Note que se T é uma aplicagao de transporte (ou seja, Ty = v), entao
ela da origem a uma probabilidade v = (Id,T") 4t € ADM(p, v). Isso mostra
que a formulacao de Kantorovich é mais fraca e que o conjunto onde estamos
procurando um representante étimo é, de certa forma, maior do que aquele
do PM. Mostramos adiante que, sob certas condicoes, ao resolvermos o PK
estamos (como um bénus) também resolvendo o PM. Fazemos isso mostrando
que uma solucao 6tima para o PK é uma probabilidade cujo suporte esta
contido no grafico de uma funcao. A partir dai podemos construir uma
aplicacao T' que é solucao do PM.

Exemplo 0.1 (Problema de Kantorovich discreto). Consideremos o caso de
uma empresa que tem lojas precisando de produtos e depdsitos contendo
esses produtos. A empresa precisa levar os produtos dos depédsitos para as
lojas, e quer minimizar o gasto com as viagens. Sabe-se que

e 0 custo de levar uma unidade de produto do depdsito i para a loja j é
de c(i, j);

e a quantidade de produtos no depésito i é dado por p({i});
e a quantidade de produtos necessérios na loja j é v({j}).

Isto é, dados os conjuntos X = {1,---,n} (depdsitos), Y = {1,--- m}
(lojas), uma fungao custo ¢ : X x Y — R e probabilidades u € P(X) e
v € P(Y), o PK consiste em determinar uma probabilidade 7 € P(X x Y')
que minimize

Tr] = Zcu,j)w(@,j),



e tal que p e v sejam suas marginais. Ou seja, representando 7 como uma
matriz
11+ Tim

Tpl *° Tpm

em que a i-ésima linha representa a quantidade de produto que o depdsito 7
enviou para cada loja, e a j-ésima coluna representa a quantidade de produto
que a loja j recebeu de cada depdsito, queremos que

ij =p({i}) e ij =v({7})-

Em outras palavras, queremos que cada depdsito envie tudo o que tem dis-
ponivel, e que cada loja receba tudo o que precisa. A maneira mais comum de
se resolver esse problema e problemas semelhantes é através de programacao
linear. As notas de aula em [3] dao uma boa introdugao ao assunto e a outros
topicos de otimizagao.

Nessa dissertacao estamos interessados em problemas de otimizacao deste
tipo, porém em contextos mais abstratos. No capitulo 3 demonstramos a
existéncia e unicidade de uma solucao para o PM no espacgo Euclidiano usual,
quando o custo é o quadrado da distancia. Este resultado é conhecido como
Teorema de Brenier [4]. Embora o capitulo seja dedicado principalmente a
demonstracao desse teorema, os primeiros resultados sao bastante gerais e
sao uteis para os outros capitulos. No capitulo 4 provamos o Teorema de
McCann [5], que nos permite enunciar resultado semelhante ao de Brenier,
mas agora em uma variedade compacta com o custo dado pelo quadrado
da distancia Riemanniana. Por fim, no capitulo 5, mostramos um resultado
mais geral, onde substituimos o custo dado pela distancia Riemanniana por
um custo dado pela acao minima de um Lagrangiano. Nos capitulos 1 e 2
provamos resultados auxiliares que sao usados nos capitulos 4 e 5.

A seguir sao feitos alguns comentarios a respeito de notacao e defini¢oes
usadas nessa dissertacao.

e Se M é uma variedade diferenciavel e x € M, o espago tangente a = é
denotado por T, M.

e O espaco cotangente a x é denotado por Ty M. Trata-se do dual de
T,M,isto é, TiM = {f : T,M — R| f ¢ linear}.
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e O fibrado tangente de uma variedade M ¢é o conjunto TM = U,ep{z} X
T,.M. Da mesma forma, o fibrado cotangente é definido por T*M =

e Se a dimensao do espaco ambiente X é n, dizemos que um conjunto é
um conjunto pequeno se tiver medida finita pela medida de Hausdorff
de dimensao n — 1.

e Dizemos que uma sequéncia (z,) em um espago normado X converge
fracamente para r € X quando, para todo funcional linear limitado
f: X — R, tivermos que lim f(x,) = f(x). Denota-se x, — .

11



Capitulo 1

Funcoes Semiconcavas

O conceito de fungao concava é muito importante em varios contextos de
otimizacao, mas pode ser muito restritivo. Funcoes semiconcavas abrangem
um conjunto muito maior de funcoes do que funcoes concavas, enquanto
mantem varias de suas propriedades. Em particular, a funcao custo definida
a partir de um Lagrangiano ¢ localmente semiconcava, como mostramos no
Teorema 5.2. Isso nos permite falar sobre diferenciabilidade em quase toda
parte dessa fungao.

A apresentacao das definicoes e resultados desse capitulo é inspirada,
principalmente, em [6].

Definicao 1.1 (Mdédulo de continuidade). Um médulo de continuidade,
ou simplesmente um modulo, é uma funcao continua nao-decrescente w :
0, +00) — [0, +00) tal que w(0) = 0. Dizemos que w ¢ um modulo linear se
for da forma w(t) = kt, para algum k > 0.

Definigao 1.2 (Superdiferencial). p € T*M é um superdiferencial da fungao
f: M — Rem x € M se for a derivada no ponto x de uma fungao
g:U C M — R que tangencia f por cima no ponto z. Isto é, g é tal que
g9(y) > f(y) para todo y € U, g(x) = f(z) e p = dg(x). O conjunto que
contem os superdiferenciais de f no ponto x é denotado por 97 f(x).

Definicao 1.3 (Fungao semiconcava). Uma funcao f : U — R definida
em um aberto U C R” é dita w-semiconcava em U (ou, equivalentemente,
semiconcava em U com mdédulo w) se, para cada x € U, existir uma fungao
linear [, : R™ — R tal que, para todo y € U,

fly) = flz) < lL(y—2)+ |y — zlw(ly — z).

12



Podemos dizer simplesmente que f é semiconcava, omitindo o modulo,
quando isso nao gerar confusao. Dizemos que f é localmente semiconcava
em U se, para cada x € U, existir uma vizinhanca aberta V, tal que f é
semiconcava em V, para algum moédulo (que nao precisa ser necessariamente
o mesmo em cada V). A funcao linear [, pode depender do ponto z.

Proposicao 1.4. 1) Dadas f; : U — R, U C R", tais que f; € semiconcava

com médulo w; em U para i € {1,...,k}, temos:
. ‘ . k , —k
(i) para quaisquer oq,...,0ax > 0, a funcdo Y . cufi € Y . | aw;-
semiconcava;

(i1) a fung¢ao minj<;<k f; € maxi<;<x w;-semiconcava.
2) Toda fungao de classe C' € localmente semiconcava.

Demonstragao. 1) i) Como f; é wi-semiconcava em U, para cada x € U existe
Il :R"™ — R tal que

fily) = filz) <Ly — ) + |y — z|wi(ly — x]).

Multiplicando por «; e somando em ¢ ficamos com
k k k k
Zaifi(y> - Z%’fi(x) < Z ail,(y —x) + |y — 7 Zaiwi(‘y —z|).
i=1 i=1 i=1 i=1

Como Zle ol é linear e Zle a;w; ¢ médulo, segue que a funcao Zle a;fi
é semiconcava com maodulo Zle oW;.

ii) Sejam x € U e iy tal que f;(x) = min; f;(z). Como f;; é w;,-
semiconcava, existe [, que satisfaz

fio(y) = fio(x) < Loy — ) + |y — w|wiy (ly — )

<l
< L(y —2) + |y — 2 maxwi(ly — z|).

Mas fi,(y) — fio(r) > min; fi(y) — min; f;(z) pois ip € tal que fi(z) =
min; f;(x). Logo

min fi(y) —min fi(z) < L(y — =) + |y — 2 maxw(|y — )
de onde segue que min; f; é max; w;-semiconcava em U.
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2) Seja C' um subconjunto de U aberto convexo com fecho compacto
(uma bola, por exemplo). A fungdo x +— df(z) é continua porque f é de
classe C', portanto possui médulo de continuidade w em C' (pois usando a
compacidade de C' podemos definir uma funcdo que funcione como médulo
de continuidade). Ou seja, existe um médulo w tal que ||df (y) — df (z)|| <
w(|ly — x|). Definindo 7(t) = ty + (1 — t)z, temos que

d

(o)) =df(v(1)) - 7()

=df(ty + (1 —t)z) - (y — 2)

de onde segue pelo Teorema Fundamental do Calculo que

[ a0 -ait= [ Lronwd= 1) - o). (1)

Como [|df (y) — df (x)]] = supp<,|df () - (v) — df () - ()], entdio

i) (L) - ar) - (L=5) < 146) - ol

Portanto
< [ldf (ty + (1 = t)z) — df (z)||
< w(lty + (1 — )z — z)
= w([t(y —z)|)
<w(ly — =)

o que implica que
df(ty + (L —=t)x) - (y — x) < df(x) - (y — 2) + ly — z|w(ly — ).

Integrando os dois lados dessa tltima desigualdade em ¢, e usando a equacgao
(1.1), segue que

f@%ﬁ@ﬂ=£cﬂ@+@—ﬂ@-@—@ﬁ
<df(x)-(y —z)+ |y — z|w(ly — |).
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Logo, para = € C' existe [, = df (z) fungao linear tal que

fly) — f(z) < df(x) - (y — ) + |y — zw(ly — z]).

Ou seja, f é w-semiconcava em C'. Como isso vale para qualquer x € U, f é
localmente semiconcava. O]

Lema 1.5. Sejam U um subconjunto aberto de R™ e f : U — R uma func¢ao
w-semiconcava. Valem:

(i) Para todo K subconjunto compacto de U eziste uma constante A tal
que, se x € K, entdo para toda fungao linear l, satisfazendo

Fy) = (@) < by —2) + |y — zlw(ly —2[)
tem-se que ||l,|| < A.
(13) f € localmente Lipschitz.

Demonstra¢ao. Primeiramente vamos mostrar que f é localmente limitada.
Note que se K é compacto, entao € limitado e portanto K C Bpg para
algum raio R. Como f é w-semiconcava, temos que

fly) = f(z) <L(y — )+ ly — z|w(ly — z)
(y — ) + |y — zlw(ly — ) + f(z)
Llly — 2| + |y — zlw(ly — =) + f(2)

|l.||R+ Rw(R) + f(x).

x
x

~
—~
s

l
l
|
|

VAN VAN VAR VAN

Portanto f(y) < ||l.||R+ Rw(R)+ f(z) para todo y € K. Isto é, f ¢ limitada
superiormente em K.

Para mostrar a limitacao por baixo, seja x € U e C' um cubo compacto
contido em U com x € C. Se {yi,...,Yan} s@o os vértices de C', podemos
escrever x como uma combinagao convexa, isto é, x = »_ a;y;, onde a;; > 0 e
> «a; = 1. Para cada i temos

flyi) = f(2) < L(yi — @) + |y — wlw(|y: — ).

Multiplicando por «; e somando em ¢, obtemos

S aif () =D aif(@) SLO iy — > i)+ Y ol — zlw(ly — ).
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Seja D¢ o diametro de C. Como Y a; =1 ex = > a;y;, segue das desigual-
dades acima que

D aif (i) = fx) £ ailys — wlw(ly; — 2]) < Dow(De)
— Y oif(y;) — Dew(De) < f(x).
Note que S a; f(i) > min; f(y:), ¢ que portanto
min f(y;) — Dew(Do) < f(z).

Logo f é localmente limitada inferiormente também, ou seja, f é localmente
limitada.
i) Suponha que B(z,2r) C U. Se x € B(xg,r) entdo  — rv € B(xg, 2r)
para todo v € R" com |v| = 1. Portanto
fla—rv)— f(z) <l (xv—rv—2)+ |z —rv—z|lw(]z — 10 — 2|)
= —rl(v) + rw(r).

Da compacidade de B(xg,2r) e como vimos que f é localmente limitada,
podemos definir B = sup,¢ g, 2r) |f(2)]- Daf segue que

flx—rv) — f(z) < —rly(v) + rw(r)
= f(x) — f(x —rv) > rly(v) — rw(r)

= L(v) <

Podemos aplicar essa desigualdade para —v no lugar de v, do que podemos
concluir que, se x € B(zo,7), entdo [|l,]| < 22 + w(r).

Como K é compacto, podemos cobri-lo com uma quantidade finita de
bolas. Aplicando o raciocinio acima para cada bola e chamando a maior
constante de A, obtemos que ||I.|| < A.

i1) Seja K um subconjunto compacto de U. Pela parte (i), existe A tal
que, para quaisquer z,y € K,

fly) = f(z) <Ly — ) + |y — 2|w(ly — =)
< |llllly — =] + |y — z|w(y — =)
< (A+w(Dk))ly — |
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onde Dg é o diametro de K. Vale a mesma desigualdade com z e y trocados.
Logo |f(y) — f(x)] < Lly —z|, onde L = (A+w(Dg)). Isto é, f é localmente
Lipschitz. O

Enunciaremos sem provar o seguinte resultado bastante conhecido:

Teorema 1.6 (Rademacher). Se U C R™ é um aberto e f : U — R é uma
funcao de Lipschitz, entao f é diferenciavel em quase toda parte em relacao
a medida de Lebesque.

Temos imediatamente o seguinte coroldrio:

Corolario 1.7. Se f : U — R € localmente w-semiconcava entio f €
diferencidvel em quase toda parte em relacdo a medida de Lebesque.

Para o caso de fungoes semiconcavas, existe um resultado ainda mais forte.
O conjunto dos pontos em que a funcao f semiconcava nao é diferenciavel
em um conjunto pequeno. Uma prova deste fato pode ser encontrada em
[7, Section 4.1]. Para a definicdo de um conjunto pequeno, ver o final da
Introducao.

Teorema 1.8. Se o : U — R € uma funcao semiconcava definida no
aberto U C R™ entao o € diferencidavel em cada ponto do complemento de um
conjunto pequeno.

Até aqui as funcoes consideradas estavam definidas no R™. O seguinte
lema nos permite estender a definicao de semiconcavidade para funcoes reais
definidas em uma variedade.

Lema 1.9. Sejam U,V C R" abertos. Suponha que F :V — U € de classe
C'. Se f: U — R é localmente semiconcava entdo foF : V — R também
é localmente semiconcava.

Além disso, se ' € de classe C? e f € localmente semicéncava com mddulo
linear, entao o mesmo pode ser dito de f o F.

Demonstracao. Pela natureza local do lema, podemos assumir, sem perda
de generalidade, que f é semiconcava em U. Seja V' uma bola aberta tal
que V/ C V. Pela continuidade da fungdo z — ||dF(2)||, sabemos que existe
Cyr = max,cyp [|[dF(2)|| < +00. Como dF(z) é a derivada de F, pela de-
finicao de derivada sabemos que existe um modulo wy tal que

Fy) = F(z) = dF(z) - (y — ) + (y — 2)op(Jy — ).
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Pelo Teorema do Valor Médio temos que, para algum z € V’, vale que

ly—xf 7 '
Logo
|F(y) = F(z)] < |[dF(2)|[ly — 2| < Cyly — 2.

Como f é semiconcava em U, segue que

f(F) = f(F(2)) < lp@)(F(y) — F(x))
+MT) F(z)|w(|F(y) —
Fa) (dF(z) - (y — )
-HF@) F(z)|w(|F(y) —
Fa)(dF(z) - (y — )
+W@) F(z)|w(|F(y) — F@m
< lp@) (dF () - (y — @) + llp@llly — zlov (ly — 2f)
+ Cyily — zfw(Cyily — ).

F@W

Como F(V') é compacto, pelo Lema 1.5 existe uma constante C’V, que limita
15 |- Logo

F(E () — f(F(2) < lp@)(dF(z) - (y — 7))
+ Cyily — 2|y (ly — 2)) + Coly — 2lw(Cyly — )

o que significa que f o F é semiconcava em V'’ com médulo r — Cy @y (1) 4
Cyw(Cyir). Logo f o F é localmente semiconcava em V.

Se F' é de classe C?, dF ¢ localmente Lipschitz em U e podemos assumir que
Wy € linear (pois é o médulo de continuidade de dF). O

Agora estamos autorizados a falar de semiconcavidade em variedades. Por
definicao, para que uma funcao f : M — R seja localmente semiconcava,
basta que sua composi¢ao com alguma carta coordenada F' seja localmente
semiconcava. O lema anterior garante que esse conceito fica bem definido, e
¢é coerente com o caso em que M = R".

Definigao 1.10. Uma familia de fungoes {f; : U — R} é dita unifor-
memente w-semiconcava se cada f; é w-semiconcava, ou seja, se existir um
modulo w tal que f; é w-semiconcava, para todo i.
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Note que a uniformidade se da porque o mesmo mdédulo vale para todas as
funcoes. A funcao linear [, que aparece na definicao de funcao semiconcava
nao precisa ser a mesma.

Teorema 1.11. Seja (f;)icr uma familia uniformemente w-semicéncava. Se
a fungao f(x) :=infie; fi(x) € finita em todo U, entao f é w-semiconcava.

Demonstracao. Fixa xy € U. Pela definicao de infimo, podemos construir
uma sequéncia (f; ) tal que f; (x¢) converge para f(xq) por cima. Seja C C U
um cubo com centro em xg, e sejam yi, ...,y 0s vértices de C. Para todo
x € C existem oy, ..., o0 tais que Y a; =1e ) «o;y; = z. Como cada f; é
w-semiconcava, temos que

fily;) = filz) < la(y; — ) + |y; — zlw(ly; — =]).
Multiplicando por «; e somando em j, segue que
D aifilyy) =Y aifilx) <l (Z a;y; — Z%’fﬂ)
+ D aylys — wlwly; — )

— Y a;fily;) < fil@) + ) aly; — xlw(ly; — =)
= min fily;) < fil@) + 3 ayly; — xlw(ly; - al)
= iy (y;) < fix) + Dew(De)
= min fi(y;) — Dew(De) < fi(z)

Como f(y,) = inf; fi(y;) ¢ finito, existe A € R tal que A < f;(z) para todo
1€l

Seja ¢ > 0 tal que B(xg,e) € C. Como f; é w-semiconcava e xg € U,
existe [; tal que

fily) = filwo) < Li(y — 20) + [y — wol|w(|y — zo|)

para todo y € U. Para todo v € R™ com |v| = 1 vale que z¢ + v € B(xg, ¢),
e portanto

fi(l‘o —+ €U) — fz(l’o) S lz(l‘o + v — l’o)
+ |20 + v — zo|lw(|xo + €V — x0])
= fi(wo +ev) — fi(xo) < eli(v) + ew(e).

19



Como visto acima A < f;(x) para todo x € C. Além disso, ja que f;, (zo)
f(xp), podemos assumir que f; ¢é limitada, isto é, existe M € R tal que
fi. (xg) < M para todo n. Logo

fi<l'0 + 81)) S 6[7;(71) + EW(E) + fZ(QT())
= A <el;(v) +ew(e) + fi(xo)
— A<el(v) +ew(e)+ M

A - M () < 1i(w).

Aplicando isso para —v obtemos que [|l;]| < =4 + w(e). Extraindo uma
subsequéncia, se necessario, podemos supor que [;, — [. Como para todo
y € U temos f(y) < f;.(y), passando ao limite em n obtemos que

fly) < fi,(x0) + 1, (y — w0) + [y — zolw(|y — 20|)
= f(y) — f(z0) < Uy — x0) + [y — mo|w(|y — z0])-

Como x( € U foi escolhido arbitrariamente, isso conclui a demonstracao. [J

O exemplo a seguir mostra que a semiconcavidade uniforme de uma
familia de func¢oes nao é automaticamente transportada por difeomorfismos,
como a semiconcavidade local de uma funcao é.

Exemplo 1.12. Para k € R definimos f;, : R — R por fiy(z) = kx. E claro
que a familia (fi)rer € uniformemente w-semicéncava para qualquer médulo
w. De fato,

fe(y) — frlx) = ky — kx
=k(y — )
<k(y—=2)+ |y —zlw(y — =)

pois w > 0.

Considere o difeomorfismo ¢ : RY — R% dado por ¢(z) = z. Mostra-
remos que nao existe um aberto nao-vazio U C R’ nem um moédulo w tais
que a familia (fy o go‘U) seja uniformemente w-semiconcava.

Suponha por absurdo que tenhamos, para algum aberto nao-vazio U e
algum modulo w,

frooy) — frop(r) < l(y — ) + |y — zlw(ly — |)
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onde [, depende de k£ mas nao de w. Como f; o ¢ ¢é diferencidvel, devemos
ter l(y —x) = (fr o @) (x)(y — z) = 2kz(y — x). Portanto, deverfamos ter

k(y* —a?) < 2kx(y —x) + |y — z|w(ly — z|)
= k(y® — 2%) — k(2zy — 22°) < |y — z|w(ly — =|)
— k(y—2)* <y — z|w(ly — z|).

Fixando z,y € U e definindo h = y — x, temos

h
kW2 < hlw(lh)) = k < %

para todo k, absurdo.

Em virtude do exemplo acima, a seguinte definicao é a mais razoavel em
variedades.

Definicao 1.13. A familia de fungoes f; : M — R, i € I, definidas em uma
variedade M de dimensao n, é dita uniformemente localmente semiconcava
se existir uma cobertura aberta (U;);e; de M, onde cada U; é o dominio de
uma carta coordenada ¢; : U; — V; C R", tais que para todo j € J a
familia (f; o gpj_l)ie r € uniformemente semiconcava em V; C R".

Corolario 1.14. Se a familia de funcoes f; : M — R, i € I, é uniforme-
mente localmente semiconcava e a fungao f(x) = inf;c; fi(x) € finita em toda
parte, entao f € localmente semiconcava.

Demonstragao. A familia de fungoes (f;)icr ser uniformemente localmente
semiconcava significa que M C (JU;, ¢; : U; — V; € R™ sdo tais que
(fio goj_l)ie ; ¢ uniformemente semiconcava para todo j. Isto é, cada g; =
e N P , .
fiow;" é wj-semiconcava, portanto a familia (g;)ic; ¢ uniformemente se-
miconcava. Logo, pelo Teorema 1.11 a funcdo g(z) := infie; gi(x) é wj-
semiconcava também. Dai segue que g o ; ¢ semiconcava, pois semiconca-
vidade permanece por difeomorfismos, pelo Lema 1.9. Isto ¢, gop; = f ¢
semiconcava em U;. Logo f é localmente semiconcava em M. O]

A definigao a seguir pode parecer estranha a primeira vista pelo acimulo
de advérbios, mas nao entremos em panico. Ela vai ser necessaria nas Pro-
posicoes 1.16 e 1.17 para mostrar que uma funcao definida a partir do infimo
de fun¢oes semiconcavas também é semiconcava. Isto é necessario para provar
a semiconcavidade local de uma funcao c-concava, no Capitulo 5.
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Definicao 1.15. Sejac: M xN — R, com M uma variedade e N um espago
topoldgico. A familia de fungdes (c(-,y))yen € localmente uniformemente
localmente semiconcava se para todo yg € N existe uma vizinhanga V} de yo
tal que (c(-,y))yev, é uniformemente localmente semiconcava em M.

Note que o primeiro "localmente”diz respeito ao espaco IV, enquanto que
o segundo diz respeito a variedade M.

Proposicao 1.16. Seja ¢ : M x N — R, em que M ¢é uma variedade e
N € um espago topologico, tal que a familia (c(-,y))yen € localmente uni-
formemente localmente semiconcava. Se K C N € compacto e a funcao
fx : U — R dada por fx(x) = inf ek c(x,y) € finita em toda parte, entio
fx € localmente semiconcava em M.

Demonstragao. A familia (c(-,y))yen € localmente uniformemente localmente
semiconcava. Logo, para todo y € N existe V, tal que a familia (c(-,y))yev,
¢é uniformemente localmente semiconcava.

Note que K C UyeK Vy. Como K é compacto, existem V;, 1 = 1,...,(
tais que K C Ule Vi. Em cada V; a familia (c(-,y))yev, é uniformemente
localmente semiconcava. A fungao f;(z) = infyexny, c(x,y) é finita em toda
parte pois f; > fx (ambas sao definidas por infimos, mas f; em um conjunto
menor). Logo, pelo Corolario 1.14, f; é localmente semiconcava para todo i.
Como fx = min,; f;, segue da Proposicao 1.4 que fx também é localmente
semiconcava. O

Proposicao 1.17. Sejam M, N variedades. Sec: M x N — R € localmente
semiconcava em M x N, entdo a familia de funcoes (c(-,y))yen € localmente
uniformemente localmente semiconcava.

Demonstragao. Por hipétese, podemos cobrir M x N por uma familia (U; X
W;)ier jes, onde U; é aberto em M e W, é aberto em N, com U; dominio do
mapa ¢; : Uy — U; CR" e W; dominio do mapa v; : W; — Wj C R™,
tais que (Z,7) — c(p; '(Z),¢;(§)) é wi -semiconcava em U; x W;. Logo, a

familia (c(p;*(+), wj—l(;g)))gewj ¢ uniformemente localmente semiconcava em

U;. Entdo, por definicio, (c(-, Y))yen € localmente uniformemente localmente
semiconcava. O]

O seguinte corolario é consequéncia das Proposicoes 1.16 e 1.17.

Corolario 1.18. Sejam M, N wvariedades, ¢ : M x N — R localmente
semiconcava e K C N compacto. Se fr(x) = inf ek c(z,y) for finita em
toda parte, entao fx : U — R € localmente semiconcava em M.
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Capitulo 2

Mecanica Lagrangiana

A Mecanica Lagrangiana é uma formulagao da Mecanica Cléssica que com-
bina a conservacao do momento linear e a conservagao da energia. Varios
problemas fisicos acabam se resumindo a encontrar uma trajetéria minimi-
zante para a acao de um Lagrangiano Aj. Como é equivalente a Mecanica
Newtoniana, pode ser mostrado que uma trajetéria v que minimiza A para
o Lagrangiano L(z,v) = Z|v]* — U(z) é uma trajetéria que descreve o movi-
mento de uma particula de massa m sujeita ao potencial U.

No Capitulo 4, mostramos a existéncia da aplicacao de transporte 6timo
para o custo d2—2. Esse custo esté relacionado a um Lagrangiano, o que motiva
a generalizacao da teoria para custos que sejam provenientes de outros La-
grangianos. Considerar esses custos abre varias possibilidades interessantes
de interpretacao para o problema de transporte 6timo. Mudando o Lagrangi-
ano podemos pensar no custo nao sé em termos econdmicos, ou de distancia,
mas também, por exemplo, como a energia relacionada a algum sistema fisico.

Neste capitulo, relembraremos alguns resultados importantes que sao usa-
dos para mostrar a existéncia de aplicacao de transporte 6timo quando o
custo é definido a partir de um Lagrangiano. O que estd aqui é baseado
principalmente nos apéndices de [6].

Comecamos pela definicao do principal elemento da teoria que queremos
construir.

Definigao 2.1 (Lagrangiano). Seja M uma variedade. Um Lagrangiano em
M é uma funcao L : TM — R continua e limitada inferiormente.

Note que se uma curva v ¢é definida sobre a variedade M, sua velocidade
4(t) pertence ao espago tangente ao ponto ~y(t). Ou seja, o par (v(t),7(t))
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pertence a T'M.

Defini¢ao 2.2 (Acao de um Lagrangiano). Sejam L : T'M — R um Lagran-
giano em M e v : [a,b] — M uma curva absolutamente continua. A ac¢ao do
Lagrangiano L sobre a curva 7y é dada por Ay (v) = fabL(v(s),ﬁ(s)) ds. Por
conveniéncia, definimos A () = +o00 se 7y nao for absolutamente continua.

Agora que sabemos como associar a cada curva um numero real, podemos
nos perguntar qual curva, entre todas que tem as mesmas extremidades, que
atinge o menor valor. Note que isso é muito semelhante ao que fazemos ao
buscar curvas que ligam dois pontos e minimizam o funcional de comprimento
em Geometria Riemanniana.

Definicao 2.3 (Minimizante). Seja L um Lagrangiano em M. Uma curva
absolutamente continua v : [a,b] — M ¢é um L-minimizante se Ap(y) <
Ap(a) para toda curva absolutamente continua « : [a,b] — M com 7y(a) =

ala) e y(b) = a(b).

Definicao 2.4 (Lagrangiano de Tonelli). Dizemos que L : TM — R é um
Lagrangiano de Tonelli fraco se possuir as seguintes propriedades:

(a) L é de classe C*;

(b) a funcao L(z,:) : T,M — R é estritamente convexa para qualquer
xr e M,

(c) existe uma métrica Riemanniana completa g em M e uma constante
C € R tal que
L(z,v) > |v|, + C

para todo (z,v) € TM, onde |- |, é a norma em T, M obtida da métrica
9;

(d) para todo K C M compacto, a restricao de L para Tg M =, T M é
superlinear nas fibras de T'M, ou seja, para toda constante A > 0, existe
uma constante C'(A, K) € R tal que

L(z,v) > Alv|, + C(A, K)
para todo (x,v) € Tk M.

Dizemos ainda que L é um Lagrangiano de Tonelli se satisfizer também as
seguintes condi¢oes mais fortes:
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(a') L ¢é de classe C?;
(t/) para todo (z,v) € TM, %(x, v) é positivo definida em 7, M.

Note que quando M é uma variedade compacta, se a condigao (c) valer
para alguma alguma métrica g, entao valera para todas, porque sobre um
compacto todas sao equivalentes.

Além disso, se L é um Lagrangiano de Tonelli fraco e U : TM —
R ¢ de classe C!, entao L + U também ¢é Lagrangiano de Tonelli fraco.
Similarmente, se L ¢ um Lagrangiano de Tonelli e U é de classe C?, entao
L + U também é Lagrangiano de Tonelli. Dessa forma, conhecendo um
exemplo de Lagrangiano de Tonelli, podemos gerar varios.

Os préximos teoremas sao resultados conhecidos de Célculo de Variagoes
em uma variavel, que enunciaremos sem provar.

Teorema 2.5. Seja L um Lagrangiano de Tonelli fraco definido numa va-
riedade conexa M. FEntao para todo a,b € R com a < b, e para todo
x,y € M, existe uma curva 7 : [a,b] — M absolutamente continua que
é L-minimizante.

O Teorema 2.5 vale sob condicoes mais fracas do que L ser de classe C1,
mas essa hipotese é necessaria no teorema a seguir.

Teorema 2.6. Se L é um Lagrangiano de Tonelli fraco e v é L-minimizante,
entdo v € de classe C*.

Além disso, para todo intervalo [ty, t1] tal que y(t) estd contido no dominio
de uma carta coordenada, tem-se que

O (31, 3000) — 2= a(t0) tt0D) = [ 22 (3(5),4() ds.

to

Esta é uma versao integral das equacoes de Euler-Lagrange. Isso implica que
t = IL(y(1),4(t)) € uma fungio de classe C' e que

4 (5r0040)) = Faw.0)

Mais geralmente, se L € de classe C", com r > 2, entao vy € de classe C".

Definigao 2.7 (Transformada Global de Legendre). Seja L um Lagrangiano
de classe C* em M. Sua Transformada Global de Legendre & : TM —
T*M ¢é definida por Z(z,v) = (z, $&(z,v)).
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Proposicao 2.8. Se L é um Lagrangiano de Tonelli fraco em M, entao sua
Transformada Global de Legendre & : TM — T*M é um homeomorfismo.
Além disso, se L é um Lagrangiano de Tonelli de classe C", comr > 2, entao
£ € de classe C™7L.

Demonstracdo. Primeiro mostramos que £ é sobrejetiva.

Seja p € TXM. A condigao (d) da definicao de Lagrangiano de Tonelli
fraco garante a existéncia de uma constante C'(A, K) para qualquer escolha
de constante A e K C M conjunto compacto. As escolhas espertas nesse
caso sao A = |p|l, +1 e K = {z}. Segue que

L(z,v) > Alv|, + C(A, K)
e logo

p(v) = L(z,v) < p(v) = Alv]. — C(A, K)

<p
< p(v) = |pla|v]e — [v]. — C(A, K).
Mas temos que p(v) < |p|.|v].. Logo

p(v) — L(z,v) < —|v|, — C(A, K).

Como o lado direito vai para —oo conforme |v|, vai para +oo, temos que
a funcdo v — p(v) — L(z,v) deve atingir um maximo em um ponto v,. Como
é de classe C'', no ponto v, sua derivada deve ser nula. Ou seja:

O 0(0) ~ Dl o) lomey =1~ D) =0

o que implica que p = g—ﬁ(aj, vp). Logo (x,p) = ZL(x,vp).

Agora mostramos que .Z ¢ injetiva.

Como para x # &’ temos .Z(x,v) # £ (a',v") diretamente, basta mostrar
que para v # v’ teremos £ (z,v) # £ (x,v"). Para isso, considere a fungao
¢ : [0,1] — R dada por ¢(t) = L(z,tv + (1 — t)v’). Pela condi¢ao (b) da
definicao de Lagrangiano de Tonelli fraco, ¢ ¢é estritamente convexa. Como
¢ é de classe C', ser estritamente convexa implica que ¢'(0) # ¢'(1). Como
% = 0, temos que

'(t) = iL(ac,tv + (1 =)

dt
oL dx 0L N d ,
oL

= %(x,tv + (1 —t)0) (v —1").
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Logo %5 (z,v) = ¢/(1) # ¢'(0) = %5(x,v'), e portanto £ ¢ injetiva.

Para que .Z seja homeomorﬁsmo é necessario que tanto £ quanto £~ !
sejam continuas. £ é continua porque L é C!'. Para mostrar que £ !
é continua, mostramos que ¢ é prépria (isto é, pré-imagens de conjuntos
compactos sao relativamente compactas). Note que, se P C T*M ¢é com-
pacto, entdo existe uma constante C' tal que ||%%(z,v)|l, < C para todo
gﬁ (x,v) € P. Portanto, para mostrar que .Z ¢ prépria, basta mostrar que o
conjunto {(z,v) € TM |z € K, [|%(z,v)|. < C} é compacto (onde K C M
é compacto, como é costume para um conjunto denotado por essa letra).
Mostramos que ele é compacto mostrando que esta contido em um conjunto
compacto. Logo, como é fechado, deve ser compacto também.

A convexidade estrita de L(z,-) implica que %%(z,v)(v) > L(z,v) —
L(z,0). De fato, como L(x,-) é estritamente convexa, sabemos que

L(xz,tv+ (1 —t)v') > tL(x,v) + (1 — t)L(z, ")
para todo t € (0,1), e para todos v,v" € T, M. Fazendo v = 0, obtemos

L(z,tv) > tL(z,v) + L(x,0) — tL(z,0)
=t(L(xz,v) — L(x,0)) + L(z,0).

Logo
L(x,tv) — L(x,0
(z ”)t @9 Lw,0) — L, 0).

Isso vale para todo ¢. Logo, fazendo ¢ — 07, obtemos que

OL

—(.%',U)(U) 2 L(mav) - L(CC,O)

ov
Ainda, L é continua, e portanto existe uma constante C; tal que L(z,0) < C}
para todo z € K. Entdo % (z,v)(v) > L(z,v) — Cy. Pela condicdo (d) da
definicao de Lagrangiano de Tonelli fraco, existe uma constante C' (A K) tal

que L(z,v) > Alv|, + C(A, K) para todo (x,v) € T M. Logo
oL
v
Onde juntamos as constantes em uma s6 porque fica mais bonito. Dai segue
que

oL <L) ZA—l-C(A’K) . H@L

(z,v)(v) > L(z,v) — C1 > Alv|, + C(A, K).

C(A, K)

|U|$

> A+

%(x,v) |U|:v |U|:v %('T7U>

xT
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Podemos tomar A = C' + 1, e dai temos

OL
i > 1
H 5 (z,0)|]| >C+1+

T

Seja (z,v) € {(z,v) €e TM |z € K, | g—ﬁ(x,v)Hz < C}. Para esse (z,v), vale
que

>C+1+ o]

oL
> _
c > H U(a:,v)

— —C(C+1,K) > |v|,.
Portanto

{(z,v) e TM |z € K,

oL
— < -
S| <c)c

xT

{(z,v) eTM |z € K,|v|, <-C(C+1,K)}

que é compacto, logo o conjunto anterior é compacto também.

Por fim, suponha que L seja um Lagrangiano de Tonelli de classe C".
Pelo Teorema da Funcao Inversa, para mostrar que . é um difeomorfismo
O™ !, basta mostrar que sua derivada é invertivel. Calculando as derivadas
de £ obtemos a matriz

Id 0
S (@:0) G (@)
que é invertivel pois, pela definicao de Lagrangiano de Tonelli, %(m,v) >

0. [l

Definicao 2.9. Seja L um Lagrangiano em M. Definimos o seu Hamiltoniano
H:T*M — R U {400} por

H(z,p) = sup <p(v) — L(z, v))-
veTl, M
Dessa relagao entre o Lagrangiano e seu Hamiltoniano podemos deduzir
varias propriedades que o Hamiltoniano deve ter. A proposigao seguinte lista
essas propriedades.

Proposicao 2.10. Seja L um Lagrangiano de Tonelli fraco definido na va-
riedade M. Seu Hamiltoniano H € finito em toda parte e goza das sequintes
propriedades:
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(a*) H € de classe C' e em coordenadas vale que

{%—;f(z(x,v» =
O (L (1, 0)) = — 2 (z,0)

B ox

(b*) para cada x € M, o mapa H(z,-) : TS M — R é estritamente convezxo;

(d*) para todo compacto K C M, a restricao de H a TieM = \J,cpx ThM €
superlinear nas fibras de T*M. Isto €, para para toda constante A > 0
existe uma constante C*(A, K) tal que H(x,p) > Alp|. +C*(A, K) para
todo (z,p) € Tjz M.

Se L ¢ de classe C", com r > 2, entdo valem também.:
(™) H € de classe C;

(™) para todo (x,p) € T*M, a sequnda derivada parcial B;Tg(m,p) ¢ positiva
definida em Ty M.

Demonstracdo. A menos de composicao com alguma carta coordenada, po-
demos sem perda de generalidade assumir que M = U C R". Como U é
aberto, podemos ainda considerar uma bola V' compactamente contida em
U. Isso ¢ 1til porque normas advindas de métricas Riemannianas sao equi-
valentes em variedades compactas. No caso, trabalhamos tendo em mente a
norma Euclidiana usual. A propriedade (d) da Definigao 2.4 passa a ser a
seguinte: para qualquer escolha de constante A > 0 existe uma constante C'y
tal que L(z,v) > Alv| + Cy4 para todo z € V e para todo v € R" = Ty, M.

Temos que T*V =V x R™, em que R™ é o dual de R". Fixemos R > 0,
e suponhamos que |p| < R. Para A = R+ 1, existe Cg,1 tal que

Liz,v) = (R+ D] + Crat

— —L(2,v) < ~(R+1)Jo| - Crss
— p(v) — L) < p(v) = (R + Do| — Cpan.
Mas p(v) < |pllv] < Rlo], logo

p(v) — L(z,v) < Rjv| — (R+ 1)|v| = Cria
= p(v) = L(z,v) < —|v] = Cra1.
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Como L ¢é C', L(-,0) ¢ limitada em um compacto. Ou seja, existe uma
constante C' € R tal que L(x,0) < C para todo z € V C V. Dai segue que,
para v com |v| > C' — Cgyq, temos

—|v| < —C' + Cpy

= p(v) — L(z,v) < —|v] — Cra
< —C+Cgrt1 — Cria
— p(v) — L(z,v) < —=C < —L(z,0)

para todo x € V' e para todo v tal que |v| > C' — Cgyq. Isso implica que

H@mﬁiggﬂw—L@w)

= sup p(v)— L(z,v).

[v|<C—Cpri1

Isto é, o supremo que define H(z,p) é atingido em um ponto v(,, com
V| < C — Cryt. Como a fungao v — p(v) — Lz, v) ¢ de classe C', a sua
derivada no ponto v, ;) deve ser nula.

d oL 0L

0= (p(v) = Lz,v)) =p = 5-(2,0wp) = D=5 (2 Vap)-

Logo (z,p) = ZL(x,vayp)) € Uy € Unico porque £ ¢ injetiva. Como
p = %(x,v(,) e L(z,-) é estritamente convexa (sua derivada é crescente,

%)71 (p). Para que a notagao

%)

H(ZL’,p) = p(v(x,p)) - L(xav(x,p)) = p(g(p)) - L(l’,g(p))

portanto invertivel), obtemos que v, = (

nao fique muito carregada, definimos g := (

Logo

H(z,p+h)— H(z,p) = (p+h)(glp+h)) — L(z,9(p + h))
—p(9(p)) + L(z, 9(p))
=p(g(p+h)) +h(g(p+h)) — L(z,g9(p + h))
—p(9(p)) + L(z, g(p))
=p(g(p+h) —g(p)) + h(g(p + 1))
— (L(z,g9(p+ h)) — L(z, 9(p)))-

30

(2.1)



Por expansao de Taylor, temos que

L@ﬂ@+hD—L@y@D—%&(M%@@+h%ﬂ@ﬂ+dm

=p(g(p+h) = g(p)) + o(h),

pois 25(g(p)) = p. Substituindo em (2.1) ficamos com

H(x,p+h)— H(z,p) =plglp+h) —g(p)) + h(glp+h))
—plg(p+h) —g(p)) + o(h)
= h(g(p+h)) +o(h).

Fazendo h — 0 obtemos que

OH oL\ !
8—p($,p) =g(p) = (%) (p) = V(z,p)-
Além disso H(x,p) = p(V(zp)) — L(@, V(zp)) implica que (x p) = (p(v) —
L(z,v)) = —=%(2, (). Como (z,p) = L(z, v(yp)) podemos reescrever
%—’Z o Z(x,v)=v
OH oL
or o ZL(z,v) —%(%0),

o que prova (a*).

Quando L é um Lagrangiano de Tonelli de classe C", sabemos que .Z é
de classe C"!. Disso segue que tanto quanto 8H sao C"1, e portanto H
¢ C". Isso prova (a™).

Provaremos agora (b*). J& sabemos que
ando essa expressao em relacao a v, obtemos

B_H( oL

o (T gy (z,v)) = v. Diferenci-

O*H O*L
o (ZL(x,v))- 502 —(z,v) = Idgm.

Logo, 2 a 9H & g inversa de uma matriz positiva definida, de forma que deve ser
positiva deﬁnida também.

Agora provamos a convexidade estrita do item (b*). Sejam py,ps € TiM
com py # pa, e defina p3 = tp; + (1 —t)py para algum ¢ € (0, 1). Sejam, ainda,
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8L

v1, V9, v3 € T, M tais que p; = (x v;) para i = 1,2, 3. Tais v; existem e sdo

diferentes porque .Z é bljetlva
Parai = 1,2 temos H(x,p;) = p;(v;)—L(z,v;) pois o supremo da definigao
de H é atlngldo precisamente em p; = 8L “(z,v;). Dal segue que

H(z,p3) = ps(vs) — L(z,v3)
= t(p1(v3) — L(x,v3)) + (1 — t)(p2(vs3) — L(z,v3)).

Como os supremos sao atingidos em um tnico ponto, temos que

(2.2)

H(z,p1) > p1(vs) — L(z,v3)

H(x,p2) > p2(vs) — L(z, v3).
Juntando isso com (2.2), ficamos com

H(z,tp1 + (1 —t)py) < tH(z,p1) + (1 — t)H(z, p2),

ou seja, H(x,-) ¢é estritamente convexa em T M e (b*) esta provado.
Para provar (d*), seja K C M compacto. Como H(x,p) > p(v) — L(x,v)
para todo (x,v) € TM (pois é um supremo), temos que

H(xvp) > sup p(’U) + inf —L(I‘,U)

[v]o<A 2K, |v|o<A

onde o primeiro termo ¢é igual a A|p|, e o segundo ¢ finito por compacidade,
e portanto podemos definir C*(A, K) = inf ek v, <a —L(z, v). O

Definicao 2.11. O campo vetorial Hamiltoniano Xy associado ao Hamilto-

r,liano H ¢ definido por Xg(z,p) = (%I; (x,p), — (x p)) e a EDO associada
é

{ffc— %ﬁ(fv p)

p=—%(z,p))

Observe que se (x(t),p(t)) é uma solu¢ao da EDO associada a Xy, entao

—H(xz,p) = = p=—

d 0H oOH 8H 8]—] 8H OH
or op or ap 8p

Portanto H é constante ao longo de solugoes da EDO associada a Xg.
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Teorema 2.12. Seja L um Lagrangiano de Tonelli fraco definido na varie-
dade M. Se v :[a,b] — M € um L-minimizante, entio t — ZL(~(t),%(t))
¢ uma solucdo de classe C' do campo vetorial Xy;.

Além disso, se L € um Lagrangiano de Tonelli, entdo existe um fluzo
(parcial) ¢F de classe C* em TM tal que toda curva velocidade de um L-
minimizante é parte de uma drbita de ¢F. Esse fluro é chamado de Fluzo
de Euler-Lagrange e é definido por ¢F = £~ o ¢ o £ onde ¢P ¢ o fluzo
parcial de Xy .

Demonstragao. Escrevendo (x(t),p(t)) = Z(y(t),~(t)) ficamos com x(t) =

v(t) e p(t) = ZE(y(t),4(t)). Pelo Teorema 2.6, v é de classe C' porque é

L-minimizante. Portanto z(t) também é de classe C! com #(t) = (). Da
mesma forrpa, p(g)Lé de c.lasse C', e como 4oL (y(t),4(t) = ZL(~(1),4(1))
segue que p(t) = 2L((1), (1))

Como (x(t),p(t)) = ZL(y(t),7(t)) concluimos da Proposigao 2.10 que

t— (z(t),p(t)) satisfaz
{i“ = (2, p)

p = _%_Z(xvp))a

de forma que a Transformada de Legendre de uma curva velocidade de um
L-minimizante é solucao do campo vetorial Hamiltoniano Xp.

Se L é um Lagrangiano de Tonelli (ou seja, de classe C?), entao, pela
Proposicao 2.10, H é de classe C? também, e Xy é C!, o que define um fluxo
parcial ¢F. O

Definigao 2.13 (Energia). Se L ¢ um Lagrangiano C! definido na variedade
M, entao sua energia E : TM — R é definida por

oL
E(z,v)=Ho %(x,v) = a—(m,v)(v) — L(z,v).
v
Corolario 2.14. Se L é um Lagrangiano de classe C' na variedade M e
v la,b] — M € um L-minimizante, entao a energia E € constante na
curva velocidade s +— (y(s),7(s)).

Demonstracao. Note que E(y(s),¥(s)) = H o Z(v(s),7(s)). A energia
é constante nessa curva velocidade porque a fungao s — Z(y(s),7(s)) é
solucao de Xy e H ¢é constante em Orbitas de Xpg. O
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Proposicao 2.15. Se L é um Lagrangiano de Tonelli fraco definido na va-
riedade M, entao para todo subconjunto compacto K C M e toda constante
C < +o0, o conjunto {(x,v) € TM |z € K, E(z,v) < C} € compacto. Ou
seja, a energia E € um mapa préprio (leva conjuntos compactos em conjun-
tos compactos) em todo subconjunto da forma 7= 1(K), onde ® € a projecao
natural.

Demonstracdo. Como E = H o %, a proposicao segue do fato de H ser
préprio e .Z ser um homeomorfismo. O]

Enunciaremos agora, sem provar, o Teorema de Hopf-Rinow, importante
resultado de Geometria Riemanniana que é usado na proposicao que vem a
seguir, bem como em outros pontos da dissertacao.

Teorema 2.16 (Hopf-Rinow). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana.
Sao equivalentes:

(1) para x € M fizado, a aplicagdo exponencial exp, estd definida em todo
o espago tangente T, M ;

(17) em M, conjuntos fechados e limitados (com respeito a distincia Rie-
manniana) sio compactos;

(7i1) como espago métrico, M €é completo,
(iv) M € geodesicamente completa;

(v) existe exaustao de M por compactos: existe uma sequéncia (encaizada)
de compactos K,, C M com K, C int(K,1) e U, K,, = M tais que,
para x € M e sequéncia y, ¢ K,, vale

lim d(z,y,) = +oo.

n—>-+oo

Além disso, os itens anteriores implicam no sequinte (mas nao € equiva-
lente):

(vi) para quaisquer x,y € M, existe geodésica minimizante y : [0,1] — M
comv(0) =z evy(l) =y.
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Proposicao 2.17. Seja L um Lagrangiano de Tonelli fraco definido na varie-
dade M. Suponha que K seja um subconjunto compacto de M et > 0. Entao
podemos achar um subconjunto compacto K C M e uma constante A € R
tais que para qualquer v : [0,t] — M L-minimizante com v(0),~v(t) € K,
temos que ¥([0,t]) C K e [(s)],s) < A para todo s € [0,1].

Demonstracao. A distancia d é a que vem da métrica Riemanniana completa.
Pelo Teorema de Hopf-Rinow, todas bolas limitadas fechadas nessa distancia
sao compactas.

Escolhemos xg € K e R > 0 tais que K C B(xg, R). Sejam z,y € K. Se
a:[0,t] — M é uma geodésica com a(0) = z e a(t) = y cujo comprimento
é d(x,y) (que existe, pois a métrica é completa), a desigualdade triangular

d(z,y) < d(z,z0) + d(20,y) < 2R
implica que, se z € «([0,]), entao
d(zo, z) < d(xo,z) +d(x, z) < d(zo,z) + d(z,y) < 3R.
Ou seja, a([0,1]) € B(xg, 3R).

A curva a tem velocidade constante porque é uma geodésica. Isto é,

|&(8)]a(s) = @ < %, para todo s € [0,t]. Por compacidade, o Lagrangiano

L ¢ limitado no conjunto ¢ = {(z,v) € TM | z € B(zo,3R), |[v|. < 2£}. Seja
6 o limite superior de L em #. A acao de o em [0, ¢] é menor do que 6, pois

Aa) = /OtL(oz(s),d(s))ds < /Oteds:et.

Se v : [0,t] — M é um L-minimizante, entao A(vy) < A(a), ou seja,
f(f L(v(s),%(s))ds < tf. Pela condi¢ao (c) na Defini¢ao 2.4, existe C' cons-
tante tal que para todo (z,v) € TM tem-se que L(x,v) > |v|, + C. Logo

t
0> [ L02(s),3(9)ds
0
t
> [ ) + € s
t
—Ctt [ (o) ds
0
1 t
— 0-C2 7 [ )k ds
0
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Pelo Teorema do Valor Medlo para Integrais, sabemos que existe sg € [0, t]
tal que |[¥(50)]y(s0) = fg 17(8)|4(s) ds. Logo 0—C" > |¥(s0)|(ss)- Note que isso
implica que (][0, t]) Q B(~(0 ) (G—C)) C B(xg, R+t(0—C)). Essa segunda
inclusio segue de que, se v(0) € K, entdo para todo x € B(v(0),t(6 — C))
temos

A, 7o) < d(w,7(0)) + d(3(0), o) < 6 — C) + R.

Fazendo K = B(zo, R + t(6 — C)), definimos 0, = sup{E(z,v)|(z,v) €
TM,z € K, |v|. <6 —C}, que é finito pela compacidade de K.

Finalmente, como v([0,%]) € K e |(50)],(s0) < 6 — C, podemos concluir
que E(v(s0),7(s0)) < 0;. Mas, pelo Corolario 2.14 a energia E é constante
para v L-minimizante. Logo, a curva velocidade s — (v(s),7(s)) esté con-
tida em # = {(z,v) € TM |z € K,E(z,v) < 61}, que é o compacto que
queriamos. ]
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Capitulo 3

Teorema de Brenier

Este capitulo ¢ devotado para o Problema de Monge com X = Y = R%
em que a funcdo custo é a distancia quadratica advinda da norma de R
Neste contexto, o Teorema de Brenier mostra que se a probabilidade p nao
d& massa para conjuntos pequenos e v é uma probabilidade qualquer entao
existe uma aplicagao de transporte que é solucao do Problema de Monge.
Ainda, essa aplicacao de transporte é o gradiente de uma funcao convexa e
estd relacionada a uma solugao do Problema de Kantorovich.

Antes de chegarmos ao Teorema de Brenier, no entanto, precisamos de
alguns resultados preliminares. Comegamos por mostrar algumas proprie-
dades do funcional custo e do conjunto de medidas em que buscamos o seu
minimizante que asseguram que podemos usar o Método Direto do Célculo
de Variagoes para demonstrar a existéncia de plano de transporte 6timo no
Problema de Kantorovich. Esses resultados valem em contextos bem gerais,
e por isso nao servirao apenas para o Teorema de Brenier, mas também para
o de McCann no Capitulo 4 e para quando o custo vier de um Lagrangiano,
no Capitulo 5. Dessa forma, véarios dos resultados a seguir poderiam ter sido
simplificados caso mudédssemos um pouco as hipdteses. Em [8] é possivel
encontrar resultados semelhantes demonstrados para situagoes ligeiramente
diferentes.

O Método Direto consiste basicamente em trés passos. O primeiro passo
é conseguir uma sequéncia minimizante de medidas 7,. O segundo passo é
usar alguma propriedade de compacidade para garantir que essa sequéncia
tenha uma subsequéncia convergente. Por fim, mostrar que o limite dessa
subsequeéncia é o elemento que procuramos.

Esse capitulo é baseado principalmente em [9].
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Um espago polonés é um espaco topoldgico completo, metrizavel e se-
paravel. Os exemplos que nos interessam nesta dissertacao sao o R" e varie-
dades Riemannianas em geral. Convergéncia fraca de medidas esta definida
no final da Introdugao.

Lema 3.1. Sejam X e Y espagos poloneses e c: X XY — RU {400} uma
funcao custo que € semicontinua inferiormente e limitada por baizo. Entdo
o funcional custo J, dado por

J(V):/X YC(x,y)dv(:v,y)

¢ semicontinuo inferiormente em P(X XY') com a topologia da convergéncia
fraca. Em outras palavras

Y —=vem P(X xY) = J(v) < liminf J(y).

Demonstracdo. A semicontinuidade inferior e a limitacao por baixo de ¢ ga-
rantem que existe uma sequéncia crescente de fungoes continuas ¢, tais que
pontualmente temos c(x,y) = lim, ¢,(z,y), ver [8, pag. 26]. Pelo Teorema
da Convergéencia Mondtona, segue que

= lim cn(z,y) dry
" JXxY

= lim lim cn(z,y) dy
nookJxxy

< lim inf/ cdyg
k XxY

= limkinf J (k).

A terceira igualdade vem de v — v e a desigualdade vem de ¢, < ¢. Logo o
funcional custo é semicontinuo inferiormente. n

Definigao 3.2. Seja X um espago polonés. O conjunto £ C P(X) é dito
rigido se, para todo € > 0, existir um compacto K. C X tal que u(X\K.) < e
para qualquer p € K.
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Dadas uma fungao mensuravel f : X — Y e uma probabilidade p €
P(X), o push-forward de p por f é a probabilidade fup € P(Y) definida
por fuu(B) = u(f~'(B)), para B C Y mensurdvel. No que segue, m' :
X xY — X ¢ a projecao na primeira coordenada e 72 : X x Y — Y a
projecao na segunda coordenada.

Lema 3.3. Sejam X e Y espacos poloneses. Se K1 C P(X) e Ko C P(Y)
sao ambos rigidos, entao o conjunto

K={yePXxY)|ryy €K, enyy €Ky}
também € rigido.
Demonstracao. Primeiro, note que
(X x Y\ (K x Ks) C[(X\K;) xY]U[X x (Y\K3)]. (3.1)

Sejam e > 0 ey € K. Definimos y := 7wy € Ky e v := 737 € Ky. Como K e
Ky sao rigidos, existem K; € X e Ky C Y compactos tais que p(X\ K1) < §
e v(Y\K3) < 5. Entao, pelo que temos na equacao (3.1), segue que

VXX YO\ X K)) < y((X\K) X Y) 4+ 9(X x (Y\K))
= w(X\K) +rv(Y\Ky) <e.

Portanto o conjunto C é rigido. n

O seguinte teorema, que enunciaremos sem provar, € um resultado classico
e serd importante nos resultados que o seguem. Uma prova pode ser encon-
trada em [9].

s

Teorema 3.4 (Prokhorov). Se X € um espago polonés, entio K C P(X) é
rigido se, e somente se, € relativamente compacto (isto €, possui a propri-
edade de que toda sequéncia tem subsequéncia convergente) com relagdo a
convergéncia fraca.

Agora estamos aptos a aplicar o Método Direto para garantir a existéncia
de um plano de transporte 6timo. A definicao de infimo nos permite construir
uma sequéncia minimizante, que por estar em um conjunto relativamente
compacto admite subsequéncia convergente. Mostramos que o limite dessa
sequéncia é um elemento de ADM(p, v) := {y € P(X xXY) |nyy = p e nly =
v}, e obtemos, da semicontinuidade inferior do funcional J, que esse elemento
é 0 que procuravamos.
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Teorema 3.5 (Existéncia de Plano Otimo). Suponha que a funcgao custo é
semicontinua inferiormente e limitada por bairo. Entao existe um plano de
transporte otimo, isto €, um minimizante para o Problema de Kantorovich.

Demonstracao. Dadas p € P(X) e v € P(Y), os conjuntos {u} e {v} sao
rigidos. Logo, pelo Lema 3.3, o conjunto ADM(p, v) é rigido também. Pelo
Teorema de Prokhorov, ADM(u, ) é relativamente compacto com relacao a
convergeéncia fraca.

Pela definicao de infimo, podemos construir uma sequéncia minimizante
Yo € ADM(p,v), tal que J(v,) < + +inf, J(y). Como ADM(,v) ¢ re-
lativamente compacto, existe uma subsequéncia convergente v, — v €
ADM(p,v). Para mostrar que na verdade v € ADM(u,v) (e ndo apenas
ao seu fecho), considere ¢ € Cy(X). Temos

uéwwww¢mwu»=[;wa%awwwmw>

= lim 90(7T1 (z,9)) dyn, (2,9)
e JXxY

= lim ; () d(my () ()

=lim [ o(z)du(x)

Nk X

= [ et duta),

ou seja, Ty () = p. Analogamente se mostra que 7% () = v. Portanto v €
ADM(pu, v). Pelo Lema 3.1 o funcional custo J é semicontinuo inferiormente.
Portanto J(v) < liminf,, J(y,,) < liminf £ + inf, J(a) = inf, J(c), e daf
segue que v é minimizante para o funcional custo J. Ou seja, 7 é um plano
de transporte 6timo. O

Até aqui provamos a existéncia de uma solucao para o Problema de Kan-
torovich. O nosso objetivo agora é caracterizar essa solucao e mostrar que
ela d4 origem a uma solucao do Problema de Monge. Isto é, para cada ponto
x, ela leva a apenas um ponto y. Em outras palavras, mostraremos que o
suporte da solu¢ao que obtemos esta contido no gréfico de uma fungao (ri-
gorosamente falando, isso serd verdade exceto em um conjunto de medida
desprezivel). Para chegar 14, precisamos definir alguns conceitos antes.
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Definigao 3.6 (conjunto c-ciclicamente monétono). Seja ¢ : X x Y — R
uma funcao continua. Um conjunto I' € X x Y é c-ciclicamente mondétono
quando satisfaz, para todo subconjunto finito {(z;, v;)}ic12.. v C I, que

N
C<xi7 ?Jz) < Z C(Ih ya(z))

=1

N
=1

para qualquer permutagao o : {1,2,--- N} — {1,2,--- , N}.

Definigao 3.7 (c-transformada). Dada uma funcao f : X — RU{—oc0} que
nao é identicamente igual a —oo, definimos sua c-transformada (ou funcao
c-conjugada) como f¢:Y — RU{—o0} dada por

Fo(u) = inf {e(z,) — F(@)}.

Analogamente, se g : Y — RU{—00} entao sua c-transformada ¢¢: X —
R U {—o0} é dada por
9°(x) = inf{c(z,y) — g(y)}-
yey
Definicao 3.8 (fungao c-concava). Uma fungao f: X — RU{—o0} é dita
c-concava quando existe g : Y — RU {—o0} tal que f = ¢°.

Definicao 3.9 (c-superdiferencial). Seja f: X — R U {—o0} uma funcao
c-concava. O c-superdiferencial de f é o conjunto

O°f ={(z,y) €e X x Y[ f(z) + f(y) = c(x,y)}.

Note que se considerarmos c¢(z,y) = —(x,y), recuperamos conceitos ja
conhecidos de Analise Convexa, a saber, conjunto ciclicamente mondtono,
Transformada de Legendre, funcao concava e superdiferencial.

O teorema seguinte caracteriza o plano de transporte 6timo e é funda-

mental em nossa abordagem. A prova apresentada aqui é baseada em [11] e
[12].

Teorema 3.10. Seja ¢ : X XY — R uma funcao custo que € continua e
limitada inferiormente. Sejam p € P(X) e v € P(Y) tais que, para alguma
fungio a € L*(p) e alguma funcio b € L'(v), tenhamos que

c(a,y) < a(z) + b(y). (3.2)

Seja v € ADM(p, v). Sao equivalentes:
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(1) o plano de transporte v é dtimo;
(13) o suporte de vy € c-ciclicamente mondtono;
(7i1) existe uma funcao c-concava ¢ : X — RU{—00} tal que suppy C 0°p.

Demonstragao. Pela hipétese c(x,y) < a(z) + b(y) e como ¢ é limitada por
baixo, temos que ¢ € L'(¥) para qualquer ¥ € ADM(u, v). De fato:

/X Yc(x,y) d(z,y) S/ (a(z) + b(y)) dF(z,y)

XxY

:/ a(x) du(z) —l—/ b(y) dv < +o0.
b's Y

(1)) = (ii). Provaremos por contraposi¢ao. Suponha que o suporte
de 7 nao seja c-ciclicamente mondtono. Isto é, existem pontos (x;,y;) €
suppv,? = 1,--- ,n tais que

n n

Z (i, yi) > Z (i, Yo (i),

i=1 =1

para alguma permutacgao o. Construimos um plano de transporte 4 melhor
(em relagdo ao custo) do que 7 e, portanto, v nao é 6timo.

Seja ¢ > 0. Da continuidade de ¢, para cada i € {1,...,n} podemos
obter uma vizinhanca V; = B, (z;) x B,(y;) do ponto (z;,y;) tal que |c(z,y) —
c(x;, ;)| < e para todo (x,y) € V;. Podemos tomar r pequeno o suficiente
para que também tenhamos |c(z,y) — c(s,Yo@))| < € para todo (z,y) €
Br('rz) X Br(ya(i))'

Construimos 4 como segue:

T o
=1 =1

onde v; = #\/,)FVV e Vi = M X Vos) € ADM(ts, Vo(s)), onde p; = 7@1#%' e
v, = 7@%. As medidas ~; estdo bem definidas porque (z;,y;) € supp~y
implica que v(V;) > 0. O valor de ¢ serd definido adiante para assegurar a
positividade de 7.

Além da positividade de 7, temos que mostrar que suas marginais sao p
e v, e também mostrar que 7 se sai melhor do que v em relagao ao custo c.
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Para ter positividade, seja A C X X Y um conjunto mensuravel:

€0 7(A)
min; +(Vi)

onde a desigualdade acontece desde que g5 < " Logo, para esta
escolha de gy, garante-se que 9> . Vi(A) < v(A), e que portanto 7 é
positiva.

Para ver que ¥ € ADM(u, V), note que

7T71¢’~Y:7T;1¢ (’7—802%4-502%) :M—gozﬂri—&)ZMi =p
i=1 i=1 i=1 i=1

e que

Wi’?:’ﬂ'i (7—502%—1—602%) ZV—€OZW+€OZV¢ = .
i=1 i=1 i=1 i=1

Por fim, verificamos que 7 se sai melhor do que v em relacao ao custo
c. Note que na primeira igualdade usamos que as integrais s6 diferem nas
vizinhangas V;.

/XXYC(ZU,y) d’Y(l’ay)—/Xxyc(x,y) d3(z,y)

=3 /X Y LICVEEYS /X cle)dily

=1

n

= é‘ozi (ﬁ/vidx,y) dy(z,y)

-/ e A X ) 0)
> £ Z (c(xi, Yi) — € — (Zi, Yo i) — 5)
= ol el ) = el o)) — 200,

i=1
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Como por hipétese Y " (c(z,y;) — (i, Yoiy)) > 0, podemos escolher
e > 0 de tal forma que Y ., (c(@;, ;i) — (%4, Yos))) > 2en. Assim obtemos
que

| cewian > [ degdity

XxXY

e portanto v nao é plano de transporte 6timo.
(i) == (i17). Fixamos (¢, y) € supp~y e definimos

90<x) = inf{[c(x: yn) - C(mnv yn)] + [C("Env yn—l) - C(In—h yn—l)] +oe
+ [e(z1, 90) — c(z0, y0)]}

onde o infimo é avaliado entre todas as cole¢oes de pontos {(z;, ¥;) }iz1,2,. .n C
suppy, n > 1. Observe que as hipdteses de ¢ assumir valores reais e que
suppy # 0 garantem que ¢ < +oo. Pela definicdo de monotonicidade c-
ciclica obtemos que ¢(xo) > 0. Em particular ¢ # 0.

Para ver que ¢ é c-concava, note que fazendo ¥, = y podemos escrever

p(z) = irylf{C(x, y) — (Y},
onde

Y(y) = —inf{—c(rn,y) + [c(Tn, Yn-1) — (Tn—1,Yn-1)] + -+
+ [e(1,y0) — c(x0,Y0)] }-

Passamos para a demonstracao de que suppy C 0. Isto é, se (x,y) €

supp "y, entao ¢(z) + ¢°(y) = c(z,y).
Como

P(y) = inf {c(z,y) —p(2)} < c(z,y) = o(y)

entao p(z) + ¢°(y) < c(x,y). Para verificar a desigualdade inversa, note
que ©¢ = Y > 1) e portanto basta provar que ¢(x) + ¥(y) > c(x,y).
Pela defini¢cao de infimo, dado € > 0 existe um gy € Y tal que ¢(x) + ¢ >
c(x,g) —¥(g). Além disso, se considerarmos x,, = = € y,_1 = ¥, temos

—Y(y) < —clz,y) + [c(2,§) — c(@n-1,9)] + [e(Tn-1,Yn-2) — (T2, Yn—2)]
+ -+ [e(@1, 90) — (2o, Yo)]

= [~c(x,y) + c(2,9)] = c(Tn-1,7) + [e(Tn-1,Yn—2) — (Tn—2, Yn—2)]

+ -+ [e(@1, 90) — c(2o, Yo))-

44



Tomando o infimo entre todas colegoes finitas de pontos (x;, y;), ficamos com
—(y) < —c(x,y) + c(z,5) — ¥(y). Mas g foi tomado tal que —¢(y) <
¢(x) — c(z, ) + . Logo

_¢(y) S —C(l’,y) + C(ZL‘,?}) - ¢(g)
< —c(z,y) + c(z,9) + p(x) — c(z,9) + €
= —c(x,y) + 90(1.) +E.

Como isso vale para um € > 0 qualquer, segue que ¢(z,y) < p(z) + ¥(y).

(i7i) = (i). Temos que ¢(x) + ¢°(y) = c(z,y) para todo (x,y) €
suppy C 0% e que p(z) + ¢°(y) < c(z,y) para todo (z,y) € X x Y. Dai
temos que

/ah:/wuwwﬂwmv

= /s@(m) du+/90“<y) dv

- [+ )< [ean

Portanto v é plano de transporte 6timo. O

O Teorema 3.10 nos diz que dado um plano de transporte 6timo v existe
uma fungao c-concava ¢ tal que suppy C 9. No entanto, vale algo mais
forte do que isso. Se 7 é outro plano de transporte 6timo, entao suppy C 9°p
para a mesma . De fato

/s@du+/<pcd7/=/(so(x)ﬂoc(y))d’y < /C(x,y) dy

Z/C(x,y) dvz/(w(x)+<ﬂc(y))d7=/s&dwr/socdv,

ou seja, para os pontos de supp 4 também vale que p(x) + ¢°(y) = c(z,y),
portanto suppy C 0%p.

Os resultados mostrados até aqui nesse capitulo sao bastante gerais e, de

fato, sao usados em diversos contextos. Pelo resto do capitulo, no entanto,
estamos falando especificamente do caso em que X =Y = R%
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- ~ — ]2
Lema 3.11. Seja ¢ : R? x R — R a funcao c(z,y) = le—yl?
~ 2 P . P . .
concava, entio ¢(x) = —|"’“"2‘ — @(x) € convexa e semicontinua inferiormente.

Neste caso 0°p(x) = 0¢(x), isto é, em x o c-superdiferencial de ¢ é o subdi-
ferencial da funcao convexa ¢.

Se p € c-

Demonstracao. Pela definicao de c-concavidade, temos que existe 1 tal que
2
. r—y
o) = int {220 v}
o [zl lyl?
— ipf 2L [EAN
in { 5 () + 5 (v)

- opien- (o)}

xX 2 2 ,
Logo 6(x) = 2 — () = sup,cra{(r.) — (£~ 0(1))} que ¢ convexa e
semicontinua inferiormente por ser supremo de funcoes afins. n

Como toda fungao convexa e semicontinua inferiormente ¢ localmente de
Lipschitz, é uma consequéncia do Lema 3.11 que ¢ c-concava com suppy C
0% dada no Teorema 3.10 é localmente Lipschitz. Sendo localmente Lips-
chitz, sabemos que é diferenciavel em quase todo ponto com relacao a medida
de Lebesgue. Logo, para quase todo z, 0°¢(z) é um conjunto unitério. Isto
é, se ¢ é diferencidvel em um ponto Z € R?, escrevemos §j = V§(T) e entao,
pelo Lema 3.11

— Vo(z) = 7 — V()
— §=1T— V()
— 0%(z) ={Vo(@)} = {7 — Ve(z)}.
Note que a cadeia de implicagoes acima vale quase sempre, para a medida de

Lebesgue. Se p é absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue,
entdo 0°(Z) se reduz a um unico ponto p-qtp também.

Teorema 3.12 (Brenier). Sejam X =Y =R? e c: R x R? — R a funcio

custo quadrdtica dada por c(x,y) = @ Se i € P(R?Y) ndo dd massa
para conjuntos pequenos, e v € P(R?), entio existe uma tinica aplicagio de
transporte étimo T : R? — R? para o Problema de Monge. Além disso,

T =V¢ é o gradiente de uma fung¢ao convexa semicontinua inferiormente.
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Demonstracao. Pelo Teorema 3.5, existe um plano de transporte 6timo v €
ADpM(p, v) para o Problema de Kantorovich associado. Pelo Teorema 3.10
temos que supp~y é c-ciclicamente monétono e que existe ¢ : R4 — R U
{—0o0} c-concava tal que suppy C 9°. Pelo que foi observado apés o Lema
3.11, sabemos que 0°p(x) = {x — Vp(z)} = {Ve¢(z)} para quase todo ponto
em relacdo a medida de Lebesgue (e portanto p-qtp também), onde ¢ :
R? — R é convexa e semicontinua inferiormente. Logo supp~y C graf Vo,
para ¢(x) = % — ¢(x) convexa.

Falta mostrar que 7' = V¢ é uma aplicacao de transporte 6timo e que é
a unica. Note que T é uma aplicagao de transporte 6timo porque

/X—m _;F(x)' du(z) = /Xxy =3 4, )

2
. [z -yl .
= min ———dy(x,
’)IEADM(;L,V)/XXy 2 7( y)
- S 2
< inf /—|3j (@)l du(x).
S#/J:l/ X 2

A primeira igualdade vem de (Id, T") 24 = 7. A segunda vem da otimalidade
de v para o Problema de Kantorovich. A desigualdade final aparece porque
entre os planos de transporte em ADM(y, V), s6 um subconjunto deles pode
ser visto como uma aplicacao de transporte, de forma que o minimo esta
sendo avaliado em um conjunto maior do que o conjunto onde estd sendo
avaliado o infimo.

Por fim, T" é unica. De fato, suponha que 77 e T, sao aplicacoes de
transporte 6timas. Entao vy, = (Id, 71)xp e y2 = (Id, T2) 4 u sdo planos 6timos
para o Problema de Kantorovich. Logo, pelo Teorema 3.10 e pela observacao
seguinte, tanto y; quanto 7, tem seus suportes contidos em 0¢, e a aplicagao
de transporte obtida a partir dai é T'= V¢, portanto T'=T; = Ts. O
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Capitulo 4

Teorema de McCann

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta sem bordo. Para cada
r e M, seja g, : T,M xT,M — R um produto interno. Deste produto
interno, podemos definir a norma |v|, = \/¢.(v,v) parav € T, M. Definimos
ainda a distancia entre dois pontos por d(x,y) = inf fo |%(t)| dt onde o infimo
é avaliado entre todas as curvas absolutamente continuas «(t) com v(0) = x
e (1) = y. Em outras palavras, em uma variedade Riemanniana a distancia
entre dois pontos é o comprimento da menor curva que liga os dois pontos,
quando essa curva existe. Esta distancia faz de M um espago métrico, e a
topologia de espago métrico é a mesma que ja existia a principio em M. Como
M é compacta, pelo Teorema de Hopf-Rinow temos que entre quaisquer dois
pontos x,y existe geodésica que liga os dois pontos, e essa geodésica esta
definida para todo t € R.

Nos resultados que seguem, consideraremos a funcao custo dada por
c(x,y) = M, onde d é a distancia Riemanniana definida acima. p €
Ot ¢(x) é a notagao para p ser um superdiferencial da fungao ¢ no ponto z,
conforme a Definicao 1.2.

Lema 4.1. Sejam ¢ : M — R eh : R — R, com p € d"¢(x) e T €
Oth(p(x)). Se h € nao-decrescente, entao Tp € 0T (h o ¢)(x).

Demonstragao. Como p € 0% ¢(x), temos que

¢(exp, v) < () + (p, v)o + o(|v])

e, da mesma forma, 7 € 9T h(¢p(x)) significa que
ho(x) +¢) < h(¢(x)) + 7¢ + o(e).
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Fazendo € = (p,v), + o(|v|,), obtemos que

h(d(exp, v)) < h(¢(x) + (p, v)e + o([v]2))
< h(@(2)) + 7(p, v)a + o(|vl2),

onde, na primeira desigualdade, usamos que h é nao-decrescente. Logo, 7p €

O (h o ¢)(x). O

Proposicao 4.2. Se M ¢é uma variedade compacta, de classe C* e sem
2
bordo, entao a fungdao ¥(x) = # ¢ semiconcava para cada y fixado.

Demonstragao. Sejam o : [0,1] — M a geodésica minimizante com o(0) =
y e 0(1) = x, U uma vizinhanca completamente normal de = e w € T, M tal
que exp, w € U. Primeiro tratamos o caso em que y € U.

d*(y, exp, (exp, ' exp, w))

9
4.1
| exp,* exp, wl? 1)

2 9

Y (exp, w) =

pois exp,, Lexp, w é a velocidade inicial da geodésica ligando os pontos y e
exp, (exp, ' exp, w)), e geodésicas tem velocidade de médulo constante. No
que segue, vamos definir a fungao f(w) = exp, Lexp, w para simplificar. A
notacao ¢é carregada mas a ideia é simples. Expandimos f em torno de 0,

flw) = f(0) + f(0) - w + o(|wlx)
ou seja
expy " exp, w = expy” exp, 0+ d(exp; ) (exp, 0) - (d(exp,)(0)) - w + offul,)
=c(0) + d(expgl)(x) cw ~+ o|wly),
pois d(exp,)(0) = Id. Logo
Jexpy exp, w [6(0) + d(expy (@) - w -+ of )
2 2 (4.2)
5(0)1;

= — + ((0), d(expgl)(l’) -w)y + o(jwly).

Aplicando a regra da cadeia para f o f~!(z) = x, obtemos que
df (f~H(x)) - d(f~H)(2) -w = w
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e que portanto
d(f ) (@) -w = [df (f ()] 7" - w,
ou seja,

d(exp, ") (x) - w = [d(exp,)(exp, " )] 7" - w

= [d(exp,)(¢(0))] " - w.

Por fim, note que ¢(1) = d(exp,)(c(0)) - (0). Logo, pelo Lema de Gauss
temos que

(5(0), d(exp, ') () - w), = (6(0), [d(exp,, ) (6(0))] 7" - w),
= (d(exp,)(¢(0)) - 6(0), w)s (4.3)
- <U<1)7 w)z-

4(0)|2 z
Juntando as Equagoes (4.1), (4.2) e (4.3), e vendo que % = %, con-
cluimos que

p(exp, w) = () + (5(1), w)y + offwls).

Isto é, se y esta numa vizinhanca totalmente normal de z, entao a funcao
é diferenciavel. Tratamos agora do caso em que y ¢ U.
Como d(z,y) = y/2¢(x), pela regra da cadeia obtemos que V,d(x,y) =

;8;' Seja z € U um ponto que pertenca a geodésica o. Temos que

V.d(z,z) = %, isto é,

|6(1) ]

Usando a desigualdade triangular e a igualdade acima, obtemos

d(z,exp,v) = d(z,z) + < '&(1) ,v> + o(|v]s)-

d(y,exp, v) < d(y,z) + d(z,exp, v)

a(1)
<d(y,2) +d(z,z) + < |O._(1>|x,v>x + o(|v].)
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pois z pertence a geodésica ligando y a = e portanto d(y, z) = d(y, z)+d(z, ).
Segue que | ;((11))‘1_
Lema 4.1 com h(d) = % e ¢(z) = d(y, x), concluimos que

@y, exp,v) _ d(y,2) +d(:z:,y)< D 7U> +o(lvle)

¢ um superdiferencial da fungao d(y,-) em z. Aplicando o

2 =2 E
¢ly,z) | .
=—5 — +{6(1),v)e +o(]v].)
e dai segue que a funcao @ é semiconcava, com um superdiferencial em x
dado pela velocidade no ponto x da geodésica que liga y a x. O]

O Lema 3.11 nos da uma boa equivaléncia para a existencia de uma funcao
c-concava quando estamos em R?. Como agora estamos em uma variedade,
o que garante a diferenciabilidade em quase toda parte da funcao c-concava
¢ a proposicao a seguir.

Proposicao 4.3. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta, de classe
C*> e sem bordo, e ¢ : M — RU {—0c0} uma fung¢ao c-céncava que nao é
tdenticamente igual a —oco. Entao ¢ é Lipschitz, semiconcava e s6 assume
valores reais. Além disso, para y € 0°p(x), exp,'(y) C —0%¢(z). De modo
inverso, se y € diferencidvel em x, entdo exp,(—Ve(x)) € 0°%(z).

Demonstracao. Provamos primeiro que ¢ assume valores reais. Como ¢ é

c-concava, existe ¢ : M — R U {—o0} tal que p = ¢°. Isto é, p(z) =
2

infyeM{@ —¢(y)}. A funcdo ¢ nao pode ser igual a —oo em todos pontos,

porque nesse caso ¢ seria igual a +00 em todos os pontos, e esse valor nem

estd em seu contradominio. Logo ¢ < +o0o em algum ponto. Por esse fato
e também porque % ¢ uniformemente limitada em M (pois é uma funcao
continua definida em um compacto), segue que ¢ assume valores reais.

d("zy)2 sa0 uniformemente

Como M é compacta e de classe C°, as fungoes
Lipschitz. De fato,
d(z,y)*  d(zy)* 1

. 5 = () + () A, y) — d(z,p) < Cdla, 2)

onde C' = max, yep d(x,y). O mesmo pode ser feito trocando os papéis de
T e z, logo vale que

d(z,y)*  d(zy)*
2 2

< Cd(z, z)
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e como a mesma constante C' vale para todo y € M, as funcoes sao unifor-
memente Lipschitz. Além disso, pela Proposicao 4.2, essas fungoes também
sao uniformemente semiconcavas.

Definindo h%,(x) = d(xT’W — ¢(y), temos que p(x) = inf epr hy(x). Como
as fungoes % sao semiconcavas, as fungoes h, também sao. De fato,
d(z,y)* d(z, y)*
() — (o) = TEIE gy - AEIE g
_d(zy)? d(x,y)?
== 5

Da compacidade de M segue, pelo Corolario 1.18, que ¢ ¢é localmente
semiconcava.

Sejam y € 9°p(r) e v € exp,'(y). Da Proposigao 4.2 sabemos que —v
d('vy)2

pertence ao superdiferencial de =%~ em z, ou seja,
d 2 d 2
EUN I UE < (exp (2) + ol ).
Como y € 0°(z), para esse y vale que ¢(x) = d(xT’W — ¢°(y) e para todo
z € M vale que ¢(z) < M — ¢°(y). Logo
d(z,y)? . d(z,y)? .
p(z) —p(z) < %—s& (y)—%ﬂo ()
d(z,y)® _ d(z,y)*

== 5 < (—vexp;(2)) + o(d(w, 2)).
Disso segue que —v € 0T p(x).

Ainda falta mostrar que o c-superdiferencial de ¢ no ponto x nao é vazio.
Como ¢ é c-concava, existe uma funcdo ¢ tal que p(x) = inf ey d(xT’y)z —o(y),
e portanto podemos construir uma sequéncia (y,) € M tal que p(z) =
lim,, d(z’—g")Q — ¢(yn). Pela compacidade de M, podemos extrair uma sub-
sequéncia convergente. Seja y o limite dessa subsequéncia. Pela continuidade

d(z,)? d(z,y)? c
de % e de ¢ seque que ¢(x) = % — ¢(y). Logo y € 0%(x). O

Podemos entao mostrar o principal resultado desse capitulo, analogo ao
Teorema de Brenier nesse contexto mais geral.

Teorema 4.4 (McCann). Sejam M uma variedade Riemanniana de classe
C*>, compacta, sem bordo, e p € P(M) tal que p dd medida nula para
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conjuntos pequenos. Entdo para toda v € P(M) existe (a menos de um
conjunto de medida nula) apenas um plano de transporte étimo de p para v
e esse plano € induzido por um mapa T. Além disso, esse mapa T pode ser
escrito como x +— exp,(—Ve(x)) para alguma fungio c-concava ¢ : M —

R.

Demonstracao. A funcao custo é continua, entao ela é em particular semi-
continua inferiormente. Como além disso ela é limitada por baixo, segue do
Teorema 3.5 que existe plano de transporte 6timo.

Observe que, numa variedade compacta, d*(-,-)/2 é limitada. Logo, a
condigao (3.2) é imediata, e pelo Teorema 3.10, se v é um plano de transporte
6timo, entao suppy C 0% para alguma funcao c-concava . Da Proposicao
4.3 segue que ¢ ¢é localmente semiconcava, portanto é diferenciavel u-qtp x
(pois p d4 medida nula para conjuntos pequenos e sabemos que o conjunto
em que ¢ nao ¢ diferencidvel é pequeno).

Disso segue que o mapa T'(z) := exp,(—Vp(z)) estd bem definido e
seu grafico deve ser de medida total para qualquer v plano de transporte
otimo. O]
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Capitulo 5

Custo advindo de um
Lagrangiano

O Teorema de Brenier assegura a existéncia e a unicidade da aplicacao de
transporte 6timo quando o custo é dado pelo quadrado da distancia Eucli-
diana. Essa aplicagao é, basicamente, mover a massa contida no ponto x na
direcao do gradiente de uma funcao c-concava. O Teorema de McCann, por
sua vez, nos déa a existéncia e unicidade de aplicacao de transporte 6timo
quando o custo é dado pelo quadrado da distancia Riemanniana em uma
variedade compacta. Nesse caso, a aplicacao se resume a mover a massa do
ponto x na direcao do gradiente de uma funcao, mas dessa vez ao longo de
uma geodésica da variedade. Isto esta de acordo com o Teorema de Brenier
porque no espaco Euclidiano as geodésicas sao retas.

Neste capitulo vamos considerar o Problema do Transporte Otimo em
um contexto ainda mais geral. Aqui o custo associado aos pontos x,y é o
valor minimo, dentre todas as curvas com extermidades x e y, da acao de um
Lagrangiano. Note que isso generaliza o caso do Teorema de McCann porque
o custo considerado 1a pode ser egcarado como o valor minimo atingido pela
acao do Lagrangiano L(z,v) = %

Comecamos definindo o novo custo, e mostramos que esse custo tem
as propriedades necessarias para garantir a existéncia e unicidade de uma
aplicacao de transporte 6timo.

Definicao 5.1. Seja L : TM — R um Lagrangiano limitado por baixo em
uma variedade conexa M. Para ¢ > 0, definimos o custo ¢, : M x M —
R por ¢ p(z,y) = inf Ar(y) onde o infimo ¢é avaliado sobre todas curvas
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absolutamente continuas 7 : [0,t] — M com 7(0) = x e y(t) = v.

Observe que, através de uma mudanca de variavel na integral que define
a acdo A, temos ¢, = c1,1¢, onde Lf(z,v) = tL(z, ).

Como a fungdo custo definida acima é continua (por consequéncia do
Teorema 5.2) e limitada por baixo, segue do Teorema 3.5 que existe mi-
nimizante para o Problema de Kantorovich. E do Teorema 3.10 sabemos
que se existe um plano de transporte 6timo, existe uma funcao c-concava
¢ : M — RU{—o0} tal que seu c-superdiferencial contem o suporte de
qualquer plano de transporte étimo.

O c-superdiferencial da funcdo ¢ é o conjunto 0 = {(z,y) € M x M :
o(x) + ¢°(y) = c¢(x,y)}. Vale, em geral (isto é, em pontos arbitrarios da
variedade), que ¢(z) + ¢°(y) < c¢(x,y). Dessa forma, se v é um plano de
transporte 6timo, os pontos de suppy C 0% s@o pontos em que a fungao
h(z,y) = p(z) + ¢°(y) — ¢(x,y) atinge maximo, e portanto tem derivada
nula. Isto é, se tiver derivada. Mostramos a seguir que podemos, de fato,
diferenciar esta funcao em quase todo ponto.

Teorema 5.2. Seja L : TM — R um Lagrangiano de Tonelli fraco definido
em uma variedade compacta M. Entao, para todo t > 0, o custo ¢, € uma
fungao localmente semiconcava em M x M. Além disso, um superdiferencial
de ¢, em (xg,yo) € dado por

() = S 8),5(0) 1) — 9E1(0), 40)) o)

onde v : [0,t] — M € um L-minimizante com v(0) = zo, Y(t) = o, €
(wo,wl) e T, M x TyM = T(%y)(M X M)

Demonstracao. Mostramos para o caso em que M = R™. A prova do caso
geral é uma adaptagao desta, e pode ser encontrada em [6, Theorem B.19].
Pelo que foi observado, basta mostrar para o custo ¢ :=c; f.

Sejam x,y € R". Mostramos a semiconcavidade de ¢ em uma vizinhanca
de (z,y). Seja v a curva que atinge o infimo na definigdo de c¢(z,y), que
existe pelo Teorema 2.5. Isto é, v é tal que

(. y) = / Lix(s), 4(s)) ds.
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X+W,

y+w;
Figura 5.1: As curvas v e 7.

Definimos uma segunda curva 7 : [0, 1] — R™, a partir de ~:

wo+(s), s€[0,¢)
Y(s)=<7(s), scle,1—¢)
#wl +7(s), se€[l—gl]

ondewo,wlER”:TIM:TyMeO<5<%.

Note que ¥(0) = wo + = e (1) = wy +y. Portanto, 4 entra na avaliacao
do infimo que define ¢(wy + z,w; + y), de forma que

c(wg + z,wy +y) < /0 L(3(s),7(s)) ds

- [ (Rt~ 400 o

3

v [ LG i
+ /1; L (#wl +(s), % + v(s)) ds

e podemos concluir que, como v é L-minimizante,
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c(wo + z,wy +y) — c(z,y) <

[ [ (w002 4500 - poe 500

+ /116 [L (#wl +7(s), % +"Y(s)) — L(v(s),v(s))} ds.
(5.1)

O termo do meio sumiu porque foi cancelado com o que veio de ¢(z,y).
Da defini¢ao de derivada de L obtemos que para cada s € [0, 1] existe um
moédulo de continuidade w, tal que

L(z +7(s), v +7(s)) — L(7(s),7(s))
= DL(7(s),7(s))(2,v) + [ (2, 0)|ws(|(z, v) ).

Seja K C R™ um compacto tal que =,y € K. Pela Proposicao 2.17, a
curva s — (v(s),%(s)) fica contida em um compacto K. Por isso, podemos
substituir ws por um modulo de continuidade w para DL que funciona para
todo s. Assim, a desigualdade (5.1) implica

v+ +2) =) < [ DL (w2 o
)

/ DL(y ))( g_g) 1%) ds
L (Q) (=)l e

Note que |(tun, —52)| < [(fwo, )| < |(uo, —2)] = Plu,
e similarmente ]—‘5) L2 < f!w |.  Além disso, temos que |wy| <
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|(wp, w1)], 0 mesmo acontecendo com w;. Logo, ficamos com

ctwn+ .+~ o) < [ DL (w0 -2 ) ds

s—(1—¢) w

w [ orae.ae) (L ) o

€ 9

+2V/2 | (wo, wy)| w (g |(wo, w1)|> :
(5.2)

Observe que a soma dos dois primeiros termos no lado direito da de-
sigualdade (5.2) é linear em (wp,w;), e que o ultimo termo é um mdédulo
de semiconcavidade. Como esse médulo foi escolhido de modo a funcionar
em um compacto K, e como x,y € R™ foram escolhidos arbitrariamente,
concluimos que a funcao ¢ é localmente semiconcava em R™ x R™.

Para calcular o superdiferencial, basta calcular explicitamente as integrais
da equagao (5.2). Temos que

DLOE. ) (= =) = SE066) - (5 o)

g
+ 2 55),4(5) - (2.

3

Usando a linearidade para passar £=2 e 1 para fora, e aplicando a equacio
€ €

de Euler-Lagrange (Teorema 2.6), ficamos com

R e

Wo, —— 75 9y V(8),7(8)) - wo

€
10L

- 55(7(3)71(3))%0-
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Entao podemos resolver a primeira integral em (5.2) por partes, como segue:

/og [ B S%%WWW cwo— 22 (5(5),4(s) - wo} ds

g v
— (6 ; 8) 2_5(7(3)7’7(3)) * Wo 0 + é 0E 2—5(7<S)77(8)) " Wo ds
_é OE%(V(SW(S))'“}O“
oL

— ~500(0),5(0)) - wo.

Agora fazemos o mesmo para a segunda integral. Pelos mesmos argu-
mentos de linearidade e Euler-Lagrange, temos que

, s—(1—¢ w s—(1—¢)doL .
DL (930 (D, ) = 220D A )56
10L .
+ E%W(S)W(S)) S wy.
E resolvemos a segunda integral em (5.2) por partes, como segue:

/ [#%%WMS» o+ 22509, 4() - | ds

. e Ov
_s—(1—-¢)0L _ 1 (' OL _
s TUCRCIRT Y B -CCRTRTE
1 [t oL .
2 [ G4 wids
_ 0L

= S (0(1), (1) -y
Logo, um superdiferencial de ¢; ;, em (z,y) é dado por

(e, wn) 5 SE (1), A1) 1) = T ((0), 4(0)) ). 0

Como ¢ é c-concava, existe ¢ tal que p(z) = inf e hy(x) onde hy(z) =
c(z,y) — ¢(y). Como c é localmente semiconcava, h, também é, para cada

y fixado. Como M é compacta, segue do Corolario 1.18 que ¢ ¢é localmente
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semiconcava. Pelo Corolario 1.7, ja que ¢ e ¢ sao localmente semiconcavas,
entao sao diferencidveis em quase toda parte. Além disso, nos pontos em
que existe, o diferencial é igual ao superdiferencial. Entao, em particular, a
Proposicao 5.2 mostra que nesses pontos 2 c(z,y) = —2(v(0),7(0)), onde
~v é um L-minimizante entre x e .

Dessa forma, podemos fazer a conta a seguir sem ter nada a temer. Para
(x,y) € supp~ a funcdo h atinge méximo e portanto

h(z,y) = o(x) + ¢°(y) — c(z,y)

0
— 0= %h(x,y) = Vp(x) — %c(a:,y)

— Voyp(x) = %c(m,y).

Se a%c(:c,y) também fosse diferenciavel poderiamos aplicar o Teorema da
Funcao Implicita aqui para determinar unicamente y a partir de uma funcao
de z, resolvendo o Problema de Monge. Mas nao queremos ter que exigir
demais de c. Injetividade em y é o suficiente.

De posse de todas essas informagoes, podemos caracterizar a aplicagao de
transporte 6tima nesse contexto.

Teorema 5.3. Se L é um Lagrangiano de Tonelli definido em uma variedade
compacta M, entao para qualquer t > 0, o custo c,;, : M x M — R €
tal que %c(az,y) ¢ wnjetiva em y nos pontos em que essa derivada existe.
Portanto, erxiste uma tinica (a menos de conjunto de medida nula) aplicagdo
de transporte dtimo dada por y = T(z) = noy(x,v), onde 7 : TM — M

¢ a projecao canonica, ¢; € o fluro de Fuler Lagrange de L, e v € T, M ¢é
unicamente determinado pela equagao

oc oL
%(ﬂf,y) - —%(.’E,U)-

Além disso, a curva v : [0,t] — M dada por v(s) = nos(x,v) € o dnico
L-minimizante com v(0) =z e y(t) = y.

Demonstracdo. Se L é um Lagrangiano de Tonelli, pelo Teorema 2.12 o fluxo
de Euler Lagrange ¢, é tal que a curva y(s) = w¢s(x,v) é um L-minimizante.
Como toda curva velocidade de um L-minimizante esta contida em uma
orbita do fluxo de Euler-Lagrange, temos que a seguinte condicao é satisfeita:
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se v : la;, b)) — M, i = 1,2 sado dois L-minimizantes tais que vi(ty) =
Y2(to) € Y1(to) = Va(to) para algum ty € [a1, b1] N [ag, bo], entdo v = 72 em
[&1, bl] M [ag, bg]

Agora provamos que a velocidade 4(0) é unicamente determinada pela

igualdade
8ct7L . oL
ax (:E,y)— 81) (IL‘,U).

Seja v : [0,t] — M com z = ¥(0) e y = 7(t) um L-minimizante. Do
Teorema 5.2 temos 9 5L
Ct.L _ oL .

Como o mapa de classe C* v — L(x,v) é estritamente convexo (porque L é
um Lagrangiano de Tonelli fraco), a transformada de Legendre v € T, M +—
9L (x,v) é injetiva e portanto ¥(0) é unicamente determinada pela equagao.

Além disso, existe uma tnica curva 7 : [0,¢f] — M L-minimizante com
x =7(0)ey =(t). De fato, sejay; : [0,t] — M outra curva L-minimizante
com 71(0) = x. Pelo que provamos acima,

8Ct7L . oL .
or (x,y)— v (xv’yl«)))a

e da unicidade temos ¥(0) = 7;(0). Segue da condi¢do dada no inicio da
prova que 7y = 7, no intervalo todo. )
Ct,L

Por fim, provamos a injetividade em y de —2*(z,y). Sejam (x,y) e (z, 1)
8Ct,L
oz

pontos onde

existe, tais que

aCtL aCt L

ax (m,ZJ): ax’ (xayl)‘

Pelo visto acima, existe uma tnica v L-minimizante tal que = = v(0), y =

(1) e 5 or
() = =5 (@,9(0).

(%

Respectivamente, existe uma tnica 7; L-minimizante tal que = = 7;(0) e
y1=n(t) e 5 oL
Ct,L .
—(x, = ——(x,7(0)).
L (0 1) = == (,71(0)

Mas entao oL 5L
—%(%7(0)) = —%(%%(0))7
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e da injetividade da transformada de Legendre temos que §(0) = ~;1(0). Da
condi¢ao dada no inicio da prova concluimos que v = 4. Em particular,

y=0)=nl) =y B

Note que enquanto no Teorema de McCann a aplicagao consistia em se-
guir geodésicas (seguindo o fluxo geodésico), aqui a solugao ¢é seguir o fluxo
Lagrangiano.
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Consideracoes Finais

O caso em que a variedade M nao é necessariamente compacta foi tratado por
Fathi e Figalli [6]. Sem a compacidade, nao se sabe se vale a semiconcavidade
de uma funcao c-concava. Para contornar isso, eles utilizam diferenciabili-
dade aproximada. Em [13] Figalli e Gigli mostram que vale semiconvexidade
para os potenciais de Kantorovich associados ao custo dado pela distancia
Riemanniana quadrética, sem assumir nenhuma hipotese de compacidade ou
sobre a curvatura de M.

Também se mostra em [13] esse resultado para um custo definido a par-
tir de um Lagrangiano, porém com mais condi¢oes no Lagrangiano. Seria
interessante verificar se a semiconcavidade local do custo definido por um
Lagrangiano ¢é vélida também no caso nao compacto, porque isto faria com
que a prova usual que apresentamos no Teorema 5.3 fosse valida mesmo para
o caso em que M nao é compacto.
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