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RESUMO

Neste trabalho, foi construida uma forma integral para a solucao das
equacoes de transporte em uma, duas e trés dimensoes, considerando o nticleo de es-
palhamento de Klein-Nishina, espalhamento isotrépico e o nicleo de espalhamento
de Rutherford, respectivamente, seguindo a mesma idéia proposta em trabalhos
recentes, nos quais foi construida uma solucao para a equacao de transporte de
néutrons em geometria cartesiana, usando derivada fracionaria. A metodologia con-
siste em igualar a derivada fracionaria do fluxo angular a equacao integral, determi-
nar a ordem da derivada fracionaria comparando o nicleo da equacao integral com o
da definicao de Riemann-Liouville. Essa formulacao foi aplicada ao calculo de dose
absorvida. Sao apresentadas solugoes geradas a partir do emprego do método da

derivada fraciondaria e comparadas a resultados disponiveis na literatura.
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ABSTRACT

In this work, an integral form for the one, two and three-dimensional
transport equation solutions were constructed, with the Klein-Nishina scattering
kernel, isotropic scattering and Rutherford scattering kernel, following the same
idea proposed in recent works, in which a solution for the multidimensional neu-
tron transport equation in a cartesian geometry, using fractional derivative, was
constructed. The methodology consists in equalize the fractional derivative of the
angular flux to the integral equation, determine the order of the fractional deriva-
tive comparing the kernel of the integral equation with the one of Riemann-Liouville
definition of fractional derivative. This formulation is applied on the calculation of
the absorbed dosis. The solutions obtained through the application of the fractional
derivative method were presented and compared with numeric results available in

the literature.



1 INTRODUCAO

H& mais de cem anos, quando o século XIX aproximava-se do seu final,
os cientistas do mundo todo estavam convictos de terem chegado a uma descrigao
precisa do mundo fisico. Como afirmou o fisico Alastair Rae, “Ao final do século
XIX pareciam ja ser conhecidos os principios fundamentais basicos que governavam
o comportamento do universo fisico”[1]. De fato, varios cientistas diziam que o es-
tudo da fisica estava completo: nao restavam grandes descobertas a serem feitas,
apenas detalhes e toques finais.

Mas no fim da tultima década, veio a primeira das descobertas que
abalaram esta declaracao. Roentgen, no final de 1895, descobriu raios que atraves-
savam os musculos, como nao havia explicacao para eles, resolveu chamé-los de raios
X. Dois meses depois, ja no ano de 1896, Henri Becquerel descobriu que um pedago
de minério de Uranio emitia algo que nublava as chapas fotogréaficas, na verdade,
eram raios gamas emitidos pelo Uranio que exibia o fenomeno da radioatividade.
Em 1897, Thomson identificou o elétron como a particula carregada responsavel pela
eletricidade (Modelo atomico “Pudim de ameixa”). No ano seguinte, o casal Curie
anunciou a descoberta do elemento Rédio. No inicio do século XX, Planck introduziu
o conceito da Teoria Quantica da Energia; Rutherford identificou as emanagoes do
Radio e denominou-as de radiagoes alfa, beta e gama e introduziu a Teoria da Trans-
mutacao Nuclear. Em 1905, Einstein concluiu que a massa de qualquer corpo cresce
com sua velocidade, e estabeleceu sua conhecida férmula £ = m.c?, que expressa
a equivaléncia de massa e energia. Em 1932, James Chadwick mostrou que o que
Bothe e Becker pensavam ser raios gamas, provenientes do bombardeio do Berilio
com particulas alfa do Polonio, na verdade, eram néutrons. Juntamente com todas
essas descobertas no meio cientifico surge, o que podemos chamar, de tecnologia
nuclear, que devido as suas iniimeras aplicagoes beneficiou e, continua beneficiando,
areas como as da farmadcia, da agricultura, da medicina e da indtstria, pois, a cada
dia, novas técnicas nucleares sao desenvolvidas nos diversos campos de atividade

humana, possibilitando a execugao de tarefas impossiveis de serem realizadas pelos



meios convencionais.

O meio ambiente esta exposto a uma certa quantidade de radiacao na-
tural na forma de particulas e raios. Além da luz solar, sem a qual a vida nao
seria possivel, todos os seres vivos recebem radiacao césmica do espaco e radiagao
natural de materiais presentes na Terra. A quantidade dessas radiacoes variam de
um local para o outro, pois dependem do conteiido mineral presente no solo e da
elevagao do nivel do mar. O homem e outras espécies tém sobrevivido e evoluido
neste ambiente, apesar do fato de a radiacao poder ter um efeito danoso ao tecido
biologico. O emprego de materiais radioativos, aceleradores e outras fontes emisso-
ras de radiacao, geraram uma infinidade de problemas relacionados com protegao
radiolégica, ja que esses meios sao capazes de produzir radiacao de alta energia.
No projeto de uma sala de radiodiagndstico ou de um reator nuclear, deve-se ter
conhecimento da distribuicao do fluxo de radiagao em diversos pontos de interesse,
assim como, das espessuras e materiais de blindagens, poténcia do reator, doses
equivalente e absorvida, entre outras. Juntamente com os valores de dose obtidos
experimentalmente, deve-se, ainda, conhecer a teoria envolvida no processo de in-
teracao da radiagao com a matéria, a fim de que os projetos possam ser otimizados.

Nos ultimos anos, varios métodos foram propostos para resolver, em
forma analitica, aproximagoes da equagao de transporte unidimensional [2, 3, 4, 5,
6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16] e multidimensional [17]. Dentre os métodos para
a solucao da equacao unidimensional, podemos citar o método Py, que faz uso da
expansao em harmonicos esféricos ou ainda, o método das ordenadas discretas (Sy),
onde a equacao de transporte é calculada sobre um conjunto de direcoes discretas,
sendo associado um peso para cada uma dessas direcoes. Um conjunto de equagoes
algébricas é obtido, e estas podem ser resolvidas por procedimentos de recorréncia
e iteracoes, ou uma solucao analitica pode ser obtida mediante o uso do método
LTSy [2, 18, 19, 20]. A formulagao LTSy baseia-se na aplicacao da transformada
de Laplace a variavel espacial da equacgao, resultando num sistema linear algébrico
para o fluxo transformado, que apos ¢é invertido analiticamente através da expansao

de Heaviside. Cumpre ressaltar que a técnica utilizada na solucao das aproximacoes



da equacao de transporte foi a Transformada de Laplace. E importante ainda ob-
servar que a metodologia utilizada em problemas unidimensionais, como a LTSy, é
aplicavel na solugao de problemas multidimensionais de transporte somente para a
aproximacao nodal [21, 22].

Recentemente Zabadal, Vilhena, Segato e Pazos [23, 24] propuseram
um método de solugao da equacao de transporte multidimensional em geometria
cartesiana, baseado na técnica da derivada fracionaria. A idéia basica desse método
consiste em reescrever a equacao de transporte na forma integral, comparar o ntcleo
da respectiva solugao formal com o da definigao de Riemann-Liouville, e resolver a
equacao algébrica correspondente para encontrar a ordem integro-diferencial. Esta
metodologia foi aplicada na solucao de problemas de transporte de néutrons em duas
e trés dimensoes considerando espalhamento isotréopico.

Seguindo esta idéia, neste trabalho, é construida uma forma integral
para a solucao da equacao de transporte multidimensional em geometria cartesiana
e meio infinito. Cumpre observar, que esta metodologia é aplicada na solucao de
problemas de transporte de fétons em uma dimensao, transporte de néutrons em
duas dimensoes e, de elétrons em trés dimensoes. Para o caso unidimensional, con-
sideramos a equacao de transporte dependente da energia, tendo como a secao de
choque de espalhamento o nicleo de Klein-Nishina. J4, para o caso bidimensional,
trabalhamos com a equacao de transporte em geometria plana com espalhamento
isotropico num meio homogéneo e com fonte externa. Finalmente, para o caso
tridimensional, a equagao considerada é a equagao de transporte em geometria
cartesiana, que tem como secao de choque de espalhamento diferencial o ntcleo
de Rutherford [25]. Abordagens anteriores, considerando-se meio finito, foram pro-
postas somente para as duas primeiras equagoes. Para o caso unidimensional, por
Wood [26], Trindade [37], Sauer [38] e Lunelli [39]. Wood e Trindade utilizaram as
equacoes Py. No primeiro, as mesmas foram resolvidas pelo método dos momentos
e, no segundo, através da transformada de Laplace. J4 Sauer e Lunelli, usaram o
método LTSy, que fornece uma solucao analitica para o problema de ordenadas dis-

cretas. Para o caso bidimensional, Gehlen [40] propds uma solugao para a equagao



de transporte utilizando o método LTS y-Dependéncia Angular Continua (DAC).
Aqui, além de estudarmos as caracteristicas especificas do método da
derivada fraciondria, associadas a esses trés tipos de problemas, nosso objetivo
também ¢é a aplicacao da formulacao proposta para o cédlculo da taxa de dose ab-
sorvida, ja que a determinacao dessa quantidade é de grande importancia no campo
de radiacao aplicado a medicina, em especial, na area de radioterapia, pois é a partir
dela que um planejamento radioterapico adequado, a cada paciente, podera ser feito.
Para atingir esse objetivo, o trabalho esté organizado do seguinte modo:
no capitulo 2 descrevemos o método da derivada fracionaria, o qual aplicamos, nos
capitulos 3, 4 e 5 respectivamente, a equacao de transporte em uma dimensao con-
siderando o ntcleo de espalhamento de Klein-Nishina e a dependéncia continua do
fluxo angular com a energia, a equacao de transporte em duas dimensoes para en-
contrarmos o valor do fluxo angular numa placa plana considerando espalhamento
isotrépico e, por fim, a equacao de transporte em trés dimensdes considerando como
secao de choque de espalamento diferencial o nicleo de Rutherford. No capitulo 6,
¢ apresentado o calculo da taxa de dose absorvida em uma regiao irradiada em uma
dimensao. Ainda no capitulo 6, sdo apresentados os resultados numéricos obtidos
através da aplicacao do método da derivada fracionaria a problemas implementados.
Finalmente, no capitulo 7, sao apresentadas as conclusoes e discussoes pertinentes

a esse trabalho.



2 O METODO DA DERIVADA
FRACIONARIA

2.1 Introducao

O conceito de operador diferencial D = 6% ¢ familiar a todos os que

estudam célculo elementar. E para certas funcoes f, a n-ésima derivada de f, a

saber D" f(x) = aa%, ¢ bem definida - desde que n seja um inteiro positivo. Em

1695, L’Hopital indagou Leibniz sobre qual significado poderia ser atribuido a 8‘% se

n fosse um nimero nao inteiro. Desde esta época, o calculo fracionario tem atraido
a atencao de diversos matematicos famosos como Euler, Laplace, Fourier, Abel, Li-
ouville, Riemann e Laurent. Mas foi somente apds 1884, que a teoria de operadores
generalizados alcangou um nivel em seu desenvolvimento tornando-se um ponto de

partida para a matematica moderna. Desde entao, a teoria vem sendo extendida
04

3.0, onde g pode ser racional ou irracional, positivo ou ne-

para incluir operadores
gativo, real ou complexo. Assim, o nome calculo fracionario tornou-se nao muito

apropriado, uma melhor descrigao seria Derivadas e Integrais para uma Ordem Ar-

bitraria.
Neste trabalho, consideramos apenas um caso particular das chamadas
. . s . q 7 ’ ~
Derivadas de Ordem Arbitréria, operadores da forma %, onde ¢ ¢ um numero nao

inteiro, sendo assim nao usamos nenhuma das nomenclaturas citadas anteriormente,
e sim, Derivada Fracionaria.

Este capitulo é dedicado a apresentacao e formulacao do Método da
Derivada Fracionéria, bem como, a descri¢ao de argumentos matematicos necesséarios
para o estudo desse método, que consiste, basicamente, em igualar a derivada fra-
ciondria do fluxo angular a equacao integral e determinar a ordem da derivada
fraciondria comparando o niucleo da equagao integral com o da definicao de derivada
fracionaria de Riemann-Liouville. Inicialmente, tratamos do estudo de problemas

para o caso unidimensional da equacao de transporte. Mais adiante, esta formulagao



é extendida para problemas para o caso multidimensional.
A seguir, descrevemos os passos bésicos que caracterizam a formulagao
desse método. Mas, primeiramente, falamos um pouco a respeito das equagoes tra-

balhadas.

2.2 A Equacao de Transporte

A equacao de transporte de particulas neutras pode ser obtida através
de um balanco de particulas, para adigoes e subtracoes de radiagao, em um elemento
de volume de espaco de fase, energia e direcao apropriados. No apéndice A, deste
trabalho, apresentamos a derivacao da equacao de transporte de particulas neutras.

Esta equacao, em sua forma basica, pode ser escrita como,

19y

o H VY o) = // ol f Y dVAE + Q. (2.1)

Na verdade, a equacao de transporte de particulas é obtida considerando
as taxas nas quais particulas de diferentes energias, movendo-se em diferentes direcoes,
entram e saem de um pequeno elemento de volume. O produto o} f' é a medida da
taxa (por unidade de fluxo angular) na qual, particulas de energia E’ na diregao
Y tornam-se particulas de energia E na direcao £2 como resultado de todas as in-
teragoes.

Neste trabalho, tratamos de problemas estacionarios unidimensionais,
bidimensionais e tridimensionais, em geometria cartesiana. Trabalhamos na obtencao
da solucao da equacao de transporte, considerando trés tipos de problemas, basica-

mente. O primeiro problema considerado é dado pela equacao,

O (a, A
: M:gx B et ) = / / (N = X’ = )b, X, p)dNdy - (2.2)



Nesta equagao estamos considerando o fluxo angular dependendo de forma continua
com a energia. Ela estd escrita em termos do comprimento de onda do féton, A,
sem fonte externa. Aqui, ¢(\) representa o coeficiente de atenuagao e o nicleo de

espalhamento ¢é escrito como,
i)\/—>)\'l—> ——AK)\,—>>\/—> 2
( iy ,u) Y ( Ny /L), ( 3)

onde K (N — A\;p/ — p) representa a segao de choque de espalhamento de Klein-

Nishina para o espalhamento Compton [26] e é dado pela seguinte expressao,

3 NaZp
160 A

/\/ 2 /\ /\, / N2 ! /
o1(5)2| 5+5 20N +0=X) ]x5(1+)\ ).
(2.4)

K\ = X\ — p) =
No problema bidimensional, consideramos a seguinte equacao,

a 1‘7 ] M a (L‘, ) )
p U( y/ﬂ7)+77 (Y, 1, n)
ox dy

1 1
+oub(x, y, 1, 1) =os/_1/0 Y(x,y, 1,0 )dn' dp' +Q(x, y),
(2.5)

em um meio homogeéneo, espalhamento isotrépico, um grupo de energia e fonte

externa. No terceiro problema estudado temos,

ov(z,y,z, 1, )
a P
X

+/1—p? (cos(gp)

+ (2.6)

oV(z,y, 2, 1L, )
0z

oY(z,y, 2, 1, p)
dy

1 27 a
= /1/0 m?ﬁ(x,y, zhu’lﬂpl)dgold/jf’

onde a seccao de choque de espalhamento diferencial considerada é a de Rutherford

[36).

+ sm(go) )—*’O—tw(x? Y, z, l, 90) =

Nos capitulos seguintes descrevemos, com detalhes, solucoes das equacoes

acima mencionadas pela técnica de derivada fracionaria.



2.3 A Derivada Fracionaria

A técnica da derivada fracionaria tem sido amplamente empregada para
resolver equacoes diferenciais lineares e integrais, como em problemas de difusao em
coordenadas curvilineas [27, 30, 31, 32]. A primeira referéncia de uma derivada
de ordem arbitraria apareceu, em 1819, no texto de S. F. Lacroix [33]. Ele desen-
volveu matematicamente a generalizacao de derivada para o caso de ordens inteiras:

tomando y = x™, m um inteiro positivo, temos,

g™ — ma™ = mim—1)2"? — . (2.7)

Lacroix, por inducao, facilmente chegou a n-ésima derivada,

d"y m!
= > n. 2.8
dxn (m—n)!x = (2:8)

Como estamos tratando de derivadas de ordens arbitrarias, faz-se necessario
o uso da fungao Gama e de suas propriedades, que desempenha um importante papel

na teoria de integro-diferenciagao. Assim a Eq.(2.8) pode ser expressa como,

d"y I'(m+1) _
= men, 2.9
dzn T'(m—n+ 1)95 (29)

Fazendo n = %,m =1,y = x, temos,
dzy (2 : 2
v Iy o e (2.10)
wi TQ) T E VA

Apos os resultados obtidos por Lacroix, outras contribui¢oes foram
feitas, nesta area, por Leibniz, Euler, Laplace e Fourier, mas o primeiro a fazer
uso de operadores fracionarios foi Niels Henrik Abel [34], em 1823. Em 1869, o
trabalho de N. Ya. Sonin [35], “On the differentiation with arbitrary index”, intro-

duziu o que hoje é chamada de definigao de Riemann-Liouville. Seu ponto inicial foi



a formula integral de Cauchy. A n-ésima derivada da féormula integral de Cauchy é

dada por,
n! f(©)
D"f(z)=— [ —————d(. 2.11
16) = g | e (211)
Nao ha problemas em generalizar n! para valores arbitrarios, ja que
q' = I'(¢ + 1). Entretanto, quando n nao é um inteiro, o integrando da equagao

acima nao mais contém um pélo, mas um ponto de ramificacao (branch point). Um
contorno apropriado seria entao necessario para cortar o ramo que nao estava in-
cluido no trabalho de Sonin.

Em 1884, H. Laurent publicou em seu trabalho que a teoria de ope-
radores generalizados alcancava um nivel em seu desenvolvimento apropriado para
ser um ponto de partida para a matematica atual. A teoria de calculo fracionario

estd intimamente ligada com a teoria de operadores. O operador D ou 8% e D? ou

52 - . ~ ~ ~ ~
% indica uma regra de transformacao de uma funcao em outra fungao que sao as

derivadas de primeira e segunda ordens. A regra de transformacao é familiar para
todos que estudam calculo. Laurent partiu, também, da formula de Cauchy. Seu
contorno foi um circuito aberto sobre uma superficie de Riemann, em contraste com

o circuito de Sonin. O método da integral de contorno produziu a definicao,

a‘If(:E) _ 1 x i
ort F(—q)/c (@ =8)7"7f(t)dt,  Re(q) <0, (2.12)

para derivadas de ordens arbitrarias.

Quando z > ¢ na Eq.(2.12), temos o que podemos chamar de versao de

Riemann. Para ¢ = —o0, temos,
2 L[ gy
B - 2.1
Ord I'(—q) _OO($ t) f(t)dt, Re(q) < 0, (2.13)

que é chamada de versao de Liouville. E finalmente, para ¢ = 0,
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PR [
T s | @moa, R <o 2

temos a versao de Riemann-Liouville, que é a mais usada.

O estudo da derivada de ordem arbitraria, desde entao, vem sendo apri-
morado e aplicado em diversas areas da ciéncia e engenharia, incluindo dinamica de
fluidos, teoria eletromagnética, redes elétricas, entre outras. Essa teoria nao faz
parte do que podemos chamar de matematica moderna, possivelmente porque ainda
ha muito a ser descoberto nesta area, pois muitos estudiosos ainda nao estao fami-
liarizados com ela.

Neste trabalho, aplicamos a técnica da derivada fracionéaria, nova na
area de transporte, para determinarmos uma solu¢ao para a equacao de transporte
em uma, duas e trés dimensoes. A derivada fracionéria é empregada a fim de obter-
mos uma nova regra para a aplicacao de operadores exponenciais com a finalidade de
chegarmos a uma solucao formal para a equacao de transporte, evitando com isso, o
calculo explicito da poténcia de operadores e métodos iterativos. Para conseguirmos
esta nova regra, temos que obter uma expressao analitica para a ordem da derivada
fraciondria como uma fungao das varidveis espacial e angular, onde seguimos os
seguintes procedimentos:

(1)Reescrever a equacao de transporte na forma integral;

(2)Comparar o niicleo do respectivo operador integral com o da definigao de Riemann-
Liouville para operador de derivada fracionaria, e resolver a equagao algébrica cor-
respondente para encontrar a ordem integro-diferencial.

Para a melhor compreensao do método da Derivada Fracionaria sao
necessarios alguns argumentos matematicos, que sao apresentados e discutidos nas
subsecoes seguintes. Posteriormente, descrevemos o processo para a obtencao da
ordem da derivada fracionéaria correspondente a um operador de evolucao arbitrario
empregando a definicaio de Riemann-Liouville para o operador de derivada fra-
cionaria; usamos a expressao obtida para o cédlculo da solu¢cao de um problema de

evolucao usando a regra generalizada do produto de fungoes de derivada fracionaria;
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obtemos uma forma integral para a equacgao de transporte pela aproximacao da
funcao Delta de Dirac e sua derivada de primeira ordem para func¢oes continuas; e
entao, apresentamos a solucao formal para o fluxo angular comparando os nicleos

acima mencionados.

2.3.1 Aproximacao Integral

Podemos associar a simbologia,

o1 f

Ox—1’

(2.15)

como uma integral indefinida de f com respeito a x. Estipulando um limite inferior

¢, podemos definir,

a—lf _ T
T = / F(t)dt, (2.16)

onde x é uma varidvel muda, assim a extensao natural de (2.16) conduz a seguinte

definicao,

872 x x1
ax—f_(j”): / oy [ Fdt. (2.17)

c

‘9;;_@ :/jdml / drs / dxg.../;nl F()dt, (2.18)

onde 1, xs,...,x,_1 sa0 variaveis mudas de integracao.

O primeiro argumento que leva a definicao de derivada fracionaria
comega com a consideragao da n-ésima integral dada por (2.18).

A funcdo f na equagao (2.18) serd assumida continua no intervalo [c, b],
onde x < b. Afirmamos que a equacao (2.18) pode ser reduzida a uma integral

simples da forma,
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/ " Ko t) (1)t (2.19)

onde o nicleo K, (z,t) é uma fungao de n, x e t. Mostraremos que K, (x,t) é uma
funcao bem definida mesmo quando n nao é um inteiro positivo. Assim, podemos

definir xf (2) como,

e / " Ko ) [ (1), (2.20)

para todo ¢ com Re(q) > 0.
Para provar essa hipétese, comegamos dizendo que se G(x,t) é sec-

cionalmente continua em [c, b] X [¢, b], onde x < b, entao da teoria de fungoes temos,

/da;l/ G(xl,t)dt:/ dt/ G(ar, ). (2.21)
c c c t

Se, em particular,

G(xy,t) = f(2), (2.22)

isto é, se G(x1,t) é uma funcdo somente da variavel ¢, entdo a Eq.(2.21) pode ser

escrita como,

/jd:cl /jlf(t)dtz/jf(t)dt/tmdxl :/cx(x—t)f(t)dt‘ (2.23)

Assim, reduzimos a integral iterada (2.23) para uma integral simples.

Se n = 3, entdo a equagao (2.18) torna-se,

%—/jdm cwldxg cx ft)dt = / dml/ de/ f(t) dt (2.24)
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Se aplicarmos a identidade (2.23) ao par de integrais dentro dos colchetes,

temos,

% :/jdxl [/jlf(t)dt/jd:@]:/jdxl [/;1@1 “ofd].  (2.25)

Outra aplicagao de (2.23) a férmula acima resulta,

T €T T —
8:70—3 / dt/t (x1 — t)dzy :/C f(t)( (2.26)
Repetindo o processo n-vezes reduzimos (2.18) a (2.19), onde,
(x —t)" !
K (zt) =2 —"Y 2.9
(@) = S (2.27)
Conseqiientemente podemos escrever a;{iﬂ:) como,
97" f(z) 1 /I -1
= —t)" t)dt. 2.28
T = e | =0t (2.28)

Claramente, o lado direito da expressao (2.28) vale para qualquer nimero

n cuja parte real é maior que zero. Chamamos,

1o -
G / (=) f()dt,  Re(q) >0, (2.29)

de derivada fracionaria de f de ordem ¢ e a denotamos por 8;{(;”).

Neste momento, cumpre observar que a equacao (2.29) pode também

ser escrita da seguinte forma,

1 r — .
(=g / (x =)™ f(t)dt,  Re(q) <O0. (2.30)

Neste trabalho, escolhemos trabalhar com a equagao (2.30).
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2.3.2 Aproximacgao por Variavel Complexa

O segundo argumento matematico segue da férmula da integral de

Cauchy que diz que se f(z) é univaluada e analitica em uma regiao aberta de A

do plano complexo, e se A é uma regiao aberta no interior de A limitada por uma

curva fechada C', entao,

1 f(Q)dS
fz) = 2m’/c(c—z)’ (2.31)

para qualquer ponto z em A. Da equagao (2.31) segue que,

npy f(Q)d¢
Im ¢ /\
Branch P /\
cut C. : \_y = Re {

Figura 2.1: Corte de ramo ao longo do eixo real do ponto z = x até —oo.

Se n é um ndmero arbitrario, digamos ¢, podemos substituir n! por I'(¢ + 1) na
Mas se ¢ nao é um numero inteiro, o ponto z serd um ponto

equacao anterior.
de ramificacdo (branch point) e ndo mais um polo do integrando de (2.32). Uma
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simples curva fechada C' nao sera mais um contorno apropriado. Para superar esta
dificuldade é feito um corte de ramo (branch cut) ao longo do eixo real do ponto z

para o lado do eixo negativo infinito. Assumimos que z é um numero real positivo,

9f ()

por exemplo x (veja figura(2.1)), e definimos -7

como,

I(g+1)
271

/ "=y de = Ha Y /ﬁ (C—a) T F(Ode. (2.33)

211

O caminho £ é entao a uniao de Ls, 7y, L1, onde v é um circulo de raio r com centro
em z, e Ly e Ly segmentos de linha [c, z —r]. Estes segmentos de linha aproximam-se
da parte do eixo real no plano ( sobre diferentes pedacos.

Se ¢ — z é um nimero positivo, definimos In(¢ — ) como um nimero
real, assim sobre o circulo vy (veja figura(2.2)), usando as propriedades de niimeros

complexos [28], temos,

(¢ = 2)70" = elma-Dlinlc—al+i0] (2.34)

J& que © = 7 sobre Ly,

(¢ — 2)707! = el-a-Dlink—al+in] — o(-a-Dlin(—¢)+im] (2.35)

e dado que ©® = —m sobre Lo,

(¢ = 2) 70" = el-a-Dlin(@—Q)—in] (2.36)

Retornando a equagao (2.33), se Re(q) < 0,
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™
Y
4

Figura 2.2: Ly, circulo v e L.

[emrrnon— [ [+ -

(‘J“)/ (z — )1 f(t)dt +
+/@—xV“W@M¢+

feilatlm / (x — )" f(t)dt,

onde t = Re(¢). Mas,

/(C —z) T f(¢)d¢ = /7r r 0L O £ (g 4 ™) (i) dO
Y —T

!/@—xr“v«mqgr*wé[|ﬂx+m@m@.

Y

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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Conseqiientemente, quando r — 0, a integral (2.39) aproxima-se de zero. E assim,

temos,
T+ x
/ (€ — 2) T f(Q)dC = [V — milatim / (z— ) f(t)dt
ou,

2T TED [T gyt =

o0xd 271

_ [(qg+1)sin(¢g+ 1)m /’”<w ()t

™

(2.40)

(2.41)

A férmula de reflexao dada por I'(2)I'(1 — z) = =“—, implica que,

sinmz’

[(g+1)sin(g+1)m 1

™ I'(—q)

Conseqlientemente,

@ _ 1
T = ot [0 Reto) <o.

Se ¢ > 0, temos a versao de Riemann, que é dada por,

dflx) 1 ’ r— )1
= | @

se ¢ = 0, temos a versao de Riemann-Liouville para derivadas fracionérias,

Of(x) 1 ‘ r— 1)1t
e = T / (x— ) " f(t)dt

e se c = —o0, temos a versao de Liouville,

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)
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@ 1
dr1  T(—q) /_OO< t) f(t)dt. (2.46)

2.3.3 A Férmula de Leibniz para Derivadas Fracionarias

A férmula de Leibniz expressa o resultado de um operando sobre o
produto de duas func¢oes como uma soma de produtos de operacoes efetuado sobre

cada funcao. A regra ou formula classica de Leibniz do calculo elementar é dada

por,

PUOH - (NCED a

onde f e g serdao n-vezes diferenciaveis sobre algum intervalo.

Pode-se extender (2.47) para operadores fraciondrios. Suponha que f
é da classe C, isto é, f é continua sobre um intervalo aberto e integravel sobre
qualquer subintervalo semi-aberto. Se g(t) = t¥ onde p é um inteiro positivo, entao

a integral fracionaria do produto fg de ordem ¢ > 0 pode ser escrita como,

w =2 (_kq) [aagt;(f)][a_ai_qf,(p]- (2.48)

k=0

A semelhanca desta féormula com a (2.47) é 6bvia. O problema imediato
em que estamos interessados é a extensao de (2.48) para o caso em que g nao é um
simples polinémio como acima. Assim, suponhamos que f é continua sobre [0, X] e
que g é analitica em a para todo a € [0, X]|. Entao fg é certamente de classe C, e

para ¢ > 0, a derivada fracionéria,

I 1
] A G UGV T R S

existe. Podemos escrever,
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9 9% g(t)
() = 31— 6 -
o
— 00+ S g (250

A série (2.50) converge para todo & em qualquer intervalo que contenha
[0,t], e conseqiientemente, uniformemente sobre (0, t). Agora substituindo (2.50) em

(2.49) obtemos,

—q —q 0 kg(t)
PARIO] _ gL L - erste DN

(2.51)
Dado que f é continua sobre [0, X] e ¢ > 0,

(t =€) f(E)

é limitado sobre [0, t]. Conseqiientemente, reescrevendo a equagao num tinico somatorio,

obtemos,

a—q g i Q+k)[3k9(t) o~k f(t),

— kT (q otk ot—a—k I=

> ()Gt e

Sendo assim, obtemos uma equacao da mesma forma de (2.47), vélida
para operadores fracionarios.

Aplicando g(t) = t” em (2.52), temos o seguinte resultado,

()]
ot—1

WE

()G mm a0 e

b
Il

0
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onde p é um nuimero inteiro positivo e f de classe C.
Agora, mostraremos um resultado analogo de operadores fracionarios

usando a defini¢ao proposta por [30], isto é, sobre que condigoes a férmula,

a 6t# Z ( ) otk ) auatuflg )]’ >0 (2.54)

k=0

¢ valida.

Considere o seguinte caso: suponha que g > 0 e que p é um inteiro
positivo. Entao certamente, a derivada fraciondria de t* f(t), dada por (2.49), existe
para qualquer funcao f de classe C. Sendo m o menor inteiro maior que p, entao
pela defini¢do de um operador fraciondrio [30] de #* f(z) de ordem p > 0 (se existe)

é dado por,

olfer) _ om o “t”f()

otw otmt ot (2:55)
Mas de (2.53) substituindo g por m — pu > 0,
O] (= m 9 9 ()
o 2\ Jaw e b a2 0 (296)

k=0

oM[EPf(t)]
otr

(2.56). Trivialmente,

Para calcular é necessario encontrar a m-ésima derivada (ordinaria) de

811[8;5’] B 8n+ktl7 _ 0.1
T

an[a_m_+”_kf(t)] B 8n—m+u—kf(t>

ot—mtu—k

ot T ok
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desde que f pertenca ao espaco de fungoes C, uma subclasse de C. Impondo esta

condigao sobre f, escrevemos (2.55) como,

LB (1 —m) 9™ [ ke, -k p(h)
ot 0( k )atm [[ otk 1+ gt—mtu—k ]

(S ()Gt e

A mudanga dos indices mudos do somatorio

k

Sl

k=

r=7+k
s=k

permite escrever (2.57) como,

caliOa S [Z:; <u - m) (fs)] AL L RS

r=0

Para calcular o somatorio interno considere a identidade algébrica,

1+z)" "1 4+2)" =1+x)"

Se expandirmos os termos em parénteses pelo teorema binomial e com-

pararmos os coeficientes das poténcias correspondentes de x, temos,

:0 (N . m) (TT s) - (ﬁ) (2.59)

conhecida como férmula de convolugao de Vandermonde. Assim, (2.58) torna-se,

p > 0. (2.60)

AIGLINIRN ortr, 0" (1)
o (ﬁ)[aﬂ ST

r=0
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Desde que p seja um inteiro positivo e f da classe C e t > 0. Compa-
rando (2.60) com (2.53) podemos ver que sao idénticas com ¢ substituido por —pu,
sendo que a tltima é valida para fungoes de classe C, enquanto que a outra é valida
para uma parte da subclasse C. A equagao (2.60) é adequada para nossa proposta.

Oldham [27] usou em seu trabalho (2.54) quando ambas f e g sdo analiticas.

2.3.4 Operador Linear

A teoria do método da derivada fracionaria esta intimamente ligada com
a teoria de operadores. Por este motivo, e pela importancia do mesmo na aplicagao
da derivada fracionaria, abrimos, aqui, um espaco para definir um operador linear e
relembrar alguns conceitos.

Podemos dizer que um operador linear refere-se a uma operacao matema-
tica pela qual uma fungao f(z) é convertida em uma outra, digamos, g(z), isto é,
Bf(x) = g(z), onde B é um operador. Ou ainda, usando uma defini¢ao de anélise
funcional, um operador linear é um mapeamento de um vetor linear em um outro

vetor linear. Podemos citar alguns exemplos de operadores:

Operador Diferencial: B = i, Bf = ﬁ

2.61
dz dx ( )

b b
Operador Integral: BE/ da'N(z,2'), sz/ de'N(z,2")f(2").  (2.62)

Operador Identidade: B =1, Bf = f(z). (2.63)

Se,

B(af +bg) = aBf + bByg,
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entao, dizemos que B é um operador linear. Cumpre observar que os operadores
acima citados, sao operadores lineares.

Agora, que os argumentos matematicos necessarios para a melhor com-
preensao da técnica da derivada fracionaria ja foram expostos, vamos descrever todo
0 processo que envolve a aplicacao dessa técnica para a determinacao da solucao da

equacao de transporte.

2.3.5 Representacao de um Operador em Termos de Derivada
Fracionaria

Queremos estabelecer uma derivada fraciondria que represente a mesma
aplicacao de um dado operador linear.
Para isso, é conveniente usarmos a definicao de Riemann-Liouville para

derivadas fraciondrias [27, 30],

01f 1 * g1
5o = m/o (x—s)" ' f(s)ds  Re(q) <0. (2.64)

A condi¢do Re(q) < 0 nao impde qualquer séria restrigdo a definigdo, porque o
operador considerado deve efetuar uma transformacao continua. Essa restricao é
devido ao fato que, quando Re(q) > 0, os valores da fungdo Gama oscilam. Na
verdade, o que ocorre é que a fungao cresce no sentido positivo do tempo, passa por
um tempo estacionario e depois decresce no sentido negativo, havendo uma variagao
temporal. A equagao (2.64) é empregada para obter uma expressao geral para a
ordem integro-diferencial.

Seja B um operador linear expresso na forma integral,

B = /Or b(x,s)(.)ds, (2.65)
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a equivaléncia dos operadores da-se a partir da comparacao dos respectivos nicleos
das equagoes (2.64) e (2.65). De fato, o operador de derivada fraciondria pode ser

escrito na forma,

2 [T(x—s) ! .
%/0 e (2.66)

. q s . . ’
Sendo assim, B = % é satisfeito se os nicleos de ambos operadores

forem iguais. Entao igualando-os, temos,

= b(z, s). (2.67)

Deste modo, a representacao de B como uma derivada fracionaria é
garantida pela existéncia de ¢(z, s) que é a ordem da derivada, e também, a soluc¢ao
da equacdo (2.67). Esta fungdo é obtida no caso quando B é um operador de
evolucao, também chamado de propagador, isto é, quando uma simples aplicagao
de B executa uma pequena pertubagao sobre a funcao que descreve o sistema, isto
permite que a partir do perfil inicial de uma funcao possamos acompanhar o que
acontece com essa funcao ao longo do tempo, como se o sistema fosse visto quadro
a quadro. O fato de B ser um operador de evolugao implica que ¢(z,s) é aproxi-
madamente a fun¢ao nula, o que nos permite aproximar o lado esquerdo da equagao

(2.67) por Série de McLaurin em ¢. Considere,

= f(a). (2.68)

Aproximando f(q) por série de McLaurin, temos,

f//(o)qQ
2!

f(q) = f(0) + f'(0)qg + 4 (2.69)

onde,
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fo)= T g (2.70)
r'(0) o '
pois, ﬁ =0, ja que I'(0) = o0
(o) [ =) =) (e 8) ()]
f(0) = LO[ o e |- (2.71)
o [@—s) (e —s)7 (@ —s) T Y(—g)
- i‘i%[ (=) }ﬂli%[ T(—q) J
com,
_[—(x—s)" " Un(z —s)]
lim e ]_ 0, (2.72)
pois I'(0) = oco. E,
nm[<$ - s)‘q‘lw(—q)} ~ Jim [(x —s) (‘aaF((—Tﬁ) )} _ (2.73)
4—0 [(—q) ~ a0l T(=q) \T(-q) /1~ '
= (T'(—q))?  z—-s5 s—x
Assim, substituindo (2.72) e (2.73) em (2.71), temos,
F(0) = - i o (2.74)
Conseqiientemente, a equagao (2.67) pode ser aproximada por,
A
( F(_)q) - . —+0(¢"). (2.75)

Desprezando os termos de ordem maior ou igual a O(g?) e substituindo

q
s—T

na equagao (2.67), temos,
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T bz, s), (2.76)

S—XT

de modo que se isolarmos ¢, obtemos,

q="0b(z,s)(s —x). (2.77)

Mais adiante, poderemos constatar que quando B contém um opera-
dor diferencial, g(x,s) estd no espago de distribuigoes, ja que o nticleo ird conter
derivadas da funcao delta de Dirac, uma vez que para reescrevermos a equagao
diferencial na forma integral sao usadas propriedades dessa funcao e sua derivada.
Apesar do fato da ordem integro-diferencial poder ser uma distribuicao, é mais con-
veniente para fins computacionais lidar com funcoes continuas. A dificuldade em
lidar com distribuigoes pode ser superada considerando que a funcao delta de Dirac
pode ser expressa como um caso limitante de fungoes continuas.

Lembrando uma representagao da funcao generalizada Delta de Dirac

[29] dada por,

€

neste trabalho, consideramos a seguinte aproximacao dessa funcao ,
€
o(r) " ——— (2.79)

(2% + €2)’

onde o termo % é o fator de normalizacao devido a seguinte propriedade,

/00 d(x — zo)dx = 1. (2.80)

—00

Mais adiante extendemos para o caso de problemas multidimensionais.

Até este momento o que fizemos foi obter a ordem da derivada fracionaria correspon-
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dente a um operador de evolucao arbitrario, a seguir usamos essa expressao obtida
para calcular a solugao de um problema de evolucao usando a regra de derivada

fracionaria de produto de fungoes.

2.3.6 Solugao de um Problema Usando a Regra Generalizada do
Produto para Integro-Diferencicao

Para aplicar o operador de derivada fracionaria sobre uma funcao que
descreve o estado inicial de um sistema, empregamos a regra generalizada do produto
ao invés da definicao de Riemann-Liouville, pois esta foi usada para a obtencao da
ordem da derivada fracionaria, nao fazendo, assim, sentido usa-la novamente, pois,
deste modo, a técnica da derivada fracionaria nao teria consisténcia matematica. A
regra generalizada do produto de fungoes para integro-diferenciacao é uma extensao

da regra do produto comum para derivadas, e é dada pela seguinte expressao,

§iforig
axq Z ( )axﬂ Q=i (2.81)

Assumindo g = 1 e f a func@o de interesse, a equacao acima pode ser

escrita da seguinte forma,

k,Mg

< )aq os (2.82)

Ox1=i Oxi

(9x‘1
onde,

<q.) = (—1) F'(IZ(_ q)) (2.83)

e a derivada da funcao constante g = 1 é obtida usando a regra de integro-diferenciagao

para polinémios [27, 30],



aqum B 0130 B =4

Ort=3 — Oze=i  T(j+1-q)

substituindo esta expressao na Eq.(2.82) temos,

e J—q) A
axq Z
j=

onde I'(j + 1 —¢) = (j = ¢)T'(j — q), assim,

e xi—a o f
8ﬂ ;: q)(j — q) 0xi

e truncando o limite superior em j, obtemos a seguinte expressao,

@j
J-@a

I(f)
0x1? —q) ]Z

(=) (i +1—q) 07’
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(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

Na equacao acima N é o nimero de termos necessarios para obtermos

a convergencia com a precisao prescrita. Note que esta definicao necessita somente

do célculo das N primeiras ordens inteiras de derivadas de f, isto é, somente as

primeiras ordens usuais.

Uma vez obtida a expressao para a ordem fracionaria ¢ e depois es-

colhendo uma defini¢ao apropriada para aplicar o operador de derivada fracionaria

sobre a funcao que descreve o contorno inicial f torna-se possivel obter uma solugao

aplicando a poténcia do operador de evolucao. Este operador é prontamente repre-

sentado, levando-se em conta que a regra de composi¢ao para derivadas permanece

valida para ordens de diferenciacao fracionaria. E ¢é visto como,

Fufy  ah & 9
= oxt  T(—kq) jZ:

JWj — kq) Oz

(2.88)
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3 SOLUCAO DA EQUACAO DE )
TRANSPORTE EM UMA DIMENSAOQO
COM O NUCLEO DE KLEIN-NISHINA

3.1 Introducao

Neste capitulo propomos uma solucao para a equagao de transporte
em uma dimensao, independente do tempo, com o nucleo de Klein-Nishina, escrita
em termos do comprimento de onda A, através da aplicacao da técnica da derivada
fraciondaria. Consideramos, ainda, a dependéncia continua do fluxo angular com a
energia. A técnica consiste em reescrever a equacao de transporte na forma integral,
comparar o nicleo com o da definicao de Riemann-Liouville e resolver a equagao

algébrica correspondente para encontrar a ordem integro-diferencial.

3.2 Formulagao

Consideramos a equacao de transporte dependente de forma continua
com a energia, escrita em termos de comprimento de onda do féton, A, independente

do tempo, sem fonte externa [26],

9 A 1 A
MW +e(Ne(z, A i) = /1/0 SN = A = (!, N )dNdy!', (3.1)

onde ¥ (x, A\, ) representa o fluxo angular de energia, ¢(\) o coeficiente de atenuagao

e o nucleo de espalhamento é escrito como,

S A
YN = \p —p) = yK(X — A\ — p), (3.2)

onde K (N — \;u/ — p) representa a segao de choque de espalhamento de Klein-

Nishina para o espalhamento Compton [26] e é dado pela seguinte expressao,



30

iNAZPU (1/)2
160 A TV
AN

[y I (R PYRA XP|8(1+ X = A= ju), (3.3)

KN =\ — ) =

onde N4 representa o nimero de Avogrado (6,02 x 10%3/mol), Z, o ntimero atémico,
A, amassa atomica, p, a densidade do meio, §(1+N —A—puu'), a fungao generalizada
Delta de Dirac e o, a secao de choque de Thomson, representada pela seguinte

expressao,

or = 8%@ = 6,65245 x 10"*°cm?. (3.4)
No espalhamento Compton, homenagem a Arthur H. Compton (1892-
1962), quem primeiro o observou e analisou em 1922, um f6ton colide com um
elétron, no qual o foton perde energia e é desviado da direcao original de sua tra-
jetoria. O efeito desse processo no féton incidente é algo similar ao efeito que o
espalhamento elastico por um ntcleo atomico tem em um néutron, isto €, em ambos
os casos a particula incidente sobrevive a colisao. Esse tipo de espalhamento é a
reacao predominante para fétons gamas com energias entre 1 Mev e 10 Mev para
elementos de baixos e médios nimeros atomicos. A teoria béasica, envolvida neste
efeito, que assume que o elétron seja livre e esteja em repouso, é de Klein e Nishina
(1929).
A relagao entre o desvio do féton e a perda de energia para o espa-
lhamento Compton, assumindo o elétron livre e em repouso, é determinada con-
siderando a conservacao do momento e da energia entre o féton e o elétron recuado.

Esta relagao pode ser expressa por,

E 1
Ey 1+ (2%)(1 = cos(6))’ (35)

mec?

onde Ej e E sao, respectivamente, as energias do féton antes e depois da colisao em

2

Mev, m.c® é a energia restante do elétron e 6 é o angulo de deflexao do foton.
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Neste trabalho, é mais conveniente usar, ao invés de considerar energia

variavel, o comprimento de onda do féton em unidades de Compton [26],

0.511

onde Fy é a energia do foton incidente no meio. O aumento no comprimento de

onda associado com o espalhamento Compton é dado por,

A—Xo=1—cos(h) (3.7)

onde )y é o comprimento de onda do féton antes do espalhamento e A, depois do
espalhamento. O valor méaximo do comprimento de onda ¢ 2 unidades de Compton,
e ocorre quando o féton sofre um desvio de 180°.

A integral em A, na equagao (3.1), é calculada desde o limite méximo
de energia para o féton, Ao, até o limite minimo de energia, Ao + 2.

Assim a equagao (3.1) pode ser escrita da seguinte forma,

0 A
pPUEXE) (e A ) =

MF23 N Zp NTA N
SI2 4L 2= N+ (A= N)?
//AO Tor A4 “Talv Ty A ?]

S(L4+ N =X —pup (', N, p)dN dy! (3.8)

Para obtermos a solucao da equacao de transporte em uma dimensao
usando derivada fracionaria é necessario reescrever, termo a termo do lado esquerdo
da equagao (3.8), na forma integral. Usando a aproximagao da fungao generalizada

Delta de Dirac expressa por,

1 €2

oz) ~ —

7 (22 + €2)’

e considerando que a derivada de primeira ordem pode ser dada por,
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df > a / / /
g _ /_w%wx—m]f@ ), (3.10)
temos,
c(N)p(x, A\, 1) = () /OO d(x — 2 )p(a' )\, p)da'. (3.11)

Deste modo, podemos reescrever o lado esquerdo da equagao (3.8) como,

/LM +c(N) /OO d(x — 2 )p(a', N\, p)da' (3.12)

Ox e

Assim, reescrevendo a equacao (3.8) temos,

M + c(A) /_OO §(x — 2 )(a', N\, p)da' =

Ox o
Ao+2 3 NAZP N1 N
AR LY o= W) £ (A= N2
//A TSy b et O R R
L4+ N == ), N, u)dNdy'. (3.13)

Aplicando a propriedade da funcao generalizada Delta de Dirac, mostrada

no Capitulo 2, (2.80), duas vezes, temos,

Ao+2
pHER o [ / 5 — 2)6 (s — )5 — NYb(a', N, p)aN dplda’ =
1
)\0+2 3 NAZp N\ N o
/ // e o7 /\[)\’+X_2(>\ M)+ (A=)

X 5(1 + N =X — " )o(x — 2 (2' N, " )dN dp da’
(3.14)

Sendo assim, podemos aproximar a equacao de transporte em uma di-

mensao, por,
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MM = (3.15)

ox
e Y
N / / / k(:l:, A Ky QZ/, X? M'W(SE", )\/, ,u/)dXd,u/dx' = A,
—o0 J—=1J X

onde o nucleo da equagao de transporte k(z, A\, u, z’, N, ') é dado por,

3 NaZp N[A N )
/ / /__— A - _/ _/
ko, A el Xopl) = - —2lor T[S+ T = 200=N) + (A= ) }316)

S+ XN —=X—pup)o(x — ') — c(N)d(z — ) (pu — p')S(A = N).

A solucao formal da equacao integral (3.13) é dada pela seguinte ex-

pressao,

oo 1 Ap+2 AW /NN ! 10,0 !
o ISR i k(z A p,x” N @ (" N p ) dN dp' de
Y= le o e Ao ( )u( ) Yo, (3.17)

onde 1)y representa o fluxo angular inicial. Nao existem regras, na estrutura da
Algebra de Lie, para calcular a solucao de uma equacao como esta, isto €, para o
exponencial deste tipo de operador integral. Por exemplo, considerando-se a seguinte

equagcao,

of

— = Bf. 3.18

oo s (318)
A solucao da equagao (3.18) é da forma,

f = foeb® (3.19)

quando B nao for um operador. Mas estamos trabalhando com uma equagao,
cuja solugao formal apresenta um operador integral, neste caso obtemos a seguinte

solugao,
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f = [ fo. (3.20)

onde [eBﬂ fo € calculado aplicando a poténcia do operador, ja que,

2
(5] =T+ 2B+ %BQ + - (3.21)

Entretanto, para evitarmos a calculo da poténcia de operadores e para

que este obstaculo possa ser removido, vamos aproximar esta solucao, por,

T [e%e] 1 Ao+2
b= [T+ 2 Ao = / / / 6z, Ao, N ) +
—oo J —1

Ao

k(l‘, >\7 1, .T/, Al? /“L/>]7vb0 (ZU, K, )‘) [E/, ,LL/, A/)Cl)\,Cl/~L/Ci'r,7 (322)

valido para valores proximos a fronteira, mas como estamos trabalhando com a
poténcia do operador de derivada fracionaria, podemos extender este resultado para
todo o dominio.

Neste momento, cumpre observar, que estd sendo usada uma apro-
ximagcao linear para [631}, isto deve-se ao fato de que estamos considerando o pro-
blema evoluindo com Az pequeno e supondo regularidade do operador.

O operador linear B é entao escrito como uma derivada fracionaria com

ordem variavel, por,

01

Uma vez encontrada a expressao para a ordem da derivada fracionaria,
q, apos a comparacao dos nucleos correspondentes e resolvida a equagao algébrica
resultante para ¢, como mostrado no Capitulo 2, temos a seguinte solucao para a

equacao de transporte (3.8),
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(3.24)
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4 SOLUCAO DA EQUACAO DE
TRANSPORTE EM DUAS DIMENSOES
CONSIDERANDO ESPALHAMENTO
ISOTROPICO

4.1 Introducao

Neste capitulo descrevemos a aplicagao da técnica da derivada fra-
cionaria para a obtencao da solugao para a equagao de transporte em duas dimensoes,
independente do tempo, numa placa plana, considerando espalhamento isotropico
com fonte externa. A técnica consiste em reescrever a equacao de transporte na
forma integral, comparar o niicleo com o da definigao de Riemann-Liouville e resolver
a equagao algébrica correspondente para encontrar a ordem integro-diferencial. Mas,
primeiramente, fazemos uma extensao da técnica da derivada fracionaria para pro-

blemas bidimensionais.

4.2 Extensao para Problemas em Duas Dimensoes

Para resolvermos problemas bidimensionais, é necessario introduzirmos
o conceito de derivadas fracionarias parciais. A extensao desta aproximacao para

duas variaveis é obtida resolvendo,

a(Iz +qy

- B, (4.1)

Oxrd==+ay

cuja forma equivalente em termos de ntcleo é dada por,

(z = 50) "% (y — 5) """

I'(—q.) I'(—qy)

= b(x, Y, Sz, 5y), (4.2)
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onde s, e s, representam, respectivamente, as variaveis mudas de integragao rela-
cionadas a = e y. Existem infinitas solugbes para a equagao (4.2), j4 que nenhuma
restricao sobre cada ordem integro-diferencial estd disponivel. Uma possivel solucao

¢ obtida fazendo ¢, = 0. Isto implica o seguinte resultado,

q=qy = (S5 — 2)b(2,y, Sz, Sy)- (4.3)

4.3 Formulagao

Consideramos a equagao de transporte em duas dimensoes, invariante

no tempo, com espalhamento isotropico em meio homogéneo,

a y J) U 8 i !
p V(. y, 1,m) 1y YAz v, 1) + o,y p,m) =
ox dy

1 1
o, / / W@y i )dn i + Q(z, y), (4.4)
—1J0

onde t(z,y, u,n) representa o fluxo angular de particulas nas diregoes —1 < pu < 1
e 0 <n <1, 04 asecao de choque total e oy, a secao de espalhamento. Note que
0, ¢ uma constante, ja que estamos considerando espalhamento isotropico. Temos,
ainda, Q(z,y) que representa a fonte externa.

A solugao da equagao de transporte (4.4) sera da seguinte forma,

U, y, 1,n) = Yz, y, 1, n) + (2, y, 1,m), (4.5)

onde vy (z,y, 1, m) representa a solugdo homogénea e ¥,(z,y, 1, 1), a solugao parti-
cular.
Para obtermos a solu¢ao homogeénea da equagao de transporte em duas

dimensoes usamos a técnica da derivada fracionaria, considerando a seguinte equagao,
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Mc‘%ﬁ(w,y, Q) N naw(x,y, Q)

1 1
it L) (. 9) = o, / 1 / Oy, V)Y, (4.6)

onde  representa o vetor angulo nas diregoes (i, 7).
Para a aplicacao dessa técnica, é necessario, primeiramente, reescrever-
mos o lado esquerdo da equagao (4.6) na forma integral. Usando a aproximagao da

funcao generalizada Delta de Dirac,

o)~ 2 (4.7)

7 (22 + €2)

e considerando que a derivada de primeira ordem pode ser expressa como,

d < 0
T = [ Slsta =) (45)
temos,
0 Q * 0
0GRy [T Dbl - sl - el ety (49)
sl ) =0 [ 8o =3y~ )0y Doy (@10

Assim o lado esquerdo da equacao (4.6) pode ser escrito como,

0 Q 0 Q 0 Q
p wwgf, ) i n w(ﬂgyy, ) 4 o, Q) = @b(ﬂgxy, )
* a / / / / / /
e [ S8l = e — ot )y +
—I—at/ d(x — 2oy — (', y, Q)da'dy’ (4.11)
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Usando a propriedade da func¢ao generalizada Delta de Dirac (2.80),

temos,
Op(z, y,Q)
4.12
or (4.12)
e’} 1 1 a
i [ [ Bl = 6 - )60 - )ula' Q) da'dy +
- J-1Jo OY
[e's) 1 1
+ Ut/ / My —y)d(x — 2)6(Q — Q) y, Q)dQ da' dy’ =
PR
= 0s / / oy —y')o(z — 2" )p(2’, o, Q)dY da'dy’,
oo J—1J0
onde,

o(Q— Q) =d(u—p)o(n—n'). (4.13)

Conseqilientemente, é possivel aproximar a equacao de transporte em

duas dimensoes por,

9 0 oo 1 1
M%:/ /1/0 k(o y, Q2 )y, Q)dQda’dy’ = Ay, (4.14)

onde,

k(l’, Y, Q7 l',, y/7 QI) = 0'5(5(.1' - xl>6(y - y,)_

—00(x — 2oy —y)o(Q— Q) —nd,(y — y')o(z — 2)6(Q — '), (4.15)

é o que chamamos de nicleo da equacao de transporte.
Na equagao acima o y subscrito indica a derivada da funcao generalizada

Delta de Dirac com respeito a variavel espacial. Por exemplo,
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oty —y') = %[5(9 -] (4.16)

A solugao formal da equagao integral (4.14) é dada por,

= @ [0 [20 o My e’y Q) (e sy Q) da' dy! Vo, (4.17)

onde 1)y representa o fluxo angular inicial. Como ja foi visto na segao (3.2), na
estrutura da Algebra de Lie, nao existe uma regra para calcular o exponencial deste
tipo de operador integral.

Entretanto, este obstaculo pode ser transposto aproximando-se esta

solugao por,

Y =[T+ A% //1/ (z,y,Q, 2", 9/, Q) +

+k(z, y,Q 2y, Q) o, y, Q2 ', Q) dQY da' dy (4.18)

valido para valores proximos a fronteira.
O operador linear B ¢é entao escrito como uma derivada fracionaria com

ordem variavel, por,

01

Uma vez encontrada a expressao para a ordem da derivada fracionaria,
q, apos a comparacao dos nucleos correspondentes e resolvida a equacgao algébrica
resultante para ¢, como mostrado no Capitulo 2, temos a seguinte solucao para a

equagao de transporte (4.6),

_q

N . .
! o
—, 4.2
Z I(j — kq) Ox? (4.20)

]=0
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Vamos agora resolver a segunda parte do nosso problema: encontrar o
que chamamos de solucdo particular da equagao, dada por ¥,(x,y, u,n) em (4.5).
Para isto, consideramos a fonte externa Q(z,y) como sendo uma condi¢ao de con-
torno. Assim, calculamos a solucao particular da equacao de transporte usando a
mesma formulacao empregada para a obtencao da solugao homogénea, com uma
unica diferenca: o sinal da ordem da derivada fracionaria sera negativo. Ou seja,

considerando a seguinte equagao,

Bf =g. (4.21)

A solugao da equagcao (4.21) é dada por,

f=B"g. (4.22)

Como B é um operador, dado por,

01

" Ozt

(4.23)

temos,

B = (4.24)

Sendo assim, considerando g = Q(x,y), temos,

01
Yp(a,y 1) = 5= Q(,y). (4.25)

Portanto, a solu¢ao da equagao de transporte (4.4), é dada por,

kq o4

w<x7 Y, Wy 77) = wh('xa Y, Ky 77) + zﬂp(az Y, 1, 77) = axkqwo + 8x_qQ<x7 y) (426>
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onde,

q ~kqg N '
A Yo = i > (—1y w O (4.27)

O Q) = o Sy P (4.2
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5 SOLUCAO DA EQUACAO DE )
TRANSPORTE EM TRES DIMENSOES
COM O NUCLEO DE RUTHERFORD

5.1 Introducao

Neste capitulo, aplicamos a técnica da derivada fracionaria na equagao
de transporte em trés dimensoes, em geometria cartesiana, considerando como se¢ao
de choque de espalhamento diferencial o niicleo de Rutherford [36] para a obtencao
de sua solucao. A técnica, como ja foi citado nos capitulos anteriores, consiste
em reescrever a equacao de transporte na forma integral, comparar o nicleo da
respectiva solucao formal com o da definicao de Riemann-Liouville e resolver a
equagao algébrica correspondente para encontrar a ordem integro-diferencial. Faze-
mos, ainda, uma extensao da técnica da derivada fracionéaria para problemas tridi-

mensionais, usando raciocinio andlogo ao utilizado para problemas bidimensionais.

5.2 Extensao para Problemas em Trés Dimensoes

O resultado mostrado no Capitulo 4 pode ser facilmente extendido para

problemas em trés dimensoes, basta considerarmos,

3qx+q;q+qz
— B, (5.1)

Oxletay=a-

cuja forma equivalente em termos de ntcleo é dada por,

T —8,) T (y—s,) W (z—s,) =1
Y— 35y

['(—q.) I'(—qy) ['(—g.)

= b(x,y,z,sx,sy,sz), (52)

onde s;, s, e s, representam, respectivamente, as variaveis mudas de integragao

relacionadas a x, y e z. Existem infinitas solugoes para a equacao (5.2), j& que
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nenhuma restri¢ao sobre cada ordem integro-diferencial é feita. Uma possivel solugao

¢ obtida fazendo ¢, = ¢. = 0, o que implica o seguinte resultado,

q =4z = (Sx - :B)b(xaya Sy Sy7 Sz)' (53)

5.3 Formulacao

Considere o seguinte problema tridimensional de transporte descrito

pela equagao (5.4), para um feixe de elétrons invariante no tempo,

aw x7 727 Y
p ( zgx o) L (5.4)
0 xr,Y,z, U, . 0 T,Y,z, W,
+\/1—u2(COS(90) Ll %y 1.¢) + sin(yp) ¥ %Z & ¢>)+Otw(9€,y,z,u,s@)=
Lo a 1/}( roor /)d 'du!
= x; 727 I °
/_1/0 (b— gy I

Na equagao (5.5), usou-se no termo integral, a sec¢ao de choque de

espalhamento diferencial de Rutherford [36], onde,

1
a=—="-2n(n+1), a>0 (5.5)
2w

b=1+2n, (5.6)

com \ = é indicando o livre caminho médio percorrido pelas particulas no meio.

Ainda nas equagoes (5.5) e (5.6) temos uma constante, n > 0, dada por,

h2Z3

T Han2(mo)?
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sendo h a constante de Planck (=6,63x10734J.s), ay o raio de Bohr (=5,29x10"!'m),
Z o numero atomico do material que estd sendo irradiado e mv o momento do elétron
que estd sofrendo espalhamento (m=9,11x1073Kg e v=10"m/s). Temos ainda, o;
e Y(x,y, z, 1, ) que representam, respectivamente, a segao de choque total e o fluxo
angular de particulas nas diregoes —1 < < 1e 0 < p < 27.

O espalhamento de Rutherford [36], é um dos modelos mais simples
de espalhamento elastico de elétrons. E obtido sem levar em consideragao efeitos
relativistas, e por isso nao é um modelo realista do transporte de elétrons quando
estamos tratando de energias por volta de 10Mev. Neste caso é mais apropriado o
uso de um outro tipo de se¢ao de choque, a de Mott [36].

Para obtermos a solucao da equagao de transporte em trés dimensoes
usando derivada fraciondria, é necessario reescrever o lado esquerdo da equacao (5.5)
na forma integral. Usando a aproximacao da fun¢ao Delta de Dirac representada

pela equacao (2.79) e considerando que,

df o a ! / !
g _ / el =N (5.8)

temos,

V= eos(p) PELE T coste) [ LIS/ 10— )8 )0l o)
(5.9)

V= @sine) 2 T sine) [ 56— Yo )i
(5.10)

[e.9]

o (r, p, ) = Ut/ 6(z — 2")o(x — 2")o(y — y" ) (r', pw, p)dr’ (5.11)

—00
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onde r representa as coordenadas x, ye zer', 2/, y e 2.

Assim o lado esquerdo da equacao (5.5) pode ser escrito como,

’MW + /1 — p? (cos(go)%:’w) + Siﬂ(@)%) +oup(r, ) = (5.12)
= u—%(g ;‘ ?) 4 JT= 1 cos() /_ ) (%[5(@/ —)o(z — 2)d(x — 2 )p(r', p, p)dr’ +
VI gsinGe) [ S0 6 — )6y — )0 ) +

o | " 5z — ) — )3y — o Y o)

[e.9]

Usando a propriedade da func¢ao generalizada Delta de Dirac (2.80),

temos,

n (5.13)

+ V1 — p? cos(yp) /oo / / 0y(r = 1")0(p = @) — )P (r', i, ' )dig' dp dr” +

+ /1= p?sin(p) /oo /1/0 0.(r = 1")0(p — @ )o(p — W) (', ' ') dpd'dr’ +
oy /Z /11 /027r o(r —1")0(p — " )o(p — p)(r', ', ' )de'dpt'dr’.

Na equacao (5.14) z, y e z subscritos denotam a derivada da funcao

generalizada Delta de Dirac com respeito as variaveis espaciais. Por exemplo,

3,(r = 1) = 510y = I8z — )3(a — ). (5.14)

Reescrevendo a equacao (5.5), temos,
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oY (r, i, @)
K ox

e’ 1 27
T2 cos(e) / / / 5,(r —1)3(0 — )81 — Yo 1 &) dyldr’ +
—o00 J—1J0

n (5.15)

0 1 27
+ /1 — p? sin(go)/ / / 5.(r —1)8(0 — VS — pYO(, i, ) dyldr’ +
—oco J—1J0
0 1 27
+ O't/ / / 5(7’ — 7*/)5(()0 _ ¢/)6(M . ul)w(,r/’//, w')dw’du’dr’ _
—o0J—=1J0

o0 1 2
= / / / (b _CLM)Q(SO* — T/)w(x/,y/, ZI, ,U,/, go’)dtp'd,u/dr’,
—o0 J—=14J0

que pode ser escrita na forma,

00 1 2m
u—aw(g’f’w) =/ / / k(r v’ p i, @),y 2 il o ) dpldr = A,
—oo J—=1J0

(5.16)

onde,

k(r,r' i1, o, ¢0") = ([)_;.LM)Q(S(T —7") = (/1= p2cos(p)d,(r —r') (5.17)

— /1= p2sin(@)d.(r — ') + 0,6 (r —"))d(p — )0 (u — 1t').

A solugao formal da equagao (5.18) é dada por,

I o o ’ /

w — |:e$ ffooo fil f027r k(T,T’,M,,U/,QD,SD/)’L/}(I Y2 P )d(pld/,b/d’l”/ w(]’ (5'18)

onde 1y representa o fluxo angular inicial. Como ja foi dito nos Capitulos 3 e 4, nao
conhecemos nenhuma regra, na estrutura da Algebra de Lie, para obter a solucao
dessa equacao, ja que temos uma exponencial de um operador integral. Sendo assim,

a solucao da equagao (5.18) pode ser aproximada por,
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o= [T+ Avn = ///2 07, st 0, ¢) +

+k‘(7"7“ 1, 115 0, 0o (r, v, 11 0, ") dpd dr' (5.19)

Escrevendo o operador linear B como uma derivada fracionaria com

ordem variavel, temos,

01

Uma vez encontrada a expressao para a ordem da derivada fracionaria,
q, apos a comparacao dos nucleos correspondentes e resolvida a equagao algébrica
resultante para ¢, como mostrado no Capitulo 2, temos a seguinte solucao para a

equacao de transporte (5.5),

_q

N . .
l’] 871/)0
) 21
JZ I(j — kq) Oxi (5.21)
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, aplicamos o método da derivada fracionaria para o
calculo da taxa de dose em problemas unidimensionais e fluxo angular em problemas
bidimensionais e tridimensionais, bem como, testamos as diversas representacoes da
funcao generalizada Delta de Dirac.

A metodologia proposta para obter essas quantidades segue as seguintes
etapas:

1. Definir a aproximagao, mais adequada, para a funcao generalizada de Delta de
Dirac e sua derivada de primeira ordem a serem usadas na resolucao do problema

considerado. Neste trabalho, consideramos quatro aproximacoes diferentes para essa

funcao [29],
S0~ sy (6.1)
o) = 7T(I2€+ €2)’ (6.2)
5(z) ~ éeiﬂ (6.3)
3(x) ~ Sin;f) (6.4)

Lembramos que as aproximagoes citadas acima, sao provenientes das
representacoes da funcao generalizada Delta de Dirac onde tomamos o limite com
e — 0.

Escolhemos trabalhar com a aproximacao (6.21) para a fungao genera-

lizada Delta de Dirac, por se tratar da que apresentou os melhores resultados, ja
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que para as demais os resultados divergiram.
2. Reescrever a equacao de transporte na forma integral definindo, assim, o nicleo

dessa equacao. Desta forma, a equacao sera escrita como,

& / / / k(r,r', Q, Q)0 Q) dr (6.5)

onde, r e r’ representam os vetores posicao, {2 e 2’ os vetores direcao e o nimero de
integrais e os limites de integracao dependem do problema que esté sendo conside-
rado.

3. Obter a ordem da derivada fracionaria que aproxima o operador de evolugao,
utilizando uma extensao da regra de Leibniz para a derivada do produto. Isto é, re-
solver a equacao resultante da comparacao dos nticleos do operador linear, definido

na forma integral, com o da defini¢cao de Riemann-Liouville,

bz, 5) = ~ (6.6)

o que resulta,

q=(s—xz)b(z,s) (6.7)

onde ¢ é a ordem da derivada fraciondria e b(x, s) o niicleo da equagao de transporte.
4. Especificar a condi¢ao inicial para o problema em questao.
5. E, finalmente, aplicar a derivada fracionaria sobre o fluxo angular, através da

seguinte expressao,

, (6.8)

V= - i —q) Ol

[oRTN - iv: x’ aj%
0x4 —q) p=

onde N é o numero de termos da série.

Desta forma, o fluxo angular, solucao da equacao de transporte, esta
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perfeitamente determinado ao tomarmos a poténcia do operador. A partir do valor
do fluxo angular, podemos calcular o fluxo escalar, que nos permitird o calculo da
taxa de dose absorvida em uma regiao irradiada.

Fizemos a implementacao computacional usando o software Maple 7.0
em um microcomputador PC, Pentium III, 1.1 GB, com um tempo maximo de
processamento de 1 minuto.

Neste capitulo ainda sao apresentados os resultados numéricos obtidos,
para as quantidades citadas anteriormente, através da aplicacao da metodologia

proposta.

6.1 Calculo dos Fluxos Angular e Escalar em Uma

Dimensao

Para a andlise da formulagao proposta, para o caso da equacao de trans-
porte em uma dimensao, considerando o ntcleo de Klein-Nishina para o espalha-
mento Compton, calculamos os fluxos angular e escalar em uma camada de agua de
20 cm de espessura, considerando um feixe de fétons com uma energia inicial de 2
Mev.

O fluxo angular foi obtido a partir da aplicagao da técnica da derivada

fracionaria na equacao de transporte em uma dimensao, e pode ser escrito como,

_kq

¢($a Hs )‘) = ﬁ Z(_l)j

J

7 0’ Yo
JWj — kq) O

(6.9)

Sendo assim, o fluxo escalar de particulas é obtido integrando-se o fluxo

angular na diregao pu e é dado por,

bl N) = / 0 N (6.10)
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onde ¥ (z, u, \) representa o fluxo angular, solu¢ao da equagao de transporte obtida
através da aplicacao do método da derivada fracionaria exposto no Capitulo 2.
Mais precisamente, o fluxo escalar foi obtido considerando-se o inter-
valo que vai de Ay até Ay + 2, limites méximo e minimo de energia para o féton,
respectivamente.
Cumpre ressaltar, que foram considerados 5 grupos de energia a fim de

que fosse possivel uma comparacao com os resultados disponiveis na literatura.

Assim,
1&
Xo+2 SYENS) A
V(T Total = / Y(x, N)dA = / W(x, \)dA+ (6.11)
A A
>\0+2A0)\ >\0+§A)\ Xo+4AX Xo+5AN
+/ (z, )\)d)\+/ U(x, )\)d)\—l—/ U(x, )\)d)\—l—/ P(x, A)dA
)\0+A/\ N )\0+2A)\ ., N )\0+3A)\ ., N /\0+4A)\
S ¥ v vs
e7
A~ 2 Comprimento do intervalo
5 Niveis de energia

onde ()7 representa o fluxo escalar.
As integrais representadas em (6.11) foram aproximadas pela regra de

Simpson usando uma ordem de quadratura igual a 4,

<1b—ia> (f(a)+f(b)+4f<2a+ib> +4f<}1a+zb) +2f<%a+%b>> .
(6.12)

Os resultados numéricos apresentados nesse trabalho, foram obtidos a
partir dos dados apresentados nas tabelas do Apéndice B, que contém os valores para
os coeficientes de atenuacgao e absorcao em funcao da energia, considerando a Regra

de Simpson, para feixes de fotons com energias incidentes de 1,25 Mev e 2 Mev,
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respectivamente. Como esses resultados sao apenas para o caso de multigrupos
de energia, e estamos considerando o fluxo angular dependendente da energia de
forma continua, foi necessario um ajuste de curvas, no qual utilizamos um polinémio
interpolador de grau 4 e o método dos Minimos Quadrados. Esse ajuste permitiu-
nos o célculo de alguns parametros nao encontrados nas tabelas (C.1) e (C.2), mas
de importancia fundamental para o calculo do fluxo escalar.

Na tabela (6.1) sdo apresentados os valores obtidos para o fluxo escalar
em uma camada de agua de 20 cm de espessura, considerando um feixe de fétons
com energia inicial de 2 Mev. Para a obtencao destes dados foi usada a aproximagcao

da funcao generalizada Delta de Dirac dada pela expressao (6.21).

Tabela 6.1: Fluzo escalar (fétons/cm?s) em uma camada de dgua de 20 cm de es-
pessura e fotons com energia inicial de 2 Mev.

Método z(em) | Pi(z) | () U3(z) Py () Ps(x)

LTSy, N=2 20 369852 | 139113 | .69425e-01 | .781669¢-01 | .385271e-01

D. Fracionéaria 20 273247 | 128352 | .64868e-01 | .727490e-01 | .347536e-01

Os valores obtidos para os fluxos escalares numa camada d’agua de es-
pessura de 20 cm, através do método da derivada fraciondria, apresentam razoavel
concordancia com os calculados pelo método LTSy [37, 38, 39]. A pequena diferenga
entre os valores deve-se ao fato de que estamos considerando o problema em meio
infinito. A medida que aumentarmos a espessura da camada d’agua, os resulta-
dos tendem a apresentar uma precisao ainda melhor, devido ao fato de estarmos
aproximando-nos do que pode ser considerado um meio infinito.

Calculamos, ainda, os valores obtidos para o fluxo angular, considerando,
agora, uma camada d’dgua de 100 cm de espessura e uma energia do feixe incidente
de fétons igual a 1,25 Mev. Os resultados obtidos sdo apresentados na tabela (6.2).

Resultados para fluxos escalares para dominios de maior espessura nao
foram encontrados na literatura, mas a partir do trabalho realizado em [38] é possivel
fazer uma comparacao entre o resultado obtido para o caculo da taxa de dose pelo

método LTSy e o método da derivada fracionaria, resultados, estes, que serao apre-
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sentados na segao (5.4.1). Esta comparacao, apesar de ndo ser precisa, pois estamos
trabalhando em meio infinito, nos permite afirmar que os valores obtidos para os
fluxos escalares sao compativeis com os apresentados em [38], j4 que apresentam a
mesma ordem de grandeza. Para este exemplo também foi utilizada a aproximagao

(6.21) para a fungao generalizada Delta de Dirac.

Tabela 6.2: Fluzo escalar (fétons/cm*s) em uma camada de dgua de 100 cm de
espessura e fotons com energia inicial de 1,25 Mew.

Método z(cm) | t(z) Y2 () Y3 (x) Ya(z)

Ys(z)

D. Fracionaria | 100 | .0156194 | .690642e-02 | .349627e-02 | .176211e-02 | .782895e-03

6.2 Calculo do Fluxos Angular e Escalar em Duas

Dimensoes

A formulacao do método da derivada fracionéria, para o caso bidimen-
sional, foi aplicada a problemas em meios homogéneos, considerando espalhamento
isotrépico em uma placa quadrada com 100 cm de lado, fonte emissora de néutrons
emitindo 1 néutron/cm?s, localizada em um dos vértices da placa, conforme a figura
(6.1), mantendo as demais condi¢oes constantes. Para a aplicagdo da técnica da
derivada fracionaria foi necesséario escrever a fonte na forma de uma funcao. Assim,

a fonte emisora de néutrons foi escrita na seguinte forma,

Q(xay) :H<1_x) 'H(l_y)v (613>

onde H representa a funcao de Heaviside, que pode ser aproximada por,

= <. arctan(z). (6.14)
7r €

O fluxo escalar é dado pela seguinte expressao,
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(T, y) —/_1/0 U(x,y, p,n)dndp. (6.15)

Conhecendo-se o fluxo escalar, a corrente parcial de néutrons, J, emer-
gentes do trecho do contorno indicado na figura (6.1) como regiao de fuga, que
representa a fuga de néutrons ao longo de um trecho do contorno do dominio, é cal-

culada integrando-se o fluxo escalar obtido na equagao (6.15) na regiao considerada,

b d
7= [ wtabide+ [ gy, (6.16)
onde ¢ = rmim, b = rméax, ¢ = ymin e d = ymax.

6.2.1 Espalhamento Isotrépico em uma Placa Quadrada com 100 cm

de Lado
Vacuo
—d4cm —
R Fegido de T
E
= 100cm
P
€ W
C a
u C
I 1cm U
a 0
r Q=1 1cm

F—————— 100cm

Fef. Especular

Figura 6.1: Espalhamento isotropico em uma placa 100 x 100 cm.

Nesta secao é descrito o problema de estimacao da corrente parcial de
néutrons considerando espalhamento isotrépico. Os valores dos limites de integragao

para o problema sao zmim = ymin = 96 cm e rmax = ymax = 100 cm.
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Os valores de J sobre a regiao de fuga indicada na figura (6.1) sdo com-
parados com os resultados obtidos a partir do método de Lie e do método DAC
(LTSn-Dependéncia Angular Continua) [40].

O método DAC é um método iterativo de solucao, no qual para cada
iteracao ¢é construida uma solucao analitica para o fluxo angular com dependéncia
continua usando métodos da funcao de Green e formulacao LTSy nodal.

1

No primeiro caso, o5 = 0,99 cm~! e no segundo, o, = 0,5 cm™!. Em

ambos os casos, a secao de choque total o, é igual a 1 cm™!.
Os valores obtidos para a corrente angular através da técnica da derivada

fracionaria sao apresentados nas tabelas (6.3) e (6.4).

Método J(néutrons/cm?)
DAC com ordem de quadratura 2 9.4x10~14
DAC com ordem de quadratura 4 8.8x10~14
LIE com ordem de quadratura 2 1.0x10713
Derivada Fracionaria 1.2x10° %

Tabela 6.3: Corrente parcial emergente para o, =1 ecm™ e oy = 0,99 cm™1.

Método J(néutrons/cm?)
DAC com ordem de quadratura 2 1.3x107%
DAC com ordem de quadratura 4 3.7x1072%2
LIE com ordem de quadratura 2 4.5x107%
Derivada Fraciondria 3.0x10%

Leo,=0,5 cm™L.

Tabela 6.4: Corrente parcial emergente para oy =1 cm™
Em ambos os casos a aproximacao da funcao generalizada Delta de

Dirac utilizada é dada por (6.21).
Os resultados obtidos para as correntes angulares, utilizando-se a técnica
da derivada fraciondria, apresentam uma boa concordancia com os valores calcula-
dos através dos métodos DAC com ordens de quadraturas 2 e 4 e do método de LIE

com ordem de quadratura 2, pois apresentam a mesma ordem de grandeza.
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6.3 Calculo dos Fluxos Angular e Escalar em Trés

Dimensoes

Nesta se¢ao, a metodologia de célculo proposta nesse trabalho, que
emprega a técnica de derivada fracionaria, é aplicada a equagao de transporte em
trés dimensoes com o nucleo de Rutherford. A partir disso, obtemos o fluxo angular

que é dado pela seguinte equagao,

—kq

Z‘j a‘jiﬁo
J'J — kq) Oz

T

['(—kq)

(6.17)

N .
w(xuyvz7ﬂ” ()0) = <_1)]
=0

J

Para ilustrar o uso dessa metodologia, considerou-se um feixe de elétrons
incidindo em um meio material formado por atomos de hidrogénio, com os seguintes

parametros: o; =0,01 m™, v =10* m/s, m =9,11x1073 Kg, p=45, u=—=, Z =1.

1
\/57
Os resultados obtidos para o fluxo angular, em funcao das coordenadas espaciais

(x,y) sao apresentados na figura (6.2).

Figura 6.2: Simulacdo do fluro angular como uma fungao da posi¢ao em z=1.
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A partir do célculo do fluxo angular ¥(z,vy, 2, i1, ¢), que depende das
diregoes p e ¢, determinamos o fluxo escalar ¢ (z, y, z), que independe dessas diregoes,

através da seguinte equacao,

T 2
(g, ) = / / (e, y, 2 1, 0) sin(0)dbdy (6.18)

onde,

p = cos(0).

A integral representada em (6.18) foi calculada usando-se a Regra de

Simpson. Foi usada ordem de quadratura igual a 20.

Os resultados obtidos s@o apresentados na tabela (6.5).

¢($7 Y, Z)
.4015307534¢-05
.1511125366e-07
.1558245894e-07
.6025753909¢-10
.2323525752¢-12
.2011038734¢-24
.9008289104e-15
.1340987196e-19
.3006978919¢-29

NG JC) IS N I NG TS S N Y S
N N e M e R NS
QYOO W W W[ | —|X

Tabela 6.5: Fluxo Escalar.

Cumpre ressaltar, que para o problema descrito, nao existem resulta-
dos disponiveis na literatura. Independente disso, cabem, aqui, algumas observacoes
importantes.

Para a obtencao desses resultados, assim como os obtidos para os pro-
blemas mencionados anteriormente, é relevante levar em consideracao as diferentes
aproximacoes utilizadas para a funcao generalizada Delta de Dirac. Para a aproxi-

magao utilizada neste trabalho (6.21), considerando a aproximagao no truncamento
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do soméatorio para a regra de derivada fracionaria do produto de fungoes que leva
a solucao para o fluxo angular, a precisao prescrita é alcancada com no maximo
5 termos. Além disso, o valor de € escolhido, que aparece na definicao da fungao
generalizada Delta de Dirac, varia de tal maneira a alcangar a coincidéncia de trés

digitos significativos na solucao. De fato, adotamos ¢ = 0.18.

6.4 Calculo de Dose Absorvida

6.4.1 Introdugao a Dosimetria

O termo dose tem sido usado em muitos sentidos, isto reflete o fato que
existem diversos tipos diferentes de medidas que tém sidos teis no estudo e controle
dos efeitos da radiacao ionizante na matéria. Os principais tipos dessas medidas sao
[41]:

(1) Medida de dose absorvida na matéria no ponto de interesse.

(2) Medida da energia liberada por particulas ionizantes indiretas (isto é, fétons
e néutrons) por unidade de massa de algum material de referéncia no ponto de
interesse. O material de referéncia pode ser tanto o material atual presente no
ponto de interesse, ou algum outro material: por exemplo, ar, grafite e tecido tém
sido usados.

(3) Medida do nimero de particulas e quanta, ou suas energias, incidente num dado
ponto.

(4) Medida de alguma fungao do ntimero e energia de particulas e quanta incidentes
num dado ponto. Por exemplo, a funcao pode ser escolhida como o produto da dose
absorvida pelo fator de qualidade para radiagdes de diferentes LET (Linear Energy
Transfer).

Esse termo é tao importante no campo de Fisica Nuclear, que dele
originou um novo ramo da ciéncia nuclear, com caracteristicas proprias, ou seja,
a Dosimetria das Radiagoes, a qual é aplicada, geralmente, a todos esses tipos de

medidas.
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6.4.2 Nocgoes Fundamentais

Nesta subsecao, definimos alguns conceitos importantes usados na dosime-

tria das radiagoes e necessarios para a discussao de efeitos bioldgicos de radiagao.

6.4.2.1 Radiacao Ionizante

E usualmente definida como aquela que pode ionizar a matéria tanto
diretamente como através da acao de radiacao secundaria. O processo de ionizagao
ocorre quando energia suficiente ¢é transferida para um material para retirar elétrons

dos 4tomos ou moléculas.

6.4.2.2 Dose Absorvida

A dose absorvida (D) de qualquer radiacao ionizante, em qualquer meio
material, é definida como a quantidade de energia cedida & matéria pelas particulas

ionizantes por unidade de massa, e é dada por,

de

~dm’

D (6.19)

onde dg ¢é a energia concedida pela radiacao ionizante a matéria em um elemento de
volume e dm ¢é a massa da matéria no volume de elemento considerado. Podemos
ainda dizer, que dose absorvida é a quantidade de energia em Joules transferida a
cada quilograma de tecido bioldgico, e ela aparece como excitagao ou ionizacao das
moléculas ou atomos do tecido.

No sistema internacional, a unidade é o Gray (Gy). A relacdo entre

elas é,

1 Gy =1 Jkg ' =100 rads,

onde rad ¢ a unidade antiga e,
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1 rad = 100 ergs/g.

Neste capitulo, calculamos a taxa de dose absorvida, obtida em funcao

do fluxo escalar, dado pela seguinte expressao,

wleN) = [ e N (6.20)

O fluxo escalar, como ja foi citado anteriormente, é obtido a partir do
calculo do fluxo angular usando-se a formulagao do método da derivada fracionaria.
No modelo da equacao de transporte multigrupo de energia, como o
fluxo angular apresenta dependéncia discreta com a energia, a taxa de dose absorvida

é escrita como,

M
DT = ZMa,EW%&% (621)
=0

onde y,, é o coeficiente de absor¢ao do meio material em cm?/g para a energia

E;(Mev), com,

fa; = HalAi), (6.22)
0,511
Ei=——, (6.23)

Por outro lado, quando o fluxo angular apresenta dependéncia continua

com a energia, a taxa de dose absorvida numa certa regiao irradiada é descrita por,

Ao+2
Dy(x) = /A 1o E(z, A, (6.24)
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Nesta altura, cumpre observar que, como estamos aplicando o método
da derivada fracionéria, e considerando a dependéncia continua do fluxo angular

com a energia, neste trabalho, a taxa de dose absorvida sera calculada pela equagao

(6.24).

6.4.2.8 Tazxa de Dose Absorvida

A taxa de dose absorvida é dada por,

dD
D=— 6.25
dt Y ( )

onde dD ¢ a variacao da dose absorvida por unidade de tempo dt.
A unidade da taxa de dose absorvida é qualquer quociente de rad ou

seus multiplos ou submultiplos divididos por uma apropriada unidade de tempo

(rads/s, mrads/h, etc.).

6.4.2.4 Dose Equivalente

O efeito bioldégico da deposicao de energia pode ser maior ou menor,
dependendo do tipo de radiacao que a provocou. Por exemplo, uma dose devido
a néutrons rapidos ou particulas alfa é muito mais danosa que uma dose devido a
raios X ou raios gamma.

A dose de absorcao D é insuficiente, por si s6, para estabelecer se a
severidade ou a probabilidade de um efeito nocivo a saide resulta de uma irradiagao
sob condi¢ao nao especifica. Por estas razoes, foi introduzido uma outra quantidade
que se relaciona de maneira mais eficiente com os mais importantes efeitos nocivos
a saude da exposicao as radiacoes e, particularmente, com os efeitos que s6 se mani-
festardo em geragoes futuras. Essa quantidade, denomina-se dose equivalente (H.,),

a qual é obtida multiplicando-se a dose absorvida pelos fatores modificadores apro-
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priados, obtidos em tabelas publicadas na literatura.

Dessa forma, a dose equivalente é dada por,

H., = D.QF.QF.QF;. -, (6.26)

onde,
D ¢é a dose absorvida,
QF é o fator de qualidade e
QF,.QF;. - -- fatores de distribuicao.
A unidade da dose equivalente é rems se D for expresso em rads e é

Sievert (Sv) se D for expresso em Gy, onde,

1Sv=1Jkg " =100 rems.

6.5 Calculo de Dose

Os is6topos radioativos ou radioisétopos, devido a sua propriedade de
emitirem radiagoes, a cada dia, vém sendo mais empregados nos multiplos campos
de atividade humana. Quer na agricultura, quer na pecuaria, na biologia e principal-
mente na medicina, eles tém auxiliado na incessante procura de melhores condigoes
de vida.

As radiacoes, emitidas pelos radioisétopos, podem atravessar a matéria
ou serem absorvidas por ela, o que possibilita diversas aplicagoes. Mesmo em quanti-
dades cuja massa nao pode ser determinada pelos métodos quimicos, a radiacao por
eles emitida pode ser detectada. Pela absor¢ao da energia das radiagoes, células ou
pequenos organismos, podem ser destruidos. Essa propriedade, que normalmente é
altamente incoveniente para os seres vivos, pode ser usada em seu beneficio, quando
empregada para destruir células ou microorganismos nocivos.

Os radioisotopos sao utilizados, na area da medicina nuclear, tanto em
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diagnosticos como em terapias. Hoje, uma das mais importantes aplicagoes desses
radioisétopos € a radioterapia.

A radioterapia teve origem na aplicacao do elemento radio pelo casal
Curie, para destruir células cancerosas, e foi inicialmente conhecida como “Curiete-
rapia”’. Posteriormente, outros radioisétopos passaram a ser usados, apresentando
um maior rendimento.

A radioterapia tem como objetivos: (a) aplicar, na regiao do tumor,
uma quantidade de dose suficiente para controla-lo e (b) minimizar o risco de com-
plicacoes nos tecidos saos. Assim, a radioterapia procura maximizar a probabili-
dade de controle local do tumor sem produzir complicagoes nos tecidos saos que
estao préoximos a regiao irradiada. Sendo assim, a determinacao precisa da dose
depositada em uma regiao irradiada ¢ essencial para o bom resultado do tratamento
radioterapeéutico. Métodos analiticos sao utilizados para o calculo dessa quantidade
de dose, porém eles podem apresentar certos problemas, tais como consumir um
tempo excessivo de processamento, ou ainda, apresentarem um alto indice de erro
no calculo da dose. Esses fatos levaram a comunidade cientifica a empreender um
grande esforco no sentido de reduzir o erro dos métodos analiticos empregados e
torna-los mais rapidos.

Uma das principais causas que geram erros nas formulagoes analiticas
sao as aproximacoes feitas na equacao que descreve o transporte de particulas. Na
metodologia apresentada neste trabalho, nao se utiliza nenhuma das aproximagoes
tradicionalmente empregadas para a solugao da equagao de transporte de particulas.
A técnica da derivada fracionaria foi aplicada na equacao de transporte de particulas
carregadas e obtivemos o fluxo angular ©. A partir do fluxo angular, obtivemos o
fluxo escalar e, desta forma, podemos determinar perfeitamente a quantidade de
dose absorvida em uma certa regiao irradiada.

Usando a formulacao descrita na se¢ao (5.3.2.3), onde uma expressao
para a taxa de dose absorvida foi obtida em func¢ao do fluxo angular e do coeficiente
de absorcao do meio material, apresentamos os valores dessa quantidade para uma

camada de dgua de 20 cm e outra de 100 cm de espessura considerando feixes de
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fétons com energias iniciais de 2 Mev e 1.25 Mev, respectivamente. Os resultados

obtidos sao apresentados nas tabelas (6.6) e (6.7).

Método z(cm) | E(Mev) | Taxa de Dose(mrad/h)
LTSy, N=2 20 2 1.8300e-04
Derivada Fraciondria | 20 2 3.3621e-04

Tabela 6.6: Taxa de Dose Absorvida para uma camada de dgua de 20 c¢cm de espes-

sura.
Método z(cm) | E(Mev) | Taxa de Dose(mrad/h)
LTSy, N=2 100 1.25 1.4400e-05
Derivada Fracionaria | 100 1.25 1.2763e-05

Tabela 6.7: Taxa de Dose Absorvida para uma camada de dgua de 100 cm de espes-
sura.

Comparando os resultados obtidos para a taxa de dose absorvida, através
do emprego da técnica da derivada fracionaria, com os apresentados pelo método
LTSy, verificamos que eles apresentam uma concordancia significativa, tanto para
a camada de dgua de 20 cm como para a de 100 cm de espessura. Cumpre observar
que, para espessuras maiores, os resultados tendem a melhorar, pois se aproximam
do que pode ser considerado um meio infinito.

Para todos os problemas expostos neste trabalho foram testadas as ou-
tras representagoes da funcao Delta de Dirac, nao apresentando bons resultados.
Isto deve-se ao fato, de que para obtermos a solucao da equacao de transporte, tra-
balhamos com as derivadas da fungao generalizada Delta de Dirac, que variam muito
de uma aproximacao para outra e influenciam diretamente nos resultados obtidos.

Cumpre ainda observar, que a formulagao proposta neste trabalho foi
aplicada a problemas em meios infinitos e os resultados obtidos foram comparados
com os de outros métodos aplicados a meios finitos, isso porque nao existem resul-
tados, para meios infinitos, disponiveis na literatura. Desta forma, os resultados
numéricos nao podem ser conclusivos, mas indicam que estamos no caminho certo,
ja que nossa principal preocupacao foi desenvolver um método que resolvesse tanto

problemas unidimensionais como multidimensionais.
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Estudamos, ainda, uma maneira de construirmos uma solucao para pro-

blemas em meio finito. Para tal, considere a equacao de transporte unidimensional

dada por (3.1), por exemplo.

Quando estamos trabalhando em meio infinito, nao trabalhamos com

condicoes de contorno, diferentemente do que ocorre no meio finito.

Sendo as-

sim, para aplicarmos a técnica da derivada fracionaria a problemas em meio finito,

seguimos a idéia do método das imagens, no qual obtemos termos de fonte, S e S5,

equivalentes as condigoes de contorno em x=0 e x=L, respectivamente, dados por,

Sy = g(p)d(x — L)(H(p) — H(p + 1)),

onde H representa a fun¢ao de Heaviside dada por (6.14),

fp)=fm:, 0>0

(6.27)

(6.28)

Aqui, f,, e g,, representam o fluxo incidente nas fronteiras do dominio.

Sendo assim, a solucao da equacao de transporte, por derivada fra-

ciondria, em meio finito, serda da seguinte forma,

¢:¢h+¢h*5h /‘L>O7

(6.29)
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Y = p + Yp x Sa, w<0, (6.30)

onde * denota convolugao.

Cabe observar, que a solucao homogénea vy, é obtida através da aplicacao
do método da derivada fracionaria na solucao da equacao de transporte em meio in-
finito, solugao apresentada neste trabalho.

Deste modo, esperamos que a técnica da derivada fracionédria possa ser

aplicada em problemas de transporte em dominio limitado.
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7 CONCLUSAO

Este trabalho teve por objetivo o emprego do método da derivada fra-
ciondria na equacgao de transporte para a determinagao dos fluxos angular e es-
calar, considerando um feixe de fétons em meios materiais, da corrente parcial de
néutrons para problemas bidimensionais em meios homogeneos, do fluxo angular
para a equagao de transporte tridimensional e para o cédlculo da taxa de dose ab-
sorvida em uma regiao irradiada.

Foram, ainda, apresentadas simulacoes numéricas para problemas em
meio infinito e uma generalizagao tedrica aplicada a problemas em dominio limi-
tado.

Os resultados obtidos mostram que o objetivo foi alcangado no sen-
tido de que foi possivel encontrar uma solugao pelo método proposto, tanto para
problemas unidimensionais como multidimensionais em geometria cartesiana, obser-
vando que a diferencga bésica entre estas solugoes aparece no nimero de integrais que
aparece na solugao. Cabe ainda observar, que o esforco computacional necessério
para a resolucao dos problemas é relativamente pequeno.

A idéia basica deste método consiste no uso da definicao integral para
derivada fracionaria, que é usada para determinar a ordem ¢ dessa derivada e, da re-
gra de derivada fracionaria do produto de fungoes, que nos permite estabelecer uma
solucao para o fluxo angular. O uso da representacao integral nos permite encontrar
uma solucao para o fluxo angular somente nos casos especiais onde a integral pode
ser analiticamente calculada, enquanto que a solugao por derivada fracionaria, neste
sentido, é totalmente geral.

Finalmente, é importante salientar que a formulacao proposta nesse tra-
balho pode ser generalizada, sem dificuldade, na construcao da solucao da equagao
de transporte multidimensional com espalhamento anisotrépico, fontes arbitrarias,
ou ainda, com secao de choque variando com a posi¢cao. Acreditamos que o método

da derivada fracionaria é um método promissor para resolver problemas de trans-
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porte e, em trabalhos futuros, realizaremos simulacoes numéricas da generalizagao

tedrica da metodologia para dominios limitados.
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APENDICE A DEDUCAO DA EQUACAO
DE TRANSPORTE - FORMA
GENERICA

O principal objetivo da Teoria de Transporte é determinar a distribuicao
de particulas num meio, levando em conta o movimento das mesmas e sua interagao
com este meio. Uma vez que nao podemos especificar o nimero exato de particulas,
numa certa regiao, num dado tempo, devido a natureza aleatéria dos eventos de
interagao, trabalhamos, entao, com a equacao de transporte, que é a descrigao
matematica desse movimento de particulas através dos meios materiais, que en-
volve uma aproximacao estatistica, baseada em algumas consideragoes:

- as interagoes entre particulas sao negligenciadas, o que se traduz na linearidade da
equacao;
- as colisoes sao consideradas instataneas;

entre as colisoes, as particulas movem-se em linha reta e com velocidade constante;

as particulas sao consideradas pontuais;

somente o valor “esperado” de particulas, é considerado;

as propriedades do material sao consideradas isotropicas.

A derivacao da equacao de transporte € valida tanto para néutrons como para fotons
e sera deduzida com a notagao usada na fisica de reatores, para tanto serao definidas

certas quantidades, necessarias a descricao do problema de transporte de néutrons.

A.1 Definicoes e Notacgoes

A.1.1 Néutron como uma Particula Pontual

Na Teoria de Transporte, um néutron é considerado como uma particula
pontual no sentido de que pode ser descrito completamente por sua posicao r e

velocidade v. O vetor velocidade é freqiientemente representado por,
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v =100 (A1)

onde v(= |v|) é a grandeza escalar da velocidade e © é um vetor unitério na mesma

direcao de v.
A.1.2 Densidade Angular de Néutrons

E o nidmero provével (ou esperado) de néutrons na posi¢ao r, com
direcao € e energia E no instante ¢, por unidade de volume, por unidade de angulo
sé6lido, por unidade de energia. Assim N(r,Q, E,t)dVdQdE é o nimero esperado de
néutrons no elemento de volume dV em r, tendo diregcoes dentro do angulo sélido

d§) em torno de £ e energia no intervalo dF& em E, no tempo t.

A.1.3 Densidade de Néutrons

A integral da densidade angular de néutrons sore todas as diregoes (ou

todos os angulos sélidos) é igual a densidade de néutrons n(r, F,t), assim,

Densidade de Néutrons = [ N(r,Q, E,t)dQ = n(r, E,t) (A.2)
4m

onde o simbolo 47 representa a integracao em todas as direcoes. Conseqiientemente,
a quantidade n(r, E, t) representa o nimero esperado de néutrons em r com energia

E, no tempo ¢, por unidade de volume, por unidade de energia.

A.1.4 Corrente Angular de Néutrons

A corrente angular de néutrons é definida como o produto do vetor

velocidade pela densidade angular de néutrons,
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Jjr,Q E t) =uN(r,Q, E ) (A.3)

A.1.5 Fluxo Angular de Néutrons

E definido como produto do moédulo da velocidade pela densidade an-

gular de néutrons,

W(r,Q, E t) =vN(r,Q, E,t) (A.4)
A.1.6 Fluxo Escalar de Néutrons

A integral do fluxo angular sob todas as diregoes é chamada de fluxo

escalar de néutrons, isto é,

o(r, E,t) = @/)(LQ,E,t)dQ:/ oN(r,Q, E,t)dQ = vn(r, E, ) (A.5)

47 47

O fluxo escalar de néutrons é o produto do médulo da velocidade pela

densidade de néutrons.

A.1.7 Corrente de Néutrons

Define-se a corrente de néutrons como a integral da corrente angular

sob todas as diregoes,

J(r, E.t) = / J(r.Q, B, £)d2 (A.6)
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A.1.8 Fontes Independentes

As fontes independentes sao fontes de néutrons que nao dependem da
densidade de néutrons do sistema. Elas aparecem por outras razoes que nao colisoes
de néutrons, isto é, nao aparecem de fissoes e reacoes de neutrons similares. Elas
aparecem, por exemplo, de processos de fissoes espontaneas ou, ainda, pela agao
de particulas de raios césmicos e sdo representadas pela quantidade Q(r,Q, E,t),
que é definida como a probabilidade, por unidade de tempo, que um néutron de
energia F apareca em r por unidade de angulo sélido, por unidade de energia, isto
é, QdV dQdFE é razao esperada de que cada néutron apareca em um volume dV com

direcao em df2 e energia em dFE.

A.1.9 Secoes de Choque

A quantidade o4(r, E), denominada se¢ao de choque macroscépica total,
é definida como a probabilidade de reacao de um néutron por unidade de compri-
mento de trajetoria.

A secao de choque macroscopica total é a soma das secoes de choque
parciais para todos os possiveis tipos de colisoes néutron-nucleo. As secoes de
choque parciais representam geralmente a probabilidade de que um tipo particu-

lar de particula emerja da colisao. Entao definimos:

Q

e(r, E') sec@o de choque de espalhamento eldstico
oi(r, E) se¢ao de choque de espalhamento ineléstico
) secao de choque de captura radioativa

) sec@o de choque de fissdo.

Define-se secao de choque diferencial como a probabilidade de que, havendo colisoes
tais como, espalhamento, fissdes, os néutrons resultantes dessas determinadas co-
lisoes tenham varias direcoes e energias. A secao de choque diferencial pode ser

representada por,
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0o (1, B') fo(r; @, B — Q, B) (A.7)

onde o, é a secao de choque para uma reacao do tipo = para néutrons de energia £’ e
fo(r; Q' E — Q E)dQdFE é a probabilidade que um néutron de diregao € e energia
E’ tenha uma colisao do tipo x, emergindo da colisao um néutron no intervalo df2
em torno de underlinef) com energia dFE em E. Para as colisdoes com espalhamento
elastico ou inelastico, um néutron emerge para cada néutron que colide com o nticleo.
A probabilidade pode, conseqiientemente ser normalizada para a unidade. Entao,

para o espalhamento elastico, a integracao sobre todas as diregoes e energias resulta,

//fe(z; QB — Q, FE)dQdE =1 (A.8)

e uma expressao similar é aplicada para o espalhamento inelastico. Para a captura
radioativa e outras reagoes nas quais nenhum néutron emerge, f é zero. Para a
fissao, uma boa aproximacao resulta ao assumirmos que os néutrons sao emitidos

isotropicamente em sistema de laboratério. Assim, é possivel escrever,

1
T
onde v(r, ' — E)dE é o espectro de fissdo dos néutrons, ou seja, a probabilidade

que uma fissdo causada por um néutron de posicao r e energia E’ conduza a um

néutron dentro de dE sobre E. Além disso, v(r, E') é normalizado e, desta forma,

%//V(E, E' — E)dQdE = /y(f, E' — E)E = v(r, E') (A.10)

onde v(r, E') é o nimero de néutrons produzidos por uma fissdo em r causada por

um néutron de energia E'.
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A.1.10 Taxas de Interacao

A secao macroscopica de choque, o,, é a probabilidade de que um
néutron sofra uma reagao particular, indicada por x, na unidade de distancia. Se v
¢é a velocidade do néutron, entao vo, é a probabilidade correspondente por unidade
de tempo. Por isso, se N é a densidade angular do néuton, a taxa de interacao, em
unidades apropriadas é dada por vo,N. Integrando-se a taxa de interacao em todas

as direcoes,

/vadeQ:/ vo.(r, E)YN(r,Q, E, t)dQ =
4 47

=wvo,(r,E) | N(r,Q, E t)dQ = vo,(r, E)n(r, E,t) (A.11)

47
onde vo,(r, E)n(r, E,t) é o nimero de interagoes do tipo x por unidade de volume
e de energia na posigao r e tempo t devido a néutrons de energia F, na unidade de

tempo.

O nimero de néutrons por unidade de volume, tendo direcoes no interior
de d€Y e energia dE" em E' é N(r,Q) E' t)dQYdE’. A taxa de néutrons por unidade
de volume e de tempo, na posicao r e tempo ¢, na qual tais néutrons sao transferidos
por interacoes do tipo x para direcoes finais df2 em torno de {2 e energias finais dF

em F é entao,

Vo (r, E') fo(r; @, B — Q, E)N(r,Q, E' t)dQ dE'dQdE (A.12)

A.2 Derivacao da Equacao de Transporte de Néutrons

Derivamos uma equagao exata de fase-espago-densidade N (r,Q, E.t),

que caracteriza o processo de transporte pelo simples balanceamento dos varios
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mecanismos pelos quais as particulas podem ser ganhadas ou perdidas em um volume

arbitrario dentro de um sistema,

Taxa de tempo Troca devido ao vazamento Troca devido
| =1 J+ [ [Fontes

da troca de n através de S colisoes

Consideremos o que acontece a um feixe de néutrons, decorrido um
intervalo de tempo At [43]. Os néutrons de energia E que sofrem uma colisao
podem ser considerados como perdidos do feixe, ao passo que os que nao colidem,
permanecem. A distancia percorrida por um néutron no tempo At é vAt; entao, a

probabilidade do mesmo colidir neste tempo é,
ou(r, E)vAt (A.13)
A probabilidade de que um néutron nao sofra uma colisao neste tempo

e que permaneca no feixe é, conseqiientemente,

1 —oy(r, E)vAt (A.14)

Segue, portanto, que o nimero de néutros que permanecem no feixe é,

N(r,Q, E t)[1 — ou(r, E)vAt]dVdQdE (A.15)

Estes, voltarao a posicao r + QuAt no tempo t + At.

Além dos néutros perdidos do feixe por colisoes, alguns podem ingressar,
como resultado de colisoes com néutrons estranhos ao feixe e de fontes independentes.
Estas duas tultimas quantidades, sao dadas, respectivamente, como o numero de

néutrons ingressantes no feixe como resultado de colisoes,

[//Jt([, ENf(r; QB — Q,E)'N(r, €, t)dQ de’' |dV dQdEAt (A.16)



82

e o nimero de néutrons que ingressam no feixe através de fontes,

Q(r,Q, E,t)dVdQdEAL (A.17)

Adicionando (A.15), (A.16) e (A.17) e eliminado dVdQdFE, a densidade

angular de néutrons na posigao r + QuAt no tempo t + At é dada por,

N(r+ QuAt,Q, E t+d6t) = N(r,Q, E,t)(1 — o,vAt) +
+ [//Ugfv’N(ﬁ,Q’, E' t)dQdE | At + QAt (A.18)
onde, para simplificar a representacao, usamos,
Oy = Ut(f, E)>

o f =oy(r, B f(r; Y, B — Q)

Q=0Q(r,Q et).
A seguir, dividindo ambos os membros da expressao (A.18) por At e fazendo At — 0,

o resultado apds simplificacoes, é,

N QuAt, Q. F At) — N(r,Q, F
llm |: (£+_U t7_7 7t+ t) (f? - 7t) ‘I"O‘{UN(Z, Q7 E, t) —
At—0 At
_ / / ol N (r, @ B 4)d)dE + Q (A.19)

O primeiro termo da equacao (A.18) é a derivada total da densidade

dN

angular de néutrons em funcao do tempo, e é denotado por %,

N(f) Q? E? t) *

onde N representa

Se o termo N (r,Q, E,t + At) for adicionado e subtraido ao numerador
do termo entre colchetes, na equagao (A.18), sdo obtidas duas expressoes que podem

ser facilmente calculadas, quais sejam,
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1; N(f,Q,E,t—f—At)_N(f,Q,E,t) 8N
11m =

At—0 At T (A.20)

IN(r+ QuALQ E t + At) — N(r,Q, B, t + At)
lim
At—0 At

]: vQ - VN(r,Q, E,t)
(A.21)

O resultado (A.21) pode ser facilmente obtido em coordenadas carte-
sianas, onde r e £ tem componentes z, y, z e €1, £, ., respectivamente. O lado

esquerdo da equacao (A.21) pode se escrito como,

N(z + QuuAt,y + QAL 2z + QAL ...) — N(z,y, 2, ...

Al}:r—r}o At
ON ON ON

= v — + vQ,— + v, — A.22

Ve B U dy v 0z ( )

Esta expressao representa v vezes a derivada direcional de N na direcao
Q e pode, conseqlientemente, ser representada por vQ - VN(r,Q, E t) como na
equagao (A.21).

Substituindo as equagoes (A.19), (A.20) e (A.21) em (A.18), o resultado

N
aa—t—FvQ-VN—i-atvN://Jgfv’N’dQ’dE’—i-Q (A.23)

onde,

N =N(r,Q,E,t)

N = N(r,Y, E,t).
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A equagao (A.23) é a forma basica da equagao de transporte de néutrons.
Quanto ao significado fisico dos dois primeiros termos do lado esquerdo dessa equacao,
podemos dizer que juntos sdo iguais ao primeiro termo da equagao (A.19). A quan-

tidade %—]X ¢ a variacao do tempo de mudanca da densidade angular de néutrons, na

N

o arazao de mudanga no feixe em movimento, com

posicao fixa r; esta, difere de
velocidade de néutron V' = vf).

A diferenca, —v2- VN, representa a variagao de mudanca da densidade
angular de néutrons na posicao r, devido ao fluxo, isto é, o movimento dos mesmos

em linha reta, sem nenhuma colisdo. A variacao na mudanca calculada por um

dN

“r> sem contribuicao do fluxo,

observador movendo-se com o feixe de néutrons é

ao passo que, quando determinada por um observador fixo em r, o resultado é %—]X,
que considera a mudanca devido ao fluxo de néutrons. O termo v§) - VN é, con-
seqiientemente, algumas vezes, referido como termo fluxo, na equacao de transporte
de néutrons.

Na verdade, este termo representa o efeito do fluxo, que poderia ser
obtido por derivacao da variacao daquele fluxo de néutrons, através de um pequeno
elemento de volume. Se este elemento for limitado por planos, tendo coordenadas
r, x4+ Ax;y, y+ oy e z, 2+ Az, tais que o volume seja dV = AxAyAz, o nimero
de néutrons do elemento de volume, que estao movendo-se na direcao §2 é, entao,
N(z,y,2z,Q, E,t)dV. A variagdo sob a qual os néutrons entram no elemento de

volume, como resultado do movimento através de duas faces perpendiculares, na

direcao x, isto é, as faces com coordenadas x e x + Ax, é, entao,

O numero de néutrons entrando no elemento de volume
. , = v, N(z,y,2)AyAz
por unidade de tempo(através da face em x)

O nimero de neutrons deixando o elemento de volume
, ) = v, N(z+Ax,y, z) AyAz
por unidade de tempo(através da face em x+Ax)
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onde v, é a componente x da velocidade e os argumentos (2, F,t) foram omitidos
para simplificar. A diferenca entre estes dois ntimeros fornece a componente x da
variacao do fluxo, isto é, a variacao de mudanca do fluxo angular de néutrons em
dV, devido aquelas que atravessam as duas faces do elemento de volume, para as

quais, x é constante. Segue, portanto que,

ON
Variagao do fluxo(coordenada x) = —vgca—dV = —(v-VN)dV
x
e, entao o numero de néutrons que ingressam no pequeno elemento de volume, devido

ao fluxo, é —v - VN, por unidade de volume. esta quantidade é igual a —v2 - VN

e, conseqiientemente,

ON _ dN

- = = Q- VN (A.24)

A Equacao de Transporte dada em (A.23) pode, também ser expressa

em termos do fluxo angular v, que é igual a vN; entao, considerando,

v =vN =1(r,Q, E t) (A.25)

P =0'N =9(r,Q ' t) (A.26)

o resultado obtido é,

19

Lo v sow = [ [opuagar o (A.27)
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APENDICE B A EQUACAO DE
TRANSPORTE
MULTIGRUPO
DEPENDENTE DA ENERGIA

Quando consideramos o comportamento de fétons e nao o de néutrons,
é mais conveniente nos referirmos a energia liberada pela radiagao e nao pelo niimero
de particulas, e trabalhar com uma quantidade I(r, E, ), denominada intensidade
de fluxo angular de energia, relacionada com a densidade do fluxo angular de energia,

pela expressao,

I(r,E,Q) = E(r, E,Q). (B.1)

Também, ao invés da variavel energia E, é mais natural trabalhar com

o comprimento de onda do féton, A, em unidades Compton. Isto é, usamos,

onde F é dada em unidades Mev. Para o caso particular de um sistema independente

do tempo, com fonte plana infinita na origem,

Maw@c, B, )

St LB, By) = / W / STE = B;Q — Qp(a, B ) dQ+S (B, 1) (x),

(B.2)

onde usamos p para a variavel angular, ¢ para o coeficiente de atenuagao linear e
d(z) é a fungao Delta de Dirac.

Antes de obtermos a equacao de transporte na forma desejada, para
problemas com fétons, primeiro enunciaremos duas relagoes necessarias:

1. Como as particulas devem ser conservadas [26], podemos escrever,



0 0o
/¢<x,A,u)dA—/ U(z, B, p)dE.
0

oo

E como,

~—0,511dA

dE o

podemos escrever,

0 0
/ W(x, A\, p)dA :/ 0,511¢(x, E,,u)d)\

o o0 ﬁ’
isto é,
0,511

/\¢($> )\Mu) = —w(x7E7/JJ>7

ou seja,

MY(x, A, ) = Ed(z, B, p).

Agora, definindo,

Iz, A\, ) = Mp(, A, ),

segue que,

Iz, A\ ) = BEY(x, B, p) = (2, E, ).

87

(B.3)

(B.7)

(B.9)

2. Pelo mesmo motivo de (1), podemos escrever o nicleo de espalhamento em termos

do comprimento de onda como sendo,
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(B.10)
entao,
/ d)\ / /
0,511 (E' — E;Q — Q) 2 =Y (N = X2 - Q)dA, (B.11)
e, portanto,
EY (B — E;Q — QdA=21> (N — X Q — Q)dA. (B.12)

Voltando, agora, & equagao (B.2), se multiplicarmos ambos os membros

por E e usarmos a quagao (B.9), obtemos,

OI(x, A, 1) K ,
I(z. \ _ = N o VNN 1o I 30)! '
=S e N (A, ) /4ﬂ/0 =D (B = B Q= Q) (w, N, )dE A+ S (B, 1)3 ()
(B.13)
Agora, usando a equacao (B.12), podemos escrever a equagao (B.13)
como,
ol(x, A
WO o1 = [ [ ST A e NS ),
a7

(B.14)

onde usamos,

SO\ ) = ES(E, ), (B.15)
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e?
— / / )\ — / /
DN oL -2 =5 (N - X2 - Q). (B.16)
A equacao (B.14) é a formulagao da equagao de Boltzmann encontrada
para melhor resolver problemas de fétons gamma. O efeito do fator % na equacao

(B.16) é “suavizar”a variagao do espalhamento do nicleo.
Cumpre observar, que neste trabalho usamos a notagao ¥ (z, A, ) ao

invés de I(z, A\, ).
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APENDICE C TABELAS DOS
COEFICIENTES DE )
ATENUACAO E ABSORCAO

Neste apéndice sao apresentados os valores dos coeficientes de atenuacao
(c(X)) e absorcao (u,) da dgua, para as energias de interesse nesse trabalho. Esses
coeficientes foram obtidos por interpolacao através de uma Spline Ciubica usando o

software Matlab [37].

Tabela C.1: Coeficientes de atenuacao e absor¢ao em fung¢ao da energia, con-
siderando Regra de Simpson, cinco valores de energia e energia do feixe
de fotons incidente igual a 1,25 Mewv.

Ej[Mev] | ¢(A)(H2O)[em™1] | pta, (H50)[em? /]
1.25 0.0633 0.0295
0.5623 0.0920 0.0330
0.3627 0.1106 0.0326
0.2677 0.1238 0.0312
0.2121 0.1334 0.0300

Tabela C.2: Coeficientes de atenuacdo e absor¢ao em func¢do da energia, con-
siderando Regra de Simpson, cinco valores de energia e energia do feixe
de fotons incidente igual a 2 Mev.

E;Mev] | eV (H;0)[em 1] | jiq, (H;0) [crn?/g]
2 0.0493 0.0260
0.6764 0.0847 0.0327
0.4070 0.1052 0.0328
0.2911 0.1203 0.0317
0.2266 0.1307 0.0303

Tabela C.3: Dados do meio material considerado.

Meio | plg/em?®] | A| Z
Agua 1.00 18 | 7.42




