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RESUMO

Encontram-se, na literatura, diversos estudos que apresentam solugao
para o problema de transferéncia radiativa sem simetria azimutal em uma placa.
Na grande maioria desses estudos, utiliza-se uma decomposicao proposta por
Chandrasekhar [12] para resolugao do problema proposto. Nessa decomposicao,
para cada angulo azimutal de interesse, o problema original é desacoplado em um
conjunto de problemas com simetria azimutal, os quais sao resolvidos, entao, por
métodos classicos. Neste trabalho, percorremos um caminho diferente, no qual
consideramos a discretizagao das duas variaveis angulares do problema e, com
isto, obtemos um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem
que é resolvido pelo método LTSy. Aplicamos esta formulacao na resolucao de
problemas inseridos no contexto de Transferéncia Radiativa na Atmosfera, mais
especificamente em névoas e nuvens, os quais sao caracterizados pelo alto grau de
anisotropia. Resolvemos esses problemas mediante a utilizacao de ideias semelhantes
as utilizadas no esquema LTSy nao espectral [29]. Para validar a formulacao
proposta, apresentamos resultados de simulagoes numeéricas, bem como resultados
de um estudo acerca da qualidade da solucao calculada. Apresentamos, ainda,

comparagoes da solugao encontrada com resultados da literatura.
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ABSTRACT

There are several studies in the literature that present a solution to
the problem of radiative transfer without azimuth symmetry in a plate. In the vast
majority of these studies, a decomposition proposed by Chandrasekhar [12] is used
to solve the proposed problem. In this decomposition, for each azimuthal angle
of interest, the original problem is decoupled into a set of problems with azimuth
symmetry, which are then solved by classical methods. In this work, we follow a
different path in which we consider the discretization of the two angular variables
of the problem and, thus, we obtain a system of first order ordinary differential
equations that is solved by the LTSy method. We applied this formulation to solve
problems in the context of Radiative Transfer in the Atmosphere, specifically in
mists and clouds, which are characterized by a high degree of anisotropy. We solved
these problems by using ideas which are similar to those used in the non-spectral
LTSy scheme [29]. In order to validate the proposed formulation, we presented
numerical simulation results as well as results from a study about the quality of
the calculated solution. We also presented comparisons of the solution found with

results in the literature.



1 INTRODUCAO

Em varias areas das ciéncias e engenharias, a equacao de transporte
de particulas é utilizada como um modelo matematico para descrever diversos
fenomenos fisicos. De maneira geral, a equacao de transporte modela esses
fenomenos mediante a descricao da distribuicao espacial, direcional e energética
das particulas que se propagam em um determinado meio, levando em consideragao
seus movimentos e suas interagoes com os meios materiais [13]. Dentre os exemplos
de aplicacoes desta equagao, podemos citar sua utilizagao na modelagem de
propriedades oticas da atmosfera terrestre 39|, |24]; na descri¢ao da distribuigao da
populagao de néutrons no interior do niicleo de um reator nuclear [13]; em medicina
nuclear, no célculo e na analise de blindagens e na dosimetria das radiagoes [2]; na
modelagem de sondas nucleares utilizadas para caracterizar a geologia do subsolo

na descoberta de pocos subterraneos [11], dentre outros.

Uma classe importante de problemas modelados pela equagao de
transporte de particulas neutras diz respeito aqueles que descrevem o fenomeno
fisico da transferéncia de energia por radiacao, contexto no qual se define a
Equagao de Transferéncia Radiativa (ETR). Aplicagoes em optica [22], astrofisica
[28],[17], ciéncia atmosférica [40],[23|, sensoriamento remoto [34], tomografia [18]
e radioterapia 2| sdo alguns exemplos de aplica¢oes modeladas pela equacao de

transferéncia radiativa.

Neste trabalho, sera dada énfase a problemas de transferéncia radiativa
sem simetria azimutal na camada homogénea da atmosfera, na faixa de energia do
espectro da luz visivel em nuvens e nevoeiros, o qual estard sujeito a intensidades de
radiagao incidentes na fronteira. Problemas sem simetria azimutal caracterizam-se

por apresentar dependéncia na variavel azimutal.



Diversas solucoes da equacao de transporte de particulas sao
encontradas na literatura. Em 1960, Case [5| propds uma solu¢ao analitica
para esta equagao, porém, restrita a problemas envolvendo geometria cartesiana
unidimensional, espalhamento isotropico e independéncia de tempo. Por possuir
tratamento analitico complexo, varios estudos foram realizados por diferentes
pesquisadores no ambito do desenvolvimento de formulagoes para resolucao de
aproximacoes da equacao de transporte de particulas. Dentre essas aproximacoes,
encontram-se a Fy, proposta por Sierwert [35]; a aproximagao Py de Jeans [2§]
e a proposi¢ao de Chandrasekhar [10] para aproximacao Sy. A aproximacao Sy -
também conhecida como Método das Ordenadas Discretas - tem como ideia central
a aproximacao do termo integral da equacao por Quadratura Gaussiana e posterior
aplicagao do método da colocacao no conjunto de direcoes discretas, as mesmas

usadas na aproximacao do termo integral por quadratura.

No que se refere a resolucao de problemas de transferéncia radiativa sem
simetria azimutal, a decomposi¢do de Chandrasekhar [12] é um método bastante
utilizado e consiste na expansao da solucao do problema sem simetria em uma série
de Fourier na variavel azimutal, transformando a resolugao de um problema sem
simetria azimutal na resolucao de um conjunto de problemas com simetria azimutal.
Dentre as formulagoes propostas para a resolucao dos problemas resultantes da
decomposicao de Chandrasekhar, encontra-se a formulagao LTSy, que resolve de
forma analitica a aproximagao Sy desses problemas. De modo geral, a ideia principal
do método LTSy consiste na aplicacao da Transformada de Laplace na variavel 7
no conjunto de equagoes Sy, inversao analitica da matriz simbolica e resolucao do
sistema linear resultante [1], [16], [32]. Importante destacar aqui, que a convergéncia
do método LTSy estd demonstrada nos trabalhos desenvolvidos por Pazos e Vilhena
[26], [27], os quais provaram que, & medida que N cresce, a solugao LTSy se aproxima

da solucao exata de Case [5].



No contexto desse estudo, o método LTSy ja foi aplicado na resolucao de
problemas com altas anisotropias, formulados mediante a utilizacao da decomposigao
da intensidade de radiagdo proposta por Chandrasekhar [31],[33|, [3], [4], [30];
na resolugdo de problemas de transferéncia radiativa com polarizagao [36], bem
como na resolucao de problemas de transferéncia radiativa condutiva em geometria
cilindrica [21]. Entretanto, estudos desenvolvidos visando a resolu¢ao da equagao
de transferéncia radiativa e considerando a discretizagao de ambas as varidveis
angulares é escasso e, para nosso conhecimento, restringe-se ao trabalho desenvolvido
por Ladeia [19], [20], [21] para problemas de transferéncia radiativa condutiva
em geometria cilindrica e considerando baixo grau de anisotropia. Nesse sentido,
com o objetivo de aprimorar a formulacao LTSy para o tratamento de problemas
de transferéncia radiativa unidimensionais e com altos graus de anisotropia,
propomos, nesta tese, um esquema que discretiza o termo integral da equacao em
ambas as varidveis angulares, utilizando a quadratura de Gauss-Legendre. Deste
procedimento, resulta uma equacao matricial que serd resolvida analiticamente

utilizando a formulacao LTSy.

Este trabalho estd organizado em 5 capitulos. No capitulo 2,
apresentamos alguns dos principais conceitos fisicos relativos a Transferéncia
Radiativa na Atmosfera, bem como uma formula¢ao matematica para a ETR. No
capitulo 3, descrevemos o método LTSy classico utilizado na resolucao de problemas
de transferéncia radiativa sem simetria azimutal. Em seguida, no capitulo 4,
apresentamos a nossa formulacao proposta para a resolucao analitica da aproximagcao
em ordenadas discretas dupla da ETR sem simetria azimutal em uma placa. No
capitulo 5 apresentamos resultados obtidos via simula¢oes numéricas, bem como
resultados de um estudo acerca da qualidade da solucao calculada. Apresentamos
também, neste capitulo, comparacoes das solucoes obtidas com os resultados
disponiveis na literatura. Por fim, no capitulo 6, apresentamos as conclusoes deste

estudo.



2 A EQUACAO DE TRANSFERENCIA
RADIATIVA NA ATMOSFERA

Neste capitulo, descrevemos alguns conceitos relacionados a
Transferéncia Radiativa na atmosfera e apresentamos uma formulacao matematica
da ETR supondo geometria unidimensional e meio participante, a qual é derivada

a partir dos processos de atenuagao e incremento da radiagao [10],[40].

2.1 Conceitos fisicos

Segundo Yamasoe e Corréa [40], Radiagao é a emissao ou propagacao de
energia na forma de onda eletromagnética ou, equivalente, como fluxo de fétons. No
sistema terrestre, a principal fonte de radiacao é proveniente do Sol. Esta radiacao
visivel chamamos de luz e é de suma importancia nos processos quimicos, fisicos e
bioldgicos que ocorrem na natureza e estao relacionadas a diversos fenomenos, dentre
os quais, a mudanca climatica do planeta e o lancamento de satélites meteorolégicos.
As nuvens cobrem cerca de 40% do planeta Terra e cumprem um importante papel
na regulacao da radiagao armazenada na atmosfera, visto que refletem, absorvem e

transmitem radiagao solar e terrestre.

No contexto da transferéncia radiativa na atmosfera, a ETR descreve
as alteracoes do fluxo da radiacao solar causados pelos processos de interacao da
radiacao com os gases e particulas presentes no meio. Neste trabalho, apresentamos
uma derivacao da ETR mediante a realizagao de um balanco de energia para um
volume elementar no caminho de propagacao de um feixe de luz, o qual incide e
¢ espalhado no meio [10], [25]. Para tanto, apresentamos a seguir, defini¢oes de
grandezas fisicas presentes na ETR, bem como a descricao dos conceitos fisicos

relativos a transferéncia radiativa na atmosfera.



Consideremos, inicialmente, um angulo sélido €2 definido como a razao

entre a area A de uma superficie esférica e o quadrado do raio r da esfera, ou seja,

A

r2’

Q= (2.1)

Para a esfera de raio r ilustrada na figura (2.1), centrada em O e com um ponto
arbitrario em sua superficie com coordenadas esféricas 6 e ¢, definimos sua area

infinitesimal como:
dA = rdOrsenfdy, (2.2)
Assim, o angulo solido infinitesimal definido por essa area é:

Q) = % = senfdfdp. (2.3)
r

dA
de

[@)

Figura 2.1: Angulos polar 0 e azimutal ¢ que definem a direcio de propagacio de
uma particula, no sistema de coordenadas cartesianas. Fonte: adaptado

de Yamasoe e Corréa (2016).

Definimos o Fluxo de Radiacao [40| como o quociente entre a quantidade de energia

emitida, transferida ou recebida em um intervalo de tempo dado, isto é,

_dQ
b= (2.4)
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As medidas de intensidade de radiagdo podem ser obtidas pela Irradiancia e a
Radiancia. A Irradiancia é definida como o quociente entre o fluxo de radiacgao
incidente d¢, em um determinado ponto de uma superficie, e a area da superficie
atravessada, ou

_d9,

E—d—A,

(2.5)

ja a Radiancia mede a quantidade de radiagao recebida por um ponto, em uma

determinada diregao,

,__dE
~ cosBdS)’

(2.6)

Conhecendo a radiancia incidente em todas as dire¢oes de propagac¢ao dentro de um

angulo solido df), definimos a irradiancia total incidente por:

2 us
E = / / 1(0, p)coslsenfdbdp. (2.7)
o Jo

Uma importante caracteristica fisica da atmosfera ¢ que ela pode ser
considerada um meio participante. Meios participantes sao aqueles em que podem
ocorrer os fenémenos fisicos de absor¢ao, emissao e/ou espalhamento durante a
propagacao da radia¢ao. O fenomeno fisico da absorcao (k) produz um decremento
da intensidade de radiacao, no qual pode ocorrer transformacao da radiagao
em outras formas de energia ou entdo surgir radiacdo em outra frequéncia [37].
Este processo causa alteracao fisica do meio atravessado. No caso da atmosfera,
aumento da temperatura [40]. O fenémeno fisico da emissao (j,) incrementa a
intensidade de radiacao numa determinada orientacao. Por fim, o fené6meno fisico
dito espalhamento (0g)) causa mudanca da diregdo de propagacao da radiacdo, a
qual pode ser refletida ou transmitida [23]. Cabe destacar aqui, que o subscrito A,
utilizado nos parametros que descrevem os fendmenos fisicos acima, indica que os
mesmos podem ocorrem de maneiras distintas para cada comprimento de onda. Os
processos de espalhamento da radiacao em nuvens sao promovidos por elementos que

constituem a atmosfera, tais como gases e outras particulas solidas em suspensao,



chamadas de aerossois. Sao exemplos de aerossois a poeira, os graos de polen, as
particulas resultantes da queima de combustiveis fosseis e de processos industriais,
a poeira de erup¢ao vulcanica, dentre outros. A atenuacao () da intensidade de

radiacao é causada pelos processos de absorcao e espalhamento, ou seja,
B = kx + osn, (2.8)

enquanto que o incremento da radiacao pode ser ocasionado tanto pelo processo de
emissao de radiacao quanto de espalhamento de radiacao oriundas de outras diregoes.
A figura abaixo apresenta um esquema de um feixe incidente de radiagao sobre um

meio e os possiveis fenomenos fisicos que podem ocorrer durante a propagagao.

Iy

I,\—F(IJTA

Y

Figura 2.2: Esquema do incremento e atenuacao de um feixe de radiagcao ao longo
de um caminho ds. dl)(\l): absor¢ao, d[/(\z) ; emissao, d[/(\?’) : espalhamento
POT TEMOCAO € d]/(\4): espalhamento por adicao. Fonte: adaptado de

Yamasoe e Corréa (2016).

De acordo com Chandrasekhar [10], as propriedades de um meio
participante variam, predominantemente, na diregao vertical (z). No que se refere a

atmosfera, as variacoes relacionadas ao raio terrestre (aproximadamente 6300 km)

7



sao mais significativas do que as variagoes na espessura da atmosfera (cerca de
100 km). Logo, podemos considerar a atmosfera por meio estratificado em planos
paralelos, onde todas as propriedades sao invariantes sob translacao em cada um

dos planos [40].

Considerando esta geometria, introduzimos, convenientemente, uma variavel que
relaciona o coeficiente de atenuacao do meio com a profundidade z, denominada de
variavel optica e representada por (7). Nesse sentido, a relagao entre a variacdo do

coeficiente de atenuacao e a profundidade é descrita por:
dr = p(2)dz. (2.9)

A fungao p(cos®), conhecida como fungao de fase, descreve o padrao angular
de espalhamento da radiacao e depende dos éangulos de incidéncia (u/,¢’) e
espalhamento (u, @) - onde p = cosf - e do comprimento de onda A da radia¢ao
incidente |40|. Aqui, © é o angulo formado pela dire¢do de movimento do foton

antes da interacao e o angulo resultante apos a interacao.

Normalizada, a funcao de fase pode ser escrita como:

1 2 ™
—/ / p(cosO)senbdfdp = 1. (2.10)
ar Jo  Jo

2.2 Formulagao Matematica da ETR

A fim de apresentarmos uma derivacao da ETR, consideremos uma
determinada quantidade de energia d(), definida para um fluxo passando em um
intervalo de tempo dt, por um elemento de area dA, nas dire¢oes compreendidas por
um angulo solido df2, em um intervalo de comprimento de onda (A, A\ + d\). Esta

quantidade de energia pode ser expressa em termos da radiancia I, [10] como:

dQ = I\cosOdtd AdddA, (2.11)



onde # é o angulo entre a direcao do fluxo radiante e a direcao normal n ao plano
de dA. Expressando (2.11) em termos de I:

I, = dQ
AT cosOdtd AdQdN

(2.12)

Consideremos, ainda, um cilindro de comprimento ds e base com area

dA por onde um feixe de radiacao atravessa,

e

fde) + ‘”"“”Hq

't

1A

s

Figura 2.3: Elemento de volume dV = dAds. Fonte: adaptado de Ozisik (1973).

Como descrito na secao anterior, em meios participantes a radiacao pode sofrer
processos de absorgao, emissao e espalhamento durante sua propagacgao. Portanto,
da energia d@) que atravessa o cilindro, ha uma variacao liquida ao final, parte dela

devido a atenuacao da radiacao pelo meio, que pode ser expressa como:
d(dQ) atenuada = —BaIrcosOdtd AdddNds, (2.13)

onde 3, é o coeficiente de atenuacao.

No mesmo cilindro, de volume dV, além da energia atenuada ha também a energia

emitida pelo meio, que pode ser escrita como:
d(dQ) emitida = jacosOdtdV dQdN,
ou

A(dQ)emitida = jrcosOdtdsd AdQA, (2.14)
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para direcoes confinadas a um elemento de angulo sélido df2 e onde j, é o coeficiente
de emissao do meio. A variacao liquida de energia resulta do balanco entre a energia

atenuada e emitida no meio,

d(dQ)qu = d(dQ)atenuada + d(dQ)emitida- (215)

Substituindo a expressao (2.11) em (2.15) e considerando as equagoes (2.13) e (2.14),

temos:
d])\ = —ﬁ)\I)\dS —|—j)\d8, (216)
ou
dly Jx
=—0 + 2.17
Brds ﬁx (2.17)

Na expressao (2.17), a razao é—i define a funcao fonte e depende da radiacao em
cada ponto e em todas as dire¢oes dentro de um elemento de volume, podendo ser

interpretada como:

_ Osx T)p(élvé) /
R=5 /MJA(g) g, (2.18)

onde "B—j representa a fracao da perda de energia atribuida ao espalhamento [10],

H A
conhecida como albedo de espalhamento simples (w); & = £(6',¢) representa a
direcao de propagacao da energia em um angulo solido d€?' e p(f’ & ) a fungao de fase

de espalhamento.
Considerando w e os angulos polar 6" e azimutal ¢, reescrevemos (2.18) como:
2
)= / / 0,0,0,VI0, " )sentd db'dy’, (2.19)
7r
onde d€Y = senf'df'dy’.

Classicamente, expande-se a fungao p(cos©®) em polinomios de

Legendre e utiliza-se o teorema da adi¢ao para harmonicos esféricos para reescrever
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a funcao de fase como:
L L
pleos©) = P(u, 1, 0, ¢') = Y (2= b0q) Y BIP! () PA() cosla(p — &), (2.20)
q=0 l=q

onde

B =By Ei;g;: (2.21)

sao os coeficientes da expansao, com By =1e B <2l+1,1=0,1,2,...,L, L >0e

d?

Pi(p) = (1~ uz)%dﬂq

Py(p) (2.22)

sao as funcgoes associadas de Legendre.

Por fim, podemos escrever a equac¢ao (2.17) levando em consideragao

geometria plano-paralelo e a expressao para a fungao fonte, de forma que
—[(2,9, 90) +F(Z>9>§0)7 (223)
onde dz = cosfds.

Usando a definigdo de caminho 6tico 7 e a expressao para a fungao fonte (2.19),

reescrevemos (2.23) e obtemos a expressao:

d
udTI(Tuw)JrITuso // (s, s O, pl, @ )dp'dy’. (2.24)

A expressao (2.24) define, portanto, a Equagdo da Transferéncia Radiativa em

geometria cartesiana unidimensional e meio participante.
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3 EQUACAO DE TRANSFERENCIA
RADIATIVA SEM SIMETRIA AZIMUTAL:
SOLUCAO LTSy

Neste capitulo, descrevemos o método LTSy utilizado para a resolugao
de problemas de transferéncia radiativa sem simetria azimutal. Classicamente, estes
problemas sao formulados mediante a utilizacao da decomposicao da intensidade de
radiagdo proposta por Chandrasekhar [10]. Na decomposi¢ao de Chandrasekhar,
o vetor intensidade de radiacao ¢ expandido em uma série de Fourier na variavel
azimutal, a qual é truncada em L termos - onde L representa o grau de anisotropia -
e, posteriormente, essa expansao é substituida na equacgao de transferéncia radiativa
sem simetria azimutal. Deste procedimento, obtém-se que os coeficientes da série de
Fourier sao solucoes de um conjunto de 2L + 1 problemas semelhantes ao problema
com simetria azimutal. Dentre os diversos métodos propostos para a resolugao dos
2L + 1 problemas resultantes da decomposicao de Chandrasekhar, encontra-se o

método LTSy [31], [4], [30], [33], [3].

A fim de descrevermos a solucao LTSy classica utilizada para
a resolucao de problemas de transferéncia radiativa sem simetria azimutal,

consideramos o seguinte problema de albedo, classico da literatura:

8 w 1 21 , ,
1L, 1y )+ 1,y ) = 2 / / pleosO)I(r, i, P )dldy, (3.1
87‘ 47T —1Jo

com condic¢oes de contorno:

10, p1, ) = w0 (1 — 10)3 (0 — o) se p1 >0 (3:2)

(7o, 1, 0) =0 se pu <0, (3.3)

onde I(7, i, ) € a intensidade de radiacao em termos de espessura Otica e
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e 7 € [0,7];

e 1= cosf onde 0 é o angulo polar, portanto p € [—1,1];
e v € [0,27] é o angulo azimutal;

e w € [0, 1] representa o albedo de espalhamento;

e p(cosO) é a fungao de espalhamento, onde © é o angulo formado pela
direcao de movimento do fo6ton antes da interacao e o angulo resultante

apos a interagao.

Consideramos, ainda, a seguinte expansao para a intensidade de

radiagao, proposta por Chandrasekhar [10]:

I(r, 1, 0) = T'(7, 1, 0) + w0 (11— p10)3(e0 — po)e ™ . (3.4)

Substituindo a igualdade (3.4) em (3.1)-(3.3) e, apo6s algumas
manipulagoes algébricas, obtemos o problema a ser satisfeito por I*(7, u, ):

8 . . W 1 27 i , ,
o (T 0) + (7 1) = E/ / pleos O (7, i, ' )dp'dp’ + S(7, 1, 0)3.5)
—-1J0

com condi¢oes de contorno com incidéncia nulas e vetor fonte S(7, i, ¢) dado por

L L
S, 1, ¢) %Z (2= d0g) D BIPL (1) P (10) cosla(ie — o)e™s . (3.6)
q=0 =q

Para resolvermos o problema descrito pelas equagoes (3.5)-(3.6)
via método LTSy Cléssico, primeiramente utilizamos a expansao proposta por
Chandrasekhar, expandindo o vetor intensidade de radiacao em uma série de Fourier

na variavel azimutal,

o0

(7,1, 0) = 1T0(rop) + ) [1(7, 1) cosli(p — o)) + 17 (7, i) sini(o = 0)]] - (3.7)

i=1
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Em seguida, substituimos a decomposi¢ao (3.7) no problema (3.5) e
usando a ortogonalidade das fungoes seno e cosseno, obtém-se que os coeficientes
I¥(r, ;) da série truncada de Fourier (3.7) sdo as solugdes dos L problemas

semelhantes a problemas com simetria azimutal, descritos como:

8 *m *m w - ! *M
:U’EIS (Tv :U’) + Is (Tv :U’) = 5 Z ngfq(lu’) / Péq(lu’/>15 (7—7 :u/)dlu’/v (38)
l=q -1
param = 1,2,.., L e com condi¢oes de contorno nulas.

Jé os coeficientes I*(7, 1) da série de Fourier (3.7) sdo as solugoes dos
seguintes L+ 1 problemas semelhantes a problemas com simetria azimutal, descritos

COINoO:
0 W& !
g () 127 ) = 5 ST AP [ PG ()l + 87, (39)
l=q -

com condigoes de contorno nulas, m = 0,1,2, .., L e vetor fonte dado por:

S (T, ) ZBqu VP (po)ewo . (3.10)

Desta forma, a solucao para o problema de transferéncia radiativa sem
simetria azimutal (3.5) e com condic¢oes de contorno homogéneas é reescrita como:
(o, 0) = S T(r, 1) coslilp — o)] + (1 — )3 — poe s (3.11)
i=0
onde as fungoes I*'(7, 1) tem a mesma forma que as solugoes com simetria azimutal

(3.9)-(3.10).

A aproximagao Sy [9] destes problemas com simetria azimutal é
realizada mediante a aproximac¢do do termo integral das equagdes (3.9) por
Quadratura Gaussiana de ordem N e a posterior aplicagao do método da colocacao
no conjunto de direcoes discretas, as mesmas usadas na quadratura. Deste
procedimento, resulta o seguinte conjunto de equacoes diferenciais

)+ T(r) = Zﬁ?Pqun ZPW P+ SPE), (312)
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com condi¢oes de contorno homogéneas.

Este conjunto de equagoes ¢é resolvido, entao, de maneira classica,
utilizando o método LTSy, mediante: i) a aplicagdo da Transformada de Laplace
na variavel espacial das equagdes Sy ; i) a inversao analitica da matriz associada
e iii) a resolucao do sistema linear resultante. Deste procedimento, obtém-se uma
solugao analitica para os problemas sem simetria azimutal descritos em (3.5)- (3.6).
Desta forma, a resolucao de problemas sem simetria azimutal pelo método LTSy
e utilizando a abordagem de Chandrasekhar exige a resolucao de um conjunto de

2L 4 1 problemas com estrutura semelhantes aos problemas com simetria azimutal.

Buscando aprimorar o método LTSy no sentido da resolucao de
problemas sem simetria azimutal e com elevadas anisotropias, propomos, a seguir,
uma abordagem de solu¢ao na qual consideramos a discretizacao de ambas as
variaveis angulares do termo integral da equagao e cujo processo implicard na
resolucao, por um processo semelhante ao utilizado no método LTSy, de apenas

um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.
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4 UMA PROPOSICAO PARA RESOLUCAO DA
EQUACAO DE TRANSFERENCIA
RADIATIVA SEM SIMETRIA AZIMUTAL

Neste capitulo, apresentamos um esquema para resolucao analitica da
aproximacao em ordenadas discretas dupla da equacao de transferéncia radiativa
sem simetria azimutal em uma placa e com alto grau de anisotropia. A aproximacao
da equagao de transferéncia radiativa sera obtida mediante a discretizacao do termo
integral em ambas as variaveis angulares, utilizando a quadratura gaussiana dupla.
A equacao matricial resultante deste processo sera, entao, resolvida analiticamente

utilizando a formulacao LTSy.

4.1 Solugao em Ordenadas Discretas Dupla

Visando a construcao de uma aproximacao em ordenadas discretas
dupla para o problema de transferéncia radiativa descrito por (3.5)- (3.6), partimos
da aproximacao do termo integral f_llp(cos O (1, 1, ¢")dp'dy’, presente em (3.5),
mediante Quadratura de Gauss-Legendre de ordem N. Nesse sentido, escrevemos

1 N
/ pleos O (7, 4/, @ )dp'dg' =Y " P, s, 0, )5 (7, @ ndp, (4.1)

1 t=1
onde y; sao as raizes da quadratura de Gauss-Legendre de ordem N, ordenadas de

forma decrescente:
—1<,uN<...<,u%+1<O<,u%<...<u1<1,

com N par, e oS w; sao os respectivos pesos da quadratura de Gauss-Legendre de

ordem N, dados por:
1 N o
oy — / ] L=ty
—1 (pe — Nj)
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e P(u, e, @, p) a funcao de espalhamento, descrita por (2.20).

Em seguida, aplicamos o método da colocacao na variavel angular pu, considerando
a fungao Delta de Dirac 6(u — ) como a funcao teste e as raizes da quadratura de
Gauss-Legendre de ordem N como os pontos de colocacao. Desta forma, obtemos o

sistema de equacoes discretizadas na variavel angular u, descrito a seguir:

T @) + LT 0) = 3 [ Pl 0, 9O (7, Jendp! + ST, jin, 0)(4.2)
t=1 70

com as condicoes de contorno dadas por:

I*(0,¢) =0, se p, >0, (4.3)

I (10,0) =0, se p, <0. (4.4)

Procedendo a discretizacao dos termos angulares da equacao de
transferéncia radiativa sem simetria azimutal, aproximamos, agora, o termo integral
027r P(pn, ity 0, @)IE(T, ¢ )uwndy’ da equacao (4.2) por Quadratura Gaussiana de
ordem M, ou seja:

2w

Pt 0,0, @ (7, @ Ynde' =Y Plpin, i, 0, 00 i (Twpeo,  (4.5)
0 k=1
onde ¢y sao as raizes da quadratura de Gauss-Legendre de ordem M, ordenadas de
forma decrescente no intervalo 0 < ¢, < 27, com M natural e M # 0. Os wy sdo os

respectivos pesos da quadratura de Gauss-Legendre de ordem M.

Dando continuidade a descricao do esquema proposto, aplicamos o
método da colocacao na variavel angular ¢ considerando a funcao Delta de Dirac
0(p — pm) como a fungdo teste e as raizes da quadratura de Gauss-Legendre de
ordem M como os pontos de colocagao. Ao término deste procedimento obtemos o
seguinte sistema de equagoes Sy que representa uma aproximacao da equagao de

transferéncia radiativa (3.5) mediante a discretizagdo de suas variaveis angulares:

Z Z P (b, 1, Pms P L(T)wewr + S (7 tin, 0m)(4-6)

47T’untlk1
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com condigoes de contorno

[an(0)=0se p,>0 (4.7)
e
() =0se p, <0, (4.8)
e vetor fonte dado por:
W & -
Sun(™) = 1. > (2= bo,) Zﬁ?Pq (ttn) P (10) €08 q(om — o)e™ . (4.9)
" q=0 t=q

Substituindo P (g, ti, ©m, pr) pela expressao dada na equagao (2.20), reescrevemos

(4.6) como segue,

d * * w Al w =
d_TI"m( T)+ H_I 47T,Mn ;;c n, t, m, k) (T wwy + mc(n,uo,m, wo)e o , (4.10)
com
L L
c(n, t,m k) = (2= 804) Y BEP(1tn) Pf (114) c0s q(0m — 0x) (4.11)
q=0 l=q

L
c(n, pro,m, 00) = (2= dog) Zﬁqu (1n) P (po) cos q(pm — o), (4.12)
q=0

onde n,t : 1,....,N e mk : 1,...,M. (uo,p0) é a direcao de incidéncia da
radiacao no contorno, fixada previamente e nao pertencente ao conjunto de direcoes

discretizadas.

Na forma matricial, este sistema de equagoes Sy € escrito como:

dilTI*( ) — AT*(7) = F(1). (4.13)
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O vetor F(7) representa o vetor fonte de ordem NM e ¢ dado por:

4(‘}?6(17 1o, 1a QPO)QE
40.1?6(1’ 1o, 2a ()00)6%
ﬁc(lv Hos M7 (,00)6’;_0
40'}%0(2, Hos 1, @0)65

4(‘]%0(27 Ho, 27 800)6;70

ﬁ0(2, Mo, Ma @0)‘5’%
%%C(J\C o, 1a ()00)6%

%%C(Nv Ho, 27 800)6;70

-

@%C(Na Mo, M> SOO)QE |

(4.14)

A matriz A é uma matriz quadrada de ordem NM formada por N? sub-matrizes

quadradas Ay de ordem M,

Air Age Ayg
Ay A A
A 21 A2z 2J ’ (4.15)
i Ap A Axg |
com I,J:1,..., N e as sub-matrizes Ay assim definidas:
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0¢

\

onde I,J:1,...

1224

0o -+
HI

0

Neij:1,...

wwr
- Ampr

ww g
Ampr

c(1,J,1,1)

c(l,J,i,1)

c(l,J,1,1)

c(1,J,i,1)

C(I7 J7 17«])

(1, J,i,5)

(1, J,1,5)

C(I7 J? Z?«])

se [ =1J

se [#J

(4.16)



Neste estudo, o vetor intensidade de radiagao é definido por:

(1) = , (4.17)

onde I*1(7) e I*5(7) sao sub-vetores do vetor intensidade de radiacao I*(7), cada
um de ordem % O vetor I*;(7) contém a intensidade de radiagdo nas direcoes

positivas de pu:

1*171 (’7‘)

I*l,M (T)
') (1) = : (4.18)

I*%,l(T)

| Do (7))

e o vetor I*5(7) a intensidade de radiagao nas dire¢oes negativas de p:

F%HJ(T)

I*%-H,M (7)

Iy (1) = : . (4.19)

I N (7)

I* N (7)

Na se¢ao seguinte, serd demonstrado a utilizacao da formulacao LTSy

para a resolucgao analitica do conjunto de equacoes Sy obtidas nesse processo.
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4.2 Meétodo LTSN,M

A resolucao do problema descrito por (4.10) e com condigoes de
contorno nulas serd desenvolvida, aqui, de maneira analoga aquela proposta no
método LTSy para a resolucao da aproximacao Sy da equacao de transporte de
particulas. Esta proposta de resolugao analitica da aproximacgao Sy u da equagao
de transferéncia radiativa sem simetria azimutal serd denominada LTSy u. Nesse
sentido, primeiramente aplicamos a Transformada de Laplace na varidvel espacial
das equagoes Sy i, representadas matricialmente por (4.13). Obtemos, desta forma,
um sistema linear de NM equacgoes e N M incognitas, dependentes do parametro s

e dadas por:

(sJ — A)F(s) = I*(0) + F(s), (4.20)

em que I*(s) = L[I*(7)] e F(s) = L[F(7)] sao as transformadas de Laplace, s é
um parametro complexo e J uma matriz identidade de ordem NM. Em seguida,

resolvemos a equagao (4.20) para a intensidade de radiacao transformada, obtendo
I*(r) = B(m)I*(0) + H(7) (4.21)
com
B(r) =L Y(sJ — A7} (4.22)
e o vetor H(7) definido como:
H(7)=B(7)«F(r) = /OT B(1 — §)F(&)d¢, (4.23)
onde o sinal * representa a convolu¢ao matricial.

A expressao (4.21), nos fornece, entdao, uma solu¢do analitica da

aproximacao Sy,u da equagao de transferéncia radiativa sem simetria azimutal.
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4.3 Meétodo LTSy Nao Espectral

No método LTSy Nao Espectral [29], a matriz associada A é decomposta
como A = D + Ac, onde D é a matriz que contém os termos da diagonal de A e
Ac é a matriz com os demais termos de A. Esta mudanca na forma de escrever
A implica o desacoplamento das equagoes, visto que a matriz D é diagonal, e por
este motivo, o calculo de autovalores da matriz associada nao é necessario. Neste
método Nao Espectral, a solucao das equacoes resultantes é obtida de maneira
recursiva: primeiramente resolve-se um sistema com a fonte e as condigoes de
contorno do problema original e, em seguida, resolve-se os demais problemas com
fonte determinada pelo produto entre a solucao do problema anterior e a matriz Ac,
com condigoes de contorno homogéneas. O nimero de equagoes a serem resolvidas

nesse processo € escolhido de forma a obter uma precisao prescrita.

Com o objetivo de construirmos o método nao espectral para a resolugao
do problema Sy v, associado & (4.10), primeiramente decompomos a matriz LTSy u

e reescrevemos o problema da seguinte maneira:

%1*(7) —Al'(r) = F() (424)
%1*(7) ~[(A-D)+DJI"(r) = F(7)

%1*(7) —DI'(r) = (A-D)I'(7) + F(7)

%1*(7) —DI*(r) = AJ*(r)+F(r),

com A, = (A — D) e condigbes de contorno:

I'(0) =0 se u>0 (4.25)

I"(19) =0 se wu<O. (4.26)
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Nesta decomposicao, D é uma matriz diagonal, dada por:

Dy 0 0
0 D 0
D= - , (4.27)
0 0 . Dy,
para I,J : 1,...,N e onde D;; sao sub-matrizes quadradas de ordem M, assim
definidas:
1 wwre(l,J,5)w; .
—— + ——— se 1=
dy =4 impr . (4.28)
0 se 1#£7
comi,j:1,..., M.
Ja a matriz A. é definida como:
A A oo Ay
Ay A5, ... A
A= |0 7% o (4.29)
_AH Ap ... A},_
para I,J:1,..., N, cujos elementos sao:
wwre(l,J)i,5)w; . .
——ed se g
aj; = i 71 : (4.30)
0 se 1=
e
o wwre(l,J,i,j)w; .o
Aij { 7477#1 = Vz,j, (431)
onde 4,5 : 1,..., M e F(7) o vetor fonte (4.19).
Resolvemos (4.24) de forma recursiva.  Para isso, supomos a
decomposicao da intensidade de radiacao como:
I'(r) =Y T*(r). (4.32)
k=0
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Substituindo a decomposigao (4.32) na equagao matricial (4.24) temos:

ddT i (1) - D Z (1) = Ac i I**(7) + F(1). (4.33)

k=0

Essas equagoes sao, aqui, resolvidas como o seguinte processo recursivo:

Para k = 0, resolvemos o problema:

%I*O(T) — DI*(7) = F(7), (4.34)

com as condigoes de contorno dadas pelas equagoes (4.25) e (4.26). Nas demais

recursoes, ou seja, para k = 1,2, ..., resolvemos os problemas:

%I*k(T) — DI (1) = AT ¢V (1), (4.35)

com condic¢oes de contorno nulas.

Pelo fato de que D foi construida diagonal, os sistemas (4.34) e (4.35) podem ser
escritos como NM equacoes desacopladas. Desta maneira, a resolucao do sistema

(4.34) se da mediante a resolucao das seguintes equagoes:

LT0(7) —dI;°(7) = Fy(r)  i=1,2,...,NM

°00)=0 =12, (4.36)

() =0 =21 +1,..,NM,

cujas solugoes sao conhecidas e expressas por:

I(7) = % 10(0) + e®i™ % Fy(7)
LO(r) = e™T10(0) + / MR (p)dy i =1,2,., NM.  (4.37)
0

Entretanto, como desconhecemos os valores de I3°(0) para i = % +1,....NM,
aplicamos as condicoes de contorno (4.25 - 4.26) nas equagoes (4.36), com ¢ =

NM 4 1,..,NM e T = 19, obtendo, dai,
70
I:0(7p) = e ™I:0(0) + / i 0TIE, (n)dn. (4.38)
0
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Isolando T;°(0) em (4.38), temos que:
70
1;°(0) = I;(mp) e~ ™ — / e WR, (n)dy  i= .. NM.  (4.39)
0

Substituindo (4.39) na equagdo (4.37), obtemos a expressao que fornece a solugao

para as diregoes p < 0,

T

70
L2(r) = e (12 (m)e o — [ e, ) + / T )
0

70
_ €d“(7—_7—0)1:0(7'0) _/ d“(T 7] dn‘l‘ dii (T— 77 dn
0 0

dii (T—70 I*O

:6“ 7,27— 77 )d,r]

d“(T 0 I*O ‘l‘/ d“(T 7] dna
7'0

.: T‘l‘l NM (4.40)

Desta maneira, a solu¢do do problema recursivo (4.34) fica completamente

determinada:

%0 — oyt *0 dii(T— 17 - NM
[O(7) = e T0(0) + [ e Fi(n)dn, i=1,.,5 (4.41)
IfO(T) _ edn(T—To)I*O _'_ f edii(T—n) F, (n)dn’ 7 = % +1,....,NM.

Devido as condi¢oes de contorno do problema, reescrevemos (4.41) como:

[O(r) = [T el=nF, (n)ydny, i=1,.., 5N
LO(r) =[] e m=mF(n)dn, i="31+1,..,NM.

Os demais termos da recursao para determinagao do vetor intensidade de radiacao
I*(7) sao as solugoes das equagoes

d e _
EI:k(T) —dy ¥ (1) = A" V(1) i=1,..,NM, (4.42)

com condigoes de contorno nulas e k£ = 1,2, ..., as quais sao dadas por:

(7)) = e TE(0) + e 5 AcT Y (7)
[F(r) = %I (0) + / eHT A D ydy i =1,2,., NM. (4.43)
0
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Nestes problemas, conhecemos somente os % primeiros valores do vetor 13%(0).
Desta forma, aplicando ideias andlogas aquelas apresentadas na recursao zero e
considerando agora as condicoes de contorno nulas, expressamos as solucoes de cada

problema recursivo (4.42) como:

LE(r) = [7 et DAL YV ydy i =1,2,.., 00 (4.44)
LH(r) = [7 et ALV )dn i =2 1. NM.

Desta maneira, ao término deste procedimento, obtemos a solugao
LTSn,u do problema (4.10) de forma Nao Espectral, o que representa a novidade

neste trabalho.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Conforme descrito na secao 4.2, a formulagao LTSy u nos fornece a
solucdo intensidade de radiacao calculada no conjunto de direcoes discretas (i, ¢;),
com?=1,2,.... Nej=1,2 .. M. Desta maneira, para calcularmos a intensidade
de radiacao em uma direcao distinta das diregoes discretas, utilizamos a técnica
de inclusdao de nos ficticios, conhecida como DNI [8]. DNI é uma técnica
de interpolacao angular que consiste na inclusao de noés ficticios nos esquemas
de quadratura utilizados, os quais sao associados a pesos de valor zero. Uma
caracteristica relevante desta técnica ¢ o aumento da ordem da matriz associada.
Por exemplo, se incluirmos R e S novas direcoes discretas nas quadraturas N e M,
respectivamente, utilizadas na resolucao dos problemas sem simetria azimutal via

LTSw,m, a nova matriz LTSy v associada passard a ter ordem (N + R)(M + 5).

Outro aspecto relevante acerca da implementacao numérica do método LTSy v diz
respeito a fungao de fase p(cos ©), descrita por (2.20). Devido ao overflow causado
pelos fatores P;"(u) de (2.20) para problemas com elevadas anisotropias, optamos
por utilizar as funcoes Dy, que sao os polindmios modificados de Legendre propostos

por |6] e descritas como:

o QU DpDY () — (17 = m?)2 D ()
Dé-i-l(M) - [(l + 1)2 . mz]% ’ (5'1)

para [ =m,m + 1, ..., tendo como valores iniciais DJ(u) = 1.

Para calcularmos as integrais de convolugao, utilizamos Quadratura Gaussiana com
100 pontos. No que se refere a interpolacio da funcio AcI**=D(7), utilizamos a
formula de Newton. Diversos testes foram realizados a fim de verificar a quantidade
de pontos necessarios na interpolacao da funcao de modo a se obter um resultado
satisfatorio para a intensidade de radiagao calculada. Apresentamos, a seguir, alguns
resultados dessas simulacoes, considerando dois problemas cujos parametros estao

descritos a seguir:
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PROBLEMA 1 PROBLEMA 2

L =28 L =282
N =38 N =210
M =17 M =50
w=209 w =209
o = 0.5 o = 0.5
To=1 To =1
T=0.5 7=0.5

p=73 =0

20 recursoes 30 recursoes

Tabela 5.1: Problemas testes: interpolacao polinomial

Testamos a interpolacao utilizando 10, 30, 50, 100 e 600 pontos, para ambos os
problemas.
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0¢

1*(0.5)

LTS8,17

Interpolacao por Newton

10

30

50

100

600

LTS8

0.8
0.6
0.4
0.2
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

1.22156003E-01
1.23664913E-01
1.31432726E-01
1.47326317E-01
1.70503420E-01
1.11733221E-01
6.69320940E-02
3.98688284E-02
2.32220485E-02
1.26138677E-02

1.22613256E-01
1.24261350E-01
1.32197080E-01
1.48289612E-01
1.71637390E-01
1.12335625E-01
6.73014702E-02
4.00868647E-02
2.33406038E-02
1.26649580E-02

1.22649926E-01
1.24309191E-01
1.32258381E-01
1.48366816E-01
1.71728111E-01
1.12383995E-01
6.73311051E-02
4.01043634E-02
2.33501266E-02
1.26690708E-02

1.22665365E-01
1.24329339E-01
1.32284202E-01
1.48399349E-01
1.71766380E-01
1.12404451E-01
6.73436335E-02
4.01117621E-02
2.33541553E-02
1.26708142E-02

1.22670384E-01
1.24335886E-01
1.32292592E-01
1.48409916E-01
1.71778804E-01
1.12411074E-01
6.73476900E-02
4.01141577E-02
2.33554595E-02
1.26713782E-02

1.226705524E-01
1.243361278E-01
1.322929254E-01
1.484103698E-01
1.717793942E-01
1.124114970E-01
6.734795450E-02
4.011431804E-02
2.335555170E-02
1.267142413E-02

Tabela 5.2: Interpolagao polinomial, problema L = 8



1€

1*(0.5)

LTS210,50

Interpolacao por Newton

10

30

30

100

600

LTS400

0.8
0.6
0.4
0.2
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

4.73201131E-02
5.67563900E-01
2.17888070E+00
2.86412348E+00
1.81538307E+00
4.47947563E-01
1.73479426E-01
6.74105157E-02
2.63416210E-02
9.26878330E-03

4.75733446E-02
5.69345527E-01
2.18335507E+00
2.87194767E-+-00
1.82499404E-+00
4.51017676E-01

1.74977432E-01

6.80194404E-02

2.65705406E-02

9.33663429E-03

4.75955938E-02
5.69496129E-01
2.18373319E+-00
2.87261623E+-00
1.82581900E+00
4.51297147E-01
1.75121003E-01
6.80795223E-02
2.65935326E-02
9.34334527E-03

4.76052773E-02
5.69560768E-01
2.18389545E+-00
2.87290435E4-00
1.82617568E-+00
4.51420608E-01
1.75185418E-01
6.81067072E-02
2.66039896E-02
9.34638400E-03

4.76084768E-02
5.69581998E-01
2.18394874E+-00
2.87299914E+-00
1.82629311E+00
4.51461567E-01
1.75206963E-01
6.81158385E-02
2.66075104E-02
9.34740451E-03

4.760835899E-02
5.695828516E-01
2.183951369E+00
2.873004830E+00
1.826300503E+00
4.514646742E-01
1.752090138E-01
6.811651951E-02
2.660757264E-02
9.347181806E-03

Tabela 5.3: Interpolagao polinomial, problema L = 82



Apos estudo dos dados obtidos mediante simulagoes, constatamos que o aumento
do nimero de pontos utilizados na interpolacao polinomial ocasiona uma melhor
aproximacao dos resultados referentes a [*(7). Porém, cabe ressaltar aqui, que o
aumento do nimero de pontos utilizados na interpolacao acarreta num maior tempo

computacional.

As simulacoes numéricas deste estudo foram realizadas mediante a
implementagao de um programa em linguagem Fortran em dupla precisao. O
problema com grau de anisotropia 82 foi executado em um computador Intel (R),
Core (TM), 15-2537M, CPU 1,4GHz, 64bits, 8GB de memoria RAM e Windows
8 (R). Ja o problema com grau de anisotropia 299 foi executado utilizando os
recursos computacionais do Centro Nacional de Supercomputacao da UFRGS,

CESUP/UFRGS.

Os resultados dessas simulagoes foram comparados com aqueles obtidos
via método LTSy Classico [31], [30], bem como os obtidos via utilizagdo da

formulacdo em ordenadas discretas analitica |6].

Neste trabalho, seguimos a identificagao dos problemas de transferéncia

radiativa conforme [6] e cujos parametros sao descritos na tabela a seguir:

Parametro HAZE CLOUD1

w 0.9 0.9
To 1 1

o 0.5 0.2
L 82 299

Tabela 5.4: Parametros dos problemas em transferéncia radiativa

Na implementacao do esquema LTSyy nao espectral, interpolamos a funcao

AcT*+=(7) utilizando 600 pontos, tanto para o problema HAZE quanto para o
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problema CLOUDI1. O numero de recursoes foi definido a priori, qual seja, 30

recursoes, para ambos os problemas.

Para o problema HAZE, comparamos os resultados obtidos com aqueles
encontrados na literatura calculando a diferenca na aproximacao de I*(7) mediante
a utilizagao da formula da diferenca percentual, dada por:

I5(7) — 11‘(7))
€12 = T * 100, (52)
( L3 (7)
onde €12 ¢ a diferenca percentual quando comparamos resultados obtidos via
utilizagdo do método LTSy y (1) e aqueles obtidos por (Rost, 2008) (2). Ja
para comparacao entre os resultados obtidos via LTSy v (1) e aqueles obtidos por
(Chalhoub, 1997) (3), utilizamos a formula para a diferenga percentual dada por:
I5(r) — 11‘(7))
€13 = | ——=—7—— | *100. (5.3)
( L3 (7)

Para o problema CLOUDI, utilizamos a formula da diferenca relativa, dada por:

€12 = (M) (5.4)

o (B0, o3

5.1 Problema HAZE

Nas tabelas (5.5) - (5.6), a seguir, apresentamos resultados obtidos para

a intensidade de radiacao para o problema HAZE onde consideramos N = 210 e

M =50 e angulos azimutal p =0, p = 5 e p = 7.
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Ve

LTSn.m (1) Rost (2) Chalhoub (3)
v 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
1 2.281943E-02  9.347405E-03 2.281898E-02  9.347182E-03 2.2819E-02  9.3472E-03
0.8 6.499759E-02  2.660751E-02 6.499780E-02  2.660757E-02 6.4998E-02  2.6608E-02
0.6 1.509907E-01  6.811584E-02 1.509926E-01  6.811652E-02 1.5099E-01  6.8117E-02
04 3.203247E-01  1.752070E-01 3.293322E-01  1.752090E-01 3.2934E-01  1.7521E-01
02 6.567923E-01  4.514616E-01 6.568238E-01  4.514647E-01 6.5683E-01  4.5147E-01
" 02 1.826293E+00 1.291414E+00 1.826301E+00 1.291431E+00 1.8263E 400 1.2914E 100
0.4 9.872999E 100  2.401034E +00 2.873005E100  2.401039E+00 2.8730E+00  2.4010E+00
0.6 2.183949E 100  2.153683E+00 2.183951E100  2.153685E+00 2.1840E+00  2.1537E+00
0.8 5.695820E-01  7.199328E-01 5.695829E-01  7.199334E-01 5.6958E-01  7.1993E-01
1 A.760848E-02  8.375848E-02 A7T60836E-02  8.375789E-02 AT608E-02  8.3758E-02
1 2.281943E-02  9.347405E-03 2.281898E-02  9.347182E-03 2.2819E-02  9.3472E-03
0.8 3.232648E-02 1.385815E-02 3.232497E-02  1.385752E-02 3.2325E-02  1.3858E-02
0.6 4.752205E-02  2.249447E-02 A.751874E-02  2.249261E-02 47519E-02  2.2493E-02
04 6.930245E-02  3.955399E-02 6.929157E-02  3.954821E-02 6.9202E-02  3.9549E-02
02 8.042745E-02  7.183060E-02 8.940750E-02  7.182218E-02 8.9409E-02  7.1823E-02
2 02 9.290591E-02  1.012005E-01 0.288647E-02  1.011768E-01 0.2887E-02  1.0118E-01
0.4 6.680972E-02  9.953144E-02 6.680306E-02  9.951740E-02 6.6803E-02  9.9518E-02
0.6 5.238462E-02  8.933471E-02 5.238266E-02  8.932927E-02 5.2383E-02  8.9330E-02
0.8 4.684010E-02  8.312169E-02 4.683059E-02  8.311992E-02 4.6840E-02  8.3120E-02
1 4.760848E-02  8.375848E-02 4.760836E-02  8.3757S9E-02 A7T608E-02  8.3758E-02

Tabela 5.5: Solu¢ao LT'S51050 para a Intensidade de Radiacao do problema HAZE na direcao de ¢ =0e ¢ = %

s
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G¢

-0.8
-0.6
-0.4
-0.2
0.2
0.4
0.6
0.8

LTSnm (1) Rost (2) Chalhoub (3)

0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
2.281943E-02  9.347405E-03 2.281898E-02 9.347182E-03 2.2819E-02  9.3472E-03
3.203641E-02 1.389315E-02 3.203699E-02  1.389279E-02 3.2037E-02 1.3893E-02
4.120426E-02  1.952700E-02 4.121415E-02  1.952806E-02 4.1214E-02  1.9528E-02
5.499672E-02  2.988019E-02 5.501371E-02  2.988162E-02 5.5013E-02  2.9882E-02
7.086558E-02 4.911261E-02 7.088504E-02 4.911406E-02 7.0887E-02 4.9115E-02

5.272180E-02  5.069234E-02 5.272335E-02  5.069521E-02 5.2723E-02  5.0696E-02
3.247184E-02  4.480492E-02 3.246928E-02  4.480086E-02 3.2470E-02  4.4801E-02
2.149533E-02  3.593746E-02 2.149339E-02  3.593276E-02 2.1493E-02  3.5933E-02
1.796209E-02  3.297445E-02 1.796118E-02  3.297175E-02 1.7961E-02  3.2972E-02
4.760848E-02  8.375848E-02 4.760836E-02  8.375789E-02 4.7608E-02 8.3758E-02

Tabela 5.6: Solucao LT'S51050 para a Intensidade de Radiacao do problema HAZE na direcao de ¢ = 7



€1,2 €1,3

LA 0 0.5 1 0 0.5 1
-1 2.00E-03 2.38E-03 1.89E-03 2.19E-03
0.8 3.32E04 2.34E-04 6.34E-04 1.84E-03
0.6 1.27E-03 1.00E-03 433E-04 1.71E-03
04 2.30E-03 1.17E-03 4.66E-03 1.71E-03
0.2 4.80E-03 6.88E-04 5.74E-03  1.87E-03
° 02 405E-04 1.31E-03 3.77E-04 1.08E-03
0.4 1.98E-04 2.30E-04 2.99E-05 1.40E-03
0.6 1.20E-04 1.02E-04 2.35E-03 7.82E-04
0.8 1.50E-04  8.04E-05 3.51E-04 3.95E-04
1 2.47E-04  7.09E-04 1.00E-03  5.75E-04
-1 2.00E-03 2.38E-03 1.89E-03 2.19E-03
0.8 4.66E-03 4.55E-03 457E-03 1.09E-03
0.6 8.85E-03 8.26E-03 8.31E-03 6.53E-03
04 1.57E-02 1.46E-02 1.51E-02 1.26E-02
02 223E-02 243E-02 2.06E-02 2.31E-02
2 02 2.09E-02  2.35E-02 2.04E-02  2.03E-02
0.4 9.97E-03 1.41E-02 1.01E-02 1.35E-02
0.6 3.75E-03  6.09E-03 3.10E-03 5.27E-03
0.8 1.09E-03  2.14E-03 2.13E-04 2.04E-03
1 2.47E-04  7.09E-04 1.00E-03  5.75E-04
1 2.00E-03 2.38E-03 1.89E-03  2.19E-03
0.8 1.83E-03 2.58E-03 1.85E-03 1.07E-03
0.6 2.40E-02 5.43E-03 2.36E-02 5.13E-03
04 3.09E-02 4.78E-03 2.96E-02 4.87E-03
0.2 2.75E-02 2.95E-03 3.02E-02 4.87E-03
" 02 2.94E-03  5.65E-03 2.27E-03  7.21E-03
0.4 7.89E-03 9.07E-03 5.67E-03 8.76E-03
0.6 9.03E-03 1.31E-02 1.09E-02 1.24E-02
0.8 5.11E-03  8.18E-03 6.09E-03 7.42E-03
1 2.47E-04  7.09E-04 1.00E-03 5.75E-04

Tabela 5.7: Diferencas percentuais para a solucao L1'Ss;1¢ 50 do problema HAZE nas
diregoes ¢ =0, p=F ep=m
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A seguir, apresentamos resultados para a intensidade de radiacao
considerando diferentes valores para o angulo azimutal. Para os demais parametros,
utilizamos os mesmos valores daqueles descritos no problema anterior. Nesses testes,

comparamos a solu¢ao L1'S51050 com a obtida utilizando a formulagao LT Syg.

37



8¢

I

0.03443298027

-1
-0.9
-0.8
-0.7
-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

LTSnm (1) Rost (2) €1,2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
2.281943E-02  9.347405E-03 2.281898E-02  9.347182E-03 2.00E-03 2.38E-03
4.102837E-02  1.642292E-02 4.102823E-02  1.642284E-02 3.54E-04 4.94E-04
6.477342E-02  2.652052E-02 6.477362E-02  2.652057E-02 3.09E-04 1.91E-04
9.947105E-02  4.242081E-02 9.947182E-02  4.242105E-02 7.76E-04 5.68E-04
1.500868E-01  6.772876E-02 1.500886E-01  6.772927E-02 1.17E-03 7.53E-04
2.231149E-01  1.083152E-01 2.231184E-01  1.083161E-01 1.59E-03 8.00E-04
3.264048E-01  1.737769E-01 3.264118E-01  1.737781E-01 2.13E-03 7.35E-04
4.674269E-01  2.793658E-01 4.674408E-01  2.793674E-01 2.99E-03 5.59E-04
6.480117E-01  4.463221E-01 6.480418E-01  4.463232E-01 4.64E-03 2.57E-04
8.550932E-01  6.878963E-01 8.551715E-01  6.878958E-01 9.16E-03 7.85E-05
1.378332E+00  8.597332E-01 1.378334E+00  8.597738E-01 1.12E-04 4.72E-03
1.765675E+00 1.257663E+00 1.765680E+00 1.257679E+00 2.98E-04 1.26E-03
2.198347E+00 1.736468E+-00 2.198352E+00 1.736476E+00 2.65E-04 4.75E-04
2.677317E+00  2.264351E+-00 2.677321E+00 2.264356E+00 1.81E-04 2.20E-04
2.784933E+00 2.519843E+-00 2.784936E+00 2.519847E+00 1.28E-04 1.27E-04
2.051026E+00 2.040962E+-00 2.051029E+00 2.040964E+00 1.19E-04 1.01E-04
1.151069E+00  1.286823E+00 1.151070E+00 1.286825E+00 1.32E-04 9.37E-05
5.5085284E-01  7.081034E-01 5.585293E-01  7.081040E-01 1.50E-04 7.93E-05
2.351564E-01  3.407832E-01 2.351567E-01  3.407832E-01 1.46E-04 1.66E-05
4.760848E-02  8.375848E-02 4.760836E-02  8.375789E-02 2.47E-04 7.09E-04

Tabela 5.8: Solucao LT'Ss1050 para a Intensidade de Radiagao do problema HAZE na direcao de ¢ = 0.03443298027



6¢

I

LTSn.m (1)

Rost (2)

€1,2

0

0.5

0

0.5

0

0.5

0.02805971037

-1
-0.9
-0.8
-0.7
-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

2.281943E-02
2.998706E-02
3.844316E-02
4.931218E-02
6.313018E-02
8.022680E-02
1.003129E-01
1.215156E-01
1.386652E-01
1.417818E-01

9.347405E-03
1.233567E-02
1.623897E-02
2.173774E-02
2.956737E-02
4.079085E-02
5.690489E-02
7.977502E-02
1.106514E-01
1.451793E-01
1.762859E-01
1.611407E-01
1.399773E-01
1.217686E-01
1.076749E-01
9.686395E-02
8.807158E-02
7.983091E-02
7.006189E-02
4.760848E-02

1.470510E-01
1.696218E-01
1.760690E-01
1.727397E-01
1.650073E-01
1.556459E-01
1.455098E-01
1.340751E-01
1.191655E-01
8.375848E-02

2.281898E-02
2.998636E-02
3.844208E-02
4.931044E-02
6.312731E-02
8.022204E-02
1.003053E-01
1.215043E-01
1.386515E-01
1.417746E-01

9.347182E-03
1.233537E-02
1.623851E-02
2.173699E-02
2.956607E-02
4.078849E-02
5.690055E-02
7.976707E-02
1.106372E-01
1.451565E-01
1.762609E-01
1.611242E-01
1.399679E-01
1.217634E-01
1.076723E-01
9.686269E-02
8.807102E-02
7.983067E-02
7.006178E-02
4.760836E-02

1.470389E-01
1.696032E-01
1.760530E-01
1.727284E-01
1.650002E-01
1.556419E-01
1.455076E-01
1.340739E-01
1.191647E-01
8.375789E-02

2.00E-03
2.32E-03
2.83E-03
3.53E-03
4.54E-03
5.93E-03
7.62E-03
9.27E-03
9.83E-03
5.13E-03

2.38E-03
2.44E-03
2.83E-03
3.46E-03
4.42E-03
5.79E-03
7.62E-03
9.96E-03
1.29E-02
1.57E-02
1.42E-02
1.02E-02
6.78E-03
4.23E-03
2.46E-03
1.31E-03
6.34E-04
3.00E-04
1.67E-04
2.47E-04

8.26E-03
1.10E-02
9.09E-03
6.53E-03
4.28E-03
2.60E-03
1.52E-03
9.20E-04
6.32E-04
7.09E-04

Tabela 5.9: Solucao LT'Ss10,50 para a Intensidade de Radiagao do problema HAZE na direcao de ¢ = 0.0280597103m



0¥

I

LTSn.m (1)

Rost (2)

€1,2

0

0.5

0

0.5

0

0.5

0.0190794984 7

-1
-0.9
-0.8
-0.7
-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

2.281943E-02
2.594452E-02
3.147237E-02
3.740573E-02
4.337523E-02
5.000574E-02
5.767735E-02
6.481423E-02
6.905838E-02
6.726435E-02

9.347405E-03
1.105872E-02
1.367084E-02
1.668058E-02
2.016430E-02
2.463453E-02
3.072118E-02
3.864658E-02
4.837436E-02
5.806410E-02
6.149948E-02
5.198663E-02
4.110586E-02
3.235125E-02
2.601290E-02
2.172848E-02
1.918651E-02
1.840534E-02
2.041132E-02
4.760848E-02

4.652003E-02
5.062110E-02
4.920385E-02
4.506614E-02
4.043595E-02
3.653653E-02
3.407571E-02
3.384433E-02
3.806784E-02
8.375848E-02

2.281898E-02
2.594396E-02
3.147190E-02
3.740476E-02
4.337172E-02
4.999674E-02
5.766011E-02
6.478648E-02
6.902050E-02
6.722546E-02

9.347182E-03
1.105832E-02
1.367025E-02
1.667953E-02
2.016203E-02
2.462977E-02
3.071201E-02
3.862999E-02
4.834587E-02
5.802056E-02
6.145230E-02
5.195472E-02
4.108696E-02
3.234051E-02
2.600691E-02
2.172518E-02
1.918471E-02
1.840436E-02
2.041080E-02
4.760836E-02

4.648248E-02
5.058171E-02
4.917230E-02
4.504416E-02
4.042186E-02
3.652798E-02
3.407070E-02
3.384143E-02
3.806619E-02
8.375789E-02

2.00E-03
2.15E-03
1.50E-03
2.59E-03
8.10E-03
1.80E-02
2.99E-02
4.28E-02
5.49E-02
5.78E-02

2.38E-03
3.67E-03
4.32E-03
6.27E-03
1.12E-02
1.93E-02
2.99E-02
4.29E-02
5.89E-02
7.50E-02
7.68E-02
6.14E-02
4.60E-02
3.32E-02
2.30E-02
1.52E-02
9.36E-03
5.31E-03
2.55E-03
2.47E-04

8.08E-02
7.79E-02
6.42E-02
4.88E-02
3.48E-02
2.34E-02
1.47E-02
8.55E-03
4.33E-03
7.09E-04

Tabela 5.10:

Solugao LT'S21950 para a Intensidade de Radiacao do problema HAZE na direcao de ¢ = 0.01907949847



¥

I

LTSn.m (1)

Rost (2)

€1,2

0

0.5

0

0.5

0

0.5

0.01263115427

-1
-0.9
-0.8
-0.7
-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

2.281943E-02
2.498254E-02
2.892651E-02
3.353950E-02
3.886110E-02
4.488668E-02
5.136913E-02
5.748570E-02
6.130217E-02
5.945754E-02

9.347405E-03
1.062355E-02
1.262943E-02
1.515179E-02
1.840651E-02
2.272058E-02
2.854071E-02
3.638064E-02
4.642280E-02
5.672083E-02
6.108596E-02
5.250464E-02
4.268431E-02
3.479204E-02
2.911252E-02
2.535287E-02
2.327799E-02
2.296392E-02
2.541294E-02
4.760848E-02

4.979354E-02
5.488578E-02
5.436588E-02
5.105589E-02
4.715617E-02
4.390443E-02
4.205169E-02
4.241736E-02
4.707949E-02
8.375848E-02

2.281898E-02
2.498158E-02
2.892469E-02
3.353609E-02
3.885495E-02
4.487620E-02
5.135242E-02
5.746121E-02
6.127075E-02
5.942704E-02

9.347182E-03
1.062309E-02
1.262861E-02
1.515032E-02
1.840389E-02
2.271597E-02
2.853265E-02
3.636673E-02
4.639950E-02
5.668564E-02
6.104850E-02
5.247912E-02
4.266891E-02
3.478308E-02
2.910741E-02
2.535001E-02
2.327641E-02
2.296306E-02
2.541248E-02
4.760836E-02

4.976332E-02
5.485343E-02
5.433961E-02
5.103729E-02
4.714404E-02
4.389697E-02
4.204727E-02
4.241479E-02
4.707802E-02
8.375789E-02

2.00E-03
3.84E-03
6.29E-03
1.02E-02
1.58E-02
2.33E-02
3.25E-02
4.26E-02
5.13E-02
5.13E-02

2.38E-03
4.34E-03
6.50E-03
9.69E-03
1.42E-02
2.03E-02
2.83E-02
3.82E-02
5.02E-02
6.21E-02
6.14E-02
4.86E-02
3.61E-02
2.58E-02
1.76E-02
1.13E-02
6.77E-03
3.73E-03
1.78E-03
2.47E-04

6.07E-02
5.90E-02
4.83E-02
3.64E-02
2.57E-02
1.70E-02
1.05E-02
6.05E-03
3.13E-03
7.09E-04

Tabela 5.11:

Solugao LT'S21950 para a Intensidade de Radiacao do problema HAZE na direcao de ¢ = 0.01263115427



47

I

LTSn.m (1)

Rost (2)

€1,2

0

0.5

0

0.5

0

0.5

0.01058691787

-1
-0.9
-0.8
-0.7
-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

2.281943E-02
2.533728E-02
2.924543E-02
3.410224E-02
4.002352E-02
4.703305E-02
5.485050E-02
6.248519E-02
6.756332E-02
6.595862E-02

9.347405E-03
1.068822E-02
1.269396E-02
1.538541E-02
1.905099E-02
2.410993E-02
3.113526E-02
4.079638E-02
5.337304E-02
6.653026E-02
7.335380E-02
6.397190E-02
5.305796E-02
4.426999E-02
3.796647E-02
3.382833E-02
3.156350E-02
3.115679E-02
3.328047E-02
4.760848E-02

6.228916E-02
6.941243E-02
6.970031E-02
6.650933E-02
6.244290E-02
5.895783E-02
5.687930E-02
5.694978E-02
6.068873E-02
8.375848E-02

2.281898E-02
2.533629E-02
2.924364E-02
3.409910E-02
4.001811E-02
4.702406E-02
5.483630E-02
6.246449E-02
6.753697E-02
6.593399E-02

9.347182E-03
1.068779E-02
1.269320E-02
1.538409E-02
1.904866E-02
2.410582E-02
3.112803E-02
4.078387E-02
5.335198E-02
6.649843E-02
7.332022E-02
6.394906E-02
5.304419E-02
4.426202E-02
3.796196E-02
3.382585E-02
3.156216E-02
3.115609E-02
3.328010E-02
4.760836E-02

6.226310E-02
6.938376E-02
6.967691E-02
6.649276E-02
6.243214E-02
5.895125E-02
5.687545E-02
5.694756E-02
6.068745E-02
8.375789E-02

2.00E-03
3.89E-03
6.13E-03
9.22E-03
1.35E-02
1.91E-02
2.59E-02
3.31E-02
3.90E-02
3.74E-02

2.38E-03
4.09E-03
5.98E-03
8.59E-03
1.22E-02
1.71E-02
2.32E-02
3.07E-02
3.95E-02
4.79E-02
4.58E-02
3.57E-02
2.59E-02
1.80E-02
1.19E-02
7.34E-03
4.24E-03
2.28E-03
1.11E-03
2.47E-04

4.19E-02
4.13E-02
3.36E-02
2.49E-02
1.72E-02
1.12E-02
6.76E-03
3.89E-03
2.10E-03
7.09E-04

Tabela 5.12:

Solugao LT'S21950 para a Intensidade de Radiacao do problema HAZE na direcao de ¢ = 0.01058691787



ey

I

0.0019902343

-1
-0.9
-0.8
-0.7
-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

LTSnm (1) Rost (2) €1,2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
2.281943E-02  9.347405E-03 2.281898E-02  9.347182E-03 2.00E-03 2.38E-03
3.968553E-02  1.592414E-02 3.968533E-02  1.592404E-02 5.15E-04 6.55E-04
6.124702E-02  2.515048E-02 6.124708E-02  2.515048E-02 1.04E-04 4.16E-06
9.214777E-02  3.943845E-02 9.214830E-02  3.943862E-02 5.69E-04 4.29E-04
1.362745E-01  6.179009E-02 1.362759E-01  6.179052E-02 9.87E-04 7.01E-04
1.983687E-01  9.697308E-02 1.983716E-01  9.697390E-02 1.43E-03 8.44E-04
2.834544E-01  1.525385E-01 2.834600E-01  1.525398E-01 2.00E-03 8.50E-04
3.945333E-01  2.399296E-01 3.945447E-01  2.399313E-01 2.88E-03 7.04E-04
5.266566E-01  3.735630E-01 5.266809E-01  3.735645E-01 4.63E-03 3.89E-04
6.566697E-01  5.566729E-01 6.567327E-01  5.566729E-01 9.59E-03  5.63E-08
9.801933E-01  6.526073E-01 9.801948E-01  6.526417E-01 1.56E-04 5.27E-03
1.125024E+00  8.813995E-01 1.125029E+00  8.814125E-01 4.02E-04 1.48E-03
1.217427E+00 1.083959E+00 1.217432E+00 1.083965E+00 4.06E-04 6.02E-04
1.268234E400 1.230273E+00 1.268238E+00 1.230277E+00 3.24E-04 3.14E-04
1.219223E+00 1.264959E+00 1.219226E+00 1.264962E+00 2.47E-04 1.93E-04
1.016351E+00 1.130248E-+00 1.016353E+00 1.130250E+00 2.00E-04 1.36E-04
7.099536E-01  8.565357E-01 7.099548E-01  8.565366E-01 1.78E-04 1.02E-04
4.170605E-01  5.533479E-01 4.170612E-01  5.533483E-01 1.67E-04 6.61E-05
2.032738E-01  3.008699E-01 2.032741E-01  3.008699E-01 1.41E-04 1.03E-05
4.760848E-02  8.375848E-02 4.760836E-02  8.375789E-02 2.47E-04 7.09E-04

Tabela 5.13:

Solugao LT'S21950 para a Intensidade de Radiacao do problema HAZE na direcao de ¢ = 0.00199023437



Do estudo dos dados apresentados nas tabelas (5.5)-(5.13), podemos afirmar que foi
possivel obter boas aproximacoes para as solugoes L1'S51050, as quais variam de 4
a 6 digitos significativos quando comparados com resultados da literatura |6], [30].
O tempo necessario para execuc¢ao do programa que resolveu este problema foi de

3h13min, aproximadamente.

5.2 Problema CLOUD1

A seguir, apresentamos resultados obtidos para a intensidade de
radiagdo para o problema CLOUDI. Nas tabelas (5.14)-(5.15), apresentamos
resultados das simulacoes em que consideramos N = 150 e M = 120 e angulos
azimutal ¢ = 0, ¢ = § e ¢ = 7. Em seguida, nas tabelas (5.17)-(5.18) apresentamos
resultados das simulacoes em que consideramos N = 400 e M = 180 e angulos

azimutal ¢ =0, p = F e p = 7.

44



Gy

LTSnm (1) Rost (2) Chalhoub (3)
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

1.812684E-03  1.291557E-03 6.900536E-03  2.111936E-03 6.9006E-03  2.1119E-03
2.990122E-02  8.670375E-03 4.090269E-02  1.041263E-02 4.0903E-02  1.0413E-02
1.204364E-01  3.289898E-02 1.309725E-01  3.432451E-02 1.3097E-01 3.4325E-02
3.851774E-01  1.052358E-01 3.650732E-01  1.006966E-01 3.6508E-01  1.0070E-01
1.030100E+00  3.090302E-01 1.007486E+00  3.030561E-01 1.0075E+00  3.0306E-01

1.010177E+02  2.255859E+01 1.009008E+02 2.251210E+01 1.0090E+02 2.2512E+01

8.457815E-01  7.206708E-01 8.745705E-01  7.373791E-01 8.7457TE-01  7.3738E-01

3.009153E-01  3.236046E-01 3.073358E-01  3.275806E-01 3.0734E-01  3.2758E-01

9.523705E-02 1.208125E-01 9.442311E-02 1.196253E-01 9.4423E-02 1.1963E-01

4.460397E-03  1.082457E-02 8.680241E-03  1.443379E-02 8.6803E-03  1.4434E-02
1.812684E-03  1.291557E-03 6.900536E-03  2.111936E-03 6.9006E-03  2.1190E-03
-5.314895E-04  1.711601E-03 1.045882E-02  3.401532E-03 1.0459E-02  3.4016E-03
6.480601E-03  4.552314E-03 1.630262E-02  5.818311E-03 1.6303E-02  5.8184E-03
2.750419E-02  1.193237E-02 2.581179E-02  1.062971E-02 2.5812E-02  1.0630E-02
6.465884E-02  2.829306E-02 4.004532E-02  2.142121E-02 4.0046E-02 2.1421E-02

4.921327E-02  4.274714E-02 3.457212E-02  3.387442E-02 3.4572E-02  3.3875E-02

2.194063E-02  3.098305E-02 2.166359E-02  2.921930E-02 2.1664E-02  2.9220E-02

6.619077E-03  1.760925E-02 1.477227E-02  2.277711E-02 1.4772E-02  2.2777E-02

1.867460E-03  1.076607E-02 1.086773E-02  1.781043E-02 1.0868E-02  1.7811E-02

4.460397E-03  1.082457E-02 8.680241E-03  1.443379E-02 8.6803E-03  1.4434E-02

Tabela 5.14: Solucao LT'S150120 para a Intensidade de Radiagao do problema CLOUDI na direcao de ¢ =0e ¢ = =

s

2
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LTSnm (1) Rost (2) Chalhoub (3)
. 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
-1 1.812684E-03  1.291557E-03 6.900536E-03 2.111936E-03 6.9006E-03  2.1190E-03
-0.8  2.743438E-02  8.389798E-03 2.568554E-02 7.835134E-03 2.5686E-02 7.8352E-03
-0.6  2.752197E-02 1.091854E-02 3.452658E-02 1.147888E-02 3.4527E-02  1.1479E-02
-0.4  1.685937E-02  1.381859E-02 5.264344E-02 1.874317E-02 5.2644E-02 1.8743E-02
-0.2  3.113978E-01 7.922348E-02 1.534328E-01 4.600702E-02 1.5343E-01 4.6007E-02
0.2 7.213990E-02 5.518862E-02 5.753149E-02 4.436316E-02 5.7532E-02 4.4364E-02
0.4 5.830631E-02  5.440730E-02 4.486164E-02 4.385977E-02 4.4862E-02 4.3860E-02
0.6 9.310974E-03  1.740891E-02 1.715892E-02 2.162635E-02 1.7159E-02 2.1627E-02
0.8 -1.373091E-03 4.319741E-03 7.264594E-03 1.078223E-02 7.2646E-03 1.0782E-02
1 4.460397E-03  1.082457E-02 8.680241E-03 1.443379E-02 8.6803E-03 1.4434E-02
Tabela 5.15: Solucao LT'S150,120 para a Intensidade de Radiacao do problema CLOUDI na direcao de ¢ = 7



€1,2 €1,3

voB 0 0.5 1 0 0.5 1
-1 2.8068E+00  6.3519E-01 2.8068E+00  6.3516E-01
0.8  3.6793E-01  2.0094E-01 3.6794E-01  2.0099E-01
0.6 8.7483E-02  4.3331E-02 8.7462E-02  4.3345E-02
04  5.2195E-02  4.3133E-02 5.2177E-02  4.3101E-02
0.2 2.1953E-02  1.9332E-02 2.1940E-02  1.9319E-02

* o2 1.1574E-03  2.0655E-03 1.1651E-03  2.0655E-03
0.4 3.4038E-02  2.3186E-02 3.4038E-02  2.3186E-02
0.6 2.1337E-02  1.2285E-02 2.1351E-02  1.2285E-02
0.8 8.5464E-03  9.7879E-03 8.5476E-03  9.7879E-03
1 9.4607E-01  3.3345E-01 9.4608E-01  3.3345E-01
-1 2.8068E+00  6.3519E-01 2.8068E+00  6.4066E-01
0.8 2.0678E+01  9.8734E-01 2.0679E+01  9.8738E-01
0.6 1.5156E+00 2.7810E-01 1.5157E+00  2.7812E-01
04  6.1533E-02  1.0917E-01 6.1525E-02  1.0915E-01

_-02  38067TE-01  2.4288E-01 3.8066E-01  2.4289E-01

2 02 2.9750E-01  2.0755E-01 2.9751E-01  2.0755E-01
0.4 1.2627E-02  5.6904E-02 1.2608E-02  5.6904E-02
0.6 1.2318E+00  2.9347E-01 1.2317E+00  2.9347E-01
0.8 48195E+00  6.5436E-01 48197E+00  6.5436E-01
1 9.4607E-01  3.3345E-01 9.4608E-01  3.3345E-01
1 28068E+00  6.3519E-01 2.8068E+00  6.4066E-01
0.8  6.3747E-02  6.6112E-02 6.3730E-02  6.6104E-02
0.6 2.5451E-01  5.1319E-02 2.5453E-01  5.1331E-02
04 21225E+00  3.5637E-01 2.1225E+00  3.5636E-01
0.2 5.0728E-01  4.1928E-01 5.0729E-01  4.1928E-01

" 02 2.0250E-01  1.9614E-01 2.0249E-01  1.9614E-01
0.4 2.3059E-01  1.9386E-01 2.3058E-01  1.9386E-01
0.6 8.4287E-01  2.4229E-01 8.4288E-01  2.4229E-01
0.8 6.2907E+00  1.4960E+00 6.2907E+00  1.4960E+00
1 9.4607E-01  3.3345E-01 9.4608E-01  3.3345E-01

Tabela 5.16: Diferencas relativas para a solugao LT'S150120 do problema CLOUDI,

p=0,p=Fep=m
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LTSnm (1) Rost (2) Chalhoub (3)
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

1.812155E-03  1.290960E-03 6.900536E-03  2.111936E-03 6.9006E-03  2.1119E-03
2.990515E-02  8.671452E-03 4.090269E-02 1.041263E-02 4.0903E-02 1.0413E-02
1.204415E-01  3.289960E-02 1.309725E-01  3.432451E-02 1.3097E-01 3.4325E-02
3.851885E-01  1.052358E-01 3.650732E-01  1.006966E-01 3.6508E-01  1.0070E-01
1.030154E+00  3.090342E-01 1.007486E+00  3.030561E-01 1.0075E+00  3.0306E-01

1.010117E+02  2.255693E+01 1.009008E+02 2.251210E+01 1.0090E+02 2.2512E+01

8.457865E-01  7.206764E-01 8.745705E-01  7.373791E-01 8.7457TE-01  7.3738E-01

3.009192E-01  3.236095E-01 3.073358E-01  3.275806E-01 3.0734E-01  3.2758E-01

9.524413E-02 1.208211E-01 9.442311E-02 1.196253E-01 9.4423E-02 1.1963E-01

4.459841E-03 1.082428E-02 8.680241E-03  1.443379E-02 8.6803E-03 1.4434E-02
1.812155E-03  1.290960E-03 6.900536E-03  2.111936E-03 6.9006E-03  2.1190E-03
-5.308415E-04  1.711815E-03 1.045882E-02  3.401532E-03 1.0459E-02  3.4016E-03
6.481772E-03  4.552678E-03 1.630262E-02  5.818311E-03 1.6303E-02  5.8184E-03
2.750650E-02  1.193306E-02 2.581179E-02  1.062971E-02 2.5812E-02  1.0630E-02
6.466418E-02  2.829428E-02 4.004532E-02  2.142121E-02 4.0046E-02 2.1421E-02

4.921566E-02  4.275005E-02 3.457212E-02  3.387442E-02 3.4572E-02  3.3875E-02

2.194220E-02  3.098494E-02 2.166359E-02  2.921930E-02 2.1664E-02  2.9220E-02

6.619994E-03  1.761048E-02 1.477227E-02  2.277711E-02 1.4772E-02  2.2777E-02

1.868005E-03  1.076686E-02 1.086773E-02  1.781043E-02 1.0868E-02  1.7811E-02

4.459841E-03  1.082428E-02 8.680241E-03  1.443379E-02 8.6803E-03  1.4434E-02

Tabela 5.17: Solucao LT Sy0,150 para a Intensidade de Radiagao do problema CLOUDI na direcao de ¢ =0e ¢ = =

s
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LTSnm (1) Rost (2) Chalhoub (3)
. 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
-1 1.812155E-03  1.290960E-03 6.900536E-03 2.111936E-03 6.9006E-03  2.1190E-03
-0.8  2.743385E-02  8.389583E-03 2.568554E-02 7.835134E-03 2.5686E-02 7.8352E-03
-0.6  2.752571E-02 1.091962E-02 3.452658E-02 1.147888E-02 3.4527E-02  1.1479E-02
-0.4 1.686046E-02  1.381872E-02 5.264344E-02 1.874317E-02 5.2644E-02 1.8743E-02
-0.2  3.113938E-01 7.922105E-02 1.534328E-01 4.600702E-02 1.5343E-01 4.6007E-02
0.2 7.214519E-02  5.519400E-02 5.753149E-02 4.436316E-02 5.7532E-02 4.4364E-02
0.4 5.830892E-02  5.441052E-02 4.486164E-02 4.385977E-02 4.4862E-02 4.3860E-02
0.6 9.314616E-03  1.741275E-02 1.715892E-02 2.162635E-02 1.7159E-02 2.1627E-02
0.8 -1.373093E-03 4.319792E-03 7.264594E-03 1.078223E-02 7.2646E-03 1.0782E-02
1 4.459841E-03 1.082428E-02 8.680241E-03 1.443379E-02 8.6803E-03 1.4434E-02
Tabela 5.18: Solucao LT Sy00,150 para a Intensidade de Radiacao do problema CLOUDI na direcao de ¢ = 7



€1,2 €1,3

L 0 0.5 1 0 0.5 1
-1 28079E+00  6.3594E-01 2.8080E+00  6.3591E-01
0.8 3.6775E-01  2.0079E-01 3.6776E-01  2.0084E-01
0.6 8.7437E-02  4.3311E-02 8.7416E-02  4.3326E-02
04 5.2222E-02  4.3134E-02 5.2204E-02  4.3102E-02
0.2 2.2004E-02  1.9344E-02 2.1990E-02  1.9332E-02

" 02 1.0977E-03  1.9874E-03 1.1055E-03  1.9914E-03
0.4 3.4032E-02  2.3176E-02 3.4032E-02  2.2651E-02
0.6 2.1323E-02  1.2271E-02 2.1337E-02  1.2122E-02
0.8 8.6201E-03  9.8976E-03 8.6213E-03  9.9965E-03
1 9.4631E-01  3.3346E-01 9.4632E-01  2.5007E-01
-1 28079E+00  6.3594E-01 2.8080E+00  6.4141E-01
0.8 2.0702E+01  9.8709E-01 2.0703E+01  9.8713E-01
0.6 1.5151E4+00  2.7800E-01 1.5152E+00  2.7802E-01
04  6.1611E-02  1.0922E-01 6.1604E-02  1.0920E-01

02 38072E-01  2.4291E-01 3.8071E-01  2.4292E-01

2 02 2.9754E-01  2.0762E-01 2.9754E-01  2.6202E-01
0.4 1.2697E-02  5.6984E-02 1.2679E-02  6.0427E-02
0.6 1.2315E+00  2.9338E-01 1.2314E+00  2.2683E-01
0.8 48178E+00  6.5419E-01 4.8180E+00 3.9547E-01
1 9.4631E-01  3.3346E-01 9.4632E-01  2.5007E-01
1 28079E+00  6.3594E-01 2.8080E+00  6.4141E-01
0.8  6.3729E-02  6.6088E-02 6.3712E-02  6.6080E-02
0.6 2.5434E-01  5.1215E-02 2.5435E-01  5.1227E-02
04 21223E+00  3.5636E-01 2.1223E+00  3.5635E-01
0.2 5.0727E-01  4.1926E-01 5.0728E-01  4.1926E-01

" 02 2.0256E-01  1.9623E-01 2.0255E-01  2.4414E-01
0.4 2.3062E-01  1.9391E-01 2.3062E-01  2.4056E-01
0.6 8.4215E-01  2.4198E-01 8.4216E-01 1.9484E-01
0.8 6.2907E+00  1.4960E+00 6.2907E+00  5.9936E-01
1 9.4631E-01  3.3346E-01 9.4632E-01  2.5007E-01

Tabela 5.19: Diferencas relativas para a solugao LT S4001s0 do problema CLOUDI,

p=0,p=5ep=7
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Os resultados apresentados nas tabelas (5.14) - (5.19) nos mostram que, mesmo
aumentando as ordens das quadraturas utilizadas na discretizagao angular,
obtivemos aproximagoes para as solucoes com concordancia de, no maximo, 3 digitos
significativos quando comparados com resultados da literatura [6], [30]. O tempo
necessario para calcularmos as aproximagoes apresentadas nas tabelas (5.14) - (5.15)
foi de, aproximadamente, 84 horas, enquanto que o tempo necessario para gerarmos

os dados apresentados nas tabelas (5.17) - (5.18) foi de, aproximadamente, 1 més.

5.3 Estudo da implementa¢ao numérica do esquema LTSy y

Nao Espectral e da convergéncia da solucao calculada

Iniciamos esta secao apresentando resultados do estudo acerca dos
tempos computacionais requeridos na resolucao de dois problemas - descritos a seguir
- mediante a utilizagao das formulagoes LTSy \; Espectral e Nao espectral. Na tabela
(5.20), abaixo, apresentamos os tempos computacionais, em minutos, exigidos na
resolugao do problema com grau de anisotropia L = 8, N = 50, M = 10, 50, 70, 90,
w=09, 7=1e py=0.5:

LTSNyM
N.M .
Espectral Nao Espectral
50,10 0.27 2.7
50,50 7.3 12.06
50,70 18.26 17.55
50,90 34.81 23.84

Tabela 5.20: Tempos computacionais (em minutos) para execugao de problemas

LTSxm espectral e nao espectral, L = 8

Ja na tabela (5.21), a seguir, apresentamos os tempos computacionais, em horas,

exigidos na execugao dos programas espectral e nao espectral para a resolugao do
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problema com anisotropia L = 82, N = 210, M = 50,70,90, w = 0.9, 7 = 1 e
Mo = 0.5.

LTSx M
N.M s
Espectral Nao Espectral
210,50 10.9 3.13
210,70 31.3 4.6
210,90 58.5 6.4

Tabela 5.21: Tempos computacionais (em horas) para execu¢do de problemas

LTSxm espectral e nao espectral, L = 82

Analisando os resultados das tabelas (5.20)-(5.21) verifica-se que, na medida em
que aumentamos o grau de anisotropia dos problemas e, consequentemente, a
quadratura angular utilizada, o esquema LTSy espectral torna-se cada vez mais
lento. Este fato esta relacionado a exigéncia computacional na resolugao do sistema
linear resultante, bem como ao célculo de autovalor/autovetor da matriz associada.
Nesse sentido, destacamos, aqui, que o fator tempo computacional é uma importante

caracteristica do esquema LTSy Nao espectral proposto.

A seguir, dando continuidade aos nossos estudos sobre a implementacao
do esquema nao espectral, apresentamos resultados acerca da qualidade da solugao
numérica encontrada para os problemas descritos nas segoes (5.1) e (5.2), bem
como os resultados de um estudo acerca da estabilidade e consisténcia do algoritmo
proposto. O que nos motivou essas andlises foram os resultados encontrados para o
problema CLOUDI, visto que, para todos os testes realizados, conseguimos calcular
a solucao com concordancia de, no maximo, 3 casas decimais quando comparados
com os resultados da literatura. Esperdvamos aproximar a solucao deste problema
com as mesmas ordens de concordancia que obtivemos quando aproximamos as

solucoes do problema HAZE.
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Iniciamos esse nosso estudo pela anédlise dos elementos que formam
a matriz LTSy w buscando, desta maneira, verificar se a mesma tem elementos
proximos ou idénticos a zero. Em caso afirmativo, esse fato poderia estar causando
instabilidade no sistema e a estabilizacao dos resultados obtidos quando aumentamos
as quadraturas e a anisotropia do problema. Os elementos da matriz LTSy v foram

classificados por ordem de grandeza e organizados em intervalos de frequéncia:

HAZE CLOUD1

Ordem de grandeza dos elementos
LT Ss1050  LT'S150,120

[—1072, —10719] 67.497.932  193.800.248
[—1071%,10719] 32.373.572  79.575.912
110715, 1072] 67.497.932 193.800.248
[—10%, —10%[ 112 280
[—10%,107] 1.422.404 2.498.616
1102, 10*] 112 280
Total de elementos 168.792.064 469.675.584

Tabela 5.22: Classificacao dos elementos da matriz LTSy y; dos problemas LT"S510 50

e LT S150,120

Pelos resultados apresentados na tabela acima, percebemos que os elementos da
matriz LTS51050 que sdo proximos de zero correspondem a 19,17% do total e os
elementos da matriz LT'S150 120 que sdo proximos de zero correspondem a 16,94%
do total. Ou seja, essas matrizes nao tém um nimero elevado de elementos proximos
de zero. Cabe ressaltar também que o ntumero de elementos considerados grandes,

isto &, de ordem de grandeza entre 10% e 10*, nao é expressivo.

Ainda, sabemos que, em um sistema recursivo, a qualidade da solucao
é controlada através do tamanho dos elementos que formam o termo fonte. Devido
a este fato, analisamos as ordens de grandeza dos elementos que compoem o

termo fonte, com o objetivo de investigar a existéncia de elementos de grandes
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ordens que poderiam estar causando instabilidade no nosso sistema e influenciando
na qualidade da solucao. A seguir, apresentamos os resultados obtidos para os
problemas LT'S51050 € LT'S150,120, calculados considerando 7 = 0 e um sistema

recursivo composto por 30 recursoes.

HAZE

Ordem dos elementos LT S510,50

Recursao 2 Recursao 4 Recursao 10 Recursao 15 Recursao 20

[-1072,—10719] 2050 3374 6318 6440 6496
[10715, 1072 4718 5308 6338 6440 6496
(102,107 6224 4310 336 112 0
Total de elementos 12.992

Tabela 5.23: Classificacao dos elementos do termo fonte do problema LT S2; 50

CLOUD1
LT S150,120

Ordem dos elementos

Recursao 2 Recursao 4 Recursao 10 Recursao 15 Recursao 25

[—10_2, —10_15[ 5252 6594 10106 10710 10836
[10*15, 10*2[ 8092 9084 10514 10710 10836
[—102,107] 8328 5994 1052 252 0
Total de elementos 21.672

Tabela 5.24: Classificacao dos elementos do termo fonte do problema LT'S150 120

De acordo com os resultados apresentados nas tabelas (5.23) e (5.24) acima,
percebemos que os termos de ordens de grandeza variando entre —102 e 102,
considerados os de maiores ordens nesses problemas, desaparecem antes mesmo da
ultima recursao. Essa constatacao nos infere que nao h& pontos atratores pela

imprecisao da aritmética, ou seja, a fonte & bem comportada.

Um importante resultado existente na literatura e utilizado no estudo
acerca da convergéncia de solu¢oes numéricas de problemas lineares é o Teorema de

Equivaléncia de Lax [38], o qual é apresentado a seguir:
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Teorema 1 (Teorema de Equivaléncia de Lax). Se um esquema de aprozimagao é
consistente, a estabilidade € uma condi¢ao necessdria e suficiente para que o esquema

seja convergente.

Nos valemos desse resultado para investigarmos a convergéncia da solucao calculada
via esquema LTSy . Nesse sentido, para estudarmos a estabilidade do algoritmo
recursivo proposto, analisamos as contribuicoes advindas de cada recursao para o
calculo da solucao ao final da n-ésima recursao. Para o estudo da consisténcia do
algoritmo, estudamos o termo residual. A analise do termo residual garante condicao
necessaria para consisténcia, a qual, juntamente com a estabilidade, garante a

convergéncia da solugao encontrada.

Para calcularmos as contribuicoes de cada recursao na composicao das
aproximacoes I*(7) dos problemas propostos, efetuamos o calculo do modulo da
diferenca entre as solugoes obtidas na recursao k+1 com aquelas obtidas na recursao

. * *
k, ou seja, calculamos os valores |I;,, — I7].

As tabelas abaixo apresentam resultados para a intensidade de radiagao do problema

LT S51050 considerando ¢ = F e p =0, u=1epu=—1e7=0.5 bem como do

problema LT'S150,120 nos casos em que ¢ = 5 e o =0, u=1e pu=-08e7=0.5.
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Recursao k

30
> I
k=0

Gira — Ll

© 00 N O Ut ks W N = O

NN NN N NN NN DN e e e e
© 0 N O U R W N R O © ® ~N O Uk W N o= O

30

2.3079899241E-02
3.8887575869E-02
4.4273016494E-02
4.5971489758E-02
4.6680319128E-02
4.7060610435E-02
4.7284300352E-02
4.7417922355E-02
4.7497266013E-02
4.7543933308E-02
4.7571157851E-02
4.7586947520E-02
4.7596071427E-02
4.7601332606E-02
4.7604363293E-02
4.7606108415E-02
4.7607113207E-02
4.7607691769E-02
4.7608024936E-02
4.7608216806E-02
4.7608327310E-02
4.7608390955E-02
4.7608427612E-02
4.7608448725E-02
4.7608460885E-02
4.7608467888E-02
4.7608471922E-02
4.7608474245E-02
4.7608475584E-02
4.7608476354E-02
4.7608476798E-02

1.5807676628E-02
5.3854406254E-03
1.6984732641E-03
7.0882936961E-04
3.8029130692E-04
2.2368991774E-04
1.3362200305E-04
7.9343657428E-05
4.6667294819E-05
2.7224543047E-05
1.5789668864E-05
9.1239074481E-06
5.2611790467E-06
3.0306871567E-06
1.7451220537E-06
1.0047915670E-06
5.7856175590E-07
3.3316698050E-07
1.9187055640E-07
1.1050414780E-07
6.3644769600E-08
3.6656696401E-08
2.1112793701E-08
1.2160105298E-08
7.0036935002E-09
4.0338042975E-09
2.3232747046E-09
1.3380878003E-09
7.7066789755E-10
4.4386300191E-10

Tabela 5.25: Intensidade de radiagao para o problema LT'Syi050 € 0 = 5, p = 1,

7=20.5
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Recursao k

30
> I
k=0

Gira — Ll

© 00 N O Ut ks W N = O

NN NN N NN NN DN e e e e
© 0 N O U R W N R O © ® ~N O Uk W N o= O

30

1.5859755170E-03
3.9689286993E-03
6.0024916903E-03
7.3847142432E-03
8.2289413047E-03
8.7174065896E-03
8.9928836146E-03
9.1470164117E-03
9.2334605036E-03
9.2822718555E-03
9.3100330398E-03
9.3259124429E-03
9.3350297561E-03
9.3402757596E-03
9.3432973578E-03
9.3450383971E-03
9.3460416299E-03
9.3466196709E-03
9.3469526874E-03
9.3471445230E-03
9.3472550226E-03
9.3473186687E-03
9.3473553268E-03
9.3473764403E-03
9.3473886007E-03
9.3473956046E-03
9.3473996384E-03
9.3474019617E-03
9.3474032998E-03
9.3474040704E-03
9.3474045143E-03

2.3829531823E-03
2.0335629910E-03
1.3822225529E-03
8.4422706154E-04
4.8846528491E-04
2.7547702494E-04
1.5413279719E-04
8.6444091810E-05
4.8811351956E-05
2.7761184248E-05
1.5879403121E-05
9.1173132485E-06
5.2460034931E-06
3.0215982234E-06
1.7410392241E-06
1.0032328461E-06
5.7804093921E-07
3.3301652620E-07
1.9183563705E-07
1.1049962571E-07
6.3646053669E-08
3.6658080550E-08
2.1113539750E-08
1.2160423621E-08
7.0038104396E-09
4.0338419098E-09
2.3232850001E-09
1.3380899999E-09
7.7066813001E-10
4.4386280935E-10

Tabela 5.26: Intensidade de radiacao para o problema LT S5050 € ¢ =0e pp = —1,

7=20.5
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Recursao k

30
> I
k=0

G — Ll

© 00 N O Ut ks W N = O

NN N NN NN NN R e R e
© 0 N O Ok W N =R O © 00N U kW N o= O

30

-4.9916251457E-04
1.2526814344E-03
2.7292183518E-03
3.5071519054E-03
3.8976043293E-03
4.1114037141E-03
4.2385842883E-03
4.3177628636E-03
4.3681128814E-03
4.4004532981E-03
4.4213383117E-03
4.4348742307E-03
4.4436734986E-03
4.4494101000E-03
4.4531607685E-03
4.4556199684E-03
4.4572367961E-03
4.4583025114E-03
4.4590066010E-03
4.4594727401E-03
4.4597819078E-03
4.4599872883E-03
4.4601239085E-03
4.4602148950E-03
4.4602755505E-03
4.4603160202E-03
4.4603430412E-03
4.4603610939E-03
4.4603731610E-03
4.4603812307E-03
4.4603866293E-03

1.7518439490E-03
1.4765369174E-03
7.7793355366E-04
3.9045242387E-04
2.1379938474E-04
1.2718057429E-04
7.9178575255E-05
5.0350017845E-05
3.2340416619E-05
2.0885013645E-05
1.3535919019E-05
8.7992679239E-06
5.7366013948E-06
3.7506684807E-06
2.4591999202E-06
1.6168276130E-06
1.0657152988E-06
7.0408967753E-07
4.6613906010E-07
3.0916766887E-07
2.0538049254E-07
1.3662028513E-07
9.0986483690E-08
6.0655454880E-08
4.0469698230E-08
2.7021055680E-08
1.8052619260E-08
1.2067133100E-08
8.0697562903E-09
5.3985953702E-09

Tabela 5.27: Intensidade de radiagao para o problema LT'Si50120 € 0 = 5, o = 1,

7=20.5
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Recursao k

30
> I
k=0

Gira — Ll

© 00 N O Ut ks W N = O

NN NN N NN NN DN e e e e
© 0 N O U R W N R O © ® ~N O Uk W N o= O

30

1.2802911430E-04
1.1770534021E-03
2.9634242772E-03
4.7827189692E-03
6.2142537039E-03
7.1866535013E-03
7.7929517444E-03
8.1538151710E-03
8.3643591685E-03
8.4869118915E-03
8.5588353346E-03
8.6016173422E-03
8.6274522159E-03
8.6432834356E-03
8.6531139280E-03
8.6592891810E-03
8.6632069689E-03
8.6657136566E-03
8.6673290851E-03
8.6683765490E-03
8.6690592933E-03
8.6695062909E-03
8.6698000484E-03
8.6699937165E-03
8.6701217424E-03
8.6702065673E-03
8.6702628764E-03
8.6703003158E-03
8.6703252424E-03
8.6703418568E-03
8.6703529414E-03

1.0490242878E-03
1.7863708751E-03
1.8192946920E-03
1.4315347347E-03
9.7239979743E-04
6.0629824302E-04
3.6086342666E-04
2.1054399747E-04
1.2255272301E-04
7.1923443125E-05
4.2782007629E-05
2.5834873648E-05
1.5831219698E-05
9.8304924018E-06
6.1752529832E-06
3.9177879380E-06
2.5066877361E-06
1.6154284718E-06
1.0474639051E-06
6.8274424638E-07
4.4699764370E-07
2.9375745643E-07
1.9366814427E-07
1.2802588184E-07
8.4824914370E-08
5.6309050299E-08
3.7439406910E-08
2.4926610821E-08
1.6614464490E-08
1.1084569901E-08

Tabela 5.28: Intensidade de radiagao para o problema LT'S150120 € ¢ = 0, p = —0.8,

7=20.5
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Analisando os resultados apresentados nas tabelas (5.25) - (5.28) acima, verifica-se
que as contribui¢oes para a solucao, a cada recursao, é cada vez menor. Esse fato
nos permite afirmar que a solugao tende a se estabilizar a partir de um determinado

nimero de recursoes.

Na continuidade de nosso estudo, analisamos os valores do termo
residual. Seja I(7) a aproximagao da solugao obtida ao final da n—ésima recursao.

A solugao exata deve satisfazer o sistema de equagoes descrito por (4.13), ou seja:

Li(r) — Al(r) ~ F(r) = 0. (5.6

Sendo assim, o termo residual gerado ao truncarmos o esquema LTSy recursivo

em n recursoes sera dado pela expressao

i1(7') — Al(r) — F(r)

o : (5.7)

[e.9]

T~ |

em que T, representa o pior resultado para a aproximacao I(7), em cada ponto 7 do

dominio considerado, ao final da n—ésima recursao.

Na implementagao numérica da expressao (5.7), o termo que envolve a
derivada de I nos pontos 7 da placa foi aproximado mediante utilizacao do método
das diferengas finitas. Em cada ponto 7 onde calculamos residuo, aproximamos a

derivada por diferencas centrais,

I'(r,) = I(T”“);hI(T”‘I), (5.8)

onde h representa o passo e é dado por h = (7,41 — Th_1)-

Calculamos residuos para os problemas HAZE e CLOUDI1 considerando n = 600
pontos na discretizagao do dominio e h = 1.666666666F — 003. Os resultados
apresentados nas tabelas abaixo consideram o residuo calculado em pontos 7
proximos as extremidades da placa e também em alguns pontos 7 no interior da
placa. Nas simulagoes, calculamos o termo residual considerando, de um lado, todas

as combinagoes entre as direcoes ¢ e u e, de outro, fixando ¢ = 0 e variando apenas
L.
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As tabelas (5.29) - (5.30) abaixo, apresentam resultados para os valores residuais do

problema HAZE, calculados nas proximidades dos extremos da placa:

Residuos problema HAZE
T 0.001666667 0.005 0.008333333 0.011666667 0.02

T.(7,¢,p) 1.033164E+02 3.652345E+00 3.670697E-01  2.361404E-01  7.827316E-02
T,(7,0,) 1.033164E+02 3.652345E+00 3.670295E-01  2.361142E-01  7.826559E-02

Tabela 5.29: Residuos problema HAZE com 7~ 0

Residuos problema HAZE
T 0.95 0.983333333 0.991666667 0.996666667 0.998333333

To (7,0, ) 1.987727E-03 5.870043E-02  1.765248E-01 9.827944E+00 5.211148E+01
T,(7,0,) 1.987418E-03 5.869252E-02  1.765021E-01  9.827944E+00 5.211148E+01

Tabela 5.30: Residuos problema HAZE com 7~ 1

A tabela abaixo apresenta resultados para os valores residuais do problema HAZE

e calculados considerando 7 no interior da placa:

Residuos problema HAZE
T 0.2 0.3 0.5 0.7 0.9

To (7,0, ) 1.454395E-03 9.703560E-04 3.880505E-04 2.389952E-04 5.819011E-04
Ty(7,0,u) 1.454395E-03 9.703560E-04 3.880505E-04 2.389952E-04 5.819011E-04

Tabela 5.31: Residuos problema HAZE com 7 € [0.2,0.9]

A figura 5.1, abaixo, apresenta o comportamento dos valores residuais ao longo do

dominio:
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L L T L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Dominio

Figura 5.1: Termo Residual Problema HAZE

A seguir, apresentamos resultados de testes realizados para estudo dos
valores residuais do problema CLOUDI1. Nestes testes, consideramos N = 150 e
M = 120 na discretizacao angular. As tabelas (5.32) - (5.33) apresentam resultados
calculados considerando 7 nas proximidades dos extremos da placa e a tabela (5.34)

para valores residuais calculados considerando 7 no interior da placa:

Residuos problema CLOUD1
T 0.001666667 0.005 0.008333333 0.011666667 0.02

Ti(7,0,p0)  2.229654E+02  7.649564E+00 3.024618E-01  2.362595E-01  1.307366E-01
T, (7,0,u) 2.229654E402 7.649564E4+00 3.024618E-01  2.362595E-01  1.307366E-01

Tabela 5.32: Residuos problema CLOUD1 com 7~ 0

Residuos problema CLOUD1
T 0.95 0.983333333 0.991666667 0.996666667 0.998333333

Ty(7,0,p0)  1.567206E-03 1.473357E-02  2.810558E-02  4.676000E+400 2.489637E+01
T, (7,0,) 1.567206E-03 1.473357E-02 2.810558E-02 4.676000E+400 2.489637E+01

Tabela 5.33: Residuos problema CLOUDI com 7 ~ 1
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Residuos problema CLOUDI1
T 0.2 0.3 0.5 0.7 0.9

T. (7,0, ) 1.226196E-02 9.709021E-03 7.827808E-04 7.322237E-04 6.731275E-04
Ty(7,0,) 1.219647E-02 9.709021E-03 5.313563E-04 3.931341E-04 2.395082E-04

Tabela 5.34: Residuos problema CLOUDI com 7 € [0.2,0.9]

A figura 5.2, a seguir, mostra o comportamento dos valores residuais para o problema

CLOUDI, com 7 € [0, 1]:

10

10

10

10

Residual

10 ¢

10°F

10k

107 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Dominio

Figura 5.2: Termo Residual Problema CLOUD1

Os resultados apresentados acima nos permitem afirmar que o algoritmo
proposto ¢ consistente. Tais resultados, juntamente com aqueles que nos mostraram
a estabilidade do algoritmo, nos permitem concluir que a solucao calculada via
esquema LTSy y € convergente. Logo, as solugoes calculadas pelo esquema recursivo
proposto sao candidatas a solucoes aproximadas para os problemas estudados. Nesse
sentido, inferimos que, possivelmente, para problemas de elevada anisotropia (caso
em que L = 299), a qualidade da solucao calculada via utilizagao do esquema LTSy
estd relacionada a problemas de aritmética computacional, como por exemplo,

de representacao de numeros reais, bem como do nimero elevado de operagoes
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aritméticas realizadas, as quais sao exigidas na construcao dos elementos da matriz

associada.
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6 CONCLUSOES

Neste estudo, apresentamos uma formulacao para o tratamento de
problemas de transferéncia radiativa unidimensionais e sem simetria azimutal, a
qual considera a discretizagao do termo integral da equacao em ambas as variaveis
angulares, utilizando, para isto, a quadratura gaussiana dupla. Deste procedimento,
resulta um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem que foi
resolvido analiticamente mediante implementagao do esquema LTSy v nao espectral.
Neste esquema, a solucao das equacoes resultantes é obtida de maneira recursiva e
o numero de equacoes a serem resolvidas é escolhido de forma a obter uma precisao
prescrita. Para validar o método proposto, aplicamos a formulacao na resolugao
de problemas inseridos no contexto de Transferéncia Radiativa na Atmosfera, mais
especificamente em névoas (HAZE) e nuvens (CLOUDI1). Apresentamos resultados
da implementagao numérica e realizamos comparacgoes dos resultados obtidos com
aqueles existentes na literatura. Para o problema HAZE, obtivemos bons resultados
quando comparados com os resultados existentes na literatura. No que se refere ao
problema CLOUDI1, obtivemos aproximacoes para as solucoes com, no maximo, 3
digitos significativos quando comparados com resultados da literatura. Deste fato,
julgamos importante a realizacao de uma anélise acerca da qualidade da solugao
encontrada. Tendo por base o Teorema de Lax para sistemas lineares, estudamos
a estabilidade e a consisténcia do algoritmo recursivo proposto e mostramos que a
solucao calculada pelo esquema LTSy v nao espectral é convergente. Cabe destacar,
aqui, que nao é de conhecimento nosso a existéncia de trabalhos que apresentam
este tipo de anédlise, especialmente no contexto desse nosso trabalho. Concluimos,
ao final desse estudo, que os problemas referentes a estabilizagao dos resultados
do problema CLOUDI1 estao associados a questoes de aritmética computacional,
mais especificamente no calculo dos elementos que formam a matriz LTSy . Como

sugestao de continuidade desse estudo, julgamos pertinente a realizagao de uma
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analise mais aprofundada no algoritmo proposto, buscando minimizar a quantidade
de operacoes aritméticas realizadas na construcao dos elementos que formar a matriz

LTSx u-
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