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Funções

Passamos agora ao estudo do conceito de convergência, em sua versão contínua. No que segue,
todas as funções são reais e utilizamos, sem maiores explicações, as propriedades de números
reais e de sequências reais que foram desenvolvidas nos capítulos precedentes. Da mesma forma,
para obter exemplos mais signiÊcativos, utilizamos as funções transcendentes seno, cosseno,
exponencial e logaritmo, apresentadas ao final do primeiro capítulo.

3.1. Continuidade

Seja .f : X + R uma função real qualquer. Podemos interpretar / como um operador de sequên-
cias, já que, a cada sequência (#.) do domínio X de / podemos associar uma sequência (3/«) da
imagem /(X) de /, definida, naturalmente, com qualquer n, por

y«

A coníínuádade de uma função é caracterizada pela preservação da convergência dessas sequên-
cias. Mais precisamente, dado um ponto o € X qualquer do domínio de /, dizemos que / é
corzthua em a se (Z/.) for uma sequência convergente com ]img/« = /(o-) sempre que (#«) for
uma sequência convergente de X com lil-n z,z = a. Em menos palavras, / é contínua em o- se
/( limo«) = lim /(z«) sempre que lim z« = a ou, então,

«« --, .- :::::> .f(««) : /(«).

Figura 3.1. A continuidade de / em a

Exemplo 3.1. As funções constantes e a identidade eR são, claramente, contínuas em cada
ponto de R. Pelo Exercício 2.2.9, sabemos que z. l a :-::> lz.l --, lar agora, isso significa
que a função valor absoluto é contínua em cada o- C IR. Também sabemos, pela Proposição
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2.30, que l/z« ----} l/a, sempre que z,, --+ a # 0. Dessa forma, a função racional definida por
/(z) = 1 /z é COTltÍmla. em cada. ponte' de seu domínio. ©

Pelas propriedades operacionais dos limites de sequências (Proposição 2.30), decorre que
combinações lineares e produtos de funções contínuas num ponto são contínuas nesse ponto
Segue daí que são coíJtÍnuas em cada ponto todas as funções polinomiais de uma variável real.
A continuidade das funções exponenciais /(z) = b' (com b > 0 fixado), das potências /(#) = z'
(com um real c fixado) e da função logaritmo /(z) = logo em cada ponto de seu domínio é o
conteúdo do Exemplo 2.33, à página 76. Nos exemplos, também utilizaremos a continuidade das
funções trigonométricas (o que só veremos no Capítulo 4).

Dizemos que uma função / : X } R é contígua em -4 Ç X se / é contínua em cada ponto
de .4. Qualquer função é contínua em subconjuntos discretos de seu domínio. (Ver Exercício
3.1.2.) Dizemos, simplesmente, que uma função é co zt hua se for contínua em cada ponto de seu
domínio. Observe que toda sequência define uma função contínua, já que seu domínio é discreto

A continuidade é herdada por composição. Se / for contínua (em a) e g for contínua (em
/(a)), então a composta g ' / é contínua (em a), sempre que essa composta exista, ou seja, se

/(X) Ç X onde / : X --. R e g : y --., R. De fato,

z. --,a:->/(z«) ----/(a)::+(g./)(z«)
Lembramos disso dizendo que é contínua a composta de funções contínuas. Assim, por exemplo,
fixado b c IR, são contínuas em (--b,+oo) as funções deânidas por log(b + z) e vi--f'ã. A
continuidade dessa últin:La foi demonstrada no Exemplo 2.34 e usada, sem mencionar a palavra
"continuidade" , no Exemplo 2.37, em que mostramos que o limite de uma sequência definida
por iteração é o ponto fixo da fuiJÇão iterada. Isso é bem geral.

Íg o f)ro-}.

Exemplo 3.2. Se a sequência (z«) definida pelas iteradas z«+i = ./'(z«) de uma função / for
convergente e se a função for contínua em a = lim z.., então

.- = time«+l = lim/(:««) =/( lim:««) =/(a),
ou seja, esse limite é um ponto fixo da função iterada. ©

o' r o' o'+r

Figura 3.2 A permanência do sinal de uma função contínua em a

Da mesma forma que as propriedades operacionais das sequências convergentes são herdadas
pela continuidade, também a permanência do sinal e o confronto de sequências convergentes são
transmitidos à continuidade. (Ver Exercício 3.1.1.)

Lema 3.3. (Permanência do Sinal) Soam / : X --, R uma /unção conta'nua num ponto a C X e

,\ C IR dados. Se /(a) > À, então ezáste r > 0 taJ gue /(z) > À, com quaigtzera C Xn(a r, o-+r).
Resultado análogo Date $e JI.a) < X e, porta7tto, se fÇa) :# X
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Demonstração. Soam / contínua em a e À C 11{ dados. Usamos contraposição. Digamos que
não exista r > 0 com ü propriedade l al < r :::+ .f(z) > À, com # € X. Isso significít quc,
dado r > 0, sempre podemos encontrar # C X tal que lz -- al < r e /(z) < À. Em particular (por
indução), dado qualquer n C N podemos encontrar z. € X tal que lo- #.l < { e /(z.) < À.
Dessa forma, obtemos uma sequência (z«) de X tal que /. portanto, /(z.) --, /(a),
pela continuidade de / em o-. Como /(z«) < À com n C N, a permanência do sinal de sequências
garante que, também, ./'(a) < À. (Ver Lema 2.25.) []

Exemplo 3.4. O quociente de funções contínuas num ponto é contínuo nesse ponto, desde que
o denominador sqa não nu]o no ponto em consideração. De fato, sejam /,g : X --, ]R duas
funções contínuas num ponto o C X. Se g(a) # 0, então a permanência do sinal de funções
contínuas garante que existe r > 0 tal que g(z) # 0, com z C (a -- r, o- + r) n x. Desse modo, o
quociente //g das duas funções está bem deÊnido em (o- r, o- + r) n X e é contínuo em a, pela
Proposição 2.30. (Ver, também, o Exercício 3.1.7.)

Em particular, toda função racional é contínua em cada ponto no qual o polinâmio do
denominador não se anula, ou seja, em cada ponto de seu domínio. ©

Definições Equivalentes

Para estabelecer a continuidade de uma função num ponto a de seu domínio X, a definição exige
que verifiquemos se /(z«) ---* /(a) com toda. e qzzaiquer sequência (z«) de X tal que #. ---, a.
Sela isso, de fato, necessário? Na verdade, não é preciso verificar isso com todas as sequências
que tendem a a, bastando considerar as sequências monótonas que tendem a o-. Mais que isso,
como a sequência constante z« = a sempre leva à sequência constante /(z«) = /(a), basta
considerar as sequências (monótonas) de X {a} que tendem a a e, dessas, apenas as crescentes
e as decrescentes. (Ver Exercício 3.1.6.)

A continuidade de uma função num ponto de seu domínio também pode ser caracterizada
sem referência direta a sequências, dizendo que / é contínua em o- se /(z) estiver situado arbã-
frahame7zie prózámo de /(o) sempre que z estiver suácÍe7zfemente prózárno de a. Ei:n símbolos,
temos a afirmação seguinte.

Dado qualquer e. > 0, existe algum õ > 0 tal que, qualquer que seja z € X, vale
# -- al < õ -+ l.f(z) -- .f(a)l < c

Mostremos que essa afirmação equivale à continuidade de / em a.
Suponllamos que a afirmação seja válida e mostremos que / é contínua em a. Para isso,

consideremos uma sequência (r..) qualquer de X tal que z. -, a e mostremos que também
/(#«) ----, /(a). Lembremos que isso significa que, dado qualquer f > 0, precisamos mostrar a
validade de l/(z«) /(a)i < c com n 3' 0. Seja, pois, dado e > 0 arbitrariamente e tomemos o
(5 > 0 fornecido pela afirmação. Com esse õ > 0, nossa hipótese z. -+ o- galante a validade de
z« -- o-l < õ com n ]» 0. Pela afirmação, l/(z.) /(a) < e decorre de lz« al < õ, portanto,

estabelecemos que l/(z.) /(c,) < c vale com n » 0. Como isso é válido com qualquer c > 0,
estabelecelalos que /(#.) --* /(a). Cromo isso é válido com qualquer sequência (z«) de X tal
que z,z --) a, podemos concluir que / é contínua em o-

Reciprocamente, suponhamos que a afirmação sda falsa e mostremos que, nesse caso, / não
é contínua em a. Seja, pois, co > 0 tal que, qualquer que seja õ > 0, exista algum # € X tal que
não «Iha lz al < õ -+ l/(z) -- /(.-)l < co, ou seja, vale lz al < õ, mas l/(z) ./(a)l > eo.
Assim, tomando õ = 1, obtemos zi € X com lzt o-l < 1, mas l/(zi) - /(a) > co; tomando
(i= {, obtemos z2 C X com lz2 a1 < 4, mas l/(z2) /(a)l > co, e assim por diante. Desse
modo, construímos uma sequência (zn) de X com lz«--al < i, mas l/(#«) --/(a)l > co, qualquer
que seja n C N. Em particular, pelo critério do confronto para sequências, temos z,l --} a, mas
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de l/(#«) -- /(o-)l a: eo > 0 decorre que (/(z«)) é divergente ou, então, convergente com limite
distinto de /(a). A existência dessa sequência garante que / não é contínua. em a.

O argumento que acabamos de apresentar é bastante utilizado em Análise quando queremos
provar a]guma afirmação do tipo H -+' (Va)(]b)(Vc)IP(a, b, c)l e, para isso, usamos contra-
posição. Assim, partindo da negação (]a)(Vb)(]c)l«., P(a, b, c)l, tomamos esse a que existe e, ao
invés de utilizar todos os b disponíveis, consideramos apenas os termos bn de alguma sequência
nula conveniente (muitas vezes, b.. = :) e, para cada um desses b. , escolhemos um c« correspon
dente tal que valha '- P(a, b«, c«). Desse modo, obtemos duas sequências, com as quais tentamos
chegar a -' /?. Esse procedimento já foi utilizado, por exemplo, na demonstração do Lema 3.3)

Descontinuidades

Se uma função não for contínua nalgum ponto de seu domínio, diremos que a função é des-
conÉíhua; mais precisamente, dizemos que ulJaa função é descontínua em a se não for contínua
no ponto o de seu domínio. Para estabelecer que uma função / seja descontínua num ponto ct de
seu domínio X, basta encontrar uma única sequência (=«) do domínio X que seja convergente a
c, mas tal que a sequência (/(z«)) da imagem seja divergente ou, então, convergente com limite
distinto de ./'(a).

Observe que uma função só pode ser descontínua e11a pontos de acumulação do domínio, já
que toda função é contínua em cada ponto isolado do domínio. (Ver Exercício 3.1.2.)

Fora do mundo das funções polinomiais, racionais, potências, exponenciais e trigonométricas ,
existem funções com variados tipos de comportamento. Podemos exibir funções que são des
contínuas em apenas um ponto, ou descontínuas em todos os pontos, ou até contínuas em apenas
um ponto, como segue.

Exemplo 3.5. Fixado a C R, seja /a : R ---+ R a função real definida por

cujo gráfico "pula" do gráfico constante igual a l em (--oo,0) para o constante l em (0, oo).
Essa função é contínua em cada ponto de R, exceto em cr = 0. (Ver Figura 3.3.)

1, se

/. («) ser7.

se

z > 0,

z = 0,

a; < 0,l9

Figura 3.3. Essa função só é descontínua em 0

De fato, /. é contínua em cada ponto de IR -- {0}, por ser constante. No entanto, as duas
sequências definidas por =n+ ' :EI/n convergem a 0, mas /,,(zl') --, l e /a(Z;) --, 1, de
modo que pelo menos uma dessas duas sequências não converge a /.(0) = a, independentemente
do valor a escolhido para /a(0). Assim, /. não é contínua em 0. ©

Exemplo 3.6. Seja -rQ : R -+ R a função indicador de Q, definida por

zCIR Q,
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cujo gráfico "pula" entre os gráficos das tetas horizontais W = 0 e y = 1. (Ver Exercício 0.0.21.)
Essti f'unção, conhecida. como /}z.n.çãn dc /)íricó./ct, íiã.n é contíntlià em ponto algum. De I'aLu, se o
for racional, escolhemos uma sequência (z.) qualquer de irracionais que convirja a a e obtemos
IQ(z«) = 0 -----, 0 # l = IQ(a) e se a for irracional, escolhemos uma sequência (z«) qualquer de
racionais que convirja a a e obtemos IQ(z«) = 1 --. 1 # 0 = 1Q(a). (Ver Exercício 2.2.6.) ©

Exemplo 3.7. Seja / : R --} R a fuiJÇão real definida por

,, ~ lz+l, se zcQ,
l2, se ncR Q,

cujo gráfico "pula" entre os gráficos das netas Z/ = z + l e g/ = 2. Essa variação da função de
Dirichlet só é contínua num único ponto, a saber, no ponto em que as duas retas se cortam.

g
g/ = z + l,

se z C Q

y - 2,
se z c R -- (Q

l
Z

Figura 3.4. Essa função só é contínua em a l

De fato, se (z«) for uma sequência qualquer convergente a a, então #« + 1 --, o- + l por
valores racionais de zr. e z,L :: 2 --+ 2 por valores irracionais de zn. Como a + 1 = 2 se, e só
se, a = 1, resulta que / tem o único ponto de continuidade a = 1, no qual as regas Z/ = z + l e
Z/ = 2 se cortam. (Ver Figura 3.4.) @

A Propriedade do valor Intermediário

Dizemos que uma função / : X --, ]R tem a propriedade do uaZor ánlermedááráo, abreviada por
PVI, se a imagem direta /(/) de qualquer intervalo / Ç X contido no domínio de / também for
um intervalo. Usando a caracterização de intervalo como um conlunlo com a PVI isso significa
que, dados quaisquer a,b,d C R tais que a,b C / Ç X, se d estiver erzíre /(a) e /(b), sempre
existe algum c C /, também erz re a e b, tal que d = /(c) C /(/). (Ver Exercício 1.4.14.)

Uma maneira prática de provar isso pode ser dada nos tnoldes da prova alternativa que vimos
do Teorema 2.41 de Bolzano-Weierstrass, no capítulo precedente.

De fato, supondo, por exemplo, que /(a) < d < /(b), com a < b, teiElos três opções para o

ponto médio ci = {(a + b) do intervalo la, ól: ou /(ci) = d, e estamos prontos, ou /(ci) >.d, ou
/(ci) < d. Se /(ci) > d, passamos ao subintervalo la,cil e, se /(ci) < d, ao subintervalo lci, ól,
retomando o processo de considerar o ponto médio. O processo termina quando encontramos
o ponto em que / vale d, ou continua indefinidamentel nesse caso, obtemos um ponto pelo
princípio dos intervalos encaixados no qual, por continuidade, o valor de / é d.

A prova que apresentamos a seguir, substitui o processo de infinitas escolhas de subintervalos
e o princípio dos intervalos encaixados pelo axioma do supremo
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Teorema 3.8. (Teorema do Valor Intermediário TVI) Á imagem dárela por uma .furzção
H)t].l.-í-ti,-ti.{i. tlc tl'tl.u.l.(J'u.c-r i.n.l.t:-r«nu.l.o cn'rt.t'l.d.o 11.0 dnm.ín.+.a dn. fl.[.n.(ãn é tema i.ut€1'Ltülü.

Demonstração. Seja / : X --, ]R uma função contínua e suponha que a < b e d C ]R sejam tais
que la, ól Ç X e /(a) < d < /(b) (o caso b < a é análogo); mostremos que existe algum c C (a, b)

tal que /(c) = d. Seja G = {z c la, ól : /(z) < d}. Temos que a c C' e C' Ç la, ól é limitado, de
modo que existe c = sup C' € 1a, ól: vamos mostrar clue c C (a, b) e /(c) = d.

Ora, como /(a) < d e / é contínua em a, a permanência do sinal garante que existe algum
r > 0 tal que la, a + r) Ç; C', mostrando que a < c. Do mesmo modo, /(b) > d e a permanência
do sinal garantem que existe algum r > 0 tal que C Ç la, b -- rl, mostrando que c < b. Assim,
a < c < b. Também ./'(c) < d acarreta lc, c + r) Ç C, com algum r > 0, o que é impossível, pois
c é cota superior de C'. Logo, c C (a, b) e d < /(c)

Finalmente, por definição de supremo, dado qualquer n C N, podemos escolher algum #. C C'
tal que c -- } < z. < c. Então /(z«) < d com n C N e, pelo confronto, a sequência (#«) de

X assim obtida satisfaz #. -} c. Por continuidade de / e permanência do sinal de limites de
sequêrJcias, decorre que /(c) = ]im /(z«) < d. Assim, /(c) = d. []

Figura 3.5 A propriedade do valor intermediário

Exemplo 3.9. Existe alguma raiz real de zõ + 4z3 -- 2a2 + r 3 entre 0 e 1, pois a função
/(z)=zS+4z3 2z'+z 3écontínuaemlRe/(0)=--3<0< 1=.f(1)
Exemplo 3.10. A cúbica dada por /(z) = z(= + 1)(z 1) = z3 z é contínua e tal que
.f(--2) = 6 < 0 < 6 = /(2), mas existem três pontos c entre 2 e 2 tais que ..f(c) = 0, a saber,

O TVI garante que existe pelo menos um ponto c tal que /(c) = d. No exemplo precedente,
obtivemos três. E claro que se a função contínua for injetora no intervalo, existe exatamente um
único ponto c tal que /(c) = d. Assim obtemos uma maneira alternativa de mostrar a existência
de todas as raízes de todos os números reais positivos. (Ver Exercício 1.4.28.)

Proposição 3.11. Z)aços z C R posãÉáoo e n c N, ezáste, e é tíníca, a raiz enésima t/ã: de z

Demonstração. Fixado rz C N, sabemos que é contínua em R a função potência definida por
.f(#) = z", com z C R. Também é injetora en] (0, +oo), pois 0 < z < y ::+" #" < g/"

Dado # > 0, mostremos que existe um único c > 0 tal que # = /(c) = c". Isso é imediato
com n :: 1, portanto, podemos supor que n > 2. Pela propriedade arquimediana, existe m € N
tal que z < m, e é claro que rn < m". Logo, /(0) = 0 < z < m" = /(m) e o TVI garante que
existe c > 0 ta] que c" = /(c) = z. Cromo a função / é injetora, a raiz enésima de z é única. []
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A recíproca do TVI não é válida, pois existem exemplos de funções descontínuas com a
propriedade do valor intermediário. (Ver Exercício 3.1.27.) No entanto, a recíproca é válida na
caLeguiia es pedal das fui:tções monótonas.

ll'eorema 3.12. Se a imagem dáreta de um áníeruaio por alguma /urzção monótorza /or um
intervalo, então Q .função é contínua nesse intervalo.

Demonstração. Seja / uma função não crescente num intervalo / qualquer e digamos que ./'
seja descontínua num ponto o C /. Pelo Exercício 3.1.4, existe alguma sequência (z«) de / -- {a}
que é crescente ou decrescente e convergente a a, mas tal (lue (/(n«)) diverge ou converge a um
ponto distinto de /(cr). Vamos supor que (z«) seja crescente.

Como / é não crescente e /« < z«+i < a com n € N, obtemos

/(z.) > /(:««+i) > .f(a),
qualquer que seja n C N. Segue que a se(luência (/(=«)) é decrescente e limitada inferiormente
por /(a), de modo que essa sequência converge, com lim/(a;«) = inf{/(z«)} a: /(o-). (Ver
Teorema 2.35.) No entanto, essa sequência não converge a /(a), portanto, 77 = lim /(#«) > /(a).
Mostremos que nenhum ponto entre /(a) e 77 pertence à imagem de /, com o que a imagem de
/ não é um intervalo, pois lzt,al g /, mas ./'(lzi, al) = 1/(a), /(zi)l g /.

Figura 3.6. A imagem de uma função decrí:scente e descontínua não pode ser um intervalo

Se algum y C (/(a), ?7) fosse um ponto da imagem de /, então existiria z C / tal que /(z) - y
e, dado qualquer n C N, de

=

J(a) < f( ) < .1 ç .fÇ:.«)
decorreria qiie z. < = < a, de modo que o critério do confronto garantiria z = a, o que é
impossível, já que /(#) = y # /(a).

A piava é análoga se (z«) for decrescente, bem como nos dois casos de / não decrescente.

Coi'Diário 3.13. C/ma /uíLção monótona 7zum áníeruüZo é contígua se, e só se, tem a propriedade
do vazar ãmíermedááí'ão. U

Corolário 3.14. Toda /unção contáhua e {íÜetora num ánfe7"vazo é crescente rou decrescente,) e
:u« /«.nção {n""« t.mbém é contínu«, {"feto« e c«sce«te (ou de«e'Gente).

Demonstração. Seja / : / --, IR contínua e injetora no intervalo /. Pelo TVI, a imagem
J = /(/) de / é um intervalo e, por ser / injetora, existe a função inversa g : J --} R de /. Pelo
Exercício 3.1.23, / é crescente (ou decrescente) em /, com iílversa. crescente (oli decrescente).
Corno a imagem de g é o interva]o ], o Teorema 3.12 garante que a inversa g é contínua. ]]
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Exemplo 3.15. Fixado n C N, a função raiz enésima g(z) = XI''E definida em lO, +oo) é crescente
e contínua, com função inversa / : lO, +oo) --, IR dada pela potência enésima /(z) = #". ©

O Teorema de Weierstrass

Exemplo 3.16. A função racional contínua deÊnida por /(z) = 1/z leva o intervalo limitado
não fechado (0, ll no intervalo ilimitado jl, oo) e leva o intervalo fechado não limitado jl, oo) no
inLervalu uãu recitado (0, 11.

Figura 3.7. A função contínua /(z) l/n leva intervalos compactos do domínio em intervalos compactos

No entanto, essa função leva qualquer intervalo limitado e fechado (ou seja, compacto) do
domínio num intervalo limitado e fechados por exemplo, leva l--3, --2Í em 1 -- 11, -- {1 . Q)

Em geral, nenhuma função contínua pode levar um intervalo compacto do domínio num
intervalo ilimitado.

Proposição 3.17. .4 imagem dárela por uma /unção contíh'ua de qualquer ánleruaZo compacto
covLtido no domínio da fuvLção é um intervalo limitado.

Demonstração. De fato, suponha que la,ól Ç X seja um intervalo compacto e que seja ili-
mitada a imagem direta de la,ól pe]a função contínua / : X --} ]R. Escolhendo, com qualquer
rz c N, algum Z/. C /(la,ól) tal que rz < IZ/«l, obtemos uma sequência (z«) de la,ól tal que
n < IZ/«l )l, «m n € N.

Pelo Teorema 2.41 de Bolzano-Weierstrass, essa última sequência possui alguma subsequên-
cia convergente. Se (=k.) denotar uma tal subsequência e se zk. --* c, então &« > n e c c la, ól,
já que la,bl é um intervalo fechado. Mas, por continuidade, /(zk.) ---, /(c), de modo que
n < k« < 1/(zk.)l --, l/(c)l, o que é uma contradição. Desse modo, provámos que /(la,ól) é
um conjunto ]imitado. []

Tampouco pode função contínua alguma levar um subintervalo compacto do domínio num
intervalo não íéchado

Teorema 3.18. (Teorema de Weierstrass TW) .4 imagem dáreta por urna /unção corztz'nua de
qualquer intervalo compacto contido no domínio da função é uvrl intervalo compacto.

Em mais palavras, o TW afirma que se / : X --} R for colltínua em la, ól Ç X, então existem
os va]ores mínimo m e máximo ]W de / em la, ól , ou seja, temos /(la, ól) = lm, ml l em particular,
existem zi, z2 c la, ól tais que

«. ) < /(.«) < /(;«,)

qualquer que seja z C la, ól. Assim, toda função contínua atinge algum valor mínimo e algum
valor máximo em cada intervalo fechado e limitado.

Demonstração. Sejam / : X - ]R unia função contínua e la,bl Ç X. Queremos mostrar que
/(la, ól) é um intervalo fechado e limitado. Pelo TVI e pela proposição precedente, já estabe-
lecemos que /(la,bl) é un] intervalo limitado. Denotando m = inf.f(la,bl) e M = sup/(la: ól),
resta mostrar que /(la, bl).
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M.ostremos por que ]V c /(la, ól), Pela propriedade do supremo, existe uma sequência (y«.)
de /(la, ól) tal que y. H À/. Assim, obtemos umu sequência (#.) de la, ól tal que /(z.) ---- .A/.
Pelo Teorema 2.41 de Bolzano-Weierstrass, podemos escolher alguma subsequência convergeíJte
(zk.) de (#«). Temos /(zÉ.) ----» M. Como la, ól é fechado, temos zk. --' c, com algum c € 1a, ól,
e a continuidade de / garante qüe /(zk.) --, /(c), acarretando que M = /(c) c /(la,bl). De
maneira totalmente aná]oga, podemos mostrar que m c /(la, ól). []

Figura 3.8. O Teorema de Weierstrass

Para terminar esta seção, investigamos as oscilações de funções contínuas em intervalos
/ : X -+ R for uma função que é litnitada rLum subconjunto não vazio .4 Ç X, dizemos que

«,(/,.4) = sup/(.4) -- inf/(.4) = sup{/(c)/(d)l: c,d C À}
é a oscÍZação de / em .4. (Ver Exercício 1.5.7.)

Se

Figura 3.9. A oscilação de / em lc, dl

Exemplo 3.19. A ftmção racional def:unida por .f(z) = 1/# é contínua em seu domínio, mas
possui oscilações muito grandes em intervalos muito pequenos. De fato, é imediato verificar que,
dado n c N,

«(/, lá, il) - «.

No entanto, as oscilações de / são controladas em subintervalos fechados de intervalos compactos
do domínio dessa função, que necessariamente se mantêm afastados da origem. (9

Em geral, funções contínuas em intervalos compactos têm as oscilações em subintervalos
uniformemente controladas.

Proposição 3.20. S(Üa / : X --} R uma /unção conÉíhua riam ánterua/o la,ól Ç X. .Z)ado
qhülquer e > q. podevrtos escolher ctlgum r > q tal que

0 < w(/, lc, al) < ;,
qualquer gae seja o suóá zteruaZo lc, dl de la, ól com d c < r.
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Demonstração. Seja .f : .X --, R uma função contínua num intervalo la, ól Ç X. Queremos
mostrar que, dado qualquer z' > 0, sempre podemos escolher algum r > 0 de tal forma quc
.f(z) /(Z/)l < c, quaisquer que sejam z, g/ C la, ól com l# Z/l < r.

Digamos que essa afirmação seja falsa, ou seja, digamos que co > 0 seja tal que, dado
qualquer n C N, sempre existam an,3/« C la,ól tais que lz. -- 3/«l < 11 e l./'(an) -- /(Z/«)l > cO.

Dessa forma construímos duas sequências de la, ól e, pelo Teorema 2.42 de Bolzano-Weierstrass,
podemos supor que (uma subsequência de) (y«) seja convergente; digamos que g/. --, c c la, ól
Então também z« = (z. -- 3/«) + Z/« ---, 0 + c = c e, por continuidade, ambas as sequências
(/(««)) e (/(g/«)) co«errem ' /(c), acarretando

0(c)-/(c)l l/(z«)/(y«)l>eo>0,
o que é uma impossibilidade. n

Exercícios 3.1

3.1.1. Sejam /,g : X --> ]R duas funções reais contínuas num ponto a C X. Mostre que valem
as afirmações seguintes.

(1)/(a) <g(a) se, esóse, existirá > 0 calque/(z) <g(z), com;«C(a r,a+r)nx.
(2) ./'(a) < g(a) se, e só se, dado qualquer r > 0 existir algum zO C (a -- r, a + r) n x tal que

/(zo) < g(#o)
(3) (Critério do Confronto) Se /(a) = g(a) e se h : X --* IR for uma função qualquer tal que

/(:«) < h(:«) < g(#), com # C X, entã. h é contín- em a e /(a) = g(a)
3.1.2. Mostre que toda função é contínua em cada ponto isolado de seu domínio. Em particular,
mostre que toda sequência é uma função contínua.

3.1.3. Dada uma função / : X ---} ]R, defina a função valor absoluto 1/1 : X --} R de / por
/l(z) = 1/(a)l, com z c X. Seja a € X um ponto do domínio de /. Mostre que
(1) se / é contínua em .-, então 1/1 é «ntí-» e«: a;
(2) se / é contínua em o- e /(a) # 0 então, dado qualquer c > 0 tal que l/(a) > c, existe

;lgum«>0 calque l./'(=)1 > c, com # c(a ,,a+«)nx.
Dê um exemplo de uma função que não é contínua em ponto algum de R tal que sua função
valor absoluto seja contínua em R.

3.1.4. Sejam a C X um ponto de acuntulação de X e / : X H R uma função quaisquer. Mostre
que são equivalentes as afirmações seguintes

(1) Existe alguma sequência crescente ou decrescente (#«) de X que converge a a e tal que
(/(z«)) diverge ou converge a algum ponto distinto de /(o)

(2) Existe alguma sequência (z«) de X que converge a a e tal que (/(z«)) diverge ou converge
a algum ponto distinto de /(a).

(3) ./' não é contínua em o-
(4) Existe algum fo > 0 com a propriedade seguinte: dado qualquer r > 0, sempre existe algum

zc(a--r,a+,)nx tal que l/(;«) --/(a) >co.

(5) Existe algum co > 0 com a propriedade seguinte: dado qualquer n C N, sempre existe
alg«m««C(a i,a+i)nX talq« l.f(«.)/(a) >'o.

(6) Existem algum co > 0 e alguma sequência (z«) de X {a} que converge a o-, mas tal que
/(a;«) /(a) > co, qualquer que seja n € N.
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3.1.5. Sejam a € .X um ponto de acumulação de X e / : X --» IR uma. fllTiçân qlln.isqller. Mnst.re
que são equivalentes as afirmações seguintes, nas quais, para simplificar, usamos a frase

s' "« - então /(z.) --, /(a).
(1) Dada qualquer sequência (#.) monótona de X, vale (3.1).

(2) Dada qualquer sequência (#«) monótona de X -- {a}, vale (3.1).

(3) Dada qualquer sequência (z.) de X, vale (3.1).

(4) Dada qualquer sequência (a;«) de X -- {a}, vale (3.1).

(3.1)

3.1.6. Seja a C X um ponto do don)ínio de alguma função /. Mlostre que são equivalentes as
,Grwl Q nÃ':a eon ll i ntoa

(1) Dada qualquer sequência (a;«) crescente ou decrescente de X que seja convergente a a, a
sequência (/(z«)) é convergente « /(a).

(2) .f é contínua em a.

(3) Se (z«) for alguma sequência de X convergente a a, então a sequência (/(z«)) é convergente.
(4) Se (z.) for alguma sequência de X que converge a a, então a sequência (/(=«)) tem alguma

subsequência que converge a .f(c,).

3.1.7. Dados uma função / : X --> IR e ..'l Ç X, dizemos que a função g : -A --+ JR definida por
g(a;) = /(z), com # C .4, é a restrição de / a .A, denotada por .fl,4. (Ver Capítulo 0.)

Sejam / : X --, IR uma função e a C X um ponto do domínio de /. Mostre que

(1) se / é contínua em o, então existe algum r > 0 tal que a restrição de / a (a r, a + r) nx
é uma função limitada;

(2) / é contínua em o- se, e só se, existe a]guln r > 0 ta] que a restrição de / a (a r, a + r') nX
é contínua em o-

3.1.8. Dados uma função / : X --* IR e -B 2 X, dizemos que uma função g : B --+ R é unia
extensão de / a J? se gjn = /. (Ver exercício precedente.) Seja / a função definida em cada z # 0

de IR por /(z) = z/lzl. Mostre que não existe ezfensão conta'nua alguma de / a R, ou seja, mostre
que se alguma função g : R --, R for tal que g(#) = r/lzl, corri z # 0, então necessariamente g é
descontínua (em 0). Repita o exercício, agora com a função racional deHnida em cada n # 0 de
IR por /(z) = 1/z.

3.1.9. Seja / a função definida em IR por /(0) = 0 e /(z) = sen(l/z), com z # 0. Mostre que
.f não é contínua em 0. Repita o exercício trocando o seno pelo cosseno. Mostre que as funções
definidas por cos(l/z) e sen(1/=) em IR -- {0} não têm extensões contínuas a R.

3.1.10. Seja g uma função de domínio R {0} e delira a função / : R --, R por /(0) = 0e
./'(z) = # . g(#), com 7 # 0. Mostre que se g for limitada, então / é contínua em 0. Mostre que
as funções definidas por z cos(l/z) e z . sen(l/z) em R -- {0} têm extensões contínuas a IR

3.1.11. Sejam / : X --} R uma função contínua e a um ponto de acumulação qualquer de X
que não pertence a X. Mostre que / tem uma extensão contínua a X U {a} se, e só se, qualquer
que seja a sequência (z«) de X convergente a o-, a sequência (/(z«)) for convergente.

3.1.12. No Exercício 1.5.7 definimos a oscilação de uma função limitada / : X --} R num
subconjunto y Ç; X por «,(/, y) = sup/(y) inf/(y). Sejam, agora, / : X --* ]R uma função
limitada e a C X um ponto do domínio de X. Defina a osga/anão de / no ponto a por

«,/(a) =inflw(/,la ,,a+rjnX):«> 0}.

Mostre que / é contínua em o- se, e só se, w/(a) = 0.
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3.1.13. Se.jam ,/' : R --} R uma função contínua crescente e X Ç; IR um con.lllílt.n nãn va.z.in e
limitado. Mostre que a imagem /(X) de X por / é um conjunto não vazio e limitado e que

sup/(X) =/(supX) e inf/(X) =/(infX)
Enurlcie e demonstre resultado análogo para funções contínuas decrescentes. Mostre que esses
resultados são falsos com funções crescentes ou decrescentes descontínuas.

3.1.14. À'mostre que se uma função / for contínua no intervalo ja, ól, então
maxi/(z): a < g < b} = sup{/(z): a < r < b}

Mostre que a igualdade permanece válida trocando máximo e supremo por mínimo e ínfimo
Mostre que esses resultados são falsos com funções descontínuas.

3.1.15. Sejam X Ç R um conjunto não vazio qualquer e / : X --, R uma função contínua.
Mostre que /(X) Ç /(X). Mostre que se X for limitado, /(X) = /(X). Usando o Exercício
2.3.28, conclua que

sup/(X) = sup/(X) e inf/(.T) = inf/(X).
3.1.16. Seja / : ( oo, ól --, ]R uma função tal que sua restrição a (--oo, b) seja crescente. Mostre
que se / for contínua em b, então /(z) < /(b), qualquer que seja z < b. Mostre que se / for
contínua em b, então / será crescente. Enuncie e mostre os resultados análogo para os três outros
tipos de funções monótonas. Enuncie e mostre resultados análogos para funções contínuas ein
la, +oo) e monótonas em (a, +oo).

e

3.1.17. Seja / : la, ól --, R uma função que é contínua nas extremidades a e b de la, ól. Mostre
que se a restrição de / a (a, b) for monótona, então .f é monótona (do mesmo tipo).

3.1.18. Mostre que se uma função / : / --, R for contínua no intervalo / e tal que /(z) = 0 em
cada z racional de /, então /(z) = 0 em cada z € /. Dê um exemplo de uma função / : X --, IR
contínua tal que /(n) = 0 em cada z racional de X, mas não valha /(z) = 0 em cada z C X.

3.1.19. Sejam X Ç; IR um conjunto simétrico em relação â origem, ou seja, tal que z C X se, e
só se, --# € X. Dada uma função / : X --, R qualquer, defina as partes par /p : X --} R e ímpar
/' : X --+ R de .f por

/'(«) - {1/(«)+/(-«)1,/:(#) - {l/(«)/(-«)l,
com z C X. Mostre que .fP(--z) = /p(z) e que /:( z) = /:(#), qualquer que seja z cX

Dizemos que uma função / : X --, IR de domínio X simétrico em relação à origem é par se
-le« /(--z) = /(#), com ;« c X, e é z'rapar se /(--z) = --/(z), com :« C X. Conclua que toda
função de domínio simétrico em relação à origem é a soma de sua parte par com sua parte ímpar.
(Lembre do Exercício 1.5.7.) Tomando X = ]R e /(z) = e', obtenha os gráficos das partes par
/p e ímpar /' dessa função, denominadas cosserzo e seno hiperbólicas, respectivamente

Mostre que a função / é contínua (em a C X) se, e só se, as funções parte par e parte ímpar
/p e /' de / são contínuas (em a € X)

3.1.20. Dada uma função / : X --} R qualquer, defina a parte posáÉáua /+
parte megafáua / : X --, R de / por

/'(«)=ili/(")i+/(«)1,/(«) {li/(«)i-/(«)l,
com z C X. Mostre que, qualquer que seja z C X, valem /+(z) = max{/(z),0} e / (z) =
maxi/(z),0}, econcluaque/+(z) >0,/(#) ):0,/+(z)/(:«) =/(z) e .f+(z)+/(z)
/(z)l. (Lembre do Exercício 1.3.21.) Tomando /(z) = seno, com = C X = ]R, esboce os gráficos

de /, /+ e / . Faça o mesmo trocando o seno pelo cosseno.

Mostre que a função .f é contínua (em a C X) se, e só se, as funções parte positiva /+ e
negativa / de .f são contínuas (em a C X).

X --, ]R de / e a
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3.1.21. Dadas duas funções /,g : X --, R, considere as funções m, -A/ : X --, R definidas por

m(«) 1/(;«)+g(:«)-1/(«) g(«)ll, .A/(«) 41/(«)+g(«)+1/(«)-g(«)ll,
com z C X. Mostre que «.(z) = mina/(z),g(:«)} e M(z) = m«:{/(z),g(z)} em cada = C X e
conclua que m(z) < /(z),g(a;) < M(z), com z C X. (Lembre do Exercício 1.3.20.) Tomando /
e g como as funções seno e cosseno em X = R, esboce os gráficos de m}, /, g e M.

Mostre que se duas funções /,g : X --, R forem contínuas (em o- C X), então as funções
máximo e mínimo m, M : X --, R de / e g também são contínuas (em a C X). Dê um exemplo
de funções descontínuas en] algum ponto tais que o mínimo e o máximo sejam contínuos

3.1.22. Seja / a /unção de Z)áríchiet dada por /(=) = 1 se z c Q e /(z) = 0 se # C ]R
Estude o comportamento do gráfico da função definida em IR por

(4) #' . /(z);

Q

(1)/(«);(2)/(«'Íli);(3);«+/(z);
Obtenha todos os pontos de continuidade dessas funções.

(2) /( ;«l ); (5) #' + /(:«) .

3.1.23. Mostre que toda função contínua e injetora num intervalo é crescente ou decrescente
(Stiges(ão: use contraposição, o Exercício 1.5.3 e o TVI.)

3.1.24. Seja / : 10, 11 --, 10, 11 uma função contínua. Mostre que / possui algum ponto .Pa;o, ou
seja, algum ponto c C 10, il tal que /(c) = c. (Sugestão: considere g(#) = z /(z).) Mostre que
existe algum c € 1O, il tal que /(c) = 1 -- c. (Sugestão: considere g(z) = 1 z /(#).)
3.1.25. Considere as funções colltínuas / : 10, 11 --, R tais que /(0) = /(1)

(1) Dê um exemplo de uma tal função que satisfaça /(z) # /(= + 4), em cada z C (0, {)

(2) Supondo que /(ã) # .f(0), mostre que existe algum ponto c € (0, {) tal que /(c) = ./'(c+ {)
(Sugeslâo: considere a funçM g(z) = /(z) .f(z + {).)

(3) Generalize os dois itens precedentes de 4 para à, }, etc.

Estabeleça que, a cada instante, existem dois pontos diametralmente opostos (ou sda, anÉz'podas)
do Equador terrestre nos quais se registra a ntesmíssima temperatura.

3.1.26. Defina a pré-imagem de um ponto b c R qualquer por uma função / : X --+ R qualquer
como a imagem inversa / :({b}) = {z C X : /(#) = b}. Mostre se uma função / : ]R --, ]R
for crescente ou decrescente, então a pré-imagem)l de cada ponto b € R é um conjLmto de, no
máximo, um elemento. Mostre que a pré-imagem do ponto 0 c R pela função / : R --} R definida
por /(0) = 0 e /(z) = sen(l/z), com z # 0, é um conjunto infinito.

3.1.27. Suponha que uma função / : R --+ R tenha a propriedade de regularidade seguinte: a
pré-imagem de cada ponto b c ]R é um conjunto anito (ou vazio). (Ver exercício precedente.)
Mlostre que se essa função / satisfaz a PVI, então / é contínua. Mostre que a função / : R --} IR
deânida por /(0) = 0 e /(z) = sen(l/z), com z # 0, tem a PVI, mesmo sendo descontínua.

3.1.28. Seja / : / --, R uma função monótona. Usando o exercício precedente (e não utilizando
o Corolário 3.13) mostre que / é contínua se, e só se, tem a PVI. Dê um exemplo de uma fuitção
monótona / : X --» R descontínua com a PVI
3.1.29. Por meio de exemplos, mostre que a imagem direta por uma função contínua de um
intervalo fechado pode não ser fechado e de um intervalo limitado pode não ser limitado. Forneça
um exemplo de função contínua tal que a imagem direta de algum intervalo ilimitado não fechado
seja fechado e limitado.

3.1.30. Mlostre que uma função / : X --} IR é contínua se, e só se, é corlvergente a sequência
(.f(z«)) definida pela imagem de qualquer sequência convergente (z«) de X com limite em X.
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3.1.31. Mastro que uma função ./' : R ) R (3 contínua se, e s(5 se, é um conjunto amei'Lu a nnageni
inversa / l(.B) de qualquer conjunto .B Ç IR aberto. Repita o exercício trocando "aberto" por
"fechado"

3.1.32. Seja / : X --> IR uma função qualquer. Dizemos que / é un4fozmemente contínua se,
dado qualquer c > 0, existir algum (5 > 0 tal que lzl --z21 < (5 :-> 1/(zi) -- /(z2)l < c, quaisquer
que sejam zi, z2 C X. Dizemos que / é Zãpschítzíama se existir alguma constante À/ c IR tal que
.f(zl) -- /(z2)l < Miai -- z21, quaisquer que sejam zi, z2 € X.

Mostre que toda função lipschitziana é uniformemente contínua e que toda função unifor-
memente contínua é contínua.

3.1.33. Seja / : X --, IR uma função de X Ç; R. Dê um exemplo de uma função contínua em X
e de uma sequência (#«) de Clauchy de X tal que (/(#«)) não é de Cauchy. Mostre que se / for
uniformemente continua, então / sempre transforma sequências de Cauchy de X em sequências
de Clauchy. Mostre que se X for fechado e / for contínua, então / transforma sequências de
Cauchy de X em sequências de Cauchy.

3.1.34. Toda função contínua num intervalo fechado e limitado é uniformemente contínua. Essa
afirmação é conhecida como Teorema de Heine, em homenagem a Heinrich reine (1821--1881)
(Sugestão: use contraposição.)

3.1.35. Mostre que a imagem /(O) de uma função contínua / : O --» IR definida num conjunto
compacto (; Ç IR é um conjunto compacto. (Ver Exercício 2.3.13.)

3.2. Derivada

Soam .f : X --, R \mia função real e a C X um ponto do domínio de /. Dizemos que / é dehuáueZ
em a se existir alguma função p. = pá : X --} R que seja contínua em a e tal que valha

/(z) /(a) (# .-),
com qualquer z C X. Nesse caso, dizemos que p.(o-) é a deNTada de / em a, que denotamos
por J toJ.

Como toda função é contínua em pontos isolados de seu domínio, nossa definição de derivada
só caracteriza uma propriedade da função nos pontos de acumulação do domínio dessa função.
Assim, daqui em diante, sempre que considerarmos a derivabilidade de uma função num ponto
de seu domínio, estaremos supondo que esse ponto é um ponto de acumulação do domínio da
função. Para simplificar, daqui em diante passamos a supor que o domínio de todas nossas
funções são intervalos ou uniões finitas de intervalos de R.

(3.2)

Exemplo 3.21. Se .f é uma função constante, então p.(#) = 0, quaisquer que sejam z,a C R
e, consequentemente, /'(a) = 0, em cada o-. Se g(z) = z, então p.(z) = 1, quaisquer blue se.jam
z, o- C R e, consequentemente, g'(a) = 1, em cada a. Se h(z) = a+bz, então g.(z) = b cluaisquer
que sejam z,a C IR e, consequentemente, h'(a) = b, em cada o-. Assim, a derivada da função
linear afim h(z) = a + bz, em cada ponto, é a constante b, (lue é a amei nação, ou o coe#cáenfe
arzguZar, da reta y = a + b# que constitui o gráfico de h. @

Em geral, a validade de (3.2) em cada # C X equivale à validade de

P.(«) (3.3)

em cada # C X {a}, de modo que .f é derivável em o- se, e só se, a função dada pelo quociente
do lado direito de (3.3) tem uma extensão Pa a X que é contínua em a. Decorre disso que existe,
no máximo, uma única função p. que satisfaça (3.2). Além disso, por ser p. contínua em o-, só
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existe uma única opção para o valor da extensão de (3.3) em a e, portanto, a derivada de / em
o- tem esse valor p,(o-) como única opção

Observe que (3.3) significa que cada p.(r) é a inclinação da neta secante que passa pelos
pontos (o-,/(o)) e (z, /(z)) do gráfico de .f. Quando / for derivável em a, a continuidade de
Pa em a garante que as inclinações p,(=«) das netas secantes tendem à a inclinação p.(o-) de
uma neta que é tangente ao gráfico de / no ponto (a, /(o)), sempre que z. --, a em X. Essa
inclinação 'p.(o-) é a derivada /'(a) de / em o

Figura 3.10. A secante pelos pontos (a, /(a)) e (z, /(z)) do gráfico

Assim, em particular, se uma função / for derivável em a, dizemos que a neta de equação

Z/ = /(a) + /'(a) (= - .-)

é tangente ao gráfico de / no ponto (o-, /(a)). Nesse caso, a função / e a função linear afim
h : IR --+ R dada, em cada = c IR, por

h(;«) = ./'(a) + ./''(.') (z «)

têm valor /(o-) e derivada /'(o) iguais em a.
Todas as derivadas e as respectivas funções p. no Exemplo 3.21 foram constantes. E im-

portante observar que, em geral, a função (p. dada em (3.2) depende do particular ponto a sob
consideração.

Exemplo 3.22. Se /(a;) = a + bz + cc2 for uma função quadrático, então

/(a)=b(z a)+c(:«' a') lb+c(«;+a)l(:« a) (z)(z .-),

quaisquer que sejam z,a c R. Assim, / é derivável em cada ponto o de IR, com derivada
.f'(a) = p.(a) = b + c(a + .) = b + 2c.-, pois ç'.(=) = b + c(z + a) é contínua em a. Observe
que essas funções p. dependem de a.

Fixando, por exemplo, a = b = 0 e c = a = 1, temos pl(z) = z + l e podemos ver
geometricamente a variação contínua da inclinação = + 1 da rega secante da parábola g/ = z2
pelos pontos(z, z2) e(1,1), passando pela inclinação 2 da neta tangente g/ = 1+2(z-- 1) = 2z l
à parábola em(1, 1).(Ver Figuras 3.11 e 3.12.) ©

/(«)

Para obter a derivada de potências inteiras maiores de z, podemos proceder analogamente
(ver Exercício 3.2.1) ou, então, utilizar indução na potência inteira e a regra operacional da
derivada do produto, apresentada na Proposição 3.27. (Ver Exemplo 3.28.) Para potências mais
gerais, ver os Exemplos 3.29, 3.32 e 3.34.

Exemplo 3.23. Um objeto em mouãmenío rellZíheo permanece confinado a uma neta durante
sua trajetória. Ao longo de séculos tentou-se entender a relação entre o tempo f decorrido e a
distância s percorrida em várias situações
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Num movimento uniforme, o objeto percorre distâncias iguais em tempos iguais, digamos,
,\ unidades de distância a cada unidade de tempo. A distância total percorrida desde uma
posição inicial se, a partir da qual inicia a medição, e o enésimo intervalo de tempo é dada por
s(t) = se + n,\, o é uma simples relação aám entre a distância percorrida e o tempo decorrido.

Figura 3.11 A variação contínua das secantes por (1, 1)

/ l z/ = pi («}

Figura 3.12. As inclinações das secantes

Bem mais complicado foi entender um movimento não uniforme, por exemplo, o de um objeto
em queda livre. No século XIV, Oresme e outros conseguiram avançar os estudos de Arquimedes e
estabeleceram que a distância percorrida por um objeto em movimento uniformemente acelerado
no segundo intervalo de tempo é o triplo da distância percorrida no primeiro intervalo de tempo.

Foi só no início do século XVll, no alto de sua carreira científica, que Galileu estendeu
aquela descoberta, mostrando que as distâncias percorridas no terceiro e no quarto intervalos
de tempo por um objeto em movimento uniformemente acelerado são o quíntuplo e o séptuplo
da distância percorrida no primeiro intervalo de tempo. Denotando por s« a distância total
percorrida num movimento uniformemente acelerado desde uma posição inicial sO, a partir da
qual inicia a medição, até a quarta unidade de tempo, obtemos si = so+p, s2 :: si+3p = so+4p,
s3 " s2+5p:: sO +9p e s4 = s3 + 7p :: s0+ 16p, ou seja, sn ;: s0+n2p, com 0 Ç n < 4. Isso
indica uma relação quüdrálica entre os deslocamentos e o tempo decorrido.

No caso de um objeto lançado verticalmente para cima, em queda livre, a altura s em que
se encontra esse objeto é obtida subtraindo do deslocamento vertical para cima (produzido por
movimento uniforme) o deslocamento vertical para baixo (produzido por movimento uniforme-
mente acelerado) da queda livre. Se a altura inicial do objeto for se, sua velocidade inicial for
À = zi0 > 0 e os intervalos de tempo forem contínuos, ou seja, variando com t > 0, então sua
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altura s(t) no eixo s no instante de tempo t é dada por s(f) = se + uoí 4gt2, em que g éa
constante que denota a aceleração da gravidade.

A 'ueZocádízde médzü desse objeto ao longo de um intervalo de tenapo ltl, t21 é definida pela
razão entre a variação da altura As = s(í2) s(tl) e o tempo decorrido At = í2 ti # 0. Assim,
a velocidade média desse objeto em queda livre é dada por

.([,) -'(t,) .('«not2:$gt!) -(so+«ot: : g ?l
tl t2 tl

T ::' ~": '"' - .,o 4g(t, +t:).
Fixando ti e variando t2, vemos que as velocidades médias variam continuanaente e que, no
próprio instante ti temos uma "velocidade média" igual a uo ig(ti + ti) = uo gti. Como
isso não pode ser uma velocidade média, essa abstração física recebe o nome de ueZocidade
ánsfamtânea

2t

S([2)

li g(tg
É

Figura 3.13. i\movimento ietilíileo uniformemente acelerado

Desse modo, a velocidade instantânea z,(t) = uo gt do objeto ein queda livre não é nada
mais do que a derivada s'(t) da função altura s(t) = se + l,ot -- {gt2. (Ver exemplo precedente.)
Da mesma forma, a velocidade instantânea de um objeto em movimento uniforme, que percorre
linearmente a distância s(t) = sO + Àt, é dada pela derivada u(t) = s'(t) = À da função posição,
ou seja, sua velocidade coiastante

Isso é generalizado para qualquer movimento retilíneo, mesmo se não for uniforme ou unifor-
memente acelerado. Se s(t) denota a posição ocupada por um objeto em movimento retilíneo,
então a derivada z,(t) = s'(t) de s em t é denominada ueiocádade do objeto. (ê)

Da relação /(z) -- /(a) = p.(z) (z -- a) e da continuidade de ç,. en] a decorre que também
/ é contínua em o-. Destacamos esse resultado.

Proposição 3.24. Se / X --} ]R é deráuáueZ emz o- C X, então / é confáhua em a. D

A aíirnlação recíproca dessa proposição não é válida

Exemplo 3.25. A função valor absoluto /(#) = lzl é contínua em R mas não é derivável em
a=0. Desato, /(z) =zcoml>0,oqueforçapo(z) =1 em(3.3) e/(z) = zcomz<0,o
que força pO(7) = 1. No ei)tanto, sabemos que não existe função alguma que se:ja contínua ein
0, constante e igual a l em (--oo,0) e constante e igual a l em (0,m). ©

No exemplo precedente, a função valor abso]uto é deriváve] em todos os pontos de ]R {0}.
No entanto, uma função pode perfeitamente não ser derivável eni ponto algum (colho a função
de Dirtichlet) ou, então, ser derivável somente el-n uin único ponto, da mesma forma como pode
ser contínua somente elJI um único pollto.
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Exemplo 3.26. Seja / : R --, IR a função definida por

l z2 se z c (QI,

l2z 1, se zeR Q
Essa ftlnção só é contínua em 1, onde também é derivável. De fato, usando as contas dos
Exemplos 3.21 e3.22, obtemos pl(z) =#+l, com a C Q, epl(#) =2, cona z c R Q. Assim,
p: é contínua em l e / é derivável em 1, com .f'(1) = gi(1) = 2; essa é a dei'ivada comum das
duas partes de /, cujo gráfico "pula" entre a parábola 3/ = z2 e sua rega tangente em (1, 1), dada
por Z/ - 2z -- l. (Ver Exemplo 3.7.) ©

.« '

Propriedades Operacionais da Derivada

Vejamos as propriedades algébricas da derivada. A soma ou a diferença de duas funções de-
riváveis num ponto são deriváveis e as derivadas são dadas pela soma ou diferença das derivadas
dessas funções nesse ponto. Também é derivável qualquer múltiplo de uma função derivável, ou
seja, combinações lineares de funções deriváveis são deriváveis. No Exemplo 3.21 isso já pode
ser observado, pois a derivada da combinação linear h(z) = a + b# é a combinação linear das
derivadas das funções /(z) = a e g(z) = z.

Já no Exemplo 3.22, a derivabilidade e a derivada das funções quadrático.s poderiam ter sido
obtidas pela regra operacional seguinte, como a derivada do produto da função g(1) = a; por
si mesmo. No entanto, o produto da derivada g'(z) = 1 de g por si mesmo resulta não ser a
derivada do produto da função g por si mesmo e, en] geral, o produto de duas funções deriváveis
num ponto é derivável nesse ponto, mas a derivada do produto nâo é dada pelo produto das
derivadas.

Proposição 3.27. (Regras Operacionais da Derivação) Se as duas /uniões J,g : X --, R são
deriuálieãs em algum ponto a (i X, então qualquer combinação linear dessas funções e o produto
dessas .funções tambérrt são deriuáueis vtcsse ponto e valem üs relações seguintes

(1)(/+ À .gy(o-) =/'(a) + ,\.g'(a), com quaZguerÀ € R .azado e

(2) (/ . gy(a) g(a) + /(a) g'(a)

Demonstração. Sejam p. e V', duas funções contínuas em a tais que, dado z C X,

g(«) (a) + #,.(«) (« - a).

Fixado À € R qualquer, comamos as expressões para /(z) e g(z) e obtemos

/(«)+À.g(«) +À g(a)+(p,(«)+À.V'.(,))(«-a)

e
.f(z) = /(a) + P. (:«) (z a)

e, portanto,
(.f+À g)(«) +À.g)(a)+q«(a)(;« a),

onde ?7.(z) = p.(z) + À . Ü.(z) define uma função c:ontínua en] a. Assim, / + À g é deiivável
em o', com

(/ + À .gy(a) (a) (a) + À g'(a).
Para provar a derivabilidade do produto, multiplicamos as expressões para /(z) e g(=)

explicitadas no início da demonstração e obtemos

(./: -g)(z) =(/ g)(a) +,/,(«)(z - .-),
com

,7. («) p,(z) g(z) + ./(a) .V,.(z)+p.(=) .Ú.(z) .(z «),
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em cada z € X. Por ser derivável, g é contínua em a, de modo que 1?, define uma função
contínua em a e, portanto, / g é derivável em o-, com derivada dada por v7,(a). Resta lembrar
que p,(a) = .f'(a) e ú,(a) = g'(o-) para obter a re]ação do enunciado. []

Seja Á Ç X um intervalo (ou uma união finita de intervalos) contido no domínio X de uma
função /. Dizemos que / é deráuáueZ em .4 Ç X se / for derivável em cada ponto de -A. Nesse
caso, obtemos uma nova função, a /unção derivada /' : .4 --» 1R de / em ..4, definida, em cada
1; C .A, pela derivada .f'(a;) de / em z. Dizemos, simplesmente, que uma função é deriuáueZ se /
for derivável em cada ponto de seu domínio. Do ponto de vista da função derivada, a função /
é uma phmífàua, ou anfádehuada, de /'

Exemplo 3.28. As funções lineares afins /(z) = a + bz e as quadráticas /(z) = a + bz + cze
são deriváveis (em R). Mais que isso, com as regras operacionais das derivadas, podemos ver
que qualquer função polinomial é derivável (em R). De fato, jú vimos no Exemplo 3.21 que se
/(z) = z, então /'(z) = 1, portanto, pela regra do produto, decorre que se /(z) = z2 = z . z,
então /'(z) = 1 . a; + z . 1 = 2#. Por indução, decorre que se /(z) = z"'i é derivável com
derivada /'(z) = (n l)z"'', então /(sç) = z" = z"-i . z é derivável com derivada /'(z) =
(7} 1)z"'2 - z- +zn-l . ] - rtz"-l, quaisquer que sejam z c ]R e n c N. ©

Vejamos a derivada de funções racionais

Exemplo 3.29. Seja /(z) = z'i = 1/z, com z # 0. Então

/(')-: :' - =--B P,(«)(« «),

quaisquer que sejam z, o- # 0, onde p.(z) = 1/(a;a) é contínua em a. Logo, / é derivável em
a e /'(a) = p.(c,) = --1/a'. Assim, / é derivável, com /'(z) = 1/z' = r-', em cada r #O
Em particular, a fórmula da derivada .f'(#) = nz"'l da função /(z) = #", com n C N fixado,
do Exemplo 3.28, também é válida com n :: 1. ©

/ («)

Podemos imitar o raciocínio do exemplo precedente para calcular a derivada da recíproca
l/g de qualquer função e, assim, chegar na derivabilidade de qualquer função racional. Em vez
disso, utilizamos o Exemplo 3.29 e a regra da cadeia que é, talvez, o resultado mais importante
sobre derivadas.

Teorema 3.30. (Regra da Cadeia RC) Soam / : -.V --* R uma /unção der uáueZ no pon.to
a C X, g : y --* R uma /unção deràuáueZ no ponto € C y e suponha que /(X) Ç }'', com /(a) = {
Então a função composta g o if : X -+ R. é deriuáuel em a e

(g./y(a)(e)..f'(a)(/(a)) ./'(a)

Demonstração. Sejam p. uma função contínua em a e @, uma função contínua em € tais que

/(z) ./'(a) (z a),

g(z) - g(e) (z) (z - e),

com z C X
com z C y

e

Então

(g./)(«)-(g./)(a)(z)) g(/(a))(/(z))(/(z)
(z)) - P, (#) (# a) («) (z

onde v?.(z) = @{(/(z)) . p,(z), com z C X. Por ser derivável, / é contínua em a, de modo que a
composta @e o / é contínua em o- e, portanto, o produto ?7, é uma função contínua em cr. Assim,
a composta g o / é derivável em a, com derivada dada pelo produto 77.(a) = @((e) . p«(a) =

«),
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Coro[ário 3.31. C'onszdere duas /urzçóes .f,p : X --, ]R deràuáueás em algum pondo cr C X e
suponha que g(a) # 0. Então existe 1 > 0 ta! que o quocielbte f/Ü está de$nido lta {nterseção
(a ,,a + «) n x ' é d«i«á«/ .m ., "m

(/'y(') - íilw (/'(«) ' «(.) /(.) g'(«))

Demonstração. Seja g uma função derivável em o, com g(a) / 0. Por continuidade de g em
a (Proposição 3.24), a permanência do sinal (Lema 3.3) garante a existência de r > 0 tal que
g(z) / 0, qualquer que seja # c (a r,a + r) n X. Denotemos h(g) = 1/z, com z # 0. Pela
RC e o Exemplo 3.29, a composta hog :(a r,c,+r) nX -+ R, dadapor h(g(#)) = 1/g(z), é
derivável em a, com derivada

lliy(') - '" . ü''.-) - "'','«» - .'(', -
Sejam / e g duas funções deriváveis em c,, com g(a) # 0. A relação entre as derivadas de /

e g e do quociente de / por g, a saber,
/ #'.v /, lv

lÍy(') - (' ;y(') - ''(.) i;b + /üo . (iy(«) - uõ;l, (/'(') ' .(.)
decorre, agora, da regra da derivada do produto.

/(a) . g'(.-)) ,

n

Exemplo 3.32. Como o quociente de funções deriváveis é derivável e toda função polinomial é
derivável (ver Exemplo 3.28) , decorre que qualquer função racional é derivável. Em particular,
a derivada

/'(«) - ««" :

da função /(z) = z", com n C N fixado, do Exemplo 3.28, também é válida com potências n
inteiras negativas, desde que lembremos que, nesse caso, o domínio da função deixa de contar
com a origem. ©

Para obter a derivada de potências fracionárias /(z) = ri/", é conveniente interpreta-las
como funções inversas de potências inteiras g(#) = z". (Ver Exemplo 3.15.)

Proposição 3.33. (Derivada da Inversa) Sela / : / ---- R uma /unção cariz'nua e ánletora no
intemüto 1. Se f é deriuáuel em algum ponto a de l e se f' (a) #: Q, então Q .função inversa .f't
de J é deriuáuel em (l = fl.a) e vale

(/ :y(e) - .7«r:;i(liD -
l

/'(«)

Demonstração. Pelo Corolário 3.14, a função inversa g :: /-l : J H R de / é contínua e

i-jetora no intervalo J = /(r), com g(J) = /. Seja p. : / --, R uma função contínua em a tal
que /(z) -- /(a) = p«(z)(z a), com z C /. Substituindo, nessa expressão, /(:«), /(a), r ea
por Z/, e, g(y) e g(e), respectivamente, obtemos 3/ { = p.(g(g/)) (g(3/)) -- g(e), com 3/ C J. Por
hipótese, (y, . g)(e) = p.(a) = /'(a) / 0 Como g é contínua em J e p. é contínua em a,
decorre que p. . g : J --* IR é contínua em € e (p. o g)(e) :# 0. Pela permanência do sinal (Lema
3.3), existe r > 0 tal que (g. o g)(3/) # 0, qualquer que seja y C ({ r,e + r) n J. Segue que a
recíproca ,7€ = 1/(p« . g) : (e r, { + r) n J --' IR de ç'« ' g é contínua em € e satisfaz

q{(y) (g/ g(z/) g(e),

com y C (e r,C + r) n i. Isso mostra que a inversa g de / é derivável em e, com derivada
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Exemplo 3.34. Em (0, +oo), a função raiz enésima g(z) = VÍ = zi é a função inversa da

função derivável .f(z) = z", que tem derivada ./''(z) = nz"'l > 0, com z > 0. Assim, pela
Proposição 3.33, g é derivável em (0, +oo) e tem derivada

g' lzJ = .f;(l;ila;))

l l ] l.]

;t;ij;:: 'â"' '

com « > 0. Como h(') - «f - («:)" é , «mp';t:' d' /(«) - «" «m g(«) - «: em (0, +«,),
a RC garante que h = / o g é derivável em (0, +oo) e tem derivada

h'(#) -/'(g(z)) .g'(«) -m(«i)"': . i«i-: - T«T :,

com z > 0. Assim, provámos que a função potência /(z) = z', com expoente r C Q Êxodo, é
derivável, com derivada dada por /'(z) = rz''i, qualquer que seja z > 0. ©

Nos exemplos e exercícios utilizamos, também, a derivabilidade das funções exponencial
e trigonométricas, com suas derivadas conhecidas (o que só veremos no Capítulo 4). Assim,
denotando /(z) = e',g(z) = sen:« e h(z) = cose, temos /'(z) = e',g'(z) = cosa e h'(z)

seno, com z C IR. Decorre da Proposição 3.33 que a função k(z) = log z é derivável e

E t"J ' .fiililil;$ ' .iiliiil;D
com z > 0. Em particular, vemos que, Êxodo À C IR, a função potência /(r) = zX é derivável,
com derivada

l l l
)Z

/'(z) = Àz'':,
em qualquer # > 0. De fato, /(z) = zx = eÀI'g' e, portanto, pela RC,

/'(«) - '' ''g. . ,X ! . .À . À! . À.À-',
em qualquer z > 0. Isso generaliza o exemplo precedente.

Derivada e Crescimento

Funções crescentes e deriváveis podem ter derivada nula em algum ponto, como sucede na
origem com a cúbica definida por /(z) = zs, que é crescente. No entanto, funções deriváveis e
não decrescentes (não crescentes) não podem ter derivada negativa (positiva) alguma.

Proposição 3.35. Sela ./: uma /unção de»cuida num intervalo.

ÇB Se f f« «»ão d"r«ce«te, .«lã. f' Qz) )p q e« ««da " .«o qu-l f jo« de«i«á«et.

1» S. j fo« «ão cr«ce«te, ..«tão j' t«) <: q em c«d« - «o W«al f fo« de«iuáuel.

Demonstração. Seja / : / + ]R uma função derivável em a C -í e tomemos a (única) função
p. : / --, ]R que é contínua em o- e satisfaz

qualquer que seja z # o- de /, conforme (3.3). Supondo que / seja não decrescente, temos
/(z) < /(a), com z < a, de modo que # -- a < 0 e, também, /(#) /(a) :Ç 0; analogamente,
temos/(a):Ç/(z), coma < z, demodoquez a > 0e/(z)/(a) a: 0. Assim, escada
z # a de / temos p.(#) > 0 e, portanto, /'(o) = p.(a) > 0, pela permanência do sinal de ç'«
em cr. A demonstração no caso não crescente é aná]oga. []

p.(«) :fiel /(')

Se alguma função tiver derivada positiva (negativa) em algum ponto, nada garante que ela
seja crescente (decrescente), nem mesmo numa pequena vizinhança desse ponto. (Ver Exercício
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3.2.15.) Uma derivada não nula num único ponto apenas garante que a função troca de quadrante
nesse ponto, ou seja, iocaZmcrztc, o gráfico da função passa de um lado da rega horizontal y = /(cr)
para o outro lado dessa neta em (o-, .f(o)), como afirma o próximo resultado.

Lema 3.36. $da / : X -+ IR uma /unção deráuáueZ em o- C X. .9e /'(a) # 0, então ezáste r > 0

laZ que /(n) # /(a), qualquer que sÕa :« C X com 0 < lz al < « Mais prec semente,

(1) se /'(a) > 0, eníâo existe « > 0 taZ que vale .f(«;1) < /(a) < /(z2), quaisquer que sda«.
a;i,z2CX como r<zi<o <z2<cr+<rl

(2) se /'(a) < 0, então ezÍste r > 0 faí que urze /(zi) > /(a) > /(z2), guaisque« que soam
zi,z2cXcoma r<zi<a<r2<o+<r.

Demonstração. Seja p. : X -+ R uma função contínua em a tal que
.f(r) /(a) - P.(z) («: .-),

qualquer que seja z C X. Vejamos o caso em que p.(a) = /'(a) > 0. Por continuidade de ga em
a, a permanência do sinal (Lema 3.3) garante a existência de r > 0 tal que p.(z) > 0, com z C X
satisfazendo o- r < z < a+r. Dados quaisquer zi,zu C X tais que a r < zl < a < z2 < a+l',
temos zl a < 0 < z2 a, de modo que, para manter o sinal positivo de p.(z) em (3.3), devemos
ter/(zi)/(a) < 0 </(z2)/(a) Isso demonstram caso/'(a) > 0; o outro caso é inteiramente

Gráfico de y = /(a;)

Figura 3.14. A derivada /'(a) > 0 força o gráÊca a cruzar a reta 3/
menos localmente, nos quadrantes destacados

/(a) e permanecer, pelo

Para garantir que uma função seja crescente (decrescente), precisamos controlar a derivada
em todos os pontos, e não só em um. Para ver isso, começamos com um resultado muito intuitivo
em termos de velocidades, a saber, que as velocidades (instantâneas) ao longo de um intervalo
de tempo não podem ser todas menores nem todas maiores do que a velocidade média nesse
intervalo.

Teorema 3.37. (Desigualdade do Valor Médio) $da /
la,bl C X, ezztão ezásten7} cl,c2 C la,bl tais que

/'(.«) < /(1l=:/(d ::; /,(.,).

X -+ IR uma /unção dehz;áueZ. $e

Demonstração. A maneira da prova alternativa do TBW, construímos uma sequência de in-
tervalos encaixados que tendem a um ponto em que a derivada não é menor do que a inclinação
das regas secantes nos intervalos encaixados. Mais precisamente, dados # < y de X, denotemos
a inclinação da rata secante pelos pontos (z, /(#)) e (y, /(y)) do grá6co de / por

, ~ /(3/) - /(z)P
Z#
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Queremos mostrar que existe c2 C la, ól tal que p(a, b) < /'(c2).
Pelo Exa'cicio 1.3.14, dullu quulquei punho c; € (cl,b) euLie uü = ü u yÜ = b, u inclinação

p(a, b) não é maior do que ambas as inclinações p(a, c) e p(c, b). Assim, tomando c = 4 (b -- a)
como o pauta i«édiü, üu teilic,s p(ü, b) < W(ü, c) ou, então, p(ü, b) < p(c, b). De«atalhos ai
a,yi - c no primeiro e zi ;: c,yi = b no segundo caso. Se as três inclinações forem iguais,
escolhemos o intervalo da esquerda.

Continuando esse processo, obtemos duas sequências (a;.) e (g/«) de la, ól tais que z. < y« c
p(a, b) < p(z«, y«), com n C. N. A Proposição 1.28 garante que existe um ponto c2 na interseção
de todos os intervalos lz.,y,LI e, como y,} z. :: 2'"ló al --+ 0, esse ponto é único. Por
hipótese, / é derivável em c2 e, então, o Exercício 3.2.4 garante que p(#., g/«) -, /'(c2). Pela
permanência do sinal, de p(a, b) < p(a;«, y«), com n € N, decorre p(a, b) < /'(c2).

Como (--/y = /', podemos obter a outra desigua]dade trocando .f com /. []

Corolário 3.38. Seja ./ : / -+ IR uma /unção contígua num interuaZo -í g IR gue é derãuáue! em
cada ponto inteMor do intemalo.

(1) ,ge /'(z) > 0 em cada z infehor de /, então / é crescente

(2) $e /'(z) a: o .«. c«d« z ínt.ho« d. /, .ntã. / á não d«"«.n*'.
(3) Se /'(z) c«d. z int.Mo, d. /, .ntâ. / é c.n'f-*e
(4) S. /'(z) < 0 .m «d« z {níe«{« d. .r, .mtâo / é nã. c«s«n*'.
(5) Se .f' (a;) < 0 enl cada = intehor de 1, então if é decrescente.

Demonstração. Pelo Exercício 3.1.17, uma função que é contínua num intervalo e monótona
no interior do intervalo, é monótona (de mesmo tipo). Assim, basta provar o corolário para
funções / : / > R deriváveis num interva]o / Ç ]R.

Vamos supor que /'(z) > 0 em cada # C /, e mostremos que / é não decrescente. Dados
quaisquer a, b C / com a < b, o teorema garante que p(a, b) > 0, portanto, como b a > 0, resulta
/(b) /(a) > 0, ou sda, /(a) < /(b). Como a, b foram tomados arbitrariamente no intervalo .r,
mostramos que / é não decrescente. Isso prova a segunda afirmaçãol a demonstração das outras
é inteiramente aná]oga. Observe que a terceira afirmação decorre da segunda e da quarta. []

Clorolário 3.39. Se duas /uniões /atem dehuáueás num ánferua/o e tãuerem a mesma dehuada
em cada ponto interior, então essas .funções diferem por uma coTtstante nesse inteTwato.

Demonstração. O terceiro item do corolário precedente aplicado à diferença das duas funções
garante que essa diferença é constante. []

O Teorema do Valor Médio

Seja o- C X um ponto qua]quer do domínio de uma função rea] / : X --, ]R. Dizemos que a é
um porzto crúàco de / se / não for derivável em a ou se / for derivável em a, mas .f'(a) = 0.
H'izamos que todo ponto crítico de uma função pertence ao domínio da função.

Exemplo 3.40. As funções valor absoluto, definida por /i(z) = lzl, e a cúbica, definida por
/2(z) = z3 têm tlm único ponto crítico, a origem. De fato, /i não é derivável em 0 (Exemplo
3.25) e a cúbica é derivável, com derivada /;(z) = 3a;2, que se anula em z = 0. A função racional
/3(z) = 1/z não tem ponto crítico, pois é derivável, com derivada /á(z) = --z'2 # 0, em cada
ponto de seu domínio. @

Dizemos que c, é um ponto de mázámo local de / se existir algum r > 0 tal que /(aç) < /(a),
qualquer que seja z C (a -- r, a + r) n x. Nesse caso, dizemos que / atinge um máximo local
em a e que /(a) é um maior máa;ámo iocaJ de /. Analogamente, dizemos que c, é um ponto de
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mz'mimo local dc ./:, quc / atinge um mínimo local cm a c quc /(a) é um maior mz'Ramo ZocaZ de /,
se existir algum r > 0 tal que /(z) 2: /(a), qualquer que seja z C (a r, a +r) n x. Finalmente,
dizemos que a é um ponto de ea;temo ZocaZ de /, que .f atinge um extremo local em a e que
/(a) é um vazar extremo ZocaZ de /, se o- for um ponto de máximo ou mínimo local de /

Por outro lado, se /(a;) < /(c,), com z C X, dizemos que a é um ponto de mázímo gZobaZ de /,
que / atinge um máximo global em a e que /(a) é um vazar mázámo global de /. Analogamente,
definimos ponto de mínimo global, valor mínimo global, ponto de extremo global e valor extremo
global.

C) primeiro resultado que apresentamos é atribuído a Pierre de Fermat (1601 1665).

Teorema 3.41. (Teorema de Fermat) Se uma /unção aí 7zge um extremo iocaZ riam ponto inte-
rior de seu domínio, então esse ponto é crítico.

Demonstração. Sejam / : X + IR uma função qualquer e a C X um ponto interior de X tal
que / é derivável em a e /'(a) / 0. Basta mostrar que / não atinge um valor extremo em a.

Ora, pelo Lema 3.36, se /'(a) > 0, podemos escolher r > 0 tal que /(zi) < /(a) < /(z2),
quaisquer que sejam zi, z2 C X satisfazendo a r < zi < o < z2 < o- + r. Como o- é um ponto
interior de X, efetivamente existem pontos n < a < 2 de X nos (duais /(zi) < /(a) < .f(z2),
de modo que /(o) não é um valor extremo local de /. Analogamente, estabelecemos que /(o-)
não é um va]or extremo ]oca] de / no caso em que .f'(o-) < 0. []

C) segundo resultado é devido a Michel Rolle (1652--1719).

a cl C2 b
Z

Figura 3.15. O Teorema do Valor Médio

Teorema 3.42. (Teorema de Rolle) Soam / : X IR uma /unção qualquer e a, b C X tais que
« < b, l«,ÓI ç X . .f(«) - /(Z,) $' / /« d«ã,á«.Z .m (',b) ' ««tú,- .m l«,Z,l, .«tão e«í't'
«Zg«m ponf. . C («, b) t«Z q«. /'(c) - 0.

Demonstração. Seja / uma função contínua em la, ól . Pelo Teorema 3.18 de Weierstrass, / tem
algum ponto de mínimo e algum ponto de máximo globais em la, ól . Se ambos forem extremidades
de la, ól , então a hipótese /(a) = /(b) garante que ./' é constante em la, ól , portanto derivável, com
.f'(c) = 0 em cada c C la, ól. Caso contrário, / atinge um valor extremo em algum ponto c C (a, b)
que, pe]o Teorema de Fermat, é crítico. Se / for deriváve] em (a, b), resu]ta .f'(c) = 0. []

Teorema 3.43. (Teorema do Valor Médio, de Lagrange TVM) Soam / : X --- R uma /unção
q-!q«« . «, b c X t«i. q«. « < b . 1«, ól Ç X. Se / .»- d«á«á«Z em («, Z,) ' c-tú«- .m 1., ól,
então ea;i$fe Feio Hemos urra ponto c C (a, b) fai que

/(b) /(«) - (b «).
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Demonstração. A afirmação do TVM é um Teorema de Rolle "inclinado" , bastando aplicar
aquele teorema à função definida pela diferença entre / e uma função linear convenientemente
escolhida, digamos,

g(z) = .f (z) cv ' z.

Dada uma função / contínua em la, ól e derivável em (a, b), essa função g(z) é contínua em
la, ól e derivável em (a, b), com g'(z) = /'(z) a, qualquer que seja z C la, ól, restando escolher
a = 1/(ó) .f(a)l/(b a) e encontrar c C (a, b) tal que g'(c) = 0. Mm isso é um serviço para o
Teorema de Rolle, bastando observar que g(a) = g(b), jú que /(a) a - a = .f(b) a b se, e só
se, a . (b a) = /(b) -- .f(a). []

Exercícios 3.2

3.2.1. Mostre genera[izando a igua]dade (1.6) que, dados z, a c ]R e n C ]V quaisquer, va]e
Z'n ." - (-"': + ," '«+ + -"-' +a" :)(:«

Use essa relação para provar diretamente a partir da definição dada em (3.2) que a função
/(a) = iç" é derivável, com /'(z) = nz" i, como no Exemplo 3.28.

3.2.2. Mostre que a função definida por g(z) = z . sen(l/z), com # / 0, e g(0) = 0 (é contínua
mas) não é derivável em 0. Mostre que a função definida por h(z) = z2 sen(l/z), com r # 0,
e A(0) = 0 é derivável em R (com A'(0) = 0) mas que a função derivada h' : R + IR de A não é
contínua em R, por não ser contínua eM a = 0. (Sugestão: ver Exercício 3.1.10.)

3.2.3. Mostre que / : X d IR é derivável em a C X se, e só se

fç«a fç.b
:Tm -- a

define uma sequência convergente, qualquer que seja a sequência (z«) de X {a} convergente
a a. (Ver Exercício 3.1.11.) Obtenha um exemplo de / : X - R e de uma sequência (z«) de X
convergente a .- C X tal que l.f(z«) /(a)l/(z« -- a) de6na uma sequência convergente, mas /
não seja derivável em a.

3.2.4. Seja / : X } R uma função derivável em a € X. Mostre que a sequência definida por

J \.ün, }

é convergente a /'(a), sempre que (#«) e (g/«) forem sequências de X convergentes a a satis-
fazendo z. < a < y. com zz » 0. (Ver Exercícios 1.3.14 e 2.2.21.) Obtenha um exemplo de
uma função / que não seja sequer contínua num ponto a € X e de sequências (z«) e (y«) de X
convergentes a a satisfazendo #« < a < 3/,., com n € N, e tais que a sequência definida por (3.4)
seja convergente. Obtenha um exemplo de uma função / que seja derivável num ponto a C X e
de sequências (z«) e (Z/«) de X convergentes a o- satisfazendo a < zn < yn, com qualquer 71 C N,
tais que não exista o limite (3.4).

:Tm, g/n
(3.4)

3.2.5
l/(.)

Mostre que se/ : X -.+ R for deriváve] em a C X, então existem .A/ C ]R e (í > 0 tais que
/(a)l <Mlz al, q«dquerquesdaz cX com lz-al <õ.

3.2.6. Mostre que se a função derivada /' : X --> IR de uma função derivável / : X --+ IR for
limitada, então .f é uma função lipschitziana; em particular, / é uniformemente contínua. (Ver
Exercício 3.1.32.)
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3.2.7. Mlostre que se a função derivada .f'
contínua num ponto a c X, então

H R de uma função derivável / : X --» ]R for

f'(a)= lim Z<!i!!}n-'+oo Zn yn
quaisquer que sejam as sequências (z«), (y«) de X convergentes a a satisfazendo z« # g/« com
n » 0. (Sugestão: use o TVM.)
3.2.8. Se.jam /,g : X } ]R delas funções contínuas e a, b c X tais que a < b e la,.ól Ç X. Mostre
que se / e g forem deriváveis em (a, b) e se g'(z) # 0 em cada z c (a, b), então existe c c (a, b)
tal que

f(b) j(Q) f' (c)
g(b) g(«) g'(c)

Essa fórmula é atribuída a Cauchy. Observe que o TVM de Lagrange é o caso particular em que
g(ZJ = z.

(Sugestão: use o Teorema de Rolle com h(z) = /(z) a . g(z), com algum Q conveniente.)

3.2.9. Sabe se que e' < 1 se z < 0 e e" > 1 se z > 0. Usando derivada, mostre que 1 + z < e',
com z C R e z :# 0. Usando derivada, mostre que cn < 1 + # + ãsç2, com z < 0 e

: -- ;) ' « : -- « *- á«' ': '',
com z > 0. Usando derivada, mostre que 1 + # + ãz2 + ãíza < esc, com z C IR e # # 0.

3.2.10. Dado n C N, decote p.(z) = }, iiz#, com z C R. Mostre que

(1) p2«-1(z) < e" < p2«(a;), com m c N e z < 0;

m(:--:)" «,«(«) « .', ««« ' '~. «:» ..

3.2.11. Sabe se que cos # < 1 com ]; C R. Usando derivada, mostre que seno < z, com # > 0
Conclua que z < seno, com z < 0. Usando derivada, mostre que l iz2 < cos z, com z CR
Mostrequez àza <senz, comz>0. Concluaquesenz<z á, comz<0.
3.2.12. Mostre que, com z € ]R,

(1) 1 iz2<cosz:ÇI,ouseja,Oçll cosz<11z2
(2) 1 ;«'<"s-<1 ;«'+:à«',o«s'j,,0<cos« (1 ;«')<:à«'
(3) 1-{«'+ã«' à«'ecos«<1 {«'+:à«',o""j;,0<(1 },'+{{«'+:à«',o""j;,0<(1 },'+á«')-«;« < à«'

3.2.13. Mostre que, com z > 0,

(1) « à«:<se««<«,o«;qa,o:««-se««< à-:
(2) « à«3<se-«<« à«;+á:"',o«sej',0Çse«« (« à-S)<à«;
(3) « à;«3+à«' <*«-<« à«;+à«;,""j«,o<(« à«3+à«;) «««:çâ«'

3.2.14. Mostre que, com z < 0

(1) z<senz<z áz3,ouseja,0<senz z< áz3

(2)" á";+â«'.<*««<' à«3,-*j,,o<(« â«:) «-«< à«'
(3) «-á«;+à«' <««« <«-à«;+à«' á«',""j",o<«««(«-á«;+à«'):ç -à«'
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3.2.15. Mostre que a função definida por /(z) = 4z + z: . sen(l/z), com z / 0, e /(0) = 0 é
derivável em IR e /'(0) = ; > 0, mas que a função / não é crescente em (--r,r), qualquer que

seja r > 0. (Ver Exercício 1.5.3.) Enuncie e demonstre resultado dual para /'(0) < 0 e / não
decrescente.

3.2.16. Considere a função dehnida por /(z) = lzlS . seno(l/z) com T # 0 e /(0) = 0. Mostre
que / é deriváve[ (sendo /'(0) = 0) e que a função derivada /' : R --* ]R de / é contínua. Mostre
que / atinge um valor mínimo em 0 mas que, dado qualquer E > 0, .f não é monótona nem em
( ;,0) «m em (0,.)

3.2.17. Soam /,g : / --, R duas funções deriváveis num intervalo / Ç IR e a C / tal que
/(a) < g(a). Mostre que, se /'(#) < g'(#) em cad, z C / tal que z > a, então /(#) < g(#) em
cada z C / tal que r > o-.

3.2.18. Defina / : IR -* IR por /(z) = ÍTl-=, com z C R. Verifique se / é limitada ou monótona

em algum intervalo real. Obtenha os maiores intervalos de limitação e monotonicidade de .f

Fixado n C N, defina /n : ]R --'' ]R por /n(z) = Í-li-=:ã, com # C R. Verifique se /n é limitada ou

monótona em algum intervalo e obtenha os maiores intervalos em que /n é limitada ou monótona.

3.2.19. Fixado o natura] n > 2, considere a função definida em ]R por h(z) = z" + n(l #) l.
Mostre que h é decrescente em l--i, ll e crescente em jl,+oo). Como h(1) = 0, conclua que
h(z) > 0 em cada --l < z # 1. Considerando a função g(a) = h(l + z), estabeleça (sem usar
indução) que vale a desigualdade (l.IO) de Bernoulli estrita (l + z)" > 1 + nz, em 2 < z # 0.
IVer Exercício 1.3.7.)

3.2.20. Considere a função definida por .f(z) = v/F -- logo, com r > 0. Mostre que / possui um
único ponto críticos mostre que esse crítico é um ponto de mínimo, com valor mínimo positivo.
Clonclua que logo < y/F, qualquer que seja z > 0

3.2.21. Considere a função / : ]R --+ ]R definida por /(z) = e' -- ] -- z, com z C ]R. Mostre que /
possui um único ponto críticos mostre que esse crítico é um ponto de mínimo, com valor mínimo
zero. Estabeleça que e" > 1 + z, com z C R. Em quais valores de z vale e' > 1 + z?

3.2.22. Considerando a derivada de funções apropriadas, mostre que

1--1Í-; < log(1 + ") < " ,
com qualquer z > 1 tal que z # 0.

3.2.23. Use a desigualdade do Exercício 3.2.21 para estabelecer que e' 1 > aç, com z c IR.
Dados reais positivos al, a2, . . . , an, denotemos por .A a média aritmética desses números e por
G sua média geométrica (Ver Proposição 1.6.5). Mostre que C(ak/A)-l 2: ah/.4, com A de l a
n; multiplicando essas n desigualdades, obtenha 1 > G"/.4" e conclua que G < .A. Mostre que
G = .,4 se, e só se, ai = a2 = ' = a.. (Essa prova alternativa da desigualdade fundamental
entre as médias aritmética e geométrica de n números é atribuída a G. Polca.)

3.2.24. Sejam dados ai, a2, . . . , a. C R e defina / : R ---} R por

/(") - >1:(« -- «ky,

Encontre o ponto em que / atinge seu valor mínimo absoluto. Conclua que o mÍhímo da soma
dos quadrados das distâncias de = a cada UTn de n pontos da Teta é mínima se, e só se, =c é igual
à média aritmética desses pontos.

h l
com z € R.
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3.2.25. Seja / : X > ]R uma função qualquer definida num intervalo X Ç R e c > 0 e a >l
constantes dadas. Mostre que se l/(zi) /(z2)l < c. lzt z2l', com quaisquer zi, z2 c X, então
/ é uma função constante.

3.3 Primitivas e o Teorema Fundamental do Cálculo

Dizemos que uma função g : X --+ ]R é uma pómát ua, ou uma anfídeüuada de / em X se g for
derivável em X e g'(z) = /(z), com z C X. Do ponto de vista da função g, a função / é somente
a função derivada de g em X
Exemplo 3.44. Sabemos do Cálculo que g/ = log # define uma primitiva de y = 1/z em (0, +oo)

Dadas duas primitivas gi e g2 de / num ántemaZo /, temos que a diferença gi g2 tem derivada
nula em / e, portanto, pelo Corolário 3.39, é constante. Assim, duas primitivas quaisquer de
uma função num intervalo sempre diferem apenas por uma constante. A pergunta, agora, é se
toda função possui alguma primitiva ou, equivalentemente, se toda equação diferencial y' = .f(z)
tem alguma solução.

Em qualquer teoria de integral, como, por exemplo, a de Riemann, vemos que toda função
contínua possui primitiva. No entanto, existem funções deriváveis em ]R cujas funções derivadas
não são contínuas em ]R. (Ver Exercício 3.2.2.) Assim, funções derivadas podem não ser contínuas
ou, equivalentemente, funções descontínuas também podem possuir primitiva.

No entanto, não é verdade que qualquer função possa ter alguma primitiva pois, como
veremos a seguir, as funções derivadas têm uma propriedade comum às funções contínuas, a
saber, a propriedade do valor intermediário: a imagem direta /'(J) de qualquer intervalo J Ç X
pela função derivada /' : X --, R de uma função derivável .f é um intervalo.

Teorema 3.45. (Teorema de Darboux) Se uma /urzçâo tiver alguma prámátát;a num nteruaZo,
então essa função tem a propriedade do valor intemnediáMo nesse ãntemalo.

Demonstração. Seja / uma função derivável num intervalo /. Usando a caracterização de
intervalo vista no Exercício 1.4.14, basta mostrar que, dados zl,z2 c / e d c IR entre .f'(zl)
e /'(z2), sempre existe algum z entre zi e z2 tal que .f'(z) = d. Sem perda de generalidade,
suponhamos que 1 < z2 e /'(zi) > d > /'(z2) e consideremos a mesma função g : .í -+ ]R da
prova do Teorema 3.43 do valor médio, dada por g(z) = /(z) d #, que é contínua e derivável
em lzi,z21, com g'(rl) (zl) d > 0 e g'(z2) = /'(z2) d < 0. Se /' fosse contínua, então
g' seria contínua e, portanto, pelo Teorema 3.8 do valor intermediário, aplicado a g', existiria
c c (zi, :«2) tal que g'(c) ou seja, /'(.)

No entanto, não sabemos se .f' é, ou não é, contínua. Ocorre que isso nem é necessário,
pois o Lema 3.36 garante que g(zl) < g(#), com z > zl suficientemente próximo de zi, já que
g'(zl) > 0, e g'(z2) < 0 garante que g(z) > g(z2), com z < z2 suficientemente próximo de z2.
Desse modo, nenhuma das extremidades pode ser um ponto de mínimo local de g em lzi, z2l-
No entanto, como g é contínua, o Teorema 3.18 garante que existe algum ponto de mínimo local
de g nesse intervalo. Assim, obtemos algum ponto de mínimo # c (zi, z2) de g em que, pelo
Teorema de Rrmat, g'(z) = 0, ou seja, /'(z) = d. []

Usando os exemplos vistos de derivadas, podemos obter exemplos de primitivas. Assim,
fixados quaisquer racional r 7é l e real a, a função g(z) = i:n z'+i + a de6ne uma primitiva
de /(z) = z' em R se r > 0, ou em (0,+oo), se r < 0. É tradicional denotar as primitivas de

uma função / com o símbolo da integral ánde$nida / /(z)dz Assim,

z'clz - ;h z'+: + cl
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denota todas as primitivas de /(a) a;' no caso r # --l

Das regras operacionais das derivadas decorrem, imediatamente, a.s TREtas clássicas de lni-
mitivação. Por exemplo, usando as regras de derivação da Proposição 3.27, obtemos o corola.rio
seguinte.

Corolário 3.46. (Regras Operacionais da Primitivação) Soam / e g duas /uniões quaisquer
de$Ttidas vlum mesmo intervalo l

llL] Lineahdade: se f e g têm primitivas em 1. então, $=üdo quü\quer )- € W.. ü função f +- Xg
tem primitiva em 1, dada por

(/ + Àg) (z) dz fl.z)dz'-X l g(z'ld=

(l2h Integração por partes: se f e g são deriuáueàs em l e se o produto f'
1, então o produto f g' tem primitiva, em 1, dada por

g tem primitiva em

(./' .g')(a)dz g(z) r f' - glrz)dz

Da regra da cadeia (Teorema 3.30) decorre, imediatamente, a regra da substituição de
variáveis em primitivas.

Coro[árío 3.47. (Substituição) $e / : / -+ ]R é der uáoei rzo áníerua o /, g : J --* ]R tem uma
phmitãua h( ) = .f g(z)dz em J e se f(.1) Ç: J, então (.g o .f) .f' temi primitiva em 1, dada por

l(g . /) . /'l(z)d, .f)(z)

Exemplo 3.48. Fixemos r C Q com r > 0. Para calcular uma primitiva em R da função e(z) =
(l -- zy, usamos a substituição .f(#) = 1 -- z, com .f'(iç) = 1, e a primitiva h(z) = ;:h #'-n de
g(z) Temos

(l - #)'d:« (l -y(-1)dz (g(/(:«)) /'(«)d«

(«)) - ih- (i .)r+l
}

pelo Clorolário 3.47. ©

Exemplo 3.49. Fixemos r C (QI com r > 0. Para calcular uma primitiva em R de 77(z) =
r'z (l -- zy, usamos as partes /(z) = r'z, com /'(z) = r', e a primitiva g(z) = -- ;:h (l -- zy+:
de g'(z) = (1 -- zy do exemplo precedente. Usando integração por partes,

,:« (l z)'d:« '/(z) .g'(z)d« (z)g(z) '/'(«) g(z)d:«

. rT?l+: ITT: + /rT (l-"y+: a..r+l './ r+l
Agora, pela integral calculada no exemplo precedente (com r + l no lugar de r),

'''o''r -«-;L/o ~«-

+

da =

de modo que estabelecemos

,'«0 a«- ,' (1 - «)'+:

Essa conta pode até ser considerada difícil, mas é sempre muito fácil conferir o trabalho feito:
basta derivar a (candidata a) primitiva encontrada e veriõcar se o resultado é o integrando. ©

r+l
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Enfatizamos, mais uma vcz, quc não estamos integrando coisa alguma. As afirmações dos
corolários acima são, simplesmente, reformulações clássicas das regras operacionais da derivada
da soma, do produto e da composta.

Na próxima seção construímos a integral de funções contínuas. Nesta seção, vamos utilizar
essa integral para apresentar o teorema fundamental do Cálculo. Para esse fim, basta supor que
exista a irztegra/ de funções / contínuas em intervalos la, ól. Essa integral pode ser definida de
várias maneiras, sendo a de Riemann a mais tradicional nas disciplinas de Cálculo, mas todas
elas têm as propriedades básicas da monotonicidade e da aditividade, como segue. No que segue,
supomos que dada qualquer função .f contínua num intervalo / e qualquer' intervalo la, ól Ç /,
existe um número real, que denotamos por

e que satisfaz as propriedades ll e 12 seguintes.

(11) A integral é monótom«: se a < /(z) < P com a < z < b e a, b C -r, então

c- . (b- a~l « l :f Ç 0- (b -).

(12) A integral é aditada: se a < c < b com a, b C /, então

b

a

C

.f +
b

/- /

Em particular, da primeira propriedade decorre que a integral de uma função constante
positiva em la,ól coincide com a área do retângulo determinado pela base la,ól e o gráfico
horizontal da função. Mais geralmente, se / : X - IR for uma função contínua posátiua em
la, ól Ç X, interpretamos a integral

C aa

como a área da região delimitada pelas retas 3/ :: 0, r = a e z = b e pelo gráfico de /
Esse é o ponto de partida de todas as teorias de integração. Podemos construir um conceito

de integral a partir do qual definimos a área de regiões entre o gráfico de funções positivas
e o eixo z, acima de intervalos de continuidade dessas funções ou, então, podemos construir
um conceito de área para regiões arbitrárias do plano a partir do qual definimos a integral
de funções positivas em intervalos de continuidade dessas funções. Nesta seção não veremos
isso, mas, tão somente, supomos a existência de uma integral que satisfaça as propriedades da
monotonicidade e da aditivida.de para funções contínuas

Por conveniência, deãnimos

a

a
f

/

b

/

se la, ól Ç / e / for contínua em /. Não é difícil verificar que, com essa convenção, a propriedade
(12) de integrais é válida com quaisquer a, b, c C /, em qualquer ordem. Também vale (11) com
pontos a, b distintos quaisquer de /, pois

A integral, bem diferente da derivada, é um conceito fundamentalmente global, definido
somente em intervalos, nos quais fornece uma espécie de média da função toda no intervalo,
como afirma nosso primeiro resultado sobre integrais.
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Proposição 3.50. (Teorema do Va]or Médio da ]ntegra]) $da / : / --, ]R uma /unção conta'nua
no {ntemato 1. Dados a,b C 1, emite c entre a e b tat que

Demonstração. Se a = b, o resultado é imediato. Sejam, pois, a, b C / dois pontos distintos
Pelo Teorema 3.18 de Weierstrass, existem zi, z2 entre a e b tais que

a = /(:«1) < /(z) < /(#2)

com qualquer z entre a e b. Pela primeira propriedade da integral, decorre que

f("'lç b f<:f(-à'
l

b

b

a aPelo TVI, existe c entre zi e z2 tal que /(c) - [ /.

Figura 3.16. A área da região destacada é a integral de / em la, ól

A primeira das duas versões do Teorema Fundamental do Cálculo é a seguinte

Teorema 3.51. (Teorema Fundamenta] do Cá]cu]o ] TFC]) $da / : / --, ]R uma /unção
contínua no ivtterunlo 1. Fixados Q (i l e ci C R., de$na a JuvLção F : 1 --, R., em cada = C 1, por

Então F é dóri'uá'ue\ cnt l e F' tl) :; f(~1). qualq'uer que seja x C 1, ou seja, F é uvítu primitiva
de f em l. Obseme que c» = FÇüÕ.

Demonstração. Que -F é uma função decorre da existência da integral e é claro que F'(a) = a.
Mostremos que F' é uma primitiva de /. Fixemos a C / e mostremos que F é derivável em a,
com F'(a) = /(a). Dado qualquer z C /, temos

F(=) FI.a)= .«-b l .f u
Z

onde
l

com qualquer z c / -- {cr}. Agora o teorema do valor médio da integral garante que, dado
qualquer z C / distinto de a, existe algum c entre z e a tal que p.(z) = /(c).

a' a
P. (#) /,
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Portanto, dada qualquer sequência (a;«) em / {a} e dado qualquer rz c N, existe algum
c. entre r. c c, tül quc p,(#«) = /(c»). Assim, ne .«« --* n, n critéri" 'ln cnnfrnntn Cara.nt:
que c. -* a e a continuidade de .f garante que /(c«) + ./'(a), ou seja, p.(z«) H /(a). Pelo
Exercício 3.4.7, Tenta. dr'fluir 'p,(a) = /(c,) para estabelecer a continuidade de 'p. em a e concluir
que F é derivável em o-, com F'(a) = p,(a) = /(a). Como o ponto a foi dado arbitrariamente,
temos que F' é uma primitiva de / em /. []

Em particular, decorre do TFCI que existe, no máximo, uma única maneira de definir uma
integral de funções contínuas que satisfaça as duas propriedades dadas, colJlo segue.

Corolário 3.52. $e g é umza primitiva de .f em /, então, dados quaisquer a, b C /

/ (z,) g(«)
b b

aa

Demonstração. Fixado a C /, como F'(z) = / ./: e g têm a mesma derivada /, sabemos que

F'(z) g(z) é constante. Como F'(a) = 0, essa constante é -g(a) e, portanto, qualquer que seja
:« c .r, obtemos -F(r) (z) g(a) []

n.

Esse fato é o que estabelece uma justiâcativa para a nota.ção tradicional de integral inde$náda
para as primitivas, jú que

/

b b

/.

Observamos que, por serem as primitivas impropriamente denominadas de integrais indefinidas,
muitas vezes as integrais são denominadas integrais de/ir das. Isso é costume em disciplinas de
Cálculo, mas neste texto, utilizamos apenas os termos phmátiua e ántegraZ.

O corolário do TFCI permite que calculemos o valor de muitas integrais, pelo menos de
funções cujas primitivas sejam conhecidas. No caso em que a função / for dada explicitamente,
é costume substituir / por /(z) dz na notação de integral, ou seja, escrever

a

b

.f (z) dr
a

Exemplo 3.53. Temos
b

«'~« - ú-'*: l - br+l a"+l
I' + l

com r # 1. Também estabelecemos, com r > 0,

/:,'.o ':'-
r' (l -- zy+'

usando a primitiva obtida no Exemplo 3.49. ©

Exemplo 3.54. Dados a, b C (l, +oo) com a # b, temos
h

:f « :.. ' - :''' « :f
Em particular,

;l:tT<iog("+i) i'g"< i, com«CN, (3.5)
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tomandob=n+lea=n.Defato, selva z<b,então : < 1< :,demodoquea
monotonicidade da integral garante que

Z a

'Ó l b--a
-- dz <

Lembrando que g/ = log z define uma primitiva de g/ = 1/z em (0, +oo), obtemos a desigualdade
no caso a < b. Dexamos o cabo b < a como exercício. ©

No presente contexto de funções contínuas, a segunda versão do Teorema Fundamental do
Cálculo é equivalente à primeira. Mais precisamente, como .f é uma primitiva de .f', o corolário

/' = .ÍI' = /(z) --/(a), sempre que a função derivada /' for contínua.

Z

precedente garante que

Esse fato é destacado como segue.

Teorema 3.55. (Teorema Fundamental do Cálculo ll TFCll) Sda .f
cieriuáuel com função derivada if' : 1 --} R. contínua no intervalo 1. Temos

J(«') - JÇa)-F l f'
com quüi,squer z,a C l.

Z

a

/ -, R uma /urzçâo

n

Vejamos algumas propriedades adicionais das integrais

Proposição 3.56. gelam /,g : / --» R /uniões coritÍhuas no ànterua/o / Ç ]R, a, b C / e a C ]R
b fb fb

tt) l (.f+.« g) f-+a- l g

(2) $e a < Z, e /(«:) < g(z) com z C la,bl, então

t)l) Integração por partes: se f,g forem deriuáueis com
1. então

cona duas mo ám.feruaZo

fg'
b

/(«)g(«)
b

/' ' g
a

Demonstração. (1) Por virtude do (corolário do) TFCll, a linearidade da integral decorre da
linearidade da primitivação, vista no Corolário 3.46. (2) Já a monotonicidade decorre da li-
nearidade e da observação seguinte: como m = 0 < (g /)(#) com z C la,bl, a propriedade

característica da integral garante que, também, 0 < / (g .f). (3) Decorre da fórmula cor-

respondente da integração por partes para primitivas dadas no Corolário 3.46, observando que

/ g . /(b)g(b) /(.)g(.).

b

a

h

H

Corolário 3.57. Selara / : / --} IR ?zma /unção confíhua n,o ánfe7"ua o / Ç IR e a, b C / tais que

a < b. Sda M C R taJ que l.f(z)l :Ç M com z C la, ól. -E7ztâo

Demonstração. Basta observar que /(z)l < /(z) < 1/(z)l e usar a proposição. D

A fórmula da substituição para integrais é a seguinte, em que geralmente convém denotar
com letras distinta as variáveis dos dois intervalos / e J envolvidos.
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Proposição 3.58. (Mudança de variáveis) Se / : / -+ R é deráuáueZ comi derãuada /' conta'nua
rlo {ntemato 1, se g : J --, W. é contínua no intervalo J e se J(1) Ç J, então

/(b)b

Ig . f) - f'
a /(«)

Tlo-lnne+pnp=n qp r=

portanto,
J --, R é uma primitiva de g, então a RC dá (G o /y Çg . f) . J:' e,

b

(g. j) f'
a

lb l/(b)
(c' . /) l

la l/(a)

/(b)
g

'/(.)
pelo TFCI. =

Teorema 3.59. Sejam / : / --, IR uma /unção contú&ua no dnteruaZo / Ç R e a, b C / tais que

a<b e/(:«)>0 cornzc la,bl. -Então//=0 se, esóse,/(z)=0 cona:«cla,ól.
b

a

Demonstração. Basta mostrar que / / > 0 sempre que /(o) > 0 em algum ponto a c la,bl.

Suponhamos, pois, que /(a) > 0 em algum ponto a C la, ól e tomemos c > 0 tal que /(a) > c.
Pela continuidade de /, a permanência do sinal garante que m = c < /(z) com z c la,ól
suficientemente próximo de a. No caso em que a € (a, ól, tomamos .5 > 0 tal que m = c < /(z)
com z C lo õ, o-l Ç la, ól e, pelas propriedades características da integral, decorre que

n

bb a' a
/ > c (i > 0

No caso em que a c la,b), tomamos õ > 0 tal que m = c < /(#) com / c la,a + õl Ç la,ól e
procedemos ana]ogamente. []

Õa'a
/- /+ /+ />

a 0'

Exercícios 3.3

3.3.1. Sejam / : / > ]R uma função contínua no interva]o / Ç ]R e a, b € / tais que a < b. Mlostre
que a primitiva F : la, ól + ]R de /, definida por F(z) = .[az /, é lipschitziana. (Ver Exercícios
3.1.32 e 3.2.6.)

3.3.2. Sejam / : / --* ]R uma função contínua e g : / + R uma função monótona derivável com
derivada contínua no intervalo / Ç IR. Dados a, b C /, mostre que existe c entre a e b tal que

g' J = gla)' l

Essa afirmação é conhecida como o Segundo Teorema do Valor Médio da Integral, ou Teorema
de Bonnet. Observe que, no caso g(z) = constante, essa afirmação é válida em cada c, sendo
a propriedade (2) da aditividade da integral. (Sugestão: use integração por partes e depois, na
integral resultante, o exercício anterior.)

b C

a Ca
f + arb)

/

3.3.3. Sejam .f,g : / H IR duas funções contínuas no intervalo / Ç R e a, b C / tais que a < b
Demonstre a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

b l2 r/.b l [rb l

.f.g < 1 / /' . / g'
Laa J Laa J[/

b

(Sugestão: considere o polinõmio de segundo grau não negativo p(z) - .C' lz / + gl adt.)
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3.3.4. Sejam /, g : / -- ]R duas funçoes contínuas no intervalo / ç: ]R e a, b c / tais que g(#) ? 0,
qtia.lqlier qlle gaja. n entre n. e b. Mostre qlle exi8t.c c entre a. e h ta.l file

b b

gf . g - fÇc)
a

(Sugestâ.: como g(z) é não neg-tive, m < /(z) < M implica "''g(z) < /(z)g(z) < Mg(z).) No
caso em que g(z) > 0 em algum z C la, ól, podemos interpretar

como a média ponderada de / com peso g em la, ól. Esse resultado costuma ser denominado
Pórrzeiro Teorema do Valor Médio da Integral. Mostre que a afirmação da Proposição 3.50 é
um caso particular desse teorema, com g(z) = constante.

3.3.5. Sejam / : / --> ]R uma função contínua no interva]o / Ç ]R e g : J --, ]R uma função
derivável no intervalo J Ç; IR e tal que g(J) Ç -r. Fixado a c /, mostre que é derivável a função
h : J --, ]R, definida por

h(z)
g(n)

/,

com h'(z) = .f(p(:«)) g'(z) em cada z c J.

3.3.6. Seja / : IR --, IR uma função contínua. Mostre que, se / for álnpar, então

/
a

a

a

em cada a c R

e, se / for par, então

/ /, em cada a c IR.

3.3.7. Seja ./' : R -, IR uma função periódica de período T, ou seja, T > 0 é tal que /(z + T) =
/(z), com qualquer z C R.

(1) Mostre que se / for contínua, com cada a C IR vale
a+7' r7'

(2) Mostre que se / for contínua, com quaisquer a, b c ]R vale

/ /
0a

b b+T

(3) Mostre que se / for derivável, dado qualquer t > 0 existe algum c C IR tal que

/(c+ t) /(c) /'(c),
ou seja, a neta tangente ao gráfico de / pelo ponto (c, /(c)) volta a tocar o gráfico de / no
ponto (c + t,/(c + f)).

/- /
a

3.3.8. Seja / : jl, +oo) --» IR uma função contínua, positiva e não crescente. M.ostre que, dado
n C N, vale

/(n + l) <
n,+l

f <: f(«õ.

Use indução para mostrar que, qualquer que seja rz c N, vale
n+l rn+].
>l: /(k) :ç
h-2

n

l / < >: /(k).
É-l
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3.4 Extensão de Funções Contínuas

Existem funções cujo domínio tem um "furo" natural e podemos querer estender o domínio dessas
funções para "tapar" esse furo. Por exemplo, o domínio pode ser a I'eta perfurada IR -- {0} e
podemos perguntar se existe alguma extensão dessa função a toda a rega. Sem exigir alguma
regularidade da extensão, isso é trivial, pois podemos definir uma função de qualquer maneira.
A sutileza consiste em estender o domínio de uma função que tenha. alguma propriedade de tal
modo que a função estendida tenha essa propriedade também no novo ponto do domínio.

Por exemplo, dada qua]quer sequência (z«) de ]R {0} convergente a 0, temos z«/lz«l = :EI,
dependendo de zú ser positivo ou negativo; da mesma forma, sabemos que l/#. diverge. (Na
verdade, pela Proposição 2.49, 1/laç.l --* +oo.) Assim, não existe maneira alguma de estender
o domínio das funções contínuas deõnidas por z/lzl ou ]/z de ]R {0} para ]R de tal maneira
que a extensão seja contínua (em 0).

No entanto, pode ocorrer que alguma função que s(5 não esteja definida na origem possua
alguma extensão que seja naturalmente contínua nesse ponto. Um exemplo trivial disso é o da
função contínua definida por z2/z, de domínio IR {0}. Evidentemente, a identidade CiR é uma
extensão dessa função a IR que é contínua (em 0) . Dois exemplos bem mais sutis são os seguintes.

Exemplo 3.60. Considere as funções contínuas definidas em
seno , . l cosa

e mostremos que / e g podem ser estendidas a ]R de modo
a serem contínuas também na origem, bastando deRnir
/(0) = 1 e g(0) = 0. Para isso, partimos do conhecimento
das relações trigonométricas

1 -- coszl < lzl e

Z e
Z Z

arz) = :

senil < lzl < 1 tgzl,
cos z

visíveis no círculo trigonométrico e válidas com qualquer arco lzl < r/2.
Pelo critério do confronto, decorre dessas relações que cosa« 4 l e seno« --* 0, com

qualquer sequência nula (z«) de R {0}. Usando, agora, a segunda relação trigonométrica eo
fato de cos # e sen # serem funções par e ímpar, respectivamente, verificamos que, dado qualquer
r tal que 0 < lzl < n-/2, vale

sen z
cos J; < < 1,

a;

de modo que o critério do confronto garante que /(#.) + 1, qualquer que seja a sequência nula
(z«) de R {0}. Dessa forma, deünii do /(0) = 1, a extensão resulta ser contínua em 0

Para estender g, observe que, com 0 < lz < n-/2, temos

l cos- (l cos«) . (l + cos «)

« . (l + cosa)

l cos2z
« . (l + cos «)

sen z l
Z

seno
1 + cos z '

de modo que, pela regra do produto, g(z«) + 1 , 0 4 = 0, qualquer que seja a sequência nula
(z«) de R {0}. Dessa forma, definindo g(0) = 0, a extensão resulta ser contínua em 0. ©)

Na Seção 4 do Capítulo 4 veremos a afirmação desse exemplo sem depender da 'l:rigonometría

Singularidades

Dizemos que um ponto de acumulação a do domínio X de uma função / é uma sánguZahdade
de .f se a C X for um ponto de descontinuidade de / ou se cr não pertencer a X. Por exemplo,
a origem é uma singularidade das funções .f e g do exemplo precedente.
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Seja a uma singu]aridade de uma função / : X --, ]R. Se existir À C ]R tal que /(z.) - À,
qualquer que seja a sequência (#«) de X -- {a} que convergir a o-, dizemos que a singularidade o-
é remout'ueZ e que À é o Zámife da função / em a. Da unicidade do limite de sequências, decorre
que é único o limite de uma função numa singularidade removível. Nesse caso, podemos redeânir
.f(a) = À se o- c X for um ponto de descontinuidade e, caso a c X X, estender o domínio
de / a X U {c,} deÊnindo /(a) = À. Nos dois casos, obtemos uma nova função (redeíinida ou
estendida) que é contínua em a. É costume denotar o limite À de / na singularidade removível
'' por ]!:n /(z) ou, simplesmente, se o ponto c' estiver claro no contexto, por lim /(z).

Assim, o limite de uma função numa singularidade removível é o valor que a função deve
tomar nesse ponto para se tornar contínua nesse ponto, ou seja, representa uma tendência. Se
uma singularidade não for removível, dizemos que é essenciais nesse caso, não há real algum que
seja o limite da função e dizemos que nâo ea;ásfe o limite de / nessa singularidade

Exemplo 3.61. A origem é uma singularidade removível das funções (sen z)/z e (cos z
definidas em R {0} e, pelo Exemplo 3.60, valem

seno . .. cosa l .lim ;:l e lim-:-:::-:=---:::0.
a--+0 Z a--P0 Z

l)/:«

(3.6)

As funções definidas por z/lzl ou l/z têm uma singularidade essencial na origem e não existem
os limites dessas funções na origem. ©

Observe que até poderíamos definir o limite de uma função num ponto de acumulação do
domínio em que a função fosse contínua, mas isso seria uma redundância pois, num tal ponto,
inevitavelmente, esse limite seria o próprio valor da função. Por isso, definimos o limite de uma
função apenas em singularidades removíveis da função, mas, para simpliRcar os enunciados de
propriedades dos limites, passamos a definir e identiÊcar

lim f(#) :: f(o)

sempre que o' c X for um ponto de acumulação de X e de continuidade da função / : X --p R.
Para estabelecer que À é o limite de uma função numa singularidade removível o-, a definição

exige que verifiquemos se /(z«) + À com foda e quaZqzóersequência (ír.) de X {a} tal que
z. } a. Será isso, de fato, necessário? Na verdade, não é preciso verificar isso com todas as
sequências que tendem a cr, bastando considerar as sequências crescentes e as decrescentes de X
que tendem a a. (Ver Exercício 3.4.18.)

O limite de uma função numa singularidade removível também pode ser caracterizado sem
referência direta a sequências, dizendo que o limite de / em a é À se ./'(z) estiver situado
arZ)ãtraríamemÉe prózãmo de À sempre que z estiver suácáeriíemente prózà7no de a, mas distinto
de a. Em símbolos, temos a afirmação seguinte. (Ver Exercício 3.4.1.)

,jim/(")-X '+:::> (Vc>0)(]õ>0)(Vzcx)l0< 1-' al<õ -+ 1/(") ÀI <;1-

z-+ a'

Os limites de funções satisfazem as mesmas propriedades dos limites de sequências decor-
rentes da permanência do sinal e do confronto. (Ver Exercícios 3.4.2 e 3.4.3.) Da mesma forma,
os limites de funções também satisfazem, como os limites de sequências, as regras operacionais
arroladas na Proposição 2.30, a saber, que o limite da soma, diferença, produto e quociente de
funções é a soma, diferença, produto e quociente dos limites das funções. No caso do quociente
//g de funções, é essencial que 1111.g(sç) # 0 para que valha

@ . ?l:e
;=; g(#) lim g(g)z--la

Em particular, se ]im ./(sç) = 0 e ]im g(z) # 0, o quociente tem limite nulo.
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No caso em que ambos lim /(z) = 0 e lim g(z) = 0, o quociente .f/p tem uma singularidade
em a quc é dc fundünicntül inipui'tangia, que LunLu pude sci ieniovível, e o limite ser algum
número, quanto essencial. Como não existe regra operacional alguma para a singularidade o-
desse quociente, dizemos que o limite do quociente e]]] a é ullaa ? deter't7zí7züçtío 0/0.

--+ ÍJ

Exemplo 3.62. As funções deânidas por sen z, cos z l e z se anulam na origem, de modo que
a origem é uma indeterminação 0/0 dos quocientes (seno)/z e (cos z l)/#. Pelo Exemplo 3.61,
essa indeterminação é removível. Como seno = 0 e cos 0 :: 1, vemos que essas indeterminações
definem as derivadas das funções seno e cosseno na origem, já que os limites significam que as
fl l n nãosP

cos z cos 0

têm extensões contínuas na origem, ou seja, a função seno é derivável na origem, com derivada
igual a 1, a função cosseno é derivável na origem, com derivada igual a 0. ©

00 Z Z# ZP(,)
sen z sen 0 sen z

y(z)
cosa l

e

Em geral, temos as seguintes definições equivalentes da derivabilidade de uma função. Para
a demonstração, ver Exercício 3.4.6.

Proposição 3.63. Seja a C X um ponto de acumulação do domáhio X de uma /unção / e
de$na

-,(«) - ati-ÍU
São equ valentes üs afirmações seguintes.c.«. « C X {a}, co«o em (3.3)

(1) .4 /unçâ. / é d«á«á«Z e«'' a

(2) .4 /unção p, tem uma ezterzsâo ü .X que é confáhua enz a.

(3) -4 árldetermirzação 0/0 da /unção p. em o- é remouz'ueZ.

(4) -E'í't' . zí"''íf' ,lie, ç:'.(")

Limites Laterais

Quando uma função é contínua num intervalo do tipo fechado, é costume dizer que a função
é contínua iateraZmenfc na(s) extremidade(s). Por exemp]o, se / : lO, ]l + ]R for contínua em
1, diz-se que / é c07ztÍhua â esqlzerda em 1, para evidenciar que nada se afirma sobre possíveis
valores de / à direita de 1, mas é claro que isso não acrescenta coisa alguma ao que já era sabido.

Quando uma função definida num intervalo X tiver uma singularidade removível numa
extremidade do intervalo, então o limite de / nessa extremidade é, naturalmente, um limite
ZateraZ, como segue. Seja a uma singularidade de uma função / : X --, R. No caso particular em
que a é um ponto de acumu]ação de (a ], a) n x costumamos dizer que À c ]R é o limite de .f
em a reza esquerda, e escrevemos lim /(z) = À, se /(z«) --, À, qualquer que seja a sequência

(r«) de X convergente a a e tal que z. < a, com rl » 0.
Nesse caso, podemos redefinir /(a) = À se a C X for um ponto de descontinuidade e, caso

a C .X X, estender o domínio da restrição /l( -,.)nx a (--oo, al í] X definindo /(a) = À. Nos

dois casos, obtemos uma nova função (redefinido ou estendida) de domínio (--oo, al n x que é
contínua (à esquerda) em c,.

Se a for um ponto de acumu]ação de (a, a + ]) n x diremos que À € ]R é o limite de / em a-
peia direita, e escrevemos lim. /(z) = À, se /(z«) -----, À, qualquer que seja a sequência (z«) de
X convergente a a e tal que z. > a, com n » 0. Nesse caso, podemos obter uma nova função
jredefinida ou estendida) de domínio la, -boo) n x que é contínua em a.

Esses dois tipos particulares de limite são denominados Zimátes laterais.

:l; --'> a

:Z; ---} (J'
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Exemplo 3.64. Seja / : IR -+ IR a função real denotado por /o no Exemplo 3.5, ou seja,
/(z) = --1 se z < 0, /(0) = 0 e /(z) = 1, se z > 0. (Ver Figura 3.3.) Essa função é contínua em
cada ponto de IR, exceto em na origem, onde temos

iiW /(z) liW /(z)
z--+u-- z--+U+

Observe que mesmo que / não possua extensão contínua a R, as restrições de / a (--oo, 0) e a
(0, +«)) têm extensões contínuas a (--«), 01 e a lO, +m), respectivamente. ©

le

Para estabelecer que À é o limite lateral pela esquerda (respectivamente, pela direita) de
uma função numa singularidade a, basta considerar as sequências crescentes (respectivamente,
decrescentes) de X que tendem a a. A formulação sem referência direta a sequências, nesse caso,
consiste em exigir que l/(z) -- ÀI seja arbitrariamente pequeno se z < a for suficientemente
próximo de a. (Ver Exercício 3.4.18.)

Seja a um ponto de acumulação bilateral de X, ou seja, de (a 1, a) n X e de (a, a + 1) n X.
Então a singularidade a é removível se, e só se, existirem ambos limites laterais e .lim /(#) =
lip. /(z). Nesse caso, os dois limites laterais coincidem com lim /(z). (Ver Exercício 3.4.15.)

Em particular, podemos falar de deMuadas Zateraás pela esquerda e direita de uma função,
que costumam ser denotadas por

/!(a) - .nm y'«(") ' /i-(a)
respectivamente. A derivada lateral num ponto pela direita é a tendência das inclinações das
secantes pela direita. Quando a função é derivável, essa derivada lateral não deve ser confundida
com o limite lateral da /unção deüuada, que é a tendência das inclinações das regas tangentes,

Z --+a

Exemplo 3.65. Considere a função definida por h(#) = z2 sen(l/z) em z # 0 e h(0) = 0 do
Exercício 3.2.2. Essa função é derivável, com A'(0) = 0, portanto, em particular, as derivadas
laterais em 0 eHstem e são nulas, ou seja, h1(0) = ÀI(0) = h'(0) = 0. No entanto, a função
derivada h'(z) tem uma descontinuidade essencial na origem, não existindo, sequer, os limites
laterais h'(0 ) e b,'(0+) dessa função na origem. ©

Figura 3.17. O gráâco (de uma parte) da função /(sç) se« (1/«)

Se a singularidade o for essencial e ambos limites laterais de / em a existirem, dizemos
que cr é uma sirzguZahdade de salto, ou uma singular dada de prime ra espécie, e que o número
positivo

IÍT. .f(«;) - .iiw .f(z)
ÍZ;---+ .F a;---+a. " \ r l

é o saião de / em a. Nesse caso, se a C X for um ponto de descontinuidade, também dizemos
que a é uma descontírztzádade de saído de /. Por exemplo, a origem é uma descontinuidade de
salto da função /a do Exemplo 3.5, com salto 2. Se o- não for de primeira espécie, dizemos que
a é uma singularidade de segunda espécie.

Exemplo 3.66. Seja / : ]R -- {0} --» 1R a função definida por /(aç) = sen (i), com z # 0.
A origem é uma singularidade essencial que é de segunda espécie, pois não existem os limites
laterais de / na origem. (Ver Figura 3.17 e Exercício 3.4.16.) ©
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Por virtude do TCM, a classe das funções monótonas tem um comportamento especial no
que toca aos limites laterais. Para a demonstração, ver Exercício 3.4.21.

Proposição 3.67. Toda /urlçâo morlóíona Z mífada lem os Zim tes /afora s possa'fieis emz cada
s nguZaódade. U

Exemplo 3.68. Seja ./' : IR + R a função definida em cada z por /(z) = lzl, a parte inteira de
z, cujo gráfico é uma "escada infinita" . Essa função é monótona não decrescente, contínua em
cada real não inteiro e com uma singularidade essencial em cada inteiro. Em cada inteiro k é
co.itínua à direita, mas não à esquerda, pois lim /(z) = # = /(k), mas lim /(z) = # 1. ©

:l; --'>z ---}

Exemplo 3.69. Seja / : R --* ]R a função definida por /(#) - >1, 1 , em que s. = zlil, com

n c N. O somatório à direita significa que para obter o valor de /(z) somamos todas as fiações
1/2" com expoentes n tais que !!J < z. Como s« C 10, 1), resulta que /(z) = 0, com z < 0 e
/(z) = 1, com :« > 1. Como só n = 1 dá s« = 0 < z se 0 < r < :, temos .f(z) = 1/2 nesse
pontos. Também /(a;) = 1/2 + 1/4 = 3/4, com ; < r < ;, e /(z) = 1/2 + 1/4 + 1/8 = 7/8,
com : < z :Ç 1}, e assim por diante, de modo que o gráfico dessa função é uma "escada infinita"
Essa função é monótona não decrescente, contínua em cada real, exceto em cada ponto sn, em
que há uma singularidade essencial, na qual é contínua à esquerda, mas não à direita, pois

lim /(z) < lim. /(z). ©Z--'FSn-- ' ' ' ' ÍZ;--+Sn-t

S

Uma extensão do conceito de limite lateral é o de limite no ãzzán to. No caso em que X
for um conjunto ilimitado superiormente, dizemos que À é o Zímãte de / em +oo, e escrevemos

lim:. .f(z) = À, se a sequência (/(z«)) for convergente a À, qualquer que seja a sequência (zn)
de X que divirja a +oo. Quando X = N, esse é exatamente o limite de sequências, visto no
capítulo precedente. Analogamente, se X for ilimitado inferiormente, dizemos que À é o Zàmáte

de / em --oo, e escrevemos . lim . /(z) = À, se a sequência (/(z«)) for convergente a À, qualquer
que seja a sequência (z«) de X que divirja a oo. Pol exemplo, já sabemos que

liii} 1 -- 1 :: U := lim i -- i
ll

Za; --+ «-=T'm \:r ,,/

Novamente, para estabelecer que À é o limite de / em +oo, basta considerar as sequências
crescentes ilimitadas de X. A formulação sem referência direta a sequências, nesse caso, consiste
em exigir que l/(z) ÀI seja arbitrariamente pequeno se z for suficientemente grande. (Ver
Exercício 3.4.22.)

Limites Infinitos

Também é útil considerei o caso de funções que divergem a infinito. Embora não sejam autênticos
limites, não deixam de caracterizar uma tendência bem definida e podem ser tratados como
[imites. Soam / : X --, ]R uma função e a C R uma singularidade qualquer de /.

Dizemos que / diuerye a +oo em a se a sequência (/(z«)) divergir a +oo, qualquer que
seja a sequência (zn) de X {o'} convergente a a. Nesse caso, escrevemos :li=./(#) - +oo-

Analogamente, dizemos que / diverge a oo em a, e escrevemos li:p./(z) - oo, se a sequência

1/(#«)l divergir a oo, qualquer que seja a sequência (zn) de X {a} convergente a a. Em
ambos casos, o- é uma singularidade essencial.

Seja a um ponto de acumulação do domínio comum ge .duas funções/ e g e digamos que

lim /(a;) - À # 0. Então zhHg(z) = 0 se, e só se ,tm J \-J = :E.o (dependendo do sinal do
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limite À). No caso em que ambos lim /(a) = :boo = lim g(z), dizemos que o limite do quociente:z: ---> a' a; ---Fa

em a é uma indeterminação oo/oo, o que signiãca que nao existe uma regra operacional para o
limite desse quociente, pois a singularidade pode tanto pode ser removível (e o limite ser algum

número) quanto essencial. Como //g = '/# e llm ./(z) ' 0 - 11m l;(z) ' essas indeterminações
oo/oo são equivalentes a indeterminações 0/0.

Da mesma forma que antes, também podemos considerar divergência a too lateralmente
pela esquerda e pela direita, obtendo lim. /(z) = i:oo. Por exemplo, já sabemos que

lim Í:l = m
z --lU' \. iz; /

:z; ---} o'

e lim r : l = +oo
z--.}0+ \ Z /

Finalmente, ainda podemos deânir divergência infinita no inânito, a saber, as duas expressões
lim /(z) = :Loo, que deixamos a critério do leitorz--, J: oo

Exercícios 3.4

3.4.1. Sejam a um ponto de acumulação do domínio X de uma função / e À C IR um número.
Mostre que lim /(z) = À se, e só se, dado qualquer f > 0, existe algum õ > 0 tal que, qualquer
que seja z C X, vale 0 < l# -- al < õ ::-+ l/(z) ÀI < c. Mostre que se existir o limite de /
em a então / é i mátada na vizinhança de a, ou seja, existem M e r > 0 tais que l./'(z)l :Ç ]W,
qualquer que seja z C X com 0 < lz al < r.
3.4.2. Soam o- um ponto de acumu]ação do domínio X de uma função / e À C ]R um número
Mostre que se lim /(z) = À, então lim l/(z)l = IÀI. Mostre que, se H < À < B, então existez--->a ' a;--ta

r > 0 tal que .4 < /(z) < .B, qualquer que seja z c X com 0 < lz al < r. Mostre que se À # 0,
então existe r > 0 tal que 21/(z)l > IÀI, qualquer que seja z C X com 0 < lz al < r.

3.4.3. Sejam /, g : X --, R duas funções reais e a C IR um ponto de acumulação de X tais que
existam lim .f(z) = À e lim g(z) = /i. Mostre que valem as afirmações seguintes.z --+ a' ' a; --+a

(1) Se À < p, então existe r > 0 tal que /(z) < g(#), qualquer que seja # C X com 0 <
lz al <r

(2) Se existe r > 0 tal que /(z) < g(z), qualquer que seja # c X com 0 < lz al < r, então

(3) (Critério do Confronto) Se À = p e se h : X --, IR for uma função qualquer tal que

/(z) < h(z) < g(z), qualquer que seja r C X -- {a}, então existe ,l«i h(z) - ? e À - '7 = p.
3.4.4. Sejam o- um ponto de acumulação do domínio X de uma função / e À € R um número.
Observe que a afirmação lim /(z) # À significa que ou o limite de / em a não existe ou, então,
existe mas é distinto de À. Mostre que são equivalentes as afirmações seguintes.

(1) Existe alguma sequência crescente ou decrescente (z«) de X tal (lue z« -+ a e .f(z«) /"-' À.
(2) Existe alguma sequência (z«) de X {a} tal que z« ---- o' e /(zn) #-' À.
(3) jim /(«) # À.
(4) Existe algum cO > 0 tal que, qualquer que seja n C N, existe algum z« c X tal que valem

0 < lz« - al < i e /(z«) ÀI > 'o.

(5) Existem algum co > 0 e alguma sequência (z«) de X tal que z.
«« # a e /(z.) - ÀI > 'o.

---, a e, com n » 0, valem
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3.4.5. Se.la a C X um ponto do domínio da função / : X -+ R. M.ostre que são equivalentes as
afirmações seguintes.

(1) / «ão é co«tí-' em '.

(2) a é um ponto de acumulação de X e ]©. /(z) # /(a).
(3) a é um ponto de acumulação de X e o limite de / em a não existe ou, então, existe mas é

distinto de .f(a)

3.4.6 Demonstre a Proposição 3.63

3.4.7. Seja a c ]R um ponto de acumulação do conjunto X que pertence a X e denotemos
X, :: X {a}. Seja / : X, --} IR uma função qualquer. Mostre que existe o limpe de / em a se,
e s(5 se, existe alguma extensão de / a X que é contínua em a. Seja g : X -- ]R uma extensão de
/ a X. Mostre que g é contínua em a se, e só se, g(c,) = .jim. /(z). Mostre que qualquer função
definida em X. tem, no máximo, uma única extensão a X que é contínua em o-.

3.4.8. Seja / Ç IR um intervalo. Observe que todo ponto cr C / é um ponto de acumulação
de / {o} e que 0 é um ponto de acumulação do intervalo transladado {h : o- + h c /}. Seja
/ : / > IR uma função real qualquer e fizemos a C /. Mostre que, se existir um dos três limites
seguintes, então existem os outros dois e todos coincidem.

/(«) /(,)
a--yct ÍT -- a

lim
h--->o

.f(a + h)
h

/(.) e /(''- -:h) - /(a)
h--.,o

3.4.9. Sejam / : X + ]R uma função e o- C X. Mostre que / é derivável em a se, e só se, existe

d c IR tal que iliU ; l.f(c'+h) /(a) d AI - 0 . Nesse caso, d = .f'(") Mostre que / é derivável

em c, se, e só se, existe o limite lim } l./'(c, + h) /(c,)l . Nesse caso, /'(a) é o valor desse limite.

3.4.10. Considere uma função / : X -+ R e o- C X um ponto interior de X. Mostre que se / for
derivável em a, então existe o limite

,:. lEtAL:/b:©
h +o 2h

e é igual a /'(o-). Obtenha um exemplo de uma função / que não seja derivável num ponto
cr C X e tal que exista o limite precedente.

3.4.11. Considere uma função / : X + ]R e a c .K um ponto interior de X. Mostre que se / for
deiivável em a, então existe o limite

:fl7 t ?el - /(a + h)

e é igual a /'(a). Obtenha um exemplo de uma função .f que não seja derivável num ponto
a C X e tal que exista o limite precedente.

Sugestão: somar e subtrair /(z) do denominador e obter, no limite, 2.f'(z) /'(z) = /'(z).)

3.4.12. Dizemos que duas funções /, g : X --> IR são tangentes em a se lim =11ÍlZ---!(1l} :: 0 , ou

seja, se (/ g)(z) = o(z c,) em a (Exercício 3.4.13). Mostre que duas funções lineares afins
h(r) = a . z + b e g(aç) = c n + d são tangentes em algum ponto se, e só se, coincidirem. Mostre
que uma função / derivável em a e uma função linear afim h(z) = a z -b b são tangentes em a
«, e sóse, «-/'(.) eZ,-/(.)/'(a) .'.

a
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3.4.13. Sejam /, g : X --+ IR duas funções e a c IR um ponto de acumulação do domínio X de .f
e g. Dizemos que / é de ordem de grandeza rrzenor do que g em cr ou, simplesmente, de ordem
menor do que g em a, e escre«mos /(z) = o(g(z)) em a, se

lim Z-\=-Z -: 0 .
"''a gLZJ

Suponha (lue /(z) = o(g(z)) em a e que lim g(z) = 0. Mostre que !im /(z) = 0. Mostre quez--+a ' ' z--ta

uma função linear afim /(#) = a z +b é de ordem de grandeza menor do que g(z) = z em a = 0
se, e só se, a = b = 0.

3.4.14. Sejam a um ponto de acumulação do domínio X de uma função /. Mostre que o-
é uma singularidade essencial de / sempre que existirem sequências (z«) e (3/«) de X {a}
convergentes a .- e tais que (/(z«)) e (.f(3/«)) sejam convergentes, mas lim/(z«) # lim/(g/«).
Com um exemplo, mostre que a condição suficiente dada não é necessária para que um ponto
de acumulação do domínio seja uma singularidade essencial da função.

3.4.15. Considere uma função / : X --, IR e o- C R um ponto de acumulação de (a -- 1, a) nX e,
também, de (a, a + 1) r'lX. Mostre que existe jim. /(z) se, e só se, existem e são iguais os limites
laterais lim /(z) e lim. /(z) de .f em a; mostre que, nesse caso, os três limites são iguais.---ta

3.4.16. Considere a função definida por /(z) = sen(l/z), qualquer que seja z C R não nulo.
Mostre que a origem é uma singularidade de segunda espécie dessa função, mostrando que não
existem lim /(z), liW /(z), nem lim /(z). Enuncie resultados análogos trocando sen por cos -z ---> z--+ :z;--+

3.4.17. Seja X Ç ]R um conjunto ]imitado não vazio e considere a função V' : ]R --» R definida
por

se # é cota superior de X,
se z não é cota inferior nem superior de X,
se z é cota inferior de X,

Mostre que @ é contínua, exceto nos pontos ol :: infX e a2 :: supX, em que @ tem desconti-
nuidades de salto, com salto l.

3.4.18. Sejam / : X ---, ]R uma função, À C IR um número e a C R um ponto de acumulação de
(a 1, o-) n x. Mostre que são equivalentes as afirmações seguintes

(2) Dado qualquer c > 0, existe algum (5 > 0 tal que l/(z) ÀI < ó;, qualquer que seja z cX
satisfazendo o- -- ó < z < a

(3) /(z«) -, À qual(quer que seja a sequência (z«) crescente de X convergente a a.

Enuncie e demonstre resultado análogo para o limite pela direita. Mostre que se a é um ponto
de acumulação qualquer de X, então lim /(z) = À se, e só se, /(z«) ualquer que seja a
sequência (z«) estritamente monótona (isto é, crescente ou decrescente) de X convergente a a.

:l:--+rJ

3.4.19. Considere uma função / : X --> IR não decrescente e cr c IR um ponto de acumulação de
(o- 1, a) n x. Mostre que são equivalentes as afirmações seguintes.

(1) Existe lim /(z).

(2) Existe alguma sequência crescente (z«) de X convergente a a tal que (/(z«)) converge.

Mostre que se / íor limitada superiormente em (a -- 1, a) n x, então sempre existe o limite de
/ em o- pela esquerda. Enuncie e demonstre resultados análogos para funções não crescentes.

a; --+a
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3.4.2U. Considere uma função / : X --> IR não decrescente e a € R um ponto de acumulação de
(a, a- + 1) n x. Moatrc quc são equivalentes as afirmações seguilltes.

(1) Existe .iiW. /(z).
(2) Existe alguma se(luência decrescente (z«) de X convergente a o- tal (lue (/(z«)) converge.

Mostre que se / for limitada inferiormente em (a, o- + 1) n x, então sempre existe o limite de /
em cr pela direita. anuncie e demonstre resultados análogos para funções não crescentes.

3.4.21. Considere uma função / : X + R não decrescente. Mostre que se a C ]R for um ponto
de acumulação de(o- l,a)nx e de(a,a+l)nX e se/ for limitadaem xn(a l,o-+l), então
existem ambos limites laterais de / em o- e vale lim /(z) < lim. /(z). Enuncie e demonstre
resultados análogos para funções não crescentes. Conclua que sempre existem todos os limites
laterais possíveis de funções monótonas limitadas .

3.4.22. Sejam / : X --, ]R uma função definida num conjunto X ilimitado superiormente e
À C R. Mostre que são equivalentes as afirmações seguintes.

(1) 1im ./'(z) = À.ZH+00

(2) Dado qualquer E > 0, existe algum M > 0 tal que l/(z) ÀI < c, qualquer que seja # cX
com JI/ < z.

(3) /(z«) - À qualquer que seja a sequência (#«) crescente de X que diverge a +oo.

anuncie resultados análogos para conjuntos ilimitados inferiormente e limites em (x)

3.4.23. Considere uma função / : X > R definida num conjunto X ilimitado superiormente.
Mostre que se existir o limite de /(z) em +oo, então existe r > 0 tal que a função / é limitada
em X n l7', +oo). Mostre que a recíproca é falsa. Enuncie resultados análogos para limites em

3.4.24. Considere uma função / : X > R não decrescente definida num conjunto X ilimitado
superiormente. Mostre que são equivalentes as afirmações seguintes.

(1) Existe .lilB.,./(z);
(2) Existe alguma sequência crescente (z«) de X divergente a +oo tal que (/(#«)) converge.

Mostre que se .f for ]imitada superiormente em X í] lz', +oo), com algum r > 0, então sempre
existe o limite de / em +oo. Enuncie e demonstre resultados análogos para limites de funções
não decrescentes em oo. Obtenha resultados análogos para funções não crescentes.

3.4.25. Dado 0 < c < 1 < d, mostre que

,IU,. (L;e) ; - ,.1U,, (L:;e) : - :.
Conclua que, com 0 < a < b, valem

.l«:,., (c:-e) ; - . . ,IT;,. (gl:-e) i
3.4.26. Considere uma função / derivável num intervalo (r, +oo), com algum r > 0, e tal que

lim /'(z) = M. Mostre que:z; --->

/u - ./.
z++oo Z
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3.4.27. Considere uma função / contínua num intervalo (r, +oo), com algum r > 0. Mostre
que se existir o limite quando sr tende a +oo de alguma primitiva de /, então esse limite existe
com qualquer primitiva de /. Suponha, agora, que /(z) > 0 com z > r e que g seja alguma
primitiva de / em (r, +oo.) Mostre que existe . lide..g(z) se, e só se, a sequência (g(n)) converge.
(Sugestão: o Exercício 3.4.24 pode ser útil.)

3.4.28. Coi)sidere uma função / : R ---, R que sda não crescente em ( oo, 0) e não decrescente
em (0, +oo). Mostre que se existir lim /(#) = Z;, então /(z) > Z) (qualquer que seja z # 0. Mostre

que se / também for contínua em 0, então 0 é um ponto de mínimo global. Dê exemplo de uma
função / : R --, IR derivável em cada z # 0, tal que .f'(z) < 0, com z < 0 e /'(z) > 0, com z > 0,
mas tal que 0 não seja ponto de extremo local de /.

a; --)

3.4.29. Considere a função definida por .f(z) = z Ioga, com z > 0. Mostre que / possui um
único ponto críticos mostre que esse crítico é um ponto de mínimo, com valor mínimo negativo.
Mostre que liW. /(z) = 0 e que lim /(z) = +oo.

z-+0+ ' ' ' ' a--.+oo

3.4.30. Sejam a, b C (0, +oo) fixados. Dado r # 0, defina a média de Falência r de a, b por

"n - mk, «, Q - (<r) :
Observe que M(l, a, b) = -A(a, b) é a média aritmética de a, b e À4(--1, a, b) = H(a, b) é a média
harmónica de a, b. (Ver Exercício 1.6.15.) Mostre que, deãnindo M(0, ct, b) = G(a, b) como a
média geométrica de a, b, a função M(r) resulta contínua em IR ou seja, mostre a continuidade
de .A4(r) em cada r / 0 e que

lim ]W(r, a, b) =r--,0
'ã

3.4.31. Seja / : lO, +oo) -+ IR uma função contínua tal que exista .hip.../(z). Mostre que o

limite da média de .f em 10, zl, quando z tende a +oo coincide com o limite de / quando r tende
a +oo, isto é, se lim .f(z) = L, então

z--+

'\ iJ f(t)út-L.
(Sugestão: Mostre que, qua]quer que seja 0 < ]V < z, vale

1/(t) zl at -

Z

Z Z

f(Hat ac . L-b N . L,

e estabeleça que

f(t)dt -Ç = i .fl.t)dt L

/(t)df+'! / l/(t)-z.lat-g-:
Q ü JN 'b

C[onc[ua o exercício, ]embrando que, pe]o Exercício 3.4.23, podemos tomar ]M > 0 ta] que
1/(t)l < JW, qualquer que seja z 2: 0.)

Z

.N
L

0

3.4.32. (Teste da Integral - TI) Sda / : jl,+oo) --, R uma função contínua, positiva e não
crescente e denote .f(Ã;) = u#, com k C N. Mostre que a série numérica >1: zlk converge se, e só
se, com alguma primitiva g de .f em jl, +oo), existe

lim g(z).
aç --->+oo

(Sugestão: use os Exercícios 3.4.27 e 3.3.8.)
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3.4.33. Usando o TI, mostre que as séries

\'-- .
Z.-. kc '

\--
a- #(log A)'

convergem se, e só se, c > l

3.5. Integral

Nesta seção, construímos a integra/ de Riemann de funções contínuas em intervalos limitados e
fechados do domínio.

Daqui em diante, seja / : X -+ ]R uma função contínua qualquer no intervalo X de R. Para
simplificar, passamos a utilizar t como a variável independente de /. Fixemos, de uma vez por
todas, um intervalo la, ól Ç X, com cz < b, e os valores mínimo rn e máximo M de / em la, ól,
cortesia do Teorema 3.18 de Weierstrass: m < /(t) < ]W, com t c la, ól.

Tomando um ponto c C (a, b) arbitrário, obtemos dois subintervalos e o mesmo Teorema de
Weierstrass fornece dois valores mínimos mi e m2 e dois valores máximos JWi e À42 de / nos
subintervalos la, cl e lc, ól, respectivamente. Os dois valores mínimos não são menores do que m
e os dois va]ores máximos não são maiores do que ]l/, de modo que

«.. (b .) «) +m. (b .)

< mi - (c a) +,n2 (b c)

< Mi ' (c - a) + M2 ' (b c) < M (b «).

Figura 3.18 Um ponto adicional não pode diminuir os mínimos nem aumentar os máximos

Generalizando de um para mais pontos intermediários, convém dizer que uma coleção finita
P = {to, ti, . . . , t.-i, t.} de ll + l pontos é uma partição do intervalo la, ól se

< t. 1 < f,} :: b

Tomando, com ] < k < n, o va]or mínimo mÉ e o va]or máximo ]Wt de / no subintervalo
ltÉ.l, tkl, obtemos, com tk.i < t < tk,

m < «2A < /(t) < Mk < M.

cl :: to < ti < t2 <

A soma á7z/eHor e a soma supeüor de / em relação à partição P de la, ól são denotadas e
definidas, respectivamente, por

e
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Exemplo 3.70. Se u = u([) indica a ve]ocidade de uni ubjeLo ao ]ongu de uni inLerva]o de
tempo lO,rl. então cada parcela u.:.i:. . (tA fk i) e u.,,. (t# t# i) das somas inferior e superior
tem a interpretação de distância percorrida, já que essas velocidades são constantes e

velocidade constante x tempo decorrido :: distância percorrida

Assim, tanto as somas inferiores da velocidade u de um objeto quanto as superiores representam
distâncias percorridas pelo objeto. @

Figura 3.19. Uma soma inferior /(/, P)

Tomando a partição Po = {a, b} de dois pontos, temos /(/, Po) = m (b a) < ]W . (b
S(/, Po) e, tomando a partição Pi = {a, c, b} de três pontos, vimos anteriormente o que
ser traduzido por

«) -

pode

com
«):Ç .r(/,7'i) < S(/,7'i) < M.(Z, «)

Repetindo aquele argumento em que havia um ponto c adicional no intervalo la, ól
cada ponto adicional em cada subintervalo ltk i, ti;l e observando que

podemos verihcar (por indução) que, sempre,
ah Ç tÇf,'P) <n SÇf,'P) <: M . Çb

«, . (b

z;k-l) = '«, Z:o :: Ó -- a,

m (é' - «). (3.7)

Figura 3.20. Uma soma superior S(/, 7))

A diferença entre as somas superior e inferior de / em relação a uma partição P é dada por

0 < $(/,7:') - /(/,7')(Mk-mk) (tk - tk i)

n

Ê l
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Lema 3.71. Z)ado qualquer f > 0, podemos escolher uma partição P de la,ól faZ que

Q <: SQf,'P) iÇf.'Pb Kx :

Demonstração. Pela Proposição 3.20, as oscilações .A/k mh de .f nos intervalos ltA i, thl
podem ser controladas: dado qualquer c > 0, podemos escolher r > 0 de tal modo que

0< Mk mk ltk :,tkl) < [
C

em cada subintervalo ltÉ.i,tÉI de la, ól tal que tk tk-i < r.
Fixado, pois, c > 0, basta tomar r > 0 fornecido pela Proposição 3.20 e escolher uma

partição P de la, ól tal que tk tk 1 < r, qualquer que seja 1 < k < n, com a qual obtemos

o<)i:(mk "''k)'(tÊ tÉ-i) < i.}i>ll:(te tÊ i)-'k-lk-l

Uma tal partição pode ser obtida tomando, por exemplo,
< a + (n l)r = t.-i < t. = Z',

onde n C N é o único natural que satisfaz a + (n l)r < b < a + nr, pela propriedade
arquimediana.[]

a :: to < a + r :: tÍ <

Não só as somas inferiores aumentam e as superiores diminuem sempre que passarmos de
uma dada partição para uma outra que a contenha, mas até

m (b «) < /(/, Q) < S(/, R) < M (Z,

quaisquer que sejam duas partições Q e 7Z de lü, ól, já que sempre podemos comparar as somas
relativas às partições Q e 7Z com as somas relativas à partição Q U 7Z, que contém ambas, e
observando que

''' } ) (3.8)

/(/, Q) < -r(/, Q u R) < S(.f, Q u R) < S(.f, R).

Figura 3.21. A diferença S(/,P) /(/, P)

Assim, não só são limitados o conjunto de todas somas inferiores e o de todas somas superiores
de / em la, ól, luas nenhuma soma inferior é maior do que qualquer soma superior. A ãnfegraZ
á7z/amor e a integral supeMor de / em la, ól são denotadas e definidas por

/(/, la, ól) = sup {/(/, ç2) : Q é uma partição de la, ól}

S(/, la, ól) = inf {S(/, 7Z) : 7Z é uma partição de la, ól},
respectivamente. Por (3.8), sempre temos /(/, ja, bl) < .g(.f, la, bl) e, por virtude do Lema 3.71,
obtemos /(/, la, ól) = S(/, la, ól). (Ver Exercício 1.4.18.) Destacamos esse resultado.

e
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Teorema 3.72. Seja / : X IR uma /unção contáhua. J)ado qtzaZquer ánferuaZo lcz,ól Ç X,

-r(/, 1«, ól) (/, 1«, bj).

Dizemos que esse valor comum das integrais inferior e superior é a ánfegra/ de ./ em la, ól,
denotado por

Proposição 3.73. 4 inlegraZ de uma /unção confáhua tem as propr idades de morzofonácádade
11 e aditividade 12.

Demonstração. Por (3.7), vale a propriedade 11. Para conferir a propriedade 12, observamos
que a adição de uma soma inferior de / em la, cl com uma soma inferior de / em lc, ól é igual
a uma soma inferior de / em la, ól e, reciprocamente, dada qualquer soma inferior de / em
la, ól, sempre podemos acrescentar o ponto c à partição e veriâcar que a soma inferior / em
la, ól não é maior do que a adição da soma inferior de / em la, cl com a soma inferior de / em
lc, ól induzidas pelas restrições da partição a esses subintervalos. Isso nos permite concluir que
/(/, la, cl) + /(/, lc, ól) = -r(/, la, ól), de modo que va]e 12. (Ver Exercício 1.4.17.) []





Capkulo

Sequências de Funções

4.1 Convergência Uniforme

Fixado um conjunto (..; Ç IR e dado um natura] n, consideremos a]guma função /n : C' -+ pR-
Essas funções, todas de mesmo domínio C, constituem uma sequência de /nações, que denotamos,
como antes, no caso numérico, por (/n)a ou, simplesmente, (/n). Às vezes, é preferível deixar
n variar a partir de 0 ou, até, a partir de algum outro inteiro qualquer. Em alguns exemplos,
os domínios (naturais) das funções /n são, possivelmente, distintos. Nesse caso, consideramos
algum conjunto O Ç IR comum a todos os domínios e tratamos da sequência das restrições a C.

Dado um ponto cr € (:, dizemos que a sequência de funções (/n) converge em a se a sequência
(/n(a)) das imagens de a pelas funções /n for uma sequência numérica convergente. Nesse caso,
dizemos que (/n) converge em a para lim .f«(z).

Dado um subconjunto D Ç C, dizemos que a sequência (/n) de funções converge sámp/es
rnerzte em D ou, então, porztuaZmerzte em 1), se (/.) converge em cada ponto a c D. Nesse caso,
obtemos uma nova função / : D --, R, definida, em cada z C D âxado, por

.f(z) = lim /n(z), (4.1)

dizemos que a sequência (.fn) conueWe simplesmente para .f em D e escrevemos /n -L* / em Z)
Pela unicidade do limite de sequências numéricas, é claro que dada qualquer sequência (/n) de
funções e qualquer D Ç C', existe, no máximo, uma única função / : -D + R tal que /n --=-+ /
em Z)l essa função é denominada /unção ámáfe da sequência de funções, ou simplesmente limite.

O conjunto de todos os pontos em que a sequência converge é denominado domÍháo dc
corzueryêncía da sequência, sendo, portanto, o maior subconjunto de C em que a sequência
converge simplesmente.

Clonsiderando as operações ponto a ponto de funções, é claro que .f« --=+ / em Z) equivale a
/n / -!-- 0 em Z). Em particular, /n s / em -D significa que, dado z C Z) qualquer, é nulas
sequência numérica defiTlida por (/n -- /)(z). Vejamos alguns exemplos.

Exemp[o 4.1. Tomando C = ]R, definimos /n(z) = 2 " sen(2"z), com n > 0 e z C ]R. Observe
os gráficos das funções dessa sequência: cada função /« tem a metade da amplitude e o dobro
da frequência da função /n-l anterior. Temos l/«(z)l = 12 "sen(2"z)l :Ç 2 " - ' 0, pois
sen zl :( 1, qualquer que seja z, de modo que /n --=+ 0 em R. @

Exemp[o 4.2. Tomando O = ]R, definimos uma função ser'm s : ]R --} ]R por s(a;) = 12m rl,
em cada # tal que 2m 1 < g < 2m + 1, com m C Z. Desse modo, o gráâco de s(z) = lzl em

165
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1 < z < 1 se repete a cada intervalo de comprimento 2. Mais precisamente, s é periódica de
período 2, ou seja, s(z + 2n) = s(z), quaisquer que sejam z C ]R e n C Z. Para verificar isso,
observe que se 27n -- 1 < z < 2m+l, então 2(rn+n) 1< z+2n < 2(m+n)+l e, portanto,
s(z + 2n) = 12(m + n) (z + 2n)l = 12m zl = s(z). Além disso, s é contínua e limitada, com
0 < s(z) < 1, sendo que s se anula em cada inteiro par e vale l em cada ímpar. Dessa forma,
é uma versão "retificada" da função y = 1 sen(rr)l. A vantagem sobre essa função seno é que
podemos calcular facilmente que

s(z) s(y)=:1:(a; Z/), comquaisquerk<z,g/<k+leÊ;CZ. (4.2)
De fato, por simetria e pela periodicidade, basta provar isso no caso l :Ç z < g < 1. Caso

l<z<3/<0,pordeünição, s(z)= zes(3/)= y,demodoques(z) .s(3/)=3/ z. Caso
0 < :« < 3/ < 1, por definição, s(z) = z e s(3/) = Z/, de modo que s(z) s(y) = z Z/. Adiante,
no Exemplo 4.23, usamos essa propriedade da função serra.

Agora deânimos /n(z) = s(10"z)/2", com 7t > 0 e # C ]R. Observe que /.+l tem a metade
da amplitude e dez vezes a frequência de /n. Temos 0 < /n(z) < 2 " - 0, pois is(z)l < 1,
qua[quer que seja z, de modo que /n --:-, 0 em ]R. (D

Exemplo 4.3. Tomando C' = IR, definimos .f«(a;) = z", com z C R e n C N. Até aqui, a se-
quência geométrica foi tratada como uma sequência numérica a urra partímelru. Esse parâmetro,
interpretado como uma uarááueZ, é o que faz dela uma sequência de funções. No Capítulo 2,
vimos que a sequência geométrica (z") é nula com 1 < z < 1, constante e igual a l com
z :: 1, divergente oscilante a ÉI com z :: 1, divergente oscilante a +oo com # < --1 e

divergente crescente a +oo com z > 1. Assim, o domínio de convergência dessa sequência é o
intervalo D = (--1, 11 e, deânindo / : R --* ]R por /(1) = 1 e /(z) = 0, com z # ], temos que

/«(3ç) = z" -, /(z), qualquer que seja z C Z) âxado, isto é, /n -L / em .D. (O

Exemplo 4.4. Tomando C = IR, definimos /«(#) = n2z(l z)" com n c N e z € R. Cllaramente,
/.(0) = 0 e /n(2) = (--1)"2n2 diverge oscilando a :L(x). Temos 0 < jl zl < V/ÍÍ:'8 < 1,
qualquer que seja z C (0, 2), de modo que (ver Exemplo 2.16)

«'li «I" - «(v'lÍ-ã)" ' --+ o' -o

e, portanto, a sequência numérica (/n(z)) é nula. Por outro lado, se # < 0 ou se z > 2, temos
l #l > 1 e, portanto, l/,.(z)l diverge a oo. Assim, o domínio de convergência dessa sequência

é o intervalo D = 10, 2) e /n --L 0 em Z) (ê)

No Exemp[o 4.3, cada /n(z) = z" define uma função contínua em ]R, mas a função ]imite
/ : ( 1, 11 -+ R dessas funções é descontínua em l. Isso acarreta, em particular, que não vale

lim lim .h(z«) lim lim .h(z«) ,zz--->oo L 77z--+oo J ?7z--+oo L lt---)oo J

com qualquer sequência (z«) de (--1, 1) que convirja a 1. Para ver isso, observe que 0 < #. < l
com m » 0 e que, portanto,

lim lim/n(z«) = lim lim(z.)"l= lim 0=0,
rn---too L?z--+oo ' J ?7t--+oo L7z--too.' J 'r71,--+oo

(4.3)

mas

lim lim /n(z«) = lim l lim (z«)" = lim l"=l
n---too L?7}--->oo ' 'J n--pool?7z--+(x)' ' J m,---boo

No entanto, (4.3) é válido se a função limite for contínua em a. (Ver Exercício 4.1.4.) Por
exemplo, se (z«) for uma sequência de 10, 2) com #« --, a € 1O, 2), então (4.3) é válido com as

funções /n do Exemplo 4.4, sendo .f(a) = 0 o valor comum dos dois limites.
Observe que, no Exemplo 4.3, os gráficos das funções /n tendem pontualmente ao gráfico

da função / dada, mas não de maneira u7zd07v7ze, ou se.la, quanto mais próximo estiver lzl da
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extremidade 1, mais lenta é a convergência de (/n(a;)). Exceto pelo ponto a = 1, em que todas
as ./n. e .r coi«ode«-, pü' "-aio. que Lu"-."-u; '", "u"- "'::e que .d. o g:áai- d. Â.(«;) = «;'
em (--1, 1) esteja a uma distância pequena do gráâco de /, pois aquele sai de qualquer faixa
l3/l < c em torno do gráhco de /. Em termos analíticos, observe que, fixados 0 < la;l < 1, c > 0
e n C N, temos (log 1:«1 < 0 e)

Â(«) /(«)l - l«"

Portanto, tomando N .V(c, z) c N tal que N > iifÊÍ, resulta l/n(") /(")l < c com n > N.
Quanto mais próximo de l tomarmos lzl, maior precisará ser JV(c, z) para garantir a validade

de l/«(z) -- /(z)l < c com n a: -V(c, z). Isso signi6ca que a convergência /n(z) ---, /(#), embora
válida em cada z C (--1, 1), é cada vez mais e7zta quanto mais próximo de l tomarmos lzl, ou
seja, essa convergência depende de z, não sendo uniforme em z C (--1, 1).

Para caracterizar uma unl@r'cidade na convergência de todas as sequências (/n(z)l , convém
introduzir uma espécie de distância entre as funções /n e / ou, mais geometricamente, entre os
gráficos dessas funções. Para isso, passamos a denotar

p - p(o) - p(p, n) { g(«)l : « c o}
sempre que g : (3 --} ]R for uma função Zimátada e Z) Ç O. Também convencionámos que sempre
que escrevermos p(g, Z)), fica entendido que g é, de fato, limitada em -D, ou seja, que a imagem
de Z) pela função g é um conjunto limitado e que, portanto, existe em R o supremo em (4.4).

(4.4)

Dados uma sequência (/n) de funções de domínio comum a Ç R e -D Ç C' um conjunto
qualquer, dizemos que a sequência (/n) conue7ye urze'ormemente em 1) se existir uma função
/ : .D --, IR tal que seja nula a sequência numérica (p«) definida, com qualquer n C N, pela
distância vertical má.Rima entre os gráâcos de /n e /, ou seja,

P« (D) -/,D) (z) /(z)l:zCD}
Isso significa que todas as funções /n -- / são limitadas em Z) e, uma vez fornecido um número
real positivo c > 0 qualquer, por menor que seja, vale /z« < e com n » 0. Em outras palavras,
com 71 » 0, os gráficos das funções /n estão totalmente dentro de faixas "horizontais" de largura
vertical arbitrariamente pequena centrada no gráfico de /, ou seja, dado f > 0, vale

/(«) . < /«(z) < /(#) +;

com quaisquer z C Z) e n 2: N, em que .V = N(c) (geralmente) depende de c, mas vale
unljformemente em cada z c .D, não dependendo, pol'tanto, de z C D

Em particular, da convergência uniforme decorre, como era de se esperar, a convergência
simples e, pela unicidade do limite desta, novamente é única a função limite da convergência
uniforme. Se (/.) convergir uniformemente em Z) e / : Z) --, ]R for a função limite, dizemos que
a sequência (/n) converge 'urze/oz'meme7zfe para / em D e escrevemos /« --!b / em Z).

Exemplo 4.5. E imediato verificar que a sequência (/n) do Exemplo 4.1 converge uniformemente
à função nu]a em ]R, pois 0 < p« < 2'" e, portanto, pelo critério do confronto, (p«) é uma se-
quência nuca. Assim, /n --=> 0 em ]R. ©

Exemplo 4.6. A sequência das funções serra do Exemplo 4.2 converge uniformemente à função
nuca em ]]{, pois 0 < p« < 2 " e, portanto, pe]o critério do confronto, (pn) é uma sequência
nula. Assim, /n --:b 0 em R. (ê)

Exemplo 4.7. A sequência (/n) do Exemplo 4.3 converge simplesmente em (--l, 11, mas não
uniformemente em (--l, 11, nem em (--1, 1). De fato, pelo Exercício 3.1.14, dado qualquer n,
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temos

p«(( i,i)) -p«(( i,il) -/«(i)-i
No entanto, fixado 0 < r < 1, a sequência (/.) converge uniformemente no intervalo l--r, rl. Para
ver isso, basta observar que IÂ,(z) = l#l" < r" com lal < r, de modo que 0 < p. < r" --, 0. Q)

Exemplo 4.8. A sequência (/«) do Exemplo 4.4 converge simplesmente em 10, 2), mas não
uniformemente em 10, 2), nem em (0, 2). De fato, como cada .h é uma função contínua em ]R,
com .f.(2) = (-- 1)"2n', temos (ver Exercício 3.1.14)

P.((0, 2)) = P«(lO, 21) > 1./'«(2)l = 2n2 #a 0.

Entretanto, /. !-, 0 em 10, 2) e poderíamos esperar que, como no exemplo precedente, resultasse
convergência uniforme à função nula se cortássemos o domínio de convergência à esquerda de 2,
ponto em que parece residir o impedimento à convergência uniforme.

Ocorre que tampouco .h ----, 0 em 10, 2--rl, com 0 < r < 2. De fato, cada /.(z) = n2=(1 #)"
é uma função derivável tal que

/;(z)=0 +->n2(l z)" :«n(l :r)"'* -Í-+.:« loul (n+l) #

e podemos verificar que l/(n + 1) é um ponto de máximo local de .f« em JR, com

'-o/(« *' u -JL (: 3)" - «(ah)L)" - «(=)"*: - «: - *"
Assim, /z«(l0,2 rl) > /n(l/(n + 1)) #H 0, de modo (lue /« 7zlL 0 em l0,2 rl.

Finalmente, obtemos convergência uniforme à função nula cortando o domínio de con
vergência à direita de 0. De fato, mostremos que /n --=+ 0 em lr,2 rl, com 0 < r <l
Observe que o único ponto crítico em lr, 2 rl da função derivável .f« é 1, com n » 0. Assim, os
valores máximo e mínimo absolutos da função /n são atingidos nesse crítico ou nas extremidades
r e 2 r desse intervalo. Como ./',,(1) = 0, estabelecemos

0 < p« < m«.{l.f«(«)l,l/n(2 ,)l}.
Como a convergência simples garante que ambas sequências (/«(r)) e (/«(2 -- r)) são nulas, (p«)
é uma sequência nula pelo critério do confronto, de modo que /. !b 0 em lr, 2 rl. ©

Usando os mesmos argumentos utilizados na Proposição 2.3.6, é fácil concluir que a soma
e o produto de sequências de funções simplesmente convergentes converge simplesmente para a
soma e o produto das funções limite, respectivamente.

Suponha que .f. --!-+ / e g. !L g em D. Não é difícil conferir que, Êxodos a, P C IR, decorre
que a/n + /7g,t !b a.f + /3g em /). Em particular, temos que /n t' .f em -D equivale a

.f; / --L 0 em J). No entanto, nada garante que /n ' g« L / g em l). (Ver Exercício 4.1.6.)

No Exemp[o 4.7, cada /n(z) = z" define uma função contínua em ]R, mas o ]imite simp]es
.f : ( ], ]l --, ]R dessas funções é descontínua (em 1). Com a convergência uniforme, isso não
pode ocorrer, como segue do nosso próximo resultado.

Proposição 4.9. $da (/n) uma sequência de /uniões q'ue converge undormemeníe em D Ç; R
$e cada /n /or confhua (em a C D), então a função limite é contínua (em a).

Demonstração. Vamos supor que /n --!b / em Z) e que / não seja contínua em algum ponto
de Z) e mostrar que existe 71 arbitl'friamente grande com /n descontínua em algum ponto de D.
Fixado cr c -D, vamos supor que / não seja contínua em a, de modo que, pelo Exercício 3.1.4,
existem co > 0 e uma sequência (z«) de 1) que converge a a, mas tal que l.f(#«) .f(a)l > co,
qualquer que seja n C N.
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Como /« --L / em D, temos (p,,) nu]a e, como ri = àfo > 0, podemos escolher ]V C N
arbitrariamente grande tal que p(/X /, Z)) < cz, de modo (lue temos l/X(z) /(z)l < ci com
qualquer z C Z). Mostremos que .fX não é contínua em o. De fato, se /x fosse contínua em a,
pela convergência z« ---* a poderíamos escolher p C N tal que l./'X(zP) /w(a)l < ci, mas então
teríamos

fo :( l/(z,) -- /(a)l < 1/(z,) -- /X(z,)l + l/X(z,) .h(a)l + l/X(o-) /(a)l < 3ci =c0,
o que é uma impossibilidade. Logo .fX não é contínua em a. []

Dessa forma, a continuidade da função limite de uma sequência uniformemente convergente
é herdada da continuidade de cada função da sequência, o que se configura como um bom teste
para a convergência não uniforme: a sequência dada por /«(#) = z" realmente não poderia
convergir uniformemente em (--l, ll pois cada /n é contínua, enquanto que a função limite
(Exemplo 4.3) não é contínua (em 1). No entanto, esse argumento não prova que a convergência
não possa ser uniforme em (--1, 1), pois a função identicamente nula é contínua (em R).

Decorre do resultado precedente que se /n --:b / em D e o- C Z), então a continuidade de
cada/n em o- garante que, com g. ----, o- em Z), vale

lim lim /.(z«)l =/(a) = lim lim /n(z«)l, (4.5)
7}--+OO LI'r&--+oo J ' 772--}00 Ln,--+00

o que não conseguimos garantir com a convergência simples. Com a convergência uniforme, isso
decorre da obrigatória continuidade em a da função limite. (Ver Exercício 4.1.4.)

Também todas integrais da função limite de uma sequência uniformemente convergente são
herdadas das integrais de cada função da sequência, o que se conÊgura como mais um bom teste
para a convergência não uniforme.

Exemplo 4.10. A sequência (/n) dos Exemplos 4.4 e 4.8 converge simplesmente em 10, 11, mas

1, /.-.Á «',o üíu(«+n -:'
onde usamos a primitiva do Exemplo 3.53.

ll 2

©

No exemplo precedente, cada /n(z) = 7&2#(l z)" define uma função contínua em R, o limite

simples .f dessas funções é a função contínua nula em 10, 11, mas / /n #o / / :; 0. Com a

convergência uniforme, isso não pode ocorrer.

l l

00

Proposição 4.11. S©a (./n) uma sequência de /uniões confMuas que converge undormemente
para uma /uriçâo / em Z) Ç R. Se la, ól Ç -D, então

Demonstração. Fixemos la, ól Ç Z). Dado c > 0, a convergência uniforme garante que existe
algum ]V C N tal que, quaisquer que sejam # C .D e n c N, vale

n>N'-->1/n(z) .f(a)l <P« <C/(Z, a).

Suponha que cada /n seja contínua; pela Proposição 4.9, / também é contínua e, pela monoto
nicidade da integral (Corolário 3.57), dado n > JV, temos

b b b b

Assim, a sequência numérica das integrais de /n em la, ól converge à integral de / em la, ól.

a
Á [Â

a a a
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A sequençia tlu Exeuiplu 4.5 inusl,ia (1lie /n ---+ / un.u illll)liga. /i !t-} /r. De [n.].o, (in.(]a
.f..(=) = 2 " sen(2"z), temos /:(z) = cos(2"«;), portanto a sequência das derivadas não converge
uniformemente a função a]guma, que dirá à derivada do limite. No entanto, basta que /n --=-- ./'
e que (/Z) convirja un(fo demente para que /i --=-. /'. Mais precisamente, vale o resultado
seguinte

Proposição 4.12. S©«m (/n) «m« .'q«ên ã de /anca« d«{«á«{s n«. {nt««Z. l«,ól g
«.« /«çã. de l«,ól. $' c«d« /«çã. d«á«d« .Ü /« co«tü« .«. l.,Z,l, « « seq«anca« (.Ü)
d« de«i.:«d« "««ry{« -Ü'm'.""'"*' p«« g .m 1«, ól . .. « .eq«ê«.i« -mé,{« (/«(a)) .f«
corzueryenfe com aZg'um ponto a C la,bl, erztão (/n) conueWe UTzi/o wzemenfe em la,bl. .Além
disso, a /urzçâo limite é der uáuei e é uma pr matava de g em la, ól.

Demonstração. Seja ( o limite da sequência numérica convergente (/«(a)) com algum ponto
cr c la, ól dado. Sendo /n : la, ól --} ]R derivável com /' contínua, o TFCll garante que, qualquer

que seja # C la,ól, temos /.(«;) + .C ./:i. Se .Ü --b g em la,ól, então g é contínua e,

pela Proposição 4.11, sabemos que ./" /" --* ./'zg, qualquer que seja z C la,bl. Assim, dado
r c 1«, z,l, Z

de modo que, definindo / : la, ól -+ IR em cada z C la, ól por
a

/n («)

Z

g,

resulta que /n --!+ / e que / é derivável em la,bl, com /' = g, pelo TFCI. Mostremos que

Dado c > 0, escolhemos Ni C N tal que n > Ni -:+ l/«(a) <ll < àc e Ne C N tal que

g(")l < É'(.Ü - g, 1«, ól) < Íti:8 '
qualquer que seja z C la,ól. Assim, dado n > maxfJVi,Aíe}, a linearidade da integral e o
Corolário 3.57 garantem que

a

f. -+ f

/(z)

n a: N2 ::+ l/i(#)

/«(z) /(z)l
Z

X g < 1.f«(a) € +
Z Z

g

' : *glFl:;;--i'-',a

a'

qualquer que seja # c la, ól. Concluímos que /n --L- / em la, ól.
Geralmente utilizamos esse resultado num contexto um pouco mais amigável, como segue.

Corolário 4.13. $Üam (/n) uma sequência de /unçães deóuáueis num inferuaio ja,ól e /,g

duas /uniões de la,bl. Se /n -g-, / em (a,b), cada /unção dentada /; /or continua em la, bl e a

«q«êncí« (.Ü) d«. deM«d« ««erga« -i/o"ne«.'«te p'« g .m 1«, ól, ntâ. /. -b / em 1«, ól
e / é deríuáueZ em la, ól, com /' = g. []

=

Para uso futuro, destacamos uma maneira muito conveniente de verificar a convergência
uniforme de uma sequência de funções sem necessidade de conhecer a função limite.

Proposição 4.14. (Critério de Cauchy) Uma sequência (/n) de /uniões de C corzuerye unifor-
memente em D Ç C se, e só se, dado qualquer viúmero real positivo E > 0, por menor que seja,
ezÍstir .V C N taZ que

l.f«(Z)/m(Z)l <e, quaásquerque sda«.m,">JV ez € O.(4.6)
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Demonstração. Se /« :b / em (; então, dado c > 0, temos PÊ < }c com k » 0 e, portanto,

1/«(«) .h(«)l < 1/.(z) .f(z)l +l/(,) -.h(z)l <p«+p« <'
com quaisquer # € C' e n, m » 0, do que decorre a condição dada em (4.6). Reciprocamente,
suponha que valha essa condição de Cauchy. Fixado c > 0, tomamos .ÍV C N tal que

l/n(") - Â«(")l < i',
com quaisquer m, n > /V e z c C. Fixado z C (;, decorre que a sequência numérica (.fk(z)) é de
Cauchy, portanto convergente: denotemos .f(z) = ,lim /k(z) e mostremos que /n -L / em C'.

Dados n > N e z C C', temos
---} oo

/n(z) /(z)l = lim l/n(z)?72, ---} 00 .h(')l < á'
Assim, p. < E com n > ]V e, portanto, /n --!L / em C'. D

Exercícios 4.1

4.1.1. Encontre o domínio de convergência Z) de cada uma das sequências obtidas com as fun-
ções dadas. Verifique que .D não contém intervalo algum. Veriâque se, fora de D, a divergência
é oscilante finita, oscilante infinita, crescente a infinito ou decrescente a infinito.

(1) .h(z) - «"); (2) /n(Z) (3) /n(Z) «);

l4) ./.»(,) (5) /«(:«) = n'z'(l «"):

4.1.2. Encontre o domínio de convergência Z) de cada uma das sequências obtidas com as
funções dadas. Mostre que -D contém o intervalo (--1, 1). Verifique o que ocorre com pn em
1). Verifique se há convergência uniforme em algum conjunto do tipo (--l, l rl, lr 1, 1) ou
lr 1, sl U is,l rl, com 0 < r,s < 1 alados arbitrariamente, mas tais que 0 < r +s < 1.

(1)/n(Z) «");(2)Â.(Z)(1 «");(3)/n(Z)(l Z");

(4) /«(z) - nz(l z')"; (5) /n(:«) :«')"

4.1.3. Mostre que cada uma das sequências obtidas com as funções dadas converge uniforme
mente a 0 em ]R.

H .r«(«) - es:go; m .ü(«) - í+-;lá;o:n;

(4) /n(") - LÍJ3"»'e") ; (5) /n(") - i:l:;$;ít;li;
4.1.4. Suponha que /n -!+ / em D e que / e cada /n sejam contínuas num ponto o' C Z)
Mostre que vale (4.5) com qualquer sequência (#«) de .D convergente a a.

4.1.5. Seja (/.) uma sequência de funções ilimitadas definidas em D g IR. Mostre que /n /L* 0
Mais geralmente, mostre que(/n) não converge uniformemente em D a alguma função limitada

4.1.6. Considere /(z) = /n(z) = z, g«(z) = 1/n e g(z) = 0, quaisquer que sejam n c N e z C IR
Mostre que /n --b / e g. --=-, g em ]R, mas que /n ' g« 7Z='' / g em ]R.
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4.2. Séries de Funções

Dada uma sequência (/#)kcN de funções definidas em C' Ç R, formamos a sequência (sn) das
somas parciais de (/k) definindo, com n C N,

sn :: /l + .f2 + . . - + /n : C --+ ]R

por s«(#) = /1(z) + /2(#) + . . . + .h(z), com z C C:. Se a sequência (/n) começar com n = 0 (ou
outro inteiro), continuamos tomando s« = /0 + /1 + - . + /«, sempre somando até /n.

Dizemos que a série de /un.iões >1:.f« corzuerye em urra ponto a C (.; se a sequência (-':.)
das somas parciais convergir nesse ponto. O conjunto de todos os pontos de (-; em que a série
converge é denominado domÍháo de convergência da série. Nesse caso, a função limite / da
sequência das somas parciais definida no domínio de convergência é única, sendo denominada
/unção soma da série de funções e escrevemos

/ = lim s« = '> . /k = .fi + /2 + /s +

Em cada ponto a do domínio de convergência da série de funções }, /k, a série numérica }: .fk(a)
pode convergir absoluta ou condicionalmente; se convergir absolutamente, dizemos que a série
de funções >1' .fh corzuerye absoiutamemte em cr e se convergir condicionalmente, dizemos que
). .fK converge condicionalmevtte em a.

Dizemos que a série de funções >1' /h converge símpZesmerzte em 1) se D Ç R estiver contido
no domínio de convergência da série de funções. Dizemos que a série de funções >1, /k converge
und07'merneízte em D se a sequência (s«) das somas parciais convergir uniformemente em -DI
nesse caso, é claro que 1) será um subconjunto do domínio de convergência da série de funções,
ou seja, a série de funções )I' /k também convergirá simplesmente em D. Finalmente, dizemos
que a série de funções >' .fk converge n07maZnzerzfe em D se a série numérica >1:p(/Ê,Z)) for
converg;ente

Como no caso de séries numéricas, temos aqui o equivalente ao TD, como segue

n, ---> oo
k l

Proposição 4.15. (Teste da Divergência TD) $e a série )ll: .fk convergir simpZesntente em Z)

eTLtão fK -!+ 0 em D. Se a sér«ie 'ã. fK coTtuerg r unifolvrLemente em D então .fK --=b 0 em D

De fato, basta observar que /k = SA; sk i. E claro que a recíproca continua sendo falsa
(basta tomar funções constantes).

Existem pelo menos duas grandes famílias de séries de funções, as séries de potências e as
séries trigonométricas. As séries de potências serão tratadas na próxima seção, mas as trigo-
nométricas, que são séries do tipo

}«o 4- >1: 1«# COS(k';) + bk s-(h")l ,

com (ak) e (bk) sequências numéricas nulas, não serão abordadas aqui. Nossos métodos sequer
são suficientes para decidir a convergência de uma série trigonométrica especíÊca, como

k l

T'-n bÇll L HÜ l

que converge simplesmente à função periódica de período 2n- definida, no intervalo 10, 2rl, por
/(z) = 0,em:« = Oe:« = 2«- e/(z) = {(«- z),em0 < g < 2r,cujográíicoéuma
"serra" descontínua em cada múltiplo par de 1. Esse mundo das séries de Fouríer pode ser
desbravado em obras mais avançadas de Análise Matemática, como, por exemplo, "Análise de
Fourier e Equações Diferenciais Parciais", de Djairo Guedes de Figueiredo, Projeto Euclides,
Rio de Janeiro: EMPA, 1977.

k
k l



4 2 .çór;na Hn n-nPÂna 173

No nosso estudo de séries numéricas, no Capítulo 2, já nos depaiantos cona, pelo ]alenos, duas
séries de funções, a saber, a série geométrica, que será considerada na próxima seção, como um
exemplar conspícuo de série de potências, e a série harmónica de expoente c. Essa série, que até
aqui foi tratada como uma série numérica a um parâmetro, na realidade constitui uma série de
funções muito famosa que, entretanto, não faz parte nem da família das séries de potências nem
da das séries trigonométricas .

Exemplo 4.16. Deíinamos /e(z) = k ', com quaisquer r c R e k c N. No Exemplo 2.67
(à página 86) vimos que a série harmónica de expoente c dada por :, jà converge se, e só se,
c > 1. Assim, D = (1, +oo) é o domínio de convergência da série de funções :, /h e, deânindo
( : Z]) --+ ]R por

l l ]

©

({Z):= > =1+ --F -+
'~ ' lc- k' ' ' 2' ' 3"

obtemos (uma parte da) /unção zela de Riemann, cujo domínio é estendido ao plano dos números
complexos, exceto z = 1. Num trabalho que marcou época, Riemann obteve, em 1859, uma
fórmula analítica para a quantidade de números primos, menores do que uma cota dada, em
termos dos zeros (não triviais) dessa função, sendo importante lembrar que a distribuição dos
números primos dentre os naturais não segue qualquer padrão de regularidade. O entendi-
mento dessa particular função zeta é o objeto do trabalho de pesquisa de muitos dos me
Ihores matemáticos da atualidade, envolve um prêmio milionário (www . claymath. org) e tem
consequências até na criptograâa, que é a base da segurança da internet.

com # > 1,

Usando os resultados de sequências de funções, obtemos resultados análogos aos da seção
precedente, relativos à continuidade, integral e derivada da soma de séries de funções uniforme-
mente convergentes. Basta observar que da continuidade ou derivabilida.de de cada /n decorre
a de cada soma parcial s«, já que o limite, a integral e a derivada de uma soma Érláía é a soma
dos limites, integrais e derivadas.

Proposição 4.17. $da (/k) zzma sequência de /uniões cor?.íz'nlzas em D Ç R. Se a série >: /h
con'uergir unifol'demente em D, e\tão a função soma 1, fK será contínua em D e

em qualquer la, ól Ç -D. n

Proposição 4.18. Seja (.fh) zzma sequêri.cia de /un.iões e D Ç ]R. Se a série de /u leões >1: /&
:onuergàr simp\esnte'rate em D, cada função fK for deriuáuet em D com fuh.ção deüunda. tk
co\tinha em D e Q série 1., fl, convergir unifoT'demente enl D. então ü função soma }. fK será
deriuáuet em D e

/ . \ l

(E /*y(«) -E /i(«) ,
qucttquer qKe sejct E c D. D

Também temos o critério de Clauchy, aplicado a séries de funções

Proposição 4.19. (Critério de Cauchy) Soam (.fk) uma seqtzênc a de /u7zções de$nidas em (;
e D Ç C. A série }..,jK converge unifor'demente em D se, e só se, dado qualquer Ttúvitcro rmt
positáuo E > Q. por menor que seja, existir K C N tal que, com q'uatquer k > K, valer

l/k+i(z)+.fh+2(z)+. .+/e+,(z)l <f, com quaísquerpcN e CZ). (4.7)

Demonstração. Basta observar que /k+i(z) + .fk+2(z) + . . +./k+,(]ç) = sk+,(a;)
o critério de Cauchy com a sequência (s.) das somas parciais.

.j;(«) e «sm
n
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Muitas vezes estabelecemos a convergência uniforme de séries de funções (pelo menos, quando
houver convergência absoluta) com o teste seguinte, que é uma versão turbinada do Teste da
Comparação (TCD) de séries numéricas e não tem análogo para sequências quaisquer de funções

Teorema 4.20. (Teste M, de Weierstrass) Toda série normalmente convergente é und07'me
me7tte convergente. Mais precisamente, seja (..fK) umü sequência de funções tal que distam
D Ç R. e uvlia série numérica conueTgeTtte 'E.,MK que majore 1: LÇlfk,D) ou seja, tal que

/k(z)l Ã4k, quaísq'uer que soam i C 1) e k » 0. (4.8)
Evttão a série 'il: fK covtuerge unifov'rriemente em D.

Demonstração. Denotemos por Sn - >. ]\4k as somas parciais da série numérica )ll: Mh. Como

À4h > 0, com k » 0, a convergência de >ll: À/k garante que, dado c > 0, existe K' c N tal que

À/e+l +A/k+2+ ..+À/k+p< )1. Mz=>:Mz $À; <c,

quaisquer que sejam k > K' e p C N. Resta observar que a desigualdade triangular garante

k l

k+l

/k+l (Z) + /k+2(z) + + /k+,(z)l < 1.fk+l(z)l + l./'k+2(«:)l + + l/e+,(z)l
< ]Wh+i + -Mh+2 + - + ]Wk+p < c,

quaisquer que sejam z C 1), k > K e p C N. Assim, vale (4.7) e, portanto, pelo critério de
Cauchy, a série >1: /& converge uniformemente. []

Exemp[o 4.21. Definimos /k(z) = k ', com z C ]R e # C N. Cada função /k é contínua em R
e a função soma, definida por

««) -EÚ - 1 + F ' 5;; +
é contínua em seu domínio de convergência -D = (1, +oo). (Ver Exemplo 4.16.) De fato, dado
a > 1, tomamos 1 < r < cr e temos

)
l

com z > 1,

/h(") -Ú <
qualquer que seja r < z. Como a série harmónica de expoente c = r converge, o Teste M garante
que a convergência é uniforme em lr, +oo). Assim, a função zela é contínua nesse intervalo e,
em particular, em cr. ©

Exemplo 4.22. Tomando C = R, consideremos /k(z) = h'3 . sen(kz), com # C N e r C IR.
Observe (iue l.fk(z)l < k'3 e que /Í(z) = #'' . cos(kz), com l/É(z)l < k'', qualquer que seja
z € R. Lembrando que uma série harmónica de expoente c é convergente se c > 1, o Teste M
garante que ambas as séries E: .fk e >: /' são uniformemente convergentes, de modo que a função
soma >: .fk, dada por

..«, -É "PÊ-l
) com z C IR,

é contínua e deriváve] em ]R, sendo

/'(«) -E e:gó,
k-l

com z C ]R,

sua derivada. ©
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CoiJsta que Riomann, em uma de suas aula, cm 1861, comentou quc & função soma
, . :=. senrAZz)

que certamente é contínua, dada a convergência uniforme dessa série, não possui derivada em
ponto algum. Não conseguindo provar isso, Weierstrass publicou, em 1872, uma demonstração

de que a função contínua g(g) = }1, ah cos(bÊz), com r É; R, em que 0 < a < 1 e b é um número

inteiro ímpar e tal que ab > 1 + 3r/2, não possui derivada em ponto algum. Até hoje, parece
que não se sabe se a função dada por Riemann tem, ou não, derivada, sequer no ponto z ;; 0.
Mas sabe-se, hoje, que B. Bolzano já havia construído uma função com essas propriedades em
1834, que permaneceu ignorada na época, junto com sua obrar depois de Weierstrass, foram
construídos muitos exemplos, como o que segue, essencialmente devido a G. Faber, de 1908.
Anualmente, constroem se muitos exemplos desses com características yluctaás.

gLZ
k l

k l

k2 com r C ]R,

Exemp[o 4.23. Tomando C = ]R, consideremos as funções serra /k(s) = s(10kz)/2k dos Exem-
plos 4.2 e 4.6. Como a serra /o = s é contínua em ]R, cada .f« também é contínua em ]R.
É imediato veriÊcar que is(z)l < 1 e que, portanto, 0 < /k(z) < 1/2k = JWk. Como a série
geométrica de razão l converge, o Teste M garante que a série )l:/h converge uniformemente
em ]R e, em particular, é contínua em IR a função soma dessas serras, deânida por

/(«) - )ll: ;;(io*«),
No entanto, /0 :: s não é derivável nos pontos a c Z e, qualquer que se.la 71 c N, /n não é
derivável nos pontos a tais que 10"a C Z. Assim, entre cada dois pontos consecutivos de não
derivabilidade de uma função dessa sequência, a função seguinte apresenta nove novos pontos
de não derivabilidade, mm a função limite é derivável em todos pontos, por ser constante. No
entanto, essa função tem tantos "dentes" , que acaba não sendo derivável em ponto alguma

De fato, fixemos um ponto a C ]R qualquer e mostremos que / não é derivável em a. Fixado
um número natural n C N, escolhemos o único m c Z tal que m < 10'&a < m + l e definimos

«. '"m, g/« lO "(m+l)
Obtemos, assim, duas sequências (z.) e (g.) que, como é imediato constatar, são convergentes
a o e satisfazem 0 < g/. z. :: 10 " e #. < a < y.. Resta mostrar que a sequência dada por

.f(z«) /(z/«) ,. .~

não é convergente para concluir (pelo Exercício 3.2.4) que / não é derivável em o-.
Dado k € N, a periodicidade da função serra s garante que

.(10*««) - '(10*g/«) - '(10* "m) - ;(10* "m + 10* ")

se k > n já que, nesse cmo, 10Ê " é um inteiro par. Em particular,

/(z«) - /(v«) #'(io'"«) - >1: #'(io*z/«)

(10"z«) - ;(10*y«)j - >1: à is(10*"«) '(10'g/«)j
k-ok-o

k :0

Zn, g/n

h 0h :0
n

com z C R.

T,mbém temos s(10":««) -- s(10"Z/«) (m) -- ;(«. + 1) e, se 0 < k < ',,

s(10kz«) s(10hy«) = s(10'("-h)m) s(10'("-k)(m+l))l= lO ("-k)



176 4. Sequêncím de funções

Isso decorre da propriedade (4.2) da função serra, já que 0 # < n garante que lO ("
10 (" k)(17L -F 1) estão entre dois inteiros consecutivos.

Assim,

k)m e

1/(-«) /(v«)l :#l.(to"««)
k-o

s(10* #« ) l (desigualdade triangular)

a: âl.(io"««) .(10"y« )

nl
>l: # l.(to*««) - '(lo*y«)l
k-o

nl
}= # .(10'««)
&-o
n-- 1 . n,--l

k-o'k-o
e, portanto, como 3/. z. = 10 '}, resulta

E $;io (" © - li'L s" '5' 5*l

l
s(10* 3/« )

2"

/("«) : .f(z/pl a: s" - }: 5* - ---l----
#« z/« I' Êi 4

Como a sequência (5") diverge ao inânito, resulta que diverge a sequência dada em (4.9) ©

Exercícios 4.2

4.2.1. Para cada uma das séries de funções dadas, verifique que a série converge uniformemente
no domínio indicado, para uma função contínua.

m >1:i;flilik= ,.mR;(1) >: :«*e *' , em lO, +oo);
k-l

(4) \'
k-l

sen Éz
. em R:

'k3(2 cos«) ' "" "'
(5) '5' z*

k-o
em l c, cl, com 0 < c < 1.

4.2.2. Mostre que a série )l: zh/(l + zk) converge uniformemente em qualquer intervalo l--c, cl,
com 0 < c < 1, mas não em (--1, 1). Mostre que /(z) = Ez'/(l + z*) é uma função contínua
.« ( l, l)
4.2.3. Mostre que a série >1: 1/(1 + &2z) define uma função contínua em toda teta IR, exceto nos
pontos z :: 0 e z :: k'2, com k C Z. Mostre, também, que essa função é derivável em cada
ponto de continuidade, sendo sua derivada dada pela série obtida por derivação termo a termo
da série original

4.2.4. Mostre que a série }: l/(Éa z2) define uma função contínua em toda Teta R, exceto
nos pontos z C Z. Mostre, também, que essa função é derivável em cada ponto de continuidade,
sendo sua derivada dada pela série obtida por derivação termo a termo da série original.

(Sugesfâo: considere a série >1: il-::= restrita ao intervalo l--Z,, Z,l, com L < Ã'.)
k :](

4.2.5. Encontre o domínio de convergência, o de continuidade e o de derivabilidade termo a
termo da série de funções >:(1 cos f). (Sugeslâo: ver Exercício 3.2.12.)
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4.2.6. Encoiltie o cloinínio de convem'gência, o de continuidade e o de delivabilidade termo a
termo da série de funções >'(Ê -- sen Í). (Sugestão: ver Exercício 3.2.13.)

4.2.7. Considere a função serra s do Exemp]o 4.2 e defina ./:k(s) = ah . s(bhz), com z C ]R. Mostre
que a função soma )l, /k é uma função contínua em R sem derivada em ponto algum, sempre
que 0 < a < 1 < b satisfaçam ab > 2. (Sugestão: imite a prova do Exemplo 4.23, em que a = {
e b = lO.)

4.3. Séries de Potências

Quando cada função /k de uma série de funções for um monâmio, obtemos um caso particu-
laiíssimo de série de funções. Tão particular que casos estranhos, como o de uma função contínua
sem derivada em ponto algum (Exemplo 4.23), estão sumariamente proibidos: no mundo desses
poZánómíos ánánÍtos, tudo funciona como nos acostumamos a esperar de todas as funções no
Cálculo.

Dada uma sequência (ch)k>0 de números reais, definimos /a como a função constante igual
a co em IR e, quaisquer que sejam # € N e # € 1R,

Jk(«) - c~.~

C)bserve que cada /k é uin monõmio de grau < k, portanto derivável em R
E /k, ou seja,

}: ckzk - cO + clz + c2z2 +
k 0

A qárip rlP fllnrãps

é denominada série de potências de coe$cáentes CÀ;. Toda série de potências tem índices variando
a partir de rl :: 0 e, por conveniência, definimos cOzO = cO, em cada z c R, inclusive r ;: 0.
É claro, entretanto, que podemos ter (alguns, ou muitos) coeficientes nulos. Aliás, os exemplos
mais simples de séries de potências são os polinâmios, em que ck = 0 com k » 0

Como ocorre com toda série de funções, podemos ter divergência ou convergência condicional
ou absoluta num ponto fixado e convergência simples, uniforme ou normal num conjunto dado.
Tomando r = 0, a série se reduz a co + 0 + . . . , portanto z = 0 está no domínio de convergência
de toda série de potências

Exemplo 4.24. Seja >1:rÊ a série de potências de coeficientes c# = 1, qualquer que seja A.
Sabemos desde o Capítulo 2 (ver Exemplo 2.5.8) que essa série geométrica converge se, e só se,
zl < 1. Assim, o domínio de convergência dessa série é (--1, 1) e a série de potências converge

simplesmente em (--1, 1). Mais que isso, dado 0 < r < 1, temos lzkl < rk = À/h, portanto o Teste
M garante que a série converge uniformemente em l--r, rl. Como cada monõmio é contínuo, a
soma da série é uma função contínua em l--r, rl. Como r é arbitrário, a soma da série resulta ser
uma função contínua em cada ponto de (--1, 1). É claro que isso não constitui novidade, pois já
sabemos que a soma da série geométrica é dada por

00.

/(«) - E«' - i:; , ""h-o

Dizemos que o domínio de convergência (--1, 1) é ante aío de convergência dessa série. ICuidado:
a convergência da série geométrica não é uniforme em (--1, 1), pelo Exercício 4.3.1(1).j ©
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Exemplo 4.25. Seja >: à zh a série de potências de coeficientes CÉ = 1 , qualquer que seja k.
Dado z C ]R colei lzl :Ç r', temos

1.1A .k

l/k(z)l - Ú«*l - th < h - Me,

sendo que a série numérica }: J\4h converge (Exercício 2.4.2). Pelo Teste M, decorre que essa
série converge uniformemente em l r, rl, portanto, a função soma

/(«) ->: Ú"*, com« CR,

é contínua nesse interva]o. Clamo r > 0 foi dado arbitrariamente, a função é contínua em ]R.
Dizemos que o domínio de convergência R = (--oo, +oo) é o intervalo de convergência dessa
série. ICuidado: a convergência rzâo é uniforme em R, pelo Exercício 4.3.1(2).) ©

Exemplo 4.26. Seja >: kl zk a série de potências de coeficientes CÉ = ÉI, qualquer que seja k.
Denotando ub = kl zk e tomando z # 0, temos

** - q:Í - .Kt+:4i=t - @ + n í«l - --'",

k 0

de modo que o TRCA garante que essa série diverge, qualquer que seja r c R {0}. E claro
que essa série converge em # :: 0, como toda série de potências. Assim, essa série de potências
converge simplesmente apenas em C' = {0}, que é o domínio de convergência dessa série. @)

Os três exemplos precedentes são representativos do comportamento geral de séries de
potências: quando não é somente {0}, como no último exemplo, o domínio de convergência
de uma série de potências sempre é um intervalo, denominado ánferwaZo de convergência, que
até pode ser toda a rega real, como no Exemplo 4.25i nesse último caso, incluem-se os polinâmios,
que são séries de potências que sempre "convergem" em cada ponto.

Proposição 4.27. Se uma série de potências >1' ckr# corzueryár num ponto a, então o íntert/aZo
sãméfráco (--lal, lal) está comfído no domãhão de convergência dessa série. .41ém disso, a série
nu«.é.{« E c*z* "n«W. «ó«Zut«menu. .m c«d« z C (--1.-1, 1.-1) . « sé«á. d' p.fêmea« E «"'
conuerye unllformemente em l--r, rl, gua q'uer que sda 0 < r < la

Demonstração. Vamos supor que a série numérica >1:cÉa# convirja em 0 # a C ]R. Então
é nula a sequência numérica (ckaÊ) de seus termos e, em particular, limitada, de modo que
podemos tomar À/ C ]R ta] que lcÊakl < ]W com k € N. Dados #, r c R, com lzl < r, obtemos

««*l- l«.-*l = <w : * M(;'l -Mk.

A série geométrica >: J\4k converge se, e s(5 se, a razão l;T for menor do que 1, ou seja, 0 < r < lo-l.
Assim, o TCD e o TCA garantem a convergência absoluta da série numérica )l: chzk e o Teste

M garante que essa série de potências converge uniformemente no interva]o l--r, rl. []

'l .k

Corolário 4.28. Se uma série de pofêncáas >. ckz# díueryár em a, então a série de potências
dáuerye em cada c IR faZ que lzl > lal, ou sela, o domeháo de convergência dessa série de
potências está contado no ãnteruaZo simétrico l lal, hall

Demonstração. Claso contrário, se a série )ll: CÃ;zk convergisse em z, com l#l > lal, então, pela

proposição precedente, a série de potências )l: ckzh convergiria em a. []
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Teorema 4.29. Se uma série de potências >'ckz não converge em cada ponto de R nem
dÍuerye em cadtz z 7é 0, enfio ezisfe um zínáco 0 < R < +oo faZ que

(1) dad. q«Zq«e, z C (--R, R), . sêde numa«{c« E c*"' ""«rye absolutamente,
(2) dado 0 < r < R, a sêde de potências cona'erga undormernen e em l--r,rl;
(3) a sé7"ie de potências diverge em cada z taZ que lzl > R.

Demonstração. Sqa Z) Ç ]R o domínio de convergência da série de potências >ll: coza e su-
ponhamos que existam ai C .D {0} e a2 c R -- Z). Pela proposição e corolário precedentes,
podemos supor que 0 < o-2, 0 < al e Z) Ç; l--o-2,a21. Assim, Z) é limitado superiormente e
podemos tomar

H :;: suP IJ

Pelo visto, 0 < al < R < o-2. Se lzl > n, então a; g .D. Dado 0 < r < R, podemos escolher
cr c Z) tal que r < cr < R, de modo que, pela Proposição 4.27, (--o, a) Ç D, a série de potências
converge uniformemente em l--r, rl e, qualquer que sda z C (--o-, o), a série numérica )ll: ci;zk
converge absolutamente. []

Seja >1: cj;zk uma série de potências qualquer. Se o domínio de convergência for {0}, definimos
R = 0 e se for ]R, de6nimos -R = +oo. Assim cada série de potências tem um raio de corzueryênc a
R, com 0 < R < +oo. Pelos resultados que acabamos de provar, o intervalo de convergência de
qualquer série de potências é dado por {0}, R ou um dos quatro intervalos (--R, R), ( R, RI,
1--a, .R) ou l--R, al, sendo que a série de potências converge absolutamente em cada z c (--n, R)
e uniformemente em qualquer intervalo fechado e limitado l--r, rl, com 0 < r < R.

O procedimento padrão para encontrar o raio e o intervalo de convergência de uma série de
potências é o TROA. E importante observar que para testar a convergência nas extremidades,
nâo serre o TR.

Já vimos exemplos de séries de potências com intervalos de convergência dados por {0}, R
e (--R, R). Vejamos exemplos dos outros três tipos.

Exemplo 4.30. A série de potências >1: Jl:=11)!zk tem raio de convergência n :: 1, pelo TROA
De fato,

c::i; «*-'-: / clr-'l - ih i«i --* l«i,
portanto, essa série converge se lrl < 1 e diverge se l#l > 1. Além disso, em # = 1 obtemos a

SHA >ll: (:::E, que converge e, em z = 1, a SH >1: ii, que diverge. Assim, / = (--1, 11. ©
Exemplo 4.31. A série de potências >: {zk tem raio de convergência R = 1, pelo TRCA. De
ato,

À+i "
l '*:l/l{«* - üi«l - l«l,

portanto, essa série converge se lzl < 1 e diverge se lzl > 1. Além disso, em z :: l obtemos a SH
>, ii, que diverge e, em = = 1, a SHA >: (=:jiE, que converge. Assim, / :: j--l, l). (O

Exemplo 4.32. A série de potências >ll: j&a;k tem raio de convergência R :: 1, pelo TRCIA. De
ato,

aab«**: /lã«*l - üiÊhl,l - l«l/lã«*l - ü#hi,i - i«
portanto, essa série converge se lzl < 1 e diverge se lzl > 1. Além disso, em z ;: l obtemos uma
série harmónica convergente de expoente 2 > 1 e, em r = 1, a série >1: Ji:iiln, que converge
absolutamente. Assim, / = j--l, 11. ©
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Exemplo 4.33. Considere Élxadu algum número leal cv que não seja um inteiro não negativo.
A série de potências bánomiaí

E (=) «*
tem raio de convergência R :: l pelo TRCA. De fato, pelo Exercício 1.3.29,

1=1 «* - q-J*= :) «**'

portanto, essa série converge se l#l < 1 e diverge se l#l > 1. O intervalo de convergência dessa
série depende de a, como segue.

(1) Se cl < 1, então / = ( 1, 1), pelos Exercícios 2.4.14 e 2.5.11.
(2) Se --l < a < 0, então / = (--1,11, pelo Exemplo 2.89. De fato, basta lembrar que a

sequência binomial é alternada e que é condicionalmente convergente a série

E(=) -E (:) '
(3) Se 0 < a, então / = 1 1, 11, pelo Exemplo 2.88. ©

Lema 4.34. Dada qualquer sequência (ch) em IR, as séries de polêzzcáas
\--~ ck-l ..k

têm o mesmo raio de convergência (mias possivelmente {ntevwatos de convergência distintos)

k
k>l:(#+ i) "--:- e

Demonstração. Denotemos o raio de convergência de >1.1 ckzÉ por.R e o de >:(k + 1) ck+i zh
por R' Dado z c (--R', R'), temos que >1:(kt 1) CA+l zk = >: k ck zk l converge absolutamente
e, como

c*z'l lzl lk .ck:«'-:l< 1:«1 1k ..É:#*':l,

o TCD garante que a série ::ckzk converge absolutamente, de modo que # C (--R, R). Isso
mostra que R > R'

Reciprocamente, dado z C (--R, R) tal que z :# 0, tomemos r C 11{ tal que 0 < lzl < r < R.
Sabemos que >1: cÊrA converge absolutamente. Logo, a sequência de seus termos é nula e, em
particu[ar, ]imitada, de modo que lckrkl < ]W, qualquer que seja k € N e a]gum JW C ]R. Assim,

k . ckzk': . kle *w ;X * lü - ' * .*,
zl '' rk ' 1:«1 '' rk ' '"' '

onde C = ]W/lzl é constante em k e a = lzl/r. Como 0 < a < 1, o TR garante que )l,kah
converge, portanto o TCD garante que a série )l: Ã; . cA zk-i converge absolutamente, de modo
que lzl < R'. Isso mostra que R < R'.

Pelo visto, estabelecemos que R = R'. Em particular, decorre que >1: !:1l-l zA tem o mesmo

raio de convergência do que >1:t . (ch.i)a;k'l = >:c# : Zk 1 = >1: ckzk. D

Exemplo 4.35. No Exemplo 4.31 vimos que a série de potências )l: :lzk tem intervalo de
convergência j--l, 1). A série das derivadas )l: z# tem intervalo de convergência ( 1, 1) e a série

dw integrais > j (j;ll:Da; +i tem intervalo de convergência j--l, 11. ©
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Corolário 4.36. Se uma série de potências }, ckzk tem raio de convergência R > 0,
função s0 7 ü ./' : ( -R. R) --» R, dada pclr'

/(«;) = )i: ckz* = co + ci ', + c,z' +
k 0

, com lzl < R,

Lem derivadas de todas ordens cnt (.--R,R], dadas, em cada x c t--R,R], por
000Q

/'(z) :: E./(t + 1) ' cA+i zA:; }: # . ck zk-i ;: ci+ 2c2z+ 3c3z2+ . . .
k-ok-l
oooo

/"(") - )ll:(k + l)(Ê + 2) ' ch+2 :«* = >1: A(A - 1) ' 'k z*''
k-0k-2

e assim por' diante. -Em paüácuíar, /(0) = cO, /'(0) :; ci, /"(0) :: 2 - c2 e, com É C IV,

.f(k)(0) = kl . ck

:: 2ce + 6c3r + 12c4z2 +

Demonstração. Fixado z c (--R,R), tomamos 0 < r < R tal que lzl < r. Pelo Lema 4.34
e a Proposição 4.27, as séries >: ckzk e >1:(k + l)ck+i zk convergem uniformemente em l--r, rl,
portanto, pela Proposição 4.18, a derivada da série é a série das derivadas. Assim, a função
derivada é a soma de uma série de potências de mesmo raio de convergência e podemos, por
indução, repetir o procedimento para as derivadas de todas as ordens. []

Corolário 4.37. Se uma sêde de Falências >1, CÉzk tem raio de conuergêncía R > 0, então a
.h«ç'. ««.« .f : (-.R, R) --» R P«'«{ " pMmáti- F : (-R, -R) H ]R d«d«, e«. «d« lzl < R, p«

'(«) -x ilink-o

.4s.{m, d«d. l«,ól Ç (-R, R), «Ze
b 'oo rb oo iac=b

'-X.Z «-*-«-Ei?-i'*''': . -'ma

«**: - E eF «* - ..« * é.:«' * }.,«; *k-l

F'(«)

Demonstração. Pelos mesmos resultados invocados na demonstração do corolário precedente,
as séries )ll:cÀ;z-k e >1:(ck i/k)z# convergem uniformemente em l--r, rl, portanto, a derivada
termo a termo dessa última série de potências é a série original e, pela Proposição 4.17, a
integral da série é a série das integrais. []

Corolário 4.38. Se duas séries de potências >:chzk e >: d fêm raios de convergência posá-
[áuos, então >ll: ckzk = >1' dhzk em cada lsçl < r e algum r > 0 se, e só se, ck = dA, quaiguer que
sda k C N.

D'monstração. Denotemos ./'(z) = Eckz' e g(z) = Edkz', com lrl < «. Se /(«:) = g(z)
em cada la;l < r, então essas funções têm derivadas de todas ordens iguais em 0 e, portanto,
bl ck = .f(Ê)(0) = g(h)(0) = #l - dk, ou sqa, cÃ; = dÊ, com k C N. Reciprocamente, se ck = dk
com k C N, evidentemente /(z) = g(z), qualquer que sqa # no domínio de convergência dessa

=serie

Podemos considerar, também, séries de potências centradas em algum cr C R qualquer, dadas
por
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Essas séries têm centro em a e seus intervalos de convergência são centrados em cr, nada mais
sendo do que uma translação das séries de potências que estamos considerando. De fato,
>.c*(z a)h tem raio de convergência R se, e só se >1'cÉzk tem raio de convergência Re
a função soma

/(«) - >:"(« a)*
k-o

é derivável termo a termo ilo intervalo (o

com lz al < R,

R, a + R)

Exercícios 4.3

4.3.1. Mostre que a série de potências

(1) >: "k não converge uniformemente em (-- 1, 1);

(2) >, " zk não converge uniformemente em ]R;

(3) >, 1 zh converge uniformemente em j--l, lj;

(4) >1, ' zh converge uniformemente em l--2,2l;

IS) }, " zÊ não converge uniformemente em (--2, 2)

4.3.2. Encontre o raio e o intervalo de convergência, com extremidades explicitadas, de cada
uma das séries de potências dadas.

(1) 'S' kzk; (2) )l: #'"*; (3) )l: $"*; (4) )l:2*';Ê; (5) >1: 3;"*;
(8) >: h"*;

h

(9) >1: )1h'*;
h

(io) >1= g«*;

(11) >:(1'gk) "*; ou >1: !?r«*; (i3) }: iiilili.";

nn E :Ç«~; (16) >1: i""; (17) }:$«"; (i8) )l: \h""' :;
k

.2k+l; (ui) >: \;l""; (2q >: lit:{.";
(28 X\ttl'"+:; («) E(-::y ::;k+, . pn x:li:-i:«"'':

4.3.3. Encontre o raio e o intervalo convergência, com extremidades explicitadas, de cada uma
das séries de potências dadas.

(i) >1= {iiq .'; (2) )i: ii:?-i ""; Z2h .

(4) E {ii:5 ."; m xÇ:lT «"
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4.3.4. Sem utilizei a informação dada no Exemplo 4.33, obtenha o raio e o intervalo con
vergência, com extremidades explicitadas, de cada uma das séries de potências binomiais dadas

/l\ / l\ / 3\

:, xli)«'; ',, x('j)«'; ';, x(:;)«*;

'', l:;) «*; .', E (j) «*

4.4. Funções Elementares

Nesta seção, deânimos precisamente as funções exponenciais, logarítmicas e trigonométricas

Consideremos a série de potências >: á zÊ que, pelo Exemplo 4.13, tem raio de convergência
R :: oo, de modo que sua função soma / : R --} ]R definida, em cada # C IR, por

/(") -E:Ú«* ;z2+é:«3+

é uma função contínua e derivável em toda rega real e sua derivada é dada por
00 .i 00 . 00.

E
k=1 ''' k=1 v'

Assim, a derivada da função / é a própria função /. Além dessa propriedade especial, valem as
propriedades seguintes.

/'(«) - E.l b.h-i .
k! ''" El b l

@:-n"'' ' ' Úz* ("), "m"CR.

k :0

(4.10)

Teorema 4.39. Á /ur çâo / : ]R --, R de# ída por (4.10) tem m prophedades seguintes

/(1)

k

(1)/(0)=1,/(«;)>0 e«.quaZguerzc e

(2) /(#) . /(-z) l m qu«Zqu« # C R;

(3)/(z) # 0,/(-z) - ]/.f(z) .m q-/q«e,« C ]R;

(4)/ é « ,Ínác./unção ««Zg:lRHR d«á«á«Z t'i q« g'(0)
(5)/(z +y)(z) ./(g/), qu«Ísqu« qu. ;d""', z,y C ]R;

(6) ./ é uma /unção crescente e côncava para cama em IRI

(7) /(, z) (z))', q-ã.q«, q«. .d«m :" G ]R, « c Q;
(8) .f(z) > 1+z+àz2+...+àz l+z, guaisquerguesdamz>0 reaZekCN;

(9) ..!!!k,/(") - 0, ,1i% /(") - +'", ' ,litl},o .;la - 0, q-Zg«e, q«. .©« k C N.

Em virtude das propriedades (1) e (7) do teorema precedente, temos

/(r) = e", (qualquer que seja r c Q. (4.11)

Daqui em diante} passamos a escrever

.'('';)-./'(")-)l:Ü"* -Fz+4z'+à«;+k-o
(4.12)

e a função / passa a ser denominada {z /uriçâo ezporler cáaZ real. Pela propriedade (7), a ex
ponencial real é injetora e, por (lO), define uma bijeção de IR sobre (0, +oo). A função inversa
da exponencia], denotado por ]og : (0, +oo) --, ]R, é denominada a /unção logaritmo real, ou
iogaMfmo maturai, ou, ainda Zogadtmo nepeMano, sendo dada pela relação

[ogz = g/ -w::> ev = r, quaisquer que sejam z, Z/ C ]R.

As principais pi'opriedades da função logaritmo são as seguintes.

l4.13)
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Teorema 4.40. .4 .função log : (0, +oo) --, IR, dada por (4.13), tem as propóedades seguintes

(1) 1og1 0, 1.g. l;
(2) 1og(l/z) = = logo, qualquer que s ja # > 0;
(3) 1og é « ú«ác« /«çã. «aZ g : (0, +.«) + ]R d«á«á«Z É./ q«. g'(z) ' g(1)
(4) 1og(z . z/) + log(y), qu«{squ« qu. .d«« ", 3/ > 0;
(5) 1og é «m« /«nÇão c« nt .Ó""" P«« b«á« .«. (0,+'«);
(6) 1og(z') . logo, quaisquer que sda«. " > 0 e r c Q;

(7) ,liE..i.g(") - "', ,Elt,.,i.g( ) - +"", ' ,!m !atO -0.
Em virtude das propriedades (4.11) e (6) do teorema precedente, temos

.r l.gb . el'g(b') . b', quaisquer que sejam b > 0, r C (Q. (4.14)

Além disso, dada qualquer sequência (rk) em Q, tal que rk + c, temos rk logo --, clogb e,
portanto, pela continuidade da exponencial, obtemos

8clogb :: lim c'klogb :: lim b'h ;; infÍb' : r > c,r c (Q} :: suplbr : r < c,r c (Q},n, --+ 00 7} '--+ 00

o que fornece nossa definição formal da potenciação real de base positiva, a saber,

bc :: ecl'gb, com quaisquer b > 0, c C R. (4.15)

Evidentemente, bO -: 1, bi :: b e, dados quaisquer b > 0 e c C IR, b c = 1/bc e

log(b')

Além disso temos as propriedades operacionais

b'''--b'.b', b'.«'-(b.«)' e(b')'
vá[idas quaisquer que sejam b, u > 0, e c, d C ]R.

A partir da definição (4.15) , obtemos as funções potenciação e exponenciação generalizadas,
definidas com c C R e b > 0 fixados, por

/(z) = z' = e' :'g' , com z > 0, e
g(z) = b' = e" I':b , com z C R

Todas essas funções são deriváveis (pela regra da cadeia) e, com b > 1, temos
lim b" = 0 e lim b" = +oo

z --' -- oo a --+ + oo

e, com 0 < b < 1, temos
lim b" = +oo e lim b" = 0

z--) -- oo a --+ + oo

Também obtemos as funções logarítmicas de bases (positivas) generalizadas, a saber, Êxodo
b > 0 tal que b # 1, o logaritmo na base b é caracterizada por

logo z = Z/ -e:-> bv = z, quaisquer que sejam b > 0 e z, 3/ c IR. (4.16)

Assim, logo z = ii;ãt logo com z > 0, e é claro que log. = log . Cada logo, : (0, +oo) --* IR é uma
função derivável, com
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Convidei'erros as séries de potências >1: !iil:i4z2Ê e >: {$ili)k z2k+i ambas com raio
vergência R :: oo, e suas funções soma c, s : R -.-+ ]R definidas, em cada z C IR, por

oo /' lxk

'(«)-E:Ç::Í«"-i 4«'+i«'k-o
oo / lxA

.@ - E õFllb."'': - «
que são funções contínuas e deriváveis em toda teta real e suas derivadas satisfazem

-ÊdPb," :-ÊéJ=.'**:- .'«,'k::l ~ ' k::O ~

5

de con

e

Í4.17)

- á«' t

c'('';)-;la 'l 2h-i

.'(«) -Xa:l-n (" + o«" -E 'p«"-.(,),
com z C R. Assim, a derivada da função s é a função c e a da função c é s. Além
propriedades especiais, valem as seguintes.

dessas

Proposição 4.41. Ás /unçães c, s : ]R --, IR de$n das por (4.17) têmz as prophedades seguintes

(1) (c(:«)y + (.(z))' gu«Zqu« z c R, com c(0)

(2) .(-z)(z) .s(-:«)(:«) .m ç-lg«««cJR;
(3) .(z + g/) (z) . c(y) s(z) . .(Z/), q-á.que« q«. .d"m z,Z/ C ]R;
(4) .(z + 3/) - s(z) c(3/) + c(z) s(3/), qu.isq«.« gue .d"m z,Z/ c R.

Proposição 4.42. -4s /unçães c,s : R --* R de.#nádas por (4.17) são as únicas .fürzções reais
g,h:R---,R d«á«á«às t.ã. q«.g'- h, h'-g, g(0) - 1.h(0)

Teorema 4.43. .4s /urzções c, s : R + R de#n das por (4.17) têm a propüedade seguinte
«. Único À € (0, 2) é«Z q«.

(1) .(À) - o, .(À) - l;
(2) 0 < c(z),s(z) < 1, com 0 < z < À;
(3) c(z+À)= s(z) es(z+À)=c(z) emcadazCR.

ezásfe

A partir das propriedades das funções c e s arroladas no teorema precedente, vemos que
essas fultções têm, praticamente, todas as propriedades das "conhecidas" funções trigonométricas
cosseno e seno. Para estabelecer isso, passamos a definir

«-

e terminar a relação de propriedades dessas funções c e s como segue.

Corolário 4.44. .4s /uniões c, s
têm m propMedades seguintes.

IR --, R de$nád« po, (4.17) . . nú«'.«. de$«ãdo po« (4.18)

(1) '(z+«-) ..(z+«-) s(«-) em«d«:«C]R;
(2) c(z+2«-)(z) .s(z+2r)(z) .«c«d.«eR;
(3) dados a, b C R tais gue a2 + b2 = 1, eírísfe %m tínicc} z C IR fa que 0 < z < 2a' e

c(«:) .(«)
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l)emonstração. Pelo teores:a, c(z -F {) = --s(z) e s(z + $) = c(z); segue que c(«: + r) =
c(z+$+ {) c(z) e, porá-to, c(z+2r) +«-) = c(:«+«)
em cada z C IR. Analogamente obtemos as duas identidades para s(z + a-) e s(z + 2a-).

Sejam dados cz, b C R tais que a2 + b2 = 1. Se a ;; 1, então b = 0 e z = 0 é o único z € 1R
talque0<z<2«-ec(0) = 1, s(0)=0; sea= 1, novamenteb=0ez=n-éoúnicoz clR
tal (lue 0 < # < 2z e c(0) = 1, s(0) = 0. Analogamente obtemos z = $ com b = 1 e z = 3t
com b = 1. O caso geral ocorre com 0 < a2,b2 < 1 e temos quatro opções de pares (a,b),
relativamente aos sinais de a, b C (--1, 0) U (0, 1). n

Em virtude das propriedades dessas funções c e s, é natural passar a definir

cos:« +àz'+ e seno ;(:«) ãz;+àz;+.. ,
em cada # c IR. Essas funções têm perúdo (positivo mínimo) 2a- e a última afirmação do corolário
precedente mostra que, dado 0 < a < g, podemos interpretar cos # e seno como a medida dos
catetos adjacente e oposto ao ângulo de medida z de um triângulo retângulo de hipotenusa de
medida igual a 1, conforme a definição geométrica dessas funções.

A partir do cosseno e seno, definimos todas as outras funções trigonométricas, inclusive as
inversas (ver exercícios). Por exemplo, pelas propriedades do cosseno, sabemos que 0 < cos #

com la;l < {, portanto o domínio natural da função tangente, definida por tg z = (sen z)/(cos #),
é o intervalo aberto (-- $, {) . Nesse intervalo, a tangente é crescente, com imagem R, portanto
sua inversa, a função arco tangente, está definida em toda a neta (Exercício 4.4.8).

Exercícios 4.4

4.4.1. Cada função /(z) dada tem domínio R. Calcule seu valor em r = 0 e z = 1, os limites
com z -+ oo e z - +oo, os intervalos de crescimento e decrescimento e esboce seu gráfico.

(1)e'";(2)e't;(3)ae";(4):«:e';(5)z'."
4.4.2. Estude o domínio, o gráfico e os limites nos pontos de fronteira do domínio das funções
dadas.

(1) 1og (i+i) ) ) (4) ! 1og«; (5) ! 1og (1+})
4.4.3. Estude o domínio, o gráfico e os limites nos pontos de fronteira do domínio das funções
dadas.

l

(2) « 1og (1+}) (3) ! 1og(1+«) ;

(1)eà;(2)(1+!)';(3)(1+«)i;(4)(1+})i;
4.4.4. Mlostre que a função cosseno, restrita ao intervalo (0, a-), é decrescente, com imagem
( 1, 1). Mostre que a função inversa arccos : ( 1, 1) + 1R tem derivada dada por arccos'z=

(l z') i/', em cada # C (--1, 1).

(2) (1 + !)' ; (3) (1 + «); ; (5) z"

4.4.5. Mostre que a função cosseno, restrita ao intervalo (r, 2r), é crescente, com imagem
( 1, 1). Mostre que a função inversa arccos : ( 1, 1) --, ]R tem derivada dada por arccos'z =

(l z2)-i/', em cada z C (--1, 1).

4.4.6. Mostre que a função seno, restrita ao intervalo (-- Í, 2) , é crescente, com imagem (--1, 1)
Mostre que a função inversa arcsen : ( 1, 1) --* 1R tem derivada dada por arcsen' z = (1 z2)'i/e
em cada :« C (--1, 1).

4.4.7. Mostre que a função seno, restrita ao intervalo (!, 3") , é decrescente, com imagem
(-1, 1). Mostre que a função inversa arcsen : j-l, l) --} IR tem derivada dada por arcsen' z =

(1 «')':/', em c«ia :« C (-1, 1).
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4.4.8. Mostre que a função tangente, restrita ao intervalo (--}, 2) , é crescente, com imagem
IR. Mostre que a função inversa arctg : R --, R tem derivada. dada. pnr a.rctg' I' = 1/(1 + z2), em
cada z c R.

4.5. Funções Analíticas

Na seção precedente, definimos as funções exponenciais, logarítmicas e trigonométricas a partir
de séries de potências especiais. O caminho inverso, qual seja, o de dada uma série de potências,
encontrar a expressão de sud soma, a rigor, só é conhecido para uma única série de potências, a
saber, a série geométrica >ll:z#, cuja soma nos é conhecida desde o Exemplo 1.41 da Seção 1.5.
Pelos corolários no final da Seção 4.3, podemos derivar e integrar ambos os lados de

com l#l < i,

estabelecendo

aS - E * ' '" 1 :: 1 + 2z + 3z2 + com lzl < 1,

log(l z)= ::lz*-:«+{«:2+ãz;+. ., comj:«l<i

Nessa última série podemos trocar o sinal de lado e substituir z por r, obtendo

log(l+z)->:n21-z«*-« ;«'+ã,'; . , comi«l<t,

e, na série original, substituindo z por z2,

Íl;?->,(--1)*"'*-1--z2+«' ... , com l;«l <lk-o

Essas substituições são permitidas, já que as igualdades são válidas em cada valor no intervalo
dado. E claro que se substituirmos, por exemplo, z por 3z2 numa das expressões acima, a
igualdade só permanece válida se 1 -- 3z21 < 1, ou seja, se lzl < 1 . Assim, obtemos

k l

k l
;«' + ã«: )

(4.19)

(4.20)

n;\n,-il*( :""-'== .L 6z2 + 27z4
l

«" 1"1 ': 7ã)

Em geral, dada uma série de potências 11: ckzk de raio de convergência R > 0, podemos
multiplica-la por constantes (que independam de k) e substituir r por qualquer expressão a(z),
desde que tenhamos la(z)l < R. Substituindo, por exemplo, z por z -- o, obtemos as séries
de potências de cerztro a, mencionadas à página 182, de mesmo raio de convergência da série
original e de intervalo de convergência transladado por o-(com, ou sem, as extremidades).

2z2 + iz3 -- . . . se lzl < 1. SubstituindoZ

k l

Exemplo 4.45. Em (4.19) vimos que log(l +z)
z por z 1, obtemos a série de potências

log,::->1:Jl=J21=(,' i)* ("-1)-é(z i)'+à(" i); ' ', comi«, il<i

de centro a = 1 e mesmo raio R = 1, mas com intervalo de convergência (0, 2). Evidentemente,
a função logaritmo não pode ser a soma de uma série de potências centrada na origem, pois
sequer está definida na origem. Por esse motivo que tomamos o desenvolvimento em série de
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potências ccntl'ada em a :; l ou, o que é a ilaesina coisa, o desenvolvimento eln série de potências
da função transladada log(] + z). ©

Exemplo 4.46. Observe que a série de potências da derivada (l + z)'i de log(l +z) tem enter
velo de convergência (--1, 1), mas o intervalo de convergência da série de potências de log(l + #)
inclui a extremidade à direita, .já que a série de potências dada em (4.19) converge em z = 1,
por ser a SHA. A priori, não há motivo para que a igualdade entre a função log(l + z) e a
série de potências seja válida também nessa extremidade. Entretanto, nesse caso, isso ocorre
e, efetivamente, as igualdades em (4.19) são válidas em (--l, 11, de modo que, em particular,
obtemos (novamente, ver Exemplo 2.79) a soma da SHA, a saber,

l.g2 - 1og(1 + 1) - 1 il + i } + { - (4.21)

Para verificar' isso, lembre que, da Fórmula
finita, com quaisquer k C N e t # --l, decorre

(1.6) da soma de uma progressão geométrica

[ -l t+t2 t3+l+t
Assim, dado qualquer z > 1, podemos integrar

+- (-t)h': +
(-t)*

todas essas expressões de 0 a r, obtendo

log(1 + «) log(l + z) log(1 + 0)

Z l

ro l+t

c'g'',« {«'+ }«; }«'+ + (-1)' :1l r*+

e, em particular, com # :: l,

logo (1 + 1) }+ + (-1)*

Assim,

logo li {+:l }+ ( 1)'

:: l -i--í-idt<n l tkdt::-Ktl '0
r] JL I' o ./n

e vale (4.21). Observe que, também a expansão do logaritmo em série de potências centrada em
1, vista no Exemplo 4.46, tem intervalo de convergência igual a (0, 2j. (D

l k l

Exemplo 4.47. No Exercício 4.4.8 vimos que a derivada da função arco tangente, a inversa da
tangente, é dada por arctg' # = 1/(1 + z2) em cada z c IR. Usando a expansão (4.20), podemos
integrar ambos lados de 0 a z para obter

arctgz = arctgz arctg0 ::
Z l oo

1, ítp''-il( o* 0

-Í: ..u*."--:-« à«;'Ê«'
k-o

(4.22)

em cada z C ]R tal que lzl < 1. Observe que a série de potências da derivada l/(l+z2) de arctgz
tem intervalo de convergência (-- 1, 1), mas o intervalo de convergência da série de potências de
arctgz inclui ambas extremidades, já que a série de potências dada em (4.22) converge em
z = :LI, como é fácil de constatar. A priori, não há motivo para que a igualdade entre a função
arctgz e a série de potências seja válida também nas extremidades. Entretanto, nesse caso,
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isso ocorre e, efetivamente, as igualdades em (4.22) são válidas em j--l, 11, de modo
particular, obtemos a famosa fórmula de Leibniz que dá uma expansão de a-, a saber,

ã = arctgl = 1 { + ã + +à
Para verificar isso, partimos da fórmula da soma de uma progressão geométrica finita

íi -i t'J't4 t'+ ..+(-t')*':+S:;l;,
válida com quaisquer n c N e t c IR, e integramos ambos lados de 0 a z, obtendo

arctg z = z -- llz3 + !zs -- z7 + . . . + (:ii;4:f- z2k-l + ./ li:iÍlií dt.

que, em

(4.23)

pelo TFC, já que arctg' t = 1/(1 + t2). Em particular, com z = 1,

f = arctg 1 = 1 - à + { ;l+ + (-1)k':
e, portanto, como no exemplo precedente,

ã li à+}
l .&2k

. -íen-' ç

+ (-i)' :2iLI

t2h dt :: ãj:!n --, 0

e «le (4.23). ©

Nos dois exemplos precedentes, a fórmula da soma de uma PG finita nos forneceu diretamente
o assim chamado polinâmio de Taylor de grau k com resto integral da função soma, a partir do
qual conseguimos mostrar que o valor da soma da série de potências na extremidade coincide
com o valor da função soma nessa extremidade. Em geral, não podemos contar com tanta sorte.

Não obstante, o caso geral é verdadeiro, mas em virtude de um resultado muito geral e
profundo, o Teorema de Abel, que afirma que, se o intervalo de convergência de uma série
de potências >: ckzk de raio de convergência R > 0 incluir a extremidade z = -R, então a con-
vergência é uniforme em 10, XI (valendo resultado análogo na outra extremidade) . Em particular,
a função soma / dessa série é contínua nesse intervalo fechado lO, -nl e, portanto, por (4.5),

k
/(-R) k





Apêndice

Nesta parte final, elaboramos alguns tópicos do texto que, mesmo tendo sido tratados de maneira
totalmente satisfatória para um primeiro cantata, não o foram com o rigor exigido pelo método
axiomática. Além disso, desenvolvemos alguns outros tópicos que apenas foram insinuados no
texto, não por apresentarem um grau muito maior de dificuldade, mas por estarem fora da
ementa de uma disciplina introdutória de Análise Matemática na rega.

AI. Definição Recursiva

Na Seção 1.1, utilizamos indução não só para demonstrar resultados, como também para definir
conceitos, tais como a soma e o produto de naturais, o fatorial e as potências de naturais e,
finalmente, as sequências recursivas. Convém destacar que a validade essas de/ináções recursíuas
depende de um resultado mais sutil da Teoria de Conjuntos, denominado Teorema da Definição
Recursiva TDR. Vejamos o que está em jogo

No Exemplo 1.5 da torre de Hanoi, definimos a sequência (s.) indutivamente por si - l
e s«+i = 2s« + 1, para n C N. Dessa forma, certamente obtemos valores bem deânidos para
si :; 1, s2 :: 3, s3 :: 7, s4 :: 15 e, pelo PIM, o conjunto dos n para os quais obtemos um valor
bem definido para sn é igual a N. Isso não está sendo questionado.

O que se questiona é o uso da palavra "sequência" que, nesse caso, significa uma aplicação
s : N --» N. Para que os valores (1, 3, 7, 15, . . . , s,,, . . . ) definam uma aplicação s de IV em N é
necessário saber o valor de s« em termos de r! somente e não em termos de s«-i, ou sda, s(n) =
s. = 2s«-i + l não define uma aplicação. Assim, para poder dizer que (1, 3, 7, 15, . . . , s,., . . . ) é
uma sequência, precisamos de uma aplicação s : N - N tal que

.(,,) - .«, para cada n c N,

ou seja, precisamos de uma .fórmula /fachada para sn.
Reforçamos que isso não signiÊca que (1, 3, 7, 15, . . . , s,., . . . ) não seja uma sequência. Até

porque, nesse caso particular, temos muita sorte, pois podemos constatar (ver Exercício 1.1.32)
que s(n) = 2" 1 com n C N, ou sqa, (s«) é uma sequência autêntica. Mas o que dizer das outras
definições recursivas dadas na Seção 1.1? Teremos a mesma sorte? E muito difícil imaginar uma
/ormcz /fachada para aquelas definições, em que fixamos m C N e definimos

' a soma m+n, a partir do sucessor m+ l de m, com m+(n + l) =(rn+n) + l,
. oprodutom.n, apartirdem.l=m, coma(?z+l)=(m.n)+m,
e a potência m", a partir de mi = m, com m"+i = m'} . m.

191
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Todas essas definições são do mesmo estilo da totte de Halloi. De fato, em todas, tentos unia
aplicação @ : N --> N específica, escolhemos si e definimos, ándufíuamenfe,

s«+l = 'P(s«),

No caso da torre de Hanoi, usamos si = 1 e Ú(n) = 2n + l e nos três casos arrolados, fixamos
m C N e tomamos

para rl c IV.

a aplicação sucessor O(n) = n + l e escolhemos si = m + l para a soma m + n,
e a soma 0(n) = n + m e escolhemos sl = zn para o produto m n e
. o produto Ú(n) = n . m e escolhemos si = rri para a potência m:

Existe um resultado geral da Teoria de Conjuntos, que depende dos três axiomas PI, P2 e
o PIM e que afirma que toda sequência indutiva é, de fato, uma autêntica sequência.

Teorema A.l (Teorema da Definição Recursiva TDR). Dados umza apZãcaçâo d' : X --, Xe
«. .Zem.nío « C X g-Ísq««, .«{;f. ««.« ánic« «pZÍc«ção p : N --. X t«J q«e p(1) = « e, d«d.

P(« + 1)

E por virtude do TDR que nos é permitido dizer que sequências definidas recursivamente
são sequências. Cromo ocorre com tantos resultados de ea;ístêzzcáa, o TDR não fornece a fórmula
fechada explícita, só garante que ela ezáste, ou seja, existe uma maneira de definir o enésima
termo da sequência em função somente de n. De fato, tomando X = N e a = si, decorre do
TDR que s = p : N --, N, já que si = « = p(1), s2 = Ú(si) = @(g(1)) = p(2), '3 = Ú(s2) =

Ü(P(2)) = P(3), s4 = d'(s3) = V'(y(3)) = p(4) e, em geral,

s. = p(n), para cada n C N

Para uma demonstração do TDR, recomendamos a leitura da Seção 12 do clássico Teoàa
/ngêrzua dos (-;or%juntos, de Paul R. Halmos (1916 2006). Em todo caso, a unicidade da aplica-
ção p do TDR é uma consequência imediata do PIM (ver Exercício 1.1.40) e o Exercício 1.1.41
encaminha a prova da existência, que consiste em mosto'ar que a interseção de um conjunto
específico de relações em N x X, por ser mú,áma, é uma relação funcional de N em X.

A importância de termos um resultado teórico desses à disposição é inquestionável. Basta
observar que uma das funções mais conspícuas da Análise é a exponencial 3/ = b" de base ãxa
b > 0 e expoente # variável. Tomando b :: 2 e z c N, temos a aplicação p : N --+ N dada por
p(n) = 2". Seria constrangedor ter que esperar até a deânição da função exponencia] em ]R para
obter a aplicação p por restrição a N. (A definição de potência como função da base e não do
expoente pode ser dada por meio do produto cartesiano finito, conforme Exercício 1.1.36.)

O TDR também garante que a iteração de aplicações é um conceito bem definido. Trata-se
de áterar uma aplicação / : y H y, ou seja, deÊnir a sequência das furadas

/i-/ e/"+l=/"o/, paracadanCN.
Para isso, tomamos X como o espaço de todas aplicações g : y - y e @(g) = g o g, para g C X
Então a :: / c X e o TDR garantem que a composta de / com / "n vezes" é o valor bem
deânido p(n) =/" =/o/o ..- o/ em r} de uma certa aplicação p : N +X.

Para garantir que a definição recursiva de fatorial é uma sequência, usamos uma generalização
do TDR, como segue.

Corolário A.2. 1)ado k É; N, sela Úi; : X --} X uma aplicação qualquer. l)ado a C X, ezáste
«m«Ú«ãc. «pZc«çãop:N--»X t«Zq«ep(1) .p(n+l)(n)l, c.mnCN.
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Demonstração. O TDR, aplicado ao espaço N x X, ao elemento (l, a) € N x X e à aplicação
$' : N x X --* N x X definida por 'P(n,z) = (n, Ú«(z)), fornece uma aplicação q' : N + N xX
t;l q« ©(1) «) e õ(n + 1) = W(©(n)). B,sta escoe«er @(«) (n), p(n)) e obser"'; que
(a(n) = 1 é constante e que) o segundo componente p de q' satisfaz p(1) = a e p(n + l) =
@«(p(n)) , qua]quer que seja n C N. []

Para obter o fatorial, usamos o corolário com X = N, @É(n) = (k + 1) - ri e a = 1, obtendo
p : N --, IV tal que p(1) = 1 e p(n + 1) = Úk(p(n)) = (k + 1) . p(n), ou seja, p(n) = nl para
cada n C N.

Resta justificar definições recursivas como as dos Exemplos 1.6 e 1.7, em que são dados dois
valores iniciais sl, s2 e depois s,t+2 é definido em termos de s,}+l e de s,l. Por exemplo, pal'a a
sequência de Fibonacci, s«+2 :: sn+l +sn. Em geral, para cada k c N, temos uma regra explícita

Sk+l:: '@k(SI) S2) .. . ) Sk--l) Sk)

que fornece o (único) termo seguinte a partir de alguns ou todos os termos anteriormente obtidos.
Novamente, não está sendo questionado se os valores de s3, s4, s5, . . . estão bem definidos.

O que se questiona é, novamente, o uso da palavra "sequência" , ou seja, se existe p : N --l N tal
que p(n) = s«. A unicidade dos valores de s« (e de p) decorre do PIM, mas a ezástência de p é
mais sutil. Nesse contexto geral, em vez de construir a se(luência de valores p(k), construímos
a sequência de resta iões de y a {1, 2, 3, . . . , É;}. Como na Seção 1.2, dado k C N, escrevemos

/h = {1,2, 3, . . . ,k} = {{ c N : #}
para o segmento inicial de k elementos de N. Dado um conjunto X qualquer, definimos .Y como

o conjunto de todas as aplicações de segmentos de N em X, ou seja, / C Â' se, e só se, existir
# C N tal que / é uma aplicação de /i; em X. Por exemplo, se g : N > X for uma aplicação,
então cada restrição gl/* é um elemento de Â'.

Corolário A.3. Seja ü : .r + X uma apZ cação guaZguer. Z)ado a € X, ezáste uma única
«pZ{«çã. p : N H X t«i q«e p(1) - « ' p(n + 1) - q'(pl/.), q-Zq«« q«. .d« « c N.

Antes de demonstrar esse corolário, vejamos como obter as sequências do tipo Fibonacci.
Dados dois valores iniciais si e su temos, para cada k C N, alguma fórmula explícita si;+2 ::
@A+l(sÉ+i,sA). Agora definimos W : Â' --, N em cada / : {l} -, N por W(/) = s2 e em cada

/ : -rk ---* N, com 2 < k, por W(/) = ÚA (/(k), /(k 1)) . Pelo corolário, existe uma única aplicação
p:NoNt.lquep(1) ep(n+l) l.r.),com«eN.Entãoy(2) l.r:)-;:,

P(3)(Ç,l/,)(2),P(1))(s2,si)
P(4)(PI.r,)(3),P(2))(s3,s2)

e, qualquer que seja n C N, tendo obtido p(n) = s« e p(n + 1) = s«+.l, resulta

P(n+2)=q'(PI.r...:)(n+l),9(n)) s«-u,'.)
Para sequência recursivas em que cada termo depende de vários ou todos os termos anteriores,

como, por exemplo, a sequência (2, 3, 5, 7, 11, . . . ) dos primos, o procedimento é análogo.

Demonstração do Corolário A.3. Sejam .f. : {l} --.* X deânida por /a(1) = ci e @ : .t ---, Â'
a aplicação que a um elemento / : /k --, X qualquer de ,Y associa o elemento @(/) : /k+i --* X
de ,t' dado por

*mw-l:'#l, ll
1 < á < k,
i - k + l.

O TDR, aplicado ao espaço'Y, ao elemento /a C .Y e à aplicação @ : .t --> ,t' fornece uma aplica
ção 'F : N H ,r tal que õ(1) = /. e '}(n + 1) = @(©(n)). Resta 'bserva« que ©(n) tem domínio
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.[« e que, pe]a definição de @, O(n + ])l/. = @(n), com n C ]V. Agora definimos p(n)
e obtemos a aplicação p : N X tal que pll. = O(n), p(1) = ©(1)(1) = .f.(1) = ae

P(n + 1) - a'(n + l)(n+ 1) - Ú(Õ(n))(n+ 1) - q'(Q(n))

q' (n)(n)

com n C N. D

A2. Axioma da Escolha

Convém destacar que na demonstração da Proposição 1.15 e do .Teorema 1.16 utilizamos, sem
maiores comentários, um dos axiomas mais importantes da Teoria de Conjuntos, o que nos
permite escolher "simultaneamente" um elemento de cada um de uma infinidade de conjuntos.
Na proposição, para cada k C N, obtivemos alguma aplicação sobrejetora pk : N ---} Xk e o que
fizemos foi tomar todas essas aplicações simultaneamente para definir p(n, m) = p«(m), com
n, m € N. No teorema, para cada k C N, obtivemos um subconjunto XA de X com card Xk = k
e o que fizemos foi tomar todos esses conjuntos simultaneamente para formar sua união UXÜ

Escolher um elemento de cada um de uma quantidade /irz ta de conjuntos é fácil e escolher
um elemento de cada um de uma infinidade de subconjuntos de N não requer axioma algum,
pois podemos escolher, simplesmente, o menor elemento de cada conjunto isso foi feito na
construção de (1.4) . No entanto, nossos conjuntos de aplicações e de subconjuntos não são finitos
nem têm alguma ordem conhecida em que valha o PBO. A esse respeito, existe um exemplo
clássico devido a Bertrand Russel (1872-1970).

Exemplo A.4. Considere uma coleção infinita de pares de sapatos. Então sabemos escolher
um sapato de cada par, digamos, o sapato esquerdo de cada par. Considere uma coleção inânita
de pares de meias (idênticas). Podemos escolher uma meia de cada par? ©

Para resolver esse tipo de dúvida é que um dos axiomas da Teoria de Conjuntos é o .4záoma
da Escolha, que afirma que é possível escolher, de uma só vez, um elemento de cada um de uma
infinidade de conjuntos. No exemplo de B. Russel, esse axioma galante que existe uma coleção
de meias que contenha exatamente uma das duas meias de cada um dos infinitos pares

Consideremos uma coleção não vazia qualquer de conjuntos não vazios XÀ, indexada por
À C A, em que A é um conjunto, finito ou não, de índices, e denotemos por UXX a união de
todos os conjuntos XÀ dessa coleção. Dizemos que uma aplicação p : A -, UXÀ é uma /ur ção
escolha da coleção XÀ se valer y(À) C XÀ, para cada À c A.

Axioma da Escolha
Existe alguma função escolha para cada coleção não vazia de conjuntos não vazios

Exemplo A.5. Seja X um conjunto não vazio qualquer e denotemos por P*(X) = P(X) {gl}
a coleção de todos subconjuntos não vazios de X. Nesse caso, P*(X) é uma colação não vazia
de conjuntos não vazios indexada por P*(X) cuja união é o próprio X. Uma função escolha de
7'*(X) é uma aplicação '} : 7'*(X) + X tal que ©(.4) C .4, para cada a # .A Ç X. @

O axioma da escolha e suas equivalências aparecem em todos as áreas da Matemática. Não é
por acaso que esse axioma também seja equivalente ao Ázáoma da Boa Ordenação, que garante
que todo e qualquer conjunto pode ser (linearmente) ordenado. Definindo o produto cartesiano
de uma coleção como o conjunto de todas as funções escolha da coleção (como no Exercício
0.0.25 no caso de A finito), o Axioma da Escolha aârma que é não vazio o produto cartesiano
de uma coleção não vazia qualquer de conjuntos não vazios.

Exemplo A.6. Seja p : X --> y uma aplicação sobrejetora qualquer. Dado qualquer y É; y, seja
Xz/ o conjunto de todos z c X tais que p(a;) = y. Então X3/ é uma colação não vazia de conjuntos
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não vazios indexada pui }' cuja união é o próprio X. Unia furiçãu escolha dessa colação é unia
aplicação p : y --* X tal que p(y) C X., ou seja, tal que p(p(3/)) -- g/, para cada g/ c y Assim, p
é uma "inversa à direita" de p. (Ver Exercício 0.0.9.) ©

E interessante observar que essa. afirmação "toda aplicação sobrejetora tem uma inversa à
direita" , bem como a afirmção "toda relação contém (o gráfico de) alguma aplicação de mesmo
domínio" são equivalentes ao axioma da escolha.

Ocorre que na demonstração que apresentamos no texto nem utilizamos toda a força do
axioma da escolha. Somente utilizamos sua versão enumerável, como segue.

Axioma da Escolha Enumerável

Existe alguma função escolha para cada coleção enumerável de conjuntos não vazios

Com esse axioma jú garantimos as demonstrações da Proposição 1.15 (ver Exemplo A.7) e
do Teorema 1.16 (ver Exemplo A.8).

Exemplo A.7. Sda Xh uma coleção enumerável de conjuntos não vazios e denotemos por 'Sk
a coleção de todas as aplicações sobrejetoras de N em Xk. Se cada Xh for finito não vazio ou
enumerável, .SI, .S2, . . . , 'Sk, . . . é uma coleção enumerável de conjuntos não vazios e uma função
escolha dessa coleção é uma sequência p : N --» U.Sk da união desses conjuntos de aplicações tal
que p. C Sn, qualquer que seja n C N. Agora, sim, podemos definir a aplicação (n, m) -* p«(m)
©

Exemplo A.8. Seja X um conjunto não vazio qualquer e denotemos por Pn(X) a coleção de
todos subconjuntos de X com cardinal n. Se X íor infinito, Pi(X), Pe(X), . . . , 7)«(X), . . . é uma
coleção enumerável de conjuntos não vazios e uma função escolha dessa coleção é uma sequência
p : N ---, P(X) do conjunto das partes de X tal que p(7&) = X« c 7)«(X), qualquer que seja
n c N. Agora, sim, podemos tomar a união UX.. ©

Observe, que para demonstrar o Teorema 1.16 não precisamos de duas aplicações do axioma
da escolha enumerável. Bastaria uma única função escolha p que a cada n associa uma aplica-
ção p« : N --> X cuja imagem é um subconjunto X« de cardinal n de X. Então a imagem de
(n, m) -- p«(m) é um subconjunto enumerável de X.

Finalmente, vamos reforçar o que está em jogo entre o PIM e o axioma da escolha enumerável.
Se pudermos escolher, qualquer que seja n C N, um subconjunto X« de algum universo X, então
o PIM garante que, dado n C N, podemos tomar, a união Xi U X2 U . - - U Xr., mas o PIM não
garante que podemos tomar a união UXA = Xi UX2 U . . UX. U . . . de todos XÊ, com k C N. Eo
axioma da escolha enumerável que garante que podemos considerar, sámuitaneamente, todos Xk
e tomar, por exemplo, sua união enumerável UXk. Observe também que o TDR e seus corolários
(ver Seção AI) não podem ser aplicados, pelo simples fato de garantirem a unÍcádade de uma
certa sequência. SÓ que, nesse caso, não há unicidade alguma em escolher subconjuntos de algum
universo.

O mesmo ocorre se, dado qualquer n C IV, pudermos escoZAer algum elemento z«+l € X«+i Ç
X. O PIM não nos dá uma sequência de X, mas somente aplicações p« : .r« -+ X, com n C N.
Para passar da coleção pr, de aplicações para uma aplicação p : N --} X, precisamos do axioma
da escolha enumerável da família X.. Diferente disso é se pudermos escolher z«+l C X«+i sem
ambiguidade, de maneira bem determinada. Por exemplo, se o índice rl+ l de z«+l for o mínimo
dentre todos os h C N tais que zÃ; C X.+i, basta lembrar que o TDR já garante que (a«) é uma
autêntica sequêrzcia.
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A3. Cardinais

Observamos, na Seção 1.2, que os cardinais de conjuntos definem uma relação de ordem. A
reíiexividade card X < card X e a transitividade card X < card y < card Z :-> card X < card Z
são bastante evidentes. No entanto, a antissimetria não é, de modo algum, imediata.

Naquela mesma Seção 1.2 vimos que conjuntos X inÊnitos podem ter aplicações injetoras
p : X --, X que não são sobrejetoras. E claro que p continua definindo uma bijeção sobre
a imagem p(X). Existe uma construção notável, devida a Felix Bernstein (1878 1956), aluno
de Cantor, que mostra muito mais, que é possível definir uma bijeção de X sobre qualquer
subconjunto y de X que contenha a imagem p(X), como segue.

Teorema A.9. (Bernstein) Soam p : X --, X uma aplicação ánlefora e y Ç; X umz suóconlunfo
ÉaZ que p(X) Ç y Ç X. Então ezÍste alguma bÜeção de X sobre y

Demonstração. Se y = X, sempre existe a aplicação identidade Cx : X > X de X, de modo
que podemos supor que y / X, ou seja, que existe uma aplicação injetora p : X -+ X tal
que p(X) Ç y Ç X para algum subconjunto y # X. A partir de Zi = X -- y # ç] definimos
Z2 = P(Zí) ç y ç; X, Za = P(Z2) ç y ç X, Z4 = p(Z3) Ç y Ç X e assim por diante, obtendo
uma coleção Zn de subconjuntos de X indexada pelos naturais. Consideremos a união Z = U Z.
de todos esses conjuntos. Temos Zi Ç Z, do que decorre

X .ZÇX Zi =y.
Também p(Z) Ç K de modo que está bem definida a aplicação @ : X --, y dada por

.,.,.~ J p(«), se « C Z,
lz, sezCX Z

01 23456789

Figura A.l. A bi.jeção @ com X lO, +m): y = (1, +oo) e p(z) = r + 2

Mostremos que @ é uma bijeção. Dado c C Z, obtemos p(z) C Z, de modo que a restrição
de @ a Z é a restrição injetora de p a ZI como a restrição de @ a X -- Z é a identidade, o
Exercício 0.0.24 garante que também @ é injetora. Resta mostrar que V' é sobre y = X Zi.
Seja y C ]''' dado. Se g c X Z, então g/ = @(y), logo }'' n (X Z) Ç @(X). Se g/ c y n Z,
necessariamente y g .Zi e, portanto, existe algum N tal que 3/ C ZN+l = p(ZW). Disso decorre
que 3/ = plz), para algum z É; zJV C X, ou seja, estabelecemos que y n z ç: ü(X). Como
y - lv n (x z)l u lv n zl , segue que y Ç @(X) e, portanto, @ é sobre y. []



A4. Clorpos Ordenados 197

Corolário A.IO. $cyam X c y corÜunfos quaisquer. Se ezáslárem aplicações ánletoras de X ern
y e também de y em X, então ezszte alguma bÜeção de X sobre y.

Demonstração. Sejam p : X - y e ? : y -+ X duas aplicações injetoras. Então a composta
y:' = q o p : X --* X é injetora, com g(X) = q(p(X)) Ç ?(}'') Ç X Pelo teorema, existe
alguma bijeção @ : X --, v7(y). Como v7 define uma bijeção € de y sobre 77(y), a composta
{-i o @ : X --, y também é uma bijeção. []

A4. Corpos Ordenados

N e Z não são corpos, mas Q e ]R, bem como o conjunto (C dos números complexos, são. Em
geral, dizemos que um conjunto K qualquer é um corpo se K possuir dois elementos distintos
bem determinados, que denotamos 0 e 1, e duas operações binárias, denominadas adição e
multiplicação, que a cada par de elementos z, 3/ c ]K associam dois e]ementos z + g/ e z g/ de
IK, que denominamos sorria e produto de z e Z/, respectivamente, satisfazendo as propriedades
seguintes.

(C[) .4ssociafáuidade. Dados quaisquer a;, 3/, z C ]K,

«+ (y +,) +3/) +; e « . (y ',) Z/) .,

(C2) Oomutatiuádade. Dados quaisquer z,g/ C K, z+y = y+z e z .g/ = g a;.

(C3) Z)ástdZ,utilidade. Dados quaisquer #,Z/, z C ]K, z . (y + z) = z . g/ + z z.

(C4) Elementos neutros. Dado qualquer r C K, z + 0 = z e z . 1 = z.
(C15) .Elementos {nuersos. Dado qualquer z C ]K existe algum y C Ã tal que z + 3/ = 0 e, se

a; # 0, existe algum z C K tal que z . z = l

Pela propriedade C4, o elemento especial 0 de K é o neutro da adição, denominado zero, e
l é o o elemento neutro dü multiplicação, denominado unidade. Mostra-se que 0 e l são os
únicos elementos de um corpo que satisfazem C4. Finalmente, também são únicos os elementos
inversos y, z C IK, cuja existência é garantida para cada r C K, sendo denotados por z e z'i e
denominados elemento sámééráco e recz@roco, respectivamente.

Escrevendo z y = z + (--3/) para a suóí7ação e z/3/ = z 3/-i para o g'uociente num corpo
qua[quer, como sempre o fizemos em (Q e ]R, obtemos todas as regras usuais da aritmética (ver
Exercício AO.l). Por exemplo, mostra-se que 0 - z = 0, para qualquer z C K. Assim, o simétrico

l de l satisfaz(--1).z= #, paracadaz CK. Defato,(--1).r+z=(--1).z+l.z=
(--1 + 1) .# = 0.z = 0, portanto, ( 1) -z = #, pela unicidade do elemento simétrico. Também
pela unicidade do simétrico, -- (--z) = z e, em particular, (--1) . ( 1) = 1.

Também podemos introduzir a notação de potenciação num corpo qualquer, definindo zl :: z
e z* :: # z e, mais geralmente,

.n+l

para cada natural n.

Sda IK um corpo qualquer. Por definição, K contém, pelo menos, os elementos distintos 0
e 1. Além desses, podemos formar, sempre, a soma de l consigo mesmo, obtendo 1 + 1 = 2 - 1,
1 + 1 + 1 = 3 . 1, etc. Assim obtemos todos os elementos "naturais"

N = {rl . 1 : rz = 1, 2, 3, . . . }

de K. Observe que esse subconjunto N de K pode ser caracterizado como o menor subconjunto $
de IK tal que l C S e satisfaz a afirmação s C S :::+ (s + 1) C S, para cada s C S. (Ver Exercício
A0.3.) Além disso, temos 0 C K e cada simétrico --n = (--1) - r} C IK, portanto obtemos os
elementos "inteiros" de K. Finalmente, como m/n = m - (l/n) € K, obtemos os elementos
"racionais" de ]K.
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No entanto, num corpo JK qualquer, pode ocorrer que esses elementos não sejam todos
distintos, de modo que não podem desempenhar sua função usual conhecida. de N, Z e Q em R.

Exemplo A.ll. O conjunto ZP = Z/p Z = {õ, í, 2, . . . ,p -- í} tem uma estrutura de corpo
(quociente) sempre que p for um inteiro primo. Por exemplo, Z2 = {õ, í} é um corpo "mínimo"
constituído de dois elementos, apenas A soma e o produto de ZP são definidos como em Z, mas
sempre tomando o resto na divisão por p, ou, como se diz, congruêncía módulo p. Por exemplo,
temos 6 = 1(mod 5) e8 = 3(mod 5) emZ, portanto, emZÕ, valem3+3 =6 = le4.2 = 8 = 3.

Assim, 5 Í=5::Õem ZS e, em geral, semprep' l =p::ijemZp, de modo que, em ZP, os
"naturais", os "inteiros" e os "racionais" de ZP coincidem, todos, com ZP. ©

Dizemos que um corpo tem caracterúfáca 0 se seus "naturais" são todos distintos, ou seja,
se n ] 7é 0 com rl C N. ]sso equiva]e a exigir que 0 g] N. Os corpos ZP não têm, mas (]l tem
característica 0, sendo o menor desses corpos.

Se um corpo ]K tem característica 0, podemos construir autênticas cópias (isomorfas) de N,
Z e Q dentro de ]K, da mesma maneira pela qual construímos (Q a partir de N. Assim,

sempre que ]K for um corpo de característica 0

Corpos Ordenados

No entanto, a característica 0, em si, não determina o corpo dos reais, pois também o corpo
Q dos racionais e o corpo (C dos complexos têm característica 0. A propriedade que falta num
corpo K de característica 0 para ser úti] em Aná]ise é a da ordem. Dizemos que um corpo ]E( é
ordenado se existir um subconjunto P Ç K com as duas propriedades seguintes.

(OI) H'ícotomáa: dado z C K, vale exatamente uma das três opções:
ZCPz = 0, ou

(02) Fechamento: dados z, y C P, também z + 3/ C P e = y C P.
Pensando em Q e IR, o conjunto P é, simplesmente, o conjunto dos números positivos. Assim,

escrevendo P = {z C K : z € P}, dizemos que os elementos de P são positivos e os de P
são negatíuos. Observe que a exigência OI afirma que

K {o} u (-P)
é uma união disjunta. Logo, 0 é o único elemento de K que não é positivo nem negativo.

Como fizemos no caso de Q, dados z,y c ]K, dizemos que 3/ é merzor do gue z, ou que z é
rrzüíof do gue g/, se # g/ C P, e escrevemos y < z ou z > y. Em particular, z > 0 significa z C P,
ou seja, que z é positivo. As expressões g/ < = e # a: y têm os significados esperados.

As propriedades da ordem num corpo ordenado são as que conhecemos de Q e IR. Para
referência futura, reunimos todas no resultado seguinte.

Proposição A.12. Seja IK um corpo ordenado. 4s a#rmaçães sega nfes são relativas a eZemen
Éos z, 3/, z, t C IK quaisquer.

(03) Tricofomáa. vale ezafamerlÉe tina das opções.

a; < g, z :: Z/, o't&

(04) 0 < z2, pam cada z / 0; em radicular, 0 < 1.
(05) 7}ans táuádade; se z < y e 3/ < z, então z < z.
(06) S.;«< / ,<t, enfãor+.<3/+t.
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I07) $cz< / ez> 0, enfãoz z<Z/-z;
ana/ogamenfe, se < y e z < 0, então z z > 3/

(08) Se 0 < z e 0 < # - y, então 0 < g e 0 < 1/z.
(09) Se 0 < z < g/, emfâo 0 < 1/3/ < 1/z.

Z

Demonstração. Sejam z,g/, z elementos quaisquer do corpo ordenado K. Por OI, z 3/ C P,
z--y=0oug/--z= (z y)CP,ouseja,vale03. Ser#0,entãozCPou zCP,portanto
02 garante z2 = z . iç - (--z) . (--z) C P. Isso mostra 04. Para mostrar 05, 06 e 07, basta
observarque: :«=(; g/)+(g z),(y+t):(z+,)=(Z/ z)+(t--,),g/ ; z.;=(y z).,
e z z 3/ z = (Z/ z) ' (z;.

Provemos 08. Sejam z,g/ dados, com 0 < z. Se y = 0, então z . y = 0 e, se 0 < y, então
0 < # . ( 3/) = --(z . g/), ou seja, z . g/ < 0. Logo, 0 < 3/ decorre de 0 < z . Z/. Em particular,
0 < 1/z decorre de 0 < 1 = z (l/z). Finalmente, l/# -- l/g/ = (3/ z) . (l/z - y) > 0, sempre
que 0 < z < y, mostrando 09. []

Observe que, por 04, C não pode ser ordenado, pois {2 :: 1 < 0. As propriedades 03, 05,
06 e 07 são suficientes para que um corpo com uma ordem fofas seja ordenado. (Ver Exercício
A0.2.)

Todo corpo ordenado tem característica 0, pois 0 < 1 fornece 1 < 1 + 1 :: 2, que fornece
2 < 2 + 1 = 3, e assim por diante. Assim, nos corpos ordenados, as inc]usões N Ç Z Ç Q Ç ]K
respeitam, inclusive, a ordem de K.*

Dado z C K, definimos o vazar aZ)soZuÉg de z por
l z, se

Sempre lzl > 0, com lzl = 0 se, e só se, z = 0. Essa propriedade, junto com V2 e V4 a seguir,
caracterizam a noção de valor absoluto em corpos arbitrários, ordenados ou não.

As propriedades do valor absoluto num corpo ordenado são as que conhecemos de IR. Para
referência futura, reunimos todas no resultado seguinte.

Proposição A.13. Sega ]K um corpo ordenado. .4s aÓrmações seguintes sâo uá/árias para quais-
quer a;, y C ]K.

(VI) -- z l = lz'

(V2) lz - 3/l IVI.
(V3) lzl < 3/ se, e ;ó .e, 3/ < # < y.
(V4) De'íg-/d«de th-g«Z«. 1:« + yl < lzl + IZ/l

(v5) l«l-lz/l <1« yl«l«l+lz/l.

«r se
z > 0,
z < 0.

Demonstração. Soam z, Z/ e]ementos quaisquer do corpo ordenado ]K. Lembrando que (--z) =
z e que (--z) . y = (z . g/), as duas primeiras a6rmações decorrem diretamente da definição.
Para provar a terceira, basta observar que de 0 z 1/ decorre --Z/ < 0 < z < 3/ e, de
z<0< z<y,decorre 3/<z<0<3/.Reciprocamente,se y<z<g/,entãoz<ye

z < (--g/) = Z/, de modo (lue lzl < 3/.

Para mostrar V4, observe que z < lzl e g/ < IZ/l, portanto, z+2/ < lzl + lyl, pela propriedade
06. Como também z < lzl e y < IZ/l, a mesma propriedade de ordem garante que --(z+g/) <

1 +1 pl . Por definição, decorre a propriedade V4. Por V3, a primeira desigualdade de V5 equivale

-lz Z/l :Ç lzl - IZ/l < lz - yl,
a

'''Ver demonstração do Teorema A.20, no Apêndice A5
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que, por sua vez, equivale a

yl< 1:«1+1z l e l#l < lyl+lr y
Escrevendo 3/ = z+(y z) e z = 3/+(z g/), ambas decorrem de VI e V4
de V5 também segue de VI e V4.

A segunda desigualdade
D

De posse da noção de valor absoluto, podemos introduzir em K as noções de distância e
intervalos e, com elas, todos os conceitos básicos da Análise Matemática, tais como sequências
convergentes, funções contínuas, funções deriváveis e a integral. Mesmo assim, existem corpos
ordenados que são um pouco diferentes do que se poderia imaginar.

Exemplo A.14. Seja Q(t) o conjunto das funções racionais p(t)/q(t) numa variável t com
coe6cientes em ((2. Observe que, tomando a função constante q(t) = 1 como denominador, (Q(t)
inclui todas as funções polinomiais com coeficientes em (QI em particular, todos os racionais,
como funções constantes, ou seja, Q Ç (i2(t). É} possível verificar que as operações usuais de
funções fazem de (Q(t) um corpo. Observe, também que as funções g/ = t e # = t2/t de Q(t) são
consideradas iguais no corpo Q(t), embora, como funções, tenham domínios diferentes.

Definimos uma ordem de (Q(t) por p(t)/q(t) > 0 se, e só se, a«b« > 0 em Q, onde p(t) =
a.t"+ ..+ait+ao e q(t) = b.t"+.. +blt+bo, com a« / 0 e b« # 0. Nessaordem, uma
função racional /(t) é maior do que uma função racional g(t) se, e só se, o gráfico de .f(t) no
plano de abscissa t e ordenada (Q está acima do de g(f), a partir de algum ponto da reta racional
(ver Exercício A0.5).

Figura A.2. A função Z/ t é maior do que qualquer função Z/ = r

Emparticular, t> r, paracadarCQ,jáque 1>0emQ,portanto, t 7 =(it r)/1 >0.
Isso signiÊca que qualquer polinõmio não constante é maior de que qualquer elemento de (Q e,
em particular, que N é um subconjunto limitado de (Q(t), pois N cabe no intervalo limitado
(0,t) (t) : 0 < z < t} de Q(t). ©

Corpos Arquimedianos

Dizemos que um corpo ordenado é arquámedáano se valer alguma das quatro propriedades da
proposição seguinte (portanto, as quatro; ver a Proposição A.16 na próxima seção para mais
duas propriedades equivalentes). Sabemos que Q e IR são arquimedianos, mas o corpo ordenado
das funções racionais do Exemplo A.14 não é.

Proposição A.15. Seja ]K um corra orde7zado glzaZquer. .4s aár77}ações seguárztes são equ ua
lentes

(EI) $e z C K é posátáuo, triste n C N MZ que 0 < : < z.
(E2) Se z, y C ]K são posítáuo$, Casta n C N taZ que 0 < Z/ < n z.
(E3) Dado quaZqtmr # c K, ez $te algum n C N tai q'ue z < n.
(E4) -Dados quaisquer z, y C IK com g < y, ezáste algum r C Q taZ que z < r < g/.
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Demonstração. Seja ]K um corpo ordenado com a propriedade E]. Dados a;, Z/ € ]K positivos,
temos que z/3/ c K é positivo, portanto, existe n C N tal que 0 < 1/n < z/2/. Isso signiâca que
0 < y < n r e prova E2. Supondo que valha E2, temos z < 1 para cada z c K que não seja
positivos se z é positivo, l/z > 0 e E2 fornece n tal que l < 1/z, ou sela, # < n e vale E3.
Supondo que valha E4 e que z C K sqa positivo, obtemos T C Q Ç K tal que 0 < 1 < T < z,
de modo que vale EI. Resta provar que E3 ::+ E4.

Seja IK um corpo ordenado com a propriedade E3 e sejam z, y C K quaisquer tais que z < 3/
A hipótese E3 garante que existe n C N tal que l/(3/ #) < ri, ousqa, 1 < 7t-(g/ z) = m-g/ n-z.
Logo, n - g/ > 1 + n #.

Supomos, agora, que # > 0. Então existe, por E3, algum natural m C N tal que n # < m. O
conjunto desses naturais m tem algum menor elemento m c N que satisfaz n . a; < m. Agora, de
duas, uma: ou m 1 =0 ou m-- l C N, Em ambos casos, m 1 < n.i < m. Assim, obtemos

n.z <m <n z+l < n.Z/.

do que decorre n . z < m < n ' Z/, ou sela, r :: T satisfaz E4, nesse caso z > 0.

Finalmente, se # < 0, E3 fornece h c N tal que # < k e, portanto, 0 < z + Ã < g/ + k. Pela
parte que acabamos de provar, existe r C Q Ç; ]K td que z + k < r < y + É;, do que obtemos
z<r k<g/,comi kcQÇK.]ssomostra(lueE3;+pE4.[]

A5 Os Completamentos de um Corpo

Nesta seção, mostramos que existem várias opções para caracterizar o que distingue Q de R,
todas equivalentes num corpo ordenado arquimedianolK qualquer e também mostramos que
todos corpos ordenados completos são isomorfos.

Clonforme vimos na seção precedente, num corpo ordenado qualquer podemos introduzir as
noções de valor absoluto e intervalos e, com elas, todos os conceitos básicos da Análise Ma-
temática, tais como sequências convergentes, funções contínuas, funções deriváveis e a integral
O cuidado é que, em ]K até podemos usei números racionais mas certamente não podemos usar
números reaisl em particular, todos os epsilons também devem ser elementos de IK. Por exemplo,
dizemos que uma sequência (s.) de ]K é de aaucÀg/ se, dado qualquer c C K positivo, existir
Ar C IV tal que vale lz. z.+PI < c, para quaisquer n,p C N com n > Ar. Clom esse cuidado em
mente, podemos usar todas as nossas definições do texto, bastando trocar ]R por IK, não havendo
a necessidade de reproduzir todas no presente contexto de um corpo ordenado arbitrário.

Começamos ampliando as equivalências da Proposição A.15

Proposição A.16. Seja ]K um corpo ordenado qualquer. .4s a$rmaçães seguáníes sâo equ ua
lentes

(E) ]K é urra corpo arg'üám.edía7io.

(E5) Toda sequência monótona e iimátada é de aucA3/.
ÇE6) Toda sequência limitada tem uma subsequência de CauchU

Demonstração. Seja K um corpo ordenado com a propriedade E5 e consideremos qualquer
sequência limitada de K. Sabemos (Lema 1.62) que toda sequência limitada possui alguma
subsequência monótona, que também é limitada, portanto, por hipótese, de Clauchy. Assim,
vale E6. Se K for não arquimediano, então a sequência (n) dos naturais é limitada (ver E3) e,
evidentemente, não é de Clauchy, pois l(n+p) -- nl = p > 1, para n c N. Em particular, nenhuma
subsequência de (n) é de Cauchy, portanto, não vale E6. Resta mostrar que vale E5 em corpos
arquimedianos.
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Sejam K um corpo ordenado arquimediano e (s«) uma sequência não decrescente e limitada
qualquer de ]K. Seja c C K uma cota superior dos termos s« da sequência. Para mostrar que
(s«) é de Cauchy, íixemos, arbitrariamente, algum c € 1K positivo. Consideremos os elementos
c,c c,c 2c, . . . de ]K. Como c é cota superior de {s«} e ]K é arquimediano, existe um único
rrl C N tal que c (m l)c ainda é cota superior de {s«}, mas c -- mc não é mais cota superior
de {s«}. Tomando N G N tal que c mc < sx e lembrando que (s«) é não decrescente, obtemos

c mc < SN < s« < s«+. < c (m -- l)c,

para cada n a: Ar e p C N. Como c é arbitrário, (s«) resulta ser de Cauchy. Pelo Exercício A0.8,
resulta que va]e E5 em corpos ordenados arquimedianos. []

Uma das opções de caracterizar corpos ordenados completos é por meio de cortes de Dede-
kind, que ainda não definimos. No caso de Q, a motivação para esse conceito pode ser encontrada
na pr(5ximít seção. Em gera], dado um corpo ordenado ]K qualquer, dizemos que um subconjunto
X C ]K é um cone de ]K se

(DI) X não é vazio nem igual a -K,

(D2) (--oo, zl Ç X, para cada z C X, e
(D3) X não tem maior elemento.

Um e]emento a C ]K é um elemento separador de um corte X se X ( «,.)

Exemp[o A.17. Dado qua]quer a C ]K, o interva]o ( oo,a) de ]K é um corte com e]emento
separador a.

Dado um corte X qua]quer de ]E(, mostremos que X é não vazio e limitado superiormente e
mais, se o corte X possuir supremo em K, então sup .X é o elemento separador de X

Pela propriedade DI, existe pelo menos algum c C K que não pertence a X. Se existisse
r C X tal que c < z, então D2 acarretaria c c X. Logo, cada c € K X é uma cota superior
de X. Segue que todo corte é não vazio e limitado superiormente. Se existir c = supX em IK,
então X Ç (--oo, cl e, por D3, c gl X, de modo que c é o elemento separador de X. ©

Teorema A.18. Seja IK um corpo 07'denodo arquimediano.
reZatiuas a IK, são eque'uaZentes.

As a$rmüções seguir\tes, todas

(KI)
(K2)
(K3)
(K4)
(K5)
(K6)
ÍK7)

Todo conjunto não vazio e livrtitado superiormente tem supremo
Todo cone fem elemento separador.

Toda sequência monótona e timitctda conlierge

Toda sequência lintitada terra s'ubsequêTtcia conuerge7ite.

Toda sequência de intervalos encaãlados fechados e limitados tewt ivtl,erseção Ttão vazia
Toda sequência de CavchU coltuerge.

Toda lfunção contínua tem a propriedade do valor intermediário.

Demonstração. No exemplo precedente, vimos que KI + K2. Reciprocamente, seja IK um
corpo ordenado no qual todo corte tem elemento separador e mostremos que vale KI. Seja
y Ç K um subconjunto não vazio e limitado superiormente arbitrário. Se y possuir elemento
máximo, então esse elemento é o supremo de y e nada mais há a mostrar. Supomos, então, que
y não possui elemento máximo e consideramos a união X de todos os intervalos (--oo, Z/l, com

existe algum Z/ C y tal que z < Z/}

Praticamente por definição, X satisfaz D2 e, como y não é vazio e limitado superiormente, é
fácil verificar que X também satisfaz DI. Dado z C X, seja 3/ C y tal que # < Z/. Como y não

X = {z C ]K
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tem maior elemento, existe 3/ < y' C y. Então o ponto médio z' = ;(3/ + 3/'), que é maior do que
g/, é maior do que z e pertence a X, ou seja, z não é o maior elemento de X

Dessa forma mostramos que X é um corte de ]K e, por hipótese, X = (--oo, a), para algum
cr C IK. Dado z < a, existe z c X tal que z < z, portanto, existe g/ c y tal que z < y e decorre
que z < y, mostrando que z não é cota superior de y. Como y Ç; X, resulta que a = supy.
Assim, mostramos que KI +:::> K2 em corpos ordenados.

No Teorema 2.35 demonstramos que KI ::+ K3, no Exercício 2.2.29 demonstramos que K3
::>P K5, no Teorema 2.41 demonstramos que K3 ::> K4, no Teorema 2.47 demonstramos que K4
+ K6 e, no Capítulo 3, demonstramos que KI :+ K7. A bem da verdade, tudo isso foi provado
em ]R, mas o ]eitor é convidado para reproduzir as provas pertinentes em ]K e mais, constatar
que para obter KI :::} K3 ::> K4 não se utiliza a propriedade arquimediana de IR.

A prova de K6 ::> K3 é imediata, pela Proposição A.16. De fato, seja (s.) uma sequên-
cia monótona e limitada de K. Pela Proposição A.16, (s«) é de Cauchy e, portanto, por K6,
convergente. Assim, resta provar que K7 + K3 e que K5 ::lP KI, para concluir a demonstração
do teorema.

Seja, pois, K um corpo arquimediano com a propriedade do valor intermediário K7 e mostre-
mos que vale K3. Sda (s«) uma sequência não decrescente e limitada qualquer de K e mostremos
que (s.) converge. Consideremos a função @ : ]R --, IR deânida por

, ~ 11, sez écotasuperiorde {s,l},

1 0, se # não é cota superior de {s«}.
@

Suponha que a C K não seja uma cota superior de {s.}. Então existe ]V € N tal que a < SN
e, portanto, nenhum elemento de (--oo, sw) pode ser cota superior de {s«}l em particular, @ é
constante e igual a 0 nesse intervalo de K e, portanto, é contínua em a.

Figura A.3 A demonstração do Teorema A.18

Como a imagem @(]K) = {0, 1} de @ não é um interva]o e ]K tem a propriedade do valor
intermediário, necessariamente existe algum ponto c C ]K no qual @ é descontínua. Pelo que
acabamos de verificar, c é cota superior de {s«}. Seja c C K positivo. dado arbitrariamente. Se
c c fosse uma cota superior de {s«}, então cada elemento de (c -- c, oo) também seria uma cota
superior de {s.} e, portanto, @ seria constante e igua] a ] nesse interva]o de ]K; em particular, @
seria contínua em o, o que é impossível. Logo, c -- c não é cota superior de {s«}, ou seja, existe
N € N tal que c c < SW. Como (s«) é não decrescente e c é cota superior, resulta

C é; < SN < S. < C,

para cada n > ]V. Cromo c é arbitrário, concluímos que limo. = c C K. Assim, K tem a
propriedade K3.
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F'inalmente, ntostienios que vale o axioma fundamental em corpos ordenados arquimedianos
com a propriedade K5 dos intervalos encaixados. Seja, pois X Ç IK um conjunto limitado
superiormente e escolhemos dois elementos zi, yi c K tais que zi não é, mas g/t é cota superior
de X. Escrevendo /i = lzi,yil, temos que /i é um intervalo compacto. Se yi é a menor cota
superior de X, nada mais há para provar. Clamo contrário, tomamos o ponto médio cr = i(zi +yt)
de zi e yi e veriâcamos se cr é cota superior de X. Se cr for cota superior de X, definimos z2 :: ri e
Z/2 :: crl se a não for cota superior de X, deânimos z2 :; a e Z/2 :: 3/i. Em ambos casos, escrevemos
/2 :: lz2, 3/21. Assim, /2 Ç /i e o comprimento do intervalo compacto /2 é a metade do de /i, isto

é, 3/2 z2 :: $(g/i zl).
Continuando, se 3/2 é a menor cota superior de X, nada mais há para provar. Caso contrário,

tomamos o ponto médio o- = ;(z2 + y2) de z2 e Z/2 e verificamos se a é cota superior de X. Se a
for cota superior de X, definimos z3 :: z2 e y3 :: o; se a não for cota superior de X, definimos
z3 :: a e gS ;: 3/2. Em ambos casos, escrevemos .rS :: lzS) Z/31. Assim, /s Ç /2 e o comprimento do
intervalo compacto /s é a metade do de /2, isto é, 3/3 r3 = ;(g/2 z2) = 1 (yl zi).

Dessa forma, chegamos num y. que é o supremo de X ou, então, (usando indução ma-
temática), obtemos alma sequência /n = lz., y,tl de intervalos compactos erzcaízados tais que
cada z« não é, mas cada y« é uma cota superior de X, com g/«+l -- Zn+l - ã-(z/i zi).

Por hipótese, essa sequência possui algum ponto Zànzáte c c K, ou seja, c c in com n C N.
Como ]E( é arquimediano, temos ãa -, 0, portanto, de #« < c < y. decorre que #« --' ce
g/. + c. Mostremos que c :: supX. Como cada 3/. é cota superior, c é cota superior.

X

zl

1--/S'l

zu := z'3 3/s 3/2 :; yi
K

Figura A.4. O começo da sequência de intervalos encaixados

Dado óí C ]K positivo, esco]hemos ]V c N tal que .rX Ç (c c, c+c), de modo que c E < zw.
Como ZX não é cota superior, resulta que c c tampouco pode ser cota superior. Já que € foi
arbitrário, conc]uímos que c = supX. Assim, va]e o axioma fundamenta] K] em ]K. []

Essas sete equivalências não contam toda a história. Introduzindo o conceito de derivada de
funções definidas em intervalos de um corpo ordenado K qualquer, podemos mostrar que as sete
equivalências do teorema são equivalentes, ainda, às quatro condições seguintes, que também
foram tratadas neste texto.

A afirmação K8 e K9 compõe o Corolário 4.22, a afirmação K10 é o Exercício 4.9 e a afirmação
Kll é o Teorema 4.20 do valor médio, de Lagrange.

(K8) Toda /unção deráuáueZ com derivada nuca riam intervalo é constante.
(K9) Toda /unção deráuáueZ corri deráuada não negativa num intervalo é nâo decrescente.

(K10) Toda /unção derãuáueZ rzum ántemalo salas/az a desigualdade do vazar médio.
(Kl\) Toda função agradável num ivtterualo satisfaz ü iguütdctde do valor m.ódio.

Nas aârmações K10 e Kll utilizamos a terminologia seguinte. Seja ./' : / -+ K uma função
qualquer deriváve[ num interva]o / Ç; ]K.

Dizemos que / salas/az a deságuaZdade do valor médio se dado qualquer /W C IK não negativo
tal que valha /'(z) < M, para cada r € /, então

.f(bl - /(a) < M ' (b «),

para quaisquer a, b C /, com a < b.
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Dizemos que / safái;/az a igualdade do valor médio se dados quaisquer a, b C / distintos,
existir c entre a e b tal que

.f(b) /(«) (b «).

Convém observar que as quatro primeiras afirmações do teorema são equivalentes em corpos
ordenados quaisquer.

Corolário A.19. Seja IK unz c07po ordenado, .4s aá7mações seguintes, bodas re/at uas a K, são
equivalentes.

(KI) Todo cozÜunto não uazáo e iãr/záfado supeh07v7zente tem supremo
(K2) Todo come tem eZerrzenfo separador.

(K3) Toda seqtzêncáa monótona e /imitada conuerye.
(K4) Toda sequência Zímãfada fem subsequêncêa corzueryenfe

Se valer qualquer uma dessas a$rmações, K. é arquimediano.

Demonstração. Na prova do teorema precedente, observamos que KI e K2 são equivalentes
em quaisquer corpos ordenados. No mesmo teorema também mostramos que KI ::lP K3 :+P K4,
sem usar essa propriedade. Fina]mente, seja ]K um corpo com a propriedade de BW, ou seja,
K4. Então é evidente que vale E6 e, portanto K é arquimediano. Pelo teorema precedente, já
sabemos que K4 :::>P KI é uma afirmação válida em corpos arquimedianos. []

Dizemos que um corpo ordenado é completo se vale o axioma fundamental, ou seja, se todo
subconjunto não vazio e limitado superiormente possuir supremo. Sabemos que IR é completo,
mas não Q. Pelo último resultado enunciado, todo corpo ordenado completo é arquimediano.

Unicidade

Dois corpos ordenados quaisquer não têm motivo para serem considerados iguais: basta olhar
para Q e ]R. No entanto, dois corpos ordenados compZefos quaisquer sempre podem ser conside-
rados iguais, ou seja, do ponto de vista algébrico, ísomor:fos. Assim, podemos dizer que ]R é o
Único corpo ordenado completo.

Teorema A.20. $(ya IK um corpo ordenado completo. Então eàsfe um ásomor$smo p : IR --+ IK

de corpos ordenados, ou seja, umü bijeção que satisfaz üs prol)hedüdes seguintes.

(1) O«d« z,y c R, -íe p(z +g/) + p(3/).
(2) D«d« :«,3/ C R, u«Ze p(:« . 3/) p(g/).
(3) D«dos z,3/ c IR, " z < g/, Cata. p(z) < p(y).

.4«ám, p.d.m« ãd«,,tã#c« ]R c.m K «á« z = p(z).

Demonstração. Apresentamos apenas um esboço da demonstração. Seja IK um corpo ordenado
qualquer e denotemos por 0K e IK os elementos zero e unidade de K. Evidentemente, começamos
definindo p por p(0) = 0K e p(1) = 1K e, mais geralmente, p(n) = IK + IK + . - + liK = n liK
e p(--n) = (--n) . IK e mostramos (iue 'p satisfaz (i) (iii) para n,m C Z. Observe quem por
ser ]K ordenado, p(n) # 0 e, portanto, p(n) é invertível em K. Em seguida, definimos p(r) -
p(m/n) = p(m)/p(n) = p(m) . p(n)': , para cada racional r C Q, mostramos que essa definição
independe da pmticular representação m/n do racional r e verificamos que, agora, p satisfaz
(i) (iii) para #, y c Q.

Assim, chegamos num isomorfismo p do corpo ordenado Q sobre os "racionais" de ]K, justi-
Êcaildo a afirmação à página 199.
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Para estender p a ]R, passamos a supor que ]K é completo (portanto, arquimediano). Dado
qua[quer # C ]R, definimos

p(z) {p(«) : , c Q e , < #} c K.

Inicialmente conferimos que essa definição coincide com a anterior no caso z c (Q. Ora, pelo
Exercício 1.4.19, sabemos que, pala cada r C Q, vale r = supôs C Q : s < r}. De maneira
totalmente análoga, tnostramos que, também no corpo arquimediano K, cada "racional" p(r) é
o supremo do conjunto dos "racionais" menores do que p(r), de modo que p está bem definida
em (Q. Também é fáci] observar que realmente existe o supremo 'p(z) em ]K e que y(z) < p(r)
se z < r, com z c R e r C(Q

Mostremos que va]e (iii) em ]R. Dados r < g/ em IR, escolhemos r, s C Q tais que z < r < s < y
e então, como jú sabemos que p(,) < p(s), resulta p(z) < p(r) < p(s) < p(3/), pelo que
acabamos de explicitar. Isso mostra (iii). Finalmente, a demonstração de que p é sobrejetora e
satisfaz (i) e (ii) é deixada a cargo do ]eitor. []

A6. Completamentos de Q
Nesta seção fina], esboçamos as duas construções de ]R a partir de Q mais famosas, devidas a
R. Dedekind e G. Cantor. Assim, finalmente podemos dizer que o corpo ordenado completo R
existe e é únicos o axioma fundamental, então, passa a ser um teorema.

Dedekind

Inspirado na teoria de proporções de Eudoxo, conforme exposta no Livro V do mais famoso livro
de Matemática, Os -Elementos, de Euclides, R. Dedekind concebeu a noção de cone como uma
maneira de identificar cada elemento de Q e também cada "furo" de Q com um elemento bem
determinado de um novo conjunto, que então é R

Essencialmente, a observação bá.fica é que a coleção dos intervalos ilimitados (--oo, b) de (Q
fornece uma cópia de Q, pois cada b € (Q define exatamente um desses intervalos, que sempre
são não vazios (b 1 < b), distintos de (Q e desprovidos de elemento máximo. No entanto, cada
"furo" de (Q, como v2, também pode ser caracterizado como um subconjunto não vazio, distinto
de (Q e desprovido de elemento máximo, por exemplo, {z C Q : # < 0 ou z2 < 2}. E claro
que, uma vez conhecido ]R, sabemos que esse conjunto é, simplesmente, (Q n ( oo, v5), mas a
percepção crucial é que esse conjunto pode ser caracterizado totalmente usando só ((2.

Generalizando esses intervalos limitados, definimos um cone de Z)edekánd de (Q como um
subconjunto .X não vazio e distinto de Q que não tenha maior elemento e que contenha o intervalo
( oo, zl, para cada # C .X (ver deãnição à página 202)

Dado b C Q, o intervalo ilimitado ( oo,b) de Q é um corte de Q. Pelo Exercício 1.3.11,
sabemos que, também {z € Q : z3 < 2} é um corte. A diferença crucial desses cortes é que
(--oo,b) tem o eZemenfo separador b em Q, ao passo que {z c Q : 3 < 2} não tem, ou seja,
{z c Q : z3 < 2} # (--oo, b), para qualquer b c Q.

Agora de»mimos R como a totalidade dos cortes de Q, ou seja,

Em primeiro lugar, podemos encontrar Q dentro de IR, ou melhor, uma cópia de Q, que é a
coleção dos cortes com elemento separador, ou seja, a coleção dos intervalos ilimitados (--oo, b)
de Q. Também vemos, em ]R, muitos dos "furos" de Q, como as raízes enésimas de naturais,
dadas pelos cortes {z c Q : < 0 ou z" < m}, com m C N.

No entanto, esse R é só um conjunto de cortes e certamente ainda não é um corpo ordenado
em que vale a propriedade do supremo. Para isso, precisamos definir no conjunto IR as operações

X é um corte de Q}.
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de adição e multiplicação e a ordem e vetifical cada unia das exigências Cl-C5, O1, 02 e a
validade do axioma fundamental. Além disso, precisamos cuidar para que essas operações e a
ordem resultem exatamente nas operações e ordem usuais de (Q quando tratarmos dos elementos
de (Q em ]R.

Como b < c em Q se, e só se, (--oo, b) Ç (--oo, c), temos uma indicação da ordem "natural"
de ]R: definimos X :< y por X Ç y. Assim b :Ç c em Q se, e só se, (--oo, b) < (--oo, c) em R e

é bastante fácil mostrar que « deÊne uma ordem tota] em ]R (ver definição no Exercício A0.2),
com a qual então já podemos definir cota superior e supremo em IR, segundo <. O espantoso é
que até jú podemos mostrar que, realmente, qualquer subconjunto não vazio de IR que possua
cota superior possui supremos

Seja Â' Ç; ]R um subconjunto não vazio qua]quer de ]R. Digamos que Xo C ,Y e que y C R
seja uma cota superior de .t. Se um corte S fosse o supremo de .V, teríamos X :< S, ou X Ç S,
pra cada elemento X de ,r. Então é natural considerar a união de todos os cortes X de .Y como
candidato a supremo de ,y, ou seja,

$ ;; {z c Q : existe x c ,t' tal que z c x} :: LI x
x€x

Como Xo C .a', temos Xo Ç S, de modo que S é não vazio, e também X < y, para cada X C .t',
pois y é cota superior, do que decorre que $ Ç; yl. Mas y é um corte, portanto, y # ((P e, em
particular, S # (Q. Dado z C S, existe algum X C .t' tal que z C X. Cromo X é corte, temos que
(--oo, zl Ç; X e existe algum z c X que é maior do que z, portanto obtemos (--oo, zl Ç X Ç S
e z < z c X Ç S. Assim, S é um corte de (Q.

Por definição, X < $, para cada X C .Y, ou seja, $ é uma cota superior de .Y. Mostremos
que é a menor cota superior. Se algum corte Z de Q for uma cota superior de S, então X < Z,
ou seja, X Ç Z, para cada X C ,Y, de modo que S Ç Z, ou seja, $ < Z. Assim, S = sup .Y

Resta, portanto, definir a estrutura de corpo ordenado para IR. A ordem está quase pronta e
a adição é bastante simples, mas a multiplicação requer trabalho. Nada disso será visto aqui. ©

Cantor

A construção de ]R devida a G. Cantor é completamente diferente da de Dedekind.
Na primeira metade do século XIX, B. Bolzano e A. L. Cauchy, de maneira independente,

caracterizaram a convergência de uma sequência sem mencionar seu (possivelmente desconhe-
cido) limite, por meio do conceito da sequência agora denominada de CaucAg/. Por exemplo,
todas sequências de racionais cujos limites são irracionais não têm limite em Q, mas são de
Cauchy. Ambos Bolzano e Clauchy utilizavam a convergência de toda sequência de Cauchy, sem
se darem conta de que isso não estava provado.

Basta observar que para os matemáticos da época, todo número irracional era o limite de
alguma sequência de racionais, mas não é logicamente coerente definir v2, por exemplo, como
sendo o limite de uma sequência, digamos, de zo :; llzi :: 1,4;z2 ;: 1,41;z3 :: 1,4141z4 ::
1,4142i . . . se, para provar a corzueryêrzcáa dessa sequência de Cauchy, precisamos, antes de
tudo, da própria ezásfêncía do número V'2, que é o limite dessa sequência.

O problema básico é que não se conseguia compreender corretamente a estrutura dos números
reais. A bem da verdade, só aos poucos os matemáticos começaram a entender a necessidade de
uma forma[ização - ou aráÉmetázaçâo de ]R que possibi]itasse entender a natureza dos números
reais e a convergência das sequências de Cauchy. Então, em 1872, G. Cantor publicou sua idéia
genial de definir os números reais, não como o limite de sequências de racionais, mas sim como
as próprias sequênciasl
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Essa construção também exige muito trabalho, mas uma vez na vida de todo estudante de
Matemática isso deveria ser desenvolvido passo a passo Aqui só veremos o esboço da idéia de
Cantor, por total falta de espaço

Começamos observando que podemos definir sequências de Cauchy e sequências convergentes
dentro de Q, da mesma forma que o fizemos em R, na Seção 2.3. O cuidado é que, como queremos
construir IR a partir de Q, não podemos usar números reais daqui em diante. Em particular, todos
os epsilons também devem ser racionais. No entanto, como podemos encontrar várias sequências
de racionais convergindo a um mesmo irracional, e queremos identificam todas essas sequências
com esse irracional, precisamos decidir quando duas dessà6 sequências serão consideradas iguais
ou, mais precisamente, equivalentes. Isso é parecido com a construção do próprio corpo Q, em
que identificamos as fiações 4/6 e 6/9, por exemplo, como seíldo o mesmo número racional.

Dadas sequências (z«) e (g/«) de Cauchy de (Q, dizemos que (z«) e (3/«) são equivalentes,

e escrevemos (#«) «' (y«), se lim(z« y«) = 0. É bastante simples verificar que « define uma
relação de equivalência no conjunto de todas as sequências de Cauchy de Q que, portanto, divide
esse conjunto de todas as sequências de Cauchy de Q em classes de equivalência (disjuntas).
Denotamos por

lz«l (y«) : (««) - (3/«)}

a classe de equivalência da sequência de Cauchy (a;«) de Q e deânimos

IR = {lz«l : (z«) é uma sequência de Cauchy de Q}.

Em primeiro lugar, podemos encontrar Q dentro de ]R, ou melhor, uma cópia de ((P, que é a
coleção das classes definidas pelas sequências constantes de racionais. Por exemplo, o I'acional
0 C QI é identificado com a c]asse 101 C ]R da sequência constante definida por z« ' 0, para
rz C N. Também vemos, em IR, muitos dos "furos" de (Q, como v2, que é a classe de equivalência
da sequência definida por zi :: 1,41 a;2 :: 1,411 z3 :: 1,4141 z4 = 1,41421 . . . , que é igual à classe

da sequência dos babilõnios definida. indutivamente por zl ' 2 e z«+l = 4(z« + 2/z«), para

No entanto, esse ]R é só um conjunto de classes e certamente ainda não é um corpo ordenado
em que vale a propriedade do supremo. Para isso, precisamos deânir no conjunto R as operações
de adição e multiplicação e a ordem e verificar cada uma das exigências Cll C15, O1, 02 e a
validade do axioma fundamental. Além disso, precisamos cuidar para que essas operações e a
ordem resultem exatamente nas operações e ordem usuais de Q quando tratarmos dos elementos
de Q em R.

Graças às propriedades algébricas das sequências convergentes (e pensando que sequências
de Cauchy são, no fim do dia, sequências convergentes) é muito fácil definir as operações de
corpo de ]R. Dados dois elementos lr.l e IZ/«l de JR, definimos

lz«l+ IZ/«l - l:««+3/«l e lz«l ly«l
Agora precisamos conferir se isso realmente resulta em operações para o corpo, antes de podermos
verificar as propriedades dessas operações. Assim, precisamos mostrar, primeiro, que soma e
produto termo a termo de sequências de Cauchy são sequências de Cauchy, para fazer sentido as
definições. (Isso foi indicado no Exercício 2.3.21 para sequências reaisl a mesma demonstração
funciona em ((2.) Ago«, se (:««) «., (g/«) e (z:) «, (g/L), então r. 3/« H 0 e :«: 3/Í. --, 0,
de modo que (sç« +zl) (y« +z/L) = (sç« y«) (zl pl) --, 0 pelas regras operacionais do
limite de sequências e, portanto, (z. + z:) «' (y« + yl), de modo que a adição independe das
particulares sequências usadas em sua definição. Da mesma forma, como sequências de Cauchy
são limitadas, decorre que a multiplicação de R está bem definida (ver Exercício 2.1.23).

As propriedades Cl-C5 são todas razoavelmente fáceis de demonstrar, exceto a existência
de recíproco, que requer mais trabalho. Depois disso, podemos afirmar que R é um corpo. A
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ordem de IR não é de todo evidente, já que não basta ter #. < Z/. para todo n C N para concluir
que l#.l < l#,,l. De fato, basta tailiai' z,, = 0 < : = Z/.,. e ullsei vã.i tule l;i;«l - [#.,,].

A ordem de IR depende de uma observação crucial (vista, em sua versão para IR, no Exercício
2.3.20): se lznl # 101, como (z«) não converge a 0 mas é de Cauchy, podemos escolher c c (Q
positivo e .N c N tais que z,} > c, para cada n > Ar, ou então tais que z,. < --c, para cada
n > N. Como a classe de cada subsequência de uma sequência de Cauchy coincide com a classe
da própria sequência, isso significa que para toda classe lanl # 101 existe algum c C Q tal que,
para algum representante (3/«) dessa classe, y« > e, com n C N, ou então g/. < ó;, com n C IV.
No primeiro caso, definimos lznl > 101 e, no segundo, lznl < 101. Agora devemos mostrar que
essa relação independe da particular sequência escolhida e que satisfaz as propriedades OI e 02
de uma ordem.

Finalmente, de posse da estrutura de corpo ordenado ]R, poderJlos mostrar que vale o axioma
fundamental. No caso dessa construção é mais conveniente mostrar que ]R é arquimediano e que
toda sequência de Cauchy de IR converge. Qualquer corpo ordenado que satisfaça essas duas
propriedades, necessariamente satisfaz o axioma fundamental do supremo (ver Teorema A.18,
na Seção A5).

Demonstrar que IR é ai'quimediano é bastante simples. De fato, dado lzt,l c R, obtemos
uma sequência (z«) de Q que, por ser de Clauchy, é limitada. Basta tomar .N C N tal que
zn < N' 1 < N', com qua]quer ri c N, e conc]uir que, na ordem de ]R, resulta lznl < 1.VI, onde
l.VI é a classe da sequência constante e igual a N, identificada com o natural .N.

Observe que, em particular, pela propriedade arquimediana, daqui em diante tanto faz tomar
epsi[ons em R ou em Q, pois, dado qualquer c C ]R positivo, sempre existe E C Q tal que 0 < E < c.

Em seguida, demonstramos o lema especial seguinte. Dada qualquer sequência de Cauchy
(rn) em Q, consideramos, para cada m C N, o real lz«l definido pela sequência constante (y.)
de ((2 dada por yn - r«, com n C N e mostramos que a sequência (lz«l) de ]R converge
em R, com limite lr.l. A partir desse lema, não resta muito para mostrar que toda sequência de
Cauchy de R converge em R, mas tampouco isso será visto aqui. ©

A7. Exercícios

AO.l. Seja K um corpo qualquer (ver deânição à página 197)
z, y, z, t C K, valem as afirmações seguintes.

(1) o.-
(2) «+(y z) +Z/) ' e z (g/+;)
(3) (-z) g/ g/) y) e (-#) - (-y)
(4) (--z)=:« e (z :) : =:«,para':;#0.
(5) Se z . g/ então «

(6) Se z # 0 e z z = y z, então z = g/.
(7) Se Z/, f / 0, .ntão ! . {

(8) Se /,z,t # 0, então :/iyl t y'z
(9) SeZ/,t#0, .ntão !+{ t+Z/-zy t y't

(lO) Sey,t#0,..tão11 -1-" -'/''

Mlostre que, para quaisquer
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A0.2. Seja K um conjunto qualquer e considere uma relação binária < entre pares de elementos
de K com as propriedades seguintes.

(1) Tomai: para quaisquer z, y c K, vale z :< 3/ ou y < z.
(2) .4mtássimélüca: se z < g/ e ly :< r, então z

(3) b'amsitáua: se z < 3/ e 3/ :< z, então :" < z.
Nesse caso, dizemos que < define uma ordem falai no conjunto K. Suponha, agora, que IK tenha
uma estrutura de corpo com uma ordem total que satisfaz as propriedades adicionais seguintes.

(4) Morlótona «a se".a: se z < y e z C K, então ''; + ; < y + z.
(5) M.nÓton« n. p«d«t.: se 0 < , e 0 < Z/, 'ntã' 0 :« " Z/.

Defina P Ç; ]K por z C P se, e só se, 0 « z e z # 0. Mostre que P tem as propriedades OI e 02
de corpo ordenado (ver deânição à página 198), de modo que K é um corpo o'denodo.

A0.3. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que o menor subconjunto S de K tal que
l c S e, para cada s c S, (s + 1) c S decorre de s c S, é dado por S - {n . 1 : n € N}.

A0.4. Seja ]K um corpo ordenado. Mostre que as afirmações seguintes, relativas a elementos
a;, g, z, t c ]K quaisquer, são verdadeiras

(1) Se 0 < « < y e 0 < , < t, e"tã' 0 < " , < y - t.
(2) Se :«, y > 0, então # < g/ se, e só se, z' < 3/'
(3) Se n c N e :«, g > 0, então # < 3/ se, e só se, z" < y"
(4) z' + y2 > 0.
(5) z2 + 3/2 > 0 se, e só se, # / 0 e y # 0.

A0.5. Se.jam p(t) = a«t"+. .+ait+a0 e q(t) = b«t"+. +bit+bo, com an e b«. racionais não
nulos, dois polinâmios de coeficientes racionais e uma variável t. Mostre que a função racional
/ = p/q pode ser fatorada como

.f(t) "lt +h(t)l,

onde lim h(t) = 0 (a definição desse limite pode ser encontrada em qualquer livro de Cálculo)-

Como tP > 0 para cada t > 0 e p c Z, mostre que an/bm > 0 se, e só se, existe r € Q tal
que em /(s) > 0, para cada s C Q com s ): r. Conclua que a ordem no corpo Q(t) das funções
racionais / = p/q dada no Exemplo A.14, à página 200, satisfaz / < g se, e só se, existe r C Q
tal que em /(s) < g(s), para cada s C (Q com s }: r.

A0.6. Seja X Ç ]K um subconjunto não vazio e denotemos o simétrico de X por y
y c X}. Dado qua]quer z C ]K, mostre que

(1) z é cota superior de y se, e só se, z é cota inferior de XI
(2) z é cota inferior de y se, e só se, z é cota superior de X;
(3) z = mina se, e só se, z = maxi;
(4) z = maxi se, e só se, --z = mina;
(5) z = infy se, e só se, z = supX e

(6) z = supy se, e só se, -z = infX.
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A0.7. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que são equivalentes as propriedades se-
guintes, relativas a subconjuntos de IK.

(1) Todo conjunto não vazio e limitado inferiormente tem ínfimo
(2) Todo conjunto não vazio e limitado superiormente tem supremo.
(3) Todo conjunto não vazio e limitado tem ínfimo e supremo.

A0.8. Seja ]K uln corpo ordenado qualquer. Mostre que são equivalentes as propriedades se-
guintes.

(1) Toda sequência monótona e limitada é de Cauchy.
(2) Toda sequência não decrescente e limitada é de Cauchy.
(3) Toda sequência não crescente e limitada é de Cauchy.

A0.9. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que são equivalentes as propriedades se-
guintes.

(1) Toda sequência monótona e limitada converge.
(2) Toda sequência não decrescente e limitada converge.
(3) Toda sequência não crescente e limitada converge.

AO.IO. Dizemos que um conjunto munido de duas operações binárias é um anel comutativo com
unidade se valerem todas as propriedades Cl-C5 de um corpo exceto (possivelmente) a exigência
da existência de elementos inversos da multiplicaçãol tampouco é necessário ter 0 # 1. Mostre
que o conjunto .S = /'(N,]K) das sequências (s«).CN de um corpo ]K munido das operações de
soma e produto definidas termo a termo constitui um anel comutativo com unidade 1 / 0.





Índice
P'

Remissivo

[] final de demonstração, 12
(ê) -- final de exemplo, 17
B - assintoticamente iguais, 87
« - assintoticamente menor, 87

-.' -- assintoticamente proporcional, 87
.In -- segmento de N, 14, 22, 193
n » 0 -- a partir de algum índice, 66

Cauchy, A-L., 84
Classe de equivalência, IO
Coeâciente angular, 128
Cohen, P., 27
Combinação convexa, 37, 72, 80
Comutatividade, 13. 30
Conju«to(s)

aberto, 83
compacto, 90
conjunto dos subconjuntos de um, 4, 10
cota inferior ou superior de um, 41, 42
das partes de um, 4
de Cantor, 90
diâmetro de um, 49
diferença de, 4
enumerável, 24
enumeração de um, 24
equipotentes, 6, 26
finito. 23
ilimitado, 42
ínâmo de um, 42
inânito, 24
limitado, 15, 42
limitado superior ou inferiormente, 42
máximo ou mínimo de um, 14
menor cota superior, 41
não enumerável, 26
produto cartesiano de, 4
sequencialmente compacto, 90
simétrico em relação à origem, 61
supremo de, 41
união e interseção de, 4
vazio, 3

Constante de Euler, 88
Contraposição, 3
Corpo, 197

adição num, 197
associatividade num, 197
comutatividade num, 197
de característica, 0, 198
distributividade num, 197
elemento recíproco, 197
elemento simétrico, 197
elementos inversos num, 197
elementos neutros num, 197

Abel, N.. 38
fórmula das somas parciais de, 38

Algoritmo da divisão, 15, 32
Aplicação(ões), 4

bijetora, 5
contradomínio de uma, 4, 5
domínio de uma, 4, 5
extensão de uma, 5
gráfico de uma,, 4
identidade, 5
iguais, 5
imagem de uma, 5
imagem direta de conjunto por uma, 5
imagem inversa de conjunto por uma, 5
inclusão. 5
injetora, 5
inversa de uma, 6
pré-imagem de conjunto poi uma, 5
restrição de uma, 5
sobrejetora, 5

Área. 144
Arquimedes, 33
Associatividade, 13, 30
Axioma(s)

da escolha, ].94, 195
de N, ],l
fundamental da Análise, 41

Bernoulli, J.. 34. 56
Bijeção, 5
Bolzano, B., 78, 84

Cancelamento, 13, 30
Cantor, G., 4, 22, 26, 27
Cardinal

finito, 23
menor ou maior, 26
mesmo. 6, 26

40, 45 83

213



214 Índice Remissivo

Corpo (corttznuaçâo)
multiplicação num, 197
neutro da, adição, ly7
neutro da multiplicação, 197
ordenado, 198

produto num, 197
quociente num, 197
soma num, 197
subtração num, 197
unidade de um, 197
zero de um, 197

Corpo ordenado
arquimediano, 200
completo, 205
corte de, 202, 206
elemento maior do que, 198
elemento menor do que, 198
elemento negativo, 198
elemento positivo, 198

Corte (de Dedekind), 202, 206
elemento separador de, 202, 206

Cota superior, 19
Critério

de Cauchy, 85, 96
do confronto, 67, 78

fechada, 52
rectirsiva. 16

l-binla lecllacla, IG
n'ação contínua, 54
n:nção(õe;)

antiderivada de uma, 133, 142
contínua, 116
crescente, 50
de Dirichlet, 119, 127
de ordem menor, 157
decrescente, 50
deriváveis, 133
derivável, 133
derivável num ponto, 128
derivada de uma, 133
derivada em um ponto, 128
descontínua, 118
integral de uma, 163
limitada. 50
limitada numa vizinhança, 155
monótona, 50
oscilação de uma, 61, 123, 125
par e ímpar, 61
parte par e ímpar de, 61, 126
parte positiva e negativa de uma:
periódica, 149
primitiva de uma, 133, 142
singularidade de uma, 150
soma e produto de, 50
tangentes, 156

126

da Venci, L.. 54
de Moivre, A., 18
de Morgan, A., 7
Dedekind, R., 2, 11, 22, 26, 40, 45
Deânição recursiva, 16
Derivada

lateral, 153
Desigualdade

de Bernoulli, 34
de Cauchy-Schn'arz, 148
triangular, 35, 199

Diâmetro, 49
Diagrama de teia de aranha, 53
Diferença, 14
Dirichlet, P., 4, 107, 119, 127
Distância, 200
Distributividade, 13, 30
Divisão, 15, 35
Dízima periódica, 31

simples, 36
Domínio de convergência, 165

Gõdel, K., 27
Galileu, 22, 130

Halmos, P., 192
Heine, H., 128
Hilbert, D., 27

Hipótese do Contínuo, 27

Imagem
de aplicação, 5
direta de conjunto, 5
inversa de conjunto, 5

Inclinação, 128
Indução, 12, 19
Inâmo. 42
Integral

de função contínua, 163
inferior e superior, 162

Intervalo
partição de um, 160

Intervalo aberto, 35
Intervalo fechado, 35
enter«alo(s), 34

compacto, 35
encaixados, 81, 204

irracionalidade de, 110
Elemento máximo e mínimo, 35
Elementos máximo e mínimo, 15
Elementos neutros e inversos, 30
Euclides, 11, 21, 22, 27, 33, 45
Eudoxo, 33, 40
Euler, L,, 4, 18, 77
Expansão decimal, 31
Expansão do binómio, 34

e. 77

Landau, E., 2
Leibniz, G., 4, 189
Leis de cancelamento, 13, 30
Limite, 151
Limite de uma sequência, 73
Limite inferior e superior, 78
Limite(s)

índetrmínação, 152, 155
Lucas, E., 16, 17

Fórmula fechada.
Fatoria1, 14, 36

raiz do, 91
Fermat, P., 138
Fibonacci, 17
Fórmula

aberta, 52

16



Índice Remissivo 215

Máximo divisor comum, 20
Mínimo múltiplo comum, 19
Máximo e mínimo de um conjunto:
Média

aritmética, 45, 62, 80, 81
aritmetico-geométrica, 81
geométrica, 45, 81
harmónica. 45
ponderada, 50, 149

Montmort. P., 18
Movimento retilíneo, 129, 131, 161
Múltiplo, 13, 14

Princípio
da Bua Oidenaçãu, 15
da Indução Matemática, 12, 19
da Não Contradição, 2
da Tricotomia, lO
do Terceiro Excluído, 2

Produto de naturais, 13

Proposição(ões), l
condicional, 2

contrapositiva, 3
equivalentes, 3
recíproca, 3

Propriedade
do valor intermediário, 48, 119, 203

PVI -- Propriedade do valor intermediário.

15, 35

N -- Números naturais. 12
Núm«o(s)

algoritmo da divisão, 15, 32
áureo, 55
combinatórias, 17, 36
de Bernoulli, 56
de Euler, 77, 110
inteiros, 30
irracionais, 41
naturais, 12

soma e produto anitos de, 13
par ou ímpar, 14, 15
parte inteira de, 32, 46
parte positiva e negativa de um
primo, 14
primos entre si, 14
racionais, 30

forma irredutível de, 30
reais, 41, 206, 208
sucessor de um natural, ll

48 119

Q -- Números racionais, 30
Quociente, 14, 15, 35

R -- Números reais, 41, 206,
Raiz

enésima, 42
quadrada, 43

Redução ao absurdo, 3
Regra da cadeia (RC), 133
Relação, 9

de equivalência, lO
de ordem. lO
de ordem linear (ou total)
domínio de uma, 9
funcional, 9

Resto, 15, 35
Reta tangente, 129
Riemann, B., 109
Rolle, M., 138
Russel, B., 194

208

38

10

Ordem
dos naturais, 14
dos racionais, 32
fechamento da, 198
linear (ou total), 14, 32
monotonicidade da, 32
total, 210
transitividade da, 32, 198
tricotomia, 32, 198

Oresme. N., 60, 130
Oscilação, 61, 125

Série harmónica, 98
Segmento de N, 22, 193
Sequência(s), 16, 50

assintoticamente iguais, 87
assintoticamente maior, 87

assintoticamente proporcional, 87
convergência imprópria de, 85
convergente, 73
crescente. 16
das médias aritméticas, 62, 80, 81
de Cauchy, 84, 201
de Cauchy, equivalentes, 208
de Fibonacci, 55, 57, 62
de naturais, 16

de um conjunto, 52
divergente, 74
divergente a oo, 85
enésimo termo de uma, 51

geométrica, 51, 56, 62, 66
harmónica, 60, 85
imagem de uma, 51
índice do termo inicial de uma, 51
limitada, 56
limite de uma. 73
múltiplo de uma, 80
monótona, 56
nula, 65

período de uma, 63
periódicas, 63

Parte fracionária, 32, 46
Parte inteira, 154
Parte par e ímpar, 61, 126
Parte positiva e negativa, 38, 126
Partição, 160
Partição de um conjunto, IO
Pascal, B., 17, 36
PBO -- Princípio da boa ordenação, 15
Peano, G., ll
Plhl - Princípio da indução matemática, 12
PIM2 -- Princípio da indução matemática, 19
PIMG -- Princípio da indução matemática, 19
Ponto

de fronteira, 83
interior. 83
limite de intervalos encaixados, 204
médio, 33

Ponto fixo, 8, 77, 116
Potenciação, 14, 34
Pré-imagem de colnjunto, 5



216 lildice Remissivo

Sequência(s) (continuação)
permanência do sinal de uma, 78
permanência do sinal em, 74
subsequência de uma, 59
termo inicial de uma, 51
teste da razão para, 72, 79, 90
transladada. 80

Série(s), 92
absolutamente convergente, 105
binomia1, 180
comutativamente convergente, 107
condicionalmente convergente, 105
convergente, 92
divergente, 92
exponencial, 94
geométrica, 53, 56, 75, 93, 97
harmónica, 60, 94, 96. 98
harmónica alternada. 91. 102
majorante, 97
reduzida de uma. 92
resto. ou erro, 93
soma de uma, 92, 104
soma parcial de uma, 92
termo geral de uma, 92
teste da série alternada. 103
teste da comparação de, 97
teste da convergência absoluta de, 105
teste da divergência de, 96
teste da razão de, 100
teste da razão para convergência absoluta de:
truncamento de uma, 93

Singularidade, 150
de primeira espécie, 153
de salto, 153
essencial. 151
removível, 151

Soma de naturais, 13

Soma inferior e superior, 160
Stifel. M.. 36

Subconjunto próprio, 3
Subsequência, 59
Sucessor. ll
Supremo, 41

Termo, 16
Terno pitagórica, 40
Teste da

série alternada, 103
comparação de séries, 97
convergência absoluta, de séries, 105
divergência de séries, 96
razão para convergência absoluta, 106
razão para séries, 100
razão para sequências, 72, 79, 90

Teste de Leibniz. 103
TR -- l.'este da razão para séries, 100
TROA -- Teste da razão para convergência absoluta
TSA - Teste da série alternada, 103
TW -- Teorema de \Veierstrass, 122

106

Valor absoluto, 35, 199
Valor de aderência, 78
Velocidade, 131

instantânea. 131
média, 131

Vizinhança, 83

Weierstrass, K., 78

Z -- Números inteiros, 30

106

TBW -- Teorema de Bolzano--Weierstrass, 78
TCA -- Teste da convergência, absoluta de séries
TCD -- Teste da comparação de séries, 97
TCM -- Teorema da convergência monótona, 76
TD -- Teste da divergência de séries, 96
Teia de aranha, 53
Teorema

de Heine, 128
critério de Cauchy, 85, 96
da convergência monótona -- TCM, 76
da definição recursíva, 192
da derivada da composta, 133
de Bernstein, 196
de Bolzano-Weierstrass, 78
de Darboux. 142
de Fermat, 138
de Riemann, 109
de Rolle. 138
de Weierstrass (TW), 122
do valor médio da integral, 148, 149
do valor médio, de Lagrange (TVM), 138
fundamental da Aritmética, 21

105


