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Capitulo 3

Funcoes

Passamos agora ao estudo do conceito de convergéncia, em sua versao continua. No que segue,
todas as funcoes sdo reais e utilizamos, sem maiores explicagdes, as propriedades de niimeros
reais e de sequéncias reais que foram desenvolvidas nos capitulos precedentes. Da mesma forma,
para obter exemplos mais significativos, utilizamos as func¢des transcendentes seno, cosseno,
exponencial e logaritmo, apresentadas ao final do primeiro capitulo.

3.1. Continuidade

Seja f : X — R uma fungao real qualquer. Podemos interpretar f como um operador de sequén-
cias, ja que, a cada sequéncia (z,) do dominio X de f podemos associar uma sequéncia (y,) da
imagem f(X) de f, definida, naturalmente, com qualquer n, por

Yn = f(xn)

A continuidade de uma funcgéo é caracterizada pela preservacao da convergéncia dessas sequén-
cias. Mais precisamente, dado um ponto o € X qualquer do dominio de f, dizemos que f é
continua em o se (y,) for uma sequéncia convergente com limy, = f(o) sempre que (z,) for
uma sequéncia convergente de X com limz, = ¢. Em menos palavras, f é continua em o se
f( lim .)Sn) = lim f(z,) sempre que lim z, = o ou, entao,

o v= 1
f(zn)
/ z
/ Tno Tn+1

Figura 3.1. A continuidade de f em o

Exemplo 3.1. As fungdes constantes e a identidade g sdo, claramente, continuas em cada
ponto de R. Pelo Exercicio 2.2.9, sabemos que z,, — 0 = |z,| — |o|; agora, isso significa
que a funcdo valor absoluto é continua em cada ¢ € R. Também sabemos, pela Proposicao
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116 3. Fungoes

2.30, que 1/z, — 1/o, sempre que &, — ¢ # 0. Dessa forma, a fungao racional definida por
f(x) =1/x é continua em cada ponto de seu dominio. ®

Pelas propriedades operacionais dos limites de sequéncias (Proposicdo 2.30), decorre que
combinagoes lineares e produtos de fungdes continuas num ponto sdo continuas nesse ponto.
Segue dai que sdo continuas em cada ponto todas as func¢les polinomiais de uma varidvel real.
A continuidade das fungoes exponenciais f(z) = b® (com b > 0 fixado), das poténcias f(z) = z¢
(com um real ¢ fixado) e da fungéo logaritmo f(z) = logz em cada ponto de seu dominio é o
conteido do Exemplo 2.33, a pagina 76. Nos exemplos, também utilizaremos a continuidade das
funcdes trigonométricas (o que sé veremos no Capitulo 4).

Dizemos que uma fungdo f : X — R é continua em A C X se f é continua em cada ponto
de A. Qualquer fungdo é continua em subconjuntos discretos de seu dominio. (Ver Exercicio
3.1.2.) Dizemos, simplesmente, que uma funcao é continua se for continua em cada ponto de seu
dominio. Observe que toda sequéncia define uma fungao continua, ja que seu dominio é discreto.

A continuidade é herdada por composi¢go. Se f for continua (em o) e g for continua (em
f(a)), entdo a composta g o f é continua (em o), sempre que essa composta exista, ou seja, se
f(X)CY,onde f: X 5 Reg:Y — R. De fato,

Tn — 0 = f(zn) — flo) = (g0 f)(zn) — (90 f)(0).
Lembramos disso dizendo que é continua a composta de fungbes continuas. Assim, por exemplo,
fixado b € R, sao continuas em (—b,+o00) as fungdes definidas por log(b + z) e vVb+z. A
continuidade dessa tultima foi demonstrada no Exemplo 2.34 e usada, sem mencionar a palavra

“continuidade”, no Exemplo 2.37, em que mostramos que o limite de uma sequéncia definida
por iteracdo é o ponto fixo da fungéo iterada. Isso é bem geral.

Exemplo 3.2. Se a sequéncia (x,) definida pelas iteradas zp11 = f(z,) de uma funcio f for
convergente e se a fungao for continua em o = lim z,,, entédo

o =limzpy1 = lim f(zy) = f(limzy,) = f(o),

ou seja, esse limite é um ponto fixo da funcéo iterada. O]

y = f(z)

g =1 g og+r
Figura 3.2. A permanéncia do sinal de uma fung¢éo continua em o

Da mesma forma que as propriedades operacionais das sequéncias convergentes sao herdadas
pela continuidade, também a permanéncia do sinal e o confronto de sequéncias convergentes sao
transmitidos & continuidade. (Ver Exercicio 3.1.1.)

Lema 3.3. (Permanéncia do Sinal) Sejam f : X — R uma fungao continua num ponto o € X e
A € R dados. Se f(o) > A, entdo exister > 0 tal que f(x) > A, com qualquer x € XN(o—r,0+7).

Resultado andlogo vale se f(o) < X e, portanto, se f(o) # .
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Demonstragao. Sejam f continua em o e A € R dados. Usamos contraposicao. Digamos que
nao cxista r > 0 com a propriedade |z — 0| < r = f(z) > A, com z € X. Isso significa que,
dado r > 0, sempre podemos encontrar z € X tal que |z—o| < r e f(z) < A\. Em particular (por
indugéo), dado qualquer n € N podemos encontrar z, € X tal que |0 — z,| < % e f(zp) < A
Dessa forma, obtemos uma sequéncia (z,) de X tal que z, — o e, portanto, f(z,) — f(o),
pela continuidade de f em 0. Como f(z,) < A com n € N, a permanéncia do sinal de sequéncias
garante que, também, f(o) < A. (Ver Lema 2.25.) 0

Exemplo 3.4. O quociente de fungdes continuas num ponto é continuo nesse ponto, desde que
o denominador seja nédo nulo no ponto em consideracao. De fato, sejam f,g : X — R duas
fungoes continuas num ponto o € X. Se g(o) # 0, entdo a permanéncia do sinal de fungoes
continuas garante que existe 7 > 0 tal que g(z) # 0, com z € (0 — r,0 + r) N X. Desse modo, o
quociente f/g das duas fungdes estd bem definido em (o —r,0 +7)N X e é continuo em o, pela
Proposicao 2.30. (Ver, também, o Exercicio 3.1.7.)

Em particular, toda fungéo racional é continua em cada ponto no qual o polinémio do
denominador ndo se anula, ou seja, em cada ponto de seu dominio. ©

Definicoes Equivalentes

Para estabelecer a continuidade de uma fung¢éo num ponto o de seu dominio X, a defini¢éo exige
que verifiquemos se f(z,) — f(o) com toda e qualquer sequéncia (z,,) de X tal que z, — 0.
Sera isso, de fato, necessario? Na verdade, ndo é preciso verificar isso com todas as sequéncias
que tendem a o, bastando considerar as sequéncias mondtonas que tendem a o. Mais que isso,
como a sequéncia constante z, = o sempre leva & sequéncia constante f(z,) = f(o), basta
considerar as sequéncias (monétonas) de X — {0} que tendem a o e, dessas, apenas as crescentes
e as decrescentes. (Ver Exercicio 3.1.6.)

A continuidade de uma fun¢éo num ponto de seu dominio também pode ser caracterizada
sem referéncia direta a sequéncias, dizendo que f é continua em o se f(x) estiver situado arbi-
trariamente prozimo de f(o) sempre que z estiver suficientemente prézimo de o. Em simbolos,
temos a afirmacao seguinte.

Dado qualquer € > 0, existe algum § > 0 tal que, qualquer que seja z € X, vale
|z —0o|<d = |f(z) — flo)] <e.
Mostremos que essa afirmacao equivale & continuidade de f em o.

Suponhamos que a afirmagio seja vélida e mostremos que f é continua em o. Para isso,
consideremos uma sequéncia (z,) qualquer de X tal que x, — o e mostremos que também
f(zn) — f(o). Lembremos que isso significa que, dado qualquer € > 0, precisamos mostrar a
validade de |f(z,) — f(0)| < € com n > 0. Seja, pois, dado € > 0 arbitrariamente e tomemos o
d > 0 fornecido pela afirmagéo. Com esse d > 0, nossa hipé6tese x,, — o garante a validade de
|zp, — o] < ¢ com n > 0. Pela afirmacao, |f(z,) — f(0)| < € decorre de |z, — o| < §, portanto,
estabelecemos que |f(z,) — f(0)] < € vale com n > 0. Como isso é valido com qualquer € > 0,
estabelecemos que f(z,) — f(0). Como isso é vélido com qualquer sequéncia (z,) de X tal
que x, — o, podemos concluir que f é continua em o.

Reciprocamente, suponhamos que a afirmacao seja falsa e mostremos que, nesse caso, f nao
é continua em o. Seja, pois, €9 > 0 tal que, qualquer que seja § > 0, exista algum x € X tal que
nao valha |z — o] < § = |f(z) — f(0o)| < €0, ou seja, vale |z — o] < §, mas |f(z) — f(o)| = 0.
Assim, tomando ¢ = 1, obtemos z; € X com |z; — 0| < 1, mas |f(z1) — f(o)| > eo; tomando
§ = 3, obtemos x5 € X com |23 — 0| < &, mas |f(z2) — f(0)| > €, e assim por diante. Desse
modo, construimos uma sequéncia (x,) de X com |z, —0o| < +, mas |f(zn)— f(0)| > €0, qualquer
que seja n € N. Em particular, pelo critério do confronto para sequéncias, temos z,, — o, mas
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de |f(zn) — f(0)| = €0 > 0 decorre que (f(z,)) é divergente ou, entdo, convergente com limite
distinto de f(o). A existéncia dessa sequéncia garante que f nao é continua em a.

O argumento que acabamos de apresentar é bastante utilizado em Andlise quando queremos
provar alguma afirmacgéo do tipo H = (Va)(3b)(Ve)[P(a,b,c)] e, para isso, usamos contra-
posigao. Assim, partindo da negacdo (3a)(Vb)(3c)[~ P(a,b,c)], tomamos esse a que existe e, ao
invés de utilizar todos os b disponiveis, consideramos apenas os termos b, de alguma sequéncia
nula conveniente (muitas vezes, b, = %—) e, para cada um desses by, escolhemos um ¢, correspon-
dente tal que valha ~ P(a, by, ¢, ). Desse modo, obtemos duas sequéncias, com as quais tentamos

chegar a ~ H. Esse procedimento ja foi utilizado, por exemplo, na demonstragao do Lema 3.3).

Descontinuidades

Se uma fungao ndo for continua nalgum ponto de seu dominio, diremos que a fungéo é des-
continua; mais precisamente, dizemos que uma funcao é descontinua em o se nao for continua
no ponto o de seu dominio. Para estabelecer que uma funcao f seja descontinua num ponto o de
seu dominio X, basta encontrar uma tnica sequéncia (z,) do dominio X que seja convergente a
o mas tal que a sequéncia ( f (a:n)) da imagem seja divergente ou, entdo, convergente com limite
distinto de f(o).

Observe que uma func@o sé pode ser descontinua em pontos de acumula¢éo do dominio, j4
que toda funcéo é continua em cada ponto isolado do dominio. (Ver Exercicio 3.1.2.)

Fora do mundo das funcoes polinomiais, racionais, poténcias, exponenciais e trigonométricas,
existem fungdes com variados tipos de comportamento. Podemos exibir fungdes que sdo des-
continuas em apenas um ponto, ou descontinuas em todos os pontos, ou até continuas em apenas
um ponto, como segue.

Exemplo 3.5. Fixado a € R, seja f, : R — R a fungéo real definida por
1, se x>0,
falx) =< a, se z=0,
-1, se <0,

cujo grafico “pula” do grafico constante igual a —1 em (—o00,0) para o constante 1 em (0, 00).
Essa funcdo é continua em cada ponto de R, exceto em o = 0. (Ver Figura 3.3.)

Y

Figura 3.3. Essa fungéo s6 é descontinua em 0
De fato, f, é continua em cada ponto de R — {0}, por ser constante. No entanto, as duas
sequéncias definidas por zf = +1/n convergem a 0, mas f,(z}f) — 1 e fo(z;) — —1, de
modo que pelo menos uma dessas duas sequéncias nao converge a f,(0) = a, independentemente
do valor a escolhido para f,(0). Assim, f, néo é continua em 0. ©

Exemplo 3.6. Seja Ip : R — R a funcao indicador de Q, definida por

1, se z€Q,

In(z) =
Q(L‘) 0, se z€R-Q,
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cujo grafico “pula” entre os graficos das retas horizontais y = 0 e y = 1. (Ver Exercicio 0.0.21.)
Essa tungiio, conhecida como fungdo de Dirichlet, ndo é continua em ponto algum. De [alo, se o
for racional, escolhemos uma sequéncia (x,) qualquer de irracionais que convirja a ¢ e obtemos
Ig(z,) =0 — 0# 1 = Ig(o) e se o for irracional, escolhemos uma sequéncia (z,) qualquer de
racionais que convirja a o e obtemos Ig(z,) =1 — 1 # 0 = Ig(0). (Ver Exercicio 2.2.6.) ®©

Exemplo 3.7. Seja f : R — R a fungdo real definida por

z+1, se xz€Q,
fla) = Y
2, se z€R~—-Q,

cujo grafico “pula” entre os graficos das retas y = z + 1 e y = 2. Essa variagdo da fungao de
Dirichlet sé é continua num nico ponto, a saber, no ponto em que as duas retas se cortam.

y=z+1,
sexeQ

y=2,
sex €R—-Q

Figura 3.4. Essa fungdo sé é continua em o =1

De fato, se (z,) for uma sequéncia qualquer convergente a o, entdao z, +1 — o + 1 por
valores racionais de z, e z, = 2 — 2 por valores irracionais de z,. Como 0 +1 = 2 se, e 80
se, 0 = 1, resulta que f tem o unico ponto de continuidade ¢ =1, no qual asretas y =z + 1 e
y = 2 se cortam. (Ver Figura 3.4.) ®©

A Propriedade do Valor Intermediario

Dizemos que uma funcdo f : X — R tem a propriedade do walor intermedidrio, abreviada por
PVI, se a imagem direta f(I) de qualquer intervalo I C X contido no dominio de f também for
um intervalo. Usando a caracterizacdo de intervalo como um conjunto com a PVI isso significa
que, dados quaisquer a,b,d € R tais que a,b € I C X, se d estiver entre f(a) e f (b), sempre
existe algum ¢ € I, também entre a e b, tal que d = f(c) € f(I). (Ver Exercicio 1.4.14.)

Uma maneira pratica de provar isso pode ser dada nos moldes da prova alternativa que vimos
do Teorema 2.41 de Bolzano-Weierstrass, no capitulo precedente.

De fato, supondo, por exemplo, que f(a) < d < f(b), com a < b, temos trés opgoes para o
ponto médio ¢; = $(a + b) do intervalo [a,b]: ou f(c1) = d, e estamos prontos, ou f(c1) > d, ou
flc1) < d. Se f(c1) > d, passamos ao subintervalo [a,c1] e, se f(c1) < d, ao subintervalo [e1, b],
retomando o processo de considerar o ponto médio. O processo termina quando encontramos
o ponto em que f vale d, ou continua indefinidamente; nesse caso, obtemos um ponto pelo
principio dos intervalos encaixados no qual, por continuidade, o valor de f é d.

A prova que apresentamos a seguir, substitui o processo de infinitas escolhas de subintervalos
e o principio dos intervalos encaixados pelo axioma do supremo.



120 3. Fungoes

Teorema 3.8. (Teorema do Valor Intermedidrio — TVI) A imagem direta por uma funcdo
conlinua de qualquer indervalo contido no dominio da funcdo é wm intervalo.

Demonstragao. Seja f: X — R uma fungéo continua e suponha que a < b e d € R sejam tais
que [a,b] € X e f(a) < d < f(b) (o caso b < a é andlogo); mostremos que existe algum c € (a, b)
tal que f(c) = d. Seja C = {z € [a,b] : f(z) < d}. Temos que a € C e C C [a,b] ¢ limitado, de
modo que existe ¢ = sup C € [a,b]: vamos mostrar que c € (a,b) e f(c) =d.

Ora, como f(a) < d e f é continua em a, a permanéncia do sinal garante que existe algum
r > 0 tal que [a,a + r) C C, mostrando que a < ¢. Do mesmo modo, f(b) > d e a permanéncia
do sinal garantem que existe algum r > 0 tal que C C [a,b — r], mostrando que ¢ < b. Assim,
a < ¢ <b. Também f(c) < d acarreta [c,c+ 1) C C, com algum r > 0, o que é impossivel, pois
¢ é cota superior de C. Logo, c € (a,b) e d < f(c).

Finalmente, por defini¢éo de supremo, dado qualquer n € N, podemos escolher algum z,, € C
tal que ¢ — % < z, < c. Entdo f(z,) < d com n € N e, pelo confronto, a sequéncia (z,) de

X assim obtida satisfaz z, — c¢. Por continuidade de f e permanéncia do sinal de limites de
sequéncias, decorre que f(c) = lim f(z,) < d. Assim, f(c) =d. O]

/10)

y=f(z) d

e L f(a)

Figura 3.5. A propriedade do valor intermedidrio

Exemplo 3.9. Existe alguma raiz real de z° 4 423 — 222 + 2 — 3 entre 0 e 1, pois a funcéo
f(z) =25 +423 — 22> +  — 3 é continuaem R e f(0) = -3 <0< 1= f(1).

Exemplo 3.10. A cibica dada por f(z) = z(z + 1)(z — 1) = 2® — 2 é continua e tal que
f(=2) = —6 < 0 < 6 = f(2), mas existem trés pontos c entre —2 e 2 tais que f(c) = 0, a saber,
c=-1,0el. O]

O TVI garante que existe pelo menos um ponto ¢ tal que f(c) = d. No exemplo precedente,
obtivemos trés. E claro que se a fungao continua for injetora no intervalo, existe exatamente um
tinico ponto ¢ tal que f(c) = d. Assim obtemos uma maneira alternativa de mostrar a existéncia
de todas as raizes de todos os ntimeros reais positivos. (Ver Exercicio 1.4.28.)

Proposigao 3.11. Dados z € R positivo e n € N, existe, e € unica, a raiz enésima {/x de x.

Demonstragao. Fixado n € N, sabemos que é continua em R a fungao poténcia definida por
f(z) = 2", com z € R. Também é injetora em (0,+00), pois 0 < z < y = 2" < y™.

Dado z > 0, mostremos que existe um tnico ¢ > 0 tal que z = f(c) = ¢™. Isso é imediato
com n = 1, portanto, podemos supor que n > 2. Pela propriedade arquimediana, existe m € N
tal que = < m, e é claro que m < m". Logo, f(0) = 0 <z <m™ = f(m) e o TVI garante que
existe ¢ > 0 tal que ¢® = f(c) = z. Como a funcao f é injetora, a raiz enésima de z é inica. [J
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A reciproca do TVI néo é vélida, pois existem exemplos de fungdes descontinuas com a
propriedade do valor intermediério. (Ver Exercicio 3.1.27.) No entanto, a reciproca é vélida na
calegoria especial das fungdes mondtonas.

Teorema 3.12. Se a imagem direta de um intervalo por alguma fung¢do mondtona for um
intervalo, entdo a funcdo € continua nesse intervalo.

Demonstracao. Seja f uma funcdo néo crescente num intervalo I qualquer e digamos que f
seja descontinua num ponto o € I. Pelo Exercicio 3.1.4, existe alguma sequéncia (z,,) de I —{o}
que é crescente ou decrescente e convergente a o, mas tal que ( f (:rn)) diverge ou converge a um
ponto distinto de f(o). Vamos supor que (z,) seja crescente.

Como f é nao crescente e T, < Tn+1 < o com 1 € N, obtemos

f(zn) 2 f(Tni1) 2 flo),
qualquer que seja n € N. Segue que a sequéncia ( f(mn)) é decrescente e limitada inferiormente
por f(o), de modo que essa sequéncia converge, com lim f(z,) = inf{f(z,)} > f(o). (Ver
Teorema 2.35.) No entanto, essa sequéncia nio converge a f (o), portanto, n = lim f(z,) > f(o).
Mostremos que nenhum ponto entre f(o) e n pertence a imagem de f, com o que a imagem de
f néo é um intervalo, pois [z1,0] C I, mas f([z1,0]) = [f(0), f(z1)] € I.

Y
y = f(z)
f('r'n.—H)
VI — 700 RN IO
f(o) ?
T -
Tn Tn41

Figura 3.6. A imagem de uma funcio decrescente e descontinua néo pode ser um intervalo

Se algum y € (f(0),n) fosse um ponto da imagem de f, entdo existiria z € I tal que f )=y
e, dado qualquer n € N, de
flo) < f(z) <n < f(zn)
decorreria que z, < < o, de modo que o critério do confronto garantiria z = o, o que €
impossivel, ja que f(z) =y # f(o0).
A prova é andloga se (z,,) for decrescente, bem como nos dois casos de f nao decrescente. [

Coroldrio 3.13. Uma funcdo mondtona num intervalo é continua se, e sd se, tem a propriedade
do valor intermedidrio. O

Corolario 3.14. Toda funcdo continua e injetora num intervalo € crescente (ou decrescente) e
sua funcdo inversa também é continua, injetora e crescente (ou decrescente).

Demonstracgao. Seja f : I — R continua e injetora no intervalo I. Pelo TVI, a imagem
J = f(I) de f é um intervalo e, por ser f injetora, existe a funcdo inversa g : J — R de f. Pelo
Exercicio 3.1.23, f é crescente (ou decrescente) em [, com inversa crescente (ou decrescente).
Como a imagem de g é o intervalo I, o Teorema 3.12 garante que a inversa g é continua. O
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Exemplo 3.15. Fixado n € N, a funcdo raiz enésima g(z) = {/z definida em [0, +00) é crescente
e continua, com fungéo inversa f : [0,4+00) — R dada pela poténcia enésima f(z) = z™. ©

O Teorema de Weierstrass

Exemplo 3.16. A funcao racional continua definida por f(z) = 1/x leva o intervalo limitado
ndo fechado (0, 1] no intervalo ilimitado [1,00) e leva o intervalo fechado nao limitado [1,00) no
intervalo uao fechado (0,1].

Figura 3.7. A funcgdo continua f(z) = 1/z leva intervalos compactos do dominio em intervalos compactos

No entanto, essa func@o leva qualquer intervalo limitado e fechado (ou seja, compacto) do

dominio num intervalo limitado e fechado; por exemplo, leva [-3, —2] em [— %, —%] ©

Em geral, nenhuma fungéo continua pode levar um intervalo compacto do dominio num
intervalo ilimitado.

Proposicao 3.17. A imagem direta por uma fungao continua de qualquer intervalo compacto
contido no dominio da fungdo é um intervalo limitado.

Demonstracao. De fato, suponha que [a,b] € X seja um intervalo compacto e que seja ili-
mitada a imagem direta de [a,b] pela fungdo continua f : X — R. Escolhendo, com qualquer
n € N, algum y, € f([a,b]) tal que n < |y,|, obtemos uma sequéncia (z,) de [a,b] tal que
n < |ya| = |f(@a)], com n € N.

Pelo Teorema 2.41 de Bolzano-Weierstrass, essa tltima sequéncia possui alguma subsequén-
cia convergente. Se (zy, ) denotar uma tal subsequéncia e se xy, — ¢, entéo k, > n e ¢ € [a, b,
ja que [a,b] é um intervalo fechado. Mas, por continuidade, f(zy,) — f(c), de modo que
n < kn < |f(zg,)| — |f(¢)|, 0 que é uma contradigdo. Desse modo, provamos que f([a,b]) é
um conjunto limitado. O

Tampouco pode funcdo continua alguma levar um subintervalo compacto do dominio num
intervalo néao fechado.

Teorema 3.18. (Teorema de Weierstrass — TW) A imagem direta por uma funcao continua de
qualquer intervalo compacto contido no dominio da fungdo € um intervalo compacto.

Em mais palavras, o TW afirma que se f : X — R for continua em [a,b] C X, entao existem
os valores minimo m e maximo M de f em [a, b], ou seja, temos f([a,b]) = [m, M]; em particular,
existem z1,x2 € [a,b] tais que

m = f(z1) < f(z) < fz2) = M,

qualquer que seja z € [a,b]. Assim, toda funcao continua atinge algum valor minimo e algum
valor méximo em cada intervalo fechado e limitado.

Demonstragao. Sejam f : X — R uma fun¢do continua e [a,b] € X. Queremos mostrar que
f(Ja,b]) é um intervalo fechado e limitado. Pelo TVI e pela proposi¢ao precedente, ji estabe-
lecemos que f([a,b]) é um intervalo limitado. Denotando m = inf f([a,b]) e M = sup f([a,b]),
resta mostrar que f([a,b]) = [m, M].
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Mostremos por que M € f([a,b]). Pela propriedade do supremo, existe uma sequéncia (yn)
de f([a,b]) tal que y,, — M. Assim, obtemos uma scquéncia (z,,) de [a, b] tal que f(z,) — M.
Pelo Teorema 2.41 de Bolzano-Weierstrass, podemos escolher alguma subsequéncia convergente
(zk,) de (z,). Temos f(zk,) —> M. Como [a,b] é fechado, temos zj, — ¢, com algum c € [a, b],
e a continuidade de f garante que f(zg,) — f(c), acarretando que M = f(c) € f([a,b]). De
maneira totalmente analoga, podemos mostrar que m € f([a, b]). |

\ flxg) = M
y = f(z) ]
flz1)=m
a Iy T b T

Figura 3.8. O Teorema de Weierstrass

Para terminar esta segdo, investigamos as oscilagoes de fungdes continuas em intervalos. Se
f: X — R for uma fungéo que é limitada num subconjunto néo vazio A C X, dizemos que

w(f, A) = sup f(A) — inf f(A) = sup {|(c) - f(d)| : c,d € A}
é a oscilagdo de f em A. (Ver Exercicio 1.5.7.)

w(f, e, d])

Figura 3.9. A oscilagdo de f em [¢, d]

Exemplo 3.19. A fungéo racional definida por f(x) = 1/z é continua em seu dominio, mas
possui oscilagoes muito grandes em intervalos muito pequenos. De fato, é imediato verificar que,

dado n € N,
w(f,[33]) =n.

No entanto, as oscilagoes de f sao controladas em subintervalos fechados de intervalos compactos
do dominio dessa fun¢ao, que necessariamente se mantém afastados da origem. ©

Em geral, funcoes continuas em intervalos compactos tém as oscilacoes em subintervalos
uniformemente controladas.

Proposicao 3.20. Seja f : X — R uma fungdo continua num intervalo [a,b] C X. Dado
qualquer € > 0, podemos escolher algum v > 0 tal que

0<w(f,led]) <e¢,

qualquer que seja o subintervalo [c,d] de [a,b] com d —c < 7.
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Demonstragao. Seja f : X — IR uma funcdo continua num intervalo [a,b] € X. Queremos
mostrar que, dado qualquer £ > 0, sempre podemos escolher algum r > 0 de tal forma que
|f(z) — f(y)] < &, quaisquer que sejam z,y € [a,b] com |z —y| < 7.

Digamos que essa afirmacdo seja falsa, ou seja, digamos que €9 > 0 seja tal que, dado
qualquer n € N, sempre existam Zn, yn € [a,b] tais que |zn — ya| < L e |f(zn) — f(yn)| > €0
Dessa forma construimos duas sequéncias de [a, b] e, pelo Teorema 2.42 de Bolzano-Weierstrass,
podemos supor que (uma subsequéncia de) (yn) seja convergente; digamos que y, — ¢ € [a, b].
Entdo também z, = (z, — yn) + yn — 0+ ¢ = c e, por continuidade, ambas as sequéncias
(f(zn)) e (f(yn)) convergem a f(c), acarretando

0=1[f(c) = f(o)l =lim|f(zn) — f(yn)| 2 €0 > O,

o que é uma impossibilidade. O

Exercicios 3.1

3.1.1. Sejam f,g : X — R duas fungdes reais continuas num ponto o € X. Mostre que valem
as afirmagoes seguintes.

(1) f(o) < g(o) se, e 36 se, existir 7 > 0 tal que f(z) < g(z), com z € (¢ —r,0+7) N X.
(2) f(o) < g(o) se, e s6 se, dado qualquer r > 0 existir algum zo € (0 — 7,0 + ) N X tal que
fxo) < g(zo0).
(3) (Critério do Confronto) Se f(o) = g(0) e se h : X — R for uma fun¢éo qualquer tal que
f(z) < h(z) < g(z), com z € X, entédo h é continua em o e f(0) = h(o) = g(o).
3.1.2. Mostre que toda fungéo é continua em cada ponto isolado de seu dominio. Em particular,
mostre que toda sequéncia é uma fungao continua.

3.1.3. Dada uma fungdo f : X — R, defina a funcéo valor absoluto |f| : X — R de f por
|fl(z) = |f(z)|, com z € X. Seja 0 € X um ponto do dominio de f. Mostre que
(1) se f é continua em o, entéo |f| é continua em o;
(2) se f é continua em o e f(0) # 0 entdo, dado qualquer ¢ > 0 tal que |f(c)| > ¢, existe
algum r > 0 tal que |f(z)| > ¢, com z € (0 —r,o+7r)NX.
Dé um exemplo de uma func¢ao que nao é continua em ponto algum de R tal que sua fungao
valor absoluto seja continua em R.

3.1.4. Sejam o € X um ponto de acumulagao de X e f : X — R uma fungdo quaisquer. Mostre
que sdo equivalentes as afirmagcoes seguintes.

(1) Existe alguma sequéncia crescente ou decrescente (z,) de X que converge a o e tal que
(f(zn)) diverge ou converge a algum ponto distinto de f(c).

(2) Existe alguma sequéncia () de X que converge a o e tal que ( I (a;n)) diverge ou converge
a algum ponto distinto de f(o).

(3) f ndo é continua em o.

(4) Existe algum g9 > 0 com a propriedade seguinte: dado qualquer r > 0, sempre existe algum
z € (o —r0+71)NX tal que | f(z) — f(o)] > eo.

(5) Existe algum €9 > 0 com a propriedade seguinte: dado qualquer n € N, sempre existe
algum z,, € (0 — %,a—k %) NX tal que ]f(:cn) — f(cr)i > €.

(6) Existem algum e > 0 e alguma sequéncia (z,) de X — {o} que converge a o, mas tal que

|f(zn) = f(o)| > €0, qualquer que seja n € N.
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3.1.5. Sejam o € X um ponto de acumulacao de X e f : X — R uma fungao quaisquer. Mastre
que séo equivalentes as afirmacdes seguintes, nas quais, para simplificar, usamos a frase
se &, — o, entdo f(z,) — f(o). (3.1)
(1) Dada qualquer sequéncia (z,) mondtona de X, vale (3.1).
(2) Dada qualquer sequéncia (z,,) mondtona de X — {c}, vale (3.1).
(3) Dada qualquer sequéncia (z,) de X, vale (3.1).
(4) Dada qualquer sequéncia (z,) de X — {c}, vale (3.1).

3.1.6. Seja 0 € X um ponto do dominio de alguma funcdo f. Mostre que sao equivalentes as
afirmacbes seguintes.

(1) Dada qualquer sequéncia (z,) crescente ou decrescente de X que seja convergente a o, a
sequéncia (f(zy)) é convergente a f(0).

(2) f é continua em o.
(3) Se (z,,) for alguma sequéncia de X convergente a o, entao a sequéncia ( f(z,)) é convergente.

(4) Se (z,) for alguma sequéncia de X que converge a o, entao a sequéncia ( f (a:n)) tem alguma
subsequéncia que converge a f(o).

3.1.7. Dados uma funcio f : X — R e A C X, dizemos que a fungdo g : A — R definida por
g(z) = f(z), com = € A, é a restricdo de f a A, denotada por f|a4. (Ver Capitulo 0.)

Sejam f : X — R uma fungéo e ¢ € X um ponto do dominio de f. Mostre que

(1) se f é continua em o, entdo existe algum r > 0 tal que a restricdo de f a (o —r,0 + r)NX
é uma fungdo limitada;

(2) f é continua em o se, e s6 se, existe algum 7 > 0 tal que a restri¢do de f a (o —, c+r)NX
é continua em o.

3.1.8. Dados uma funcio f : X — R e B 2 X, dizemos que uma fungéo g : B — R € uma
extensio de f a B se g|g = f. (Ver exercicio precedente.) Seja f a funcao definida em cada z # 0
de R por f(z) = x/|z|. Mostre que nao existe extensio continua alguma de f a R, ou seja, mostre
que se alguma funcdo g : R — R for tal que g(z) = z/|z|, com z # 0, ent@o necessariamente g €
descontinua (em 0). Repita o exercicio, agora com a fungao racional definida em cada z # 0 de
R por f(z) =1/z.

3.1.9. Seja f a fungdo definida em R por f(0) = 0 e f(z) = sen(l/z), com z # 0. Mostre que
f ndo é continua em 0. Repita o exercicio trocando o seno pelo cosseno. Mostre que as fungdes
definidas por cos(1/z) e sen(1/z) em R — {0} nao tém extensdes continuas a R.

3.1.10. Seja ¢ uma funcéo de dominio R — {0} e defina a funcdo f: R — R por f(0) =0 e
f(z) =z - g(z), com z # 0. Mostre que se g for limitada, entdo f é continua em 0. Mostre que
as funcoes definidas por z - cos(1/x) e z - sen(1/z) em R — {0} tém extensoes continuas a R.

3.1.11. Sejam f : X — R uma fungdo continua e o um ponto de acumulagédo qualquer de X
que ndo pertence a X. Mostre que f tem uma extensao continua a X U {o} se, e s6 se, qualquer
que seja a sequéncia (z,,) de X convergente a o, a sequéncia (f(z,)) for convergente.

3.1.12. No Exercicio 1.5.7 definimos a oscilagio de uma fungéo limitada f : X — R num
subconjunto Y C X por w(f,Y) = sup f(Y) — inf f(Y). Sejam, agora, f : X — R uma funcéo
limitada e ¢ € X um ponto do dominio de X. Defina a oscilagdo de f no ponto o por

wi(o) =inf{w(f,jo—r,o+r]NX):r>0}.

Mostre que f é continua em o se, e s6 se, wy(o) = 0.
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3.1.13. Sejam f : R — R uma func@o continua crescente e X C R um conjunto nan vazio e
limitado. Mostre que a imagem f(X) de X por f é um conjunto ndo vazio e limitado e que

sup f(X) = f(supX) e inf f(X) = f(inf X).

Enuncie e demonstre resultado andlogo para funcoes continuas decrescentes. Mostre que esses
resultados sdo falsos com fungoes crescentes ou decrescentes descontinuas.

3.1.14. Mostre que se uma fungao f for continua no intervalo [a,b], entdo

max{f(z) :a <z < b} =sup{f(z) :a<z<b}.
Mostre que a igualdade permanece valida trocando méximo e supremo por minimo e infimo.
Mostre que esses resultados séo falsos com fungdes descontinuas.

3.1.15. Sejam X C R um conjunto néo vazio qualquer e f : X — R uma funcdo continua.
Mostre que f(X) C f(X). Mostre que se X for limitado, f(X) = f(X). Usando o Exercicio
2.3.28, conclua que

sup f(X) =sup f(X) e inff(X)=inf f(X).

3.1.16. Seja f : (—o0,b] — R uma funcao tal que sua restrigdo a (—oo,b) seja crescente. Mostre
que se f for continua em b, entdo f(z) < f(b), qualquer que seja x < b. Mostre que se f for
continua em b, entao f serd crescente. Enuncie e mostre os resultados andlogo para os trés outros
tipos de fun¢des mondtonas. Enuncie e mostre resultados analogos para fungdes continuas em
[a,+00) e mondtonas em (a,+00).

3.1.17. Seja f : [a,b] — R uma fung@o que é continua nas extremidades a e b de [a,b]. Mostre
que se a restri¢do de f a (a,b) for mondtona, entdo f é monétona (do mesmo tipo).

3.1.18. Mostre que se uma fungéo f : I — R for continua no intervalo I e tal que f(z) =0 em
cada « racional de I, entdo f(z) = 0 em cada € I. Dé um exemplo de uma funcéo f: X — R
continua tal que f(z) =0 em cada z racional de X, mas néo valha f(z) =0 em cada z € X.

3.1.19. Sejam X C R um conjunto simétrico em relacdo a origem, ou seja, tal que z € X se, e
s6 se, —z € X. Dada uma fungao f : X — R qualquer, defina as partes par f?: X — R e impar
f*: X - R de f por
fP(z) = 3[f(2) + f(=2)], fi(@) = 3[f (@) = f(-2)],

com z € X. Mostre que fP(—z) = fP(z) e que f'(—z) = —fi(x), qualquer que seja z € X.

Dizemos que uma funcéo f : X — R de dominio X simétrico em relacdo & origem é par se
valer f(—z) = f(z), com z € X, e é impar se f(—z) = —f(z), com z € X. Conclua que toda
fungao de dominio simétrico em relagao & origem é a soma de sua parte par com sua parte impar.
(Lembre do Exercicio 1.5.7.) Tomando X =R e f(z) = e®, obtenha os gréificos das partes par
fP e impar f* dessa fungéo, denominadas cosseno e seno hiperbdlicos, respectivamente.

Mostre que a fungdo f € continua (em o € X) se, e 6 se, as fungdes parte par e parte impar
fP e f*de f slo continuas (em o € X).
3.1.20. Dada uma fungéo f : X — R qualquer, defina a parte positiva f*: X — Rde fea
parte negativa f~ : X — R de f por

@) = 3[lf @)+ f(2)], (@) =3[1f @) - f(@)],

com z € X. Mostre que, qualquer que seja r € X, valem f¥(z) = max{f(z),0} e f~(z) =
max{—f(z),0}, e conclua que f*(z) >0, f~(z) >0, fF(z) ~ f~(z) = f(z) e fT(z)+ f(z) =
|f(z)]. (Lembre do Exercicio 1.3.21.) Tomando f(z) = senz, com z € X = R, esboce os graficos
de f,f1 e f~. Faga o mesmo trocando o seno pelo cosseno.

Mostre que a fungdo f é continua (em o € X) se, e s6 se, as fungdes parte positiva f+ e
negativa f~ de f sdo continuas (em o € X).
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3.1.21. Dadas duas fungoes f,g: X — R, considere as fungdes m, M : X — R definidas por

m(z) = 3[f(z) +g(z) — |f(z) - 9(=)]], M(z) = 3[f(z) + g(z) + |f(2) - g(2)I],
com z € X. Mostre que m(z) = min{f(z),g(z)} e M(z) = max{f(z),9(z)} em cada z € X e
conclua que m(z) < f(z),9(z) < M(z), com z € X. (Lembre do Exercicio 1.3.20.) Tomando f
e g como as funcgbes seno e cosseno em X = R, esboce os graficos de m, f,g e M.
Mostre que se duas fungdes f,g : X — R forem continuas (em o € X), entéo as fungoes
maximo e minimo m, M : X — R de f e g também sao continuas (em o € X). Dé um exemplo
de fungoes descontinuas em algum ponto tais que o minimo e o maximo sejam continuos.

3.1.22. Seja f a fungdo de Dirichlet dada por f(z) =1sexz € Qe f(z) =0sexz € R-Q.
Estude o comportamento do grafico da fungéo definida em R por

(1) f); @ Wl @) z+fle)s @ fl@) (5) 2+ f(a).
Obtenha todos os pontos de continuidade dessas fungdes.

3.1.23. Mostre que toda fungdo continua e injetora num intervalo é crescente ou decrescente.
(Sugestao: use contraposigao, o Exercicio 1.5.3 e o TVL.)

3.1.24. Seja f : [0,1] — [0, 1] uma fungdo continua. Mostre que f possui algum ponto fizo, ou
seja, algum ponto ¢ € [0,1] tal que f(c) = c. (Sugestdo: considere g(z) = z — f(x).) Mostre que
existe algum ¢ € [0,1] tal que f(c) =1 — c. (Sugestdo: considere g(z) =1—z — f(z).)

3.1.25. Considere as fungdes continuas f : [0,1] — R tais que f(0) = f(1).

(1) Dé um exemplo de uma tal fungao que satisfaga f(z) # f(z + %), em cada z € (0, %)

(2) Supondo que f(%) # f(0), mostre que existe algum ponto ¢ € (0, %) tal que f(c) = f(c—l—%).
(Sugestao: considere a fungao g(z) = f(z) — f(z + %))

(3) Generalize os dois itens precedentes de  para 3, 3, etc.

Estabeleca que, a cada instante, existem dois pontos diametralmente opostos (ou seja, antipodas)
do Equador terrestre nos quais se registra a mesmissima temperatura.

3.1.26. Defina a pré-imagem de um ponto b € R qualquer por uma funcéo f : X — R qualquer
como a imagem inversa f~1({b}) = {z € X : f(z) = b}. Mostre se uma fungao f : R — R
for crescente ou decrescente, entao a pré-imagem de cada ponto b € R é um conjunto de, no
méximo, um elemento. Mostre que a pré-imagem do ponto 0 € R pela fungéo f : R — R definida
por f(0) =0e f(z) =sen(l/z), com z # 0, é um conjunto infinito.

3.1.27. Suponha que uma fungido f : R — R tenha a propriedade de regularidade seguinte: a
pré-imagem de cada ponto b € R é um conjunto finito (ou vazio). (Ver exercicio precedente.)
Mostre que se essa funcao f satisfaz a PVI, entao f é continua. Mostre que a fun¢ao f : R — R
definida por f(0) =0 e f(z) =sen(l/z), com z # 0, tem a PVI, mesmo sendo descontinua.

3.1.28. Seja f : I — R uma funcdo monétona. Usando o exercicio precedente (e néo utilizando
o Corolério 3.13) mostre que f é continua se, e sé se, tem a PVI. Dé um exemplo de uma fungao
mondtona f : X — R descontinua com a PVL

3.1.29. Por meio de exemplos, mostre que a imagem direta por uma funcdo continua de um
intervalo fechado pode nao ser fechado e de um intervalo limitado pode n&o ser limitado. Fornega
um exemplo de fungao continua tal que a imagem direta de algum intervalo ilimitado néo fechado
seja fechado e limitado.

3.1.30. Mostre que uma fungao f : X — R é continua se, e sé se, é convergente a sequéncia
( f (.Tn)) definida pela imagem de qualquer sequéncia convergente (z,) de X com limite em X.
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3.1.31. Mostre que uma fungio [ : R R ¢ continua se, e 6 se, é um conjunto aberto a imagem
inversa f~!(B) de qualquer conjunto B C R aberto. Repita o exercicio trocando “aberto” por
“fechado”.

3.1.32. Seja f : X — R uma funcéo qualquer. Dizemos que f é uniformemente continua se,
dado qualquer € > 0, existir algum ¢ > 0 tal que |11 —z2| < § = |f(21)— f(22)| < €, quaisquer
que sejam z1,72 € X. Dizemos que f é lipschitziana se existir alguma constante M € R tal que
|f(z1) — f(z2)] € M|z — 22|, quaisquer que sejam x1,z9 € X.

Mostre que toda funcdo lipschitziana é uniformemente continua e que toda funcéo unifor-
memente continua € continua.

3.1.33. Seja f : X — R uma fungdo de X C R. Dé um exemplo de uma funcio continua em X
e de uma sequéncia (z,) de Cauchy de X tal que ( f (:L‘n)) nao é de Cauchy. Mostre que se f for
uniformemente continua, entao f sempre transforma sequéncias de Cauchy de X em sequéncias
de Cauchy. Mostre que se X for fechado e f for continua, entdo f transforma sequéncias de
Cauchy de X em sequéncias de Cauchy.

3.1.34. Toda funcdo continua num intervalo fechado e limitado é uniformemente continua. Essa
afirmacédo é conhecida como Teorema de Heine, em homenagem a Heinrich Heine (1821-1881).
(Sugestdo: use contraposicao.)

3.1.35. Mostre que a imagem f(C) de uma fungéo continua f : C — R definida num conjunto
compacto C' C R é um conjunto compacto. (Ver Exercicio 2.3.13.)

3.2. Derivada

Sejam f : X — R uma fungao real e o € X um ponto do dominio de f. Dizemos que f é derivdvel
em o se existir alguma fungéo ¢, = <,9£ : X — R que seja continua em o e tal que valha

f(@) = f(0) = po(z)(z — 0), (32)
com qualquer x € X. Nesse caso, dizemos que ¢, (o) é a derivada de f em o, que denotamos
por f'(o).

Como toda fungao é continua em pontos isolados de seu dominio, nossa definigao de derivada
s6 caracteriza uma propriedade da fung@o nos pontos de acumulagdo do dominio dessa funcéo.
Assim, daqui em diante, sempre que considerarmos a derivabilidade de uma fungio num ponto
de seu dominio, estaremos supondo que esse ponto é um ponto de acumula¢ao do dominio da

fungdo. Para simplificar, daqui em diante passamos a supor que o dominio de todas nossas
fungdes sdo intervalos ou uniodes finitas de intervalos de R.

Exemplo 3.21. Se f é uma fungéo constante, entdo ¢, (z) = 0, quaisquer que sejam z,0 € R
e, consequentemente, f'(c) = 0, em cada 0. Se g(z) = z, entdo p,(x) = 1, quaisquer que sejam
z,0 € R e, consequentemente, g’(c) = 1, em cada 0. Se h(z) = a+bz, entdo ¢, (x) = b quaisquer
que sejam z,0 € R e, consequentemente, h'(c) = b, em cada o. Assim, a derivada da funcéo
linear afim h(z) = a + bz, em cada ponto, é a constante b, que é a inclinagdo, ou o coeficiente
angular, da reta y = a + bx que constitui o grafico de h. ®

Em geral, a validade de (3.2) em cada z € X equivale & validade de
_ f(z) = f(o)
Polw) = — —
em cada x € X — {o}, de modo que f é derivdvel em o se, e sé se, a funcdo dada pelo quociente

do lado direito de (3.3) tem uma extensao ¢, a X que € continua em o. Decorre disso que existe,
no maximo, uma tnica fungao ¢, que satisfaga (3.2). Além disso, por ser ¢, continua em o, s6

(3.3)
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existe uma unica opgéo para o valor da extensdo de (3.3) em o e, portanto, a derivada de f em
o tem esse valor ¢, (o) como tinica opcao.

Observe que (3.3) significa que cada ¢, (z) é a inclinacdo da reta secante que passa pelos
pontos (o, f(0)) e (z, f(z)) do grafico de f. Quando f for derivével em o, a continuidade de
Yo €m o garante que as inclinagoes ¢, (z,) das retas secantes tendem & a inclinagdo ¢, (o) de
uma reta que é tangente ao gréfico de f no ponto (o, (o)), sempre que z, — o em X. Essa
inclinagdo ¢, (o) é a derivada f/(o) de f em o.

¥ grégeo secante
f(z)
f(z)— f(o)
f(o)
—1 T—0
T
o T

Figura 3.10. A secante pelos pontos (o, f(0)) e (z, f(z)) do grafico

Assim, em particular, se uma fungéo f for derivavel em o, dizemos que a reta de equacéo
y=f(o)+ fo)(z - o)

€ tangente ao grafico de f no ponto (o, f(0)). Nesse caso, a funcio f e a funcdo linear afim
h:R — R dada, em cada z € R, por

h(z) = f(o) + f'(o)(z - o)
tém valor f(o) e derivada f/(o) iguais em o.
Todas as derivadas e as respectivas funcdes ¢, no Exemplo 3.21 foram constantes. E im-

portante observar que, em geral, a fun¢éo ¢, dada em (3.2) depende do particular ponto ¢ sob
consideragao.

Exemplo 3.22. Se f(z) = a + bz + cz? for uma fungio quadratica, entdo

f(z) = flo) =b(z — o) +c(z? — 02) = [b+ c(z + 0)|(z — 0) = u(z)(z — 0),
quaisquer que sejam z,0 € R. Assim, f é derivavel em cada ponto o de R, com derivada
f'(0) = vs(0) =b+c(o + ) = b+ 2co, pois @, (z) = b+ c(z + o) é continua em 0. Observe
que essas fungdes ¢, dependem de o.

Fixando, por exemplo, a = b = 0ec = o = 1, temos pi(z) = z + 1 e podemos ver
geometricamente a variagio continua da inclinacdo = 4+ 1 da reta secante da pardbola y = 2
pelos pontos (z,z?) e (1,1), passando pela inclinagdo 2 da reta tangente y = 1+2(z—1) = 2z—1
a parabola em (1,1). (Ver Figuras 3.11 e 3.12.) ®

Para obter a derivada de poténcias inteiras maiores de z, podemos proceder analogamente
(ver Exercicio 3.2.1) ou, entdo, utilizar indugéo na poténcia inteira e a regra operacional da
derivada do produto, apresentada na Proposigao 3.27. (Ver Exemplo 3.28.) Para poténcias mais
gerais, ver os Exemplos 3.29, 3.32 ¢ 3.34.

Exemplo 3.23. Um objeto em movimento retilineo permanece confinado a uma reta durante
sua trajetoria. Ao longo de séculos tentou-se entender a relacéo entre o tempo ¢ decorrido e a
distancia s percorrida em vérias situacdes.
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Num movimento uniforme, o objeto percorre distancias iguais em tempos iguais, digamos,
A\ unidades de distancia a cada unidade de tempo. A distancia total percorrida desde uma
posicdo inicial so, a partir da qual inicia a medig@o, e o enésimo intervalo de tempo é dada por
s(t) = sop + nA, o é uma simples relagao afim entre a disténcia percorrida e o tempo decorrido.

................ =2z—1

~in<§:liné§5,0 1

Figura 3.12. As inclinacdes das secantes

Bem mais complicado foi entender um movimento nao uniforme, por exemplo, o de um objeto
em queda livre. No século XIV, Oresme e outros conseguiram avangar os estudos de Arquimedes e
estabeleceram que a distancia percorrida por um objeto em movimento uniformemente acelerado
no segundo intervalo de tempo € o triplo da distancia percorrida no primeiro intervalo de tempo.

Foi s6 no inicio do século XVII, no alto de sua carreira cientifica, que Galileu estendeu
aquela descoberta, mostrando que as distancias percorridas no terceiro e no quarto intervalos
de tempo por um objeto em movimento uniformemente acelerado sdo o quintuplo e o séptuplo
da distancia percorrida no primeiro intervalo de tempo. Denotando por s, a distdncia total
percorrida num movimento uniformemente acelerado desde uma posigao inicial sg, a partir da
qual inicia a medigao, até a quarta unidade de tempo, obtemos s; = so+pu, s2 = s1+3p = so+4u,
53 =89 +bHu =380+ 9ue sy =353+ 7u=250+ 164, ou seja, 3n=30+n2p,, com 0 < n < 4. Isso
indica uma relagao quadrdtica entre os deslocamentos e o tempo decorrido. :

No caso de um objeto langado verticalmente para cima, em queda livre, a altura s em que
se encontra esse objeto é obtida subtraindo do deslocamento vertical para cima (produzido por
movimento uniforme) o deslocamento vertical para baixo (produzido por movimento uniforme-
mente acelerado) da queda livre. Se a altura inicial do objeto for s, sua velocidade inicial for
A = vy > 0 e os intervalos de tempo forem continuos, ou seja, variando com t > 0, entao sua
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altura s(t) no eixo s no instante de tempo t ¢ dada por s(t) = so + vot — 1gt’, em que g é a
constante que denota a aceleragao da gravidade.

A welocidade média desse objeto ao longo de um intervalo de tempo [t;,t3] é definida pcla
razao entre a variacao da altura As = s(tz) — s(t1) e o tempo decorrido At = 5 —t; # 0. Assim,
a velocidade média desse objeto em queda livre é dada por

_s(t2) —s(t) (80 + vota — 39t3) — (s0+ vots — 391%)
Um = =
to — 11 2 —t1
Vo (ta — 1 —.i‘(] t%—tz
= ( ) —39( ) =y — 39(ta+1t1).
to — 11
Fixando t; e variando ¢, vemos que as velocidades médias variam continuamente e que, no
proprio instante ?; temos uma “velocidade média” igual a vo — 1g(t1 + t1) = vo — gt1. Como
isso nao pode ser uma velocidade média, essa abstracao fisica recebe o nome de velocidade
mstantanea.

secante

altura

At

tempo

Figura 3.13. Movimento retilineo uniformemente acelerado

Desse modo, a velocidade instantanea v(t) = vg — gt do objeto em queda livre nao é nada
mais do que a derivada s'(t) da fung@o altura s(t) = so + vt — % gt?. (Ver exemplo precedente.)
Da mesma forma, a velocidade instantanea de um objeto em movimento uniforme, que percorre
linearmente a distancia s(t) = sp + At, é dada pela derivada v(t) = §'(t) = A da fungao posicao,
ou seja, sua velocidade constante.

Isso é generalizado para qualquer movimento retilineo, mesmo se néo for uniforme ou unifor-
memente acelerado. Se s(t) denota a posi¢ao ocupada por um objeto em movimento retilineo,
entdo a derivada v(t) = §'(t) de s em t é denominada velocidade do objeto. ©)

Da relacao f(z) — f(0) = wo(x)(z — o) e da continuidade de ¢, em ¢ decorre que também
f € continua em o. Destacamos esse resultado.

Proposicao 3.24. Se f: X — R é derivdvel em o € X, entdo f € continua em o. O

A afirmagao reciproca dessa proposi¢ao nao é valida.

Exemplo 3.25. A funcéo valor absoluto f(z) = |z| é continua em R mas nédo é derivavel em
o = 0. De fato, f(z) =z com z > 0, o que for¢a ¢o(z) =1 em (3.3) e f(z) = —z com z < 0, 0
que forga ¢g(z) = —1. No entanto, sabemos que néo existe fungao alguma que seja continua em
0, constante e igual a —1 em (—o00,0) e constante e igual a 1 em (0, 00). ®

No exemplo precedente, a fungéo valor absoluto é derivével em todos os pontos de R — {0}.
No entanto, uma fungéo pode perfeitamente néo ser derivavel em ponto algum (como a funcao
de Dlrtlchlet) ou, entao, ser derivavel somente em um unico ponto da mesma forma como pode

ser continua somente em um unico ponto.
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Exemplo 3.26. Seja f : R — R a funcéo definida por
{zz, se z€Q,

20 —1, se z€eR-Q.

fz) =

Essa funcéo sé é continua em 1, onde também é derivavel. De fato, usando as contas dos
Exemplos 3.21 e 3.22, obtemos ¢1(z) =z + 1, com z € Q, e p;(z) = 2, com z € R — Q. Assim,
¢ é continua em 1 e f é derivavel em 1, com f'(1) = ¢1(1) = 2; essa é a derivada comum das
duas partes de f, cujo grafico “pula” entre a pardbola y = z° e sua reta tangente em (1, 1), dada
por y = 2z — 1. (Ver Exemplo 3.7.) ©®

Propriedades Operacionais da Derivada

Vejamos as propriedades algébricas da derivada. A soma ou a diferenga de duas fungoes de-
rivdveis num ponto s@o derivaveis e as derivadas sdo dadas pela soma ou diferenca das derivadas
dessas funcoes nesse ponto. Também é derivavel qualquer miiltiplo de uma fungao derivavel, ou
seja, combinagoes lineares de fungoes derivaveis sao derivaveis. No Exemplo 3.21 isso ja pode
ser observado, pois a derivada da combinagao linear h(z) = a + bz é a combinagao linear das
derivadas das fungdes f(z) = a e g(z) = z.

J4 no Exemplo 3.22, a derivabilidade e a derivada das funcoes quadraticas poderiam ter sido
obtidas pela regra operacional seguinte, como a derivada do produto da funcéo g(x) = z por
si mesmo. No entanto, o produto da derivada ¢'(z) = 1 de g por si mesmo resulta néo ser a
derivada do produto da fungao g por si mesmo e, em geral, o produto de duas fungoes derivaveis
num ponto é derivéavel nesse ponto, mas a derivada do produto ndo é dada pelo produto das
derivadas.

Proposicao 3.27. (Regras Operacionais da Derivagao) Se as duas funcdes f,g : X — R sao-
derivdveis em algum ponto o € X, entdo qualquer combinacdo linear dessas fungoes e o produto
dessas funcgdes também sao derivdveis nesse ponto e valem as relagdes sequintes.

(1) (f+X-9) (o) =f(o)+ X g'(0), com qualquer X € R fizado e

(2) (f-9)'(0) = f'(0) - 9(o) + f(0) - ¢'(0).
Demonstragao. Sejam ¢, e ¥, duas funcdes continuas em o tais que, dado z € X,

flz)=flo)+ps(z)(@—0) e g(z)=g(o)+ Yo (2)(z —0)
Fixado A € R qualquer, somamos as expressoes para f(z) e g(x) e obtemos
f(@) +A-g(x) = f(0) +X-g(o) + (¢o(z) + X Ya(2)) (z — 0)
e, portanto,
(f+Xx-9)(@) = (f+A-9)(0) +no(z)(z — ),

onde 7, (z) = @, (z) + A - P (z) define uma fungdo continua em o. Assim, f + A - g é derivavel
em ¢, com

(f+X-9)(0) =n5(0) = fllo) + A g'(0).

Para provar a derivabilidade do produto, multiplicamos as expressoes para f(x) e g(z)
explicitadas no inicio da demonstragao e obtemos

(f - 9)(=) = (£ 9)(0) + no(2) (2 - 0),

com
10(2) = 0o(5) - 9(2) + F(0) - Yo () + 9 (@) - Yo(2) - (& — o),
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em cada z € X. Por ser derivdvel, g é continua em o, de modo que 7, define uma fungao
continua em o e, portanto, f - g é derivavel em o, com derivada dada por 7,(c). Resta lembrar
que @, (0) = f'(0) e ¥s(0) = ¢'(c) para obter a relacao do enunciado. O

Seja A € X um intervalo (ou uma unido finita de intervalos) contido no dominio X de uma
funcao f. Dizemos que f é derivdvel em A C X se f for derivavel em cada ponto de A. Nesse
caso, obtemos uma nova funcéo, a fun¢do derivada f': A — R de f em A, definida, em cada
z € A, pela derivada f'(z) de f em z. Dizemos, simplesmente, que uma funcao é derivdvel se f
for derivavel em cada ponto de seu dominio. Do ponto de vista da fungao derivada, a fungéo f
é uma primitiva, ou antiderivada, de f'.

Exemplo 3.28. As funcdes lineares afins f(z) = a + bz e as quadréticas f(z) = a + bz + ca?
sao derivaveis (em R). Mais que isso, com as regras operacionais das derivadas, podemos ver
que qualquer fungao polinomial é derivdvel (em R). De fato, j& vimos no Exemplo 3.21 que se
f(z) = z, entdo f'(z) = 1, portanto, pela regra do produto, decorre que se f(z) = 22 = = - ,
entdo f'(z) = 1-z+ -1 = 2z. Por indugdo, decorre que se f(z) = 2"~ é derivavel com
derivada f'(z) = (n — 1)z"~2, entdo f(z) = 2™ = 2" ! . z é derivavel com derivada f'(z) =
(n—1)2" 2.2 42" 1.1 =nz""!, quaisquer que sejam z € R e n € N. ©

Vejamos a derivada de fungdes racionais.

Exemplo 3.29. Seja f(z) =z~ = 1/x, com z # 0. Entdo
1 1 o-—=2

f@) = o) =5 -~ = T2 =) o)

g To

quaisquer que sejam z,0 # 0, onde ¢,(xz) = —1/(z0) é continua em o. Logo, f é derivavel em
oe f'(o) =p,(0) = ~1/0?. Assim, f é derivavel, com f'(z) = —1/2® = —2~2, em cada = # 0.
Em particular, a férmula da derivada f/(z) = nz"! da fungio f(z) = z", com n € N fixado,
do Exemplo 3.28, também é valida com n = —1. @

Podemos imitar o raciocinio do exemplo precedente para calcular a derivada da reciproca
1/g de qualquer fungao e, assim, chegar na derivabilidade de qualquer funcao racional. Em vez
disso, utilizamos o Exemplo 3.29 e a regra da cadeia que é, talvez, o resultado mais importante

sobre derivadas.

Teorema 3.30. (Regra da Cadeia — RC) Sejam f : X — R wma fun¢do derivdvel no ponto
o€ X,g:Y — R uma fungdo derivdvel no ponto £ € Y e suponha que f(X) C Y, com f(o) =&.
Entao a fungdo composta go f : X — R € derivdvel em o e

(9o f)(@)=4'(€) f'(o) =4 (o)) f'(o).

Demonstracao. Sejam @, uma funcao continua em ¢ e 1, uma funcao continua em £ tais que

flz) — f(o) = ps(z)(z — 0), comz e X e

9(2) — 9(6) = Ye(@)@ —€),  comazeY.
Entao

(go f)(z) = (go f)lo) =9(f(z)) — 9(f(0)) = be(f(2))(f(z) — f(0))
=¢(f(@)) - o (@) (z - 0) =75 (2) (€ — 0),

onde ng () = Y¢(f(z)) - po (), com z € X. Por ser derivavel, f é continua em o, de modo que a

composta ¢ o f é continua em o e, portanto, o produto 7, é uma fun¢éo continua em o. Assim,
a composta g o f é derivdvel em o, com derivada dada pelo produto 7,(0) = ¥¢(§) - o (o) =
O

g'€) - f'(o).
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Coroldrio 3.31. Considere duas funcoes f,g : X — R derivdveis em algum ponto o € X e
suponha que g(o) # 0. Entdo existe r > 0 tal que o quociente f/g estd definido na interse¢do
(0 —ryo+7)NX e é derwdvel em o, com

(1) (o) = s 110) 600) - f10)-5')).

Demonstragao. Seja g uma fungao derivavel em o, com g(o) # 0. Por continuidade de g em
o (Proposicdo 3.24), a permanéncia do sinal (Lema 3.3) garante a existéncia de r > 0 tal que
g(z) # 0, qualquer que seja € (¢ — r,0 +r) N X. Denotemos h(x) = 1/x, com z # 0. Pela
RC e o Exemplo 3.29, a composta hog: (¢ —r,0 +7)NX — R, dada por h(g(z)) = 1/g(x), é
derivavel em o, com derivada

1y/ ! T / _ 1 cd' (o
(5) @)= (hogy(0) =K(s(0)) - 4'0) =~ 5 @)

Sejam f e g duas fungoes derivaveis em o, com g(o) # 0. A relagao entre as derivadas de f
e g e do quociente de f por g, a saber,

D)= (13 @ =) 5+ 10)- (5) () = sz (71(@)- o) - £(0) - '0))

g g g(0) g
decorre, agora, da regra da derivada do produto. O

Exemplo 3.32. Como o quociente de fungdes derivaveis é derivavel e toda fungao polinomial é
derivavel (ver Exemplo 3.28), decorre que qualquer fungio racional é derivavel. Em particular,
a derivada

f(z) = na"
da fungdo f(z) = 2", com n € N fixado, do Exemplo 3.28, também ¢é valida com poténcias n
inteiras negativas, desde que lembremos que, nesse caso, o dominio da fungao deixa de contar
com a origem. ©)

Para obter a derivada de poténcias fraciondrias f(x) = 2'/*, é conveniente interpreté-las

como funcoes inversas de poténcias inteiras g(z) = z™. (Ver Exemplo 3.15.)

Proposicao 3.33. (Derivada da Inversa) Seja f : I — R uma fungdo continua e injetora no
intervalo I. Se f ¢ derivdvel em algum ponto o de I e se f'(0) # 0, entdo a fungdo inversa f~
de f € derivdvel em & = f(o) e vale

1 1

—1\7 . _
U= 77 ~ Flo)

Demonstragao. Pelo Corolario 3.14, a funcdo inversa g = f1 : J — R de f é continua e
injetora no intervalo J = f(I), com g(J) = I. Seja ¢, : I — R uma funcao continua em o tal
que f(z) — f(o) = o (z)(z — o), com = € I. Substituindo, nessa expressdo, f(z), f(0), z e o
por , &, 9(y) © 9(€), respectivamente, obtemos y — £ = 9,(9(3)) (9(3)) — g(€), com y € J. Por
hipétese, (ps © g)(€) = @x(0) = f'(¢) # 0. Como g é continua em J e ¢, é continua em o,
decorre que ¢, 0g : J — R é continua em £ e (p, © g)(§) # 0. Pela permanéncia do sinal (Lema
3.3), existe 7 > 0 tal que (¢q © g)(y) # 0, qualquer que seja y € (§£ — r,& +7) N J. Segue que a
reciproca ne = 1/(py09) : (€ =7, +7)NJ — R de ¢, 0 g é continua em ¢ e satistaz

neW)(y — &) = g(y) — 9(&),
com y € (6 —r,&+r)NJ Isso mostra que a inversa g de f é derivavel em ¢, com derivada

ne(§) = 1/f'(o)- O
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Exemplo 3.34. Em (0,+00), a fungéo raiz enésima g(z) = {/z = zn 6 a funcio inversa da

funcdo derivavel f(z) = 2", que tem derivada f'(z) = nz""! > 0, com z > 0. Assim, pela

Proposigao 3.33, g é derivavel em (0,400) e tem derivada
1 1

"(z) = = =1gzn
g (@) f(g(x)) n(m%)n—l " ’

com z > 0. Como h(z) =z = (a:%)m é a composta de f(z) =z™ com g(z) = zn em (0, +00),
a RC garante que h = f o g é derivavel em (0,400) e tem derivada

Lym—1 1_ m_
()= f(g()) ¢'(@) =m(z)""" fan™ = Zaw,
com x > 0. Assim, provamos que a fungao poténcia f(z) = 2", com expoente r € Q fixado, é
derivével, com derivada dada por f/(x) = rz"!, qualquer que seja z > 0. ©

Nos exemplos e exercicios utilizamos, também, a derivabilidade das fungoes exponencial
e trigonométricas, com suas derivadas conhecidas (o que s veremos no Capitulo 4). Assim,
denotando f(z) = e®,g(x) = senx e h(z) = cosz, temos f'(z) = €%, ¢'(z) = cosz e h'(z) =
—senz, com z € R. Decorre da Proposigao 3.33 que a fungao k(x) = log z é derivavel e
1 1 1

f'k(@) ~ fk(z) <
com z > 0. Em particular, vemos que, fixado A € R, a fungao poténcia f(z) = z* é derivavel,
com derivada

k' (z) =

fI(SE) = /\CE/\—l,
em qualquer z > 0. De fato, f(z) = 2* = e1°8® ¢, portanto, pela RC,
1 1
f'(a:) — e)\-logx s = :E)‘ s s = )\.'L'/\_l,
z x

em qualquer z > 0. Isso generaliza o exemplo precedente.

Derivada e Crescimento

Funcoes crescentes e derivaveis podem ter derivada nula em algum ponto, como sucede na
origem com a ctibica definida por f(z) = x3, que é crescente. No entanto, fungdes derivaveis e
ndo decrescentes (néo crescentes) nao podem ter derivada negativa (positiva) alguma.

Proposicao 3.35. Seja f uma fungdo definida num intervalo.

(1) Se f for nao decrescente, entdo f'(x) > 0 em cada z no qual f for derivdvel.
(2) Se f for nao crescente, entdo f'(x) <0 em cada x no qual f for derivdvel.

Demonstracao. Seja f : I — R uma fungio derivavel em o € I e tomemos a (lnica) fungao
s : I — R que é continua em o e satisfaz

T—0
qualquer que seja z # o de I, conforme (3.3). Supondo que f seja nao decrescente, temos
f(z) < f(0), com z < o, de modo que z — o < 0 e, também, f(z) — f(o) < 0; analogamente,
temos f(o) < f(z), com o < z, de modo que z — o > 0 e f(z) — f(o) > 0. Assim, em cada
x # o de I temos @, (z) > 0 e, portanto, f'(0) = (o) > 0, pela permanéncia do sinal de y,
em o. A demonstragdo no caso nao crescente é analoga. O

Se alguma funcdo tiver derivada positiva (negativa) em algum ponto, nada garante que ela
seja crescente (decrescente), nem mesmo numa pequena vizinhanga desse ponto. (Ver Exercicio
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3.2.15.) Uma derivada ndo nula num tinico ponto apenas garante que a fungao troca de quadrante
nesse ponto, ou scja, localmente, o grafico da fungao passa de um lado da reta horizontal y = f (o)
para o outro lado dessa reta em (o, f(¢)), como afirma o préximo resultado.

Lema 3.36. Seja f: X — R uma fungdo derivdvel em o € X. Se f'(0) # 0, entdo existe 7 > 0
tal que f(z) # f(o), qualquer que seja x € X com 0 < |x — o| < 7. Mais precisamente,
(1) se f'(o) > 0, entdo eziste r > 0 tal que vale f(z1) < f(o) < f(z2), quaisquer que sejam
1,20 € X como—r<z;<o<za<o+<r,
(2) se f'(0) < 0, entdo eziste r > 0 tal que vale f(xz1) > f(o) > f(z2), quaisquer que sejam
r, 29 € X como—r<z1<o<zp<o+<T.

Demonstracao. Seja ¢, : X — R uma fungao continua em o tal que
f(@) — f(o) = po(z)(z — o),

qualquer que seja z € X. Vejamos o caso em que ¢, (0) = f'(¢) > 0. Por continuidade de ¢, em
o, a permanéncia do sinal (Lema 3.3) garante a existéncia de v > 0 tal que ¢, (z) > 0, comz € X
satisfazendo o —r < x < o+7. Dados quaisquer x1,z2 € X talsqueoc—r < z; <o <zp <o+,
temos z; —o < 0 < z9— 0, de modo que, para manter o sinal positivo de ¢, (z) em (3.3), devemos
ter f(z1)—f(0) <0< f(z2)— f(o). Isso demonstra o caso f'(o) > 0; o outro caso é inteiramente
analogo. O

Reta tangente ao grafico

Gréfico de y = f(x)

Figura 3.14. A derivada f'(o) > 0 forga o grafico a cruzar a reta y = f(o) e permanecer, pelo
menos localmente, nos quadrantes destacados

Para garantir que uma fungao seja crescente (decrescente), precisamos controlar a derivada
em todos os pontos, e nao s6 em um. Para ver isso, comegamos com um resultado muito intuitivo
em termos de velocidades, a saber, que as velocidades (instantaneas) ao longo de um intervalo
de tempo nio podem ser todas menores nem todas maiores do que a velocidade média nesse
intervalo.

Teorema 3.37. (Desigualdade do Valor Médio) Seja f : X — R uma fungdo derivdvel. Se
[a,b] C X, entdo existem c1,cy € [a,b] tais que
b) — fla
ple < TOZIE ¢ gy
—a

Demonstragao. A maneira da prova alternativa do TBW, construimos uma sequéncia de in-
tervalos encaixados que tendem a um ponto em que a derivada néo é menor do que a inclinagao
das retas secantes nos intervalos encaixados. Mais precisamente, dados z < y de X, denotemos
a inclinagao da reta secante pelos pontos (z, f(z)) e (y, f(y)) do gréfico de f por

f6)- @)

p(z,y) = —
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Queremos mostrar que existe c; € [a, b] tal que p(a,b) < f'(c2).

Pclo Excreicio 1.3.14, dado gualguer ponlo ¢ € (u,b) enlre x5 = u € yg = b, o inclinagio
¢(a,b) ndo é maior do que ambas as inclinacdes ¢ (a,c) e ¢(c,b). Assim, tomando ¢ = (b — a)
como o ponto médio, ou temos ¢(a,b) < w(u,¢) ou, entdo, w(a,b) < p(c,b). Denotamos x1 —
a,y1 = ¢ no primeiro € z; = ¢,y; = b no segundo caso. Se as trés inclinagoes forem iguais,
escolhemos o intervalo da esquerda.

Continuando esse processo, obtemos duas sequéncias (z,) € (yn) de [a,b] tais que z, < yn €
w(a,b) < ¢(zn,yn), com n € N. A Proposicao 1.28 garante que existe um ponto co na intersegéo
de todos os intervalos [z,,yn] €, como y, — z, = 27"|b — a]| — 0, esse ponto é unico. Por
hipétese, f é derivdvel em c¢; e, entdao, o Exercicio 3.2.4 garante que ¢(yn,yn) — f'(c2). Pela
permanéncia do sinal, de ¢(a,b) < ¢©(zn,yn), com n € N, decorre ¢(a,b) < f'(ca).

Como (—f)" = —f’, podemos obter a outra desigualdade trocando f com —f. O

Corolario 3.38. Seja f : I — R uma funcdo continua num intervalo I C R que € derivdvel em
cada ponto interior do intervalo.

(1) Se f'(z) > 0 em cada z interior de I, entio f € crescente.

(2) Se f'(z) >0 em cada z interior de I, entdo f € ndo decrescente.
(3) Se f'(z) =0 em cada x interior de I, entdo f ¢ constante.

(4) Se f'(z) <0 em cada x interior de I, entdo f € nao crescente.
(5) Se f'(z) < 0 em cada x interior de I, entdo f € decrescente.

Demonstracao. Pelo Exercicio 3.1.17, uma func¢éo que é continua num intervalo e monétona
no interior do intervalo, é monétona (de mesmo tipo). Assim, basta provar o coroldrio para
fungoes f : I — R derivaveis num intervalo I C R.

Vamos supor que f/(z) > 0 em cada z € I, e mostremos que f é nfo decrescente. Dados
quaisquer a,b € I com a < b, o teorema garante que ¢(a,b) > 0, portanto, como b—a > 0, resulta
f(b) = f(a) = 0, ou seja, f(a) < f(b). Como a,b foram tomados arbitrariamente no intervalo 7,
mostramos que f é nao decrescente. Isso prova a segunda afirmacao; a demonstragao das outras
é inteiramente andloga. Observe que a terceira afirmagao decorre da segunda e da quarta. [

Corolério 3.39. Se duas fungédes forem derivdveis num intervalo e tiverem a mesma derivada
em cada ponto interior, entdo essas fungdes diferem por uma constante nesse intervalo.

Demonstragao. O terceiro item do coroldrio precedente aplicado & diferenca das duas fungoes
garante que essa diferencga é constante. t

O Teorema do Valor Médio

Seja 0 € X um ponto qualquer do dominio de uma funcao real f : X — R. Dizemos que o é
um ponto critico de f se f nao for derivivel em o ou se f for derivdvel em o, mas f'(o) = 0.
Frizamos que todo ponto critico de uma funcao pertence ao dominio da fungéo.

Exemplo 3.40. As fungoes valor absoluto, definida por fi(z) = |z|, e a cibica, definida por
fo(z) = 23 tém um tnico ponto critico, a origem. De fato, fi nao é derivével em 0 (Exemplo
3.25) e a ciibica é derivéavel, com derivada f}(z) = 322, que se anula em z = 0. A fungao racional
f3(z) = 1/ ndo tem ponto critico, pois é derivavel, com derivada f}(z) = —z~% # 0, em cada
ponto de seu dominio. ©

Dizemos que o é um ponto de mdzimo local de f se existir algum r > 0 tal que f(z) < f(0),
qualquer que seja z € (6 —r,0 +r) N X. Nesse caso, dizemos que f atinge um méaximo local
em o e que f(o) é um valor mdzimo local de f. Analogamente, dizemos que o é um ponto de
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minimo local de f, que f atinge um minimo local cm o ¢ que f(o) ¢ um valor minimo local de f,
se existir algum r > 0 tal que f(z) > f(o), qualquer que sejaz € (0 —r,0 +7) N X. Finalmente,
dizemos que o é um ponto de extremo local de f, que f atinge um extremo local em o e que
f(o) é um valor extremo local de f, se o for um ponto de méximo ou minimo local de f.

Por outro lado, se f(x) < f(¢), com z € X, dizemos que o é um ponto de mdzimo global de f,
que f atinge um méximo global em o e que f(o) é um valor mdzimo global de f. Analogamente,
definimos ponto de minimo global, valor m{nimo global, ponto de extremo global e valor extremo
global.

O primeiro resultado que apresentamos é atribuido a Pierre de Fermat (1601-1665).

Teorema 3.41. (Teorema de Fermat) Se uma fungdo atinge um extremo local num ponto inte-
rior de seu dominio, entdo esse ponto € critico.

Demonstragao. Sejam f : X — R uma fungio qualquer e 0 € X um ponto interior de X tal
que f é derivavel em o e f'(o) # 0. Basta mostrar que f ndo atinge um valor extremo em o.
Ora, pelo Lema 3.36, se f'(¢) > 0, podemos escolher r > 0 tal que f(z1) < f(o) < f(z2),
quaisquer que sejam z1,zs € X satisfazendo o —r < 21 < 0 <z < o +r. Como o é um ponto
interior de X, efetivamente existem pontos z1 < o < z2 de X nos quais f(z1) < f(o) < f(z2),
de modo que f(¢) nio é um valor extremo local de f. Analogamente, estabelecemos que f(o)
nao é um valor extremo local de f no caso em que f'(c) < 0. O

O segundo resultado é devido a Michel Rolle (1652-1719).

U y=f@)

a: Ly e B

Figura 3.15. O Teorema do Valor Médio

Teorema 3.42. (Teorema de Rolle) Sejam f : X — R uma fungdo qualquer e a,b € X tais que
a<b [a,b] C X e f(a) = f(b). Se f for derivdvel em (a,b) e continua em [a,b], entdo existe
algum ponto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstragao. Seja f uma fungao continua em [a, b]. Pelo Teorema 3.18 de Weierstrass, f tem
algum ponto de minimo e algum ponto de méximo globais em [a, b]. Se ambos forem extremidades
de [a, b], entdo a hipétese f(a) = f(b) garante que f é constante em [a, b], portanto derivével, com
f'(c) = 0 em cada c € [a, b]. Caso contrario, f atinge um valor extremo em algum ponto ¢ € (a, b)
que, pelo Teorema de Fermat, é critico. Se f for derivével em (a,b), resulta f'(c) = 0. O

Teorema 3.43. (Teorema do Valor Médio, de Lagrange — TVM) Sejam f : X — R uma fungdo
qualquer e a,b € X tais que a < b e [a,b] C X. Se f for deriwdvel em (a,b) e continua em [a,b],
entdo existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) tal que

f6) = fla) = £'(c) - (b —a).



Exercicios 3.2 139

Demonstragao. A afirmagao do TVM é um Teorema de Rolle “inclinado”, bastando aplicar
aquele teorema & funcdo definida pela diferenca entre f e uma funcao linear convenientemente

escolhida, digamos,
9(z) = f(z)—a- =

Dada uma fungao f continua em [a, b] e derivavel em (a,b), essa funcdo g(z) é continua em
[a,b] e derivével em (a,b), com ¢'(z) = f'(z) — o, qualquer que seja z € [a, b], restando escolher
a = [f(b) — f(a)]/(b— a) e encontrar ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0. Mas isso é um servico para o
Teorema de Rolle, bastando observar que g(a) = g(b), j& que f(a) —a-a= f(b) — a-bse, e sé
se, a-(b—a)= f(b) — f(a). O

Exercicios 3.2

3.2.1. Mostre — generalizando a igualdade (1.6) — que, dados z,0 € R e n € N quaisquer, vale
" —o" = (2" 42" 2o+ + 20" 2 40" ) (- o).

Use essa relagao para provar diretamente a partir da definicao dada em (3.2) que a funcéo
f(z) = x™ é derivével, com f'(x) = nz™ 1, como no Exemplo 3.28.

3.2.2. Mostre que a fungio definida por g(z) = z - sen(1/z), com z # 0, e g(0) = 0 (é continua
mas) nao é derivdvel em 0. Mostre que a fun¢do definida por h(z) = 2% - sen(1/z), com z # 0,
e h(0) = 0 é derivével em R (com h’(0) = 0) mas que a fungao derivada b’ : R — R de h nao ¢
continua em R, por nao ser continua em o = 0. (Sugestdo: ver Exercicio 3.1.10.)

3.2.3. Mostre que f: X — R é derivdvel em o € X se, e s6 se,

f(an) — f(0)
Tp — O
define uma sequéncia convergente, qualquer que seja a sequéncia (z,) de X — {o} convergente
a 0. (Ver Exercicio 3.1.11.) Obtenha um exemplo de f : X — R e de uma sequéncia (z,) de X
convergente a o € X tal que [f(z,) — f(0)]/(xrn — o) defina uma sequéncia convergente, mas f

nao seja derivavel em o.
3.2.4. Seja f : X — R uma fungao derivdvel em o € X. Mostre que a sequéncia definida por

f(xn) - f(yn) (3_4)
Tn — Yn

é convergente a f'(c), sempre que (z,) e (yn) forem sequéncias de X convergentes a o satis-
fazendo z, < 0 < y, com n > 0. (Ver Exercicios 1.3.14 e 2.2.21.) Obtenha um exemplo de
uma funcéo f que nao seja sequer continua num ponto o € X e de sequéncias (z,) e (yn) de X
convergentes a o satisfazendo z,, < ¢ < ¥, com n € N, e tais que a sequéncia definida por (3.4)
seja convergente. Obtenha um exemplo de uma fungéo f que seja derivavel num ponto o € X e
de sequéncias (z,) e (yn) de X convergentes a o satisfazendo o < & < yn, com qualquer n € N,

tais que ndo exista o limite (3.4).

3.2.5. Mostre que se f : X — R for derivavel em o € X, entdo existem M € R e § > 0 tais que
|f(z) — f(o)] € M|z — 0|, qualquer que seja z € X com |z — o] < 4.

3.2.6. Mostre que se a funcao derivada f’ : X — R de uma funcao derivavel f : X — R for
limitada, entdo f é uma funcao lipschitziana; em particular, f é uniformemente continua. (Ver

Exercicio 3.1.32.)
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3.2.7. Mostre que se a funcao derivada f’ : X — R de uma fungdo derivavel f : X — R for
continua num ponto o € X, entao

x P
f'(a) = lim f( n) f(yn) 7
n—-4oo Ty — YUn
quaisquer que sejam as sequéncias (zp), (y,) de X convergentes a o satisfazendo z, # y, com
n > 0. (Sugestdo: use o TVM.)

3.2.8. Sejam f,g: X — R duas fungoes continuas e a,b € X tais que a < b e [a,b] C X. Mostre
que se f e g forem derivéveis em (a,b) e se g'(z) # 0 em cada z € (a,b), entdo existe c € (a,b)

tal que
§) = £(a) _ £(0)
9(®) —gla) g'(c)
Essa férmula é atribuida a Cauchy. Observe que o TVM de Lagrange é o caso particular em que
g(z) ==.
(Sugestdo: use o Teorema de Rolle com h(z) = f(z) — « - g(z), com algum o conveniente.)

3.2.9. Sabe-se que e < 1sex < 0ee® > 1sez > 0. Usando derivada, mostre que 1 +z < €%,
com z € R e z # 0. Usando derivada, mostre que e” < 1+ z + %mz, comz<0e

(1+2) <l+z+1i z < e”,
com z > 0. Usando derivada, mostre que 1+ = + %xz + %af’ <e*,comzx€eRex#0.
3.2.10. Dado n € N, denote p,(z Z ik , com z € R. Mostre que
(1) poam—-1(z) < €® < pam(z), comm € Ne z < 0;
(2) (1+%>n<pn(x) <e®,comneNez>0.
3.2.11. Sabe-se que cosz < 1 com z € R. Usando derivada, mostre que senz < x, com z > 0.

Conclua que z < senz, com z < 0. Usando derivada, mostre que 1 — %:1;2 < cosz, com x € R.
Mostre que z — %zj < senz, com z > 0. Conclua que senz < z — %, com z < 0.

3.2.12. Mostre que, com x € R,

(1) 1— gx <cosz <1, ouseja, 0 < 1—cosz < S22

(2) 1- im <cosz <1— 222+ zx‘l, ou seja, 0 < cosz — (1 — 12?) < %x‘l.

(3) :132—|—4|a: - 6|£L6 Lcosz < 1— %zQ—!—%ﬁ, ou seja, 0 < (1—%w2+4%:04) —cosz < é—lxﬁ.
3.2.13. Mostre que, com z > 0,

(1) z— %23 <senz <z, ouseja, 0 <z —senz < Fz°.

(2) z— %ws <senzx <z — ﬁx + ﬁx“, ou seja, 0 < senzx — (:L' — %x?’) < ézs

(3) x~—%x3+%z5——!x7 <senz < w—%x3+%a¢5 ,ouseja, 0 < (z—%m3+éx5)—senx < %337.

3.2.14. Mostre que, com z < 0,

<senz <z — 31—;$3, ou seja, Ogsenm—xg—%z‘?-

X
(2) x—%z3+é 5<senm<m—%x3

(3) z— 43 +42° < senz < z— a3+ 45— 52", ouseja, 0 < senz—(z—F234+42°) < —72”.

N

, ou seja, 0 < (z — g2°) —senz < —5
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3.2.15. Mostre que a fungdo definida por f(z) = Jz + 2% sen(1/z), com z # 0, e f(0) =0 é
derivavel em R e f/(0) = % > 0, mas que a funcao f nao é crescente em (—r,7), qualquer que
seja 7 > 0. (Ver Exercicio 1.5.3.) Enuncie e demonstre resultado dual para f/(0) < 0 e f nao
decrescente.

3.2.16. Considere a fungéo definida por f(z) = [z|3 - sen?(1/z) com = # 0 e f(0) = 0. Mostre
que f é derivavel (sendo f/(0) = 0) e que a funcio derivada f’ : R — R de f é continua. Mostre
que f atinge um valor minimo em 0 mas que, dado qualquer € > 0, f ndo é mon6tona nem em
(—€,0) nem em (0,¢).

3.2.17. Sejam f,g : I — R duas fungoes derivdveis num intervalo I C R e ¢ € T tal que
f(o) < g(o). Mostre que, se f'(z) < ¢'(z) em cada = € I tal que z > 0, entdo f(z) < g(z) em
cada x € I tal que z > o.

3.2.18. Defina f : R — R por f(z) = d , com z € R. Verifique se f é limitada ou monétona

14z
em algum intervalo real. Obtenha os maiores intervalos de limitacio e monotonicidade de f.
n

Fixado n € N, defina f, : R — R por fu(z) = l—af:-—”’ com z € R. Verifique se f, é limitada ou
T
monétona em algum intervalo e obtenha os maiores intervalos em que f,, é limitada ou monétona.

3.2.19. Fixado o natural n > 2, considere a fungdo definida em R por h(z) = z" +n(l —z) — 1.
Mostre que h é decrescente em [—1,1] e crescente em [1,+00). Como h(1) = 0, conclua que
h(z) > 0 em cada —1 < z # 1. Considerando a fungdo g(z) = h(1 + z), estabeleca (sem usar
indugao) que vale a desigualdade (1.10) de Bernoulli estrita (14 z)* > 1 +nz, em —2 < z # 0.
(Ver Exercicio 1.3.7.)

3.2.20. Considere a fungéo definida por f(z) = y/z —logz, com z > 0. Mostre que f possui um
tnico ponto critico; mostre que esse critico é um ponto de minimo, com valor minimo positivo.
Conclua que logz < /z, qualquer que seja x > 0.

3.2.21. Considere a fungao f : R — R definida por f(z) = e* — 1 —z, com z € R. Mostre que f

possui um tinico ponto critico; mostre que esse critico é um ponto de minimo, com valor minimo
zero. Estabeleca que e” > 1+ z, com z € R. Em quais valores de = vale e® > 1 4+ 2?

3.2.22. Considerando a derivada de fungées apropriadas, mostre que
x
1+z
com qualquer z > —1 tal que z # 0.

<log(l+z) <z,

3.2.23. Use a desigualdade do Exercicio 3.2.21 para estabelecer que e?~! > z, com =z € R.
Dados reais positivos ai,as, ..., a,, denotemos por A a média aritmética desses niimeros e por
G sua média geométrica (Ver Proposigao 1.6.5). Mostre que elae/A)-1 > ag/A, com k de 1 a
n; multiplicando essas n desigualdades, obtenha 1 > G™/A™ e conclua que G < A. Mostre que
G = Ase esbse a =ay = = a,. (Essa prova alternativa da desigualdade fundamental
entre as médias aritmética e geométrica de n ntimeros é atribuida a G. Polya.)

3.2.24. Sejam dados a1, ag,...,a, € R e defina f : R — R por

n

Fle)= Z(x —ag)?, comz€R.

k=1
Encontre o ponto em que f atinge seu valor minimo absoluto. Conclua que o minimo da soma
dos quadrados das distancias de = a cada wm de n pontos da reta € minima se, e s6 se, z € igual
a média aritmética desses pontos.
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3.2.25. Seja f : X — R uma funcdo qualquer definida num intervalo X CRec>0ea >1
constantes dadas. Mostre que se |f(z1) — f(z2)| < ¢-|z1 — 22|, com quaisquer z1,z9 € X, entao
f é uma funcao constante.

3.3. Primitivas e o Teorema Fundamental do Calculo

Dizemos que uma funcdo g : X — R é uma primitiva, ou uma antiderivada de f em X se g for
derivével em X e ¢'(x) = f(x), com z € X. Do ponto de vista da fungdo g, a fungéo f é somente
a funcdo derivada de g em X.

Exemplo 3.44. Sabemos do Célculo que y = log z define uma primitiva de y = 1/z em (0, +00).

Dadas duas primitivas g; e go de f num éntervalo I, temos que a diferenga g; —go tem derivada
nula em I e, portanto, pelo Coroldrio 3.39, é constante. Assim, duas primitivas quaisquer de
uma fun¢ao num intervalo sempre diferem apenas por uma constante. A pergunta, agora, é se
toda funcéo possui alguma primitiva ou, equivalentemente, se toda equagao diferencial y' = f(z)
tem alguma solugao.

Em qualquer teoria de integral, como, por exemplo, a de Riemann, vemos que toda fungao
continua possui primitiva. No entanto, existem fungoes derivaveis em R cujas fungées derivadas
nao sao continuas em R. (Ver Exercicio 3.2.2.) Assim, fungbes derivadas podem nao ser continuas
ou, equivalentemente, fungoes descontinuas também podem possuir primitiva.

No entanto, ndo é verdade que qualquer funcdo possa ter alguma primitiva pois, como
veremos a seguir, as funces derivadas tém uma propriedade comum as fungoes continuas, a
saber, a propriedade do valor intermediario: a imagem direta f '(J) de qualquer intervalo J C X
pela fungéo derivada f’ : X — R de uma fungéo derivével f é um intervalo.

Teorema 3.45. (Teorema de Darboux) Se uma fungdo tiver alguma primitiva num intervalo,
entdo essa fungdo tem a propriedade do valor intermedidrio nesse intervalo.

Demonstragao. Seja f uma funcio derivavel num intervalo /. Usando a caracterizagao de
intervalo vista no Exercicio 1.4.14, basta mostrar que, dados x1,22 € I e d € R entre f'(z1)
e f'(zy), sempre existe algum z entre z; e zy tal que f'(z) = d. Sem perda de generalidade,
suponhamos que z1 < zg e f'(z1) > d > f'(z2) e consideremos a mesma fungéo g : I — R da
prova do Teorema 3.43 do valor médio, dada por g(z) = f(z) — d -, que é continua e derivdvel
em [z1,x), com g'(z1) = f'(z1) —d > 0 e g'(z2) = f'(x2) — d < 0. Se f' fosse continua, entao
g’ seria continua e, portanto, pelo Teorema 3.8 do valor intermedidrio, aplicado a ¢/, existiria
¢ € (x1,72) tal que ¢'(c) =0, ou seja, f'(c) = d.

No entanto, ndo sabemos se f’ é, ou nao é, continua. Ocorre que isso nem é necessério,
pois o Lema 3.36 garante que g(z1) < g(z), com z > z; suficientemente préximo de z1, j& que
¢'(x1) > 0, e g'(z2) < 0 garante que g(z) > g(z2), com z < 27 suficientemente préximo de .
Desse modo, nenhuma das extremidades pode ser um ponto de minimo local de g em [z1, z2].
No entanto, como g é continua, o Teorema 3.18 garante que existe algum ponto de minimo local
de g nesse intervalo. Assim, obtemos algum ponto de minimo z € (z1,22) de g em que, pelo
Teorema de Fermat, ¢’(z) = 0, ou seja, f'(z) =d. O

Usando os exemplos vistos de derivadas, podemos obter exemplos de primitivas. Assim,

fixados quaisquer racional 7 # —1 e real a, a fungao g(z) = 741-_1 ™! + o define uma primitiva

de f(z) = 2" em Rser > 0, ou em (0,+00), se r < 0. E tradicional denotar as primitivas de

uma funcdo f com o simbolo da integral indefinida / f(z)dz. Assim,

e 1 el
/a:da:—THm + o
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denota todas as primitivas de f(z) = z" no caso r # —1.

Das regras operacionais das derivadas decorrem, imediatamente, as regras classicas de pri-
mitivagao. Por exemplo, usando as regras de derivacdo da Proposicao 3.27, obtemos o corolédrio
seguinte.

Corolario 3.46. (Regras Operacionais da Primitivagao) Sejam f e g duas fungoes quaisquer
definidas num mesmo intervalo I.
(1) Linearidade: se f e g tém primitivas em I, entdo, fizado qualquer X € R, a fung¢do f+ Ag
tem primitiva em I, dada por

/(ng)(x)dx:/f(x)dx+A/g(x)dm.

(2) Integragdo por partes: se f e g sdo derivdveis em I e se o produto f'-g tem primitiva em
I, entdo o produto f - g tem primitiva em I, dada por

/(f-g’)(:v)da: = f(z) - g(z) —/(f’-g)(x)da:.

Da regra da cadeia (Teorema 3.30) decorre, imediatamente, a regra da substituigao de
varidveis em primitivas.

Corolario 3. 47 (Substituicao) Se f : I — R € derivdvel no intervalo I, g : J — R tem uma
primitiva h(z) = [ g(z)dz em J e se f(I) C J, entdo (go f) - f' tem primitiva em I, dada por

[ 6o 1) F(@)ds = (ho 1))

Exemplo 3.48. Fixemos r € Q com r > 0. Para calcular uma primitiva em R da fungélo £a) =
1

1 —z)", usamos a substituicao f(z) =1—z, com f'(z) = —1, e a primitiva h(z 2"t de
1

g(z) = z". Temos

Ja—ayds=- / (1= o) (-Ddo = - [ (o(f(@) - f'&)de

_7~+_1 (1 )r+l

pelo Corolério 3.47. ©
Exemplo 3.49. Fixemos 7 € Q com r > 0. Para calcular uma primitiva em R de n(z) =
r?z (1—x)", usamos as partes f(z) = r2z, com f'(z) = r?, e a primitiva g(z) = —H% (1—z)r+1
de ¢’(z) = (1 — )" do exemplo precedente. Usando integragao por partes,

[rea-ora= [160) @) = 1@ - [£@)- o
+1

r2z(l — )" 2(1-a)
_ - ——dz.
r+1 +/ r+1 o

Agora, pela integral calculada no exemplo precedente (com 7 + 1 no lugar de ),
2 o r+1 2 2 1— r+2

/T (1 $) dx = r /(1—$)T+ldg;:_Li_,
r+1 r+1 (r+1)(r+2)

de modo que estabelecemos

2 r+1 2 42
rez(l—z r“(l—-z
/r2x(1—x)rd:v=— ( ) ( ) .

r+1 (r+1)(r+2)
Essa conta pode até ser considerada dificil, mas é sempre muito facil conferir o trabalho feito:
basta derivar a (candidata a) primitiva encontrada e verificar se o resultado é o integrando. ©
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Enfatizamos, mais uma, vez, que nio cstamos integrando coisa alguma. As afirmacoes dos
corolérios acima séo, simplesmente, reformulagdes cldssicas das regras operacionais da derivada
da soma, do produto e da composta.

Na préxima segéo construimos a integral de fungoes continuas. Nesta secao, vamos utilizar
essa integral para apresentar o teorema fundamental do Célculo. Para esse fim, basta supor que
exista a integral de funcoes f continuas em intervalos [a,b]. Essa integral pode ser definida de
vérias maneiras, sendo a de Riemann a mais tradicional nas disciplinas de Célculo, mas todas
elas tém as propriedades bésicas da monotonicidade e da aditividade, como segue. No que segue,
supomos que dada qualquer fungdo f continua num intervalo I e qualquer intervalo [a, b C I,
existe um ntimero real, que denotamos por

b
[
a

e que satisfaz as propriedades I1 e I2 seguintes.

(I1) A integral é mondtona: se a < f(z) < fcoma <z <bea,bel, entdo

b
ab-a)< [ F<p-b-a)

(I2) A integral é aditiva: se a < ¢ < b com a,b € I, entao

/acf_'_/cbf:/abf.

Em particular, da primeira propriedade decorre que a integral de uma funcao constante
positiva em [a,b] coincide com a drea do retédngulo determinado pela base [a,b] e o gréfico
horizontal da fungao. Mais geralmente, se f : X — R for uma funcao continua positiva em
[a,b] C X, interpretamos a integral

b
[
a

como a drea da regiao delimitada pelas retas y =0, = a e x = b e pelo grafico de f.

Esse é o ponto de partida de todas as teorias de integragao. Podemos construir um conceito
de integral — a partir do qual definimos a area de regioes entre o grafico de fungoes positivas
e 0 eixo z, acima de intervalos de continuidade dessas fungoes — ou, entdo, podemos construir
um conceito de area para regioes arbitrarias do plano — a partir do qual definimos a integral
de fungoes positivas em intervalos de continuidade dessas fungoes. Nesta secao nao veremos
isso, mas, tdo somente, supomos a existéncia de uma integral que satisfaca as propriedades da
monotonicidade e da aditividade para fungoes continuas.

f= [

se [a,b] C I e f for continua em I. Nao ¢ dificil verificar que, com essa convengao, a propriedade
(I2) de integrais ¢ vélida com quaisquer a,b,c € I, em qualquer ordem. Também vale (I1) com
pontos a, b distintos quaisquer de I, pois

bia/abf:aib/baf'

A integral, bem diferente da derivada, é um conceito fundamentalmente global, definido
somente em intervalos, nos quais fornece uma espécie de média da fungao toda no intervalo,
como afirma nosso primeiro resultado sobre integrais.

Por conveniéncia, definimos
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Proposicao 3.50. (Teorema do Valor Médio da Integral) Seja f : I — R uma fungdo continua
no intervalo I. Dados a,b € I, existe ¢ entre a e b tal que

[ =10 00

Demonstragao. Se a = b, o resultado é imediato. Sejam, pois, a,b € I dois pontos distintos.
Pelo Teorema 3.18 de Weierstrass, existem z,zo entre a e b tais que

ca=f(z1) < f(z) < flz) =0

com qualquer z entre a e b. Pela primeira propriedade da integral, decorre que

b
L / f < fa).

b—a

f(z1) <

1 b
Pelo TVI, existe ¢ entre z; e x2 tal que f(c) = A / f O
a

b

Figura 3.16. A drea da regido destacada é a integral de f em [a,b]

A primeira das duas versoes do Teorema Fundamental do Célculo € a seguinte.

Teorema 3.51. (Teorema Fundamental do Céalculo I — TFCI) Seja f : I — R wma fungdo
continua no intervalo I. Fizados a € I e a € R, defina a fungdo F': I — R, em cada x € I, por

F(sc)za—k/amf.

Entdo F é derivdvel em I e F'(z) = f(z), qualquer que seja z € I, ou seja, F' € uma primitiva
de f em I. Observe que o = F(a).

Demonstracao. Que F' é uma funcao decorre da existéncia da integral e é claro que F'(a) = a.
Mostremos que F' é uma primitiva de f. Fixemos o € I e mostremos que F' é derivavel em o,

com F'(0) = f(o). Dado qualquer z € I, temos

F(m)—F(a)=a+/amf—a—/:f

=/:f—/:f=/:f=%(w)(x—0),

wa(w)Zmia /:f,

com qualquer z € I — {o}. Agora o teorema do valor médio da integral garante que, dado
qualquer z € I distinto de o, existe algum c entre z e o tal que p,(z) = f(c).

onde
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Portanto, dada qualquer sequéncia (z,,) em I — {o} e dado qualquer n € N, existe algum
cp cntre @, ¢ o tal que v, (zy) = f(ey). Assim, se z,, — @, o critério do confronto garante
que ¢, — o e a continuidade de f garante que f(c,) — f(0), ou seja, @y (zn) — f(o). Pelo
Fixercicio 3.4.7, resta definir o, (a) = f(c) para estabelecer a continuidade de y, em ¢ e concluir
que F é derivavel em o, com F'(0) = ¢,(0) = f(0). Como o ponto ¢ foi dado arbitrariamente,
temos que F' é uma primitiva de f em 1. O

Em particular, decorre do TFCI que existe, no mdximo, uma tinica maneira de definir uma
.integral de fungdes continuas que satisfaga as duas propriedades dadas, como segue.

Corolario 3.52. Se g é uma primitiva de f em I, entdo, dados quaisquer a,b € I,
b
L/f=g
a
T

Demonstracgao. Fixado a € I, como F(z) = / f e g tém a mesma derivada f, sabemos que

b
a

= g(b) — g(a).

a
F(x) — g(z) é constante. Como F'(a) = 0, essa constante é —g(a) e, portanto, qualquer que seja
x € I, obtemos F(z) = g(z) — g(a). O

Esse fato é o que estabelece uma justificativa para a notago tradicional de integral indefinida

para as primitivas, ja que
b b
Ji.-L7
a a

Observamos que, por serem as primitivas impropriamente denominadas de integrais indefinidas,
muitas vezes as integrais sao denominadas integrais definidas. Isso é costume em disciplinas de
Célculo, mas neste texto, utilizamos apenas os termos primitiva e integral.

O corolario do TFCI permite que calculemos o valor de muitas integrais, pelo menos de
funcoes cujas primitivas sejam conhecidas. No caso em que a fungao f for dada explicitamente,
é costume substituir f por f(z)dz na notaggo de integral, ou seja, escrever

['1=[ 1w

Exemplo 3.53. Temos

b b br+1 _ ar+1
Tdr = 1 r+1
/a R a r+1 ’
com r # —1. Também estabelecemos, com 7 > 0,
1
/1 r?z(l — z)dz = _re(l—a" i il = i ,
0 r+1 (r+1)(r+2)|, C+1)(r+2)

usando a primitiva obtida no Exemplo 3.49. ®

Exemplo 3.54. Dados a,b € (1,+00) com a # b, temos

bTTa <logb—1loga < b;a.

Em particular,

1 1
1 < log(n+1) —logn < oy comn eN, (3.5)
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1 1 1
tomando b = n+1 e a = n. De fato, se 1 < a < z < b, entao 3 < — £ -, de modo que a
T a
monotonicidade da integral garante que
_ b —
b—a < / 1 P b a
b @ @ a

Lembrando que y = log z define uma primitiva de y = 1/z em (0, 4+00), obtemos a desigualdade
no caso a < b. Dexamos o caso b < a como exercicio. ©

No presente contexto de fungbes continuas, a segunda versao do Teorema Fundamental do
Calculo é equivalente & primeira. Mais precisamente, como f ¢ uma primitiva de f’, o corolério

g z
precedente garante que / Pe=f ’ = f(z)— f(o), sempre que a fungao derivada f’ for continua.
- o
Esse fato é destacado como segue.

Teorema 3.55. (Teorema Fundamental do Célculo II — TFCII) Seja f : I — R uma fungao
derivdvel com fungdo deriada f': I — R continua no intervalo I. Temos

f@ =)+ [ 1,

com quaisquer x,o € 1.

Vejamos algumas propriedades adicionais das integrais.

Proposicao 3.56. Sejam f,g: I — R funcdes continuas no intervalo I CR, a,be I ea € R.

M) /6Lb<f+a-g>:/abf+a-/lbg.

b b
(2) Sea<be f(z)<g(x) comz € [a,b], entdo/ fs/ g.

(3) Integragdo por partes: se f,g forem derivdveis com derivadas f',g' continuas no intervalo
I, entdo

b b
/ f-g' = f(b)g®) - F@)gla) - / g

Demonstragao. (1) Por virtude do (coroldrio do) TFCI, a linearidade da integral decorre da

linearidade da primitivagao, vista no Coroldrio 3.46. (2) J4 a monotonicidade decorre da li-

nearidade e da observagdo seguinte: como m = 0 < (g — f)(z) com z € [a,b], a propriedade
b

caracteristica da integral garante que, também, 0 < / (g — f)- (3) Decorre da férmula cor-

respondente da integragao por partes para primitivas dadas no Corolario 3.46, observando que
b
frg| = f®)g) - f(a)g(a)- =

Corolario 3.57. Sejam f : I — R uma fung¢do continua no intervalo I CR e a,b € I tais que
a <b. Seja M €R tal que |f(z)] < M com z € [a,b]. Entdo

[ < [un<am-o-a

Demonstragao. Basta observar que —|f(z)| < f(z) < |f(z)| e usar a proposigao. ad

A férmula da substituicdo para integrais é a seguinte, em que geralmente convém denotar
com letras distintas as varidveis dos dois intervalos I e J envolvidos.
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Proposigao 3.58. (Mudanga de varidveis) Se f : I — R € derivdvel com derivada f' continua
no intervalo I, se g : J — R € continua no intervalo J e se f(I) C J, entdo

/ab(QOf)-f’z/f(fj)g-

Demonstragao. Se G : J — R é uma primitiva de g, entdo a RC dé (Go f) = (go f)- f' e,
=G

portanto,
b f(b) f(b)
[@on-r=iceon S
a a fla) Vf(a)

pelo TFCL. d

Teorema 3.59. Sejam f : I — R uma fungao continua no intervalo I C R e a,b € I tais que

a<bef(z) >0 comz € [a,b]. Entao/ f=0se e sdse, f(x) =0 comz € [a,b].

b

b
Demonstracao. Basta mostrar que f > 0 sempre que f(o) > 0 em algum ponto o € [a,b].

Suponhamos, pois, que f(o) > 0 em alagurn ponto o € [a,b] e tomemos ¢ > 0 tal que f(o) > c.
Pela continuidade de f, a permanéncia do sinal garante que m = ¢ < f(z) com z € [a,b]
suficientemente préximo de o. No caso em que o € (a,b], tomamos 6 > 0 tal que m = ¢ < f(x)
com z € [0 — 6,0] C [a,b] e, pelas propriedades caracteristicas da integral, decorre que

[i=["os[ e[ 15[ s3es50

No caso em que o € [a,b), tomamos ¢ > 0 tal que m = ¢ < f(a:) com ¢ € [0,0 + 0] C [a,b] e
procedemos analogamente. O

Exercicios 3.3

3.3.1. Sejam f : I — R uma fungao continua no intervalo I CRea,b e tais que a < b. Mostre
que a primitiva F : [a,b] — R de f, definida por F'(z f f, é lipschitziana. (Ver Exercicios
3.1.32 € 3.2.6.)

3.3.2. Sejam f : I — R uma func¢ao continua e g : I — R uma fungao mondtona derivavel com
derivada continua no intervalo I C R. Dados a,b € I, mostre que existe ¢ entre a e b tal que

/bg f=g(a /f+g /f

a

Essa afirmacao é conhecida como o Segundo Teorema do Valor Médio da Integral, ou Teorema
de Bonnet. Observe que, no caso g(z) = constante, essa afirmacéo € valida em cada c, sendo
a propriedade (2) da aditividade da integral. (Sugestdo: use integragao por partes e depois, na
integral resultante, o exercicio anterior.)

3.3.3. Sejam f,g: I — R duas fungGes continuas no intervalo I C R e a,b € I tais que a < b.
Demonstre a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

Lo <[] (4]

(S’ugestdo: considere o polinémio de segundo grau néo negativo p(z) = [ ab [w -f+ g]zdt.)
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3.3.4. Sejam f, g : I — R duas fungoes continuas no intervalo I C Re a,b € I tais que g(z) > 0
qualquer que seja z: entre a e h. Mostre que existe ¢ enfre a e b tal que

/abf-g=f(0)-/abg-

(Sugestdo: como g(z) é nao negativo, m < f(z) < M implica mg(z) < f(z)g(z) < Mg(z).) No
caso em que g(z) > 0 em algum z € [a, b], podemos interpretar

a=[rs/[s

como a média ponderada de f com peso g em [a,b]. Esse resultado costuma ser denominado
Primeiro Teorema do Valor Médio da Integral. Mostre que a afirmagao da Proposigdo 3.50 é
um caso particular desse teorema, com g(z) = constante.

3.3.5. Sejam f : I — R uma fungao continua no intervalo I C R e g : J — R uma funcao
derivavel no intervalo J C R e tal que g(J) C I. Fixado a € I, mostre que é derivével a fungéo

h :J — R, definida por
9(z)
M) = [ 1,

com h'(z) = f(g(z)) - ¢'(z) em cada z € J.

3.3.6. Seja f : R — R uma fungdo continua. Mostre que, se f for impar, entéo

f=0, emcadaaeR

a a
/ f=2/ f, emcadaa € R.
—a 0

3.3.7. Seja f : R — R uma funcgao periddica de periodo T, ou seja, T' > 0 é tal que f(z +71') =
f(z), com qualquer z € R.

e, se f for par, entdo

(1) Mostre que se f for continua, com cada a € R vale

/aa.+T 2 /OT z

(2) Mostre que se f for continua, com quaisquer a,b € R vale

[r=]a

(3) Mostre que se f for derivdvel, dado qualquer ¢ > 0 existe algum c € R tal que
fle+t) = fle)=t- f(c),
ou seja, a reta tangente ao grafico de f pelo ponto (c, f(c)) volta a tocar o grafico de f no
ponto (¢ +t, f(c+1)).

3.3.8. Seja f : [1,+00) — R uma fungdo continua, positiva e nao crescente. Mostre que, dado
n € N, vale

n+1
f(n+1)</ f < f(m).

Use indugao para mostrar que, qualquer que seja n € N, vale

n+1 n+1 n
S < [ r<X
k=2 1 k=1
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3.4. Extensao de Fungoes Continuas

Existem fungoes cujo dominio tem um “furo” natural e podemos querer estender o dominio dessas
funcdes para “tapar” esse furo. Por exemplo, o dominio pode ser a reta perfurada R — {0} e
podemos perguntar se existe alguma extensao dessa fungdo a toda a reta. Sem exigir alguma
regularidade da extensdo, isso é trivial, pois podemos definir uma fungao de qualquer maneira.
A sutileza consiste em estender o dominio de uma fungdo que tenha alguma propriedade de tal
modo que a funcao estendida tenha essa propriedade também no novo ponto do dominio.

Por exemplo, dada qualquer sequéncia (z,,) de R— {0} convergente a 0, temos z, /|z,| = %1,
dependendo de x;, ser positivo ou negativo; da mesma forma, sabemos que 1/z, diverge. (Na
verdade, pela Proposigao 2.49, 1/|z,| — +400.) Assim, ndo existe maneira alguma de estender
o dominio das funcdes continuas definidas por z/|z| ou 1/z de R — {0} para R de tal maneira
que a extensao seja continua (em 0).

No entanto, pode ocorrer que alguma fungdo que s6 nao esteja definida na origem possua
alguma extensao que seja naturalmente continua nesse ponto. Um exemplo trivial disso é o da
funcéo continua definida por z?/x, de dominio R — {0}. Evidentemente, a identidade {r é uma
extensao dessa fungao a R que é continua (em 0). Dois exemplos bem mais sutis sao os seguintes.

Exemplo 3.60. Considere as fungdes continuas definidas em R — {0} por
senzx 1—cosz
flz) = —

e ) =

- g(z) -

e mostremos que f e g podem ser estendidas a R de modo
a serem continuas também na origem, bastando definir
f(0) =1 e g(0) = 0. Para isso, partimos do conhecimento
das relagbes trigonométricas

tgx

|1 —cosz| <|z| e [senz|<|z|<|tgzl,

visiveis no circulo trigonométrico e vélidas com qualquer arco |z| < /2.

Pelo critério do confronto, decorre dessas relagoes que cosz, — 1 e senxz, — 0, com
qualquer sequéncia nula (z,) de R — {0}. Usando, agora, a segunda relagao trigonométrica e o
fato de cos z e sen x serem fungdes par e impar, respectivamente, verificamos que, dado qualquer

z tal que 0 < |z| < 7/2, vale
senx

cosx < <1,

de modo que o critério do confronto garante que f(z,) — 1, qualquer que seja a sequéncia nula
() de R — {0}. Dessa forma, definindo f(0) = 1, a extenséo resulta ser continua em 0.

Para estender g, observe que, com 0 < |z| < /2, temos

1—cosz (1—cosz) - (1+cosz)  1l—cos’z _ senz conx 1
T z- (14 cosx) z-(l4cosz) = 1+ cosz’

de modo que, pela regra do produto, g(z,) — 1-0- % =0, qualquer que seja a sequéncia nula
(z,,) de R — {0}. Dessa forma, definindo g(0) = 0, a extens&o resulta ser continua em 0. ®

Na Secao 4 do Capitulo 4 veremos a afirmagéo desse exemplo sem depender da Trigonometria.

Singularidades

Dizemos que um ponto de acumulagdo o do dominio X de uma funcdo f é uma singularidade
de f se o € X for um ponto de descontinuidade de f ou se o néo pertencer a X. Por exemplo,
a origem é uma singularidade das fungbes f e g do exemplo precedente.
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Seja o uma singularidade de uma fungéo f : X — R. Se existir A € R tal que f(z,) — A,
qualquer que seja a sequéncia (z,) de X —{o} que convergir a o, dizemos que a singularidade o
é removivel e que A é o limite da fungdo f em o. Da unicidade do limite de sequéncias, decorre
que € Unico o limite de uma fungéo numa singularidade removivel. Nesse caso, podemos redefinir
f(o) = A se 0 € X for um ponto de descontinuidade e, caso o € X — X, estender o dominio
de f a X U {o} definindo f(c) = A. Nos dois casos, obtemos uma nova fungio (redefinida ou
estendida) que é continua em o. E costume denotar o limite A de f na singularidade removivel
o por 51_1}37 f(x) ou, simplesmente, se o ponto o estiver claro no contexto, por lim f(z).

Assim, o limite de uma fungfo numa singularidade removivel é o valor que a funcao deve
tomar nesse ponto para se tornar continua nesse ponto, ou seja, representa uma tendéncia. Se
uma, singularidade n&o for removivel, dizemos que é essencial; nesse caso, nao ha real algum que
seja o limite da fungao e dizemos que ndo eziste o limite de f nessa singularidade.

Exemplo 3.61. A origem é uma singularidade removivel das fungées (senz)/z e (cosz — 1)/
definidas em R — {0} e, pelo Exemplo 3.60, valem

=1
lim 2% —1 e im T, (3.6)
z—0 X z—0 z

As fungoes definidas por z/|z| ou 1/z tém uma singularidade essencial na origem e ndo existem
os limites dessas fungbes na origem. ©

Observe que até poderiamos definir o limite de uma fungao num ponto de acumulagao do
dominio em que a fungéo fosse continua, mas isso seria uma redundéancia pois, num tal ponto,
inevitavelmente, esse limite seria o préprio valor da fungao. Por isso, definimos o limite de uma
fungao apenas em singularidades removiveis da fun¢ao, mas, para simplificar os enunciados de
propriedades dos limites, passamos a definir e identificar

lim f(z) = f(o)
sempre que o € X for um ponto de acumulagao de X e de continuidade da fungao f : X — R.

Para estabelecer que A é o limite de uma fungao numa singularidade removivel o, a definigao
exige que verifiquemos se f(z,) — A com toda e qualquer sequéncia (z,) de X — {o} tal que
Tn — 0. Sera isso, de fato, necessario? Na verdade, nao é preciso verificar isso com todas as
sequéncias que tendem a o, bastando considerar as sequéncias crescentes e as decrescentes de X
que tendem a o. (Ver Exercicio 3.4.18.)

O limite de uma func¢ao numa singularidade removivel também pode ser caracterizado sem
referéncia direta a sequéncias, dizendo que o limite de f em o é A se f(z) estiver situado
arbitrariamente prozimo de A sempre que x estiver suficientemente prézimo de o, mas distinto
de 0. Em simbolos, temos a afirmagao seguinte. (Ver Exercicio 3.4.1.)

%i_{r;f(a;)zA = (Ve>0)(I>0)(Vze X)[0< |z —0|<d = [f(z)— Al <&].

Os limites de fungoes satisfazem as mesmas propriedades dos limites de sequéncias decor-
rentes da permanéncia do sinal e do confronto. (Ver Exercicios 3.4.2 e 3.4.3.) Da mesma forma,
os limites de fungoes também satisfazem, como os limites de sequéncias, as regras operacionais
arroladas na Proposigao 2.30, a saber, que o limite da soma, diferenga, produto e quociente de
funcoes é a soma, diferenca, produto e quociente dos limites das fungdes. No caso do quociente
f/g de fungoes, é essencial que %1_1)1‘11 g(z) # 0 para que valha

f(z) lim f(z)

_ T—0

li = .
=0 g(z)  lim g(z)

Em particular, se lim f(z) =0 e lim g(z) # 0, o quociente tem limite nulo.
r—o T—0o
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No caso em que ambos lim f(z) =0 e lim g(z) = 0, o quociente f/g tem uma singularidade
r—a T—a
em o que é de fundamental importiacia, que lanlo pode ser removivel, e o limite ser algum
ntmero, quanto essencial. Como nao existe regra operacional alguma para a singularidade o
desse quociente, dizemos que o limite do quociente em o é uma indeterminagdo 0/0.

Exemplo 3.62. As fungoes definidas por senz, cosz — 1 e = se anulam na origem, de modo que
a origem é uma indeterminagao 0/0 dos quocientes (senz)/xz e (cosz —1)/z. Pelo Exemplo 3.61,
essa indeterminacdo é removivel. Como sen0 = 0 e cos 0 = 1, vemos que essas indeterminagoes
definem as derivadas das funcgoes seno e cosseno na origem, ja que os limites significam que as
fungoes

senz —sen( senz cosz —cosO0 cosz —1

p(z) = e plx) =

(=) z—0 z (=) z—0 o

tém extensdes continuas na origem, ou seja, a fungéo seno é derivdvel na origem, com derivada
igual a 1, a fung@o cosseno é derivével na origem, com derivada igual a 0. ©

Em geral, temos as seguintes defini¢bes equivalentes da derivabilidade de uma fungao. Para
a demonstragdo, ver Exercicio 3.4.6.

Proposicao 3.63. Seja 0 € X um ponto de acumulacio do dominio X de uma fungdo f e

defina
‘pa(x) = f(a;) : i(g)

comz € X —{o}, como em (3.3). Sdo equivalentes as afirmagdes seguintes.

(1) A fungdo f € derivdvel em o.

(2) A func@o ¢, tem uma extensdo a X que € continua em o

(3) A indeterminacdo 0/0 da fungdo ¢, em o € removivel.

(4) Emiste o limite %1_% o (). O

Limites Laterais

Quando uma fungao é continua num intervalo do tipo fechado, é costume dizer que a fungao
é continua lateralmente na(s) extremidade(s). Por exemplo, se f : [0,1] — R for continua em
1, diz-se que f é continua a esquerda em 1, para evidenciar que nada se afirma sobre possiveis
valores de f & direita de 1, mas é claro que isso néo acrescenta coisa alguma ao que ja era sabido.

Quando uma fungao definida num intervalo X tiver uma singularidade removivel numa
extremidade do intervalo, entdo o limite de f nessa extremidade €, naturalmente, um limite
lateral, como segue. Seja o uma singularidade de uma fungéo f : X — R. No caso particular em
que o é um ponto de acumulagao de (o0 —1,0) N X costumamos dizer que A € R é o limite de f
em o pela esquerda, e escrevemos lim f(z) = A, se f(z,) — A, qualquer que seja a sequéncia

T—0—

(zn) de X convergente a o e tal que z, < o, com n > 0.

Nesse caso, podemos redefinir f(o) = A se ¢ € X for um ponto de descontinuidade e, caso
o € X — X, estender o dominio da restri¢io f|(_co,0)nx 2 (—00,0] N X definindo f(o) = A. Nos
dois casos, obtemos uma nova fungao (redefinida ou estendida) de dominio (—o0,0] N X que é
continua (& esquerda) em o.

Se ¢ for um ponto de acumulagao de (0,0 + 1) N X diremos que A € R é o limite de f em o
pela direita, e escrevemos lim+ f(z) = A, se f(zn) — A, qualquer que seja a sequéncia (z,,) de

T—0

X convergente a o e tal que z, > o, com n > 0. Nesse caso, podemos obter uma nova funcao
(redefinida ou estendida) de dominio [0, 400) N X que é continua em o.

Esses dois tipos particulares de limite sdo denominados limites laterais.
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Exemplo 3.64. Seja f : R — R a fungao real denotada por fy no Exemplo 3.5, ou seja,
fl@)=-1sexz <0, f(0)=0e f(z) =1, se z > 0. (Ver Figura 3.3.) Essa funcao é continua em
cada ponto de R, exceto em na origem, onde temos

xl_l}ron_f(x) =—-1 e m1_1)161+f(x) = [I.

Observe que mesmo que f néo possua extensao continua a R, as restrigoes de f a (—00,0) e a
(0, +00) tém extensdes continuas a (—oo,0] e a [0, 4-00), respectivamente. ©)

Para estabelecer que A é o limite lateral pela esquerda (respectivamente, pela direita) de
uma fungao numa singularidade o, basta considerar as sequéncias crescentes (respectivamente,
decrescentes) de X que tendem a 0. A formulagio sem referéncia direta a sequéncias, nesse caso,
consiste em exigir que [f(z) — A| seja arbitrariamente pequeno se z < o for suficientemente
préximo de o. (Ver Exercicio 3.4.18.)

Seja o um ponto de acumulagéo bilateral de X, ou seja, de (0 —1,0)NX ede (0,0 +1)NX.

Entao a singularidade o é removivel se, e s6 se, existirem ambos limites laterais e lim f(z) =
T—0—

lim+ f(z). Nesse caso, os dois limites laterais coincidem com lim f(x). (Ver Exercicio 3.4.15.)
T—0o T—0o

Em particular, podemos falar de derivadas laterais pela esquerda e direita de uma funcao,
que costumam ser denotadas por

fLo) = lim ¢o(z) e fi(o) = lim ¢o(z),

respectivamente. A derivada lateral num ponto pela direita é a tendéncia das inclinagoes das
secantes pela direita. Quando a fungao é derivdvel, essa derivada lateral ndo deve ser confundida
com o limite lateral da funcdo derivada, que é a tendéncia das inclinagoes das retas tangentes,

Exemplo 3.65. Considere a fungéo definida por h(z) = 2?sen(1/z) em x # 0 e h(0) = 0 do
Exercicio 3.2.2. Essa fungéo é derivével, com h/(0) = 0, portanto, em particular, as derivadas
laterais em 0 existem e sdo nulas, ou seja, h’_(0) = A/ (0) = h’(0) = 0. No entanto, a fungao
derivada h'(z) tem uma descontinuidade essencial na origem, ndo existindo, sequer, os limites

laterais h’(0—) e h/(0+) dessa fungdo na origem. ©)
Y

NN z
VT ITY N~

Figura 3.17. O grafico (de uma parte) da fungio f(z) = sen (1/z)

Se a singularidade ¢ for essencial e ambos limites laterais de f em o existirem, dizemos
que o é uma singularidade de salto, ou uma singularidade de primeira espécie, e que o nimero
positivo

| im f(z)— lim f(z)]

T—o-+ T—o—
é o salto de f em o. Nesse caso, se 0 € X for um ponto de descontinuidade, também dizemos
que o ¢ uma descontinuidade de salto de f. Por exemplo, a origem é uma descontinuidade de
salto da funcao f, do Exemplo 3.5, com salto 2. Se o nio for de primeira espécie, dizemos que
o é uma singularidade de sequnda espécie.

Exemplo 3.66. Seja f : R — {0} — R a fungéo definida por f(z) = sen (1), com z # 0.
A origem é uma singularidade essencial que é de segunda espécie, pois nao existem os limites
laterais de f na origem. (Ver Figura 3.17 e Exercicio 3.4.16.) ©)
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Por virtude do TCM, a classe das fun¢oes mondtonas tem um comportamento especial no
que toca aos limites laterais. Para a demonstragao, ver Exercicio 3.4.21.

Proposigao 3.67. Toda funcGo mondtona limitada tem os limites laterais possiveis em cada
singularidade. O

Exemplo 3.68. Seja f : R — R a fungdo definida em cada z por f(z) = [z], a parte inteira de
z, cujo gréfico é uma “escada infinita”. Essa fungao é mondétona nao decrescente, continua em
cada real no inteiro e com uma singularidade essencial em cada inteiro. Em cada inteiro k €
coutinua & direita, mas nao a esquerda, pois mlﬁi f(z) =k = f(k), mas xliril flz)=k-1. ®

n—

Exemplo 3.69. Seja f : R — R a funcao definida por f(z) = Z 2%, em que S, = 771 com
sn<xT
n € N. O somatério & direita significa que para obter o valor de f(x) somamos todas as fragdes
1/2™ com expoentes n tais que =1 < z. Como s, € [0,1), resulta que f(z) =0, comz < Oe
f(z)=1,comz >1. Comosé6n=1dd s, =0<zsel<z< %, temos f(z) = 1/2 nesse
pontos. Também f(z) = 1/241/4 =3/4, com 1 <z < %, e f(z) =1/2+1/44+1/8 =7/8,
com % <L %, e assim por diante, de modo que o gréafico dessa fungao é uma “escada infinita”.
Essa fungéo é monétona nao decrescente, continua em cada real, exceto em cada ponto sp, em
que hd uma singularidade essencial, na qual é continua & esquerda, mas ndo a direita, pois

Jlim f@) = f(s) < lim f@). ©

Uma extensao do conceito de limite lateral é o de limite no infinito. No caso em que X
for um conjunto ilimitado superiormente, dizemos que A é o limite de f em +oo, e escrevemos

1irf f(z) = )\, se a sequéncia (f(zn)) for convergente a A, qualquer que seja a sequéncia (zn)
T—T00
de X que divirja a +oco. Quando X = N, esse é exatamente o limite de sequéncias, visto no

capitulo precedente. Analogamente, se X for ilimitado inferiormente, dizemos que A é o limnite
de f em —o0, e escrevemos lim f(z) = A, se a sequéncia ( f (:cn)) for convergente a A, qualquer
T——00

que seja a sequéncia (z,) de X que divirja a —co. Por exemplo, ja sabemos que

lim (1):02 lim /3).

T——0C \ T T—+00 \T

Novamente, para estabelecer que A é o limite de f em 400, basta considerar as sequéncias
crescentes ilimitadas de X. A formulacio sem referéncia direta a sequéncias, nesse caso, consiste
em exigir que |f(z) — \| seja arbitrariamente pequeno se x for suficientemente grande. (Ver
Exercicio 3.4.22.)

Limites Infinitos

Também é util considerar o caso de funcgoes que divergem a infinito. Embora nao sejam auténticos
limites, nao deixam de caracterizar uma tendéncia bem definida e podem ser tratados como
limites. Sejam f : X — R uma fungao e o € R uma singularidade qualquer de f.
Dizemos que f diverge a +00 em o se a sequéncia ( f (:cn)) divergir a +o00, qualquer que
seja a sequéncia (z,,) de X — {o} convergente a 0. Nesse caso, escrevemos lim f(z) = +oo0.
r—0o

Analogamente, dizemos que f diverge a —oo em o, e escrevemos lim f(z) = —oo, se a sequéncia
T—a
(f (zn)) divergir a —oo, qualquer que seja a sequéncia (z,,) de X — {o} convergente a ¢. Em
ambos casos, o é uma singularidade essencial.
Seja o um ponto de acumulagao do dominio comum de duas fungdes f e g e digamos que

iy
;1_{1}1 f(z) = A # 0. Entéao zh_r'r}r g(z) = 0 se, e s6 se zh—lgg—((x% = oo (dependendo do sinal do
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limite A). No caso em que ambos lim f(z) = oo = lim g(z), dizemos que o limite do quociente
T—0o T—a

em o é uma indeterminagdo 0o/oo, o que significa que nao existe uma regra operacional para o
limite desse quociente, pois a singularidade pode tanto pode ser removivel (e o limite ser algum

. . 1 . 1 . 1 : _
nimero) quanto essencial. Como f/g = I/L;]” e lim m =0=lim ﬁ, essas indeterminagoes
T—0o x T—o gl

0o/00 sao equivalentes a indeterminages 0/0.

Da mesma forma que antes, também podemos considerar divergéncia a +oo lateralmente
pela esquerda e pela direita, obtendo limi f(z) = %oo. Por exemplo, j4 sabemos que
Tr—ag

. 1 . 1
lim <—) =—-0c0 e lim (—) = +oc0.
z—0~ \Z z—0t \Z

Finalmente, ainda podemos definir divergéncia infinita no infinito, a saber, as duas expressoes
liljlzl f(z) = o0, que deixamos a critério do leitor.
T— 00

Exercicios 3.4

3.4.1. Sejam ¢ um ponto de acumulacio do dominio X de uma fungao f e A € R um nimero.
Mostre que lim f(z) = X se, e s6 se, dado qualquer € > 0, existe algum ¢ > 0 tal que, qualquer
T—a

que sejax € X, vale 0 < [z — 0| <6 = |f(z) — A| < e. Mostre que se existir o limite de f
em o entdo f é limitada na vizinhanga de o, ou seja, existem M e r > 0 tais que |f(z)| < M,
qualquer que sejaz € X com 0 < |z —o| < 7.

3.4.2. Sejam ¢ um ponto de acumulagio do dominio X de uma fungédo f e A € R um nimero.
Mostre que se lim f(z) = A, entdo lim |f(z)| = |[A|. Mostre que, se A < A < B, entdo existe

T—a T—0a

r > 0 tal que A < f(z) < B, qualquer que seja x € X com 0 < |z — 0| < r. Mostre que se A # 0,
entdo existe r > 0 tal que 2|f(x)| > ||, qualquer que seja z € X com 0 < [z —o| <7

3.4.3. Sejam f,g : X — R duas fungoes reais e 0 € R um ponto de acumulagao de X tais que
existam lim f(z) = A e lim g(z) = p. Mostre que valem as afirmagoes seguintes.
T—a T—a

(1) Se A < p, entdo existe r > 0 tal que f(z) < g(z), qualquer que seja z € X com 0 <
|z —0o| < 7.
(2) Se existe r > 0 tal que f(z) < g(z), qualquer que seja x € X com 0 < |z — o] < r, entéo
A< i
(3) (Critério do Confronto) Se A = p e se h : X — R for uma fungao qualquer tal que
f(z) < h(z) < g(x), qualquer que seja z € X —{o}, entdo existe lim h(z) =ner=n=p.
T—0o
3.4.4. Sejam ¢ um ponto de acumulacio do dominio X de uma fungéo f e A € R um numero.
Observe que a afirmagao lim f(x) # A significa que ou o limite de f em o nao existe ou, entao,
T—0o
existe mas é distinto de A. Mostre que sao equivalentes as afirmagoes seguintes.
(1) Existe alguma sequéncia crescente ou decrescente (z,) de X tal quez, — o e f (zn) #— A
(2) Existe alguma sequéncia (z,) de X — {o’} tal que &, — o e f(zn) /— A.
(3) lim f(z) # A
T—0
(4) Existe algum &g > 0 tal que, qualquer que seja n € N, existe algum z,, € X tal que valem
0< |zn—o| < Le|f(zn)— Al > eo.

(5) Existem algum &g > 0 e alguma sequéncia (z,) de X tal que z, — o e, com n >> 0, valem
Tn # 0 e |f(zn) — A| > €.
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3.4.5. Seja 0 € X um ponto do dominio da funcao f : X — R. Mostre que sdo equivalentes as
afirmagoes seguintes.

(1) f ndo é continua em o.
(2) o é um ponto de acumulagao de X e lim f(z) # f(o).
T—0o

(3) ¢ é um ponto de acumulagao de X e o limite de f em o nao existe ou, entao, existe mas é
distinto de f(c).

3.4.6. Demonstre a Proposigao 3.63.

3.4.7. Seja 0 € R um ponto de acumulagao do conjunto X que pertence a X e denotemos
X, =X —{o}. Seja f: X, — R uma funcao qualquer. Mostre que existe o limite de f em o se,
e s6 se, existe alguma extensao de f a X que é continua em o. Seja g : X — R uma extensao de
f a X. Mostre que g é continua em o se, e s6 se, g(o) = il_rg f(z). Mostre que qualquer funcao

definida em X, tem, no méximo, uma unica extensao a X que é continua em o.

3.4.8. Seja I C R um intervalo. Observe que todo ponto o € I é um ponto de acumulagao
de I — {0} e que 0 é um ponto de acumulagdo do intervalo transladado {h : o + h € I'}. Seja
f : I — R uma fungao real qualquer e fixemos o € I. Mostre que, se existir um dos trés limites
seguintes, entdo existem os outros dois e todos coincidem.
_ R) —
f@)-flo) . fle+h) - f)

i £22L— 4300 e lim
T—0 =0 h—0 h h—o0

flo=h) = f(o)
- :

3.4.9. Sejam f : X — R uma fungao e o € X. Mostre que f é derivavel em o se, e s6 se, existe

1
d € R tal que lim - [f(o+h)— f(o)—d-h] = 0. Nesse caso, d = f'(c'). Mostre que f ¢ derivavel

1
em o se, e s se, existe o limite }Lir% A [f(c+h)— f(o)] . Nesse caso, f'(c) é o valor desse limite.

3.4.10. Considere uma fungdo f : X — R e o € X um ponto interior de X. Mostre que se f for
derivével em o, entdo existe o limite

Sk~ fo )
h—0 2h

e ¢ igual a f’(c). Obtenha um exemplo de uma fungédo f que nao seja derivavel num ponto
o € X e tal que exista o limite precedente.

3.4.11. Considere uma funcao f : X — R e 0 € X um ponto interior de X. Mostre que se f for
derivavel em o, entdo existe o limite
2h) — f h
o J0+20) — f(o+h)
h—0 h

e é igual a f'(¢). Obtenha um exemplo de uma fungao f que nao seja derivavel num ponto
o € X e tal que exista o limite precedente.

Sugestdo: somar e subtrair f(z) do denominador e obter, no limite, 2f'(z) — f'(z) = f'(z).)

3.4.12. Dizemos que duas fungdes f,g : X — R sdo tangentes em o se lim M
T—0 xr—ao

=0, ou

seja, se (f — g)(z) = o(z — o) em o (Exercicio 3.4.13). Mostre que duas funges lineares afins
h(z) =a-z+be g(z) = c-z+d sao tangentes em algum ponto se, e s6 se, coincidirem. Mostre
que uma funcao f derivivel em o e uma funcao linear afim h(z) = a - z + b séo tangentes em o
se,esése, a= f'(o)eb= f(o)— f'(0) 0.
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3.4.13. Sejam f,g : X — R duas fungoes e o € R um ponto de acumulagédo do dominio X de f
e g. Dizemos que f é de ordem de grandeza menor do que g em o ou, simplesmente, de ordem
menor do que g em o, e escrevemos f(z) = o(g(z)) em o, se

lim @ =0.
T—0 g(m)
Suponha que f(z) = o(g(z)) em o e que lim g(z) = 0. Mostre que lim f(z) = 0. Mostre que
T—0a T—aT
uma fungéo linear afim f(z) = a-z+b é de ordem de grandeza menor do que g(x) =z em o =0
se, esbése, a=b=0. i

3.4.14. Sejam o um ponto de acumulacdo do dominio X de uma funcao f. Mostre que o
é uma singularidade essencial de f sempre que existirem sequéncias (zy) e (yn) de X — {0}
convergentes a o e tais que (f(zn)) € (f(yn)) sejam convergentes, mas lim f(z,) # lim f(yn).
Com um exemplo, mostre que a condigao suficiente dada ndo é necessaria para que um ponto
de acumulac¢édo do dominio seja uma singularidade essencial da fungao.

3.4.15. Considere uma funco f : X — R e 0 € R um ponto de acumulagéo de (¢ —1,0)NX e,
também, de (0,0 + 1) N X. Mostre que existe lim f(x) se, e s6 se, existem e sao iguais os limites
T—a

laterais lim f(z) e 1im+ f(z) de f em o; mostre que, nesse caso, os trés limites s@o iguais.
T—0— T—a

3.4.16. Considere a fungéo definida por f(z) = sen(1/z), qualquer que seja € R nao nulo.

Mostre que a origem é uma singularidade de segunda espécie dessa fungao, mostrando que nao

existem li%l f(z), 1ir(r)1+ f(z), nem lirrb f(z). Enuncie resultados andlogos trocando sen por cos.
z—0— T— r—

3.4.17. Seja X C R um conjunto limitado nao vazio e considere a fungéo ¢ : R — R definida
por
1, se z é cota superior de X,
P(z) = 0, se x nao é cota inferior nem superior de X,
—1, se x é cota inferior de X,
Mostre que 1) é continua, exceto nos pontos o1 = inf X e o3 = sup X, em que % tem desconti-
nuidades de salto, com salto 1.

3.4.18. Sejam f: X — R uma fungdao, A € R um nimero e o € R um ponto de acumulagao de
(¢ —1,0) N X. Mostre que sao equivalentes as afirmagoes seguintes.

(1) lim f(z)=A
T—0—
(2) Dado qualquer € > 0, existe algum ¢ > 0 tal que |f(z) — A| < &, qualquer que seja x € X

satisfazendo o0 — 0 < z < 0.
(3) f(zn) — A qualquer que seja a sequéncia (z,) crescente de X convergente a o.

Enuncie e demonstre resultado anélogo para o limite pela direita. Mostre que se o é um ponto
de acumulacdo qualquer de X, entdo lim f(z) = A se, e s6 se, f(zn) — A qualquer que seja a
r—0o

sequéncia (z,,) estritamente monétona (isto é, crescente ou decrescente) de X convergente a o.

3.4.19. Considere uma funcdo f : X — R ndo decrescente e o € R um ponto de acumulagao de
(o —1,0) N X. Mostre que sao equivalentes as afirmagoes seguintes.

(1) Existe lim f(z).
T—a—
(2) Existe alguma sequéncia crescente (z,,) de X convergente a o tal que ( f (xn)) converge.

Mostre que se f for limitada superiormente em (o — 1,0) N X, entdo sempre existe o limite de
f em o pela esquerda. Enuncie e demonstre resultados anélogos para fungoes nao crescentes.
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3.4.20. Considere uma fungéo f : X — R nao decrescente e o € R um ponto de acumulagao de
(7,0 + 1) N X. Mostrc que séo cquivalentes as afirmagoes seguintes.

(1) Existe limI f(z).
€ g
(2) Existe alguma sequéncia decrescente (z,,) de X convergente a o tal que (f(z,)) converge.

Mostre que se f for limitada inferiormente em (0,0 + 1) N X, entdo sempre existe o limite de f
em o pela direita. Enuncie e demonstre resultados andlogos para fungdes nao crescentes.

3.4.21. Considere uma funcao f : X — R néo decrescente. Mostre que se ¢ € R for um ponto

de acumulagao de (0 —1,0)NX e de (0,0 +1)NX e se f for limitada em X N(oc—1,0+1), entéo

existem ambos limites laterais de f em o e vale lim f(z) < Iim+ f(z). Enuncie e demonstre
T—0— T—0

resultados andlogos para fungbes nao crescentes. Conclua que sempre existem todos os limites
laterais possiveis de fungbes mondtonas limitadas.

3.4.22. Sejam f : X — R uma funcgdo definida num conjunto X ilimitado superiormente e
A € R. Mostre que sao equivalentes as afirmagtes seguintes.

(1) lim_f@)=A

(2) Dado qualquer € > 0, existe algum M > 0 tal que |f(z) — A\| < &, qualquer que seja z € X
com M < z.

(3) f(zn) — X qualquer que seja a sequéncia () crescente de X que diverge a +00.
Enuncie resultados anédlogos para conjuntos ilimitados-inferiormente e limites em —oco.

3.4.23. Considere uma funcao f : X — R definida num conjunto X ilimitado superiormente.
Mostre que se existir o limite de f(z) em 400, entdo existe r > 0 tal que a fungdo f ¢ limitada
em X N [r,4+00). Mostre que a reciproca é falsa. Enuncie resultados andlogos para limites em

—00.

3.4.24. Considere uma funcao f : X — R nao decrescente definida num conjunto X ilimitado
superiormente. Mostre que sao equivalentes as afirmagoes seguintes.

(1) Existe lim f(z);
T—+00
(2) Existe alguma sequéncia crescente (z,) de X divergente a oo tal que (f(z,)) converge.

Mostre que se f for limitada superiormente em X N [r,+00), com algum r > 0, entdo sempre
existe o limite de f em +o00. Enuncie e demonstre resultados analogos para limites de fungoes
nao decrescentes em —oo. Obtenha resultados analogos para funges nao crescentes.

3.4.25. Dado 0 < ¢ < 1 < d, mostre que

. 14d%\z . 14-c®\z
hm<2)—hm( )——1.

T——00 2

Conclua que, com 0 < a < b, valem

e

=b.

(a“’—l—bz)% az+bz>

2

3.4.26. Considere uma fungio f derivavel num intervalo (r,400), com algum r > 0, e tal que
lim f'(z) = M. Mostre que

T—+00

=a e lim (
T—400

lim
——00

lim @

T—+00 I

=M.
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3.4.27. Considere uma funcao f continua num intervalo (r,+o00), com algum r > 0. Mostre

que se existir o limite quando z tende a +o0o de alguma primitiva de f, entdo esse limite existe

com qualquer primitiva de f. Suponha, agora, que f(z) > 0 com z > r e que g seja alguma

primitiva de f em (r, +00.) Mostre que existe liril g(z) se, e 56 se, a sequéncia (g(n)) converge.
T—+00

(Sugestao: o Exercicio 3.4.24 pode ser itil.)

3.4.28. Considere uma funcéo f : R — R que seja ndo crescente em (—o0,0) e ndo decrescente

em (0, +00). Mostre que se existir lin%) f(z) = L, ent@o f(z) > L qualquer que seja z # 0. Mostre
D

que se f também for continua em 0, entdo 0 é um ponto de minimo global. Dé exemplo de uma

funcdo f : R — R derivével em cada z # 0, tal que f'(z) < 0, comz < 0 e f'(z) > 0, com z > 0,

mas tal que 0 nao seja ponto de extremo local de f.

3.4.29. Considere a fun¢do definida por f(z) = z - logz, com = > 0. Mostre que f possui um
Unico ponto critico; mostre que esse critico é um ponto de minimo, com valor minimo negativo.

Mostre que lim f(z) =0e que lim f(z)= +oo.
z—0+ T—+00

3.4.30. Sejam a,b € (0,+00) fixados. Dado r # 0, defina a média de poténcia r de a,b por

a" + b\
)
Observe que M(1,a,b) = A(a,b) é a média aritmética de a,b e M(—1,a,b) = H(a,b) é a média
harménica de a,b. (Ver Exercicio 1.6.15.) Mostre que, definindo M(0,a,b) = G(a,b) como a
média geométrica de a,b, a fungdo M (r) resulta continua em R ou seja, mostre a continuidade
de M(r) em cadar # 0 e que

IiII(l] M(r,a,b) = Vab = G(a,b).
P—¥

M(r) = M(r,a,b) = (

3.4.31. Seja f : [0,400) — R uma fungao continua tal que exista lirf f(z). Mostre que o
T— 100

limite da média de f em [0, z], quando = tende a 400 coincide com o limite de f quando z tende
a 400, isto é, se liar_l f(z) = L, entédo
T—100

. 1
lim —
z—+00 I

T
/ ft)dt=L.
0
(Sugestao: Mostre que, qualquer que seja 0 < N < z, vale
xT T
/ [f(t)— L]dt :/ f@)dt—z-L+N-L,
JN N »
e estabelega que

= N i)
1f __f(t)dt-L:lf f(t)dt+1/ FO)dt— L
z Jo z Jo z JN

I 1 /[° N-L
=—l:/0 f(t)dt—f—;/N[f(t)—L]dt—T.

Conclua o exercicio, lembrando que, pelo Exercicio 3.4.23, podemos tomar M > 0 tal que
|f(¥)| < M, qualquer que seja z > 0.)
3.4.32. (Teste da Integral — TI) Seja f : [1,+00) — R uma funcéo continua, positiva e nao
crescente e denote f(k) = ug, com k € N. Mostre que a série numérica ) uj converge se, e s6
se, com alguma primitiva g de f em [1,4+00), existe

lim g(z).

T—+00

(Sugestao: use os Exercicios 3.4.27 e 3.3.8.)
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3.4.33. Usando o TI, mostre que as séries
1 1
Z ke ¢ Z k(log k)¢

convergem se, € sO se, ¢ > 1.

3.5. Integral

Nesta seco, construimos a integral de Riemann de fungGes continuas em intervalos limitados e
fechados do dominio.

Daqui em diante, seja f : X — R uma fungéo continua qualquer no intervalo X de R. Para
simplificar, passamos a utilizar ¢ como a varidvel independente de f. Fixemos, de uma vez por
todas, um intervalo [a,b] C X, com a < b, e os valores minimo m e méximo M de f em [a,b],
cortesia do Teorema 3.18 de Weierstrass: m < f(t) < M, com t € [a, b].

Tomando um ponto ¢ € (a,b) arbitrério, obtemos dois subintervalos e o mesmo Teorema de
Weierstrass fornece dois valores minimos mi e mg e dois valores maximos M; e My de f nos
subintervalos [a, c] e [c, b], respectivamente. Os dois valores minimos nao sao menores do que m
e os dois valores méximos nao sao maiores do que M, de modo que

m-(b—a)=m-(c—a)+m-(b—rc)
<my-(c—a)+me-(b—c)
<M (c—a)+My-(b—c)<M-(b—a).

a ¢ b

Figura 3.18. Um ponto adicional ndo pode diminuir os minimos nem aumentar os méximos
Generalizando de um para mais pontos intermediarios, convém dizer que uma colecao finita
P = {to,t1,...,tn—1,tn} de n+ 1 pontos é uma parti¢do do intervalo [a,b] se
a=tyg <t <ty < - <tph_1<tp=0.
Tomando, com 1 < k < n, o valor minimo my e o valor maximo My de f no subintervalo
[tk—1, tk], obtemos, com tp_1 <t < i,
m<my < f(t) <My <M.

A soma inferior e a soma superior de f em relagao & particao P de [a,b] sdo denotadas e
definidas, respectivamente, por

I(f,P) =Y my - (tk — th-1)
k=1

n

S(f,P) =) M- (tk — tk-1)-

k=1
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Exemplo 3.70. Se v = v(t) indica a velocidade de um objeto ao longo de um intervalo de
tempo [0, 7], entdo cada parcela vyy - (t —tk—1) € Umax - (tx — tx—1) das somas inferior e superior
tem a interpretacdo de distancia percorrida, j4 que essas velocidades sao constantes e

velocidade constante x tempo decorrido = distancia percorrida.

Assim, tanto as somas inferiores da velocidade v de um objeto quanto as superiores representam
distancias percorridas pelo objeto. ©

Figura 3.19. Uma soma inferior I(f,P)

Tomando a particdo Py = {a, b} de dois pontos, temos I(f,Po) =m-(b—a) < M-(b—a) =
S(f,Po) e, tomando a partigao P; = {a,c,b} de trés pontos, vimos anteriormente o que pode

ser traduzido por
m-(b—a) <I(f,P1) <S(f,P1) < M- (b—a)

Repetindo aquele argumento — em que havia um ponto ¢ adicional no intervalo [a, b] — com
cada ponto adicional em cada subintervalo [tx_1,tx] e observando que

>tk —th-1) =tn—to=b-a,

podemos verificar (por indugéo) que, sempre,
m-(b—a) <I(f,P) < S(f,P) < M- (b a). (3.7)

Figura 3.20. Uma soma superior S(f, P)

A diferenca entre as somas superior e inferior de f em relagao a uma particao P é dada por
n

0< S(f,P) —I(,P) =Y _(Mi—my) - (t — te-1)-
k=1
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Lema 3.71. Dado qualquer € > 0, podemos escolher uma particao P de [a,b] tal que

Demonstracgao. Pela Proposicao 3.20, as oscilagbes My — my de f nos intervalos [tx—1,tk)
podem ser controladas: dado qualquer € > 0, podemos escolher r > 0 de tal modo que

£
0< My —mg =w(f, [te-1,tk]) < P

em cada subintervalo [tx—1,tk] de [a,b] tal que tx — tx—1 < 7.
Fixado, pois, € > 0, basta tomar r > 0 fornecido pela Proposi¢ao 3.20 e escolher uma
partigao P de [a,b] tal que tx — tx—1 < r, qualquer que seja 1 < k < n, com a qual obtemos

ko3 n
€
0< ) (My—mg)- (tg — tg—1) < . Z(tk —tg_1) = €.
k=1 k=1
Uma tal partigao pode ser obtida tomando, por exemplo,
a=tg<at+r=t1<---<at+(nm—-1)r=tp_1 <t,=b,
onde n € N é o tnico natural que satisfaz a + (n — 1)r < b < a + nr, pela propriedade
arquimediana. O

Nao sé as somas inferiores aumentam e as superiores diminuem sempre que passarmos de
uma dada parti¢do para uma outra que a contenha, mas até

m-(b—a) <I(f,Q) <S(f,R) < M- (b—a), (3.8)

quaisquer que sejam duas partigoes Q e R de [a, b], j& que sempre podemos comparar as somas
relativas as partigoes @ e R com as somas relativas a partigao QU R, que contém ambas, e
observando que

Figura 3.21. A diferenga S(f,P)—I(f,P)

Assim, nao s6 sdo limitados o conjunto de todas somas inferiores e o de todas somas superiores
de f em l[a,b], mas nenhuma soma inferior é maior do que qualquer soma superior. A integral
inferior e a integral superior de f em [a,b] sdo denotadas e definidas por

I(f,[a,b]) =sup {I(f, Q) : Q é uma partigao de [a, ] }

S(f,la,b]) = inf {S(f,R) : R é uma partigao de [a,b]},

respectivamente. Por (3.8), sempre temos I(f, [a,b]) < S(£,[a,b]) e, por virtude do Lema 3.71,
obtemos I(f,[a,b]) = S(f,[a,b]). (Ver Exercicio 1.4.18.) Destacamos esse resultado.
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Teorema 3.72. Seja f : X — R wma fungio continua. Dado qualquer intervalo [a,b] C X,

lermos
I(fa [a’ bJ) = S(f’ laa bJ)

Dizemos que esse valor comum das integrais inferior e superior é a integral de f em [a,b],

denotada por
b
L
a

Proposicao 3.73. A integral de uma fungdo continua tem as propriedades de monotonicidade
I1 e aditividade I2.

Demonstragao. Por (3.7), vale a propriedade I1. Para conferir a propriedade 12, observamos
que a adigdo de uma soma inferior de f em [a,c] com uma soma inferior de f em [c,b] é igual
a uma soma inferior de f em [a,b] e, reciprocamente, dada qualquer soma inferior de f em
[a, b], sempre podemos acrescentar o ponto ¢ & particao e verificar que a soma inferior f em
[a,b] ndo é maior do que a adigdo da soma inferior de f em [a,c] com a soma inferior de f em
[c, b] induzidas pelas restrigoes da partigao a esses subintervalos. Isso nos permite concluir que
I(f,[a,c]) + I(f,[c,b]) = I(f,]a,b]), de modo que vale I2. (Ver Exercicio 1.4.17.) O
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Capitulo 4

Sequéncias de Funcoes

4.1. Convergéncia Uniforme

Fixado um conjunto C C R e dado um natural n, consideremos alguma fungao f, : C — R.
Essas fungoes, todas de mesmo dominio C, constituem uma sequéncia de fungdes, que denotamos,
como antes, no caso numérico, por (fp)c ou, simplesmente, (fn). As vezes, é preferivel deixar
n variar a partir de 0 ou, até, a partir de algum outro inteiro qualquer. Em alguns exemplos,
os dominios (naturais) das fungées f, sdo, possivelmente, distintos. Nesse caso, consideramos
algum conjunto C' C R comum a todos os dominios e tratamos da sequéncia das restricoes a C.

Dado um ponto o € C, dizemos que a sequéncia de fungoes (f,,) converge em o se a sequéncia
( fn(cr)) das imagens de o pelas fungoes f,, for uma sequéncia numérica convergente. Nesse caso,
dizemos que (f,) converge em o para nli»ngo fu(z).

Dado um subconjunto D C C, dizemos que a sequéncia (f,) de fungées converge simples-

mente em D ou, entdo, pontualmente em D, se (fy) converge em cada ponto o € D. Nesse caso,
obtemos uma nova funcao f : D — R, definida, em cada z € D fixado, por

f@) = lim fa(z), (1)

dizemos que a sequéncia (f,) converge simplesmente para f em D e escrevemos fr, 2 fem D.
Pela unicidade do limite de sequéncias numéricas, é claro que dada qualquer sequéncia (f,) de
funcgoes e qualquer D C C, existe, no méximo, uma unica fungdo f : D — R tal que f, = f
em D; essa funcao é denominada funcdo limite da sequéncia de fungoes, ou simplesmente limite.

O conjunto de todos os pontos em que a sequéncia converge é denominado dominio de
convergéncia da sequéncia, sendo, portanto, o maior subconjunto de C' em que a sequéncia
converge simplesmente.

Considerando as operagoes ponto a ponto de fungdes, € claro que fy -2, f em D equivale a
fn— f = 0 em D. Em particular, f, — f em D significa que, dado z € D qualquer, ¢ nula a
sequéncia numérica definida por (f, — f)(z). Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.1. Tomando C = R, definamos f,(z) = 27 "sen(2"z), com n > 0 e z € R. Observe
os graficos das funcdes dessa sequéncia: cada fungao f, tem a metade da amplitude e o dobro
da frequéncia da funcdo f,_1 anterior. Temos |fn(z)| = |27 "sen(2"z)| < 27" — 0, pois
|senz| < 1, qualquer que seja z, de modo que f, —~,0emR. ©

Exemplo 4.2. Tomando C = R, definimos uma funcéo serra s : R — R por s(z) = |2m — |,
em cada z tal que 2m — 1 < z < 2m + 1, com m € Z. Desse modo, o grafico de s(z) = |z| em

165
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—1 < 2 < 1 se repete a cada intervalo de comprimento 2. Mais precisamente, s é periédica de
periodo 2, ou seja, s(z + 2n) = s(z), quaisquer que sejam z € R e n € Z. Para verificar isso,
observe que se 2m — 1 <z < 2m +1, entdo 2(m+n) — 1 <z +2n < 2(m +n) + 1 e, portanto,
s(z42n) =|2(m +n) — (z + 2n)| = |2m — z| = s(x). Além disso, s é continua e limitada, com
0 < s(z) < 1, sendo que s se anula em cada inteiro par e vale 1 em cada impar. Dessa forma,

é uma versao “retificada” da fungdo y = [sen(wz)|. A vantagem sobre essa fungdo seno é que
podemos calcular facilmente que
s(z) —s(y) =+(z —y), com quaisquer k<z,y<k+1lekceclZ. (4.2)

De fato, por simetria e pela periodicidade, basta provar isso no caso —1 < z < y < 1. Caso
—1 <z <y <0, por definigdo, s(z) = —z e s(y) = —y, de modo que s(z) — s(y) =y — z. Caso
0 < z <y < 1, por definigao, s(z) = z e s(y) =y, de modo que s(z) — s(y) = z — y. Adiante,
no Exemplo 4.23, usamos essa propriedade da funcgao serra.

Agora definimos f,(z) = s(10™z)/2", com n > 0 e x € R. Observe que f,11 tem a metade
da amplitude e dez vezes a frequéncia de f,. Temos 0 < f(z) < 27" — 0, pois |s(z)| < 1,
qualquer que seja z, de modo que f, — 0 em R. ©

Exemplo 4.3. Tomando C = R, definamos f,(z) = 2", com z € R e n € N. Até aqui, a se-
quéncia geométrica foi tratada como uma sequéncia numérica a um pardmetro. Esse parametro,
interpretado como uma wvaridvel, € o que faz dela uma sequéncia de fungdes. No Capitulo 2,
vimos que a sequéncia geométrica (z™) é nula com —1 < z < 1, constante e igual a 1 com
x = 1, divergente oscilante a +1 com z = —1, divergente oscilante a +oo com z < —1 e
divergente crescente a +o0o com z > 1. Assim, o dominio de convergéncia dessa sequéncia é o
intervalo D = (—1,1] e, definindo f : R — R por f(1) =1e f(z) =0, com = # 1, temos que
fn(z) = 2™ — f(z), qualquer que seja = € D fixado, isto é, f, — f em D. ®

Exemplo 4.4. Tomando C = R, definamos f,(z) = n?x(1—z)" comn € Ne 2z € R. Claramente,
f2(0) = 0 e fn(2) = (—1)"2n? diverge oscilando a Fco. Temos 0 < |1 — z| < /[1 —z| < 1,
qualquer que seja z € (0,2), de modo que (ver Exemplo 2.16)

n?|l —z|" = [n(ﬂ)nr —02=0

e, portanto, a sequéncia numérica ( fn(x)) ¢ nula. Por outro lado, se x < 0 ou se z > 2, temos
|1 —z| > 1 e, portanto, |f,(z)| diverge a co. Assim, o dominio de convergéncia dessa sequéncia

é o intervalo D = [0,2) e f, —» 0 em D. ®

No Exemplo 4.3, cada fn,(z) = z™ define uma fung¢ao continua em R, mas a funcio limite
f:(=1,1] — R dessas fungoes é descontinua em 1. Isso acarreta, em particular, que ndo vale
lim [ lim fn(xm)] — lim [ lim fn(xm)}, (4.3)

n—oo L m—eQ m—o0 LN—00

com qualquer sequéncia (z.,) de (—1,1) que convirja a 1. Para ver isso, observe que 0 < z,, < 1
com m > 0 e que, portanto,
lim { lim fn(azm)] = lim [ lim (xm)”} = lim 0=0,
m—0o0 n—oa m—00 n—00 m—oo
mas
lim [ lim fn(azm)} = lim [ lim (a:m)”] = lim 1" =1

n—oo L m—oo n—oo L m—oo n—oo
No entanto, (4.3) é vélido se a fungao limite for continua em ¢. (Ver Exercicio 4.1.4.) Por
exemplo, se (z,) for uma sequéncia de [0,2) com z,, — o € [0,2), entdo (4.3) é vélido com as
fungoes f, do Exemplo 4.4, sendo f(¢) = 0 o valor comum dos dois limites.

Observe que, no Exemplo 4.3, os graficos das funcoes f, tendem pontualmente ao grafico
da fungao f dada, mas ndo de maneira uniforme, ou seja, quanto mais préximo estiver |z| da



4.1. Convergéncia Uniforme 167

extremidade 1, mais lenta é a convergéncia de (f,(z)). Exceto pelo ponto o = 1, em que todas
as [n e [ colucidem, por maior que lomemos n, nunca ocorre que todo o grafico de fp(x) = 2™
em (—1,1) esteja a uma distdncia pequena do grifico de f, pois aquele sai de qualquer faixa
ly| < & em torno do gréfico de f. Em termos analiticos, observe que, fixados 0 < |z| < 1, >0
en €N, temos (log|z| <0e)

loge

fn(@) = f@)l = la" ~ 0l =[al" <& += n> 2

Portanto, tomando N = N(e,z) € N tal que N > %ﬁ%, resulta |fn(z) — f(z)] <€ comn > N.

Quanto mais préximo de 1 tomarmos |z|, maior precisard ser N (e, ) para garantir a validade
de |fn(z) — f(z)| < e comn > N (e, z). Isso significa que a convergéncia fn(z) — f(z), embora
valida em cada z € (—1,1), é cada vez mais lenta quanto mais préximo de 1 tomarmos |z, ou
seja, essa convergéncia depende de z, ndo sendo uniforme em z € (—1,1).

Para caracterizar uma uniformidade na convergéncia de todas as sequéncias ( fn (m)), convém
introduzir uma espécie de distdncia entre as fungdes f, e f ou, mais geometricamente, entre os
gréaficos dessas fungbes. Para isso, passamos a denotar

p = p(D) = p(g, D) = sup {|g(z)| : « € D} (4.4)

sempre que g : C — R for uma fungao limitada e D C C. Também convencionamos que sempre
que escrevermos u(g, D), fica entendido que g é, de fato, limitada em D, ou seja, que a imagem
de D pela fungao g é um conjunto limitado e que, portanto, existe em R o supremo em (4.4).

Dados uma sequéncia (f,) de fungdes de dominio comum C C R e D C C um conjunto
qualquer, dizemos que a sequéncia (f,) converge uniformemente em D se existir uma funcao
f : D — R tal que seja nula a sequéncia numérica (u,) definida, com qualquer n € N, pela
distancia vertical maxima entre os graficos de f, e f, ou seja,

Lin, = (D) =/.L(fn-—f,D)=Sllp{|fn(l‘)—f($)l :xED}'

Isso significa que todas as fun¢oes f, — f sdo limitadas em D e, uma vez fornecido um nimero
real positivo € > 0 qualquer, por menor que seja, vale p, < € com n > 0. Em outras palavras,
com n > 0, os graficos das fungoées f;, estdo totalmente dentro de faixas “horizontais” de largura
vertical arbitrariamente pequena centrada no grafico de f, ou seja, dado € > 0, vale

flz)—e < falz) < f(x) +¢€

com quaisquer z € D en > N, em que N = N(e) (geralmente) depende de &, mas vale
uniformemente em cada x € D, ndo dependendo, portanto, de z € D.

Em particular, da convergéncia uniforme decorre, como era de se esperar, a convergéncia
simples e, pela unicidade do limite desta, novamente é inica a fungdo limite da convergéncia
uniforme. Se (fy,) convergir uniformemente em D e f : D — R for a fungao limite, dizemos que
a sequéncia (f,) converge uniformemente para f em D e escrevemos fp, —~5 f em D.

Exemplo 4.5. E imediato verificar que a sequéncia (fn) do Exemplo 4.1 converge uniformemente
4 funcdo nula em R, pois 0 < pn, < 27" e, portanto, pelo critério do confronto, (i) é uma se-

quéncia nula. Assim, f, — 0 em R. ©

Exemplo 4.6. A sequéncia das fungoes serra do Exemplo 4.2 converge uniformemente a fungao
nula em R, pois 0 < uy < 27" e, portanto, pelo critério do confronto, (u,) é uma sequéncia

nula. Assim, f, — 0 em R. ©

Exemplo 4.7. A sequéncia (f,) do Exemplo 4.3 converge simplesmente em (—1,1], mas néo
uniformemente em (—1,1], nem em (—1,1). De fato, pelo Exercicio 3.1.14, dado qualquer 7,
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temos

lin((_l) 1)) = /in((_l’ 1]) = fa(1) =1.
No entanto, fixado 0 < r < 1, a sequéncia ( f,,) converge uniformemente no intervalo [—r, r|. Para
ver isso, basta observar que |fy(z)| = |z|* < 7™ com |z| < r, de modo que 0 < pp, <™ — 0. ®

Exemplo 4.8. A sequéncia (f,) do Exemplo 4.4 converge simplesmente em [0,2), mas ndo
uniformemente em [0, 2), nem em (0,2). De fato, como cada f, ¢ uma fungao continua em R,
com f,(2) = (—1)"2n?, temos (ver Exercicio 3.1.14)

Nn((0’2)) = Mn([072]) = |fn(2)| = 2n? 7/— 0.

S ’
Entretanto, f, — 0 em [0, 2) e poderiamos esperar que, como no exemplo precedente, resultasse
convergéncia uniforme & fungao nula se cortdssemos o dominio de convergéncia & esquerda de 2,
ponto em que parece residir o impedimento & convergéncia uniforme.
u
Ocorre que tampouco f, — 0 em [0,2—7], com 0 < r < 2. De fato, cada f,(z) = n®z(1—z)"
¢ uma fungao derivavel tal que

filz) =0 < n*(1-2)"=n?zn(l—2)"! <= z=1oul=(n+1) 2

e podemos verificar que 1/(n 4 1) é um ponto de maximo local de f, em R, com

2
n 1 n n n+1 1
e D)= 2 1 ) =) el e
Mt/ + 1) =75 (- ) =na5T ne e
Assim, i ([0,2 — 7)) = fu(1/(n + 1)) /£ 0, de modo que f, £~ 0 em [0,2 — 7].

Finalmente, obtemos convergéncia uniforme a fungao nula cortando o dominio de con-
vergéncia a direita de 0. De fato, mostremos que fp -5 0 em [r,2—7],com 0 < r < 1.
Observe que o tinico ponto critico em [r, 2 — r] da fungao derivavel f, é 1, com n > 0. Assim, os
valores maximo e minimo absolutos da funcao f,, sao atingidos nesse critico ou nas extremidades
r e 2 —r desse intervalo. Como f,(1) = 0, estabelecemos

0 < pin < max {|fn(r)],|fn (2 —1)I}.

Como a convergéncia simples garante que ambas sequéncias ( fa(r)) e ( fn(2—r)) sdo nulas, (un)
- A~ . I U
é uma sequéncia nula pelo critério do confronto, de modo que f, — 0 em [r,2 — 7]. ®

Usando os mesmos argumentos utilizados na Proposicao 2.3.6, é facil concluir que a soma
e o produto de sequéncias de fungoes simplesmente convergentes converge simplesmente para a
soma e o produto das fungbes limite, respectivamente.

Suponha que fn, — f € gn — g em D. Nao é dificil conferir que, fixados a, 8 € R, decorre
que o fn + Bgn s af +Bg em D. Em particular, temos que f, %5 f em D equivale a
fn — f — 0 em D. No entanto, nada garante que fy, - gn = f.gem D. (Ver Exercicio 4.1.6.)

No Exemplo 4.7, cada fp(z) = 2™ define uma fungéo continua em R, mas o limite simples
f :(=1,1] — R dessas fungses é descontinua (em 1). Com a convergéncia uniforme, isso néo
pode ocorrer, como segue do nosso préximo resultado.

Proposicao 4.9. Seja (f,) uma sequéncia de fungées que converge uniformemente em D C R.
Se cada f, for continua (em o € D), entdo a fungéo limite é continua (em o).

Demonstragao. Vamos supor que f, — f em D e que f nio seja continua em algum ponto
de D e mostrar que existe n arbitrariamente grande com f,, descontinua em algum ponto de D.
Fixado o € D, vamos supor que f ndo seja continua em o, de modo que, pelo Exercicio 3.1.4,
existem g9 > 0 e uma sequéncia (z,) de D que converge a o, mas tal que |f(z,) — f(o)| > o,
qualquer que seja n € N.



4.1. Convergéncia Uniforme 169

Como f, — f em D, temos (pr) nula e, como &1 = %Eo > 0, podemos escolher N € N
arbitrariamente grande tal que u(fy — f, D) < €1, de modo que temos |fy(z) — f(z)| < &1 com
qualquer z € D. Mostremos que fy nao é continua em o. De fato, se fy fosse continua em o,
pela convergéncia z, — o poderfamos escolher p € N tal que |fn(zp) — fn(0)| < €1, mas entédo
teriamos

< |f(@p) = f0)l < |f(@p) — fn(ap)l + | fv(@p) — fn(o)| + [ fv(o) = £(o)] < 3ey = e,

o que é uma impossibilidade. Logo fy ndo é continua em o. OJ

Dessa forma, a continuidade da funcao limite de uma sequéncia uniformemente convergente
¢ herdada da continuidade de cada fungéo da sequéncia, o que se configura como um bom teste
para a convergéncia ndo uniforme: a sequéncia dada por f,(z) = 2™ realmente ndo poderia
convergir uniformemente em (—1,1] pois cada f, é continua, enquanto que a fun¢do limite
(Exemplo 4.3) néo é continua (em 1). No entanto, esse argumento nao prova que a convergéncia
nao possa ser uniforme em (—1,1), pois a fungao identicamente nula é continua (em R).

Decorre do resultado precedente que se f, — f em D e o € D, entdo a continuidade de

cada f, em o garante que, com z,, — o em D, vale

lim | lim fn(mm)} flo) = hm [ll)n;ofn(a:m)J, (4.5)

n—oo Itm—roo
0 que nao conseguimos garantir com a convergéncia simples. Com a convergéncia uniforme, isso
decorre da obrigatéria continuidade em o da fungao limite. (Ver Exercicio 4.1.4.)

Também todas integrais da fungdo limite de uma sequéncia uniformemente convergente sao
herdadas das integrais de cada fun¢ao da sequéncia, o que se configura como mais um bom teste
para a convergéncia ndo uniforme.

Exemplo 4.10. A sequéncia (f,) dos Exemplos 4.4 e 4.8 converge simplesmente em [0, 1], mas

2

/f"—/n“_z ) de (n+17)l(n+2) —1L

onde usamos a primitiva do Exemplo 3.53. ©
No exemplo precedente, cada f,(z) = n2z(1—z)" define uma fungao continua em R, o limite

1
simples f dessas fungdes é a fungao continua nula em [0, 1], mas / fn #~— / f=0. Com a
0 0
convergéncia uniforme, isso ndo pode ocorrer.
Proposicao 4.11. Seja (f,) uma sequéncia de fungées continuas que converge uniformemente
para uma fungéo f em D CR. Se [a,b] C D, entao
b b
f= lim fn-
a

a

Demonstragao. Fixemos [a,b] C D. Dado € > 0, a convergéncia uniforme garante que existe
algum N € N tal que, quaisquer que sejam z € D e n € N, vale

n2N=|fo(z) - f(2)| < pn </(b—a).

Suponha que cada f,, seja continua; pela Proposigao 4.9, f também é continua e, pela monoto-
nicidade da integral (Corolario 3.57), dado n > N, temos

/abfn—/abf = /ab[fn— </ab|fn—fl</abs/(b—a,):

Assim, a sequéncia numérica das integrais de f,, em [a,b] converge & integral de f em [a,b]. O
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A sequéucia du Exewplo 4.5 mosbra que [, - S udo implica [}, 5 J'. De lalo, dada
fn(x) = 27" sen(2"z), temos [, () = cos(2"x), portanto a sequéncia das derivadas néo wnvelge

uniformemente a funcgéo alguma, que dird a denvada do limite. No entanto, basta que f, 2 f
e que (f}) convirja uniformemente para que fi LN f'. Mais precisamente, vale o resultado
seguinte.

Proposigao 4.12. Sejam (f,) uma sequéncia de fungdes derwdveis num intervalo [a,b] e g
wma fungdo de [a,b]. Se cada fungdo derivada f}, for continua em [a,b], se a sequéncia (f,)
das derinadas convergir uniformemente para g em [a,b] e se a sequéncia numeérica ( fn(a)) for
convergente com algum ponto o € [a,b], entdo (fn) converge uniformemente em [a,b]. Além
disso, a funcdo limite € derivdvel e € uma primitwa de g em [a,b].

Demonstracao. Seja £ o limite da sequéncia numérica convergente ( I (a)) com algum ponto

o € [a,b] dado. Sendo fy : [a,b] — R derivavel com f;, continua, o TFCII garante que, qualquer

que seja = € [a,b], temos fn(z) = fulo) + [7 fh- Se fr, 5 g em [a,b], entdo g é continua e,
pela. Proposicdo 4.11, sabemos que [ f/, — [¥ g, qualquer que seja @ € [a,b]. Assim, dado
z € [a, b,

@) =t + [ fo—et [ g

de modo que, definindo f : [a,b] — R em cada z € [a, b] por

f($)=§+/:g,

resulta que f, — f e que f é derivavel em [a,b], com f’ = g, pelo TFCIL. Mostremos que
U

Dado € > 0, escolhemos N7 € N tal que n > N; = |fn(0) — €| < %z—: e Ny € N tal que

03 M = 114(0) — 0(@)] < u(fo = 0. fo.t) < 55y

qualquer que seja = € [a,b]. Assim, dado n > max{Nj, Np}, a linearidade da integral e o

Corolério 3.57 garantem que
nle) ~ 1) = |fnl) + [ fé—é—/ g | <Ifalo) e|+]/ m- [

1 x elz — o
<z <: =
2”/,, [fn =9l < +2(b—a) 2”25 &

qualquer que seja z € [a,b]. Concluimos que f, — f em [a, b]. O
Geralmente utilizamos esse resultado num contexto um pouco mais amigavel, como segue.
Corolario 4.13. Sejam (f,) uma sequéncia de fungdes derivdveis num intervalo [a,b] e f,g
duas fungées de [a,b]. Se fn, — f em (a,b), cada funcdo derivada f}, for continua em [a,b] e a
sequéncia (f1,) das derivadas convergir uniformemente para g em [a,b], entdo fn = f em [a,b]
e f € derivdvel em [a,b], com f'=g. O

Para uso futuro, destacamos uma maneira muito conveniente de verificar a convergéncia
uniforme de uma sequéncia de fungtes sem necessidade de conhecer a fungao limite.

Proposigao 4.14. (Critério de Cauchy) Uma sequéncia (fy) de funcées de C' converge unifor-
memente em D C C se, e s6 se, dado qualquer nimero real positivo € > 0, por menor que seja,

eristir N € N tal que
|fn(z) — fm(z)| <€, quaisquer que sejam m,n > N ez € D. (4.6)
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Demonstracao. Se f, =2 f em C entao, dado € > 0, temos px < %5 com k > 0 e, portanto,

(@) = Fm(@)] < |fn(2) = F(@)] + |f(2) = fn(@)] < pim + pim < €

com quaisquer € C' e n,m > 0, do que decorre a condi¢ao dada em (4.6). Reciprocamente,
suponha que valha essa condigao de Cauchy. Fixado € > 0, tomamos N € N tal que

nf2) — Fm(z)] < 35

com quaisquer m,n = N e xz € C. Fixado x € C, decorre que a sequéncia numérica ( fk(a:)) é de
Cauchy, portanto convergente: denotemos f(z) = klim fr(z) e mostremos que fp 5 fem C.
—00

Dados n > N e z € C, temos

. 1
£a(®) — F(@) = lim_|u(e) = fula)| < 3¢
Assim, p, < &£ com n > N e, portanto, f, — f em C. O

Exercicios 4.1

4.1.1. Encontre o dominio de convergéncia D de cada uma das sequéncias obtidas com as fun-
¢Oes dadas. Verifique que D néo contém intervalo algum. Verifique se, fora de D, a divergéncia
¢ oscilante finita, oscilante infinita, crescente a infinito ou decrescente a infinito.

(1) fa(z) =n’z(1—z™);  (2) falz) =nz(l—2);  (3) falz) = ne®(1 - z);
(4) fu(z) =n’2?(1 - 2™); (5) falz) =n22%(1 — z™)2

4.1.2. Encontre o dominio de convergéncia D de cada uma das sequéncias obtidas com as
funcbes dadas. Mostre que D contém o intervalo (—1,1). Verifique o que ocorre com p, em
D. Verifique se ha convergéncia uniforme em algum conjunto do tipo (—1,1 — 7], [r — 1,1) ou
[r—1,—s]U[s,1 —7], com 0 < r,s <1 fixados arbitrariamente, mas tais que 0 <r +s < L.

(1) fa(z) =2"(1 —2"); (2) fu(z) = n2™(1 —z™); (3) frulz) = n%2z™(1 — z™);
4) fale) =ne(l =) () fa(z) =na®(1 - ™)™

4.1.3. Mostre que cada uma das sequéncias obtidas com as fungoes dadas converge uniforme-
mente a 0 em R.
1/n cos(nz)

@) === @) = fpmeay © R = S

SeIl2 nx nx
@ ) = EEZID, (5) o) =

4.1.4. Suponha que f, — f em D e que f e cada f, sejam continuas num ponto o € D.
Mostre que vale (4.5) com qualquer sequéncia (z,,) de D convergente a o.

4.1.5. Seja (f,) uma sequéncia de fungGes ilimitadas definidas em D C R. Mostre que fy, £ 0.
Mais geralmente, mostre que (f,) ndo converge uniformemente em D a alguma fungao limitada.

4.1.6. Considere f(z) = fn(z) = z, gn(z) = 1/n e g(z) = 0, quaisquer que sejamn € Ne z € R.
Mostre que fn — f € gn — g em R, masquefn-gn#ef-gem]R.
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4.2. Séries de Funcoes

Dada uma sequéncia (fx)ren de fungdes definidas em C C R, formamos a sequéncia (s) das
somas parciais de (fx) definindo, com n € N,

sn=fith+ +f:C—-R
por sp(z) = f1(z) + fa(z) +- - + fa(z), com z € C. Se a sequéncia (f,) comegar com n = 0 (ou
outro inteiro), continuamos tomando sn, = fo+ fi1 + - + fn, sempre somando até fp.

Dizemos que a série de funcdes . fn converge em um ponto o € C se a sequéncia (en)
das somas parciais convergir nesse ponto. O conjunto de todos os pontos de C' em que a série
converge é denominado dominio de convergéncia da série. Nesse caso, a fungao limite f da
sequéncia das somas parciais definida no dominio de convergéncia é tinica, sendo denominada
fungdo soma da série de fungoes e escrevemos

o0
f=limsn=) fi=fithtfat .
n—oQ

k=1
Em cada ponto ¢ do dominio de convergéncia da série de fungdes » fi, a série numérica ) fr(o)
pode convergir absoluta ou condicionalmente; se convergir absolutamente, dizemos que a série
de funcdes Y. fx converge absolutamente em o e se convergir condicionalmente, dizemos que
> fx converge condicionalmente em o.

Dizemos que a série de funcées > fx converge simplesmente em D se D C R estiver contido
no domifnio de convergéncia da série de fungdes. Dizemos que a série de fungGes ) | fj converge
uniformemente em D se a sequéncia (s,) das somas parciais convergir uniformemente em D;
nesse caso, é claro que D serd um subconjunto do dominio de convergéncia da série de fungoes,
ou seja, a série de fungdes Y fr também convergird simplesmente em D. Finalmente, dizemos
que a série de fungGes Y fi converge normalmente em D se a série numérica ) u(fx, D) for
convergente.

Como no caso de séries numéricas, temos aqui o equivalente ao TD, como segue.

Proposigao 4.15. (Teste da Divergéncia — TD) Se a série ), f, convergir simplesmente em D
entao fx 50 em D. Se a série > fr convergir uniformemente em D entdo f 2,0 emD.

De fato, basta observar que fx = sy — sx—1. E claro que a reciproca continua sendo falsa
(basta tomar fungbes constantes).

Existem pelo menos duas grandes familias de séries de funcoes, as séries de poténcias e as
séries trigonométricas. As séries de poténcias serao tratadas na préxima segao, mas as trigo-
nomsétricas, que sao séries do tipo

o0
1
za0 + E [ak cos(kzx) + by sen(k:z)] ,
k=1
com (ay) e (bg) sequéncias numeéricas nulas, ndo serdo abordadas aqui. Nossos métodos sequer
séo suficientes para decidir a convergéncia de uma série trigonométrica especifica, como

i sen(kz)

k=1 b
que converge simplesmente & fungdo periédica de periodo 2 definida, no intervalo [0, 2], por
flz) =0,emz =0ex = 2r e f(z) = 3(r — z), em 0 < = < 27, cujo grifico ¢ uma

“serra”’ descontinua em cada multiplo par de 7. Esse mundo das séries de Fourier pode ser
desbravado em obras mais avancadas de Analise Matemadtica, como, por exemplo, “Andlise de
Fourier e Equagdes Diferenciais Parciais”, de Djairo Guedes de Figueiredo, Projeto Euclides,
Rio de Janeiro: IMPA, 1977.



4.2. Séries de Funcbes 173

No nosso estudo de séries numéricas, no Capftulo 2, j4 nos deparamos com, pelo menos, duas
séries de fungoes, a saber, a série geométrica, que sera considerada na préxima segao, como um
exemplar conspicuo de série de poténcias, e a série harménica de expoente c. Essa série, que até
aqui foi tratada como uma série numérica a um pardmetro, na realidade constitui uma série de
fungoes muito famosa que, entretanto, nao faz parte nem da familia das séries de poténcias nem
da das séries trigonométricas.

Exemplo 4.16. Definamos fx(z) = k™%, com quaisquer z € R e k¥ € N. No Exemplo 2.67
(& pagina 86) vimos que a série harménica de expoente ¢ dada por > kic converge se, € sO se,
¢ > 1. Assim, D = (1,4+00) é o dominio de convergéncia da série de fungdes ) fx e, definindo
(:D — R por

[ee]

C(m)zzkim:1+2iz+%+m , comzx > 1,

k=1
obtemos (uma parte da) fun¢ao zeta de Riemann, cujo dominio é estendido ao plano dos nimeros
complexos, exceto z = 1. Num trabalho que marcou época, Riemann obteve, em 1859, uma
férmula analitica para a quantidade de nimeros primos, menores do que uma cota dada, em
termos dos zeros (nao triviais) dessa fungao, sendo importante lembrar que a distribuicdo dos
numeros primos dentre os naturais nao segue qualquer padrdo de regularidade. O entendi-
mento dessa particular funcéo zeta é o objeto do trabalho de pesquisa de muitos dos me-
lhores matemdticos da atualidade, envolve um prémio miliondrio (www.claymath.org) e tem
consequéncias até na criptografia, que é a base da seguranca da internet. ©

Usando os resultados de sequéncias de fungoes, obtemos resultados analogos aos da secdo
precedente, relativos a continuidade, integral e derivada da soma de séries de fungdes uniforme-
mente convergentes. Basta observar que da continuidade ou derivabilidade de cada f, decorre
a de cada soma parcial s,, j4 que o limite, a integral e a derivada de uma soma finita é a soma,
dos limites, integrais e derivadas.

Proposicao 4.17. Seja (f) uma sequéncia de fungées continuas em D C R. Se a série 3 fi
convergir uniformemente em D, entdo a funcao soma Y fi serd continua em D e

/:ka:Z/abfk,

em qualguer [a,b] C D. O

Proposicao 4.18. Seja (fy) uma sequéncia de fungées e D C R. Se a série de fungées Y, fr
convergir simplesmente em D, cada fungio fy for derivdvel em D com fungio deriada fj,
continua em D e a série ) f; convergir uniformemente em D, entdo a funcdo soma Y, fr serd

derivdvel em D e
" / Ay
(X ) @=3 fi@),
qualquer que seja x € D.

Também temos o critério de Cauchy, aplicado a séries de fungoes.

Proposigao 4.19. (Critério de Cauchy) Sejam (fi) uma sequéncia de fungoes definidas em C
e D C C. A série ) fr converge uniformemente em D se, e s6 se, dado qualquer nimero real
positivo € > 0, por menor que seja, ezistir K € N tal que, com qualquer k > K, valer

[fer1(z) + fa2(@) + - + fotp(z)| <€, com quaisquer p €N ez € D. (4.7)

Demonstracao. Basta observar que fxi1(z) + feta(z)+ - + fiotp(®) = spip(z) — sk(2) € usar
o critério de Cauchy com a sequéncia (s,) das somas parciais. O
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Muitas vezes estabelecemos a convergéncia uniforme de séries de funcoes (pelo menos, quando
houver convergéncia absoluta) com o teste seguinte, que é uma versdo turbinada do Teste da
Comparagao (TCD) de séries numéricas e nao tem andlogo para sequéncias quaisquer de fungoes.

Teorema 4.20. (Teste M, de Weierstrass) Toda série normalmente convergente € uniforme-

mente convergente. Mais precisamente, seja (fx) uma sequéncia de fungées tal que ezistam

D C R e uma série numérica convergente Y My, que magore y, ju(fi, D) ou seja, tal que
|fx(z)] < My, quaisquer que sejam x € D e k> 0. (4.8)

Entdo a série ), fi converge uniformemente em D.

n

Demonstragao. Denotemos por S, = E M, as somas parciais da série numérica y , M. Como
k=1

>0, com k> 0, a convergéncia de ) M} garante que, dado € > 0, existe K € N tal que

Mpyy1 + Mg+ + Mgyp < Z M, = ZMIZ_Sk<E
t=k+1

quaisquer que sejam k > K e p € N. Resta observar que a desigualdade triangular garante

| Fra1 (@) + fra2(@) + - + forp(@)] < [for1(@)] + [for2(@)| + - + [ fotp(@)]

< Mpy1+ Mgga+ -+ Miyp <,

quaisquer que sejam z € D, k > K e p € N. Assim, vale (4.7) e, portanto, pelo critério de
Cauchy, a série . fi converge uniformemente. O

Exemplo 4.21. Definamos fi(z) = k™%, com z € R e k € N. Cada fungao fi é continua em R
e a fungao soma, definida por

1 1
:Icz_:k——l+—+3—$+ , comz>1,
é continua em seu dominio de convergéncia D = (1,400). (Ver Exemplo 4.16.) De fato, dado
o > 1, tomamos 1 < r < o e temos
1 1
fk( ) k_T = Mka
qualquer que seja r < z. Como a série harménica de expoente ¢ = r converge, o Teste M garante
que a convergéncia é uniforme em [r,+00). Assim, a fungao zeta é continua nesse intervalo e,

em particular, em o. ©®

Exemplo 4.22. Tomando C = R, consideremos f(z) = k™ - sen(kz), com k € Ne z € R.
Observe que |fx(z)| < k™3 e que fi(z) = k=2 - cos(kz), com |f}(z)| < k™2, qualquer que seja
z € R. Lembrando que uma série harménica de expoente c é convergente se ¢ > 1, o Teste M
garante que ambas as séries  , f € Y, f;, s&0 uniformemente convergentes, de modo que a fungao
soma y  fg, dada por

> sen(k
f(z) = Z senk(3 z), com z € R,
k=1

é continua e derivavel em R, sendo

f’(I) = Z cos(k:c)1 com z € R,

k2
k=1

sua derivada. ®
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Consta que Riemann, em uma de suas aulas, cm 1861, comentou quc a funcdo soma
> sen(k?z)
glz) = L —p2 o comz eR,
k=1
que certamente é continua, dada a convergéncia uniforme dessa série, nao possui derivada em
ponto algum. N&o conseguindo provar isso, Weierstrass publicou, em 1872, uma demonstragao
(o0}

de que a fun¢ao continua g(z Z a”-cos( b'c ,comz € R, em que 0 < a < 1ebéum nimero

inteiro impar e tal que ab > 1 + 37r/ 2, nao possui derivada em ponto algum. Até hoje, parece
que nao se sabe se a fungao dada por Riemann tem, ou nao, derivada, sequer no ponto z = 0.
Mas sabe-se, hoje, que B. Bolzano jé havia construido uma fungao com essas propriedades em
1834, que permaneceu ignorada na época, junto com sua obra; depois de Weierstrass, foram
construidos muitos exemplos, como o que segue, essencialmente devido a G. Faber, de 1908.
Atualmente, constroem-se muitos exemplos desses com caracteristicas fractass.

Exemplo 4.23. Tomando C = R, consideremos as fungdes serra fi(s) = s(10%z)/2* dos Exem-
plos 4.2 e 4.6. Como a serra f; = s é continua em R, cada f, também é continua em R.
E imediato verificar que |s(z)| < 1 e que, portanto, 0 < fi(z) < 1/2¥ = Mj. Como a série

geométrica de razdo ; converge, o Teste M garante que a série ), fi converge uniformemente

em R e, em particular, é continua em R a funcao soma dessas serras, definida por
=1
fl)y=> = o s(10Fz), com z € R.
k=0

No entanto, fo = s nao é derivdvel nos pontos o € Z e, qualquer que seja n € N, f, nao é
derivéavel nos pontos o tais que 10"c € Z. Assim, entre cada dois pontos consecutivos de nao
derivabilidade de uma funcao dessa sequéncia, a fungdo seguinte apresenta nove novos pontos
de nao derivabilidade, mas a funcao limite é derivavel em todos pontos, por ser constante. No
entanto, essa funcao tem tantos “dentes”, que acaba nao sendo derivével em ponto algum!

De fato, fixemos um ponto o € R qualquer e mostremos que f néo é derivavel em o. Fixado
um nimero natural n € N, escolhamos o tnico m € Z tal que m < 100 < m + 1 e definamos

n=10""m, Yo =10""(m + 1) =z, + 107"

Obtemos, assim, duas sequéncias (z,) e (yn) que, como é imediato constatar, sao convergentes

a o e satisfazem 0 < y, — x, = 107" e z, < 0 < yn. Resta mostrar que a sequéncia dada por
f(@n) — f(yn) (4.9)

Tn — Yn
nao é convergente para concluir (pelo Exercicio 3.2.4) que f nao é derivdvel em o.
Dado k € N, a periodicidade da fungao serra s garante que
5(10%z,) — s(10Fyy,) = s(10¥~"m) — s(10¥~"m + 10*7") =0,

se k > n j4 que, nesse caso, 10¥~™ é um inteiro par. Em particular,

o0
5153(10’“:6”) - Elgs(lokyn)
k=0

n
& [s(10°2,) — s(10%y,)] 22% [s(1052) — 5(10%y,)] -

f(@n) — flyn) =

M]3

k

If
o

tqu

Bl
Il
=}

Também temos s(10"zy,) — s(10%y,) = s(m) —s(m+1) =+le,se 0 <k <,
|s(10%2,.) — 5(10Fy,)| = |s(10~Fm) — 5(10-F)(m 4 1)) | = 10~("H).
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Isso decorre da propriedade (4.2) da fungdo serra, ji que 0 < k < n garante que 10~ %m e
10~ (=R (45, 4 1) esldo entre dois inteiros consecutivos.

Assim,
n
|f(zn) — fyn)] Z o [s( [s(10°z,,) — 5(10%y,)]| (desigualdade triangular)
k=0
1 n—1
2—| 5(10"zp) — s(10"yn) [ — | > 5¢ [s(10%zy) — s(10%y,,)]
k=0

|
—

n

1
> o= > dels(10Fzn) — s(10%4)|
k=0
1 n—1 1 ¢ k) P

>
II
=)

e, portanto, como y, — x, = 107", resulta

n—1

.fx”—(y”) % B — Z 5k — %
Un b—0
Como a sequéncia (5") diverge ao infinito, resulta que diverge a sequéncia dada em (4.9). ®

Exercicios 4.2

4.2.1. Para cada uma das séries de fungbes dadas, verifique que a série converge uniformemente,
no dominio indicado, para uma fungao continua.

(ee] oo
k,—kz . sen kz . 1 :
(1) E e em [0,+00); (2) E lc2 +ooska R; (3) ;:1 W2 o R;

o0 k: [e.¢]
Z R em R; (5) ka, em [—c,c|, com 0 <c< 1.
= VE3(2 —cos )’ -

4.2.2. Mostre que a série ) z* /(1+ xk) converge uniformemente em qualquer intervalo [—c, ¢],

com 0 < ¢ < 1, mas nio em (—1,1). Mostre que f(z) = Y. 2*/(1 + z*) é uma fungio continua
m (—1,1).

4.2.3. Mostre que a série . 1/(1+k%z) define uma fungao continua em toda reta R, exceto nos

pontos ¢ = 0 e x = —k 2, com k € Z. Mostre, também, que essa funcao é derivavel em cada

ponto de continuidade, sendo sua derivada dada pela série obtida por derivagao termo a termo

da série original.

4.2.4. Mostre que a série y_ 1/(k? — 2?) define uma funcéo continua em toda reta R, exceto
nos pontos z € Z. Mostre, também, que essa funcao é derivavel em cada ponto de continuidade,
sendo sua derivada dada pela série obtida por derivagao termo a termo da série original.

1
(Sugestdo: considere a série Z R restrita ao intervalo [-L, L], com L < K.)
k=K

4.2.5. Encontre o dominio de convergéncia, o de continuidade e o de derivabilidade termo a
termo da série de funges ) (1 — cos ¥). (Sugestdo: ver Exercicio 3.2.12.)
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4.2.6. Encontre o dominio de convergéncia, o de continuidade ¢ o de derivabilidade termo a
termo da série de funges D (f —sen ). (Sugestao: ver Exercicio 3.2.13.)

4.2.7. Considere a fungio serra s do Exemplo 4.2 e defina fi(s) = a* s(b*z), com = € R. Mostre
que a fungéo soma ) fr é uma fungéo continua em R sem derivada em ponto algum, sempre
que 0 < a < 1 < b satisfagam ab > 2. (Sugestao: imite a prova do Exemplo 4.23, em que a = %
eb=10.)

4.3. Séries de Poténcias

Quando cada funcao fr de uma série de fungoes for um mondmio, obtemos um caso particu-
larissimo de série de fungoes. Tao particular que casos estranhos, como o de uma funcao continua
sem derivada em ponto algum (Exemplo 4.23), estdo sumariamente proibidos: no mundo desses
polinémios infinitos, tudo funciona como nos acostumamos a esperar de todas as fungoes no
Célculo.

Dada uma sequéncia (cx)x>o de nlimeros reais, definimos fo como a fungdo constante igual
a cg em R e, quaisquer que sejam k € Ne z € R,

fre(z) = crzk.

Observe que cada fr é um mondémio de grau < k, portanto derivavel em R. A série de fungoes
Z fk:7 ou Sejaw

o0
chzkzco—{—claz—l—czzz—i—---

k=0
é denominada série de poténcias de coeficientes c. Toda série de poténcias tem indices variando
a partir de n = 0 e, por conveniéncia, definimos coz® = ¢g, em cada z € R, inclusive z = 0.

E claro, entretanto, que podemos ter (alguns, ou muitos) coeficientes nulos. Alias, os exemplos
mais simples de séries de poténcias sao os polinémios, em que ¢, = 0 com k > 0.

Como ocorre com toda série de funcoes, podemos ter divergéncia ou convergéncia condicional
ou absoluta num ponto fixado e convergéncia simples, uniforme ou normal num conjunto dado.
Tomando x = 0, a série se reduz a ¢y +0+-- - , portanto z = 0 estd no dominio de convergéncia

de toda série de poténcias.

Exemplo 4.24. Seja > z* a série de poténcias de coeficientes ¢ = 1, qualquer que seja k.
Sabemos desde o Capitulo 2 (ver Exemplo 2.5.8) que essa série geométrica converge se, e s se,
|z| < 1. Assim, o dominio de convergéncia dessa série é (—1,1) e a série de poténcias converge
simplesmente em (—1, 1). Mais que isso, dado 0 < r < 1, temos |z*| < ¥ = My, portanto o Teste
M garante que a série converge uniformemente em [—7,7]. Como cada mondémio é continuo, a
soma da série é uma fungao continua em [—r,7]. Como r é arbitrario, a soma da série resulta ser
uma fungao continua em cada ponto de (—1,1). E claro que isso nao constitui novidade, pois ja
sabemos que a soma da série geométrica é dada por

flz)= xk=%,com—l<x<l.
-0 z

el

Dizemos que o dominio de convergéncia (—1, 1) é intervalo de convergéncia dessa série. [Cuidado:
a convergéncia da série geométrica ndo é uniforme em (—1, 1), pelo Exercicio 4.3.1(1).] ®
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Exemplo 4.25. Seja ) % z* a série de poténcias de coeficientes ¢, = % , qualquer que seja k.

L &

Dado z € R com |z| < r, temos
k k
& 2

@)l =15 B g

sendo que a série numérica ) , M}, converge (Exercicio 2.4.2). Pelo Teste M, decorre que essa
série converge uniformemente em [—r, 7], portanto, a fungéo soma

|
flz)= Ezk, com z € R,
k=0
¢ continua nesse intervalo. Como r > 0 foi dado arbitrariamente, a funcao é continua em R.
Dizemos que o dominio de convergéncia R = (—o0,+00) é o intervalo de convergéncia dessa
série. [Cuidado: a convergéncia ndo é uniforme em R, pelo Exercicio 4.3.1(2).] ©®

Exemplo 4.26. Seja > k!2* a série de poténcias de coeficientes ¢ = k!, qualquer que seja k.

Denotando uy = k! z* e tomando z # 0, temos
_ Jupsal _ [+ DR

fr = = =(k+1 ;

de modo que o TRCA garante que essa série diverge, qualquer que seja z € R — {0}. E claro
que essa série converge em z = 0, como toda série de poténcias. Assim, essa série de poténcias
converge simplesmente apenas em C = {0}, que é o dominio de convergéncia dessa série. ©

Os trés exemplos precedentes sdo representativos do comportamento geral de séries de
poténcias: quando néo é somente {0}, como no dltimo exemplo, o dominio de convergéncia
de uma série de poténcias sempre é um intervalo, denominado intervalo de convergéncia, que
até pode ser toda a reta real, como no Exemplo 4.25; nesse dltimo caso, incluem-se os polinémios,
que sao séries de poténcias que sempre “convergem” em cada ponto.

Proposigao 4.27. Se uma série de poténcias 5 cxx® convergir num ponto o, entdo o intervalo
simétrico (—|o|,|o|) estd contido no dominio de convergéncia dessa série. Além disso, a série
numérica y_ cxz® converge absolutamente em cada z € (—|o|, |o|) e a série de poténcias 3 cpz®
converge uniformemente em [—r,r|, qualquer que seja 0 < r < |o].

Demonstragao. Vamos supor que a série numérica cho’“ convirja em 0 # o € R. Entao
¢ nula a sequéncia numérica (ckak) de seus termos e, em particular, limitada, de modo que
podemos tomar M € R tal que |cxo®| < M com k € N. Dados z,r € R, com |z| < r, obtemos

zk
ok

k k
Ickl‘k[: [ckak] <M‘£‘ <M L :Mk.
o lo

A série geométrica » , My, converge se, e s6 se, a razao TgT for menor do que 1, ou seja, 0 < r < |o].
Assim, o TCD e o TCA garantem a convergéncia absoluta da série numérica Y cxz* e o Teste

M garante que essa série de poténcias converge uniformemente no intervalo [—r, r]. O

Corolario 4.28. Se uma série de poténcias cha:k divergir em o, entdo a série de poténcias
diverge em cada x € R tal que |z| > |o|, ou seja, o dominio de convergéncia dessa série de
poténcias estd contido no intervalo simétrico [ — |o|,|o]].

Demonstragao. Caso contrério, se a série Y cx2* convergisse em z, com |z| > |o], entdo, pela

proposigao precedente, a série de poténcias Y cxz"® convergiria em o. O
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Teorema 4.29. Se uma série de poténcias chxk ndo converge em cada ponto de R nem
diverge em cada x # 0, entdo existe um 1nico 0 < R < 4o tal que

(1) dado qualquer z € (—R, R), a série numérica Y cyz® converge absolutamente;
(2) dado 0 < r < R, a série de poténcias converge uniformemente em [—r,r];

(3) a série de poténcias diverge em cada x tal que |z| > R.

Demonstracao. Seja D C R o dominio de convergéncia da série de poténcias 5 cyz* e su-
ponhamos que existam o3 € D — {0} e o3 € R — D. Pela proposicao e coroldrio precedentes,
podemos supor que 0 < 03, 0 < o1 € D C [~09,09]. Assim, D é limitado superiormente e

podemos tomar
R =supD.

Pelo visto, 0 < 01 < R < 03. Se |[z| > R, entdo z ¢ D. Dado 0 < r < R, podemos escolher
o € D tal que r < o < R, de modo que, pela Proposicao 4.27, (—o,0) C D, a série de poténcias
converge uniformemente em [—r,7] e, qualquer que seja z € (—o,0), a série numérica > cxz*
converge absolutamente. O

Seja 3" ckz® uma série de poténcias qualquer. Se o dominio de convergéncia for {0}, definimos

R = 0 e se for R, definimos R = +00. Assim cada série de poténcias tem um raio de convergéncia
R, com 0 < R < +o0. Pelos resultados que acabamos de provar, o intervalo de convergéncia de
qualquer série de poténcias é dado por {0}, R ou um dos quatro intervalos (—R, R), (—R, R],
[~ R, R) ou [~R, R], sendo que a série de poténcias converge absolutamente em cada z € (—R, R)
e uniformemente em qualquer intervalo fechado e limitado [~r,r], com 0 < r < R.

O procedimento padrao para encontrar o raio e o intervalo de convergéncia de uma série de
poténcias é o TRCA. E importante observar que para testar a convergéncia nas extremidades,
ndo serve o TR.

Jé& vimos exemplos de séries de poténcias com intervalos de convergéncia dados por {0}, R
e (—R, R). Vejamos exemplos dos outros trés tipos.

Exemplo 4.30. A série de poténcias 5 ( T tem raio de convergéncia R = 1, pelo TRCA.
De fato,

k—+1|$| — [z,

[( 1)’“+1 k+1‘/’%mk’ _
portanto, essa série converge se |z| < 1 e diverge se |z| > 1. Além disso, em x = 1 obtemos a
SHA #, que converge e, em ¢ = —1, a SH )" £, que diverge. Assim, I = (~1,1]. ®
Exemplo 4.31. A série de poténcias ) %m’“ tem raio de convergéncia R = 1, pelo TRCA. De
fato,

w2 /%" = grlel — l2l,

portanto, essa série converge se |z| < 1 e diverge se |z| > 1. Além disso, em = = 1 obtemos a SH
> %, que diverge e, em z = —1, a SHA ) %, que converge. Assim, I =[-1,1). ©®
Exemplo 4.32. A série de poténcias ) Elgx"’ tem raio de convergéncia R = 1, pelo TRCA. De
fato,

[t/ 2t = gplel — lal,

portanto, essa série converge se |z| < 1 e diverge se |z| > 1. Além disso, em x = 1 obtemos uma

k
série harmonica convergente de expoente 2 > 1 e, em z = —1, a série y ﬁﬁL, que converge
absolutamente. Assim, I = [-1,1]. ©
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Exemplo 4.33. Considere fixado algum nimero real o que ndo seja um inteiro nao negativo.

A série de poténcias binomial
Nk
> (5)e

tem raio de convergéncia R = 1 pelo TRCA. De fato, pelo Exercicio 1.3.29,
& k+1 &N k| _ o — K|
‘<k+1>x /(k)"‘ k+1

portanto, essa série converge se |z| < 1 e diverge se |z| > 1. O intervalo de convergéncia dessa
série depende de o, como segue.

o] — |zl.

(1) Se a < —1, entdo I = (—1,1), pelos Exercicios 2.4.14 e 2.5.11.

(2) Se —1 < a < 0, entdo I = (—1,1], pelo Exemplo 2.89. De fato, basta lembrar que a
sequéncia binomial é alternada e que é condicionalmente convergente a série

£() [

(3) Se 0 < o, entdo I = [-1,1], pelo Exemplo 2.88. ®

Lema 4.34. Dada qualquer sequéncia (c,) em R, as séries de poténcias

Yoea, Y o(k+1)-creast e Z%T—lmk

tém o mesmo raio de convergéncia (mas possivelmente intervalos de convergéncia distintos).

Demonstragio. Denotemos o raio de convergéncia de ) cg 2% por Reode S (k+1)-cpryzf
por R'. Dado = € (—R', R'), temos que 3 (k+1)-cpr1 7 = Y k-cx z*~1 converge absolutamente

e, Como

k—ll k:—1|

<zl |k - epz

bl

|exz¥| = L|z| [k - cxa

o TCD garante que a série cha:k converge absolutamente, de modo que ¢ € (—R, R). Isso
mostra que R > R'.

Reciprocamente, dado = € (—R, R) tal que = % 0, tomemos 7 € R tal que 0 < [z| <7 < R.
Sabemos que . cr® converge absolutamente. Logo, a sequéncia de seus termos é nula e, em
particular, limitada, de modo que lexr®| < M, qualquer que seja k € N e algum M € R. Assim,
ekl 2 M (el

k-cpztl = EEL <« T —Cka®
- epa™ | = g B e St e = Ok

onde C = M/|x| é constante em k e a = |z|/r. Como 0 < a < 1, o TR garante que S ka®
converge, portanto o TCD garante que a série Yok -ck x%—1 converge absolutamente, de modo
que |z| < R'. Isso mostra que R < R

Pelo visto, estabelecemos que R = R'. Em particular, decorre que c—""ﬁ z* tem o mesmo

raio de convergéncia do que >k - (‘:'“T‘l)zk_l =Yep1zb =Y crzh. O

Exemplo 4.35. No Exemplo 4.31 vimos que a série de poténcias Z%ﬂ-xk tem intervalo de

convergéncia [—1,1). A série das derivadas ) «* tem intervalo de convergéncia (—1,1) e a série

das integrais } k(k1+1) #*+1 tem intervalo de convergéncia [—1,1]. ®




4.3. Séries de Poténcias 181

Corolario 4.36. Se uma série de poténcias chmk tem raio de convergéncia R > 0, entdo a
fungdo soma f: (—R, R) — R, dada por

oo
z) ZZCkak:CO+C1$+C2fE2+"' , com |z| < R,
k=0
tem derivadas de todas ordens em (—R, R), dadas, em cada x € (—R, R), por

o0 o0

fl@)=) (k+1)- cpyr sz'ckfrk_l =c1+2c7 + 3cga” + -+,
k=0
o0 o0
f(z) :Z(k+1)(k+2 - Cpyo z® Zk cp "% = 2¢y + 63T + 12c42% + -
k=0 k=2
e assim por diante. Em particular, f(0 ) co, f'(0) =c1, f(0)=2-¢cy e, com k €N,

®)(0) = k! - ¢

Demonstragao. Fixado z € (—R, R), tomamos 0 < r < R tal que |z| < r. Pelo Lema 4.34
e a Proposigéo 4.27, as séries Y cpz® e 32 (k + 1)ck+1 z* convergem uniformemente em [—r, 7],
portanto, pela Proposigao 4.18, a derivada da série é a série das derivadas. Assim, a fungéo
derivada é a soma de uma série de poténcias de mesmo raio de convergéncia e podemos, por
indugao, repetir o procedimento para as derivadas de todas as ordens. O

Coroldrio 4.37. Se uma série de poténcias 5 cpz® tem raio de convergéncia R > 0, entdo a
fungdo soma f: (—R,R) - R possuz' a primitiva F : (—R,R) — R dada, em cada |z| < R, por

oo
:Z k —Cow+%01$2+%62x3+---=/f-
k=

Assim, dado [a,b] C ( ,R), vale

e C
/ Z/ cpat o = kflxm

Demonstragao. Pelos mesmos resultados invocados na demonstragao do corolario precedente,
as séries Y cpz® e 3 (cp_1 /k):c convergem uniformemente em [—r,r|, portanto, a derivada
termo a termo dessa tultima série de poténcias é a série original e, pela Proposicao 4.17, a
integral da série é a série das integrais. |

z=b

= F(b) — F(a).

T=a

Corolario 4.38. Se duas séries de poténcias Y crpz® e 3 dpx® tém raios de convergéncia posi-
tivos, entdo Y cxa® = dpz* em cada |z| < e algum T >0 se, e s6 se, cx = dy, qualquer que

seja k € N.

Demonstracdo. Denotemos f(z) = Y cxz* e g(z) = Y. dia*, com |z| < 7. Se f(z) = g(x)
em cada |z| < 7, entdo essas fungdes tém derivadas de todas ordens iguais em 0 e, portanto,

k! - cp = fB(0) = g®) (0) = k! dg, ou seja, ¢t = di, com k € N. Reciprocamente, se ¢, = dj
com k € N, evidentemente f(z) = g(z), qualquer que seja  no dominio de convergéncia dessa
série. O

Podemos considerar, também, séries de poténcias centradas em algum o € R qualquer, dadas

por
o0
> eate -

k=0
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Essas séries tém centro em o e seus intervalos de convergéncia sdo centrados em o, nada mais
sendo do que uma translagio das séries de poténcias que estamos considerando. De fato,
S ex(z — 0)* tem raio de convergéncia R se, e s6 se S crz® tem raio de convergéncia R e

a fun¢do soma
(o]

flz) = ch(x—a)k, com |z — 0| < R,
k=0

¢ derivavel termo a termo no intervalo (¢ — R, + R).

Exercicios 4.3

4.3.1. Mostre que a série de poténcias

1 z* nio converge uniformemente em (—1,1);
g

1
(2) =l z* nao converge uniformemente em R;

1
3 2" converge uniformemente em [—1, 1];
L2
1
(4) E ok z"® converge uniformemente em [—2, 2];
1
(5) E o z* nao converge uniformemente em (—2,2).

4.3.2. Encontre o raio e o intervalo de convergéncia, com extremidades explicitadas, de cada
uma das séries de poténcias dadas.

2
O Skt @ TR () et () Yok ) Y et
L 3¢ 25 4 3¢ E
(@ZWJJ; (7) Pl (S)Z—k—Qa:, (Q)Z—M—kx, UO)Z?“T;
(11) Y (ogk)a®;  (12) Zl-oi—kxk; (13) Zklsgkmk; (14) Zka—olgk—)zmk;

. 3 k
(15) Zl—o\%ka:’“; (16) 22—1}cx3k; (17) Z%x%; (18) Z—j_zcc%“;

L= 1 bl s < 8F g = (=1 o5 .0 (— .
(19) L2k+1x2’”+*; (20) Lﬁw"k; (21) L(k24)k o (22) 23'6\/%:62;

Dl B e G Do =

4.3.3. Encontre o raio e o intervalo convergéncia, com extremidades explicitadas, de cada uma
das séries de poténcias dadas.

—2)k —2)k 25k
(1)22(k_‘_)3mk; (Q)Z:Ekjf%; ® LT

_9\3k _2\3k
D S OD Y= s

—
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4.3.4. Sem utilizar a informacdo dada no Exemplo 4.33, obtenha o raio e o intervalo con-
vergéncia, com extremidades explicitadas, de cada uma das séries de poténcias binomiais dadas.

wZ@ ozl oz
wZ () oz

4.4. Fungoes Elementares

Nesta segao, definimos precisamente as fungoes exponenciais, logaritmicas e trigonométricas.

Consideremos a série de poténcias ) % z* que, pelo Exemplo 4.13, tem raio de convergéncia
R = 00, de modo que sua fungao soma f : R — R definida, em cada z € R, por

ng =l+z+i?+ 1%+ (4.10)
k=0
é uma funcdo continua e derivavel em toda reta real e sua derivada é dada por
1 =1 1
_ k=1 _ - k
—;k!kx —];—(k —g_:k f(z), comz e€R.

Assim, a derivada da funcao f é a prépria fungao f. Além dessa propriedade especial, valem as

propriedades seguintes.

Teorema 4.39. A funcdo f: R — R definida por (4.10) tem as propriedades seguintes.
(1) f(0)=1, f(z)>0emqualquerseRe f(1)=3 L =e¢;

2) f(z)- f(—z) =1 em qualquer z € R;

3) f(@) £0, f(~z)=1/f(z) em qualquer z € ;

4) f € a unica fungdo real g : R — R derwdvel tal que g’ =g e g(0) = 1;

5) flzx+y) = f(z)- f(y), quaisquer que sejam z,y € R;

6) f € uma fungdo crescente e céncava para cima em R;

7 forox)=(f (a:)) quaisquer que sejam x € R, r € Q;

8) flz) > 1+z+ 32+ - + 1zt > 1+, quaisquer que sejam > 0 real e k € N;

(
(
(
(
(
(
(

zk

(9) zll)r_noof(a:) =0, zllvr-ll:loo f(z) =400, e xl{ﬂ_noo 7@ = 0, qualquer que seja k € N.

Em virtude das propriedades (1) e (7) do teorema precedente, temos
f(r) =€", qualquer que seja r € Q. (4.11)

Daqui em diante; passamos a escrever

[o.e]
= exp(x Z
=0

e a fungdo f passa a ser denominada a fungao exponencial real. Pela propriedade (7), a ex-
ponencial real é injetora e, por (10), define uma bijegao de R sobre (0,+00). A fungao inversa
da exponencial, denotada por log : (0,400) — R, é denominada a fungdo logaritmo real, ou
logaritmo natural, ou, ainda logaritmo neperiano, sendo dada pela relagao

F=lta+is®+ 5%+ (4.12)

.?v|~

logz =y < €Y =z, quaisquer que sejam z,y € R. (4.13)

As principais propriedades da fungao logaritmo sao as seguintes.
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Teorema 4.40. A funcdo log : (0,+00) — R, dada por (4.13), tem as propriedades seguintes.
(1) logl 0, loge— L

2) log(1/z) = —logz, qualguer que seja x > 0;

3) log € a nica fungdo real g : (0,+0c0) — R derivdvel tal que g'(z) = 1/x e g(1) = 0;

4) log(x - y) =log(z) + log(y), quaisquer que sejam x,y > 0;

5) log € uma fungdo crescente e concava para baizo em (0,+00);
)
)

6) log(z™) = r - logz, quaisquer que sejam x > 0 e r € Q;

(
(
(
(
(
(

1
lim log(z) = —oo, lim log(z) = +o0, e lim 0g(2) = 0.

z—0+ T—+00 T—+00 T

7

Em virtude das propriedades (4.11) e (6) do teorema precedente, temos
e logb — (log(b") — 7 quaisquer que sejam b > 0,r € Q. (4.14)

Além disso, dada qualquer sequéncia (rg) em @, tal que rx — ¢, temos rilogb — clogb e,
portanto, pela continuidade da exponencial, obtemos

e®lo8b — Jim ek 198% — Jim b = inf{b":r > c,r € Q} =sup{d’ : 7 < ¢,r € Q},

n—oQ n—oo

o que fornece nossa definigao formal da potenciacéo real de base positiva, a saber,

b¢ = e°198%  com quaisquer b > 0,c¢ € R. (4.15)

Evidentemente, b° = 1, b = b e, dados quaisquer b > 0ec € R, b=¢=1/bce
log(b°) = c-logb.
Além disso temos as propriedades operacionais
petd —pe.pd pC.qC = (b-v)¢ e (bC)d —ped,

validas quaisquer que sejam b,v > 0, e ¢,d € R.
A partir da definicao (4.15), obtemos as fungbes potenciagio e exponenciagao generalizadas,
definidas com ¢ € R e b > 0 fixados, por

f(z) =2°=¢e°18% comz >0, e
g(z) = b® = 8% com z € R.
Todas essas funcoes sao derivaveis (pela regra da cadeia) e, com b > 1, temos
G p g

lim »* =0 e lim 4" =400
T——00 T—+00

e, com 0 < b < 1, temos

lim * =400 e lim b*=0.
T——00 T—-+00

Também obtemos as funcdes logaritmicas de bases (positivas) generalizadas, a saber, fixado
b > 0 tal que b # 1, o logaritmo na base b é caracterizada por

logyz =y <= bY =z, quaisquer que sejam b > 0 e z,y € R. (4.16)

Assim, logy z = @ logz com = > 0, e é claro que log, = log. Cada logy, : (0,40c0) — R é uma
fungao derivavel, com
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Consideremos as séries de poténcias ) ((2,3, % e Z o +1),x2k+1 ambas com raio de con-

vergéncia R = 00, e suas fungdes soma c, s : R — R definidas, em cada z € R, por

lk
o) =3 G =1 b gt et

(4.17)

= (=% ok 1,3, 1,5 _ 1.7
= —x ==t gl — 5"+
Z 2k + 1)! 6 51 7! )
k=0 ;
que sao fungoes continuas e derivaveis em toda reta real e suas derivadas satisfazem

o (1) 1)k B X (—1)kt+1
Z k)] e Z(%A_)l)'lzk 1zgmx2k+1:_su)e

n\
—
8,

II

com z € R. Assim, a derivada da fung@o s é a fungao ¢ e a da funcao ¢ é —s. Além dessas

propriedades especiais, valem as seguintes.
Proposicao 4.41. As funcgées c,s : R — R definidas por (4.17) tém as propriedades seguintes.

(1) (e(z)* + (s(z))? =1 em qualquer x € R, com c(0) = 1, s(0) = 0;

(2) c(—=) = cfz)
(3) c(z+y) =c(z)-cly) — s(z) - s(y), quaisquer que sejam z,y € R;
(4) s(z+y) =s(z) - c(y) + c(z) - s(y), quaisquer que sejam z,y € R.

s(—z) = —s(z) em qualquer z € R,

Proposicao 4.42. As fungées ¢,s : R — R definidas por (4.17) sdo as unicas funcdes reais
g,h : R — R derivdveis tais que ¢’ = —h, ' =g, g(0) =1 e h(0) = 0.

Teorema 4.43. As fungoes ¢,s : R — R definidas por (4.17) tém a propriedade segquinte: eriste
um tnico A € (0,2) tal que
(1) ¢(A) =0, s(A) =1;
(2) 0 <c(z),s(z) <1, com0<z <A
(3) el +A) =—s(z) es(z+ A) =c(z) em cada z € R.
A partir das propriedades das fungbes ¢ e s arroladas no teorema precedente, vemos que

essas fungoes tém, praticamente, todas as propriedades das “conhecidas” fungoes trigonométricas
cosseno e seno. Para estabelecer isso, passamos a definir

T =2\ (4.18)
e terminar a relagao de propriedades dessas funcgoes ¢ e s como segue.

Coroldrio 4.44. As fungées c,s : R — R definidas por (4.17) e o nimero definido por (4.18)
tém as propriedades seguintes.
(1) c(z +7m) = —c(z) e s(x +m) = —s(m) em cada z € R;
(2) c(z +2m) =c(z) e s(z 4 2w) = s(z) em cada z € R;
(3) dados a,b € R tais que a® + b% = 1, existe um tinico x €R tal que 0 < z < 2 e
c(z) =a, s(z)=0b.
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Demonstragao. Pelo teorema, c(z + §) = —s(z) e s(z + §) = c(z); segue que c(z +7) =
c(z + T == %) = —s(z + %) = —c(z) e, portanto, c(z + 27) = c(x + 7 +7) = —c(z + 1) = c(z),
em cada x € R. Analogamente obtemos as duas identidades para s(xz + ) e s(z + 2m).

Sejam dados a,b € R tais que a® + b2 =1. Sea =1, entdob=0ex =0 é o tinico z € R
tal que 0 < z < 2w e ¢(0) =1, s(0) =0; se a = —1, novamente b=0e z =7 é o Unico z € R
tal que 0 < z < 27 e ¢(0) = —1, s(0) = 0. Analogamente obtemos 2 = 5 comb=1e x = 35
com b = —1. O caso geral ocorre com 0 < a?,b?> < 1 e temos quatro opgoes de pares (a,b),
relativamente aos sinais de a,b € (—1,0) U (0, 1). O

Em virtude das propriedades dessas fungoes ¢ e s, € natural passar a definir
cosz=c(z)=1-1a?+ La'+ - e senz=s(z)=z- a3+ L%+ .,

em cada z € R. Essas funges tém periodo (positivo minimo) 27 e a ltima afirmagéo do corolario
precedente mostra que, dado 0 < z < 7, podemos interpretar cosz e senz como a medida dos
catetos adjacente e oposto ao dngulo de medida x de um tridngulo retdngulo de hipotenusa de
medida igual a 1, conforme a definigado geométrica dessas funcoes.

A partir do cosseno e seno, definimos todas as outras funcoes trigonométricas, inclusive as
inversas (ver exercicios). Por exemplo, pelas propriedades do cosseno, sabemos que 0 < cosz
com |z| < §, portanto o dominio natural da fungao tangente, definida por tgz = (senz)/(cos x),
é o intervalo aberto (—%, %) Nesse intervalo, a tangente é crescente, com imagem R, portanto
sua inversa, a fungao arco tangente, estd definida em toda a reta (Exercicio 4.4.8).

Exercicios 4.4

4.4.1. Cada fungao f(z) dada tem dominio R. Calcule seu valor em z = 0 e z = 1, os limites
com z — —oo0 e z — +00, 08 intervalos de crescimento e decrescimento e esboce seu grafico.

(1) e™™; (2) g%\ (3) ze”; (4) z2e®; (5) z%e®.
4.4.2. Estude o dominio, o grafico e os limites nos pontos de fronteira do dominio das fungoes
dadas.

(1) log (1+3); (D elog(1+3);  (3) flog(l+a);  (4) logz;  (5) ;log(1+3).
4.4.3. Estude o dominio, o gréfico e os limites nos pontos de fronteira do dominio das fungoes
dadas.

1 1 1
Mez; @A+ @ Q+a)z; @A+ (6.
4.4.4. Mostre que a func¢ao cosseno, restrita ao intervalo (0,), é decrescente, com imagem
(—1,1). Mostre que a fungao inversa arccos : (—1,1) — R tem derivada dada por arccos’z =
—(1—2?)"Y2, em cada z € (—1,1).
4.4.5. Mostre que a fungao cosseno, restrita ao intervalo (m,27), é crescente, com imagem

(—=1,1). Mostre que a fungao inversa arccos : (—1,1) — R tem derivada dada por arccos’z =
(1—2?)"2, em cada x € (—1,1).

4.4.6. Mostre que a fungao seno, restrita ao intervalo (—%, %) , € crescente, com imagem (—1, 1).
Mostre que a fungéo inversa arcsen : (—1,1) — R tem derivada dada por arcsen’ z = (1—22)~1/2,
em cada z € (—1,1).

4.4.7. Mostre que a fungdo seno, restrita ao intervalo (%, 3’25), ¢é decrescente, com imagem

(=1,1). Mostre que a funcéo inversa arcsen : (—1,1) — R tem derivada dada por arcsen’z =
—(1—2%)"12 em cada z € (-1,1).



4.5. Fungoées Analiticas 187

4.4.8. Mostre que a fungdo tangente, restrita ao intervalo (—%, %) , € crescente, com imagem
R. Mostre que a fungio inversa arctg : R — R tem derivada dada por arctg’x = 1/(1 + x2), em
cada z € R.

4.5. Funcoes Analiticas

Na secao precedente, definimos as fungbes exponenciais, logaritmicas e trigonométricas a partir
de séries de poténcias especiais. O caminho inverso, qual seja, o de dada uma série de poténcias,
encontrar a expressao de sua soma, a rigor, sé é conhecido para uma unica série de poténcias, a
saber, a série geométrica Zxk, cuja soma nos é conhecida desde o Exemplo 1.41 da Segao 1.5.
Pelos corolarios no final da Secao 4.3, podemos derivar e integrar ambos os lados de

1

o0

T =Zwk=1+x+z2+--- , com |z| <1,
T k=0
estabelecendo
l o0
(T_—)z‘Zkan_1:1+2I+3fl?2+, c0m|x|<1,
* k=1
e
o0
—log(l—a:):Z%xk=x+%x2+%x3+--- , com |z| < 1.
k=1
Nessa tltima série podemos trocar o sinal de lado e substituir  por —z, obtendo
o0
k
log(1+ z) =Z$wk =z — %x2+%w3— oo, com [z| <1, (4.19)
k=1
e, na série original, substituindo « por —z?,
1 (o0}
T D (-1)fe*=1-2?+2* ..., com|z] <1 (4.20)
k=0

Essas substitui¢oes sdo permitidas, j4 que as igualdades séo vélidas em cada valor no intervalo
dado. E claro que se substituirmos, por exemplo,  por —3z* numa das expressdes acima, a
igualdade s6 permanece valida se | — 3z%| < 1, ou seja, se |z| < % Assim, obtemos

1 k=1, 2k-2 2 4 !
- §k -3 . 1—6 X7t — v | < .
1+ 320 2 (-3) z x4+ 27z com [z| 7

Em geral, dada uma série de poténcias 5 cyz”® de raio de convergéncia R > 0, podemos
multiplicd-la por constantes (que independam de k) e substituir z por qualquer expressao a(z),
desde que tenhamos |a(z)| < R. Substituindo, por exemplo, z por z — o, obtemos as séries
de poténcias de centro o, mencionadas & pégina 182, de mesmo raio de convergéncia da série
original e de intervalo de convergéncia transladado por o (com, ou sem, as extremidades).

Exemplo 4.45. Em (4.19) vimos que log(1+z) =z — 122 + 32® — -+ se [z| < 1. Substituindo
z por  — 1, obtemos a série de poténcias
e k+1
logxzz%—(x—l)k =@-1)-1e-12+iz-1P°-, comlr—-1]<1,
k=1

de centro o = 1 e mesmo raio R = 1, mas com intervalo de convergéncia (0,2). Evidentemente,
a funcao logaritmo ndo pode ser a soma de uma série de poténcias centrada na origem, pois
sequer estd definida na origem. Por esse motivo que tomamos o desenvolvimento em série de
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poténcias centrada em o = 1 ou, o que é a mesma coisa, o desenvolvimento em série de poténcias
da fungao transladada log(1 + ). ®

Exemplo 4.46. Observe que a série de poténcias da derivada (1+z)~! de log(1+x) tem inter-
valo de convergéncia (—1,1), mas o intervalo de convergéncia da série de poténcias de log(1+x)
inclui a extremidade & direita, j4 que a série de poténcias dada em (4.19) converge em z = 1,
por ser a SHA. A priori, ndo hd motivo para que a igualdade entre a funcao log(l + ) e a
série de poténcias seja vdlida também nessa extremidade. Entretanto, nesse caso, isso ocorre
e, efetivamente, as igualdades em (4.19) sao validas em (—1,1], de modo que, em particular,
obtemos (novamente, ver Exemplo 2.79) a soma da SHA, a saber,

log2=1log(1+1)=1-1+1-141_.... (4.21)
Para verificar isso, lembre que, da Férmula (1.6) da soma de uma progressao geométrica
finita, com quaisquer k € N e ¢t £ —1, decorre
1 (—t)®
e = ] e =3 e s Ty .
1+¢ + o T T
Assim, dado qualquer z > —1, podemos integrar todas essas expressoes de 0 a x, obtendo

x T
log(1+oc):log(1+x)—1og(1+0):/ log’(1+t)dt=/ = dt
0 0 1+t

1.2, 1.3 1.4 k-11 _k * (=)
=g =gt + " = gu-He (=152 +/ dt,
o 1+1
e, em particular, com z =1,
—1)k- L gk
1og2:1og(1+1):1~%+%—i+---+%+(—1}’“/ I—_I_tdt.
0

Assim,

‘log.‘Z-[ —%+%_%+...+(—1}):‘1]

1 tk: lk i
:/0 ———1+tdt</0 thdt = gk — 0

e vale (4.21). Observe que, também a expansao do logaritmo em série de poténcias centrada em
1, vista no Exemplo 4.46, tem intervalo de convergéncia igual a (0, 2]. ©®

Exemplo 4.47. No Exercicio 4.4.8 vimos que a derivada da funcao arco tangente, a inversa da
tangente, é dada por arctg’ z = 1/(1 + z2) em cada z € R. Usando a expansao (4.20), podemos
integrar ambos lados de 0 a x para obter

1 S k[T 2k
arctg z = arctgz — arctg 0 = /0 112 dt = ;}(_1) /0 ¢ dt
= (4.22)

o (1)
— — 2k+1 _ 1,3 41,5 1,7, .
_ZQk—I-lx =z — 3% +§2 7z + "
k=0
em cada = € R tal que |z| < 1. Observe que a série de poténcias da derivada 1/(1+2?) de arctgz
tem intervalo de convergéncia (—1,1), mas o intervalo de convergéncia da série de poténcias de
arctgz inclui ambas extremidades, j& que a série de poténcias dada em (4.22) converge em
x = +1, como é fécil de constatar. A priori, nio hd motivo para que a igualdade entre a funcao
arctgz e a série de poténcias seja valida também nas extremidades. Entretanto, nesse caso,
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isso ocorre e, efetivamente, as igualdades em (4.22) sdo vélidas em [—1,1], de modo que, em

particular, obtemos a famosa férmula de Leibniz que d4 uma expansao de 7, a saber,

%Z&I‘Ctglzl—%’f‘%_%"‘é_'”

Para verificar isso, partimos da férmula da soma de uma progresséo geométrica finita

1 =1—t2—|—t4—t6+---+(—t2)k_1+ﬂ
1+ 2 1+¢2’
vélida com quaisquer n € N e t € R, e integramos ambos lados de 0 a z, obtendo
1,8, 1.5 1.7 (=1F1 2k-1 * (=t*)F
arctgz =2 — 32"+ 52" — 72" + -+ g @ +/0 1+t2dt'
pelo TFC, j& que arctg’t = 1/(1 4 2). Em particular, com z = 1,
1,1 1 k-1_1 L(=t?)F
e B _
Z—arctg1—1—§+5—7+'--+(—1) 2k—1+/0 l—l—tzdt

e, portanto, como no exemplo precedente,

1 1 1 k—1_1
f-[l-s+g5-72++(1) ﬁIH

4
1 t2k 1 ok 1
= dt < t°fdt = 570 — 0
A 14 ¢2 = /0 2k+1

e vale (4.23).

(4.23)

©

Nos dois exemplos precedentes, a férmula da soma de uma PG finita nos forneceu diretamente
o0 assim chamado polinémio de Taylor de grau k com resto integral da fungao soma, a partir do
qual conseguimos mostrar que o valor da soma da série de poténcias na extremidade coincide
com o valor da funcao soma nessa extremidade. Em geral, nao podemos contar com tanta sorte.

Nao obstante, o caso geral é verdadeiro, mas em virtude de um resultado muito geral e
profundo, o Teorema de Abel, que afirma que, se o intervalo de convergéncia de uma série
de poténcias Y cxz”® de raio de convergéncia R > 0 incluir a extremidade z = R, entao a con-
vergéncia é uniforme em [0, R] (valendo resultado andlogo na outra extremidade). Em particular,
a funcdo soma f dessa série é continua nesse intervalo fechado [0, R] e, portanto, por (4.5),

f(R) = cxRF.






Apéndice

Nesta parte final, elaboramos alguns tépicos do texto que, mesmo tendo sido tratados de maneira
totalmente satisfatéria para um primeiro contato, ndo o foram com o rigor exigido pelo método
axiomatico. Além disso, desenvolvemos alguns outros tépicos que apenas foram insinuados no
texto, nao por apresentarem um grau muito maior de dificuldade, mas por estarem fora da
ementa de uma disciplina introdutéria de Andlise Matem4atica na reta.

Al. Definicao Recursiva

Na Secao 1.1, utilizamos indugao nao sé para demonstrar resultados, como também para definir
conceitos, tais como a soma e o produto de naturais, o fatorial e as poténcias de naturais e,
finalmente, as sequéncias recursivas. Convém destacar que a validade essas definigdes recursivas
depende de um resultado mais sutil da Teoria de Conjuntos, denominado Teorema da Defini¢ao
Recursiva — TDR. Vejamos o que estd em jogo.

No Exemplo 1.5 da torre de Hanoi, definimos a sequéncia (s,) indutivamente por s; = 1
e Spn+1 = 28, + 1, para n € N. Dessa forma, certamente obtemos valores bem definidos para
s1=1,59=3,53 =7, s4 =15 e, pelo PIM, o conjunto dos n para os quais obtemos um valor
bem definido para s, é igual a N. Isso néo estd sendo questionado.

O que se questiona ¢é o uso da palavra “sequéncia” que, nesse caso, significa uma aplicagdo
s : N — N. Para que os valores (1,3,7,15,...,8y,...) definam uma aplicagdo s de N em N é
necessario saber o valor de s, em termos de n somente e ndo em termos de s,_1, ou seja, s(n) =
Sp = 25p—1 + 1 nao define uma aplicagdo. Assim, para poder dizer que (1,3,7,15,...,8p,...) €
uma sequéncia, precisamos de uma aplicagao s : N — N tal que

s(n) = sy, para cada n € N,
ou seja, precisamos de uma formula fechada para s,.
Reforgamos que isso nao significa que (1,3,7,15,...,8p,...) ndo seja uma sequéncia. Até

porque, nesse caso particular, temos muita sorte, pois podemos constatar (ver Exercicio 1.1.32)
que s(n) = 2"—1comn € N, ou seja, (s) é uma sequéncia auténtica. Mas o que dizer das outras

definigoes recursivas dadas na Segao 1.17 Teremos a mesma sorte? E muito dificil imaginar uma
forma fechada para aquelas defini¢oes, em que fixamos m € N e definimos

e a soma m+ n, a partir do sucessor m+1dem, comm+ (n+1)=(m+n)+1,
e 0 produto m - n, a partir de m -1 =m, com m- (n+ 1) = (m-n)+m,

e a poténcia m™, a partir de m! = m, com m™*t! =m" - m.

191
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Todas essas definigoes sao do mesmo estilo da torre de Hanoi. De fato, em todas, temos uma
aplicacdo 1 : N — N especifica, escolhemos s; e definimos, indutivamente,

Sp+1 =%(sn), paran €N.

No caso da torre de Hanoi, usamos s; = 1 e ¥(n) = 2n + 1 e nos trés casos arrolados, fixamos
m € N e tomamos

e a aplicagao sucessor ¥(n) =n + 1 e escolhemos s; = m + 1 para a soma m + n,
e a soma 1 (n) =n +m e escolhemos s; = m para o produto m - n e

e o produto ¥(n) = n-m e escolhemos s; = m para a poténcia m™.

Existe um resultado geral da Teoria de Conjuntos, que depende dos trés axiomas P1, P2 e
o PIM e que afirma que toda sequéncia indutiva €, de fato, uma auténtica sequéncia.

Teorema A.1l (Teorema da Definigao Recursiva — TDR). Dados uma aplicagio v : X — X e
um elemento a € X quaisquer, existe uma tnica aplicagio ¢ : N — X tal que ¢(1) = a e, dado
n €N,

p(n+1) =9(p(n)).

E por virtude do TDR que nos é permitido dizer que sequéncias definidas recursivamente
sdo sequéncias. Como ocorre com tantos resultados de ezisténcia, o TDR nao fornece a férmula
fechada explicita, s6 garante que ela eziste, ou seja, existe uma maneira de definir o enésimo
termo da sequéncia em funcao somente de n. De fato, tomando X = N e a = s1, decorre do
TDR que s = ¢ : N = N, jé que s; = a = (1), s2 = ¥(s1) = ¥(p(1)) = ¢(2), s3 = (s2) =
¥(2(2)) = ¢(3), 54 =(s3) = ¥(#(3)) = p(4) e, em geral,

sp =(n), paracadan €N.

Para uma demonstracao do TDR, recomendamos a leitura da Segao 12 do classico Teoria
Ingénua dos Conjuntos, de Paul R. Halmos (1916-2006). Em todo caso, a unicidade da aplica-
¢ao ¢ do TDR é uma consequéncia imediata do PIM (ver Exercicio 1.1.40) e o Exercicio 1.1.41
encaminha a prova da existéncia, que consiste em mostrar que a intersegao de um conjunto
especifico de relagoes em N x X, por ser minima, é uma relagao funcional de N em X.

A importancia de termos um resultado teérico desses a disposigao é inquestionavel. Basta
observar que uma das fungoes mais conspicuas da Anélise é a exponencial y = b® de base fixa
b > 0 e expoente z varidvel. Tomando b =2 e z € N, temos a aplicagdo ¢ : N — N dada por
@(n) = 2". Seria constrangedor ter que esperar até a definicdo da fungao exponencial em R para
obter a aplicagao ¢ por restrigao a N. (A definigao de poténcia como fungao da base e nao do
expoente pode ser dada por meio do produto cartesiano finito, conforme Exercicio 1.1.36.)

O TDR também garante que a iteragao de aplicagbes é um conceito bem definido. Trata-se
de iterar uma aplicagdo f : Y — Y, ou seja, definir a sequéncia das iteradas

fl=f e f"*l=f"0f, paracadan€N.

Para isso, tomamos X como o espaco de todas aplicagoes g : ¥ — Y e ¢)(g) = gog, para g € X.

Entdo a = f € X e o TDR garantem que a composta de f com f “n vezes” é o valor bem
definido ¢(n) = f* = fo fo.- o f em n de uma certa aplicagao p : N — X.

Para garantir que a definigao recursiva de fatorial é uma sequéncia, usamos uma generalizagao

do TDR, como segue.

Coroldrio A.2. Dado k € N, seja ¥ : X = X uma aplicacdo qualquer. Dado a € X, eziste
uma tinica aplicagdo ¢ : N — X tal que o(1) = a e p(n + 1) = Pn(p(n)), comn € N.
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Demonstragao. O TDR, aplicado ao espago N x X, ao elemento (1,a) € N x X e a aplicagao
¥ :Nx X — N x X definida por ¥(n,z) = (n,wn(x)), fornece uma aplicagio  : N — N x X
tal que ®(1) = (1,a) e ®(n+ 1) = ¥(®(n)). Basta escrever ®(n) = (a(n),(n)) e observar que
(a(n) = 1 é constante e que) o segundo componente ¢ de ® satisfaz (1) = a e p(n+1) =
Un (go(n)), qualquer que seja n € N. O

Para obter o fatorial, usamos o corolério com X =N, ¢x(n) = (k+1) -n e a =1, obtendo
v :N— Ntal que p(1) =1e p(n+1) = ¥(p(n)) = (k+1) - p(n), ou seja, p(n) = n! para
cada n € N.

Resta justificar defini¢oes recursivas como as dos Exemplos 1.6 e 1.7, em que sdo dados dois
valores iniciais s1, s e depois s,42 € definido em termos de s,.1 e de s,. Por exemplo, para a
sequéncia de Fibonacci, Sp12 = Sp+1+Sn. Em geral, para cada k € N, temos uma regra explicita

Sk+1 = Vr(51, 82, - -, Sk—1,5k)
que fornece o (inico) termo seguinte a partir de alguns ou todos os termos anteriormente obtidos.
Novamente, nao estd sendo questionado se os valores de s3, s4, S5, ... estao bem definidos.

O que se questiona é, novamente, o uso da palavra “sequéncia”, ou seja, se existe ¢ : N — N tal
que ¢(n) = s,. A unicidade dos valores de s,, (e de ¢) decorre do PIM, mas a ezisténcia de ¢ é
mais sutil. Nesse contexto geral, em vez de construir a sequéncia de valores (k), construimos
a sequéncia de restricées de ¢ a {1,2,3,...,k}. Como na Secao 1.2, dado k € N, escrevemos

Li={1,2,3,....k} ={ieN:i <k}

para o segmento inicial de k elementos de N. Dado um conjunto X qualquer, definamos & como
o conjunto de todas as aplicagoes de segmentos de N em X, ou seja, f € X se, e sé se, existir
k € N tal que f é uma aplicagao de Iy em X. Por exemplo, se g : N — X for uma aplicagao,
entdo cada restrigdo g|r, é um elemento de X.

Coroldrio A.3. Seja ¥V : X — X uma aplicagdo qualquer. Dado a € X, existe uma unica
aplicagdo ¢ : N — X tal que (1) =a e p(n+ 1) = ¥(¢p|1,), qualquer que sejan € N.

Antes de demonstrar esse coroldrio, vejamos como obter as sequéncias do tipo Fibonacci.
Dados dois valores iniciais s1 e sg temos, para cada k € N, alguma férmula explicita sg42 =
VYk+1(8k+1,5k). Agora definimos ¥ : X — N em cada f : {1} — N por ¥(f) = s3 e em cada
f Iy — N, com2 < k, por U(f) =1 (f(k), fk— 1)) Pelo corolério, existe uma unica aplicagao
¢ :N— N tal que ¢(1) = sy e p(n + 1) = ¥(g|,), com n € N. Entéo ¢(2) = ¥(p|r,) = s2,

p(3) = ¥(pln) = 2(0(2),0(1)) = Y2(s2, 51) = 53,
p(4) = U(pln) = ¥3(#(3),9(2)) = ¥s(s3, 52) = 54,
e, qualquer que seja n € N, tendo obtido ¢(n) = s, e (n+ 1) = sp41, resulta
e(n+2) =¥ (0|141) = VYns1(e(n +1),0(n) = Ynt1(Sn+1,8n) = Sni2.
Para sequéncia recursivas em que cada termo depende de vérios ou todos os termos anteriores,

como, por exemplo, a sequéncia (2,3,5,7,11,...) dos primos, o procedimento é analogo.

Demonstragao do Coroldrio A.3. Sejam f, : {1} — X definida por fo(1) =aey : & — X
a aplicacao que a um elemento f : [y — X qualquer de X associa o elemento ¥(f) : Ix+1 — X
de X dado por

f(i), se 1<i<k,

w(f)(i):{\ll(f), se i=k+1.

O TDR, aplicado ao espago X, ao elemento f, € X e a aplicagao 9 : X — & fornece uma aplica-
¢ao ® : N — X tal que ®(1) = fo e B(n + 1) = 1(®(n)). Resta observar que ®(n) tem dominio
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I, e que, pela definigao de ¥, ®(n+1)|z, = ®(n), com n € N. Agora definimos ¢(n) = ®(n)(n)
e obtemos a aplicacdo ¢ : N — X tal que p|r, = ®(n), ¢(1) = ®(1)(1) = fo(l) =ae

pn+1)=&(n+1)(n+1) =9(2(n))(n+1) = ¥(8(n)) = ¥(¢l1),
comn € N. O

A2. Axioma da Escolha

Convém destacar que na demonstracao da Proposi¢ao 1.15 e do Teorema 1.16 utilizamos, sem
maiores comentdrios, um dos axiomas mais importantes da Teoria de Conjuntos, o que nos
permite escolher “simultaneamente” um elemento de cada um de uma infinidade de conjuntos.
Na proposicédo, para cada k € N, obtivemos alguma aplicacao sobrejetora ¢ : N — X e o que
fizemos foi tomar todas essas aplicagdes simultaneamente para definir ¢(n,m) = ¢p(m), com
n,m € N. No teorema, para cada k € N, obtivemos um subconjunto X de X com card X =k
e o que fizemos foi tomar todos esses conjuntos simultaneamente para formar sua unido UXj.

Bscolher um elemento de cada um de uma quantidade finita de conjuntos é facil e escolher
um elemento de cada um de uma infinidade de subconjuntos de N nfo requer axioma algum,
pois podemos escolher, simplesmente, o menor elemento de cada conjunto — isso foi feito na
construgao de (1.4). No entanto, nossos conjuntos de aplicagoes e de subconjuntos néao sao finitos
nem tém alguma ordem conhecida em que valha o PBO. A esse respeito, existe um exemplo
cléssico devido a Bertrand Russel (1872-1970).

Exemplo A.4. Considere uma colecio infinita de pares de sapatos. Entao sabemos escolher
um sapato de cada par, digamos, o sapato esquerdo de cada par. Considere uma colegéo infinita
de pares de meias (idénticas). Podemos escolher uma meia de cada par? ®

Para resolver esse tipo de divida é que um dos axiomas da Teoria de Conjuntos é o Azioma
da Escolha, que afirma que é possivel escolher, de uma sé vez, um elemento de cada um de uma
infinidade de conjuntos. No exemplo de B. Russel, esse axioma garante que existe uma colegao
de meias que contenha exatamente uma das duas meias de cada um dos infinitos pares.

Consideremos uma colecdo nao vazia qualquer de conjuntos ndo vazios X, indexada por
A € A, em que A é um conjunto, finito ou nao, de indices, e denotemos por UX) a unido de
todos os conjuntos X, dessa colegdo. Dizemos que uma aplicagdo ¢ : A — UX), é uma fungdo
escolha da colegao X se valer ¢p()\) € X, para cada A € A.

Axioma da Escolha
Existe alguma fungéo escolha para cada colegao nao vazia de conjuntos ndo vazios.

Exemplo A.5. Seja X um conjunto néo vazio qualquer e denotemos por P*(X) = P(X) — {0}
a colecao de todos subconjuntos nao vazios de X. Nesse caso, P*(X) é uma cole¢ao néo vazia
de conjuntos néo vazios indexada por P*(X) cuja uniao é o préprio X. Uma funcéo escolha de
P*(X) é uma aplicagdo ® : P*(X) — X tal que ®(A) € A, para cada ) # A C X. ®

O axioma da escolha e suas equivaléncias aparecem em todos as dreas da Matemaética. Nao é
por acaso que esse axioma também seja equivalente ao Azioma da Boa Ordenagdo, que garante
que todo e qualquer conjunto pode ser (linearmente) ordenado. Definindo o produto cartesiano
de uma colecdo como o conjunto de todas as fungGes escolha da colegdo (como no Exercicio
0.0.25 no caso de A finito), o Axioma da Escolha afirma que é nao vazio o produto cartesiano
de uma cole¢ao nao vazia qualquer de conjuntos nao vazios.

Exemplo A.6. Seja p : X — Y uma aplicacao sobrejetora qualquer. Dado qualquer y € Y, seja
X, o conjunto de todos z € X tais que ¢(z) = y. Entdo X, é uma colegao nao vazia de conjuntos
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nao vazios indexada por Y cuja uniao é o proprio X. Uma fungao escolha dessa colegao é uma
aplicagdo p : Y — X tal que p(y) € X, ou seja, tal que ¢(p(y)) = y, para cada y € Y. Assim, p
é uma “inversa a direita” de ¢. (Ver Exercicio 0.0.9.) ©)

E interessante observar que essa afirmacao “toda aplicagdo sobrejetora tem uma inversa a
direita”, bem como a afirmgao “toda relagao contém (o grafico de) alguma aplicagdo de mesmo
dominio” sao equivalentes ao axioma da escolha.

Ocorre que na demonstracao que apresentamos no texto nem utilizamos toda a forga do
axioma da escolha. Somente utilizamos sua versdo enumeravel, como segue.

Axioma da Escolha Enumeravel
Existe alguma fungéo escolha para cada colegao enumerdvel de conjuntos nao vazios.

Com esse axioma ja garantimos as demonstracoes da Proposigao 1.15 (ver Exemplo A.7) e
do Teorema 1.16 (ver Exemplo A.8).

Exemplo A.7. Seja Xj uma colegdo enumerdvel de conjuntos no vazios e denotemos por Sk
a colecao de todas as aplicagbes sobrejetoras de N em Xj. Se cada X, for finito nao vazio ou
enumeravel, S1,8s,...,Sk,... é uma colegdo enumeravel de conjuntos néo vazios e uma funcao
escolha dessa colecao é uma sequéncia ¢ : N — USy da unido desses conjuntos de aplicagoes tal
que ¢n, € Sy, qualquer que seja n € N. Agora, sim, podemos definir a aplicagao (n,m) — @, (m)
©

Exemplo A.8. Seja X um conjunto ndo vazio qualquer e denotemos por P,(X) a colegdo de
todos subconjuntos de X com cardinal n. Se X for infinito, P;(X), P2(X),...,Pn(X),... é uma
cole¢ao enumerével de conjuntos ndo vazios e uma fungéo escolha dessa colegao é uma sequéncia
¢ : N = P(X) do conjunto das partes de X tal que p(n) = X, € Pp(X), qualquer que seja
n € N. Agora, sim, podemos tomar a uniao UXj,. ©

Observe, que para demonstrar o Teorema 1.16 ndo precisamos de duas aplicagoes do axioma
da escolha enumerével. Bastaria uma tinica funcao escolha ¢ que a cada n associa uma aplica-
¢80 n : N — X cuja imagem é um subconjunto X, de cardinal n de X. Entdo a imagem de
(n,m) — @np(m) é um subconjunto enumeréavel de X.

Finalmente, vamos reforgar o que estd em jogo entre o PIM e o axioma da escolha enumeravel.
Se pudermos escolher, qualquer que seja n € N, um subconjunto X, de algum universo X, entao
o PIM garante que, dado n € N, podemos tomar, a unido X; U X3 U--- U X,, mas o PIM nao
garante que podemos tomar a unido UXy = X;UXoU---UX,U--- de todos Xy, com k € N. Eo
axioma da escolha enumeravel que garante que podemos considerar, simultaneamente, todos Xg
e tomar, por exemplo, sua uniao enumeravel UXy. Observe também que o TDR e seus corolérios
(ver Secdo A1) nao podem ser aplicados, pelo simples fato de garantirem a unicidade de uma
certa sequéncia. Sé que, nesse caso, ndo hd unicidade alguma em escolher subconjuntos de algum

universo.

O mesmo ocorre se, dado qualquer n € N, pudermos escolher algum elemento 2,41 € Xp41 C
X. O PIM nao nos d4 uma sequéncia de X, mas somente aplicagdes ¢, : I, — X, com n € N.
Para passar da colegao ¢, de aplicagoes para uma aplicagao ¢ : N — X, precisamos do axioma
da escolha enumeréavel da familia X,,. Diferente disso é se pudermos escolher 2,1 € Xp,4+1 sem
ambiguidade, de maneira bem determinada. Por exemplo, se o indice n+1 de z,4; for o minimo
dentre todos os k € N tais que zy, € X,,11, basta lembrar que o TDR j4 garante que (z,) é uma
auténtica sequéncia.
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A3. Cardinais

Observamos, na Secao 1.2, que os cardinais de conjuntos definem uma relacao de ordem. A
reflexividade card X < card X e a transitividade card X < cardY < card Z = card X < card Z
sao bastante evidentes. No entanto, a antissimetria nao é, de modo algum, imediata.

Naquela mesma Segao 1.2 vimos que conjuntos X infinitos podem ter aplicagdes injetoras
@ : X — X que ndo sao sobrejetoras. E claro que ¢ continua definindo uma bije¢do sobre
a imagem ¢(X). Existe uma construgéo notdvel, devida a Felix Bernstein (1878-1956), aluno
de Cantor, que mostra muito mais, que é possivel definir uma bije¢do de X sobre qualquer
subconjunto Y de X que contenha a imagem ¢(X), como segue.

Teorema A.9. (Bernstein) Sejam ¢ : X — X uma aplicagao injetora e Y C X um subconjunto
tal que (X) CY C X. Entao existe alguma bijecdo de X sobre Y.

Demonstracao. Se Y = X, sempre existe a aplicagdo identidade éx : X — X de X, de modo
que podemos supor que Y # X, ou seja, que existe uma aplicagao injetora ¢ : X — X tal
que ¢(X) C Y C X para algum subconjunto Y # X. A partir de Z; = X — Y # ) definimos
Zy=9(Z1)CY CX,Z3=p(Zy) CY CX, Zy=p(Z3) CY C X e assim por diante, obtendo
uma cole¢ao Z, de subconjuntos de X indexada pelos naturais. Consideremos a unido Z = |J Z,
de todos esses conjuntos. Temos Z; C Z, do que decorre

X-ZCX-7,=Y.
Também ¢(Z) C Y, de modo que estd bem definida a aplicagao ¥ : X — Y dada por

_Jelx), sex€Z,
w(m)_{x, sex e X - Z.

@_-
o4

Figura A.1l. A bijecio 1 com X = [0,400),Y = (1,4+00) e p(z) =z +2

Mostremos que 1 é uma bijecdo. Dado = € Z, obtemos ¢(z) € Z, de modo que a restrigao
de 1 a Z é a restrigao injetora de ¢ a Z; como a restricdo de ¥ a X — Z é a identidade, o
Exercicio 0.0.24 garante que também 1 é injetora. Resta mostrar que 1 é sobre Y = X — Z;.
Sejay € Y dado. Sey € X — Z, entdo y = ¢(y), logo Y N(X — Z) C¢(X). Sey e Y NZ,
necessariamente y ¢ Z; e, portanto, existe algum N tal que y € Zn11 = p(Zy). Disso decorre
que y = p(z), para algum z € Zy C X, ou seja, estabelecemos que Y N Z C (X). Como
Y =[YN(X-2)]U[YNZ], segue que Y C )(X) e, portanto, 1 é sobre Y. O
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Coroléario A.10. Scjam X ¢Y conjuntos quaisquer. Se existirem aplicagdes injetoras de X em
Y e também de Y em X, entdo exsite alguma bijegcdo de X sobreY.

Demonstragao. Sejam p: X — Y en:Y — X duas aplicagbes injetoras. Entdo a composta
@ =nop: X — X é injetora, com ¢(X) = n(p(X)) C n(Y) € X. Pelo teorema, existe
alguma bijegao ¥ : X — n(Y). Como 7 define uma bijegao £ de Y sobre n(Y), a composta
£ lot: X —Y também é uma bijecao. 0

A4. Corpos Ordenados

N e Z nao s@o corpos, mas Q@ e R, bem como o conjunto C dos ntiimeros complexos, sao. Em
geral, dizemos que um conjunto K qualquer é um corpo se K possuir dois elementos distintos
bem determinados, que denotamos 0 e 1, e duas operagbes bindrias, denominadas adi¢cdo e
multiplicagdo, que a cada par de elementos z,y € K associam dois elementos z +y e z -y de
K, que denominamos soma e produto de x e y, respectivamente, satisfazendo as propriedades

seguintes.
(C1) Associatividade. Dados quaisquer z,y, z € K,

z+y+2z)=(@+y)+z e z-(y-2)=(z-y): =
(C2) Comutatividade. Dados quaisquer z,y €K, z+y=y+z e z-y=y- .
(C3) Distributividade. Dados quaisquer z,y,z €K, z-(y+2)=z-y+z- 2.
(C4) Elementos neutros. Dado qualquer z €K, z+0=zez-1=uz.
(C5) Elementos inversos. Dado qualquer z € K existe algum y € K tal que z +y = 0 e, se
x # 0, existe algum z € K tal que z -z = 1.
Pela propriedade C4, o elemento especial 0 de K é o neutro da adi¢Go, denominado zero, e
1 é o o elemento neutro da multiplicagdo, denominado unidade. Mostra-se que 0 e 1 sao os
unicos elementos de um corpo que satisfazem C4. Finalmente, também sao tinicos os elementos
inversos y, z € K, cuja existéncia é garantida para cada z € K, sendo denotados por —z e zle
denominados elemento simétrico e reciproco, respectivamente.

Escrevendo = — y = = + (—y) para a subtragdo e z/y = = -y~ para o quociente num corpo
qualquer, como sempre o fizemos em Q e R, obtemos todas as regras usuais da aritmética (ver
Exercicio A0.1). Por exemplo, mostra-se que 0 - z = 0, para qualquer z € K. Assim, o simétrico
—1 de 1 satisfaz (—1) - @ = —z, para cada z € K. De fato, (-1) -z +z = (-1)-z+1-z =
(-1+1)-2=0-2 =0, portanto, (—1) -z = —z, pela unicidade do elemento simétrico. Também

pela unicidade do simétrico, —(—z) = z e, em particular, (-1)- (—1) = 1.

C5

Também podemos introduzir a notagao de potenciagao num corpo qualquer, definindo z! = z
e 22 = 2 - 2 e, mais geralmente,
n+1 n

x =z z",

para cada natural n.

Seja K um corpo qualquer. Por defini¢do, K contém, pelo menos, os elementos distintos 0
e 1. Além desses, podemos formar, sempre, a soma de 1 consigo mesmo, obtendo 1 +1 =2-1,
1+1+1=3:1, etc. Assim obtemos todos os elementos “naturais”

N={n-1:n=12.3,...}
de K. Observe que esse subconjunto N de K pode ser caracterizado como o menor subconjunto S
de K tal que 1 € S e satisfaz a afirmagao s € S = (s +1) € S, para cada s € S. (Ver Exercicio

A0.3.) Além disso, temos 0 € K e cada simétrico —n = (—1) - n € K, portanto obtemos os
elementos “inteiros” de K. Finalmente, como m/n = m - (1/n) € K, obtemos os elementos

“racionais” de K.
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No entanto, num corpo K qualquer, pode ocorrer que esses elementos ndo sejam todos
distintos, de modo que ndo podem desempenhar sua fungdo usual conhecida de N, Z e Q em R.

Exemplo A.11. O conjunto Z, = Z/p-Z = {0,1,2,...,p — 1} tem uma estrutura de corpo
(quociente) sempre que p for um inteiro primo. Por exemplo, Zy = {0,1} é um corpo “minimo”,
constituido de dois elementos, apenas. A soma e o produto de Zj, séo definidos como em Z, mas
sempre tomando o resto na divisdo por p, ou, como se diz, congruéncia médulo p. Por exemplo,
temos 6 = 1 (mod 5) e 8 = 3 (mod 5) em Z, portanto, em Zs, valem 3+3=6=1e4-2 =8 =3.

Assim, 5-1 =05 =0 em Zs e, em geral, sempre p- 1 = p =0 em Z,, de modo que, em Z,, 0s
“naturais”, os “inteiros” e os “racionais” de Z, coincidem, todos, com Zj. ©

Dizemos que um corpo tem caracteristica 0 se seus “naturais” sfo todos distintos, ou seja,
sen-1# 0 comn € N. Isso equivale a exigir que 0 ¢ N. Os corpos Z, néo tém, mas Q tem
caracteristica 0, sendo o menor desses corpos.

Se um corpo K tem caracteristica 0, podemos construir auténticas cépias (isomorfas) de N,
Z e Q dentro de K, da mesma maneira pela qual construimos Q a partir de N. Assim,

NCZCQCK,

sempre que K for um corpo de caracteristica 0.

Corpos Ordenados

No entanto, a caracteristica 0, em si, ndo determina o corpo dos reais, pois também o corpo
Q dos racionais e o corpo C dos complexos tém caracteristica 0. A propriedade que falta num
corpo K de caracteristica 0 para ser 1til em Andlise é a da ordem. Dizemos que um corpo K é
ordenado se existir um subconjunto P C K com as duas propriedades seguintes.

(O1) Tricotomia: dado z € K, vale exatamente uma das trés opgoes:
zeP, =0, ou —x€P
(02) Fechamento: dados z,y € P, também z+y € Pex-y € P.

Pensando em Q e R, o conjunto P é, simplesmente, o conjunto dos niimeros positivos. Assim,
escrevendo —P = {z € K : —z € P}, dizemos que os elementos de P s&o positivos e os de —P
sdo negativos. Observe que a exigéncia O1 afirma que

K=PU{0}U(-P)
¢ uma unido disjunta. Logo, 0 é o tnico elemento de K que nao é positivo nem negativo.

Como fizemos no caso de Q, dados z,y € K, dizemos que y é menor do que x, ou que x é
maior do que y, se z —y € P, e escrevemos y < x ou & > y. Em particular, z > 0 significa z € P,
ou seja, que = é positivo. As expresstes y < x € z > y tém os significados esperados.

As propriedades da ordem num corpo ordenado sdo as que conhecemos de @ e R. Para
referéncia futura, reunimos todas no resultado seguinte.

Proposicao A.12. Seja K um corpo ordenado. As afirmagdes seguintes sdo relativas a elemen-
tos z,y,z,t € K quaisquer.

(0O3) Tricotomia: vale exatamente uma das opgoes:
z<y, T=y, ou z>Y.
(04) 0 < 22, para cada x # 0; em particular, 0 < 1.
(05) Transitividade: sex <y ey < z, entdo z < z.
(06) Sex<yez<t, entdor+2z<y+t.
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(O7) Sex<yez>0, entdoz-z<y-z
analogamente, sex <y ez <0, entdox-z >y 2.
(08) Se0<zel<z y, entio0<y el < 1/x.

(09) Se0<z<y, entdo0<1/y<1/zx.

Demonstracao. Sejam z,y, z elementos quaisquer do corpo ordenado K. Por Ol, z —y € P,
z—y=0ouy—z=—(z—y) € P, ouseja, vale 03. Se z # 0, entdo z € P ou —z € P, portanto
O2 garante > = z -z = (—x) - (—z) € P. Isso mostra O4. Para mostrar 05, O6 e O7, basta
observar que z —x = (z—y)+ (y—2z), (y+t)—(z+2)=(y—z)+(t—2),y-z2—2-2=(y—z) 2
ex-z—y-z=(y—x)-(—=2).

Provemos O8. Sejam z,y dados, com 0 < z. Sey = 0, entdo z -y =0 e, se 0 < —y, entdo
0<z:(-y)=—(z-y), ouseja, -y < 0. Logo, 0 < y decorre de 0 < z -y. Em particular,
0 < 1/z decorre de 0 < 1 = z - (1/z). Finalmente, 1/z — 1/y = (y — z) - (1/z - y) > 0, sempre
que 0 < z < y, mostrando O9. 0

Observe que, por 04, C nio pode ser ordenado, pois i> = —1 < 0. As propriedades 03, O5,
06 e O7 sao suficientes para que um corpo com uma ordem total seja ordenado. (Ver Exercicio

A0.2.)

Todo corpo ordenado tem caracteristica 0, pois 0 < 1 fornece 1 < 1+ 1 = 2, que fornece
2 <2+ 1 =3, e assim por diante. Assim, nos corpos ordenados, as inclusbes NCZC Q C K
respeitam, inclusive, a ordem de K.*

Dado z € K, definimos o valor absoluto de = por

Sempre |z| > 0, com |z| = 0 se, e 86 se, z = 0. Essa propriedade, junto com V2 e V4 a seguir,
caracterizam a nogao de valor absoluto em corpos arbitréarios, ordenados ou néo.

As propriedades do valor absoluto num corpo ordenado sdo as que conhecemos de R. Para
referéncia futura, reunimos todas no resultado seguinte.
Proposicao A.13. Seja K um corpo ordenado. As afirmagées sequintes sao vdlidas para quais-
quer z,y € K.

(V1) |- 2| =|=]

(V2) |z -yl = |z[]yl-

(V3) |z| <y se, e s6se, —y<ax<y.

(V4) Desigualdade triangular: |z +y| < |z| + |y|.
(V5) |lz| = lyl| < lz —y| < [z +yl-

Demonstragao. Sejam z,y elementos quaisquer do corpo ordenado K. Lembrando que —(—z) =
z e que (—z) -y = —(z - y), as duas primeiras afirmagoes decorrem diretamente da definigéo.
Para provar a terceira, basta observar que de 0 < z < y decorre —y < 0 < z < y e, de
z <0< —z <y, decorre —y < z < 0 < y. Reciprocamente, se —y < z < y, entao z < y e
-z < —(~y) =y, de modo que |z| < y.

Para mostrar V4, observe que z < |z| e y < |y|, portanto, z+y < |z|+|y|, pela propriedade
06. Como também —z < |z]| e —y < |y| a mesma propriedade de ordem garante que —(z+y) <
|z|+|y|. Por defini¢ao, decorre a propriedade V4. Por V3, a primeira desigualdade de V5 equivale
a
—le -yl <] -yl < |z —yl,

*Ver demonstragdo do Teorema A.20, no Apéndice A5.
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que, por sua vez, equivale a

lyl<lz|+]z—yl e [z]<|y|+]z -yl
Escrevendo y = z+(y—z) e x = y+(x—y), ambas decorrem de V1 e V4. A segunda desigualdade
de V5 também segue de V1 e V4. O

De posse da nogao de valor absoluto, podemos introduzir em K as nogoes de disténcia e
intervalos e, com elas, todos os conceitos basicos da Andlise Matemédtica, tais como sequéncias
convergentes, fungbes continuas, fungbes derivaveis e a integral. Mesmo assim, existem corpos
ordenados que s@o um pouco diferentes do que se poderia imaginar.

Exemplo A.14. Seja Q(t) o conjunto das fungdes racionais p(t)/q(t) numa varidvel ¢ com
coeficientes em Q. Observe que, tomando a funcao constante g(t) = 1 como denominador, Q(t)
inclui todas as fungbes polinomiais com coeficientes em Q; em particular, todos os racionais,
como fungoes constantes, ou seja, Q C Q(¢). E possivel verificar que as operagdes usuais de
fungdes fazem de Q(t) um corpo. Observe, também que as fungdes y =t e y = 2/t de Q(t) sdo
consideradas iguais no corpo Q(t), embora, como fungoes, tenham dominios diferentes.

Definimos uma ordem de Q(t) por p(t)/q(t) > 0 se, e s6 se, apby, > 0 em Q, onde p(t) =
apt™ + -+ +art +ag e q(t) = bypt™ + -+ + byt + by, com a, # 0 e by, # 0. Nessa ordem, uma
fungéo racional f(t) é maior do que uma fungéo racional g(t) se, e s6 se, o gréafico de f(t) no
plano de abscissa t e ordenada Q estd acima do de g(t), a partir de algum ponto da reta racional
(ver Exercicio A0.5).

Q y=t
r y=r
t

Figura A.2. A fungdo y =t é maior do que qualquer fungéo y =17

Em particular, ¢t > r, para cada r € Q, jd que 1 > 0 em Q, portanto, t —r = (1t —r)/1 > 0.
Isso significa que qualquer polinémio nao constante é maior de que qualquer elemento de Q e,
em particular, que N é um subconjunto limitado de Q(t), pois N cabe no intervalo limitado

(0,¢) = {z € Q(t) : 0 < z < t} de Q(t). ©

Corpos Arquimedianos

Dizemos que um corpo ordenado é arquimediano se valer alguma das quatro propriedades da
proposigao seguinte (portanto, as quatro; ver a Proposi¢cao A.16 na préxima segao para mais
duas propriedades equivalentes). Sabemos que Q e R sao arquimedianos, mas o corpo ordenado
das fungbes racionais do Exemplo A.14 nao é.

Proposicao A.15. Seja K um corpo ordenado qualquer. As afirmacées sequintes sdo equiva-
lentes.

(E1) Se z € K € positivo, existe n € N tal que 0 < % < z.

(E2) Sez,y € K sdo positivos, existen € N tal que 0 <y <n-z.

(E3) Dado qualquer z € K, eziste algum n € N tal que z < n.

(E4) Dados quaisquer z,y € K com x <y, eziste algum v € Q tal que x <1 < y.
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Demonstracao. Seja K um corpo ordenado com a propriedade E1. Dados z,y € K positivos,
temos que z/y € K é positivo, portanto, existe n € N tal que 0 < 1/n < x/y. Isso significa que
0 <y <n-zeprova E2. Supondo que valha E2, temos z < 1 para cada z € K que néo seja
positivo; se z é positivo, 1/z > 0 e E2 fornece n tal que % < 1/z, ou seja, z < n e vale E3.
Supondo que valha E4 e que z € K seja positivo, obtemos 2 € Q C K tal que 0 < % <o <o,
de modo que vale E1. Resta provar que E3 = E4.

Seja K um corpo ordenado com a propriedade E3 e sejam z,y € K quaisquer tais que z < y.
A hipétese E3 garante que existe n € N tal que 1/(y—z) < n,ouseja, 1 < n-(y—z) =n-y—n-z.
Logo,n-y>1+4n .

Supomos, agora, que z > 0. Entéo existe, por E3, algum natural m € N tal que n-z < m. O
conjunto desses naturais m tem algum menor elemento m € N que satisfaz n-z < m. Agora, de
duas, uma: oum —1=0o0um — 1€ N. Em ambos casos, m —1 < n -z < m. Assim, obtemos

nx<m<n-z+1<n-y,

do que decorre n-x < m < n -y, ou seja, r = = satisfaz E4, nesse caso z > 0.

Finalmente, se z < 0, E3 fornece k € N tal que —z < k e, portanto, 0 < z + &k < y + k. Pela
parte que acabamos de provar, existe 7 € QQ C K tal que z + k& < 7 < y + k, do que obtemos
r<r—k<y,comr—kéeQC K. Isso mostra que E3 = E4. . O

A5. Os Completamentos de um Corpo

Nesta sec@o, mostramos que existem varias opgoes para caracterizar o que distingue Q de R,
todas equivalentes num corpo ordenado arquimediano K qualquer e também mostramos que
todos corpos ordenados completos sdo isomorfos.

Conforme vimos na se¢do precedente, num corpo ordenado qualquer podemos introduzir as
nogoes de valor absoluto e intervalos e, com elas, todos os conceitos bésicos da Andlise Ma-
tematica, tais como sequéncias convergentes, fungoes continuas, fungbes derivaveis e a integral.
O cuidado €é que, em K até podemos usar niimeros racionais mas certamente nao podemos usar
numeros reais; em particular, todos os epsilons também devem ser elementos de K. Por exemplo,
dizemos que uma sequéncia (s,) de K é de Cauchy se, dado qualquer ¢ € K positivo, existir
N € N tal que vale |z,, — zp1p| < €, para quaisquer n,p € N com n > N. Com esse cuidado em
mente, podemos usar todas as nossas definigoes do texto, bastando trocar R por K, nao havendo
a necessidade de reproduzir todas no presente contexto de um corpo ordenado arbitrario.

Comegamos ampliando as equivaléncias da Proposi¢ao A.15.

Proposicao A.16. Seja K um corpo ordenado qualquer. As afirmacdes seguintes sdo equiva-
lentes.

(E) K € um corpo arquimediano.
(E5) Toda sequéncia mondtona e limitada € de Cauchy.

(E6) Toda sequéncia limitada tem uma subsequéncia de Cauchy.

Demonstracgao. Seja K um corpo ordenado com a propriedade E5 e consideremos qualquer
sequéncia limitada de K. Sabemos (Lema 1.62) que toda sequéncia limitada possui alguma
subsequéncia monétona, que também é limitada, portanto, por hipétese, de Cauchy. Assim,
vale E6. Se K for ndo arquimediano, entdo a sequéncia (n) dos naturais ¢ limitada (ver E3) e,
evidentemente, néo é de Cauchy, pois |(n+p)—n| =p > 1, paran € N. Em particular, nenhuma
subsequéncia de (n) é de Cauchy, portanto, ndo vale E6. Resta mostrar que vale E5 em corpos
arquimedianos.
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Sejam K um corpo ordenado arquimediano e (s,) uma sequéncia nao decrescente e limitada
qualquer de K. Seja ¢ € K uma cota superior dos termos s, da sequéncia. Para mostrar que
(s5) é de Cauchy, fixemos, arbitrariamente, algum e € K positivo. Consideremos os elementos
¢,c—e,c—2,... de K. Como c é cota superior de {s,} e K é arquimediano, existe um tnico
m € N tal que ¢ — (m — 1)e ainda é cota superior de {s,}, mas ¢ — me nao é mais cota superior
de {s,}. Tomando N € N tal que c—me < sy e lembrando que (s,) é nao decrescente, obtemos

c—me < sy < 8p € Sptp < c— (M —1)g,

para cadan > N e p € N. Como ¢ é arbitrério, (s,) resulta ser de Cauchy. Pelo Exercicio A0.8,
resulta que vale E5 em corpos ordenados arquimedianos. |

Uma das opgoes de caracterizar corpos ordenados completos é por meio de cortes de Dede-
kind, que ainda néo definimos. No caso de @, a motivagao para esse conceito pode ser encontrada
na préxima secdo. Em geral, dado um corpo ordenado K qualquer, dizemos que um subconjunto
X CK é um corte de K se

(D1) X nao é vazio nem igual a K,
(D2) (—o0,z] C X, paracadaz € X, e
(D3) X n&o tem maior elemento.

Um elemento o € K é um elemento separador de um corte X se X = (—o00,0).

Exemplo A.17. Dado qualquer o € K, o intervalo (—o0,0) de K é um corte com elemento
separador o.

Dado um corte X qualquer de K, mostremos que X ¢ nao vazio e limitado superiormente e
mais, se o corte X possuir supremo em K, entdo sup X é o elemento separador de X.

Pela propriedade D1, existe pelo menos algum ¢ € K que nao pertence a X. Se existisse
z € X tal que ¢ < z, entdo D2 acarretaria ¢ € X. Logo, cada ¢ € K — X ¢ uma cota superior
de X. Segue que todo corte é nao vazio e limitado superiormente. Se existir ¢ = sup X em K,
entdo X C (—o0,¢| e, por D3, ¢ ¢ X, de modo que c é o elemento separador de X. ©

Teorema A.18. Seja K um corpo ordenado arquimediano. As afirmagdes seguintes, todas
relativas a K, sdo equivalentes.

K1) Todo conjunto ndo vazio e limitado superiormente tem supremo.

K2) Todo corte tem elemento separador.

3

=

Toda sequéncia mondtona e limitada converge.

=
N

Toda sequéncia limitada tem subsequéncia convergente.

=N

6
7

Toda sequéncia de Cauchy converge.

(
(
(
(
(
(
(

)
)
5) Toda sequéncia de intervalos encaivados fechados e limitados tem intersegao nao vazia.
)
)

=~

Toda fungdo continua tem a propriedade do valor intermedidrio.

Demonstracao. No exemplo precedente, vimos que K1 = K2. Reciprocamente, seja K um
corpo ordenado no qual todo corte tem elemento separador e mostremos que vale Ki. Seja
Y C K um subconjunto nao vazio e limitado superiormente arbitrario. Se Y possuir elemento
méximo, entao esse elemento é o supremo de Y e nada mais ha a mostrar. Supomos, entao, que
Y nao possui elemento maximo e consideramos a uniao X de todos os intervalos (—oo,y], com
ypey,

X ={z €K: existe algum y € Y tal que z < y}.

Praticamente por definicao, X satisfaz D2 e, como Y nao é vazio e limitado superiormente, é
f4cil verificar que X também satisfaz D1. Dado z € X, seja y € Y tal que z < y. Como Y nao
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tem maior elemento, existe y < 3’ € Y. Entdo o ponto médio 2’ = 1(y + '), que é maior do que
y, € maior do que z e pertence a X, ou seja, £ nao é o maior elemento de X.

Dessa forma mostramos que X é um corte de K e, por hipétese, X = (—o0,0), para algum
o € K. Dado z < 0, existe x € X tal que z < z, portanto, existe y € Y tal que z < y e decorre
que z < y, mostrando que z nao é cota superior de Y. Como Y C X, resulta que ¢ = supY.
Assim, mostramos que K1 <= K2 em corpos ordenados.

No Teorema 2.35 demonstramos que K1 = K3, no Exercicio 2.2.29 demonstramos que K3
= K35, no Teorema 2.41 demonstramos que K3 = K4, no Teorema 2.47 demonstramos que K4
= K6 e, no Capitulo 3, demonstramos que K1 = K7. A bem da verdade, tudo isso foi provado
em R, mas o leitor é convidado para reproduzir as provas pertinentes em K e mais, constatar
que para obter K1 = K3 => K4 n#o se utiliza a propriedade arquimediana de R.

A prova de K6 = K3 é imediata, pela Proposicdo A.16. De fato, seja (s,) uma sequén-
cia monétona e limitada de K. Pela Proposicdo A.16, (s,) é de Cauchy e, portanto, por K6,
convergente. Assim, resta provar que K7 = K3 e que K5 = K1, para concluir a demonstragao
do teorema.

Seja, pois, K um corpo arquimediano com a propriedade do valor intermedidrio K7 e mostre-
mos que vale K3. Seja (s,) uma sequéncia nao decrescente e limitada qualquer de K e mostremos
que (s,) converge. Consideremos a fungao 1 : R — R definida por

1, se x é cota superior de {s,},
Y(z) = - )
0, se z n&o é cota superior de {s,}.

Suponha que ¢ € K néo seja uma cota superior de {s,}. Entdo existe N € N tal que o0 < sy
e, portanto, nenhum elemento de (—oo, s)y) pode ser cota superior de {s,}; em particular, 1 é
constante e igual a 0 nesse intervalo de K e, portanto, é continua em o.

Supremo (K1) ) fle—
s \

| (K5) Encaixados TVI (K7)

| Dedekind (K2)

[ Montona. (K3) \

| (K4 BW |—— Cauchy (K6)

Figura A.3. A demonstragdo do Teorema A.18

Como a imagem 9%(K) = {0,1} de ¢ nao é um intervalo e K tem a propriedade do valor
intermediario, necessariamente existe algum ponto ¢ € K no qual ¢ é descontinua. Pelo que
acabamos de verificar, ¢ é cota superior de {s,}. Seja ¢ € K positivo dado arbitrariamente. Se
c— ¢ fosse uma cota superior de {s,}, entdo cada elemento de (c— ¢, 00) também seria uma cota
superior de {s,} e, portanto, 1 seria constante e igual a 1 nesse intervalo de K; em particular, v
seria continua em o, o que é impossivel. Logo, ¢ — & nao é cota superior de {s,}, ou seja, existe
N € N tal que ¢ — ¢ < sy. Como (s,) é ndo decrescente e ¢ é cota superior, resulta

c—e<SN<SSp <G

para cada n > N. Como € é arbitrario, concluimos que lims, = ¢ € K. Assim, K tem a
propriedade K3.
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Finalmente, mostremos que vale o axioma fundamental em corpos ordenados arquimedianos
com a propriedade K5 dos intervalos encaixados. Seja, pois X C K um conjunto limitado
superiormente e escolhamos dois elementos z1,y1 € K tais que z; nao é, mas y; € cota superior
de X. Escrevendo I; = [z1,y1], temos que I; é um intervalo compacto. Se y; é a menor cota
superior de X, nada mais h4 para provar. Caso contrario, tomamos o ponto médio o = %(wl +y1)
de z1 e y1 e verificamos se o é cota superior de X. Se o for cota superior de X, definimos xo = z; e
Yo = o; se o nao for cota superior de X, definimos x5 = o e y2 = y1. Em ambos casos, escrevemos
I = [x9,ys]. Assim, I C I; e o comprimento do intervalo compacto I3 ¢ a metade do de Iy, isto
é, yo — 22 = 5(y1 — z1).

Continuando, se ys é a menor cota superior de X, nada mais ha para provar. Caso contrario,
tomamos o ponto médio o = %(xz +1y2) de z2 e yy e verificamos se o é cota superior de X. Se o
for cota superior de X, definimos x3 = 3 e y3 = 0; se o nao for cota superior de X, definimos
x3 = 0 e y3 = yo. Em ambos casos, escrevemos I3 = [z3,y3]. Assim, I3 C I3 e o comprimento do
intervalo compacto I3 é a metade do de I, isto é, y3 — 23 = %(yz —xg) = glg(y]_ — 7).

Dessa forma, chegamos num y, que é o supremo de X ou, entdo, (usando indugdo ma-
temaética), obtemos uma sequéncia I, = [zn,ys] de intervalos compactos encairados tais que
cada z,, nao é, mas cada y, é uma cota superior de X, com Yp 41 — Tpy1 = Qé(yl — 7).

Por hipétese, essa sequéncia possui algum ponto limite ¢ € K, ou seja, ¢ € I, com n € N.
Como K é arquimediano, temos 2% — 0, portanto, de z, < ¢ < y, decorre que z,, — c e
Yn — ¢. Mostremos que ¢ = sup X. Como cada y;, é cota superior, ¢ é cota superior.

Iy —
— = i } K
z g =23 Y3 Y2=1U1

Figura A.4. O comego da sequéncia de intervalos encaixados

Dado ¢ € K positivo, escolhemos N € N tal que Iy C (c—¢,c+¢), de modo que c—e < zy.
Como z nao é cota superior, resulta que ¢ — € tampouco pode ser cota superior. Ja que ¢ foi
arbitrario, concluimos que ¢ = sup X. Assim, vale o axioma fundamental K1 em K. [l

Essas sete equivaléncias nao contam toda a histéria. Introduzindo o conceito de derivada de
funcoes definidas em intervalos de um corpo ordenado K qualquer, podemos mostrar que as sete
equivaléncias do teorema s@o equivalentes, ainda, as quatro condigoes seguintes, que também
foram tratadas neste texto.

A afirmacao K8 e K9 compde o Corolério 4.22, a afirmagcao K10 é o Exercicio 4.9 e a afirmacao
K11 é o Teorema 4.20 do valor médio, de Lagrange.

(K8) Toda funcdo derivdvel com derivada nula num intervalo € constante.
(K9)
(K10) Toda fungdo derivdvel num intervalo satisfaz a desigualdade do valor médio.
(K11)

Toda funcdo derivdvel com derivada ndo negativa num intervalo € ndo decrescente.

Toda fungdo deriwdvel num intervalo satisfaz a igualdade do valor médio.
Nas afirmacoes K10 e K11 utilizamos a terminologia seguinte. Seja f : I — K uma fungao
qualquer derivavel num intervalo I C K.

Dizemos que f satisfaz a desigualdade do valor médio se dado qualquer M € K nao negativo
tal que valha f'(z) < M, para cada z € I, entao

f(0) = fla) S M- (b~ a),

para quaisquer a,b € I, com a < b.



Unicidade 205

Dizemos que f satisfaz a igualdade do valor médio se dados quaisquer a,b € I distintos,
existir c entre a e b tal que

f®) = f(a)=f(c)- (b—a).

Convém observar que as quatro primeiras afirmagoes do teorema sao equivalentes em corpos
ordenados quaisquer.

Coroléario A.19. Seja K um corpo ordenado. As afirmacdes sequintes, todas relativas a K, sdo
equivalentes.

(K1) Todo conjunto ndo vazio e limitado superiormente tem supremo.
(K2) Todo corte tem elemento separador.

(K3) Toda sequéncia mondtona e limitada converge.

(K4) Toda sequéncia limitada tem subsequéncia convergente.

Se valer qualquer uma dessas afirmagées, K € arguimediano.

Demonstragdo. Na prova do teorema precedente, observamos que K1 e K2 s@o equivalentes
em quaisquer corpos ordenados. No mesmo teorema também mostramos que K1 = K3 = K4,
sem usar essa propriedade. Finalmente, seja K um corpo com a propriedade de BW, ou seja,
K4. Entao é evidente que vale E6 e, portanto K é arquimediano. Pelo teorema precedente, ja
sabemos que K4 = K1 é uma afirmacao vélida em corpos arquimedianos. 0

Dizemos que um corpo ordenado é completo se vale o axioma fundamental, ou seja, se todo
subconjunto ndo vazio e limitado superiormente possuir supremo. Sabemos que R é completo,
mas néo Q. Pelo tltimo resultado enunciado, todo corpo ordenado completo é arquimediano.

Unicidade

Dois corpos ordenados quaisquer nio tém motivo para serem considerados iguais: basta olhar
para Q e R. No entanto, dois corpos ordenados completos quaisquer sempre podem ser conside-
rados iguais, ou seja, do ponto de vista algébrico, isomorfos. Assim, podemos dizer que Réo
iinico corpo ordenado completo.

Teorema A.20. Seja K um corpo ordenado completo. Entdo eziste um isomorfismo ¢ : R = K
de corpos ordenados, ou seja, uma bijecdo que satisfaz as propriedades sequintes.

(1) Dados z,y € R, vale p(x +y) = @(z) + ©(y).
(2) Dados z,y € R, vale p(z - y) = ¢(z) - o(y).
(3) Dados z,y € R, se z <y, entdo p(z) < p(y).

Assim, podemos identificar R com K via z = ¢(z).

Demonstragao. Apresentamos apenas um esbogo da demonstragao. Seja K um corpo ordenado
qualquer e denotemos por Ok e 1k os elementos zero e unidade de K. Evidentemente, comegcamos
definindo ¢ por ¢(0) = Ok e (1) = Ik e, mais geralmente, p(n) = Ix + g + -+ 1k =7 Ik
e p(—n) = (—n) - Ix e mostramos que ¢ satisfaz (i)—(ili) para n,m € Z. Observe que, por
ser K ordenado, ¢(n) # 0 e, portanto, ¢(n) é invertivel em K. Em seguida, definimos o(r) =
p(m/n) = @(m)/e(n) = p(m) - p(n)~!, para cada racional r € Q, mostramos que essa definigao .
independe da particular representagdo m/n do racional r e verificamos que, agora, ¢ satisfaz
(i)-(iii) para z,y € Q.

Assim, chegamos num isomorfismo ¢ do corpo ordenado Q sobre os “racionais” de K, justi-
ficando a afirmagao a pagina 199.
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Para estender ¢ a R, passamos a supor que K é completo (portanto, arquimediano). Dado
qualquer z € R, definimos

o(x) =sup{p(r):r€eQer<z} ek

Inicialmente conferimos que essa definigao coincide com a anterior no caso z € Q. Ora, pelo
Exercicio 1.4.19, sabemos que, para cada r € Q, vale 7 = sup{s € Q : s < r}. De maneira
totalmente analoga, mostramos que, também no corpo arquimediano K, cada “racional” ¢(r) é
o supremo do conjunto dos “racionais” menores do que ¢(r), de modo que ¢ estd bem definida
em Q. Também é fécil observar que realmente existe o supremo ¢(z) em K e qus ¢(z) < ¢(r)
sex<r,comx€cERereqQ.

Mostremos que vale (iii) em R. Dados < y em R, escolhemos r,s € Q taisquez <7 < s <y
e entdo, como j& sabemos que ¢(r) < ¢(s), resulta p(z) < (r) < ¢(s) < ¢(y), pelo que
acabamos de explicitar. Isso mostra (iii). Finalmente, a demonstracao de que  é sobrejetora e
satisfaz (i) e (ii) é deixada a cargo do leitor. O

Ab6. Completamentos de Q

Nesta segao final, esbogamos as duas construgoes de R a partir de Q mais famosas, devidas a
R. Dedekind e G. Cantor. Assim, finalmente podemos dizer que o corpo ordenado completo R
existe e é nico; o axioma fundamental, entdo, passa a ser um teorema.

Dedekind

Inspirado na teoria de proporg¢oes de Eudoxo, conforme exposta no Livro V do mais famoso livro
de Matematica, Os Elementos, de Euclides, R. Dedekind concebeu a nogao de corte como uma
maneira de identificar cada elemento de Q e também cada “furo” de Q@ com um elemento bem
determinado de um novo conjunto, que entao é R.

Essencialmente, a observacao bésica é que a colegao dos intervalos ilimitados (—oo,b) de @
fornece uma cépia de QQ, pois cada b € Q define exatamente um desses intervalos, que sempre
sdo ndo vazios (b — 1 < b), distintos de Q e desprovidos de elemento maximo. No entanto, cada
“furo” de Q, como /2, também pode ser caracterizado como um subconjunto nao vazio, distinto
de Q e desprovido de elemento méximo, por exemplo, {z € Q : z < 0 ou z? < 2}. E claro
que, uma vez conhecido R, sabemos que esse conjunto é, simplesmente, Q N (—oo, \/5), mas a
percepgao crucial é que esse conjunto pode ser caracterizado totalmente usando sé Q.

Generalizando esses intervalos limitados, definimos um corte de Dedekind de Q como um
subconjunto X nao vazio e distinto de @ que nao tenha maior elemento e que contenha o intervalo
(—o0, z], para cada z € X (ver definigdo & pagina 202).

Dado b € Q, o intervalo ilimitado (—oo,b) de @ é um corte de Q. Pelo Exercicio 1.3.11,
sabemos que, também {z € Q : 2® < 2} é um corte. A diferenga crucial desses cortes é que
(—00,b) tem o elemento separador b em Q, ao passo que {z € Q : z3 < 2} ndo tem, ou seja,
{z € Q: 2% <2} # (~o0,b), para qualquer b € Q.

Agora definimos R como a totalidade dos cortes de Q, ou seja,

R ={X : X é um corte de Q}.

Em primeiro lugar, podemos encontrar Q dentro de R, ou melhor, uma cépia de Q, que é a
colegao dos cortes com elemento separador, ou seja, a colegao dos intervalos ilimitados (—oo, b)
de Q. Também vemos, em R, muitos dos “furos” de QQ, como as raizes enésimas de naturais,
dadas pelos cortes {z € Q: z < 0 ou z" < m}, com m € N.

No entanto, esse R é s6 um conjunto de cortes e certamente ainda nao é um corpo ordenado
em que vale a propriedade do supremo. Para isso, precisamos definir no conjunto R as operagoes
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de adicao e multiplicagado e a ordem e verificar cada uma das exigéncias C1-C5, O1, O2 e a
validade do axioma fundamental. Além disso, precisamos cuidar para que essas operagoes € a
ordem resultem exatamente nas operagoes e ordem usuais de Q quando tratarmos dos elementos
de Q em R.

Como b < c em Q se, e s6 se, (—o0,b) C (—o0, ¢), temos uma indicagao da ordem “natural”
de R: definimos X <Y por X C Y. Assim b < ¢ em Q se, e 56 se, (—00,b) < (—00,c) em R e
é bastante facil mostrar que < define uma ordem total em R (ver defini¢ao no Exercicio A0.2),
com a qual entao ja podemos definir cota superior e supremo em R, segundo <. O espantoso é
que até ja podemos mostrar que, realmente, qualquer subconjunto nao vazio de R que possua
cota superior possui supremo!

Seja X C R um subconjunto néo vazio qualquer de R. Digamos que Xy € X e que Y € R
seja uma cota superior de X. Se um corte S fosse o supremo de X, teriamos X < S, ou X C S,
pra cada elemento X de X. Entao é natural considerar a uniao de todos os cortes X de X como
candidato a supremo de X, ou seja,

S={r€Q: existe X € X tal quez € X} = U X.
XeXx

Como Xy € X, temos Xy C S, de modo que S é nao vazio, e também X <Y, para cada X € X,
pois Y é cota superior, do que decorre que S C Y. Mas Y é um corte, portanto, ¥ # Q e, em
particular, S # Q. Dado z € S, existe algum X € X tal que z € X. Como X é corte, temos que
(—00,z] C X e existe algum z € X que é maior do que z, portanto obtemos (—oo0,z] C X C S
ex<z€XCS. Assim, S é um corte de Q.

Por definicao, X < &, para cada X € X, ou seja, S é uma cota superior de X. Mostremos
que é a menor cota superior. Se algum corte Z de Q for uma cota superior de S, entdo X < Z,
ou seja, X C Z, para cada X € X, de modo que S C Z, ou seja, S < Z. Assim, S =sup X.

Resta, portanto, definir a estrutura de corpo ordenado para R. A ordem estd quase pronta e
a adigao é bastante simples, mas a multiplicagao requer trabalho. Nada disso sera visto aqui. @

Cantor

A construcao de R devida a G. Cantor é completamente diferente da de Dedekind.

Na primeira metade do século XIX, B. Bolzano e A. L. Cauchy, de maneira independente,
caracterizaram a convergéncia de uma sequéncia sem mencionar seu (possivelmente desconhe-
cido) limite, por meio do conceito da sequéncia agora denominada de Cauchy. Por exemplo,
todas sequéncias de racionais cujos limites sdo irracionais ndo tém limite em @, mas sao de
Cauchy. Ambos Bolzano e Cauchy utilizavam a convergéncia de toda sequéncia de Cauchy, sem
se darem conta de que isso nao estava provado.

Basta observar que para os mateméticos da época, todo nimero irracional era o limite de
alguma sequéncia de racionais, mas nao é logicamente coerente definir /2, por exemplo, como
sendo o limite de uma sequéncia, digamos, de g = 1;z1 = 1,4;20 = 1,41;23 = 1,414;24 =
1,4142;... se, para provar a convergéncia dessa sequéncia de Cauchy, precisamos, antes de
tudo, da prépria ezisténcia do niimero v/2, que é o limite dessa sequéncia.

O problema bésico é que nao se conseguia compreender corretamente a estrutura dos niimeros
reais. A bem da verdade, sé aos poucos os mateméaticos comecaram a entender a necessidade de
uma formalizagao — ou aritmetizacdo — de R que possibilitasse entender a natureza dos nimeros
reais e a convergéncia das sequéncias de Cauchy. Entdo, em 1872, G. Cantor publicou sua idéia
genial de definir os nimeros reais, ndo como o limite de sequéncias de racionais, mas sim como
as proprias sequéncias!
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Essa construcdo também exige muito trabalho, mas uma vez na vida de todo estudante de
Matemética isso deveria ser desenvolvido passo a passo. Aqui sé veremos o esbogo da idéia de
Cantor, por total falta de espaco.

Comecamos observando que podemos definir sequéncias de Cauchy e sequéncias convergentes
dentro de Q, da mesma, forma que o fizemos em R, na Segao 2.3. O cuidado é que, como queremos
construir R a partir de Q, ndo podemos usar niimeros reais daqui em diante. Em particular, todos
os epsilons também devem ser racionais. No entanto, como podemos encontrar virias sequéncias
de racionais convergindo a um mesmo irracional, e queremos identificar todas essas sequéncias
com esse irracional, precisamos decidir quando duas dessas sequéncias serdo consideradas iguais
ou, mais precisamente, equivalentes. Isso é parecido com a construcdo do préprio corpo Q, em
que identificamos as fragoes 4/6 e 6/9, por exemplo, como sendo o mesmo nimero racional.

Dadas sequéncias (z,,) e (yn) de Cauchy de Q, dizemos que (zy,) e (yn) sdo equivalentes,
e escrevemos (zy) ~ (yn), se lim(z, — y») = 0. E bastante simples verificar que ~ define uma
relacao de equivaléncia no conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de Q que, portanto, divide
esse conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de Q em classes de equivaléncia (disjuntas).
Denotamos por

[2n] = {(¥n) : (zn) ~ (Yn)}

a classe de equivaléncia da sequéncia de Cauchy (z,) de Q e definimos
R = {[zs] : (zn) é uma sequéncia de Cauchy de Q}.

Em primeiro lugar, podemos encontrar Q dentro de R, ou melhor, uma cépia de Q, que é a
colecao das classes definidas pelas sequéncias constantes de racionais. Por exemplo, o racional
0 € Q ¢ identificado com a classe [0] € R da sequéncia constante definida por z, = 0, para
n € N. Também vemos, em R, muitos dos “furos” de Q, como v/2, que é a classe de equivaléncia
da sequéncia definida por z1 = 1,4;z9 = 1,41;z3 = 1,414;z4 = 1,4142;. .., que ¢ igual & classe
da sequéncia dos babilonios definida indutivamente por z; = 2 € 41 = %(xn + 2/$n), para
n € N.

No entanto, esse R é s6 um conjunto de classes e certamente ainda nao ¢ um corpo ordenado
em que vale a propriedade do supremo. Para isso, precisamos definir no conjunto R as operagoes
de adi¢ao e multiplicagdo e a ordem e verificar cada uma das exigéncias C1-C5, O1, O2 e a
validade do axioma fundamental. Além disso, precisamos cuidar para que essas operagoes e a
ordem resultem exatamente nas operagoes e ordem usuais de Q quando tratarmos dos elementos
de @Q em R.

Gragas as propriedades algébricas das sequéncias convergentes (e pensando que sequéncias
de Cauchy sao, no fim do dia, sequéncias convergentes) é muito fécil definir as operagoes de
corpo de R. Dados dois elementos [z,] € [y,] de R, definimos

[Tn] + [yn] = [@n +¥n] € [Za] - [Vn] = [2n - Yl

Agora precisamos conferir se isso realmente resulta em operagdes para o corpo, antes de podermos
verificar as propriedades dessas operagoes. Assim, precisamos mostrar, primeiro, que soma e
produto termo a termo de sequéncias de Cauchy séo sequéncias de Cauchy, para fazer sentido as
definigoes. (Isso foi indicado no Exercicio 2.3.21 para sequéncias reais; a mesma demonstragao
funciona em Q.) Agora, se (zn) ~ (yn) € (z},) ~ (y,), entdo zn, —yn — 0 ez, — Yy, — 0,
de modo que (z, + ) — (Yn +y4) = (@n — yn) — (%), — yn) — 0 pelas regras operacionais do
limite de sequéncias e, portanto, (z, + z,,) ~ (Yn + ¥5,), de modo que a adi¢do independe das
particulares sequéncias usadas em sua defini¢do. Da mesma forma, como sequéncias de Cauchy
sao limitadas, decorre que a multiplicagdo de R estd bem definida (ver Exercicio 2.1.23).

As propriedades C1-C5 sao todas razoavelmente ficeis de demonstrar, exceto a existéncia
de reciproco, que requer mais trabalho. Depois disso, podemos afirmar que R é um corpo. A
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ordem de R nao ¢ de todo evidente, j& que ndo basta ter z,, < y, para todo n € N para concluir
que [z4] < [ya]. De fato, basta tomar x, =0 < 1 =y, e observar que (] = [

A ordem de R depende de uma observagao cruc1al (vista, em sua versao para R, no Exercicio
2.3.20): se [zn] # [0], como (z,) ndo converge a 0 mas é de Cauchy, podemos escolher & € Q
positivo e N € N tais que z,, > ¢, para cada n > N, ou entdo tais que z, < —&, para cada
n 2 N. Como a classe de cada subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy coincide com a classe
da prépria sequéncia, isso significa que para toda classe [z,] # [0] existe algum € € Q tal que,
para algum representante (y,) dessa classe, y, > €, com n € N, ou entdo y, < —¢, com n € N.
No primeiro caso, definimos [z,] > [0] e, no segundo, [z,] < [0]. Agora devemos mostrar que
essa relagdo independe da particular sequéncia escolhida e que satisfaz as propriedades O1 e O2
de uma ordem.

Finalmente, de posse da estrutura de corpo ordenado R, podemos mostrar que vale o axioma.
fundamental. No caso dessa construcio é mais conveniente mostrar que R é arquimediano e que
toda sequéncia de Cauchy de R converge. Qualquer corpo ordenado que satisfaca essas duas
propriedades, necessariamente satisfaz o axioma fundamental do supremo (ver Teorema A.18,
na Segdo A5).

Demonstrar que R é arquimediano ¢é bastante simples. De fato, dado [z,] € R, obtemos
uma sequéncia (z,) de Q que, por ser de Cauchy, é limitada. Basta tomar N € N tal que
zn S N —1 < N, com qualquer n € N, e concluir que, na ordem de R, resulta [zn] < [N], onde
[N] é a classe da sequéncia constante e igual a N, identificada com o natural N.

Observe que, em particular, pela propriedade arquimediana, daqui em diante tanto faz tomar
epsilons em R ou em Q, pois, dado qualquer ¢ € R positivo, sempre existe £ € Q tal que 0 < z < .

Em seguida, demonstramos o lema especial seguinte. Dada qualquer sequéncia de Cauchy
(rn) em @, consideramos, para cada m € N, o real [z,] definido pela sequéncia constante (yn)
de Q — dada por y, = rp, com n € N — e mostramos que a sequéncia ([zn]) de R converge
em R, com limite [r,]. A partir desse lema, ndo resta muito para mostrar que toda sequéncia de
Cauchy de R converge em R, mas tampouco isso serd visto aqui. ©

AT7. Exercicios

A0.1. Seja K um corpo qualquer (ver definicio & pagina 197). Mostre que, para quaisquer
z,y,2,t € K, valem as afirmagtes seguintes.

1)0-z=0.

(@ et ly-2)=@+y)—2 ¢ o—(y+2)=(@—y) =

3) (z) y=z-(-y)=—(z-y) e (—z) - (-y) ==y

4) —(-z)=z e (z71) ! ==z, paraz #0.
5) Sez-y=0,entdo z =0o0uy =0.
6) Sez#£0ex- z—y z, entdo r = y.

z Tz

(7) Se y,t # 0, entdo ; g

(
(
(
(
ot
(8) Sey,z,t #0, entao—/ z-t
(9) Se y,t #0, entéog—i-zz

Y-
't
t
(10) Se y,t # 0, ent&og—izx—tyz.

o+
‘Q
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A0.2. Seja K um conjunto qualquer e considere uma relagao bindria < entre pares de elementos
de K com as propriedades seguintes.
(1) Total: para quaisquer z,y €K, valez gy ouy < z.
(2) Antissimétrica: se v Xy ey <, entao r =y.
(3) Transitiva: se x Xy ey < z, entdo z < z.
Nesse caso, dizemos que < define uma ordem total no conjunto K. Suponha, agora, que K tenha
uma estrutura de corpo com uma ordem total que satisfaz as propriedades adicionais seguintes.
(4) Mondtona na soma: se Tt Xy ez € K, entao z +2z <y + 2.
(5) Mondtona no produto: se 0 xz e 0=y, entdo 0 <z -y.
Defina P C K por z € P se, e 36 se, 0 < x e z # 0. Mostre que P tem as propriedades O1 e O2
de corpo ordenado (ver definigao a pagina 198), de modo que K é um corpo ordenado.

A0.3. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que o menor subconjunto S de K tal que
1€ S e, paracada s € S, (s+1) € S decorre de s € 5, é dado por S = {n-1:neN}.

AO0.4. Seja K um corpo ordenado. Mostre que as afirmagoes seguintes, relativas a elementos
z,vy,2,t € K quaisquer, sdo verdadeiras.

(1) Se0<z<yeld<z<tentdo 0z -2<y- -t

(2) Se z,y > 0, entdo x < y se, e s se, z? <y

(3) SeneNez,y >0, entdo z < y se, e s6 se, z" < y".

(4) 22 +4y* = 0.

(5) 22 +y?> > 0se,esése,z #0ey #0.

A0.5. Sejam p(t) = apt™+---+ait+age q(t) = bppt™+- - - +b1t+bg, com a, e b,, racionais nao
nulos, dois polinémios de coeficientes racionais e uma varigvel ¢t. Mostre que a fung@o racional
f = p/q pode ser fatorada como

£(6) = = L+ AE)),
bm
onde . liin h(t) = 0 (a defini¢do desse limite pode ser encontrada em qualquer livro de Célculo).
— 00

Como tP > 0 para cada t > 0 e p € Z, mostre que /b > 0 se, e s6 se, existe r € Q tal
que em f(s) > 0, para cada s € Q com s > r. Conclua que a ordem no corpo Q(t) das fungoes
racionais f = p/q dada no Exemplo A.14, & pagina 200, satisfaz f < g se, e s6 se, existe r € Q
tal que em f(s) < g(s), para cada s € Q com s > 7.

A0.6. Seja X C K um subconjunto néo vazio e denotemos o simétrico de X por Y = {y € K :
—y € X}. Dado qualquer z € K, mostre que

(1) z é cota superior de Y se, e s6 se, —z ¢ cota inferior de X;
(2) z é cota inferior de Y se, e s6 se, —z é cota superior de X;
(3) z=minY se, e 56 se, —z = max X;
(4) z=maxY se, e s6 se, —z = min X;
(5) z=1infY se, e sdse, —z=supX e

(6) z=supY se, e s6 se, —z =inf X.
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A0.7. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que sdo equivalentes as propriedades se-
guintes, relativas a subconjuntos de K.

(1) Todo conjunto néo vazio e limitado inferiormente tem infimo.

(2) Todo conjunto néo vazio e limitado superiormente tem supremo.

(3) Todo conjunto néo vazio e limitado tem infimo e supremo.

A0.8. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que sdo equivalentes as propriedades se-
guintes. '

(1) Toda sequéncia monétona e limitada é de Cauchy.

(2) Toda sequéncia nao decrescente e limitada é de Cauchy.

(3) Toda sequéncia nao crescente e limitada é de Cauchy.

A0.9. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que sdo equivalentes as propriedades se-
guintes.

(1) Toda sequéncia monédtona e limitada converge.

(2) Toda sequéncia nao decrescente e limitada converge.

(3) Toda sequéncia nao crescente e limitada converge.
A0.10. Dizemos que um conjunto munido de duas operagoes binarias é um anel comutativo com
unidade se valerem todas as propriedades C1-C5 de um corpo exceto (possivelmente) a exigéncia
da existéncia de elementos inversos da multiplicagao; tampouco é necessario ter 0 # 1. Mostre

que o conjunto § = F(N,K) das sequéncias (s, )nen de um corpo K munido das operacoes de
soma e produto definidas termo a termo constitui um anel comutativo com unidade 1 # 0.
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imagem direta de conjunto por uma, 5 infimo de) um. 42

?magefn inversa de conjunto por uma, 5 infinite, 94 ’

ig;;:::;: limitado, 15, 42

' limitado superior ou inferiormente, 42

inversa de uma, 6
pré-imagem de conjunto por uma, 5
restrigdo de uma, 5
sobrejetora, 5
Area, 144
Arquimedes, 33
Associatividade, 13, 30

méximo ou minimo de um, 14
menor cota superior, 41

nao enumeravel, 26

produto cartesiano de, 4
sequencialmente compacto, 90
simétrico em relagdo a origem, 61
supremo de, 41

Axiomal(s)
da escolha, 194, 195 unido e intersecdo de, 4
de N, 11 vazio, 3

Constante de Euler, 88

fundamental da Anélise, 41
Contraposigao, 3

Bernoulli, J., 34, 56 Corpo, 197

Bijegao, 5 adigdo num, 197

Bolzano, B., 78, 84 associatividade num, 197

comutatividade num, 197

Cancelamento, 13, 30 de caracteristica 0, 198

Cantor, G., 4, 22, 26, 27, 40, 45, 83 distributividade num, 197

Cardinal elemento reciproco, 197
finito, 23 elemento simétrico, 197
menor ou maior, 26 elementos inversos num, 197

mesmo, 6, 26 elementos neutros num, 197
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Corpo (continuag@o)
multiplicagdo num, 197
neutro da adigao, 197
neutro da multiplicagdo, 187
ordenado, 198
produto num, 197
quociente num, 197
soma num, 197
subtragdo num, 197
unidade de um, 197
zero de um, 197

Corpo ordenado
arquimediano, 200
completo, 205
corte de, 202, 206
elemento maior do que, 198
elemento menor do que, 198
elemento negativo, 198
elemento positivo, 198

Corte (de Dedekind), 202, 206
elemento separador de, 202, 206

Cota superior, 19

Critério
de Cauchy, 85, 96
do confronto, 67, 78

da Vinci, L., 54
de Moivre, A., 18
de Morgan, A., 7
Dedekind, R., 2, 11, 22, 26, 40, 45
Definigao recursiva, 16
Derivada
lateral, 153
Desigualdade
de Bernoulli, 34
de Cauchy-Schwarz, 148
triangular, 35, 199
Diédmetro, 49
Diagrama de teia de aranha, 53
Diferenca, 14
Dirichlet, P., 4, 107, 119, 127
Distancia, 200
Distributividade, 13, 30
Divisdo, 15, 35
Dizima periédica, 31
simples, 36
Dominio de convergéncia, 165

e, 77

irracionalidade de, 110
Elemento maximo e minimo, 35
Elementos méaximo e minimo, 15
Elementos neutros e inversos, 30
Euclides, 11, 21, 22, 27, 33, 45
Eudoxo, 33, 40
Buler, L., 4, 18, 77
Expanséo decimal, 31
Expansao do binémio, 34

Férmula fechada, 16
Fatorial, 14, 36

raiz do, 91
Fermat, P., 138
Fibonacci, 17
Férmula

aberta, 52

fechada, 52
recursiva, 16
l'orma techada, 16
Fragao continua, 54
Fungéo(des)
antiderivada de uma, 133, 142
continua, 116
crescente, 50
de Dirichlet, 119, 127
de ordem menor, 157
decrescente, 50
derivéaveis, 133
derivével, 133
derivdvel num ponto, 128
derivada de uma, 133
derivada em um ponto, 128
descontinua, 118
integral de uma, 163
limitada, 50
limitada numa vizinhanga, 155
monétona, 50
oscilagao de uma, 61, 123, 125
par e impar, 61
parte par e impar de, 61, 126

parte positiva e negativa de uma, 126

periédica, 149

primitiva de uma, 133, 142
singularidade de uma, 150
soma e produto de, 50
tangentes, 156

Godel, K., 27
Galileu, 22, 130

Halmos, P., 192

Heine, H., 128

Hilbert, D., 27

Hipétese do Continuo, 27

Imagem
de aplicagao, 5
direta de conjunto, 5
inversa de conjunto, 5
Inclinagao, 128
Indugao, 12, 19
Infimo, 42
Integral
de fungao continua, 163
inferior e superior, 162
Intervalo
particao de um, 160
Intervalo aberto, 35
Intervalo fechado, 35
Intervalo(s), 34
compacto, 35
encaixados, 81, 204

Landau, E., 2
Leibniz, G., 4, 189
Leis de cancelamento, 13, 30
Limite, 151
Limite de uma sequéncia, 73
Limite inferior e superior, 78
Limite(s)

indetrminagao, 152, 1565
Lucas, E., 16, 17
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Méximo divisor comum, 20
Mifnimo miultiplo comum, 19
Méximo e minimo de um conjunto, 15, 35
Média
aritmética, 45, 62, 80, 81
aritmetico-geométrica, 81
geométrica, 45, 81
harménica, 45
ponderada, 50, 149
Montmort, P., 18
Movimento retilineo, 129, 131, 161
Miiltiplo, 13, 14

N — Numeros naturais, 12
Numero(s)

algoritmo da divisdo, 15, 32

aureo, 55

combinatdrios, 17, 36

de Bernoulli, 56

de Euler, 77, 110

inteiros, 30

irracionais, 41

naturais, 12

soma e produto finitos de, 13

par ou impar, 14, 15

parte inteira de, 32, 46

parte positiva e negativa de um, 38

primo, 14

primos entre si, 14

racionais, 30

forma irredutivel de, 30
reais, 41, 206, 208
sucessor de um natural, 11

Ordem
dos naturais, 14
dos racionais, 32
fechamento da, 198
linear (ou total), 14, 32
monotonicidade da, 32
total, 210
transitividade da, 32, 198
tricotomia, 32, 198
Oresme, N., 60, 130
Oscilagao, 61, 125

Parte fracionéria, 32, 46

Parte inteira, 154

Parte par e impar, 61, 126

Parte positiva e negativa, 38, 126
Partigao, 160

Parti¢gao de um conjunto, 10

Pascal, B., 17, 36

PBO — Principio da boa ordenagao, 15
Peano, G., 11

PIM - Principio da indugdo matematica, 12
PIM2 — Principio da indugao matematica, 19
PIMG — Principio da indugéo matemadtica, 19

Ponto
de fronteira, 83
interior, 83
limite de intervalos encaixados, 204
médio, 33
Ponto fixo, 8, 77, 116
Potenciagdo, 14, 34
Pré-imagem de conjunto, 5

Principio

da Boa Ordenagao, 15

da Inducao Matemdtica, 12, 19

da Nao Contradigao, 2

da Tricotomia, 10

do Terceiro Excluido, 2
Produto de naturais, 13
Proposigao(des), 1

condicional, 2

contrapositiva, 3

equivalentes, 3

reciproca, 3
Propriedade

do valor intermedidrio, 48, 119, 203
PVI — Propriedade do valor intermediario, 48, 119

Q — Numeros racionais, 30
Quociente, 14, 15, 35

R — Numeros reais, 41, 206, 208

Raiz
enésima, 42
quadrada, 43

Redugdo ao absurdo, 3
Regra da cadeia (RC), 133
Relagao, 9
de equivaléncia, 10
de ordem, 10
de ordem linear (ou total), 10
dominio de uma, 9
funcional, 9
Resto, 15, 35
Reta tangente, 129
Riemann, B., 109
Rolle, M., 138
Russel, B., 194

Série harménica, 98
Segmento de N, 22, 193
Sequéncia(s), 16, 50
assintoticamente iguais, 87
assintoticamente maior, 87
assintoticamente proporcional, 87
convergéncia imprépria de, 85
convergente, 73
crescente, 16
das médias aritméticas, 62, 80, 81
de Cauchy, 84, 201
de Cauchy, equivalentes, 208
de Fibonacci, 55, 57, 62
de naturais, 16
de um conjunto, 52
divergente, 74
divergente a oo, 85
enésimo termo de uma, 51
geométrica, 51, 56, 62, 66
harmonica, 60, 85
imagem de uma, 51
indice do termo inicial de uma, 51
limitada, 56
limite de uma, 73
multiplo de uma, 80
mondtona, 56
nula, 65
periodo de uma, 63
periddicas, 63
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Sequéncia(s) (continuagdo) Termo, 16
permanéncia do sinal de uma, 78 Terno pitagérico, 40
permanéncia do sinal em, 74 Teste da
subsequéncia de uma, 59 série alternada, 103
termo inicial de uma, 51 comparagao de séries, 97
teste da razao para, 72, 79, 90 convergéncia absoluta de séries, 105
transladada, 80 divergéncia de séries, 96

Série(s), 92 razao para convergéncia absoluta, 106
absolutamente convergente, 105 razao para séries, 100
binomial, 180 razao para sequéncias, 72, 79, 90
comutativamente convergente, 107 Teste de Leibniz, 103
condicionalmente convergente, 105 TR — Teste da razao para séries, 100

TRCA — Teste da razdo para convergéncia absoluta, 106
TSA — Teste da série alternada, 103
TW — Teorema de Weierstrass, 122

convergente, 92

divergente, 92

exponencial, 94

geométrica, 53, 56, 75, 93, 97
harmonica, 60, 94, 96, 98
harmoénica alternada, 91, 102
majorante, 97

reduzida de uma, 92

resto, ou erro, 93

soma de uma, 92, 104

Valor absoluto, 35, 199
Valor de aderéncia, 78
Velocidade, 131
instantanea, 131
média, 131
Vizinhanga, 83

soma parcial de uma, 92 .
termo geral de uma, 92 Weignstrass; K., 18
teste da série alternada, 103 Z — Ntimeros inteiros, 30

teste da comparacdo de, 97
teste da convergéncia absoluta de, 105
teste da divergéncia de, 96
teste da razao de, 100
teste da razdo para convergéncia absoluta de, 106
truncamento de uma, 93
Singularidade, 150
de primeira espécie, 153
de salto, 153
essencial, 151
removivel, 151
Soma de naturais, 13
Soma inferior e superior, 160
Stifel, M., 36
Subconjunto préprio, 3
Subsequéncia, 59
Sucessor, 11
Supremo, 41

TBW — Teorema de Bolzano—Weierstrass, 78
TCA — Teste da convergéncia absoluta de séries, 105
TCD — Teste da comparagao de séries, 97
TCM — Teorema da convergéncia monétona, 76
TD — Teste da divergéncia de séries, 96
Teia de aranha, 53
Teorema

de Heine, 128

critério de Cauchy, 85, 96

da convergéncia monétona — TCM, 76

da defini¢do recursiva, 192

da derivada da composta, 133

de Bernstein, 196

de Bolzano—Weierstrass, 78

de Darboux, 142

de Fermat, 138

de Riemann, 109

de Rolle, 138

de Weierstrass (TW), 122

do valor médio da integral, 148, 149

do valor médio, de Lagrange (TVM), 138

fundamental da Aritmética, 21



