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"Do or do not.

There is no try.

"In a dark place we find ourselves
and a little more knowledge lights our way."”

( Mestre Yoda )



Resumo

Neste trabalho faremos um apanhado de resultados sobre dindmica simbdlica, prin-

cipalmente em alfabetos infinitos compactos.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos, Dindmica simboélica, Alfabetos infinitos.



Abstract

In this paper we will make a collection of results about symbolic dynamics, mainly

in compact infinite alphabets.

Keywords: Dynamical systems, Symbolic dynamics, Infinite alphabets.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas dindmicos teve origem na necessidade de modelar as equagoes
diferenciais de fenémenos fisicos, como o movimento dos planetas e das moléculas.
E, com a ideia de simplificar os modelos, comegou a ser utilizada a discretizacao do
tempo, olhar os sistemas como se fossem filmes feitos quadro a quadro. A partir dai
surgiu a dinamica simbdlica, onde a ideia é dividir o conjunto de possiveis estados em
um namero finito de pedacos, e acompanhar o caminho de cada um desses estados.
Cada peca é associada a um simbolo, e dessa forma a evolugao do sistema é descrita
por uma sequéncia infinita de simbolos. Esse sistema simbélico ajuda a entender
de forma mais simplificada a dindmica do sistema original. O primeiro trabalho
onde a dinamica simbélica aparece foi publicado em 1898 por Jacques Hadamard
intitulado ’Les surfaces a courbures opposees et leurs lignes geodesiques’, onde ele
aplica essa ideia a fluxos geodésicos em superficies de curvatura negativa. A partir
da década de 20 outros mateméaticos, como Morse e Hedlund, comecaram a mostrar
que outros sistemas também aceitavam essa discretizacdo do tempo e desde entdo a
teoria se desenvolveu de forma exponencial com o trabalho de grandes matematicos
da atualidade. Na primeira parte desse trabalho, iremos propor uma generalizagao
do exemplo Haydn, [6], onde & possivel construir mais de uma medida de maxima en-
tropia, em particular infinitas, considerando o mesmo modelo construido por Haydn
agora com subshifts definidos a partir de uma matriz de adjacéncia. No capitulo
seguinte, faremos resultados para o shift usual em alfabetos infinitos compactos. No
capitulo 5, o falaremos sobre o shift modificado de Muir e Urbanski, introduzido em
[10]. No capitulo 6, falaremos sobre a relagao entre as condigoes de Walters e de Dini.

No capitulo 7, adaptaremos o resultado proposto por Bowen em [3|, mostrando que



existe potencial que também serd Holder e cohomologo ao potencial dado mas que
depende somente das coordenadas positivas do ponto. E, no capitulo 8, mostraremos

alguns resultados sobre os shifts em Z2.



Capitulo 2

Background

Neste capitulo inicial recordaremos defini¢oes e alguns resultados que serdo uteis ao

longo do texto.

2.1 Toépicos de Dinamica Simbélica

As defini¢oes e os resultados dessa se¢do podem ser encontrados em [7].

Espacos Shift

Definicao 2.1. Se A é um alfabeto, entdo o full A shift é a colecao de todas as

sequéncias bi-infinitas de simbolos de A, ou seja,
AL = {x = (2;)iez - x;i € A para todoi € Z}

Defini¢do 2.2. O shift map o no full shift A% leva o ponto = no ponto y = o(x)

cuja i-ésima coordenada é y; = ;1.

Defini¢ao 2.3. Seja F um conjunto de blocos de A chamado de conjunto de palavras
proibidas. Para qualquer F, defina X subconjunto de A% que nao contém nenhum
bloco de F. Um espaco shift ¢ um subconjunto X de um full shift A% tal que

X = X, para algum conjunto F de palavras proibidas.

Definicao 2.4. Uma matriz quadradanxn A = (a,)(m-) é dita redutivel se os indices
1,2,...,n podem ser divididos em dois conjuntos disjuntos nao vazios 1,2, ...,%, €
J15 72y -y Ju, COM 4+ v = n, tal que

a(

iajg) — 0



paraa=1,2,...ue =12 ... v.

Uma matriz é redutivel se, e somente se, pode ser escrita como uma matriz
triangular superior por permutacoes de linhas colunas e linhas.

Uma matriz quadrada que nao é redutivel é dita irredutivel.

Mais ainda, a matriz é dita irredutivel se é associada a um grafo fortemente

conexo.

Definicao 2.5. Um shift X é dito irredutivel se dadas quaisquer u, v palavras per-
mitidas em X, entao existe uma palavra w também em X tal que a palavra uwv é
palavra permitida em X.

Entropia

Definigao 2.6. Seja X um espago shift. A entropia de X é definida por

1
h(X) = lim —log|B,(X)|

n—oo N

onde |B,(X)| é o numero de blocos de tamanhos n em X.

Proposicao 2.1. Sejam X e Y espacos shift. Uma aplicacio ¢ : X — Y € um
sliding block code se, e somente se, poox = oy o ¢ e existe N > 0 tal que ¢(x)g €

uma fungdo de x|_y N

Definicao 2.7. Se o sliding block code ¢ : X — Y é sobrejetivo, entdo ¢ é chamado

um factor code de X em Y, e entdo dizemos que Y é um fator de X.
Proposicao 2.2. Se Y ¢ fator de X, entao h(Y) < h(X).

Corolario 2.1. Se X é conjugado a Y, entao h(X) = h(Y).

2.2 Toépicos de Teoria da Medida

As definicbes e demonstragoes dos resultados apresentados nesta secdo podem ser

encontradas em [4] ou [11].

Espagos Mensuraveis

Definicao 2.8. Uma algebra de X é uma familia 5 de subconjuntos de X que é
fechada para as operagdes elementares de conjuntos e contém o conjunto vazio, ou

seja,



a) 0 e B;
b) A € B implica A¢ € B,
¢) A, B e B implica AUB € B.

Definicao 2.9. Dizemos que uma &lgebra é uma o-algebra de X se também for

fechada para unides enumeraveis.

[e.@]
AjeBparaj=1,2,...,n,... implica UA]- e B.
j=1
Defini¢ao 2.10. Um espago mensuravel é uma dupla (X, B) onde X é um con-
junto e B € uma o-algebra de conjuntos de X. Os elementos de B sdo ditos conjuntos

mensuraveis do espago.

Defini¢ao 2.11. A o-algebra de Borel ( ou boreliana) de um espago topologico é
a o-édlgebra o(&) gerada pela topologia 7, ou seja, é a menor o-algebra que contém

todos os abertos de 7. Os elementos de o(€) sdo ditos borelianos.
Espacgos de medida
Seja (X, B) um espago mensuravel.

Definigao 2.12. Uma medida em (X,B) ¢ uma funcao p : B — [0, +o0] que

satisfaz:

o u & o-aditiva, ou seja, u( UjZ; 45) = 2202, u(A;) para quaisquer A; € B

disjuntos dois-a-dois.

A tripla (X, B, u) é chamada espago de medida.

Quando vale pu(z) < oo dizemos que p é uma medida finita e se u(xz) = 1 dizemos
que p € uma probabilidade. Se p é uma probabilidade, dizemos que (X, B, 1) é um
espaco de probabilidade.

Definicao 2.13. Um espaco de medida é dito completo se todo subconjunto de

um conjunto mensuravel com medida nula também é mensuravel.

Definigao 2.14. Dados espacos mensuraveis (X, B) e (Y,C), dizemos que uma apli-

cacdo f: X — Y ¢ mensuravel se f~1(C) € B, para todo C € C.



Medidas Invariantes

Definigao 2.15. Seja (X, B, 1) um espaco de medida e seja f : X — X uma

transformacao mensuravel. Dizemos que a medida p é invariante por f se

para todo conjunto mensurdvel £ C X. Também podemos dizer que f preserva u.

Intuitivamente a definicdo nos diz que a probabilidade de um ponto estar em um
conjunto qualquer é igual & probabilidade de que a imagem desse ponto esteja nesse

mesmo conjunto.

2.3 Topicos de Teoria Ergodica

Definigao 2.16. Sejam (X, f) e (Y, g) sistemas dindmicos com X e Y espagos mé-
tricos. Dizemos que a fungao 7 : X — Y é uma semiconjugagao entre (X, f) e (Y, g)
se é sobrejetica, continua e satisfaz wo f = gow. Caso 7 seja invertivel e sua inversa
seja continua, dizemos que é uma conjugacao.

Ergocidade

Seja (X, B, ) um espaco de probabilidade e seja f : X — X uma transformacao

que preserva medida.

Definicao 2.17. Um conjunto é dito invariante para f se
f~YA) = A, em p — quase todo ponto.

Definicao 2.18. Uma medida g que preserva a transformacdo f em um espaco
de probabilidade (X, B,u) é ergodica se, e somente se, para qualquer conjunto

mensurdvel A C B tal que f~1(A) = A entdo pu(A) =0 ou u(A) = 1.
Definicao 2.19. O sistema (f, 1) é dito mixing se

lim u(T"(4)N B) = u(A)u(B)

n—oo

para A e B conjuntos mensuraveis.

Proposicao 2.3. Todo sistema mixing € ergddico.



Temos uma versao topoldgica da nocdao de misturador, onde dado X espago to-
polégico, dizemos que um sistema dindmico f : X — X é topologicamente
misturador se para um par de abertos U e V em X temos um inteiro N = N(U,V)
tal que

M U)YNV #£0, para todo n > N.

\/Pn = {ﬂ P, : P, € Pppara cada n}.

Entropia Topolégica

Seja X um espaco topoldgico. Entendemos por cobertura aberta uma familia « de
abertos cuja uni&o é todo X. Dadas duas coberturas abertas « e 3, dizemos que «
é menos fina que B, a < (3, se todo elemento de S estd contido em algum elemento
de a.

Dadas coberturas aq, ..., a, denotamos por a; V...V a, o refinamento, ou seja,
a cobertura cujos elementos sdo as intersecoes A1 N...N A, com A; € a; para cada
j. Note que o < a1 V... Vay, Vj.

Seja f : X — X uma transformagdo continua. Se « é uma cobertura aberta,
entdo f~7(a) = {f7/(A): A € a} também & uma cobertura aberta.

Dada « uma cobertura aberta de X, por compacidade, admite uma subcobertura
finita.

Chamamos de entropia da cobertura o o ntimero

Ha(a) =log #{a Vv [ (@) V...V " (a))
Observe que a sequéncia {H,(a)} é subaditiva, sabemos entao que o limite

hiop(f, ) = lim 1 Hy,(a)

n—oo N

sempre existe e é chamado de entropia de f relativa a cobertura a.

Entao, definimos a entropia topolégica de f como sendo
hiop(f) = sup {hiop(f, @) : @ cobertura aberta de X'}.

Observe que se 8 é subcobertura de o ent@o hiop(f, @) < hiop(f,5). Portanto

podemos restringir a defini¢do as coberturas abertas finitas.



Teorema 2.1. Seja (X, d) um espago métrico compacto e f transformagao continua.

Se {an}tn>1 € uma sequéncia de cobertura abertas com didmetro indo a zero, entdo
h = lim h Qay,).
tOP(f) nsoo tOp(f7 n)

Alguns resultados

Teorema 2.2 (Principio Variacional). Seja X espa¢o métrico compacto e f : X —»
X transformacio continua. Entdo a entropia topoldgica hioy(f) coincide com o su-
premo das entropias h,(f) da transformagao f relativamente a todas as probabilidade

tnvariantes.

Sejam f: X — X eg:Y — Y transformagbes continuas em espagos topold-
gicos compactos X e Y.

Se existe um homeomorfismo h : X — Y satisfazendo h o f = g o h, dizemos
que as duas transformacoes sao topologicamente conjugadas, e chamamos h de

conjugacao topologica entre f e g.

Proposicao 2.4. Se f: X — X eg:Y — Y sdo topologicamente conjugadas

entao

htop(f) = htop(g)'

Definicao 2.20. Seja f: X — X uma transformagdo continua em um espaco mé-

trico compacto X. Uma medida p invariante é dita medida de maxima entropia

para f se hyu(f) = hop(f)-

Definicao 2.21. Seja f : X — X uma transformacao continua num espaco com-

pacto. Chamaremos de potencial qualquer fungao continua A : X — R.



Capitulo 3

Generalizacao do Shift de Haydn

Em [6], Haydn prop6s um espaco shift onde é possivel construir mais de uma medida
de maxima entropia. Nesse capitulo iremos propor uma generalizacao desse exemplo
considerando o mesmo modelo construido agora com subshifts definidos a partir de
uma matriz de adjacéncia. A ideia da construcao é aglutinar dois subshifts de mesma
entropia unidos por um simbolo neutro, que resultard em um subshift com a mesma

entropia que os originais.

3.1 Generalizacao para shifts bilaterais com alfabetos fi-

nitos e com a mesma matriz de adjacéncia

Seja v > 2 um inteiro positivo e 7 > 0. Vamos construir um subshift sobre o conjunto
de simbolos § = {0,1,...,2v}.

Iremos nos referir aos simbolos {1,2...,v} como sendo os simbolos azuis e iremos
denoté-los por A. Da mesma forma, chamaremos {v + 1,...,2v} de simbolos rosas
e denotaremos por R. Entdao § = {0} U AU R. Além disso, seja P matriz de
adjacéncia de um grafo irredutivel, denotaremos ¥4 = Xﬁ o shift sobre A com
matriz de adjacéncia P. Da mesma forma, chamaremos Yr = X].? o shift sobre R
com a mesma matriz de adjacéncia P.

O espaco shift ¥ C S sera formado pela unido de dois espacos shift monocro-
méticos X4 e g e iremos adicionar sequéncias bicolores da seguinte forma: uma
sequéncia em ¥ na qual uma palavra « de uma cor (azul ou rosa) é seguida por uma
palavra 8 de outra cor (rosa ou azul) deve conter uma cadeia de zeros =y separando

as palavras a e #. O tamanho |y| dessa cadeia de zeros deve ser no minimo 7(a + b)



onde a = |a| e b = || s@o os comprimentos das palavras « e (3.

Mais precisamente,

Definicao 3.1. O espaco shift ¥ C SZ é definido da seguinte forma. Teremos z € ¥

se:
i) x € ¥4 UXR, nesse caso chamaremos & um ponto monocromatico;

ii) x pertencer a um bloco bicolor da forma
e Odldg e da,ldaO’\ylyg N yb_lyb() e

ou

e Oylyg . .ya_lyaokdldg e db_ldb() e

onde A > 7(a + b) ( 0* é uma cadeia de zeros de comprimento \), 7 > 0 e d; €

A, vy € R.

Observe que X é de fato um subshift onde utilizaremos a topologia usual gerada
pelos cilindros. Observe que, X7, Z € {A, R} ¢é shift irredutivel, ja que a matriz P
é irredutivel. Entao, pelo Teorema de Perron-Frobenius existe autovalor Ap > 0 tal
que hiop(X%) = log Ap, para Z € {A,R}.

Enunciamos entao o seguinte resultado:

Lema 3.1. Se \p > 2 e 7 > <1l§gg§; — 1> entao a entropia topologica do shift

oY — X éigual alogAp.

Demonstracao. Vamos encontrar uma cota inferior para a entropia topologica hiop
de 3. Observe que como ¥ contém dois subshifts, >4 e ¥, a entropia topoldgica

de X deve ser pelo menos log Ap.
Piop(2) > hiop(Xz) = log Ap.

Agora, vamos estimar o nimero de palavras de tamanho n restantes em X. Observe
que para o subshift ¥ temos menos palavras permitidas de tamanho n do que no full
shift. Agora, observe que para o full shift temos dois casos para considerar:

i) Palavras monocromaticas que também podem conter zeros. De acordo com

a definicdo, palavras dessa forma devem comecar ou terminar com zeros. Entao

10



obtemos palavras azuis ou rosas, de tamanho k = 0,...,n com pelo menos uma das

pontas formada por zeros. E o nimero de palavras desse tipo pode ser estimado por

2 i(n — k).
k=0

Obtemos entao
n n n
2 Z(n —kpr <2 Znyk < 2nu" Z vk
k=0 k=0 k=0
que apresenta uma taxa de crescimento exponencial log v.
i1) Para estimar o numero de palavras de tamanho n que contém simbolos das

duas cores, observe que como qualquer palavra assim deve possuir no minimo uma

transi¢ao de azul para rosa, ou vice-versa, deve entao conter também mais que [n%ﬂ]

Zeros, ou seja, no maximo n’ = TLH inteiro simbolos coloridos.

Os simbolos coloridos vém em blocos monocromaticos de cores alternadas. De-
note por Pj; o nimero de possibilidades em que podemos formar palavras com [ sim-

bolos em k blocos (separados pelo apropriado numero de zeros), onde k = 1,2,...,1.

Encontramos que

I ()
=1 )T G=0ra—n

que é o nimero de possibilidades de escolher o primeiro elemento de cada bloco,

exceto o primeiro elemento da palavra.

O namero de palavras de tamanho n em X que contém [ simbolos coloridos
arranjados em k£ <[ blocos monocrométicos de cores alternadas é 2Pk711/l.

A distribuicao de [ stmbolos coloridos em k blocos pode ser feita de Py ; diferentes
modos, onde 1 < k <1 < n’. Isso nos ddm = n—(7+1)l zeros para serem distribuidos
em k + 1 intervalos, ou seja, as k£ — 1 lacunas entre os blocos de simbolos coloridos
mais as duas extremidades da palavra. Existem

m+k (m+k)!

@rem = Lk - k! m!

possibilidades. A féormula de Stirling nos diz que

a
al = 27ra<a> <1 + C) ,onde ¢ constante.
e a

Entao, teremos

11
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Portanto, temos

n—(r+1)l+k

Qk:,m =
k

n—(r+1)Il+k

<
B %(n—(T%—l)l—i—k)

< 2n TR Sy (r+ 1)+ k
< Cl2n—(7+1)l+k\/ﬁ

Podemos entao estimar o numero total de faixas bicolores de tamanho n por

n l
-1 —(r+Dl+k
Q) <23 Y nolrl
=2 k=2 \ k-1 k
n’ l 1-1
é 2ZVZ 201271—(7'-‘1‘1)["1‘}6\/77
=2 k=2 k—1
n’ l -1
— 261\/52 I/l 2n—(7’+1)l Z 2k’
=2 k=2 k—1

12



Temos

S 2 Z 1 2q1q—l+1
q=0 q

=22+ t=2.3"1 <3

Substituindo na expressao anterior, temos
n/
Q(n) S chﬁzyl 2717(7’4’1)[ 3l
=2

n/
<2ev/ny 2" (w27
=2

2m se 3277 <1

< covn

2312 71T ge 302771 > 1
Entao, observe que

log Q(n) < log cay/n2"
= log co + log n3 + log 2™

1
:logcQ+§logn+nlog2
.1 . 1 1
lim —log@Q(n) < lim —log02+2—logn+log2 =log?2
n n

n—oo N n—o0

g Q(n) < 1o (cav/ 2" (302 )7

= log ca + log n: + log 2" + log (3y2_7_1) 7+

1 —-1-
zlogCQ—i-2logn+nlog2+Tillog3u+mlog2
—loger + ~logn + —"— log3
=logez + 5 logn T+10gu

.1 . 1 1 log 3v log 3v
lim —1 <1 —1 —1 =
i, Tog Q) < Jim, ( o8t 5, ogn + m) i

n—oo N

13



Portanto,

1 log 3v
lim —1 < log 2
Jim ogQ(n)_maX< og ,T+1>

Entéo, considerando B,, o nimero de palavras permitidas de tamanho n em X,
como a quantidade de palavras permitidas para o full shift é maior do que para X,

temos

log 31/)

1 1
lim —log B, < lim —logQ(n) < max <log 2,
n—oo n T-+1

n—00 M

Portando, usando que \p >2e 7 > (llggi’” - 1) obtemos
gAp

1
hiop(X) < lim —B, <logAp

n—oo n
Portanto,
htop(z) =log Ap
O

Sendo Ap o raio espectral de P, (uy, ..., ux—1) é autovetor estritamente positivo a
) . o - k—1 _
esquerda e (v, ..., vk,l) é autovetor estritamente positivo a direita com Zi:o UiV =

1 entdo obtemos o vetor probabilidade (po, ..., px—1) € a matriz estocastica (b;;)

Pijv;

pi = uiv; € bij = -
pr

Chamamos essa medida de Medida de Parry.

Teorema 3.1 (Walters). Se ¥ é Cadeia de Markov topoldgica bilateral, onde P é
matriz de adjacéncio irredutivel, entdo a Medida de Parry € a inica medida que

atinge entropia mdzrima.

Agora, podemos definir uma medida de Parry p 4 suportada em A = {1,2,...,v}
e outra medida de Parry pug suportada em R = {v+ 1,v+2,...,2v}. E observe que
pa € pr sdo medidas diferentes mas ambas sdo medidas de maxima entropia para o
subshift 3.

Portanto, vemos que ¢é possivel generalizar o resultados proposto por Haydn atra-
vés de subshiftts definidos a partir da mesma matriz de adjacéncia. Deixamos aqui
algumas perguntas ainda em aberto: é possivel adotar subshifts sosbre alfabetos com

cardinalidade diferente? e com matrizes de adjacéncia diferentes?
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Capitulo 4

O shift usual

Nesse capitulo vamos recordar alguns conceitos para o shift usual em alfabetos infi-
nitos compactos. Vamos considerar o shift usual sobre o alfabeto X = [0, I]N, depois
discutiremos como o alfabeto [0, 1] pode ser substituido por um espago métrico mais
geral.

Lembremos que a aplicacdo o : X — X conhecida como o sihft usual é definida
por

U(ch,xg, - ) = (xQ,xg, - )

A distancia no espaco X ¢ definida por

|k — Yl
d(z,y) = ZT

E>1
A topologia induzida por essa distancia é equivalente com a topologia produto,

onde os abertos sdo gerados pelos cilindros.

Ap X Ag X -+ x Ap x [0,1] x [0,1] x -+ x [0,1] X - --
onde k € N e cada A; é um aberto de [0, 1].
Lema 4.1. A aplicacio o é ndo expansiva.

Demonstragao. De fato, dado € > 0 tome x = (0,0,0,...) e y = (g,¢,¢,...), entdo

d(o™(x),0™(y)) =€ para todon >0, e z # y. O
Lema 4.2. A aplicacio o é topologicamente transitiva.

Demonstracao. Tome os abertos U e V. Sabemos que
U=U; x---xU; x[0,1] x --- e V=WVx-xVyx[0,1] x---

15



Como o~} (U) =[0,1] x Uy x --- x Uj x [0,1] x - - -, precisamos tomar N(U,V) >k
e entdo temos o~ "(U) NV # () para todo n > N(U,V).

Lema 4.3. A aplicacao o possui 6rbita densa.

Demonstracdo. De fato, como X é espago métrico completo com base enumerével e

o é func¢do continua, entdo por [5], o possui 6rbita densa. O

Agora, fixe uma funcao f : [0,1] — [0, 1] comtinua. E considere o conjunto

Xy ={(z, f(2), f*(2),...), 2 €[0,1]} € X

Podemos ver que esse conjunto é o-invariante. Definindo a projecao m: Xy — [0,1],
m(x1,x9,...) = x1 podemos ver que fm = 7o; em outras palavras, f e T|x, sdo
semiconjugados, mostrando que hiop(0) > hiop(f). Como f é arbitraria, é facil ver
que htop(o) nao pode ser limitada.

Mais geralmente, seja f : [0,1]* — [0, 1]* uma funcao, e considere

Xf = {((:Cl,l‘g,.. . ,xk),f(xl,xg,...,xk),fz(xl,xg,.. . ,xk),.. ) : (:L’l,CCQ,.. . ,xk) S [0, 1]k}

k

Esse conjunto nao é g-invariante, mas claramente é o"-invariante. Considerando a

projecao

T X — [0,1]% (T, 2, . ..) = (T1, 22, ..., Xk)

entdo podemos ver que fm, = mpo”, logo, 0¥ e f sdo semiconjugadas.

4.1 Algumas propriedades mensuraveis

Vamos considerar B(X) os borelianos de X, ou seja a o-algebra gerada pelos cilindros
estd definida. Agora considere uma medida de probabilidade € P([0,1]). A medida
produto m = X X ux--- definida em B(X) ¢ o-invariante, podendo ser facilmente

verificado para os cilindros, e entao estendido para todo B(X), ja que

m(A; X Ag x -+ x Ap x [0,1] x [0,1] x -+ x [0,1] x --+)

= pu(A1)p(Az) -+ p(An)
=m([0,1] x Ay x Ay x ---x Ay x [0,1] x [0,1] x -+ x [0,1] x --+)
=m(o (A x Ag x -+ x Ay x [0,1] x [0,1] x -+ x [0,1] x ---))

Lema 4.4. A medida m é mixing.

16



Demonstragdo. Sejam U e V cilindros,
U=U; x---xU;jx[0,1] x--- e V=Vix- - xVpx[0,1] x---
Entao, para n suficientemente grande, temos
c"U)NV =V x - x Vi x[0,1] x - x[0,1] x Uy x -+ x Uy x [0,1] x ---

Logo,
m(c™"(U)NV) = p(V1) - w(U;) = mU)m(V)

Em particular,
klim m(eFU)YNV) =m(U)m(V)
—00

Corolario 4.1. A medida m é ergodica.

Observe que a escolha de p € P([0, 1]) foi completamente arbitraria, entdo pode-

mos obter intmeros exemplos de medidas ergédicas para o shift o.

4.2 Representacao de pontos de X

Um ponto em = € X pode ser representado por uma fungao descontinua f : [0,1] —

[0, 1] da seguinte forma: considerando os intervalos

1 1 1 1 1
-[1: <2171:|7-[2: <22721:|77-[k: <2k’2k’1:|’

Dado = € X, podemos definir a funcdo f, = x; no intervalo I; para todo i > 1 e

considerar f,(0) = 0. Entao, a distancia entre x e y pode ser reescrita como

Az, y) = /M Falt) — £, ()t

4.3 Espagos métricos gerais

Se trocarmos [0, 1] por um espaco métrico compacto (M,d), podemos considerar o

espaco X = MY com a métrica

Diay) = 3 X < giamar)
k>1

17



e considerar a aplicacdo shift da mesma forma que no caso anterior.
o: X=X o(x1,21,...) = (22,23, ...)

Podemos entao obter resultados semelhantes aos anteriores e as demonstracoes

serdo feitas de maneira analoga as que foram feitas anteriormente.
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Capitulo 5

O shift modificado

Vamos considerar (E,d) espago métrico (possivelmente compacto) e uma aplicagao
continua e sobrejetiva T': F — E. Consideraremos a topologia usual gerada pelos
cilindros. Definimos o espaco de sequéncias de E por X = EN, entdo existe uma

aplicacao shift usual,
c: X=X (x1,29, 23,24, ...) — (T2, 23,24, ...)
Em [10], Muir e Urbanski introduziram um shift modificado que é definido por

orT X =X ($1,l’2,1‘3,3§‘4,...) — (T($2),I‘3,3§‘4,...)

5.1 Algumas propriedades

Observe primeiramente, que se considerarmos 1T’ = Id : E — E o shift modificado
equivale ao shift usual, definido no capitulo anterior.

Considerando T : E — E continua e sobrejetiva e um conjunto £ C X definido
por

E={(z,z,T(x), T*(zx), T*(x),...) : x € E}

Esse espago pode ser claramente identificado com o espaco métrico E. A dinamica

de opem € é
UT(JE,$,T($),T2($),T3($), )= (T(x),T(:v),T2(:r),T3(x), o)

Entdo o ponto correspondente a x é levado por o no ponto correspondente a T'(x),
e entdo a dindmica de op restrita a £ é de fato equivalente a dindmica de T'; entdo

a entropia topolégica de T' € um limite inferior para a entropia de orp.
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Agora, vamos supor que T' é uma bije¢ao, assim podemos entao definir a aplicagao
h:X—X (z1,22,23,...) = (T Yx1), 20, 23, 24, . . .)
Essa aplicacdo é também uma bijecio. E facil ver que
coh=hoor

Se T é ainda um homeomorfismo h é também um homeomorfismo e entdo as apli-
cagdes o e or sdo conjugadas, possuindo a mesma entropia topologica. Nesse caso,
também ¢é possivel mostrar que se i é uma probabilidade invariante pela acao de o

entdo p o h é uma probabilidade op-invariante.

5.2 Relacao entre o e o

Vamos considerar o espaco X, a aplicacdo o : X — X o shift usuale o : X — X o

shift modificado.
Lema 5.1. Existe semi conjugacao Hr : X — X entre o e or.
Demonstra¢ao. Considere a aplicacao

Hr: X - X (x1,29,23,...) — (T'(z1), 22,23, ...)

Entao ¢ claro que o7 = Hro; também é facil ver que o Hy = o e entao o} = Hro™.
Entao temos

-1 _ 11 1 _ g-1_-1
op =0 "Hp o =Hpo

Temos também que opHp = op; entdo opHr = Hpo e entdo Hp é uma semi

conjugacao entre o e or. ]

Dizemos que op é um fator de o e sabemos que

hiop(0) = hiop(oT)

Lema 5.2. Uma medida de probabilidade p sobre X é o-invariante se, e somente

se, up = [ o HEI é op-invariante.
Demonstracao. De fato, considere A um aberto, entao

pr (07 (A)) = pr(o ™ Hy ' (A)) = u(Hy o~ Hy ' (4))
= p(o Hy'(A) = p(Hy'(A) = pr(A)
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Da mesma forma, se pur é probabilidade op-invariante entao a medida p = purHr

é o-invariante.
(o (A)) = pr(Hro Y (A)) = pr(o7' Hr(A)) = pr(Hr(A)) = p(A)
]

Lema 5.3. Considere um potencial V : X — R e Vpr =V o Hr. Entdo o limite, se

existir, das somas de Birkhoff para ¢ e o7 sdo iguais.

n—1 n—1

1 .1
hmfg Voaé,“ﬂ:hmfg Vi oo”
n—oo N n—o0 N
k=0 k=0

Demonstracdo. Considere n termos da soma de Birkhoff para or,
1
g[V(xl, xo,...)+ V(T(x2),23,...) + -+ V(T(xn), Tnt1,...)] =

V(@) + Vior(@) + -+ V(oF @)

Considere o potencial Vi = V o Hy e os n termos da soma de Birkhoff para o,

%[v o Hy(z) +V o Hr(o(x)) + -+ V o Hpo" (z)] =

1
SV oHr(z)+V(er(z)) +---+ V(o ()]
Comparando as somas podemos ver que somente os primeiros termos sao diferentes.

Entao ambas possuem o mesmo limite quando n vai para infinito, se o limite existir.

O]

5.3 Variagoes do shift modificado

Podemos definir agora outro sistema dinamico o7 : X — X da seguinte forma:

O'T7T(.ZC1,:L‘2,.%'3, T4, . . ) = (T(a,’g), T(mg),x4, 5, . - )

Considere a aplicagao Hr 1 : X — X dada por

HT7T(.’L'1, L9, X3,T4,.. ) = (T(l’l), T(Hﬁg), T3,T4,y .. )

Entao temos que o1 = Hr 10

Por outro lado, observe que
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orrHr (21,22, 23,24, ...) = opp(T(21), T (22), 3, 24, . . .)
= (T?(z3), T(x3), x4, T5, . . .)
= Hypp(T(x2), x3, 24, T4, . . .)
= Hyrorp(xy,z2,x3,...)
e entao temos o rHr 1 = Hrror, mostrando que o1 e or sao semiconjugadas.

Logo o7, € um fator de or e
hiop(o7,1) < hiop(oT) < hiop(0).
Lema 5.4. As aplicagdes o7 1 e 0 sao semi conjugadas, e vale
or,HrrHr = HrrHro
Demonstracao. De fato,

HrrHr(z1, %2, 23,24, . ..) = Hpp(T(x1), 22, 23, 24, . . .)
= (T*(z1), T(x2), 3, 24, . . .)
e entao
orrHrrHr(z1, 29,73, 74, . . .) = orp(T?(21), T(x2), ©3, T4, . . .)
= (T?(z3), T(x3), T4, 24, . . .)
= HrrHp(xo, 23,4, . . .)
= HrrHro(z1,x2,23,...)

O

Seguindo essa mesma ideia, podemos definir uma sequéncia de aplicacoes o1 7.7,
oTT,TT,--.- Vamos denotar essas aplicacoes como sendo So = o7 71,53 = o1 €

assim por diante. Também podemos definir o produto dindmico

P(:El, T2, X3y .. ) = (T(.Tl), T(.%'Q), T(xg), .. )

F(xy,x9,...) = (T(x2),T(x3),...) =0P = Po

Entao, P e F comutam com o shift; e como sdo continuas sao autématos celulares.

E facil ver que S, — F com n — oo.
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5.4 O shift modificado bilateral

Vamos considerar agora o caso do shift bilateral, onde o espaco considerado ¢ Y = EZ,

onde (F,d) é um espaco métrico. Esse espago é equipado com a distancia

d(xi — y;)
2li|

dist(z,y) = Z

1€EL

Denotamos por o o shift bilateral usual

o(...,x_9,2_1;20,%1,...) = (..., T_9,T_1,20;T1,T2,...).

Note que para uma bijecao continua, e fixando uma aplicagdo T : E — E podemos

definir a aplicagao
Hr:Y =Y (-, 1320, 1, T2, .- ) > (oo w0, w13 T (w0), 1, T2, - - )

Portanto, podemos definir o sistema dindmico o7 : Y — Y como sendo op =

Hr oo; logo
O'T((. ey L2, T 1,0, L1,L2,y .. )) = ( o, L1, x();T(xl), 9, . . )
Lema 5.5. 0 e o7 sao semi conjugadas.

Demonstracdo. Considerando a fungao
h( ey L2, L1720, L1,T2,y .. ) = ( .. ,T({E_Q), T(l’_l); T(x()), T1,22,.. )
E facil vermos que orh = ho, e entdo or e o sdo semi conjugadas. O
Como é o é uma bijecdo, podemos definir sua inversa como sendo
a;l(. o G_9,a_1;00,01,02,...) = (...,a_3,a_z;a_1, T (ag),ay,...)

E, iterando, obtemos que

op"(-..,a—2,a_1;a0,a1,a2,...) = (..., G_p_1; A, T N2 py1), ..., T Hap),a1,as, ...

5.4.1 Medidas Invariantes

Lema 5.6. Vamos considerar p uma medida de probabilidade T-invariante em F;

entdo a medida produto m = ... X u X p X ... é op invariante.
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Demonstracao. De fato, considere o cilindro
oo X Ao X A_1x; Ag X Ay X -
Temos que
or(- X A_g Xx A_ix; Ag X Ap X o) = (- X A_ax; A X T_l(Ag) X Ap X --+)

A medida de ambos cilindros é - - - (A _2)u(A_1)p(Ao) (A1) - - -, ja que u(T~(Ag)) =
11(Ao). o

5.4.2 Operador de Transferéncia

O operador de transferéncia Ly : C(EY) — C(EY) est4 definido no conjuntos das
funcoes continuas de EN, e V,p : EN — R. E, como cada ponto possui mais de uma

pré-imagem por or, podemos defini-lo do modo usual.

Lyp(z)= Y e Woe(y)

yEor ' (x)
5.5 Outras variacoes

Vamos considerar uma familia de aplicagdes T = {T}rcp onde T, : E — E para
qualquer x € E. O sistema dindmico considerado agora é o7 : X — X definido

como sendo
or(x1,xe,x3,...) = (Ty, (x2), 23,24, T5, . . .)

Entao,

or-1(z1,22,23,...) = U (z, T, (1), 20, 23, .. .)
el

Ezemplo 5.1. Considere E = {0,1}, To(x) = 0 e T1(z) = x. Entao,
07‘(0, T2, X3,T4,.. ) = (0, I3,T4, .. )

U’T(l,.’lﬁ'g,l‘g,$4, . ) = ($27$3a T4y )

Nesse caso, 1°° & um ponto fixo, todas as outras érbitas vao para o cilindro [0] onde

a dinamica é igual & do shift usual.

Ezemplo 5.2. Considere E = {0, 1,2} e as aplicagdes Tp(z) = Ti(x) = 2, Tr(z) =
(x 4+ 1)mod(3). Entao

o7 (0,22,23,...) = (2,23, 24, .. .)
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or(1,z0,23,...) = (2,23, 24, ...)
0'7'(2,1,‘2,1‘3, .. ) = (T2($2),$3,:E4, .. )

Ezemplo 5.3. Considere E = [0, 1] e as aplicagoes T, (y) = 4zy(l — y) (digamos, a

familia quadratica em y cujos parametros sao 4z € [0,4]). Entao

or(z1,z2,23,...) = (T, (x2), 23,24, ...) = (dz122(1 — X2), 3,24, ...)
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Capitulo 6

Relacao entre as Condicoes de

Dini e de Walters

Em [10], Muir e Urbanski utilizaram a hipdtese de os potenciais satisfazerem a con-
dicdo de Dini para obterem seus resultados, condi¢ao essa muito utilizadas nos resul-
tados da drea de analise matematica. Ja em [9], Lopes et al. utilizaram a hipotese de
o potencial satisfazer a condicdo de Walters, condigdao mais utilizada em resultados
da area de sistemas dindmicos. Ao nos perguntarmos de existiria algum tipo de re-
lacao entre essas duas condiges, conseguimos obter que todo potencial que satisfaz
a condicao de Dini também satisfaz a condigao de Walters. Mas a reciproca nao é
verdadeira como mostramos no contra-exemplo abaixo.

Seja (E,d) espaco métrico compacto e considere X = EN.

Definicao 6.1. Dizemos que o potencial ¢ : X — R satisfaz a condi¢do de Dini se

Zm(¢,27")<oo = V0<q<1,Zm(¢,q7")<oo
n=0

n=0
onde m(¢p,t) = sup{|o(z) — ¢(y)| : dx(z,y) < t} é o mddulo de continuidade e
dx(z,y) = i1 % a métrica de X.

Definigao 6.2. Dizemos que o potencial ¢ : X — R satisfaz a condicao de Walters

se

lim {sup { sup |Sp¢(az) — Sn¢(ay)|]} =0

dx(z,y)—0 | neN |LacE"

onde Sp¢(2) = > p_y ook (z).
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Lema 6.1. Se ¢ : X — R satisfaz a condicao de Dini, entdo satisfaz a condicdo de

Walters.

Demonstragao. Supondo que ¢ satisfaz Dini, entdo pelo Lema 2.1 de [Urbanski e
Muir|, h(t) = > "2, m(¢,tq") define uma funcao decrescente com h(t) — 0 quando

t — 0. Agora, observe que

. 1
dist(aiag...anT1T2. ., 102...nY1Y2...) = 2—ndzst(:n,y)

) 1
dist(az...apr1x2..., Q2...00Y1Y2...) = Fdzst(a:,y)

. 1
dist(anx122. ., AnY1Y2-..) = §dzst(aj,y)

Entao, podemos reescrever

|Snd(az) — Spé(ay)]
<|p(ai...anzy...)—d(ay...apyr...)|+|od(az...anxi...)—P(as...anys...) | +. . . +|P(anx1...) —P(anys...)|

< m(¢7 2indX(x7 y)) +.oo+ m(¢7 271dX($7 y))

< Z m((bv 27"dx (.CU, y))

k=1
Entao, tomando o supremo com relacao a n e fazendo dist(x,y) — 0 obtemos pelo
resultado citado acima que
lim {sup { sup ‘Sngﬁ(ax) - Sn¢(ay)|] } =0
dist(z,y)—0 | neN | acE"

Ou seja, ¢ satisfaz a condicdo de Walters. O

Lema 6.2. Existe potencial continuo que satisfaz a condi¢do de Walters mas nao

satisfaz a condicao de Dini.

Demonstragio. Vamos fixar o alfabeto como sendo E = [0, 1]. Vamos considerar o
potencial

(1!

=g k> 2, paraalgum «a € (1,2) fixo

O(x) = ZAkxk com A1 =1, A, =
k>1

Sabemos que ), |Ai| < oo assegura que ® estd bem definida e é continua, pelo
teste M de Weierstrass. Observe que ® satisfaz a condigao de Walters. De fato, para

investigar a condi¢do de Walters precisamos estimar a soma de Birkhoff. Vemos que
<I>(a1a2 e ApT1T2 .. ) = Aja1 + Asas + ...+ Apa, + An+1a;1 + An+2w2 + ...
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@(a(alag . ApX1T .. )) = <I>(a2a3 .. ) = A1a2+A2a3+. . .+An,1an+Anﬂj‘1—|—An+1JJ2+. ..

(I)(Un_l((ll . GpT] .. )) = (I)(anajlxg .. ) = Aja, + Az + ...
Entao

|Sn(®)(aras . ..apz122...) — Sp(P)(aras . .. anyiye...)| =
= [Apt1(z1 — Y1) + Anga(@2 + y2) + Angs(zs —ys) +...+
+ Ap(x1 —y1) + Apgi (w2 —y2) + Apqa(z3 —y3) + ... +
+ Az(z1 —y1) + Az(2 — y2) + Aa(z3 —y3) + ... |

= (A2 + A3+ ...+ A1) (z1 —y1) + (A3 + . 4+ Apgo)(z2 —y2) + .|

i+n
=D Y A (@i —w)
i>1 Lk=it1
i+n
SZ( [Z Ay ’$i_yi|>'
i>1 \| Lk=it1

Como para qualquer k temos |Ax| > |Akt1], temos entdo que o valor absoluto de

cada soma parcial é limitada pelo valor absoluto do primeiro termo.

i+n 1
[Z Al < il = -
k=i+1

Entao

T — i
|Sn(®)(aras ... apz1ze...) — Sp(P)(aras . .. anyrye...)| < Z W
i>1
E essa expressao é claramente limitada por ZiZI zia < 00 e vai para zero quando
dist(x,y) vai para zero. De fato, seja d(z,y) < 27%; isso implica que |z; — ;| < 22—;,
para todo i =1,..., % e consideramos |z; — y;| < 1. Entdo temos que o seguinte

limitante para a soma acima

™
B
3
=
VAN
‘Mw\z
22,
+
S
VAN
wlz —
+
™
3|

v
=
Ti
—
v
w2
[\]
v
w2

Agora, dado € > 0 basta tomar N grande o suficiente tal que

1 € 1 <
951 ~ i
>4

N ™
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Agora, observe que ® definida dessa forma nao satisfaz a condigdo de Dini. De
fato, calculando o modulo de continuidade temos m(®,27") > |A,q1| + |Anyo| +

|Apts| + ... e entao

m(®,271) + m(®,272) + m(D,273) 4 ... > |Ag| + |A3| + |Ag| + A5 + ...+

|A3|+|A4|+‘A5|+...+|A4|+|A5|+...

= |Ag| + 2| As| + 3| Ag| + 4|As5] + . ..

= (k= 1)| 4]

k>2

1
:Z(kz—l)m:oo

k>2
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Capitulo 7

Cohomolgia

Vamos considerar nessa segao o espaco X = [0, l]N e o shift usual o : X — X.

Definigao 7.1. Sejam ¢, ¢2 € C(X) fungdes continuas. Dizemos que ¢1 é coho-
mologa a ¢9 se elas diferem por um cobordo, ou seja, se existe h € C(X) tal que

¢p1—¢p2=h—hoo.

Dado v > 0, seja @ : [0,1]% — R v-Hélder, ou seja, existe uma constante positiva
c(®) tal que
[@(2) — ®(y)| < c(P)dist(x,y)”

Queremos definir um potencial ¢ que também serd Hélder, mas talvez com um ex-
poente diferente, e cohomologo a ® e que depende somente das coordenadas nao
negativas de z, ou seja, depende somente de (xg, x1,...).

A ideia do teorema seguinte ¢ adaptar um resultado proposto por Bowen em [3].

Teorema 7.1. Se ® € potencial v-Hélder, entdo ® é cohomologo a algum potencial

|4

5-Holder ¢ com ¢(x) = ¢(y) sempre que x; = y;, para todo i > 0.

Demonstra¢do. Vamos considerar x = (...,x_2,2_1; %0, Z1,...) € T = (...,0,0; 20, 1, T2, ..

Agora defina
u(z) =) (2(o7(2)) — ®(o? (1))
=0

J
Podemos ver que

dist(o? (z),07(z)) < para qualquer j > 0

1
2
Observe que a desigualdade inversa, possivelmente com uma constante, ndo é possivel

ja que podemos facilmente dar exemplos de pontos tais que dist(Z,y) = 0 mas
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dist(z,y) > 0. Também podemos ver facilmente, que para qualquer j > 0

dist(o?(z), 07 (y)) < 2/dist(x,y)

dist(z,y) < dist(x,y)

Como @ is v-Hoélder,

(7 () — @07 (2))| < c(@)dist(o” (x), 07 (2))"

1
< ¢(P) .
2y’
Como 3772, c(@)w% < 00, u estéd bem definida e é continua. Note que u é Holder.

De fato, tome qualquer x,y € [0,1]%, entdo fixe n onde dist(z,y) = 2% Entao,

j=0 Jj=0
+ )90 (@) = D! (@) + Y [®(o7 (1) — D7 (9))]
Separadamente, . _
[®(c?(x)) — @(c? (y))| < ) c(®)dist(o’(z),07(y))"
7=0 Jj=0
< ¢(P) (2 dist(, y))u
j=0

j=0
ov(5+D) 1
< ¢(P)dist(x,y)” v 1
2Yc(® n\ Y
< 2:/0(_1) dist(w,y)2§>
v NV
- 2v—-1\2n
< 2V¢(®) in v
- 2—=1 \22
2Yc(® v
< ol )dzst(a:,y)§

[\]
AN
|

—



Da mesma forma,
@ (o7 (7)) — (07 (9))| < ) c(®)dist(o?(z), 07 (7))

< (@)Y (2dist(z,7)"

3

< ¢(P)dist(z,y)” (2”)j
0

J

dist(z,y)?,

)
N
|

—_

Portanto,

¢ =d(x) =Y (0! (z)) — B(o)(2) + D _ ¥(c7T(2)) — ®(07(0(2))))
j=0 Jj=0

I
iy
&

|
NE
KA
Q.
+
&

]
KA
Q

+
&
_l_

]
KA
Q

+
S
|

Nk

KA
Q
S
&

7=0 Jj=-1 Jj=-1 j=0
e . . —
=0(z) + ) ®(o7t (7)) — ©(o?(0(2)))
j=0
Isto é, ¢(z) depende somente de {z;}5°, como gostariamos. O

Observagio 7.1. Se considerarmos um espaco meétrico compacto mais geral X = MY,

como feito em 4.3, podemos obter esse resultado de forma analoga.
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Capitulo 8

Shifts em Z2

Faremos nesse capitulo um resultado anélogo ao do capitulo anterior mas agora para

shifts em Z2. A ideia é generalizar o resultado apresentado por Artuso em [1].
Antes, considere a familia de aplicacoes (™™, (m,n) € Z?, definida sobre o

conjunto X = [0, 1]22; poderiamos também considerar um espaco métrico mais geral.

As aplicacGes sao definidas da seguinte forma

(ot (2))(i.4) = T(itm,j+n)

Essas aplicacoes correspondem a acdo de Z? sobre X gerada pelas aplicacdes o =
ot = g(1.0) ¢ gy = g2 = ¢(O1) | Observe que 0102 = 0907.
Definimos a métrica em X da seguinte forma: tome |(7, j)| := max {|i|, |j|} e fixe
algum 6 € (0,1), entao definimos
do(w,y) = Y |k — yel0
kez?

Observe que a cardinalidade das bolas By = {(i,7) € Z? : |(3,7)| = k} é 8k para

qualquer k > 1 e By possui cardinalidade 1. Também observe que

1 0
Zek:m e Zk@k:m

k>0 k>1

Entdo, o didmetro de X, com respeito a distincia acima

1+Z8k9’“:1+8L

— )2
= (1-0)
Se dy(z,y) < € entao podemos dizer que
z00) — Yoo <€ e |zg—yk| <07
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Claramente, se |k| ¢ suficientemente grande entdo e~ /¥l > 1. Isso nos mostra que a
distancia d é compativel com a topologia produto, cujos abertos sao gerados pelos

cilindros

1] 4

1€Z2
onde cada A; é um aberto de [0,1] e , no maximo, um numero finito de A; sao
distintos de [0, 1].
Também é possivel mostrar que as aplicagoes o1 e o9 sao continuas com respeito

a dy.

Lema 8.1. 01 e 09 sdo continuas para dg.

Demonstragdo. Primeiro, observe que para qualquer par (i1,i2) € Z temos que
(i1, 22)] =1 < [(i + 1, 22)] <[ (1, 22)[ +1

Agora, considere o1 e entdo temos que

do(o1(),01(y)) = Z 101(2) (451,i0) — 01(y)(z’1,i2)’9‘i|

i€Z2
= 2 1) — Yein s |010132)]
= T(i1+1,2) — Y(ir+1,i2)
i€Z?
i1+1,02)|—1
< Z ’$(i1+1,z‘2) — y(i1+17i2)|9|(z1+ i)|
i€Z2
_1 ' 1"
- 9 Z |x(i1+1,i2) - y(i1+1’i2)‘9|(11+ Z2)|
icZ?
=07 dy(,y)
Para o2 o raciocinio € anélogo e é deixado para o leitor. O

Dessa forma, podemos mostrar que

dol(o), o) < (5) dotey)  poraiz0

8.1 A meétrica dy

Vamos considerar 0 < 8 < ¢ < 1. Entao

do(z,y) = Z | — yi‘g\il < Z |z — in)m = dy(z,y)

i€Z? i€Z2

ou seja, a convergéncia na métrica dy, implica na convergéncia na métrica dy.
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Lema 8.2. As métricas dy e dy nao sao equivalentes, mas definem a mesma nocao
de convergéncia.
Demonstragao. Considere p € (1,00) tal que

- log 60
p log 1)

e q € (1,00) tal que

1 1
242 =1
p q

Lembremos a desigualdade de Hélder,

1 1
p q
Sz (Tt (Sinr)
keN keN keN
1 1
Podemos encontrar w < 1 tal que ¢ = frwa. Entao

dy(a,y) = 3 lai — gl

i€Z?
117\ [g]
=Y b (08
i€Z2
1 1
P q
< §:|xi_yl.|p9|i| E Wl
i€Z2 i€Z2

RS

<D e —wle" ] Cw)

=y
< C(w)dy(z, )7

onde

S

Portanto,
1
do(x,y) < dy(z,y) < C(w)dg(z,y)?

ou seja, as métricas dy e dy nao sao equivalentes, mas definem a mesma nocao de

convergéncia. ]
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8.2 Cohomologia

Vamos agora definir a aplicacao w1 : X — X tal que

1‘(1 Ji2) seip >0
(m1(2)) (i1,i2) = v .
0 caso contrario

Observe que valem as seguintes desigualdades

d(z,m(x <Z4k—1

k>1

d(oy(z),o1(m (z <Z4k—1—2
£>2

e, mais geralmente, temos

d(ot(z), ot (m1 () < Z (4k — 1 —21)6" para todo [ >0
k>14+1

Entao

> d(o (@), ol (m () <D0 (4G +1) -1 - 2067

>0 >0 j>1
=D 0 (4 e+ (2-1)) 6
>0 j>1 j>1
0 0
_ l
=> 0 (4(1_9)2 + (21 1)1_9>
>0
360 — 362
(1=

Vamos considerar um potencial ® : X — R que é v—Hdélder, ou seja, existe uma
constante C' > 0 tal que
|®(z) — 2(y)| < Cd(z,y)”

para algum v € (0, 1], o caso v = 1 & conhecido como uma funcdo Lipschitz. Agora,

defina a v : X — R dada por

u(@) = Y (@(el(@) - B(o](m(2))))

JEZT

Lema 8.3. A funcio u, definida acima, estd bem definida.

Demonstracao. De fato, observe que
[2(0}(2)) = ®(o](mi()))] < Cd(o}(x), o] (m1(x)))"
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E, pela desigualdade acima, para qualquer j > 0

8(o](2)) — (o (m@@))| < C [ Y (4k—1-25)0"
k>j+1

=C | 7D (25 + 41+ 3)6

>0
onde k =5+ 141 paral > 0. Mas
1 0
25 + 4l (2 0 +4) 10 = (2 4
D Ei+A+3)0 =25 +3) 0 +4) @i+ 375 4o
1>0 1>0 1>0
Logo,
(0 () — (o (mi (2)] < CO" Y (2 +3)—— +4 G
! ! - 1-60  (1-0)2
A gérie

N 1 0\
> (07" <(23 +3)7— +4(1_9)2>

Jj=0
converge, ja que 6 € (0,1) e entdo a funcao u estd bem definida, como gostariamos.

O
Assim, podemos enunciar o seguinte resultado:

Lema 8.4. Se ® : X — R ¢ potencial v-Hélder, entao existe um potencial 7-Hélder
u tal que
dP=¢+u—uoo

com ¢(r) = ¢(y) sempre que z(; jy = y; ;) para todo i > 0.

Demonstrag¢do. Observe que
u(x) — u(on (@ )+ > (2] (mi(e1(@) - @(o(m (@)
7>0

E, é facil ver que a funcao

>~ (2] (m(or(@)) - (ol (m (@)

Jj=0
nao depende de qualquer ponto (y, 1,) para k1 < 0. Queremos agora mostrar que
essa funcao é Holder. Faremos isso mostrando que u é Holder. Sabemos que para

qualquer 57 >0

delta i) < (3) dew) e defm.olm) < (5) dm@.mw)



Mas, como d(mi(x),m1(y)) < d(x,y), podemos ver a segunda desigualdade como

sendo

dofm(@)).lm() < () e

Considere x,y € X onde d(x,y) < 6" para qualquer n.

u() — u(y)] = | i (0ld(@)) - 0ot (m () — 3 (Blo'(w) ~ Do (m(y)).

7=0 7=0
(5] (5]
< > 10(ed@) — 2l + Y 19(o](m(2)) - Bo(m )|
7=0 Jj=0
+ (0 (x)) = D(o] (1(2)))| + Y [@(01(y)) — ®(o] (m1(v)))]
i2[3] i2[3]
Olhando cada somatorio separadamente, temos
(5] _ (3]
D180 () = B(o](y)| <D e(®)d(o] (), 01 ()"
Jj=0 7=0

—v (%]
e ()
<o gy
<
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Da mesma, forma,

i) | | |
> 12 (mi (@) = S(od (M) < D e(@)d(od (m1(2)), of (m1 ()"

J=0 J=0

w3

Agora, observe que

> ko =07 + (7 + 1)V 4.

k>J
_J9J<1+Jj19 LI 20 )

J

1 2
=Jo’ (1 1+=10 1+2)02+...
0w (1 (13 )or (1))

< JO (1+20+30%+...)

J
< Jz (0+20%+...)

JO) —
< o ;19
Jo’ 6
0 (1-0)?

Jo’
(1-6)?

IN

IN

Z ok — 97 1+ g+ 4 g(U+2) ...
k>J

=07 (1+04+6%+...)
i>0
1
J
= 1-6

Lema 8.5. Se 0 < temos que

16’

0[3
a3

g2 <0

n
2

Demonstracdo. De fato, queremos mostrar que n < 2(6%)”.

Mas, sabemos que
-1
n < 2™ é sempre verdade. Logo, se temos 67 > 2, que é verdade quando 6 < 11—6

Portanto, vale a desigualdade. O
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Portanto, considerando 6 < % no que segue, temos,

; 1®(o? () — ®(o? (m1(2)))] < ; k;1(4k —1- 2j)9k>

< c(@)jzg _4k;1 ko* — (25 + 1 k;sz]
2j(1+6)+3+6\"

gc@)%( i ;;_)52 + ) (664D
< ¢(®) (j>n 2j(1 (J; 0_);23 + 99(j+1)) ’
< c(®) (2(91(;)92) ; 0+ %32()92) )3 0].) ’
<o (Rl )
< etw) (gt (‘)‘(f?fﬁ%s)”
< ¢(®) (2(01(1—;)? G —(192_)(;)+ 9)02>
coim (50 0PI gy
o (MDY
= @) (2(91(1_;)? ¢ (10 2_)(03)1 i >Vd(:c,y)i

Agora, vamos definir as aplicagoes m : X — X tal que

(72(2)) (i1 i) = {

E, v: X — R dada por

0

L(i1,i2)

if is >0

caso contrario



Entao, podemos enunciar o seguinte resultado

Lema 8.6. Se ¥ : X — R é um potencial v-Holder, entdo existe um potencial
7-Hélder v tal que

U=9¢4+v—vooy
com (x) = 1(y) sempre que x(; j) = y(; ;) para todo j > 0.

A prova é analoga a do caso anterior. E entdo, podemos enunciar o principal

resultado desse capitulo.

Teorema 8.1. Se ® : X — R é um potencial v-Hélder, com v € (0,1]. Entao

existem u, v, ¢ potenciais 15-Holder tal que
dP=¢p+u—uooy+v—vooy
com ¢(z) = ¢(y) sempre que x(; jy = y(; ;) para todo i,j > 0.
Demonstragao. Pelos lemas 8.4 e 8.6, existem potenciais ¥, u 7-Holder tais que
P=U+4+u—uoo

com ¥(z) = ¥(y) sempre que x(; j) = y(; ;) para todo i > 0. E, aplicando o lema

17‘7)
seguinte, para ¥, temos ¢, v potenciais {5-Holder tal que

UV=¢g4+v—voo0y
com 1(x) = (y) sempre que x(; j) = ¥y; ;) Para todo j > 0. Portanto,
d=¢+u—uooy+v—vooy

com ¢(x) = ¢(y) sempre que z(; jy = y; ;) para todo 4,5 > 0. O
8.3 Somas de Birkhoff
Considere uma caixa Ay, de lado L dada por

TOn) T T(am)
Ap =

Lo 0 T(n)
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Como ® =¢p+u—uooy+v—wvooy, asoma de Birkhoff em Ay, para v € Ap é

dada por

L—-1 L-1 L-1
Y oioh@) = ) o(oio(x) + Y (uoios —uofoh +voiol —voioy) ()

ij=1—L i,j=0 i,j=0
Defina
¢c=c(z) = max {Ju(o)os)(@)];|u(ofos)(@)]; [v(aiod)(@)]; |v(ooy ) ()]}

1<i<L—1
Observe que a funcio ¢ depende de L? pontos, enquanto as funcdes u, v dependem

de no maximo 4L pontos. E, como |Az| = L?, temos

1 = . . : 4 ALc  4c
o O (ulofod) —u(otol) + v(olod) —vloted)) () < 5 = T
|AL| 2 L L
Fazendo L — oo, ou seja, quando A¥ 7 N2, temos
1 = . A A : dc
gﬂﬂmj3%@&@%)—Mﬁﬁ@+vwh$—vw%@)@%?3&1;=0
Para L suficientemente grande e todo x temos
1 L-1 = 1
s X Moleda) = 5 3 dloiede) +0 ()
t,j=1—L 4,j=0
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