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"Do or do not.

There is no try.

"In a dark place we �nd ourselves

and a little more knowledge lights our way."

( Mestre Yoda )



Resumo

Neste trabalho faremos um apanhado de resultados sobre dinâmica simbólica, prin-

cipalmente em alfabetos in�nitos compactos.

Palavras-chave: Sistemas dinâmicos, Dinâmica simbólica, Alfabetos in�nitos.



Abstract

In this paper we will make a collection of results about symbolic dynamics, mainly

in compact in�nite alphabets.

Keywords: Dynamical systems, Symbolic dynamics, In�nite alphabets.
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Capítulo 1

Introdução

O estudo de sistemas dinâmicos teve origem na necessidade de modelar as equações

diferenciais de fenômenos físicos, como o movimento dos planetas e das moléculas.

E, com a ideia de simpli�car os modelos, começou a ser utilizada a discretização do

tempo, olhar os sistemas como se fossem �lmes feitos quadro a quadro. A partir daí

surgiu a dinâmica simbólica, onde a ideia é dividir o conjunto de possíveis estados em

um número �nito de pedaços, e acompanhar o caminho de cada um desses estados.

Cada peça é associada a um símbolo, e dessa forma a evolução do sistema é descrita

por uma sequência in�nita de símbolos. Esse sistema simbólico ajuda a entender

de forma mais simpli�cada a dinâmica do sistema original. O primeiro trabalho

onde a dinâmica simbólica aparece foi publicado em 1898 por Jacques Hadamard

intitulado 'Les surfaces a courbures opposees et leurs lignes geodesiques', onde ele

aplica essa ideia a �uxos geodésicos em superfícies de curvatura negativa. A partir

da década de 20 outros matemáticos, como Morse e Hedlund, começaram a mostrar

que outros sistemas também aceitavam essa discretização do tempo e desde então a

teoria se desenvolveu de forma exponencial com o trabalho de grandes matemáticos

da atualidade. Na primeira parte desse trabalho, iremos propor uma generalização

do exemplo Haydn, [6], onde é possível construir mais de uma medida de máxima en-

tropia, em particular in�nitas, considerando o mesmo modelo construído por Haydn

agora com subshifts de�nidos a partir de uma matriz de adjacência. No capítulo

seguinte, faremos resultados para o shift usual em alfabetos in�nitos compactos. No

capítulo 5, o falaremos sobre o shift modi�cado de Muir e Urbanski, introduzido em

[10]. No capítulo 6, falaremos sobre a relação entre as condições de Walters e de Dini.

No capítulo 7, adaptaremos o resultado proposto por Bowen em [3], mostrando que
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existe potencial que também será Hölder e cohomologo ao potencial dado mas que

depende somente das coordenadas positivas do ponto. E, no capítulo 8, mostraremos

alguns resultados sobre os shifts em Z2.
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Capítulo 2

Background

Neste capítulo inicial recordaremos de�nições e alguns resultados que serão úteis ao

longo do texto.

2.1 Tópicos de Dinâmica Simbólica

As de�nições e os resultados dessa seção podem ser encontrados em [7].

Espaços Shift

De�nição 2.1. Se A é um alfabeto, então o full A shift é a coleção de todas as

sequências bi-in�nitas de símbolos de A, ou seja,

AZ = {x = (xi)i∈Z : xi ∈ A para todo i ∈ Z}

De�nição 2.2. O shift map σ no full shift AZ leva o ponto x no ponto y = σ(x)

cuja i-ésima coordenada é yi = xi+1.

De�nição 2.3. Seja F um conjunto de blocos de A chamado de conjunto de palavras

proibidas. Para qualquer F , de�na XF subconjunto de AZ que não contém nenhum

bloco de F . Um espaço shift é um subconjunto X de um full shift AZ tal que

X = XF , para algum conjunto F de palavras proibidas.

De�nição 2.4. Uma matriz quadrada n×n A = (a)(i,j) é dita redutível se os índices

1, 2, ..., n podem ser divididos em dois conjuntos disjuntos não vazios i1, i2, ..., iµ e

j1, j2, ..., jν , com µ+ ν = n, tal que

a(iαjβ) = 0
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para α = 1, 2, ..., µ e β = 1, 2, ..., ν.

Uma matriz é redutível se, e somente se, pode ser escrita como uma matriz

triangular superior por permutações de linhas colunas e linhas.

Uma matriz quadrada que não é redutível é dita irredutível.

Mais ainda, a matriz é dita irredutível se é associada a um grafo fortemente

conexo.

De�nição 2.5. Um shift X é dito irredutível se dadas quaisquer u, v palavras per-

mitidas em X, então existe uma palavra w também em X tal que a palavra uwv é

palavra permitida em X.

Entropia

De�nição 2.6. Seja X um espaço shift. A entropia de X é de�nida por

h(X) = lim
n→∞

1

n
log |Bn(X)|

onde |Bn(X)| é o número de blocos de tamanhos n em X.

Proposição 2.1. Sejam X e Y espaços shift. Uma aplicação φ : X → Y é um

sliding block code se, e somente se, φ ◦ σX = σY ◦ φ e existe N > 0 tal que φ(x)0 é

uma função de x[−N,N ].

De�nição 2.7. Se o sliding block code φ : X → Y é sobrejetivo, então φ é chamado

um factor code de X em Y , e então dizemos que Y é um fator de X.

Proposição 2.2. Se Y é fator de X, então h(Y ) ≤ h(X).

Corolário 2.1. Se X é conjugado a Y , então h(X) = h(Y ).

2.2 Tópicos de Teoria da Medida

As de�nições e demonstrações dos resultados apresentados nesta seção podem ser

encontradas em [4] ou [11].

Espaços Mensuráveis

De�nição 2.8. Uma álgebra de X é uma família B de subconjuntos de X que é

fechada para as operações elementares de conjuntos e contém o conjunto vazio, ou

seja,
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a) ∅ ∈ B;

b) A ∈ B implica Ac ∈ B;

c) A,B ∈ B implica A ∪B ∈ B.

De�nição 2.9. Dizemos que uma álgebra é uma σ-álgebra de X se também for

fechada para uniões enumeráveis.

Aj ∈ B para j = 1, 2, . . . , n, . . . implica
∞⋃
j=1

Aj ∈ B.

De�nição 2.10. Um espaço mensurável é uma dupla (X,B) onde X é um con-

junto e B é uma σ-álgebra de conjuntos deX. Os elementos de B são ditos conjuntos

mensuráveis do espaço.

De�nição 2.11. A σ-álgebra de Borel ( ou boreliana) de um espaço topológico é

a σ-álgebra σ(E) gerada pela topologia τ , ou seja, é a menor σ-álgebra que contém

todos os abertos de τ . Os elementos de σ(E) são ditos borelianos.

Espaços de medida

Seja (X,B) um espaço mensurável.

De�nição 2.12. Uma medida em (X,B) é uma função µ : B −→ [0,+∞] que

satisfaz:

• µ(∅) = 0;

• µ é σ-aditiva, ou seja, µ(
⋃∞
j=1Aj) =

∑∞
j=1 µ(Aj) para quaisquer Aj ∈ B

disjuntos dois-a-dois.

A tripla (X,B, µ) é chamada espaço de medida.

Quando vale µ(x) <∞ dizemos que µ é uma medida �nita e se µ(x) = 1 dizemos

que µ é uma probabilidade. Se µ é uma probabilidade, dizemos que (X,B, µ) é um

espaço de probabilidade.

De�nição 2.13. Um espaço de medida é dito completo se todo subconjunto de

um conjunto mensurável com medida nula também é mensurável.

De�nição 2.14. Dados espaços mensuráveis (X,B) e (Y, C), dizemos que uma apli-

cação f : X −→ Y é mensurável se f−1(C) ∈ B, para todo C ∈ C.
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Medidas Invariantes

De�nição 2.15. Seja (X,B, µ) um espaço de medida e seja f : X −→ X uma

transformação mensurável. Dizemos que a medida µ é invariante por f se

µ(E) = µ(f−1(E))

para todo conjunto mensurável E ⊂ X. Também podemos dizer que f preserva µ.

Intuitivamente a de�nição nos diz que a probabilidade de um ponto estar em um

conjunto qualquer é igual à probabilidade de que a imagem desse ponto esteja nesse

mesmo conjunto.

2.3 Tópicos de Teoria Ergódica

De�nição 2.16. Sejam (X, f) e (Y, g) sistemas dinâmicos com X e Y espaços mé-

tricos. Dizemos que a função π : X → Y é uma semiconjugação entre (X, f) e (Y, g)

se é sobrejetica, contínua e satisfaz π ◦ f = g ◦π. Caso π seja invertível e sua inversa

seja contínua, dizemos que é uma conjugação.

Ergocidade

Seja (X,B, µ) um espaço de probabilidade e seja f : X −→ X uma transformação

que preserva medida.

De�nição 2.17. Um conjunto é dito invariante para f se

f−1(A) = A, em µ− quase todo ponto.

De�nição 2.18. Uma medida µ que preserva a transformação f em um espaço

de probabilidade (X,B, µ) é ergódica se, e somente se, para qualquer conjunto

mensurável A ⊂ B tal que f−1(A) = A então µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

De�nição 2.19. O sistema (f, µ) é dito mixing se

lim
n→∞

µ(T−n(A) ∩B) = µ(A)µ(B)

para A e B conjuntos mensuráveis.

Proposição 2.3. Todo sistema mixing é ergódico.
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Temos uma versão topológica da noção de misturador, onde dado X espaço to-

pológico, dizemos que um sistema dinâmico f : X −→ X é topologicamente

misturador se para um par de abertos U e V em X temos um inteiro N = N(U, V )

tal que

fn(U) ∩ V 6= ∅, para todo n ≥ N.

∨
n

Pn = {
⋂
n

Pn : Pn ∈ Pnpara cada n}.

Entropia Topológica

Seja X um espaço topológico. Entendemos por cobertura aberta uma família α de

abertos cuja união é todo X. Dadas duas coberturas abertas α e β, dizemos que α

é menos �na que β, α ≺ β, se todo elemento de β está contido em algum elemento

de α.

Dadas coberturas α1, . . . , αn denotamos por α1 ∨ . . .∨αn o re�namento, ou seja,

a cobertura cujos elementos são as interseções A1 ∩ . . .∩An com Aj ∈ αj para cada

j. Note que αj ≺ α1 ∨ . . . ∨ αn, ∀ j.

Seja f : X −→ X uma transformação contínua. Se α é uma cobertura aberta,

então f−j(α) = {f−j(A) : A ∈ α} também é uma cobertura aberta.

Dada α uma cobertura aberta de X, por compacidade, admite uma subcobertura

�nita.

Chamamos de entropia da cobertura α o número

Hn(α) = log #{α ∨ f−1(α) ∨ . . . ∨ f−n+1(α)}

Observe que a sequência {Hn(α)} é subaditiva, sabemos então que o limite

htop(f, α) = lim
n→∞

1

n
Hn(α)

sempre existe e é chamado de entropia de f relativa à cobertura α.

Então, de�nimos a entropia topológica de f como sendo

htop(f) = sup {htop(f, α) : α cobertura aberta de X}.

Observe que se β é subcobertura de α então htop(f, α) ≤ htop(f, β). Portanto

podemos restringir a de�nição às coberturas abertas �nitas.
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Teorema 2.1. Seja (X, d) um espaço métrico compacto e f transformação contínua.

Se {αn}n≥1 é uma sequência de cobertura abertas com diâmetro indo a zero, então

htop(f) = lim
n→∞

htop(f, αn).

Alguns resultados

Teorema 2.2 (Princípio Variacional). Seja X espaço métrico compacto e f : X −→

X transformação contínua. Então a entropia topológica htop(f) coincide com o su-

premo das entropias hµ(f) da transformação f relativamente a todas as probabilidade

invariantes.

Sejam f : X −→ X e g : Y −→ Y transformações contínuas em espaços topoló-

gicos compactos X e Y .

Se existe um homeomor�smo h : X −→ Y satisfazendo h ◦ f = g ◦ h, dizemos

que as duas transformações são topologicamente conjugadas, e chamamos h de

conjugação topológica entre f e g.

Proposição 2.4. Se f : X −→ X e g : Y −→ Y são topologicamente conjugadas

então

htop(f) = htop(g).

De�nição 2.20. Seja f : X −→ X uma transformação contínua em um espaço mé-

trico compacto X. Uma medida µ invariante é dita medida de máxima entropia

para f se hµ(f) = htop(f).

De�nição 2.21. Seja f : X −→ X uma transformação contínua num espaço com-

pacto. Chamaremos de potencial qualquer função contínua A : X −→ R.
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Capítulo 3

Generalização do Shift de Haydn

Em [6], Haydn propôs um espaço shift onde é possível construir mais de uma medida

de máxima entropia. Nesse capítulo iremos propor uma generalização desse exemplo

considerando o mesmo modelo construído agora com subshifts de�nidos a partir de

uma matriz de adjacência. A ideia da construção é aglutinar dois subshifts de mesma

entropia unidos por um símbolo neutro, que resultará em um subshift com a mesma

entropia que os originais.

3.1 Generalização para shifts bilaterais com alfabetos �-

nitos e com a mesma matriz de adjacência

Seja ν ≥ 2 um inteiro positivo e τ > 0. Vamos construir um subshift sobre o conjunto

de símbolos S = {0, 1, . . . , 2ν}.

Iremos nos referir aos símbolos {1, 2 . . . , ν} como sendo os símbolos azuis e iremos

denotá-los por A. Da mesma forma, chamaremos {ν + 1, . . . , 2ν} de símbolos rosas

e denotaremos por R. Então S = {0} ∪ A ∪ R. Além disso, seja P matriz de

adjacência de um grafo irredutível, denotaremos ΣA = XAP o shift sobre A com

matriz de adjacência P . Da mesma forma, chamaremos ΣR = XRP o shift sobre R

com a mesma matriz de adjacência P .

O espaço shift Σ ⊂ SZ será formado pela união de dois espaços shift monocro-

máticos ΣA e ΣR e iremos adicionar sequências bicolores da seguinte forma: uma

sequência em Σ na qual uma palavra α de uma cor (azul ou rosa) é seguida por uma

palavra β de outra cor (rosa ou azul) deve conter uma cadeia de zeros γ separando

as palavras α e β. O tamanho |γ| dessa cadeia de zeros deve ser no mínimo τ(a+ b)
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onde a = |α| e b = |β| são os comprimentos das palavras α e β.

Mais precisamente,

De�nição 3.1. O espaço shift Σ ⊂ SZ é de�nido da seguinte forma. Teremos x ∈ Σ

se:

i) x ∈ ΣA ∪ ΣR, nesse caso chamaremos x um ponto monocromático;

ii) x pertencer a um bloco bicolor da forma

. . . 0d1d2 . . . da−1da0
λy1y2 . . . yb−1yb0 . . .

ou

. . . 0y1y2 . . . ya−1ya0
λd1d2 . . . db−1db0 . . .

onde λ ≥ τ(a + b) ( 0λ é uma cadeia de zeros de comprimento λ), τ > 0 e di ∈

A, yi ∈ R.

Observe que Σ é de fato um subshift onde utilizaremos a topologia usual gerada

pelos cilindros. Observe que, ΣI , I ∈ {A,R} é shift irredutível, já que a matriz P

é irredutível. Então, pelo Teorema de Perron-Frobenius existe autovalor λP > 0 tal

que htop(XIP ) = log λP , para I ∈ {A,R}.

Enunciamos então o seguinte resultado:

Lema 3.1. Se λP ≥ 2 e τ ≥
(

log 3ν
log λP

− 1
)

então a entropia topológica do shift

σ : Σ −→ Σ é igual a log λP .

Demonstração. Vamos encontrar uma cota inferior para a entropia topológica htop

de Σ. Observe que como Σ contém dois subshifts, ΣA e ΣR, a entropia topológica

de Σ deve ser pelo menos log λP .

htop(Σ) ≥ htop(ΣI) = log λP .

Agora, vamos estimar o número de palavras de tamanho n restantes em Σ. Observe

que para o subshift Σ temos menos palavras permitidas de tamanho n do que no full

shift. Agora, observe que para o full shift temos dois casos para considerar:

i) Palavras monocromáticas que também podem conter zeros. De acordo com

a de�nição, palavras dessa forma devem começar ou terminar com zeros. Então
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obtemos palavras azuis ou rosas, de tamanho k = 0, . . . , n com pelo menos uma das

pontas formada por zeros. E o número de palavras desse tipo pode ser estimado por

2
n∑
k=0

(n− k)νk.

Obtemos então

2
n∑
k=0

(n− k)νk ≤ 2
n∑
k=0

nνk ≤ 2nνn
n∑
k=0

ν−k

que apresenta uma taxa de crescimento exponencial log ν.

ii) Para estimar o número de palavras de tamanho n que contém símbolos das

duas cores, observe que como qualquer palavra assim deve possuir no mínimo uma

transição de azul para rosa, ou vice-versa, deve então conter tambémmais que
[
n τ
τ+1

]
zeros, ou seja, no máximo n′ = n

τ+1 inteiro símbolos coloridos.

Os símbolos coloridos vêm em blocos monocromáticos de cores alternadas. De-

note por Pk,l o número de possibilidades em que podemos formar palavras com l sím-

bolos em k blocos (separados pelo apropriado número de zeros), onde k = 1, 2, . . . , l.

Encontramos que

Pk,l =

 l − 1

k − 1

 =
(l − 1)!

(k − 1)! (l − k)!

que é o número de possibilidades de escolher o primeiro elemento de cada bloco,

exceto o primeiro elemento da palavra.

O número de palavras de tamanho n em Σ que contém l símbolos coloridos

arranjados em k ≤ l blocos monocromáticos de cores alternadas é 2Pk,lν
l.

A distribuição de l símbolos coloridos em k blocos pode ser feita de Pk,l diferentes

modos, onde 1 ≤ k ≤ l ≤ n′. Isso nos dám = n−(τ+1)l zeros para serem distribuídos

em k + 1 intervalos, ou seja, as k − 1 lacunas entre os blocos de símbolos coloridos

mais as duas extremidades da palavra. Existem

Qk,m =

 m+ k

k

 =
(m+ k)!

k! m!

possibilidades. A fórmula de Stirling nos diz que

a! =
√

2πa

(
a

e

)a(
1 +

c

a

)
, onde c constante.

Então, teremos
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 a

a
2

 =
a!(

a
2

)
!
(
a
2

)
!

=

√
2πa

(
a

e

)a(
1 +

c

a

)
√

2π a2

( a
2

e

)a
2
(

1 +
c
a
2

)

=
1

2π
·
√
a
a
2

·

(
a

e

)a
( a

2

e

)a ·
(

1 +
c

a

)
(

1 +
c
a
2

)2

=
1
√
2π
2

· 1√
a
·

(
a

e
· ea

2

)a
·

a+c
a(

a+2c
a

)2
≤ c · 1√

a
· 2a · a

a+ c

≤ c1
√
a 2a

Portanto, temos

Qk,m =

 n− (τ + 1)l + k

k


≤

 n− (τ + 1)l + k

1
2(n− (τ + 1)l + k)


≤ c12n−(τ+1)l+k

√
n− (τ + 1)l + k

≤ c12n−(τ+1)l+k√n

Podemos então estimar o número total de faixas bicolores de tamanho n por

Q(n) ≤ 2
n′∑
l=2

νl
l∑

k=2

 l − 1

k − 1

 n− (τ + 1)l + k

k


≤ 2

n′∑
l=2

νl
l∑

k=2

c12
n−(τ+1)l+k√n

 l − 1

k − 1


= 2c1

√
n

n′∑
l=2

νl 2n−(τ+1)l
l∑

k=2

2k

 l − 1

k − 1


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Temos
l∑

k=2

2k

 l − 1

k − 1

 = 2

l∑
k=2

2k−1

 l − 1

k − 1


= 2

l−1∑
q=1

2q

 l − 1

q


≤ 2

l−1∑
q=0

 l − 1

q

 2q1q−l+1

= 2 · (2 + 1)l−1 = 2 · 3l−1 ≤ 3l

Substituindo na expressão anterior, temos

Q(n) ≤ 2c1
√
n

n′∑
l=2

νl 2n−(τ+1)l 3l

≤ 2c1
√
n

n′∑
l=2

2n
(
3ν2−τ−1

)l
≤ c2
√
n

 2n se 3ν2−τ−1 < 1

2n(3ν2−τ−1)
n
τ+1 se 3ν2−τ−1 ≥ 1

Então, observe que

logQ(n) ≤ log c2
√
n2n

= log c2 + log n
1
2 + log 2n

= log c2 +
1

2
log n+ n log 2

lim
n→∞

1

n
logQ(n) ≤ lim

n→∞

(
1

n
log c2 +

1

2n
log n+ log 2

)
= log 2

e

logQ(n) ≤ log

(
c2
√
n 2n

(
3ν2−τ−1

) n
τ+1

)
= log c2 + log n

1
2 + log 2n + log

(
3ν2−τ−1

) n
τ+1

= log c2 +
1

2
log n+ n log 2 +

n

τ + 1
log 3ν +

n(−1− τ)

τ + 1
log 2

= log c2 +
1

2
log n+

n

τ + 1
log 3ν

lim
n→∞

1

n
logQ(n) ≤ lim

n→∞

(
1

n
log c2 +

1

2n
log n+

log 3ν

τ + 1

)
=

log 3ν

τ + 1

13



Portanto,

lim
n→∞

1

n
logQ(n) ≤ max

(
log 2,

log 3ν

τ + 1

)
Então, considerando Bn o número de palavras permitidas de tamanho n em Σ,

como a quantidade de palavras permitidas para o full shift é maior do que para Σ,

temos

lim
n→∞

1

n
logBn ≤ lim

n→∞

1

n
logQ(n) ≤ max

(
log 2,

log 3ν

τ + 1

)
Portando, usando que λP ≥ 2 e τ ≥

(
log 3ν
log λP

− 1
)
obtemos

htop(Σ) ≤ lim
n→∞

1

n
Bn ≤ log λP

Portanto,

htop(Σ) = log λP

Sendo λP o raio espectral de P , (u0, ..., uk−1) é autovetor estritamente positivo a

esquerda e (v0, ..., vk−1) é autovetor estritamente positivo a direita com
∑k−1

i=0 uivi =

1 então obtemos o vetor probabilidade (p0, ..., pk−1) e a matriz estocástica (bij)

pi = uivi e bij =
Pijvj
λP vi

.

Chamamos essa medida de Medida de Parry.

Teorema 3.1 (Walters). Se Σ é Cadeia de Markov topológica bilateral, onde P é

matriz de adjacência irredutível, então a Medida de Parry é a única medida que

atinge entropia máxima.

Agora, podemos de�nir uma medida de Parry µA suportada em A = {1, 2, ..., ν}

e outra medida de Parry µR suportada em R = {ν + 1, ν + 2, ..., 2ν}. E observe que

µA e µR são medidas diferentes mas ambas são medidas de máxima entropia para o

subshift Σ.

Portanto, vemos que é possível generalizar o resultados proposto por Haydn atra-

vés de subshiftts de�nidos a partir da mesma matriz de adjacência. Deixamos aqui

algumas perguntas ainda em aberto: é possível adotar subshifts sosbre alfabetos com

cardinalidade diferente? e com matrizes de adjacência diferentes?
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Capítulo 4

O shift usual

Nesse capítulo vamos recordar alguns conceitos para o shift usual em alfabetos in�-

nitos compactos. Vamos considerar o shift usual sobre o alfabeto X = [0, 1]N, depois

discutiremos como o alfabeto [0, 1] pode ser substituído por um espaço métrico mais

geral.

Lembremos que a aplicação σ : X → X conhecida como o sihft usual é de�nida

por

σ(x1, x2, . . .) = (x2, x3, . . .)

A distância no espaço X é de�nida por

d(x, y) =
∑
k≥1

|xk − yk|
2k

A topologia induzida por essa distância é equivalente com a topologia produto,

onde os abertos são gerados pelos cilindros.

A1 ×A2 × · · · ×An × [0, 1]× [0, 1]× · · · × [0, 1]× · · ·

onde k ∈ N e cada Ai é um aberto de [0, 1].

Lema 4.1. A aplicação σ é não expansiva.

Demonstração. De fato, dado ε > 0 tome x = (0, 0, 0, . . .) e y = (ε, ε, ε, . . .), então

d(σn(x), σn(y)) = ε para todo n ≥ 0, e x 6= y.

Lema 4.2. A aplicação σ é topologicamente transitiva.

Demonstração. Tome os abertos U e V . Sabemos que

U = U1 × · · · × Uj × [0, 1]× · · · e V = V1 × · · · × Vk × [0, 1]× · · ·

15



Como σ−1(U) = [0, 1]× U1 × · · · × Uj × [0, 1]× · · · , precisamos tomar N(U, V ) ≥ k

e então temos σ−n(U) ∩ V 6= ∅ para todo n ≥ N(U, V ).

Lema 4.3. A aplicação σ possui órbita densa.

Demonstração. De fato, como X é espaço métrico completo com base enumerável e

σ é função contínua, então por [5], σ possui órbita densa.

Agora, �xe uma função f : [0, 1]→ [0, 1] comtínua. E considere o conjunto

Xf = {(x, f(x), f2(x), . . .), x ∈ [0, 1]} ⊂ X

Podemos ver que esse conjunto é σ-invariante. De�nindo a projeção π : Xf → [0, 1],

π(x1, x2, . . .) = x1 podemos ver que fπ = πσ; em outras palavras, f e σ|Xf são

semiconjugados, mostrando que htop(σ) ≥ htop(f). Como f é arbitrária, é fácil ver

que htop(σ) não pode ser limitada.

Mais geralmente, seja f : [0, 1]k → [0, 1]k uma função, e considere

Xf = {((x1, x2, . . . , xk), f(x1, x2, . . . , xk), f
2(x1, x2, . . . , xk), . . .) : (x1, x2, . . . , xk) ∈ [0, 1]k}

Esse conjunto não é σ-invariante, mas claramente é σk-invariante. Considerando a

projeção

πk : Xf → [0, 1]k πk(x1, x2, . . .) = (x1, x2, . . . , xk)

então podemos ver que fπk = πkσ
k, logo, σk e f são semiconjugadas.

4.1 Algumas propriedades mensuráveis

Vamos considerar B(X) os borelianos de X, ou seja a σ-álgebra gerada pelos cilindros

está de�nida. Agora considere uma medida de probabilidade µ ∈ P([0, 1]). A medida

produtom = µ×µ×µ×· · · de�nida em B(X) é σ-invariante, podendo ser facilmente

veri�cado para os cilindros, e então estendido para todo B(X), já que

m(A1 ×A2 × · · · ×An × [0, 1]× [0, 1]× · · · × [0, 1]× · · · )

= µ(A1)µ(A2) · · ·µ(An)

= m([0, 1]×A1 ×A2 × · · · ×An × [0, 1]× [0, 1]× · · · × [0, 1]× · · · )

= m(σ−1(A1 ×A2 × · · · ×An × [0, 1]× [0, 1]× · · · × [0, 1]× · · · ))

Lema 4.4. A medida m é mixing.
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Demonstração. Sejam U e V cilindros,

U = U1 × · · · × Uj × [0, 1]× · · · e V = V1 × · · · × Vk × [0, 1]× · · ·

Então, para n su�cientemente grande, temos

σ−n(U) ∩ V = V1 × · · · × Vk × [0, 1]× · · · × [0, 1]× U1 × · · · × Uj × [0, 1]× · · ·

Logo,

m(σ−n(U) ∩ V ) = µ(V1) · · ·µ(Uj) = m(U)m(V )

Em particular,

lim
k→∞

m(σ−k(U) ∩ V ) = m(U)m(V )

Corolário 4.1. A medida m é ergódica.

Observe que a escolha de µ ∈ P([0, 1]) foi completamente arbitrária, então pode-

mos obter inúmeros exemplos de medidas ergódicas para o shift σ.

4.2 Representação de pontos de X

Um ponto em x ∈ X pode ser representado por uma função descontínua f : [0, 1]→

[0, 1] da seguinte forma: considerando os intervalos

I1 =

(
1

21
, 1

]
, I2 =

(
1

22
,

1

21

]
, . . . , Ik =

(
1

2k
,

1

2k−1

]
, . . .

Dado x ∈ X, podemos de�nir a função fx = xi no intervalo Ii para todo i ≥ 1 e

considerar fx(0) = 0. Então, a distância entre x e y pode ser reescrita como

d(x, y) =

∫
[0,1]
|fx(t)− fy(t)|dt

4.3 Espaços métricos gerais

Se trocarmos [0, 1] por um espaço métrico compacto (M,d), podemos considerar o

espaço X = MN com a métrica

D(x, y) =
∑
k≥1

d(xk, yk)

2k
≤ diam(M)
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e considerar a aplicação shift da mesma forma que no caso anterior.

σ : X → X σ(x1, x1, ...) = (x2, x3, ...)

Podemos então obter resultados semelhantes aos anteriores e as demonstrações

serão feitas de maneira análoga às que foram feitas anteriormente.
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Capítulo 5

O shift modi�cado

Vamos considerar (E, d) espaço métrico (possivelmente compacto) e uma aplicação

contínua e sobrejetiva T : E → E. Consideraremos a topologia usual gerada pelos

cilindros. De�nimos o espaço de sequências de E por X = EN, então existe uma

aplicação shift usual,

σ : X → X (x1, x2, x3, x4, . . .) 7→ (x2, x3, x4, . . .)

Em [10], Muir e Urbanski introduziram um shift modi�cado que é de�nido por

σT : X → X (x1, x2, x3, x4, . . .) 7→ (T (x2), x3, x4, . . .)

5.1 Algumas propriedades

Observe primeiramente, que se considerarmos T = Id : E → E o shift modi�cado

equivale ao shift usual, de�nido no capítulo anterior.

Considerando T : E → E contínua e sobrejetiva e um conjunto E ⊂ X de�nido

por

E = {(x, x, T (x), T 2(x), T 3(x), . . .) : x ∈ E}

Esse espaço pode ser claramente identi�cado com o espaço métrico E. A dinâmica

de σT em E é

σT (x, x, T (x), T 2(x), T 3(x), . . .) = (T (x), T (x), T 2(x), T 3(x), . . .)

Então o ponto correspondente a x é levado por σT no ponto correspondente a T (x),

e então a dinâmica de σT restrita a E é de fato equivalente à dinâmica de T ; então

a entropia topológica de T é um limite inferior para a entropia de σT .
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Agora, vamos supor que T é uma bijeção, assim podemos então de�nir a aplicação

h : X → X (x1, x2, x3, . . .) 7→ (T−1(x1), x2, x3, x4, . . .)

Essa aplicação é também uma bijeção. É fácil ver que

σ ◦ h = h ◦ σT

Se T é ainda um homeomor�smo h é também um homeomor�smo e então as apli-

cações σ e σT são conjugadas, possuindo a mesma entropia topológica. Nesse caso,

também é possível mostrar que se µ é uma probabilidade invariante pela ação de σ

então µ ◦ h é uma probabilidade σT -invariante.

5.2 Relação entre σ e σT

Vamos considerar o espaço X, a aplicação σ : X → X o shift usual e σT : X → X o

shift modi�cado.

Lema 5.1. Existe semi conjugação HT : X → X entre σ e σT .

Demonstração. Considere a aplicação

HT : X → X (x1, x2, x3, . . .) 7→ (T (x1), x2, x3, . . .)

Então é claro que σT = HTσ; também é fácil ver que σHT = σ e então σnT = HTσ
n.

Então temos

σ−1T = σ−1H−1T σ−1 = H−1T σ−1

Temos também que σTHT = σT ; então σTHT = HTσ e então HT é uma semi

conjugação entre σ e σT .

Dizemos que σT é um fator de σ e sabemos que

htop(σ) ≥ htop(σT )

Lema 5.2. Uma medida de probabilidade µ sobre X é σ-invariante se, e somente

se, µT = µ ◦H−1T é σT -invariante.

Demonstração. De fato, considere A um aberto, então

µT (σ−1T (A)) = µT (σ−1H−1T (A)) = µ(H−1T σ−1H−1T (A))

= µ(σ−1H−1T (A)) = µ(H−1T (A) = µT (A)
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Da mesma forma, se µT é probabilidade σT -invariante então a medida µ = µTHT

é σ-invariante.

µ(σ−1(A)) = µT (HTσ
−1(A)) = µT (σ−1T HT (A)) = µT (HT (A)) = µ(A)

Lema 5.3. Considere um potencial V : X → R e VT = V ◦HT . Então o limite, se

existir, das somas de Birkho� para σ e σT são iguais.

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

V ◦ σkT = lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

VT ◦ σk

Demonstração. Considere n termos da soma de Birkho� para σT ,

1

n
[V (x1, x2, . . .) + V (T (x2), x3, . . .) + · · ·+ V (T (xn), xn+1, . . .)] =

1

n
[V (x) + V (σT (x)) + · · ·+ V (σn−1T (x))]

Considere o potencial VT = V ◦HT e os n termos da soma de Birkho� para σ,

1

n
[V ◦HT (x) + V ◦HT (σ(x)) + · · ·+ V ◦HTσ

n−1(x)] =

1

n
[V ◦HT (x) + V (σT (x)) + · · ·+ V (σn−1T (x))]

Comparando as somas podemos ver que somente os primeiros termos são diferentes.

Então ambas possuem o mesmo limite quando n vai para in�nito, se o limite existir.

5.3 Variações do shift modi�cado

Podemos de�nir agora outro sistema dinâmico σT,T : X → X da seguinte forma:

σT,T (x1, x2, x3, x4, . . .) = (T (x2), T (x3), x4, x5, . . .)

Considere a aplicação HT,T : X → X dada por

HT,T (x1, x2, x3, x4, . . .) = (T (x1), T (x2), x3, x4, . . .)

Então temos que σT,T = HT,Tσ.

Por outro lado, observe que
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σT,THT,T (x1, x2, x3, x4, . . .) = σT,T (T (x1), T (x2), x3, x4, . . .)

= (T 2(x2), T (x3), x4, x5, . . .)

= HT,T (T (x2), x3, x4, x4, . . .)

= HT,TσT (x1, x2, x3, . . .)

e então temos σT,THT,T = HT,TσT , mostrando que σT,T e σT são semiconjugadas.

Logo σT,T é um fator de σT e

htop(σT,T ) ≤ htop(σT ) ≤ htop(σ).

Lema 5.4. As aplicações σT,T e σ são semi conjugadas, e vale

σT,THT,THT = HT,THTσ

Demonstração. De fato,

HT,THT (x1, x2, x3, x4, . . .) = HT,T (T (x1), x2, x3, x4, . . .)

= (T 2(x1), T (x2), x3, x4, . . .)

e então

σT,THT,THT (x1, x2, x3, x4, . . .) = σT,T (T 2(x1), T (x2), x3, x4, . . .)

= (T 2(x2), T (x3), x4, x4, . . .)

= HT,THT (x2, x3, x4, . . .)

= HT,THTσ(x1, x2, x3, . . .)

Seguindo essa mesma ideia, podemos de�nir uma sequência de aplicações σT,T,T ,

σT,T,T,T , . . .. Vamos denotar essas aplicações como sendo S2 = σT,T , S3 = σT,T,T e

assim por diante. Também podemos de�nir o produto dinâmico

P (x1, x2, x3, . . .) = (T (x1), T (x2), T (x3), . . .)

e

F (x1, x2, . . .) = (T (x2), T (x3), . . .) = σP = Pσ

Então, P e F comutam com o shift; e como são contínuas são autômatos celulares.

É fácil ver que Sn → F com n→∞.

22



5.4 O shift modi�cado bilateral

Vamos considerar agora o caso do shift bilateral, onde o espaço considerado é Y = EZ,

onde (E, d) é um espaço métrico. Esse espaço é equipado com a distância

dist(x, y) =
∑
i∈Z

d(xi − yi)
2|i|

Denotamos por σ o shift bilateral usual

σ(. . . , x−2, x−1;x0, x1, . . .) = (. . . , x−2, x−1, x0;x1, x2, . . .).

Note que para uma bijeção contínua, e �xando uma aplicação T : E → E podemos

de�nir a aplicação

HT : Y → Y (. . . , x−2, x−1;x0, x1, x2, . . .) 7→ (. . . , x−2, x−1;T (x0), x1, x2, . . .)

Portanto, podemos de�nir o sistema dinâmico σT : Y → Y como sendo σT =

HT ◦ σ; logo

σT ((. . . , x−2, x−1;x0, x1, x2, . . .)) = (. . . , x−1, x0;T (x1), x2, . . .)

Lema 5.5. σ e σT são semi conjugadas.

Demonstração. Considerando a função

h(. . . , x−2, x−1;x0, x1, x2, . . .) = (. . . , T (x−2), T (x−1);T (x0), x1, x2, . . .)

É fácil vermos que σTh = hσ, e então σT e σ são semi conjugadas.

Como é σT é uma bijeção, podemos de�nir sua inversa como sendo

σ−1T (. . . , a−2, a−1; a0, a1, a2, . . .) = (. . . , a−3, a−2; a−1, T
−1(a0), a1, . . .)

E, iterando, obtemos que

σ−nT (. . . , a−2, a−1; a0, a1, a2, . . .) = (. . . , a−n−1; a−n, T
−1(x−n+1), . . . , T

−1(a0), a1, a2, . . .)

5.4.1 Medidas Invariantes

Lema 5.6. Vamos considerar µ uma medida de probabilidade T -invariante em E;

então a medida produto m = . . .× µ× µ× . . . é σT invariante.
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Demonstração. De fato, considere o cilindro

· · · ×A−2 ×A−1×;A0 ×A1 × · · ·

Temos que

σT (· · · ×A−2 ×A−1×;A0 ×A1 × · · · ) = (· · · ×A−2×;A−1 × T−1(A0)×A1 × · · · )

Amedida de ambos cilindros é · · ·µ(A−2)µ(A−1)µ(A0)µ(A1) · · · , já que µ(T−1(A0)) =

µ(A0).

5.4.2 Operador de Transferência

O operador de transferência LV : C(EN) → C(EN) está de�nido no conjuntos das

funções contínuas de EN, e V, ϕ : EN → R. E, como cada ponto possui mais de uma

pré-imagem por σT , podemos de�ni-lo do modo usual.

LV ϕ(x) =
∑

y∈σ−1
T (x)

eV (y)ϕ(y)

5.5 Outras variações

Vamos considerar uma família de aplicações T = {Tx}x∈E onde Tx : E → E para

qualquer x ∈ E. O sistema dinâmico considerado agora é σT : X → X de�nido

como sendo

σT (x1, x2, x3, . . .) = (Tx1(x2), x3, x4, x5, . . .)

Então,

σT −1(z1, z2, z3, . . .) =
⋃
x∈E

(x, T−1x (z1), z2, z3, . . .)

Exemplo 5.1. Considere E = {0, 1}, T0(x) = 0 e T1(x) = x. Então,

σT (0, x2, x3, x4, . . .) = (0, x3, x4, . . .)

σT (1, x2, x3, x4, . . .) = (x2, x3, x4, . . .)

Nesse caso, 1∞ é um ponto �xo, todas as outras órbitas vão para o cilindro [0] onde

a dinâmica é igual à do shift usual.

Exemplo 5.2. Considere E = {0, 1, 2} e as aplicações T0(x) = T1(x) = 2, T2(x) =

(x+ 1)mod(3). Então

σT (0, x2, x3, . . .) = (2, x3, x4, . . .)
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σT (1, x2, x3, . . .) = (2, x3, x4, . . .)

σT (2, x2, x3, . . .) = (T2(x2), x3, x4, . . .)

Exemplo 5.3. Considere E = [0, 1] e as aplicações Tx(y) = 4xy(1 − y) (digamos, a

família quadrática em y cujos parâmetros são 4x ∈ [0, 4]). Então

σT (x1, x2, x3, . . .) = (Tx1(x2), x3, x4, . . .) = (4x1x2(1− x2), x3, x4, . . .)
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Capítulo 6

Relação entre as Condições de

Dini e de Walters

Em [10], Muir e Urbanski utilizaram a hipótese de os potenciais satisfazerem a con-

dição de Dini para obterem seus resultados, condição essa muito utilizadas nos resul-

tados da área de análise matemática. Já em [9], Lopes et al. utilizaram a hipótese de

o potencial satisfazer a condição de Walters, condição mais utilizada em resultados

da área de sistemas dinâmicos. Ao nos perguntarmos de existiria algum tipo de re-

lação entre essas duas condições, conseguimos obter que todo potencial que satisfaz

a condição de Dini também satisfaz a condição de Walters. Mas a recíproca não é

verdadeira como mostramos no contra-exemplo abaixo.

Seja (E, d) espaço métrico compacto e considere X = EN.

De�nição 6.1. Dizemos que o potencial φ : X → R satisfaz a condição de Dini se

∞∑
n=0

m(φ, 2−n) <∞ ⇔ ∀ 0 < q < 1,
∞∑
n=0

m(φ, q−n) <∞

onde m(φ, t) = sup{|φ(x) − φ(y)| : dX(x, y) ≤ t} é o módulo de continuidade e

dX(x, y) =
∑

i≥1
d(xi,yi)

2i
a métrica de X.

De�nição 6.2. Dizemos que o potencial φ : X → R satisfaz a condição de Walters

se

lim
dX(x,y)→0

{
sup
n∈N

[
sup
a∈En

∣∣Snφ(ax)− Snφ(ay)
∣∣]} = 0

onde Snφ(z) =
∑n

k=0 φ ◦ σk(z).
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Lema 6.1. Se φ : X → R satisfaz a condição de Dini, então satisfaz a condição de

Walters.

Demonstração. Supondo que φ satisfaz Dini, então pelo Lema 2.1 de [Urbanski e

Muir], h(t) =
∑∞

n=1m(φ, tqn) de�ne uma função decrescente com h(t) → 0 quando

t→ 0. Agora, observe que

dist(a1a2...anx1x2..., a1a2...any1y2...) =
1

2n
dist(x, y)

dist(a2...anx1x2..., a2...any1y2...) =
1

2n−1
dist(x, y)

...

dist(anx1x2..., any1y2...) =
1

2
dist(x, y)

Então, podemos reescrever ∣∣Snφ(ax)− Snφ(ay)
∣∣

≤ |φ(a1...anx1...)−φ(a1...any1...)|+|φ(a2...anx1...)−φ(a2...any1...)|+. . .+|φ(anx1...)−φ(any1...)|

≤ m(φ, 2−ndX(x, y)) + . . .+m(φ, 2−1dX(x, y))

≤
n∑
k=1

m(φ, 2−ndX(x, y))

Então, tomando o supremo com relação a n e fazendo dist(x, y) → 0 obtemos pelo

resultado citado acima que

lim
dist(x,y)→0

{
sup
n∈N

[
sup
a∈En

∣∣Snφ(ax)− Snφ(ay)
∣∣]} = 0

Ou seja, φ satisfaz a condição de Walters.

Lema 6.2. Existe potencial contínuo que satisfaz a condição de Walters mas não

satisfaz a condição de Dini.

Demonstração. Vamos �xar o alfabeto como sendo E = [0, 1]. Vamos considerar o

potencial

Φ(x) =
∑
k≥1

Akxk com A1 = 1, Ak =
(−1)k−1

(k − 1)α
k ≥ 2, para algum α ∈ (1, 2) �xo

Sabemos que
∑

k≥1 |Ak| < ∞ assegura que Φ está bem de�nida e é contínua, pelo

teste M de Weierstrass. Observe que Φ satisfaz a condição de Walters. De fato, para

investigar a condição de Walters precisamos estimar a soma de Birkho�. Vemos que

Φ(a1a2 . . . anx1x2 . . .) = A1a1 +A2a2 + . . .+Anan +An+1x1 +An+2x2 + . . .
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Φ(σ(a1a2 . . . anx1x2 . . .)) = Φ(a2a3 . . .) = A1a2+A2a3+. . .+An−1an+Anx1+An+1x2+. . .

...

Φ(σn−1(a1 . . . anx1 . . .)) = Φ(anx1x2 . . .) = A1an +A2x1 + . . .

Então

|Sn(Φ)(a1a2 . . . anx1x2 . . .)− Sn(Φ)(a1a2 . . . any1y2 . . .)| =

= |An+1(x1 − y1) +An+2(x2 + y2) +An+3(x3 − y3) + . . .+

+An(x1 − y1) +An+1(x2 − y2) +An+2(x3 − y3) + . . .+

+A2(x1 − y1) +A3(x2 − y2) +A4(x3 − y3) + . . . |

= |(A2 +A3 + . . .+An+1)(x1 − y1) + (A3 + . . .+An+2)(x2 − y2) + . . . |

=

∣∣∣∣∣∣
∑
i≥1

[
i+n∑
k=i+1

Ak

]
(xi − yi)

∣∣∣∣∣∣
≤
∑
i≥1

(∣∣∣∣∣
[

i+n∑
k=i+1

Ak

]∣∣∣∣∣ |xi − yi|
)
.

Como para qualquer k temos |Ak| > |Ak+1|, temos então que o valor absoluto de

cada soma parcial é limitada pelo valor absoluto do primeiro termo.∣∣∣∣∣
[

i+n∑
k=i+1

Ak

]∣∣∣∣∣ ≤ |Ai+1| =
1

iα
.

Então

|Sn(Φ)(a1a2 . . . anx1x2 . . .)− Sn(Φ)(a1a2 . . . any1y2 . . .)| ≤
∑
i≥1

|xi − yi|
iα

.

E essa expressão é claramente limitada por
∑

i≥1
1
iα < ∞ e vai para zero quando

dist(x, y) vai para zero. De fato, seja d(x, y) ≤ 2−N ; isso implica que |xi − yi| ≤ 2i

2N

para todo i = 1, . . . , N2 e consideramos |xi − yi| ≤ 1. Então temos que o seguinte

limitante para a soma acima

∑
i≥1

|xi − yi|
iα

≤

N
2∑
i=1

2i

2N
+
∑
i>N

2

1

iα
≤ 1

2
N
2
−1

+
∑
i>N

2

1

iα
.

Agora, dado ε > 0 basta tomar N grande o su�ciente tal que

1

2
N
2
−1

<
ε

2
e

∑
i>N

2

1

iα
<
ε

2
.
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.

Agora, observe que Φ de�nida dessa forma não satisfaz a condição de Dini. De

fato, calculando o módulo de continuidade temos m(Φ, 2−n) ≥ |An+1| + |An+2| +

|An+3|+ . . . e então

m(Φ, 2−1) +m(Φ, 2−2) +m(Φ, 2−3) + . . . ≥ |A2|+ |A3|+ |A4|+ |A5|+ . . .+

|A3|+ |A4|+ |A5|+ . . .+ |A4|+ |A5|+ . . .

= |A2|+ 2|A3|+ 3|A4|+ 4|A5|+ . . .

=
∑
k≥2

(k − 1)|Ak|

=
∑
k≥2

(k − 1)
1

(k − 1)α
=∞

.

29



Capítulo 7

Cohomolgia

Vamos considerar nessa seção o espaço X = [0, 1]N e o shift usual σ : X → X.

De�nição 7.1. Sejam φ1, φ2 ∈ C(X) funções contínuas. Dizemos que φ1 é coho-

mologa a φ2 se elas diferem por um cobordo, ou seja, se existe h ∈ C(X) tal que

φ1 − φ2 = h− h ◦ σ.

Dado ν > 0, seja Φ : [0, 1]Z → R ν-Hölder, ou seja, existe uma constante positiva

c(Φ) tal que

|Φ(x)− Φ(y)| ≤ c(Φ)dist(x, y)ν

Queremos de�nir um potencial φ que também será Hölder, mas talvez com um ex-

poente diferente, e cohomologo a Φ e que depende somente das coordenadas não

negativas de x, ou seja, depende somente de (x0, x1, . . .).

A ideia do teorema seguinte é adaptar um resultado proposto por Bowen em [3].

Teorema 7.1. Se Φ é potencial ν-Hölder, então Φ é cohomologo a algum potencial

ν
2 -Hölder φ com φ(x) = φ(y) sempre que xi = yi, para todo i ≥ 0.

Demonstração. Vamos considerar x = (..., x−2, x−1;x0, x1, ...) e x̄ = (..., 0, 0;x0, x1, x2, ...).

Agora de�na

u(x) =
∞∑
j=0

(
Φ(σj(x))− Φ(σj(x̄))

)
Podemos ver que

dist(σj(x), σj(x̄)) ≤ 1

2j
para qualquer j ≥ 0

Observe que a desigualdade inversa, possivelmente com uma constante, não é possível

já que podemos facilmente dar exemplos de pontos tais que dist(x̄, ȳ) = 0 mas
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dist(x, y) > 0. Também podemos ver facilmente, que para qualquer j ≥ 0

dist(σj(x), σj(y)) ≤ 2jdist(x, y)

E

dist(x̄, ȳ) ≤ dist(x, y)

Como Φ is ν-Hölder,

|Φ(σj(x))− Φ(σj(x̄))| ≤ c(Φ)dist(σj(x), σj(x̄))ν

≤ c(Φ)
1

(2ν)j

Como
∑∞

j=0 c(Φ) 1
2jν

<∞, u está bem de�nida e é contínua. Note que u é Hölder.

De fato, tome qualquer x, y ∈ [0, 1]Z, então �xe n onde dist(x, y) = 1
2n . Então,

|u(x)− u(y)| = |
∞∑
j=0

(
Φ(σj(x))− Φ(σj(x̄))

)
−
∞∑
j=0

(
Φ(σj(y))− Φ(σj(ȳ))

)
|

≤

n
2∑
j=0

|Φ(σj(x))− Φ(σj(y))|+

n
2∑
j=0

|Φ(σj(x̄))− Φ(σj(ȳ))|

+
∑
j≥n

2

|Φ(σj(x))− Φ(σj(x̄))|+
∑
j≥n

2

|Φ(σj(y))− Φ(σj(ȳ))|

Separadamente,

n
2∑
j=0

|Φ(σj(x))− Φ(σj(y))| ≤

n
2∑
j=0

c(Φ)dist(σj(x), σj(y))ν

≤ c(Φ)

n
2∑
j=0

(
2jdist(x, y)

)ν
≤ c(Φ)dist(x, y)ν

n
2∑
j=0

(2ν)j

≤ c(Φ)dist(x, y)ν
2ν(

n
2
+1) − 1

2ν − 1

≤ 2νc(Φ)

2ν − 1

(
dist(x, y)2

n
2

)ν
≤ 2νc(Φ)

2ν − 1

(
1

2n
2
n
2

)ν
≤ 2νc(Φ)

2ν − 1

(
1

2
n
2

)ν
≤ 2νc(Φ)

2ν − 1
dist(x, y)

ν
2 .
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Da mesma forma,

n
2∑
j=0

|Φ(σj(x̄))− Φ(σj(ȳ))| ≤

n
2∑
j=0

c(Φ)dist(σj(x̄), σj(ȳ))ν

≤ c(Φ)

n
2∑
j=0

(
2jdist(x̄, ȳ)

)ν
≤ c(Φ)dist(x, y)ν

n
2∑
j=0

(2ν)j

≤ 2νc(Φ)

2ν − 1
dist(x, y)

ν
2 ,

e,

∑
j≥n

2

|Φ(σj(x))− Φ(σj(x̄))| ≤
∑
j≥n

2

c(Φ)
1

2jν

≤ c(Φ)
∑
j≥n

2

1

2jν

≤ c(Φ)
1

(2ν)
n
2

1

1− 1
2ν

≤ 2νc(Φ)

2ν − 1

(
1

2n

) ν
2

≤ 2νc(Φ)

2ν − 1
dist(x, y)

ν
2
.

Portanto,

|u(x)− u(y)| ≤ 4
2νc(Φ)

2ν − 1
dist(x, y)

ν
2

Ou seja, u é ν
2 -Hölder. Então φ = Φ− u+ u ◦ σ também é Hölder. Mais ainda,

φ = Φ(x)−
∞∑
j=0

Φ(σj(x))− Φ(σj(x̄)) +
∞∑
j=0

Φ(σj+1(x))− Φ(σj(σ(x))))

= Φ(x)−
∞∑
j=0

Φ(σj+1(x))−
∞∑

j=−1
Φ(σj+1(x) +

∞∑
j=−1

Φ(σj+1(x̄))−
∞∑
j=0

Φ(σj(σ(x)))

= Φ(x̄) +
∞∑
j=0

Φ(σj+1(x̄))− Φ(σj(σ(x)))

Isto é, φ(x) depende somente de {xi}∞i=0, como gostaríamos.

Observação 7.1. Se considerarmos um espaço métrico compacto mais geral X = MN,

como feito em 4.3, podemos obter esse resultado de forma análoga.
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Capítulo 8

Shifts em Z2

Faremos nesse capítulo um resultado análogo ao do capítulo anterior mas agora para

shifts em Z2. A ideia é generalizar o resultado apresentado por Artuso em [1].

Antes, considere a família de aplicações σ(m,n), (m,n) ∈ Z2, de�nida sobre o

conjunto X = [0, 1]Z
2
; poderíamos também considerar um espaço métrico mais geral.

As aplicações são de�nidas da seguinte forma

(σ(m,n)(x))(i,j) = x(i+m,j+n)

Essas aplicações correspondem a ação de Z2 sobre X gerada pelas aplicações σ1 =

σe1 = σ(1,0) e σ2 = σe2 = σ(0,1). Observe que σ1σ2 = σ2σ1.

De�nimos a métrica em X da seguinte forma: tome |(i, j)| := max {|i|, |j|} e �xe

algum θ ∈ (0, 1), então de�nimos

dθ(x, y) =
∑
k∈Z2

|xk − yk|θ|k|

Observe que a cardinalidade das bolas Bk = {(i, j) ∈ Z2 : |(i, j)| = k} é 8k para

qualquer k ≥ 1 e B0 possui cardinalidade 1. Também observe que∑
k≥0

θk =
1

1− θ
e

∑
k≥1

kθk =
θ

(1− θ)2

Então, o diâmetro de X, com respeito a distância acima

1 +
∑
k≥1

8kθk = 1 + 8
θ

(1− θ)2

Se dθ(x, y) ≤ ε então podemos dizer que

|x(0,0) − y(0,0)| ≤ ε e |xk − yk| ≤ εθ−|k|
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Claramente, se |k| é su�cientemente grande então εθ−|k| > 1. Isso nos mostra que a

distância d é compatível com a topologia produto, cujos abertos são gerados pelos

cilindros ∏
i∈Z2

Ai

onde cada Ai é um aberto de [0, 1] e , no máximo, um número �nito de Ai são

distintos de [0, 1].

Também é possível mostrar que as aplicações σ1 e σ2 são contínuas com respeito

a dθ.

Lema 8.1. σ1 e σ2 são contínuas para dθ.

Demonstração. Primeiro, observe que para qualquer par (i1, i2) ∈ Z temos que

|(i1, i2)| − 1 ≤ |(i1 + 1, i2)| ≤ |(i1, i2)|+ 1

Agora, considere σ1 e então temos que

dθ(σ1(x), σ1(y)) =
∑
i∈Z2

|σ1(x)(i1,i2) − σ1(y)(i1,i2)|θ
|i|

=
∑
i∈Z2

|x(i1+1,i2) − y(i1+1,i2)|θ
|(i1,i2)|

≤
∑
i∈Z2

|x(i1+1,i2) − y(i1+1,i2)|θ
|(i1+1,i2)|−1

= θ−1
∑
i∈Z2

|x(i1+1,i2) − y(i1+1,i2)|θ
|(i1+1,i2)|

= θ−1dθ(x, y)

Para σ2 o raciocínio é análogo e é deixado para o leitor.

Dessa forma, podemos mostrar que

dθ(σ
j
1(x), σj1(y)) ≤

(
1

θ

)j
dθ(x, y) para j ≥ 0

8.1 A métrica dθ

Vamos considerar 0 < θ < ψ < 1. Então

dθ(x, y) =
∑
i∈Z2

|xi − yi|θ|i| ≤
∑
i∈Z2

|xi − yi|ψ|i| = dψ(x, y)

ou seja, a convergência na métrica dψ implica na convergência na métrica dθ.
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Lema 8.2. As métricas dθ e dψ não são equivalentes, mas de�nem a mesma noção

de convergência.

Demonstração. Considere p ∈ (1,∞) tal que

p >
log θ

logψ

e q ∈ (1,∞) tal que
1

p
+

1

q
= 1

.

Lembremos a desigualdade de Hölder,

∑
k∈N

akbk ≤

(∑
k∈N
|ak|p

) 1
p
(∑
k∈N
|bk|q

) 1
q

Podemos encontrar ω < 1 tal que ψ = θ
1
pω

1
q . Então

dψ(x, y) =
∑
i∈Z2

|xi − yi|ψ|i|

=
∑
i∈Z2

|xi − yi|
(
θ

1
pω

1
q

)|i|

≤

∑
i∈Z2

|xi − yi|pθ|i|
 1

p
∑
i∈Z2

ω|i|

 1
q

≤

∑
i∈Z2

|xi − yi|θ|i|
 1

p

C(ω)

≤ C(ω)dθ(x, y)
1
p

onde

C(ω) =

(
1 + 8

ω

(1− ω)2

) 1
q

e ω = ψqθ
− q
p

Portanto,

dθ(x, y) ≤ dψ(x, y) ≤ C(ω)dθ(x, y)
1
p

ou seja, as métricas dθ e dψ não são equivalentes, mas de�nem a mesma noção de

convergência.
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8.2 Cohomologia

Vamos agora de�nir a aplicação π1 : X → X tal que

(π1(x))(i1,i2) =

 x(i1,i2) se i1 ≥ 0

0 caso contrário

Observe que valem as seguintes desigualdades

d(x, π1(x)) ≤
∑
k≥1

(4k − 1)θk

d(σ1(x), σ1(π1(x)) ≤
∑
k≥2

(4k − 1− 2)θk

e, mais geralmente, temos

d(σl1(x), σl1(π1(x)) ≤
∑
k≥l+1

(4k − 1− 2l)θk para todo l ≥ 0

Então

∑
l≥0

d(σl1(x), σl1(π1(x))) ≤
∑
l≥0

∑
j≥1

(4(j + l)− 1− 2l)θj+l

=
∑
l≥0

θl

4
∑
j≥1

jθj + (2l − 1)
∑
j≥1

θj


=
∑
l≥0

θl
(

4
θ

(1− θ)2
+ (2l − 1)

θ

1− θ

)

=
3θ − 3θ2

(1− θ)3

Vamos considerar um potencial Φ : X → R que é ν−Hölder, ou seja, existe uma

constante C > 0 tal que

|Φ(x)− Φ(y)| ≤ Cd(x, y)ν

para algum ν ∈ (0, 1], o caso ν = 1 é conhecido como uma função Lipschitz. Agora,

de�na a u : X → R dada por

u(x) =
∑
j∈Z+

(
Φ(σj1(x))− Φ(σj1(π1(x)))

)
Lema 8.3. A função u, de�nida acima, está bem de�nida.

Demonstração. De fato, observe que

|Φ(σj1(x))− Φ(σj1(π1(x)))| ≤ Cd(σj1(x), σj1(π1(x)))ν
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E, pela desigualdade acima, para qualquer j ≥ 0

|Φ(σj1(x))− Φ(σj1(π1(x)))| ≤ C

 ∑
k≥j+1

(4k − 1− 2j)θk

ν

= C

θj+1
∑
l≥0

(2j + 4l + 3)θl

ν

onde k = j + 1 + l para l ≥ 0. Mas∑
l≥0

(2j + 4l + 3)θl = (2j + 3)
∑
l≥0

θl + 4
∑
l≥0

lθl = (2j + 3)
1

1− θ
+ 4

θ

(1− θ)2

Logo,

|Φ(σj1(x))− Φ(σj1(π1(x)))| ≤ C(θν)j+1

(
(2j + 3)

1

1− θ
+ 4

θ

(1− θ)2

)ν
A série ∑

j≥0
(θν)j+1

(
(2j + 3)

1

1− θ
+ 4

θ

(1− θ)2

)ν
converge, já que θ ∈ (0, 1) e então a função u está bem de�nida, como gostaríamos.

Assim, podemos enunciar o seguinte resultado:

Lema 8.4. Se Φ : X → R é potencial ν-Hölder, então existe um potencial ν4 -Hölder

u tal que

Φ = φ+ u− u ◦ σ1

com φ(x) = φ(y) sempre que x(i,j) = y(i,j) para todo i ≥ 0.

Demonstração. Observe que

u(x)− u(σ1(x)) = Φ(x) +
∑
j≥0

(
Φ(σj1(π1(σ1(x))))− Φ(σj1(π1(x)))

)
E, é fácil ver que a função∑

j≥0

(
Φ(σj1(π1(σ1(x))))− Φ(σj1(π1(x)))

)
não depende de qualquer ponto x(k1,k2) para k1 < 0. Queremos agora mostrar que

essa função é Hölder. Faremos isso mostrando que u é Hölder. Sabemos que para

qualquer j ≥ 0

d(σj1(x), σj1(y)) ≤
(

1

θ

)j
d(x, y) e d(σj1(π1(x)), σj1(π1(y))) ≤

(
1

θ

)j
d(π1(x), π1(y))
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Mas, como d(π1(x), π1(y)) ≤ d(x, y), podemos ver a segunda desigualdade como

sendo

d(σj1(π1(x)), σj1(π1(y))) ≤
(

1

θ

)j
d(x, y)

Considere x, y ∈ X onde d(x, y) ≤ θn para qualquer n.

|u(x)− u(y)| = |
∞∑
j=0

(
Φ(σj1(x))− Φ(σj1(π1(x)))

)
−
∞∑
j=0

(
Φ(σj(y))− Φ(σj(π1(y)))

)
|

≤
[n2 ]∑
j=0

|Φ(σj1(x))− Φ(σj1(y))|+
[n2 ]∑
j=0

|Φ(σj1(π1(x))− Φ(σj1(π1(y)))|

+
∑
j≥[n2 ]

|Φ(σj1(x))− Φ(σj1(π1(x)))|+
∑
j≥[n2 ]

|Φ(σj1(y))− Φ(σj1(π1(y)))|

Olhando cada somatório separadamente, temos

[n2 ]∑
j=0

|Φ(σj1(x))− Φ(σj1(y))| ≤
[n2 ]∑
j=0

c(Φ)d(σj1(x), σj1(y))ν

≤ c(Φ)

[n2 ]∑
j=0

(
1

θj
d(x, y)

)ν

≤ c(Φ)d(x, y)ν
[n2 ]∑
j=0

(
1

θν

)j

≤ c(Φ)d(x, y)ν
(
1
θ

)ν([n2 ]+1) − 1(
1
θ

)ν − 1

≤ θ−νc(Φ)

θ−ν − 1

(
d(x, y)

(
1

θ

)[n2 ]
)ν

≤ θ−νc(Φ)

θ−ν − 1

(
θn
(

1

θ

)[n2 ]
)ν

≤ θ−νc(Φ)

θ−ν − 1

(
θ[
n
2 ]
)ν

≤ θ−νc(Φ)

θ−ν − 1
d(x, y)

ν
2
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Da mesma forma,

[n2 ]∑
j=0

|Φ(σj1(π1(x)))− Φ(σj1(π1(y)))| ≤
[n2 ]∑
j=0

c(Φ)d(σj1(π1(x)), σj1(π1(y)))ν

≤ c(Φ)

[n2 ]∑
j=0

((
1

θ

)j
d(x, y)

)ν

≤ θ−νc(Φ)

θ−ν − 1
d(x, y)

ν
2

Agora, observe que∑
k≥J

kθk = JθJ + (J + 1)θ(J+1) + · · ·

= JθJ
(

1 +
J + 1

J
θ +

J + 2

J
θ2 + . . .

)
= JθJ

(
1 +

(
1 +

1

J

)
θ +

(
1 +

2

J

)
θ2 + . . .

)
≤ JθJ

(
1 + 2θ + 3θ2 + . . .

)
≤ JθJ

θ

(
θ + 2θ2 + . . .

)
≤ JθJ

θ

∑
i≥0

iθi

≤ JθJ

θ

θ

(1− θ)2

≤ JθJ

(1− θ)2

e, ∑
k≥J

θk = θJ + θ(J+1) + θ(J+2) · · ·

= θJ
(
1 + θ + θ2 + . . .

)
≤ θJ

∑
i≥0

θi

≤ θJ 1

1− θ
Lema 8.5. Se θ ≤ 1

16 , temos que

n

2
θ
n
2 ≤ θ

n
4

Demonstração. De fato, queremos mostrar que n ≤ 2(θ
−1
4 )n. Mas, sabemos que

n ≤ 2n é sempre verdade. Logo, se temos θ
−1
4 ≥ 2, que é verdade quando θ ≤ 1

16 .

Portanto, vale a desigualdade.
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Portanto, considerando θ ≤ 1
16 no que segue, temos,

∑
j≥n

2

|Φ(σj1(x))− Φ(σj1(π1(x)))| ≤
∑
j≥n

2

c(Φ)

 ∑
k≥j+1

(4k − 1− 2j)θk

ν

≤ c(Φ)
∑
j≥n

2

4
∑
k≥j+1

kθk − (2j + 1)
∑
k≥j+1

θk

ν

≤ c(Φ)
∑
j≥n

2

[
4

(j + 1)θ(j+1)

(1− θ)2
− (2j + 1)

θ(j+1)

1− θ

]ν

≤ c(Φ)
∑
j≥n

2

(
2j(1 + θ) + 3 + θ

(1− θ)2

)ν
(θ(j+1))ν

≤ c(Φ)

∑
j≥n

2

2j(1 + θ) + 3 + θ

(1− θ)2
θ(j+1)

ν

≤ c(Φ)

2θ(1 + θ)

(1− θ)2
∑
j≥n

2

jθj +
θ(3 + θ)

(1− θ)2
∑
j≥n

2

θj

ν

≤ c(Φ)

(
2θ(1 + θ)

(1− θ)2
n
2 θ

n
2

(1− θ)2
+
θ(3 + θ)

(1− θ)2
θ
n
2

1− θ

)ν
≤ c(Φ)

(
2θ(1 + θ)

(1− θ)4
n

2
θ
n
2 +

(θ − θ2)(3 + θ)

(1− θ)4
θ
n
2

)ν
≤ c(Φ)

(
2θ(1 + θ)

(1− θ)4
θ
n
4 +

(θ − θ2)(3 + θ)

(1− θ)4
θ
n
2

)ν
≤ c(Φ)

(
2θ(1 + θ)

(1− θ)4
θ
n
4 +

(θ − θ2)(3 + θ)

(1− θ)4
θ
n
4

)ν
≤ c(Φ)

(
2θ(1 + θ)

(1− θ)4
+

(θ − θ2)(3 + θ)

(1− θ)4

)ν
(θ

n
4 )ν

≤ c(Φ)

(
2θ(1 + θ)

(1− θ)4
+

(θ − θ2)(3 + θ)

(1− θ)4

)ν
(θn)

ν
4

≤ c(Φ)

(
2θ(1 + θ)

(1− θ)4
+

(θ − θ2)(3 + θ)

(1− θ)4

)ν
d(x, y)

ν
4

Agora, vamos de�nir as aplicações π2 : X → X tal que

(π2(x))(i1,i2) =

x(i1,i2) if i2 ≥ 0

0 caso contrário

E, v : X → R dada por

v(x) =
∑
j∈Z+

(
Φ(σj2(x))− Φ(σj2(π2(x)))

)
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Então, podemos enunciar o seguinte resultado

Lema 8.6. Se Ψ : X → R é um potencial ν-Hölder, então existe um potencial
ν
4 -Hölder v tal que

Ψ = ψ + v − v ◦ σ2

com ψ(x) = ψ(y) sempre que x(i,j) = y(i,j) para todo j ≥ 0.

A prova é análoga a do caso anterior. E então, podemos enunciar o principal

resultado desse capítulo.

Teorema 8.1. Se Φ : X → R é um potencial ν-Hölder, com ν ∈ (0, 1]. Então

existem u, v, φ potenciais ν
16 -Hölder tal que

Φ = φ+ u− u ◦ σ1 + v − v ◦ σ2

com φ(x) = φ(y) sempre que x(i,j) = y(i,j) para todo i, j ≥ 0.

Demonstração. Pelos lemas 8.4 e 8.6, existem potenciais Ψ, u ν
4 -Hölder tais que

Φ = Ψ + u− u ◦ σ1

com Ψ(x) = Ψ(y) sempre que x(i,j) = y(i,j) para todo i ≥ 0. E, aplicando o lema

seguinte, para Ψ, temos φ, v potenciais ν
16 -Hölder tal que

Ψ = φ+ v − v ◦ σ2

com ψ(x) = ψ(y) sempre que x(i,j) = y(i,j) para todo j ≥ 0. Portanto,

Φ = φ+ u− u ◦ σ1 + v − v ◦ σ2

com φ(x) = φ(y) sempre que x(i,j) = y(i,j) para todo i, j ≥ 0.

8.3 Somas de Birkho�

Considere uma caixa ΛL de lado L dada por

ΛL =

x(0,n) · · · x(n,n)
...

. . .
...

x(0,0) · · · x(n,)
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Como Φ = φ+ u− u ◦ σ1 + v − v ◦ σ2, a soma de Birkho� em ΛL, para x ∈ ΛL é

dada por

L−1∑
i,j=1−L

Φ(σi1σ
j
2(x)) =

L−1∑
i,j=0

φ(σi1σ
j
2(x)) +

L−1∑
i,j=0

(
uσ01σ

i
2 − uσL1 σi2 + vσi1σ

0
2 − vσi1σL2

)
(x)

De�na

c = c(x) = max
1≤i≤L−1

{|u(σ01σ
i
2)(x)|; |u(σL1 σ

i
2)(x)|; |v(σi1σ

0
2)(x)|; |v(σi1σ

L
2 )(x)|}

Observe que a função φ depende de L2 pontos, enquanto as funções u, v dependem

de no máximo 4L pontos. E, como |ΛL| = L2, temos

1

|ΛL|

L−1∑
i,j=0

(
u(σ01σ

i
2)− u(σL1 σ

i
2) + v(σi1σ

0
2)− v(σi1σ

L
2 )
)

(x) ≤ 4Lc

L2
=

4c

L

Fazendo L→∞, ou seja, quando ΛL ↗ N2, temos

lim
L→∞

1

|ΛL|

L−1∑
i,j=0

(
u(σ01σ

i
2)− u(σL1 σ

i
2) + v(σi1σ

0
2)− v(σi1σ

L
2 )
)

(x) ≤ lim
L→∞

4c

L
= 0

Para L su�cientemente grande e todo x temos

1

2L2 − L

L−1∑
i,j=1−L

Φ(σi1σ
j
2(x)) =

1

L2

L−1∑
i,j=0

φ(σi1σ
j
2(x)) +O

(
1

L

)
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