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caberyas. O desenho gecmEtrico 2 trabalhadc., ji gue a opreciszic
das Iiguras £ fundamental na montagem dos guebra-cabesas. £ um
2 & - . 5 1
trabalho gue pode ser desenvcolvido Ja a partir da 4 S=rie
o
1 grau.
*  Uma abordagem dedutiva - s20 apresentadas as

]

demonstracdes gue nos garantem gque, de fato , os quebra-cabecas
c c

estidoc matemdticamente orretos. Nesta fase utilizamos varios
conceitos da geometria : angulos reﬁds, complementares
surlementares, retas perpendiculares e paralelas, soma dos
angulos nternos de um tridngulo, tridngulos congruentes e

i
semelhantes, comprimento e aArea.

BEstas notas pretendem ser uma contribuicio ao estudo da

. .. o o w
Geometria,especialmente nos 1 e 2 graus, j& que todos o=
conteddos  agui desenvolvidos fazem vparte do curriculo de

matemadtica de nossas escolas.

0 trabalho agui apresentado foi desenvolvido por alunos
do curso de Licenciatura em Matemitica como parte das atividades
5 0 ; . . P
do 1= Sald3c do Alunos do Cursoc de Licenciatura em Matematica

da UFRGS, realizado em outubro de 19S82.



oremas  s30  trabalhados atraves da  técnica  de

e
recortes. O material agqui apresentado
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diversas maneiras dependendo do piblico a que se dirige

¥ Uma abordagem ladica - - 880 guebra -cabegas que
transIormam triadngulos em retangulos, retianguleos em quadrados,
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guadrados num guadrade e poligono gualguer em qguadrado.
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mos explorar as formas geom&tricas j& a rartir das primeiras

o
s=ries do 1 grau.

(o

* Uma abordagem intuitiva = guadrados, triidnszsulos.
retas paralelas, retas perpendiculares, paralelogramos =s%o zlguns

dcs conceiltos desenvolvidos na construcZo dos guebra-cabecas.

U desenho geom®trico ¢ trabalhado, ji que a precisio das figuras
2 fundamental na montagem dos quebra-cabecas. E um trabalhc gue
. ~ . ~ C e . a . , .0
pode ser desenvolvido j2 a partir da 4 =2rie dc 1 grau.
* Uma abordagem dedutiva - =30 apresentadas as

demonstras®es gue justificam o funcionamento de cada um dos
guebra-cabesas. Nesta fase utilizamos vArios conceitos da

geometria : Aangulos retos, complementares e suplementares

-

retas rerpendiculares e paralelas, soma dos ingulos internos de
um triadngulo, triadngulos congruentes é semelhantes.

Estas notas pretendem ser uma contribuicio ao estudo da
Geometria, ja& gque todos os conteddos aqui desenvolvidos fazem

‘parte do curriculo de matemdtica de nossas escolas.

trabalho aqui apresentado foi desenvolvido por alunos
do curso de Licenciatura em Matem&tica como parte das atividades
do 1° Salfo do Alunos do Curso de Licenciaturé em Matemitica
da UFRGS, realizado em 1892.



NOTACAQO UTILIZADA NO TEXTO

LB segmento de extremos A e B
A ‘ri . . 3
AR semi-reta de origem A passando oo R

!
2

AB || CD Segmentos paralelos

EE ! EB Segmentos prerrendiculares

AR = D segmentos congruentses

BATZ ou A angulo de vertice A & lados AB e AC

A =D angulos congruentes

BAC ~ N&F angulos congruentes

A ART triangulo de v@rtices A.B e G

& ABC ~ A DEF triingulos congruentes

L.L.L. critério de congrugncia ladc, ladn, lado
A.L.A. critério de congrugncia angulo,lado,2ngulo
L.A.Ab. criterio de congrudncia lado,éng.,éng-oposto

o ABCD quadrildterc de vErtices A.B.C e D.

Teorema dos 180 -

A soma dos &ngulos internos de um tridangulo £ 180 graus.

Observacio:
Todas as demonstracdes estio feitas na forma afirmas8o X razio. A
coluna da esguerda s3o as afirmas®es e a da direita s3%0 as

razdes.
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PARTE |
TEOREMA DE PITAGORAS

Vamos agui trabalhar com o tecrems na forma enunciada n

Num tridnsulc retédngulo a 4rea do gquadrado gue tem com

O

&

hipotenusa ¢ igual a soma das Areas dos quadrado
o)

w

Vamos apresentar aqui gquatro demonstrac®es. Em todas
elas o procedimentc ¢ recortar os tres guadrados de maneira tal
gue podemos compor ¢ quadrado maior a partir dos dois menores.
Nas tres primeiras demonstras®es iniciamos com as instruc®es de

recortes (ou seja, a construgdo do guebra-cabeca) e finalizamos

com a demonstrasdo gue nos garante que de fato € rossivel compor
0 quadrado grande a partir dos dois menores (ou seja, o quebra-
cabesa de fato esztd certo). Na Gltima demonstras2c o raciocinio

&k
usadoc &€ o que aparece no primeiro dos treze livros de Euclides -
mostra-se que o guadrado maior se decompde em dois retadngulos,
cada um com Aarea igual a wum dos quadrados menores, e o
gquebra-cabesa transiorma estes retidngulos em quadrados.

No final das demontrasBes anexamos os mapas dos

quebra—-cabesas.
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1% DEMONSTRACZO

l ) s e =

Seja ABC um tridngulo retangulo com dngulo reto em

mentos XE = b, AB = c e BC = a.

A e os seg

i\

A
1) Sobre os lados AC e AB con

Construcio da figura? //'/C>2;;/N
2 c ‘

s%fuir O0s quadrados ACGF e ABEP,
de lados respectivamente b e c.

2) Tragar uma perpendicular ao lado BC passando por C e

| cha-
f mar de H a intersecc¢do com o segmento EE:
} ;

3) Tracar uma paralela a BC passando por H.

MATEMATICA

. 4) Tracar uma perpendicular a EE.passando pPor B e chamar de I
a intersecgdo com a reta construida em 2.

3LIOTECAS

NRIAL DE

5) Tragar uma perpendicular a BF partindo de I e chamar de

J
a intersec¢ido com BF.

DE BIE
QKT

6) Marcar sobre AC um segmento XE:

w)
<7
=

de comprimento igual a c

0= c
7) Prolongar EB e marcar um segmento BE' de comprimento igual i;;;
ac
8) Ligar D' a E' formando um novo quadrado ABE'D' de lado i-
qgual a c. ]
9) Considere L a interseccio FA com IH.
10) Considere M a interseccdo de IB com DA.
11) Considere N a interseccio de BC com E'D'.
Provaremos agora que a figura IBCH & quadrado:
1) B = C = 90° 1) Por construcao
’ 2) H=90 = 1 2) IH || BC, BC | AC e IB | B0
3) IBCH é retangulo 3) Por 1 e 2
4) AC £ cG 4) lados do quadrado ACGF
5) BCA + ACH = 90° 5) Por construcao
6) HEG + ACH = 90° 6) Pois é& vértice do quadrado

ACGF

6.



7)BCA 2 HCG 7) Por 5 e 6
o

8) A ABC = A gHC 8) Por 4, 7 e A.L.A.
9) IBCH é quadrado 9) Por 3 e 8

Queremos mostrar que os quadrados DEBA e ACGF conseguem co-
brir exatamente o quadrado IBCH.

De acordo com a construcao, as.figuras ABND' e ACHIL ja es-
tao dentro deste quadrado. Falta mostrar que o restante das figu

ras encaixam-se nos espacos que sobram:

10) BI = HC 10) Lados do quadrado

11) JIs + ABI = 9¢° 11) Teorema dos 180°

12) aBc + ABI = 90° 12) Por construcio

13) J1B 2 aBe 13) Por 11 e 12

14) A 19B = A asc 2 A gre 14) Por 8, 10, 13 e L.A.7o.

15) IJ = AB 2 BE' . 15) Por 14 e por construcio

16) E'BN + ABC = 90° 16) Pois s3o vértices do qua
drado

17) 117 + JIB = 90° 17) Pois sido vértices do qua
drado.

18) E'BN 2 1ig 18) Por 16,17 e 13

19) A 1L 2 A BE'N 19) Por 15, 18 e L.A.ao.

20) FH + HG = AD' + D7C 20) Lados do quadrado ACGH

21) FH = D'C 21) Por 14

22) F = D = 90° : 22) vVértice de quadrados

23) FlH = 157 = CND! 23) angulos opostos pelo vér
tice e por 19

24) A FLE =2 A D'NC 24) Por 23, 21 e L.A.Ao.

Logo, esta comprovado que as figuras encaixam-se exatamente
no quadrado.



QUEBRA-CABECA

.~ - /
* Tome o triangulo retangulo ABC coT)seus respactivos qua-
rados: !

1) Trace BM perpendicular a EE'passando por B.
2) Trace CH perpendicular a EE-passando por C.
3) Trace HL paralela a BC passando por H.

* Recorte: os quadrados conforme foi montado e componha

o
quadrado de lado a

de acordo com a figura abaixo:
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22 DEMONTRACZO

(

Demonstracao feita por Perigal.

Considere o tridngulo ABQ\com angulo reto em A e com medidas
dos segmentos AB = ¢, BC =4 e AC = b

o

* Construcdo d& figura:v D
a) Desenhe quadrados sobre os lados do tridngulo inicial.
- b) Desenhe as diagonais\ao qﬁadrado ABED (tracejado na figu-
ra). Chame de M a interseccao das diagonais.
c) Divida o quadrado em quatro partes iguais, tracando os
segmentos XY e EV, que passam pelo centro de ABDE paralelos aos

lados do quadrado de lado BC. Sendo assism,

temos 4 pecas com an-
gulo reto.

d) Assinale em cada peca os angulos retos com os numeros 1,
2, 3 e 4.

Sera que, recortando estas quatro pecas e juntando-as com o
quadrado de lado c conseguiremos cobrir o quadrado de lado a?

Mostraremos que sim:

1) & aMB= AaBM =2 ApME 2 A EMA 1) Por L.L.L.

2) A EMV £ ApMy A BMU =A aMX  2) Por A.L.A.

~

3) AXMU = BUMY < DYMV % VMXE 3) Por 1 e 2

4) XM= YM Z 0N = MV 4) por 3

5) XE= VD = YB = UaA 5) Por 3

6) AX = EV < DY = BU 6) Por 3

7) XM + MY = CB = OM + OV 7) XY || BC e X || BY
lados de um paralelog.

8) XA B

S

o+
3l
I
&5

8) lados do paralelogramo
CXYB

10
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Consegiremos encaixar os quatro pedacos no quadrado de lado
CB como mostra a figura 2.

1) 1, 2, 3 e 4 s3o angulos 1) Por construcio
retos

2) 2MY = 2MV = 2MX = 2MU = 2) Por 4 e 7
CB

Sobra, no entanto a figura de lado DEAB. Mostraremos entao
que & um quadrado de lado AC.

N o~

A ~
3) A=E =

DZ B 90° 3) Vértices do quadrado AEDB

4) AC = YB - XA = VD - BV 4) Por 5, 6 e 8

Logo, por 3 e 4, DEAB é& quadrado com lado igual a AC.

QUEBRA-CABECA

* Para fazermos o quebra-cabeca precisamos apenas recortar o
quadrado de lado b de acordo com a orientacao dada em b, ce 4,

utilizada na construcdo da figura 1.

I

i

i1,
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32 DEMONSTRACAO

Dado o triangulo ABC retdngulo com angulo reto em A:

£ F o
\(
Nt
A
XJ
d
a ———

Consideremos as seguintes medidas para os segmentos AC = b,
BC = a e BA = C.

Construcao da figura desejada:

1) Levantar duas perpendiculares ao segmento B€. Uma passan
do pelo vértice B do A AaBC e a outra passando pelo vértice . C
do A ABC.

2) Marcar o ponto D sobre a perpendicular que passa por C
de forma que CD = a e o ponto E sobre a perpendicular por B de
forma que BE = a.

3) Unir os pontos D e E.

Por construcao, o quadrilitero BCDE é um quadrado.

4) Prolongar o segmento AB até que encontre o lado DE e cha
me de F a interseccao.

5) Tracar uma perpendicular ao segmento BF que passe pelo
vértice E do quadrado e chame de G a interseccao deste segmento
com o segmento BF e de H a intersecg¢dao com o segmento DC.

6) Tracar uma perpendicular 3 AC e EH que passe pelo vérti-.
ce D do quadrado e chame de I a 1nterseccao com o segmento AB e
J a intersecg¢do com o segmento ‘EH.

14,



Temos agora:

1) A2G62327T = 90° 1) Por construcio
- 2) DE < DC £ BC = BE 2) Por construcio

3) DEJ + BEG = 90° 3) Por construcao

4) EDJ + CDI = 90° 4) Por construcgido

5) DEJ + EDJ = 90° . 5) Teor. da soma dos angulos
internos de um tridngulo

6) BEG T JDC 6) Por 5 e 3

7) cDI Z DEJ 7) Por 5 e 4

8) CDI + CDJ = 90° 8) Teor. da soma dos angulos
internos de um triangulo

9) EDJ Z DCI 9) Por 8 e 4

10) A JED = A IDC 10) Por 9,7,2 e A.L.A.

Analogamente conseguiremos mostrar que:
11) A aBCc = & GeB = A JgpE 2 D 10D

Sabemos que o quadrilatero AIJG €& retangulo pois as retas
foram construidas perpendicularmente . Porém sabemos, por 11) ,

que AI = (b-c) e IJ = (b-c). Logo, ele é quadrado.

Analisaremos agora a area do quadrado maior:

A area do quadrado grande é igual a soma das areas dos 4

triangulos + area do quadradinho, entdo:

a2 = (b-c)2 + _4bc

2
a? = b3 = 2b€ + ¢ + 2HC
a2 = b2 + o2

Com esta afirmacao, podemos concluir que a area do quadrado

grande pode ser decomposto em dois quadrados menores com lados

b e c. 45'



QUEBRA-CABECA

Consideremos a figura construida inicialmente.

* Corte dois destes triangulos em outros dois, sendo um de-

les retangulo e isdsceles.
* Tome dois dos tridngulos retangulos da figura.
Recorte em cada um destes retangulos um tridngulo isdsceles
de lado c conforme indicado:
7
b-C { ' |
] b

C )-

2

C

* Tome o quadrado central de lado b-c

}b-c

Temos entdao 7 pecas. Vamos enumera-las

MM AN

A partir destas pecas,
de lado a,

que originalmente formavam um quadrado
vamos conseguir construir 2 quadrados de lados respecti
vamente b e c.
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40 DEMONSTRACZO

Demonstracao feita por Euclides:

Seja ABC um tridngulo retdngilo com angulo reto em A e Os seqg
mentos AB = ¢, AC = b e BC = a.

Construcao da figura: E G I

1) Construir quadrados sobre os lados do triangulo.

2) Tracar uma perpendicular & BC partindo de A e prolongar a-
té EI. Chamar de F a interseccao com BC e G a interseccao com EI.

3) Tragar AE e CD

1) BE = BC 1) lados do quadrado de lado a

2) DB = AB 2) lados do quadrado de lado c

3) DBC ¥ aBE 3) DBC = 90 + ABC = ABE

4) A ABE = ACBD 4) Por 1, 2, 3 e L.A.L.

5) ZﬁxABE e-Zé&CBD possuem a 5) Por 4
mesma area

6) érea.‘Z&ABE = area ZXFBE, 6) Tomando BE como base dos
que € a metade da irea triangulos, a altura sera i
do retangulo BEGF gual a BF

Observe a figura 2:

b\\ ,/c
\‘\ /
Acos - sres o
7) area do CDB = area do 7) Tomando como base DB, a altu
ZXADB, que é a metade ra sera AB

da area do quadrado HDBA
8) area HDAB = area BEFG 8) Por 5 e 6

19.



Comprovaremos agora que a area do retangulo FGIC é igual 3
area do quadrado LACJ:.

L

A J
8 £ c
E g 1

* Tracar BJ e AI

1) BC = CI 1) lados do quadrado de .- Iade
a

2) AC = CJ 2) lados do quad. de lado b

3) aCr = B&J 3) BCJ = 90 + ACB = ACI

1) Aact = Ascg 4) Por 1, 2, 3 e L.A.L.

5) Os triangulos ACI e 5) Por 4

BCJ'possuem mesma

area

* Tracar FI e AJd:

6) area AFCI =Aérea 6) Tomando como base CI, a al
ACI, que &€ a me- tura sera FC
tade da area do re-
. tangulo FGIC
7) area ACJ =L\area ' 7) Tomando como base CJ, a al

BCJ, que € a me- tura sera AC

tade da area do qua

drado LACJ
8) area de FGIC = area 8) Por 5 e 6.
LACJ

Ja sabemos que a area do quadrado maior de lado a é igual a
soma das areas dos quadrados menores de lados b e c; provando a
relacao apresentada no Teorema de Pitdgoras ; porém, fica a per-
gunta: |

" Como recortar os guadrados pequenos de forma que se encai

Xem no quadrado grande 2?2 "

L,



Foi demonstrado anteriormente que a area de BEFG é igual a
drea de HDBA.

E conhecido que : dado um quadrado que possui a mesma area

de um retangulo, este pode ser recortado de forma a encaixar-se

no primeiro.

QUEBRA-CABECA

- Procedimento:

Devemos analisar estes casos:

19 caso : 2H? R

Dados um quadrado e um retangulo de mesma area, a largura do

retangulo ultrapassa a metade da medida do lado do quadrado.

* Trace uma reta unindo os vértices H

H 7'//36// A a F. Chame de I a interseccao com GB
B 270 0 l/é 2 e J a intersecg¢ao com AB. ‘
G j><<//</;/ * Recorte sobre a reta.
i“‘ Cﬁfggcz__ * Sobreponha o tridangulo AHJ sobre
“L.ED E; ¥ IBF.
* Justaponha o triangulo HGI sobre JBF
20 caso: 2H = R
Dados um quadrado e um retangulo de mesma area, a largura do
retangulo é exatamente a metade da medida do lado do quadrado.
- i A * Trace uma reta unindo os vértices ﬁ
%-99// ' a F.Chame de I a interseccao com GB.
e{:%°;;3 4 ‘ 3 * Recorte sobre a reta tracada.
> ffifé/ /67’ * Sobreponha o triangulo HAI no trian-
| °g°:°o o/ gulo IBF e o /A HGI no A IBF.
ED B [

30 caso: 2HZ R

Dado um quadrado e um retangulo de mesma area, a. largura do

retangulo &€ menor que a metade da medida do lado do quadrado.

1

W

A

<

* Sendo assim, corta-se o retangulo no

ponto médio do seu comprimento total
e "empilha-se" as duas partes sobre o
qguadrado.

Bx Repete-se o procedimento até que a

G

)
"
L

N

largura da "pilha" de retangulos al-

o

o)

cance a metade da medida do quadrado
ou ultarpasse-a , recaindo numa situ-

acao do 12 ou 292 caso.

21
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PARTE 1I
TEOREMA DA EQUIDECOMPOSICAO DE POLIGONOS

decompor um deles em poliszonos menores de modo a compo

Em outras palavras. podemcs decompor o3 dois

)
'T_'(
O
[_

[
i[5}
0
3
¢]
5

em roll gonos menores, dols a dois congruentes. lLia: porgue o nome

A rprartir destas transfcrmazdes

desejado : dividimos o poli gono em triangulos transformamos os
triangulos em retangulos, os retangulos em guadrados. e +tomandco
pares de guadrados, sucessivamente. vamos transformando todos os
guadrados num Unico quadrado.

E s3e dois poligonos tem a mesma Area podemos
transformi-los em quadrados de mesmas areas , e sobrepondo os
recortes dos gquadrados (isto 2 .ambos devem ter o3 mesmos

recortes) transformamos um poli gono no outro.

Este teorema foil demcocnstrado por F.Bolyai em 1832 e,
independentemente, em 1833 por G.Gerwien. F.Bolvai era o pai do
famoso matemdtico hiungaro Janocs Bolyail, descobridor da Gecmetria
Hiperbslica ( que também foi descoberta por Lobatchevski =
Gauss). Gerwien era um matemdtico amador alemio.

ado analogoc £ verdadeir
rara poliedros. Max Dehn., alunc ds DI, Hilbert, provou em 13900 que

isto ndo = verdade: um tetraedro regular = um cubo de mesmo

)

volume nfo sic eguilidecompori vei

1)



TRIANGULO ISOSCELES > RETANGULO

E . .=
r

i
I
t

l
|
|
l

A c

D
CONSTRUGQAO - Tragar a altura do trisngulo CBDD.

HIPOTESE - A ABC isdsceles.
TESE - o AEBD reti&ngulo de mesma Area do A ABC.

AFIRMACZXO RAZXO
15 2 ~ E 15 Por hipétese
2> ADB ~ CDB = 90° 2> Altura BD L AC
3D gl &~ Ba 3) Teorema dos 180°
4> A ADB ~ A CDB 4> ALA - de 1,3 e AB ~ CB

Ao separarmos os pedagos do A isdsceles acima montaremos um re

tangul o:
'» B
/
T ¥
7
I M //
/ I
e
€
> D
5) E ~ ¢DB = g0 5> Por montagem
&) G ~ ADB = 90° 62 Por montagem
7d gl + A = 909 _ 7) De 2 e teorema dos 180°
8 b2 + ¢ = 90° & Idem ao 7
9) F =bl + ¢ = g0° D Delev7
100 H = b2 + A = g0° 100 De 3 e 8

Se o AEBD (o EFGH) foi construido com os pedagos do A ABC

entio eles tém a mesma Area.

Zb



TRIANGULO QUALQUER ; >RETANGULO

3 W T |T e *
T G K T -
) s | . s
CONSTRUGXO- 1D Tragar os pontos médios de AB e AC.
2) Tragar reta passando pelos pontos
médios.
3> Tragar a altura do A AHE.
HIPOTESE- A ABC qualquer.
TESE- o DBFC tem Area igual ao A ABC.
AFIRMACZXO RAZZXO
13 BH =~ AH 1> Por construg¢foc CH pon-
to médiod
a2 DﬁB o GﬁA 2) Opostos pelo vértice H
3) BDH ~ AGH = 90° 3 DB e GA sfo L A DF
4> DBH ~ GAH 4) Teorema dos 180°
5> A DBH ~ A GAH 5 ALA - de 1,2 e 4
6> DF || BC 6> Teorema do segmento
médio
7d ch ~ AQE 73 Angulos corresponden-—
tes em retas ||
8 AHG + HAG = 90° 8) Teorema dos 180°
¢ HGA = 90%>
9> DBC = DBH + HBC = 90° @ De 4 e 7
100 A AGE ~ A CFE 10> ALA
AEG &~ CEF Copostos pe-
lo vérticed
KE ~ CE CE ponto mé-
diod
GXE e FEE CTeorema dos
180
11> AGE ~ CFE = g0° 11> AG e CF L a DF
125 B&E z_GgA 12> Angulos corresponden-—
tes em retas ||
13> BCE + ECF = 90%°= BCF 13) Conforme a figura

Se o DBFC se forma com os pedacos do A ABC, entSo eles tem a

mesma Area.
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1>

2D

3D

4>
5

22 PARTE:

HIPOTESE- Idem a 12 parte,
BG || ED || FC e EB
TESE- A GIJD ~ A IFC e A DCH

AFIRMAGZXO
A GID ~ A IFC

~ A

' JEF ~ DHC e EJF ~ HDC

o FIDC & paralelogramo

FJ ~ CD
A DCH ~ A JFE

28.

1>

23

3D

43
2B

JG ~ FI
A JFE
RAZXO

ALA CEB ~ JG,GJD ~ IFC
DGJ ~ CIF = 90°
Angulos corresponden-
tes em retas ||

FC Il JD Chipétesed

FJ || CD ¢ a ADD

De 3

ALA

EFT ~ HCD = 90
FJ ~ CD Cde 4D
EJF a HDC Cde &)

O



RETANGULO

> QUADRADO

da prassagem do retanguloc para Jguadrado
3 e ~ 7 Grraciva oo
de mesma sArea vamos construlr o lado de fal guadrads
[t
4 el ¢ I

CONSTRUCZXO:
1> Tragamos lados a e b de R conforme a figura;
2) Marcamos M ponto médio deste segmento;
3> Tragamos meio circulo com raio MA e centro M;
4> Tragamos perpendicular passando por P ate
encontrar o circulo no ponto C. o
///’ ) = C
o N
A'//, N,
K
o
: a b-—1
, 3 K
A oM P B
DEMONSTRACAO: _
AFI RMACAO: RAZAO:

15D ABC retangule
2
zyac= £+ cp?

2)Hipotenusa A CPA
»Bc%= X+ cp*

13Inscrito em um circulo

3D Hipotenusa A CPB



2
4>3Ca + bd = ACZ+ BCz 45De 1

55Ca + b) = af+ P+ B+ cp? 5)De 2,3, 4

BYa%®+ 2ab + b= a*+ Bo+ 2CpP% B)De 5 e Algebra
ab =(:PZ

Vab = CP

Assim mesmo desconhecendo o= valores numéricos dos lados a e b

do retangulo R. podemos construir gquadrado de mesma Area que R.

1}

amos agora transformar o retangulc em guadrado:

1) Comstruilr scbrevosto ac r=tangulc um qguadrado
de mesma area., conZIorme a figura
> > —>
- = . = s . )
21 Tracar as retas JF. DE & BG coniorme a figura

A demonstragio de transformagio de retingulo em quadrado =zeri

dividida em duas partes:

E

N

1 2 PARTE: A
HIPOTESE—- Area do retAngulo ABCD & igual a 4rea do
quadrado AEFG.
TESE- BG || ED || FC. -
AFIRMACZXO RAZAO
1> Area do ret&ngulo = AB x AD 1D Conforme a figura
23 Area do quadrado = AE x AG 23 Conforme a figura
3> Area do retingulo = area do qua- 3> Hipdtese
do
“ 4> AB x AD = AE x AG 4> De'1,2 e 3
53 AD/AG = AE-/AB 55 De 4
8> A EAD ~ A BAG 6> LAL - de 5 e A
73 AED o AgG = ABE oo A%B 73 De B
8 BG || ED 8> De 7 CAngulos corres-—
pondentes)
83 o EBGJ & paralelogramo 9 EB || JG Clades do

quadraded, BG || EJ



10> EB =~ JG 10)
11> EB =~ FI 11
12> J6 =~ FI 12
13> IC =~ GD 13
14> AeID ~ AIFC 14D
15> GID ~ IFC e GDJ =~ ICF 15
16> FC || JD 16

E portanto FE 1 ED |1 BG

De 9
EBIF ¢ paralelogramo
CEB || FI e EF || BI>
De 10 e 11

ICDG ¢ paralelogramo
cIC || @D e &I || DO
LAL - de 12,13 e
FIC = JGD = 00°
De 14

De 15 Cangulos

cor —

respondentes)

=22 PARTE:
HIPOTESE- Idem a 1 @ parte,
BG || ED || FC e EB ~ JG ~ FI
TESE- A GID ~ A IFC e A DCH ~ A JFE
AFIRMAGXO RAZXO
1> A GID ~ A IFC 1> ALA CEB =~ JG,GJD =~ IFC
| DGJ = CIF = ©0°
23 JEF L% DﬁC e EEF o HBC 2> Angulos corresponden-—
tes em retas ||
3> o FJDC ¢ paralelogramo 3 FC || JD Chipétesed
FJ I1CD ¢cL a AD>
4> FJ =~ CD - 4> De 3
5> A DCH =~ A JFE B3 ALA
EFT ~ HCD = 90°
FJ =~ CD Cde 4>
EJF ~ HDC Cde 25
Observas&o: Na demonstragio feita estamos admitinde gue a base do
reténgulo ¢ menor do que o dobre do lade do quadrado. Se isto n3ic

1 a = F=oaw- L 2 - ~ 7 o
acontece devemos cortar o retdngulc ao meio. empilhar oz dois
retangulos e repetir o mesmo raciocinio para este novo retingulo



DOIS QUADRADOS

o
O

w
i

1 PARTE:

> UM QUADRADO

E D c
T

M

E H 6

HIPOTESE- o ABCD = o ECGF quadrados.
TESE- o EBIH quadracdo.
CONSTRUCAO- Dados o= quadrados os g ARBCD e 0 ECGE:

AFIRMACXO
FEG ~ JEI

JIB ~ FHE

13 Tragar reta entre E = B.

22 Tragar 1 a ER passando por E.

3 Tragar 1 a EB pas=sando por B.

43 Tragar

L &

reta resultante de 20,

passando pelo ponto de interseccifo destsa

53 Est4 construido o o EBHI, retingulo.

6> Tragar 1 a BG passando por 1.

&L

-
e

AL
k"'

RAZROD
EF || BJ
EH |} BT
JI {I FH
BI || EH
Lados opostos de um re

tangulo ¢ por constru-

at-Tal)

ALA- De 1,8 & 3

Lados de um quadrado
C o ECGHD>

(&)

HEF + HEC = 90
BEC + HEC = 90
ALA- De 4 e 5
EFH =~ ECB = 90
De 7

(s}

O



= PARTE:
HIPOTESE- o ABCD, o CGFE, o EBHI quadr ados.
TESE- A o ABCD + A o CGFE = A o ERIH

93 A EFH ~ A BJI ' 9y 1* parte- de 4
103 A ECB =~ A EFH 107 1% parte- de 7
11> A EFH ~ ARJI 11> D= © e 10
12) BC ~ JII 123 De 11
13) AB ~ BC 132 Lados do o ARCD
14D AB ~ JI 143 De 12 e 1.3
155 ABL =~ JIM 18> AB |} 7T e EB || AT
163 A LAB ~ A MJT 163 ALA- De 14 & 15
LAB =~ MJI = g0°
17> EL ~ HM 17> EL = EE - BL
HM = HI - MI
EE =~ HI
BL ~ IM
18> A\ EDL =~ A HGM 18) De 17
LED ~ MHG ¢ BE |} IH 5
¢ EC |} FG >
ELD ~ HMG ¢ BB |} AT 5
¢ AD |} J6 >

Como os dois primeiros quadrados (menores) preenchem correta-—
mente o espaco Careal do 0 malor, temos que a soma das  Areas

dos quadrados menores & igual a 4rea do quadrado maior.

33,



TRES QUADRADOS -——> UM QUADRADO

12 PARTE:
Transformar quadrado A e quadrado B em um udnico
quadrado (quadrado D).
CONSTRUGCAO e DEMONSTRAGAC vide “DOIS QUADRADOS ——--->
UM QUADRADO™.

22 PARTE:
Transformar o D Cresultante da primeira parted) e qua-
drado C em um Unico quadrado, que serid o quadrado de

Area igual a soma das Areas dos quadrados A, B e C.

34,



HEXAGONO

> UM QUADRADO ’

12 PARTE:

Dividir o hexAgono conforme a figura.

Destes cortes resultarfo dois triadngulos CA A e A B) congruen-—

tes CLALD e um retAngulo.

22 PARTE:

32 PARTE:

42 PARTE:

B5a PARTE:

& \

Transformar o retAngulco num quadrado de mesma Area.
CONSTRUCAQ e DEMONSTRACXO wvide »RETANGULO-———— > QUA-
DRADO™ '

Transformar cada triingulo CA A e A B) em um retangu
lo.

CONSTRUCAO e DEMONSTRACAO vide »TRIANGULO—-————— 5 RE-
TANGULO™.

Transformar cada retangulo resultante da 32 parte
em um quadrado. v
CONSTRUCAO e DEMONSTRACAO vide “RETANGULO-——--— > QUA-
DRADO™. o

Transformar os quadrados resultantes da 1a parte e
da 22 parte num tnico quadrado.

CONSTRUCAC e DEMONSTRACXO wide “TRES QUADRADOS—-> UM
QUADRADO” .

a5,
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