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Resumo

Neste trabalho, consideramos uma acao parcial  de um grupo G sobre um anel
semiprimo R. Estudamos condigoes necessarias e suficientes para que o skew anel de
grupo parcial R *, G seja um anel semiprimo de Goldie. Além disso, obtemos alguns
novos critérios para a existéncia de uma agao envolvente de . Finalizamos a tese intro-
duzindo o conceito de a¢ao parcial com uma acao quase-envolvente e estudando algumas

propriedades destas agoes parciais.
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Abstract

In this work we consider a partial action « of a group G on a semiprime ring R.
We study necessary and sufficient conditions for the partial skew group ring R %, G to
be a semiprime Goldie ring. Moreover, we give some new criteria for the existence of
a enveloping action for «. Finally, we introduce the concept of partial action with a

quasi-enveloping action and we study some proprieties of these partial actions.
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Introducao

Num contexto puramente algébrico, o conceito de agao parcial de grupos foi intro-
duzido por M. Dokuchaev e R. Exel em [9]. No mesmo trabalho os autores introduziram
a nocao de skew anel de grupo parcial e deram condi¢oes necessarias e suficientes para
que uma acao parcial sobre um anel com unidade admita uma envolvente.

A partir dai duas questoes em especial passaram a serem estudadas: dar condigoes
para que uma ac¢ao parcial de um grupo sobre um anel, nao necessariamente com unidade,
admita uma envolvente e propriedades do skew anel de grupo parcial.

O problema da envolvente foi considerado em dois artigos: em [8], para o caso em
que o anel base é s-unitédrio e em [4], para o caso em que o anel base é semiprimo, nao
necessariamente com unidade.

Por outro lado, ha muita literatura que trata de propriedades do skew anel de grupo
parcial, para caso em que a agao parcial admite uma envolvente (ver, por exemplo, [3],
[5], [10], [14], [15] e [17]). Portanto, é natural considerar esta questao para o caso em que
a acao parcial nao admite necessariamente uma envolvente. Isto foi feito pela primeira
vez em [6] para agoes parciais de grupos ciclicos infinitos sobre anéis semiprimos.

Neste trabalho, os objetivos sao obter resultados semelhantes os de [6] para grupos
finitos e policiclicos infinitos e melhorar aos resultados obtidos em [4].

No Capitulo 1, tratamos das principais defini¢oes e resultados que necessitamos para
o desenvolvimento deste trabalho. Muitas destas definigoes e resultados, que se referem
principalmente a Teoria de Anéis, acoes globais e acOes parciais, sdao bem conhecidos.
Mesmo assim, sempre daremos uma referéncia para possiveis consultas de detalhes. Além

disso, fixamos notacoes que serao utilizadas livremente no decorrer do trabalho.



No Capitulo 2, vamos considerar uma acao parcial «;, nao necessariamente com envol-
vente, de um grupo G sobre um anel semiprimo R com unidade e dar condigoes necessarias
e suficientes para que o skew anel de grupo parcial R *, G seja um anel semiprimo de
Goldie. Por exemplo, vamos mostrar que se G é finito e R é livre de |G|-torgao, entao
R %, G é um anel semiprimo de Goldie a direita se e somente se R é um anel semiprimo
de Goldie a direita. Obtemos um resultado analogo para o caso em que G ¢ policiclico
infinito.

Em [13], M. Ferrero mostrou que toda acao parcial o = {og : Dg-1 — D, |g € G} de
um grupo G sobre um anel semiprimo R (ndo necessariamente com unidade) se estende
a uma acao parcial a* de G sobre o anel de quocientes a direita de Martindale @) de
R e a* admite uma envolvente (7', 3). Em [4] os autores deram condigdes para que
T = deg By(R) seja um anel e (17, 5" = (|7v) seja uma envolvente de «, sempre que os
ideais D, forem fechados.

No Capitulo 3, vamos dar melhores condigoes para que (7", 3') seja uma envolvente
de a. Por exemplo, se o ideais D, sao todos fechados, entao (17, 5') é uma envolvente de
a se e somente se TV é um anel e R é um ideal de 7’. Vamos mostrar que o mesmo nao
¢ valido quando os ideais D, nao sao todos fechados. No entanto, o principal resultado
deste capitulo afirma que se cada ideal D, é um somando direto de R entao o admite
uma acao envolvente que é equivalente a (77, 3"). Porém, a reciproca nao é verdadeira.
Mais precisamente, vamos mostrar que existe uma acao parcial o de Z sobre um anel
semiprimo R que admite uma envolvente, os ideais D,,, n € Z, sao todos fechados, mas
nao sao necessariamente somandos diretos de R.

Finalmente, no Capitulo 4, vamos introduzir o conceito de agao quase-envolvente de
uma acao parcial e dar condigoes necessarias e suficientes para que uma acgao parcial
sobre um anel semiprimo com unidade admita uma quase-envolvente. Encerramos com
algumas propriedades do skew anel de grupo parcial e do anel dos elementos invariantes
parciais, para acoes parciais de grupos finitos sobre anéis semiprimos com unidade que

admitem uma quase-envolvente.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste primeiro capitulo estabelecemos alguns conceitos e resultados conhecidos, os
quais o leitor pode encontrar em livros ou em artigos ja publicados. Iniciamos com alguns
conceitos basicos de Teoria de Anéis tais como anéis primos, semiprimos, artinianos,
noetherianos, simples e semisimples. Também apresentamos as defini¢oes de radical
primo, radical de Jacobson e radical de Leviztki de anéis. Algumas propriedades de tais
anéis e radicais também serao enunciadas.

Num segundo momento, estudamos um pouco sobre a dimensao uniforme, o ideal
singular e os anéis de Goldie. Em seguida, apresentamos a contrugao do anel de quocientes
de Martindale de um anel semiprimo e enunciamos algumas de suas propriedades. Depois
faremos uma breve abordagem sobre contextos (e equivaléncias) de Morita, bem como
sobre a dimensao de Krull de um anel.

Na sequencia, falamos sobre acoes globais de grupos em anéis e apresentamos alguns
resultados devido a J. Osterburg e J. Matzuk, os quais generalizamos no Capitulo 2.

Finalmente, na pentltima secao, abordamos acoes parciais de grupos sobre anéis e
encerramos o capitulo mostrando que é possivel estender agoes parciais de grupos sobre
anéis semiprimos a seu anel de quocientes de Martindale e que esta extensao sempre
admite uma envolvente.

Nos nao faremos as demonstracoes dos resultados apresentados neste capitulo, mas

sempre informamos referéncias para que o leitor interessado possa obté-las.



1.1 Conceitos Basicos

Nesta primeira se¢cao do nosso trabalho, vamos descrever alguns conceitos e resultados
bem conhecidos da Teoria de Anéis. Optamos em apresenta-los logo no inicio para
nao precisarmos fazer isto no decorrer do texto e por consequéncia desviar o foco do
assunto abordado naquele momento. Maiores detalhes nao apresentados aqui, podem ser
encontrados nos Capitulos 1, 2, 3 e 4 de [21].

Um anel R significa um anel associativo nao nulo e nao necessariamente comutativo.
O fato de R ter ou nao uma unidade é dito no inicio de cada secao. Nesta primeira secao,
0s anéis nao possuem necessariamente unidade e menos que mencionemos o contrario.
Também, ideal significa ideal bilateral e usaremos a notacao I <1 R para indicar que [
é um ideal do anel R. As notagoes [<,.R e I<|;R indicam, respectivamente, que I é um
ideal a direita e a esquerda do anel R.

Para um anel R, a notagdo g M (resp. Ng) significa que M (resp. N) é um R-mddulo
a esquerda (resp. a direita).

Um médulo M é dito simples se seus tinicos submédulos s@o (0) e M. Analogamente,
um anel R é dito ser simples se seus tnicos ideais forem (0) e R. Um anel R é dito ser
semisimples se qualquer ideal a direita de R é um somando direto de R. Isto é equivalente
a dizer que todo ideal a esquerda de R é um somando direto de R. O classico Teorema
de Wedderburn-Artin (ver Teorema 3.5 de [21]) nos diz que um anel com unidade R
é semisimples se e somente se R é isomorfo a um produto direto de anéis de matrizes
My, (D1)x---x M, (D,), onde os D;’s sao anéis de divisao. Os anéis M, (D;) sao simples,
também chamados de componentes simples de R. Com isso, todo anel semisimples com
unidade R pode ser decomposto em uma soma direta R = R; ® --- @ R,, onde cada R;
é isomomorfo M, (D;), para algum inteiro n; e algum anel de divisao D;.

Dizemos que um R-médulo a direita (resp. a esquerda) é fiel se para todo r € R,
r # 0, temos Mr # 0 (resp. rM # 0). Um anel R é dito ser primitivo a direita (resp. a
esquerda) se existe um R-mdédulo a direita (resp. a esquerda) simples fiel.

O radical de Jacobson de um anel R, denotado por J(R), é a intersecao de todos



os ideais maximais a direita (esquerda) de R. Dizemos que um anel R é Jacobson-
semisimples, ou simplesmente J-semisimples, se J(R) = 0. Estes anéis também sao
chamados por alguns autores de semiprimitivos. Notemos que todo anel semisimples
com unidade é J-semisimples.

Um anel R é dito ser artiniano(resp. noetheriano) a direita se toda cadeia descendente
(resp. ascendente) de ideais a direita de R for estaciondria. Analogamente definimos anéis
artinianos e noetherianos a esquerda. Um anel é dito artiniano (resp. noetheriano) se ele
for artiniano (resp. noetheriano) a esquerda e a direita. E conhecido que um anel com
unidade R é noetheriano a direita (& esquerda) se e somente se todo ideal a direita (&
esquerda) de R é finitamente gerado.

Pelo Teorema de Hopkins-Levitzki (ver Teorema 4.5 de [21]) todo anel com unidade
artiniano a direita (resp. esquerda) é noetheriano a direita (resp. esquerda). No entanto,
o anel dos nimeros inteiro Z é noetheriano, pois todo ideal de Z ¢ principal, mas mas 7Z
nao é artiniano, pois a cadeia de ideais 27Z D 47 D 8Z 2 - - - nao estaciona.

Um anel R é dito ser von Neumann regular se para todo a € R, existe x € R tal que
a = aza. Pelo Coroldrio 4.24 de [21], todo anel semisimples com unidade é von Neumann
regular. Em particular, produto direto de anéis de matrizes M, (Dy) X --- x M, (D,),
onde os D;’s sao anéis de divisao, ¢ um anel von Neumann regular.

Num anel R, um ideal P é dito ser um ideal primo se P & R e para ideais A, B C R,
A-B C P implica A C P ou B C P. Isto é equivalente a dizer que para ideais a direita
(a esquerda) A, B C R, A-B C P implica A C P ou B C P. Mais ainda, um ideal
P ¢ R é primo se e somente se para a,b € R, aRb C P implicaa € Pou b € P.

Um I de um anel R é dito ser um ideal semiprimo se para todo ideal A de R, A2 C I
implica que A C I. Isto é equivalente a dizer que para todo ideal a direita (a esquerda)
A de R, A2 C I implica que A C R. Também, um ¢ um ideal I de R é semiprimo se
e somente se para a € R, aRa C I implica a € I. Um anel R é dito ser primo (resp.
semiprimo) se o ideal (0) é um ideal primo (resp. semiprimo).

Observamos que dominios de integridade e anéis simples com unidade sao exemplos
de anéis primos. Também, qualquer produto direto de anéis semiprimos (nao necessaria-

mente com unidade) é uma anel semiprimo, porém, o produto direto de anéis primos nao



é um anel primo. Além disso, por definicao, todo anel primo é semiprimo. No entanto,
a reciproca nao é verdadeira, pois Zg € um anel semiprimo mas Zg nao ¢ um dominio de
integridade e portanto nao é um anel primo.

O radical primo, denotado por Nil,(R), é definido como sendo a interse¢ao de todos

os ideais primos de R. Se R possui unidade, temos que Nil,(R) C J(R).

Proposigao 1.1 (/21], Proposi¢ao 10.16) Um anel com unidade R é semiprimo se e
somente se Nil,(R) = 0.

Como caso particular da proposicao anterior temos que se R possui unidade entao
rad(R) = 0 implica que Nil.(R) = 0, i.é, qualquer anel com unidade J-semisimples é um

anel semiprimo. Em particular anéis semisimples com unidade sao semiprimos.

Proposicao 1.2 ([21], Proposi¢ao 11.7) Seja R um anel artiniano a direita com unidade.

Entao R ¢é semisimples <= R é J-semisimples <= R ¢é semiprimo.

Dado um anel R, um subconjunto S C R é dito ser localmente nilpotente se para todo
subconjunto finito {sq,---,s,} C S, existe um inteiro n tal que qualquer produto de n
elementos de {sq,---,s,} é zero.

A soma de todos os ideais localmente nilpotentes de um anel R é um ideal localmente
nilpotente. Tal soma é o radical de Levitzki de R denotada por Lrad(R). Temos que
Nil,(R) C Lrad(R) C J(R). Um anel R é dito Levitzki-semisimples se Lrad(R) = 0.

1.2 Anéis de Goldie

Nesta secao apresentamos mais alguns conceitos conhecidos, como ideais essenciais,
uniformes, dimensao uniforme e anéis de Goldie. Para maiores detalhes que nao apre-
sentamos aqui, sugerimos ao leitor a Segao 11 de [22] e o Capitulo 2 de [26].

Nesta secao os anéis nao possuem necessariamente unidade a menos que se mencione

o contrario.



Seja R um anel e M um R-médulo a direita (a esquerda, R-bimédulo). Um submoddulo
N de M é dito essencial se para todo submoédulo nao nulo L de M, temos que
LN N # 0. Usamos a notacdo N<I.M para indicar que N é um submodulo essen-
cial de M. Naturalmente, um ideal & direita (& esquerda) I de um anel R é dito essencial
se ele for essencial como submddulo a direita (a esquerda) de R. Finalmente, um ideal J
de R ¢ dito ser essencial se para todo ideal L # 0 de R, J N L # 0.

Por exemplo, se R é um anel primo, entao todo ideal nao nulo H de R é essencial
como ideal a direita, pois de I é um ideal nao nulo de R, entao 0 # HI C HN [.

Sejam R um anel qualquer e B um subconjunto de R. Denotamos por [Anng(B) o
anulador & esquerda de B em R, i.é, [Anng(B) = {a € R : aB = 0}. Analogamente
definimos o anulador a direita de B em R, denotado por rAnng(B). E facil ver que
[Anng(B) e rAnng(B) sao, respectivamente, um ideal & esquerda e um ideal a direita
de R. Porém, se B ¢é um ideal a direita de R entdo rAnng(B) é um ideal de R e,
analogamente, se B é um ideal a esquerda de R entao [Anng(B) também ¢é um ideal de
R. Consequentemente, se B é um ideal entao [Anng(B) e rAnng(B) também sao ideais.

Neste trabalho, os ideais essenciais de anéis semiprimos serao de grande importancia,
pois sera com esses ideais que contruiremos adiante o anel de quocientes de Martindale
de um anel semiprimo dado.

E f4cil ver que para um anel semiprimo R, um ideal H é essencial se e somente se
Anng(H) = 0, onde Annr(H) = {a € R|Ha = 0} = {a € R|aH = 0}. Mais ainda,
um ideal F' de um anel semiprimo R é essencial se F' é essencial como ideal a direita.
Denotamos por £(R) o conjunto de todos os ideais essenciais de um anel R.

Apresentamos agora algumas propriedades dos ideais essenciais de um anel semiprimo.

Lema 1.3 Seja R um anel semiprimo. As sequintes condicoes sao verificadas:
(i) Se I é um ideal de R, entio I + Anng(I) =1® Anng(I) € E(R);
(i1) Se I,J € E(R), entao JNI € E(R) el-J € E(R);

(i1i) Se H é um ideal de R que contém I € E(R), entio H € E(R).



O submaodulo singular de um R-mddulo a direita M é definido como sendo o submoddulo
Z,(Mgr) ={x € M : 2E =0, para algum ideal a direita essencial E de R}. Considerando
R como um mdédulo a direita sobre si mesmo, nés temos definido Z,.(Rg). E conhecido
que Z,.(Rg) é um ideal de R, chamado de ideal singular a direita de R. Por comodidade,
escrevemos simplesmente Z,(R) para indicar Z,.(Rg). Dizemos que um anel R é ndo
singular & direita se Z,(R) = 0. E facil ver que € Z,(R) se e somente se para todo
ideal a direita nao nulo J de R, existe 0 # y € J tais que zy = 0.

Os conceitos de ideal singular a esquerda de um anel e de anel nao singular a esquerda
sao definidos de maneira analoga.

Observamos que, anéis simples, semisimples e von Neumann regulares (com unidade)
sao exemplos de anéis nao singulares a direita (a esquerda). Mais exemplos podem ser
encontrados na Secao 7 do Capitulo 3 de [22].

Um R-médulo a direita M é dito uniforme se M # 0 e se todo submédulo de M
é essencial. Em outras palavras, um R-mddulo a direita nao nulo M é uniforme se e
somente se para quaisquer elementos nao nulos z1,zs € M, existem a1,a, € R tais que
r1a7 = Toas # 0. Deste modo, um R-médulo a direita M # 0 é ndao uniforme se e
somente se existem elementos nao nulos x1, 9 € M tal que x1RN xR = 0.

Todo R-médulo a direita simples é uniforme. Se R é semisimples, entao um R-mdédulo
a direita M é simples se e somente se M é uniforme. Porém, sobre R = Z, os R-mdédulos

a direita Z, Q e Zyn, (n > 2, p primo), s@o todos uniformes, mas nao sao simples.

Teorema 1.4 ([22], Teorema 6.1) Sejam R um anel com unidade e U = Uy @ -+ @ Uy,
eV=V&- &V, submddulos essenciais de um R-mddulo a direita M, onde os Uls e

Vis sao mddulos uniformes. Entio m = n.
Como consequéncia deste teorema, o seguinte conceito fica bem definido.

Definicao 1.5 Seja R um anel com unidade. Dizemos que um R-modulo a direita M
tem dimensao uniforme n (escrevemos udim(Mpg) = n) se existe um submddulo essencial
V de M que é uma soma direta de n submddulos uniformes. Por outro lado, se um

tal n nao existe, entao dizemos que M tem dimensdo uniforme infinita e escrevemos

udim(Mpg) = 0.



Seja R um anel com unidade e M um R-médulo a direita. E facil verificar, pela
defini¢ao, que udim(Mpg) = 0 se e somente se M = 0 e udim(Mpg) = 1 se e somente se
Mp é um médulo uniforme. Para moédulos sobre anéis de divisao, a dimensao uniforme
¢é justamente a dimensao de espaco vetorial como definida em Algebra Linear.

O préximo resultado dd uma boa interpretacao para dimensao uniforme infinita.

Proposigao 1.6 (/22], Proposicao 6.4) Seja R um anel com unidade e M um R-mddulo
a direita. Entdo, udim(Mpg) = oo se e somente se M contém uma soma direta infinita

de submodulos nao nulos.

Definimos a dimensao uniforme a direita de um anel com unidade R como sendo a
dimensao uniforme de Rp. Escrevemos simplesmente udim(R) para indicar udim(Rg).

De maneira andloga, definimos a dimensao uniforme a esquerda de um anel com
unidade R. Porém, este conceito serda pouco abordado neste trabalho e por isso a notacao
acima nao causara confusao alguma. Quando trabalharmos com dimensao uniforme a
esquerda, nos deixaremos isso claro.

Dizemos que R satisfaz a condicdo de cadeias ascendentes para anuladores a direita
(resp. a esquerda), se toda cadeia ascendente de ideais anuladores & direita (resp. a
esquerda) estaciona. Quando isso acontece, dizemos simplesmente que R satisfaz a ACC
sobre ideias anuladores & direita (resp. a esquerda). A abreviacao ACC' deriva do inglés
“ascending chain condition”.

Com todos esses conceitos, estamos aptos a introduzir o conceito de anel de Goldie.

Definicao 1.7 Um anel R € dito ser um anel de Goldie a direita, se udim(R) < oo e R

satisfaz a ACC' sobre ideais anuladores a direita.

Observamos que todo anel noetheriano a direita é de Goldie a direita. A reciproca,
no entanto, nao é valida pois claramente todo dominio de integridade comutativo é um
anel de Goldie a direita, mas nem todo dominio de integridade é noetheriano.

Analogamente, um anel R ¢é dito ser um anel de Goldie a esquerda se a dimensao

uniforme a esquerda de R é finita e R satisfaz a AC'C' sobre ideais anuladores a esquerda.



Um elemento a de um anel R ¢é dito ser reqular a direita se ab = 0 implica b = 0,
para b € R. Analogamente, a € R é reqular a esquerda se ba = 0 implica b = 0, para
b € R. Finalmente, a € R é um elemento reqular se a for regular a direita e a esquerda.
O conjunto de todos os elementos regulares de R sera denotado por Cg.

Dado um inteiro m > 0, dizemos que um anel arbitrario R ¢ livre de m-torgao (aditiva)
se para todo 0 # r € R, temos mr # 0.

Suponhamos que R tem unidade. Dizemos que um elemento nao nulo a € R é
inversivel em R se existe b € R tal que ab = ba = 1. O elemento b (que é unico) é
dito ser o inverso de a em R. Denotamos por U(R) o conjunto de todos os elementos
inversiveis de R. E fdcil ver que U(R) é um grupo multiplicativo, chamado grupo das
unidades de R.

Se R C ( sao anéis com a mesma unidade, dizemos que R é uma ordem a direita

1

(resp. a esquerda) em @ se Cr C U(Q) e todo elemento de @) é da forma as™" (resp.

s~'a), onde a € R e s € Cr. Quando isso ocorre, dizemos que @) é um anel de quocientes
cldssico a direita (resp. @ esquerda) de R e o denotamos por Q7 (R) (resp. QL (R)).
Notemos que z € Q7(R) (resp. = € Q,(R)) se e somente se existe ¢ € Cp tal que
xc € R (resp. cx € R). Ressaltamos ainda que um anel cldssico de quocientes de um
anel nem sempre existe. Para maiores detalhes sobre este assunto, veja §10 de [22].
Os anéis semiprimos de Goldie a direita com unidade sempre possuem um anel classico

de quocientes e além disso ele é semisimples, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 1.8 (Teorema de Goldie) Para um anel com unidade R, sio equivalentes:
(i) R € uma ordem a direita em um anel semisimples artiniano.
(i1) R é um anel semiprimo de Goldie a direita.

(i1i) R é semiprimo, udim(R) < oo e Z.(R) = 0.

(iv) Para qualquer ideal a direita E de R, E<.R se e somente se ENCgr # 0.

O Teorema de Goldie também vale para anéis de Goldie a esquerda.
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1.3 Anel de Quocientes de Martindale

Nesta secao vamos construir um anel de quocientes de um anel semiprimo que sera
de grande importancia para o desenvolvimento de nosso trabalho. Trata-se do anel de
quocientes de Martindale. Tal anel serd fundamental quando estudarmos acgoes parciais
sobre anéis semiprimos na tltima secao deste capitulo e também nos capitulos seguintes.

Originalmente essa teoria foi desenvolvida para anéis primos, mas Amitsur a
generalizou para anéis semiprimos. Por isso, no decorrer desta secao, R sempre de-
notard um anel semiprimo, nao necessariamente com unidade, a menos que se mencione
o contrario. Lembramos que £(R) denota o conjunto de todos os ideais essenciais de R.

Considere o conjunto
S={(,f)|I €&R),[f:Ir — Rgr € um R-homomorfismo a direita}
e defina a seguinte relagao: para quaisquer (I, f), (J,g) € S,

(I,f)~(J,9) =3 Ke&R),KCINJ, tal que f |xk=g |x-

E facil ver que ~ é uma relacao de equivaléncia sobre S. Denotamos por [I, f] a classe

de equivaléncia de (I, f) € Se
Q-(R)={[I, f]|I € £&(R),f: I — R é um R-homomorfismo a direita}.

Em Q,(R), definimos as seguintes operagoes:

[],f]+[J,g]=[IﬂJ,f+g] € [],f][J7g]:[J],ng],

onde f+g¢g:1NJ — R édefinida por (f + g)(x) = f(x) + g(x), para todo x € I N J,
e fog:J -1 — R édefinida por (f o g)(x) = f(g(x)), para todo x € J - I. Note que
f o g estd bem definida, pois g(J - I) C I.

O conjunto @ := @Q,(R) com as operagoes definidas acima é um anel com elemento

neutro Og = [R,0] e unidade 1o = [R,idg], chamado anel de quocientes a direita de

Martindale de R.
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O anel de quocientes a esquerda de Martindale de um anel semiprimo R, denotado
por Q;(R), é definido de maneira andloga, considerando-se R-homomorfismos a esquerda
no lugar de R-homomorfismos a direita como fizemos acima.

Observe que se R é um anel semiprimo com unidade, entao a unidade de R e a unidade
de Q.(R) (e Qi(R)) coincidem.

Se R é um dominio de integridade comutativo, entao o corpo das fracoes de R coincide
com o anel de quocientes a direita (& esquerda) de Martindale. Também, de R é simples,
entdo o anel de quaocientes a direita (a esquerda) de Martindale de R concide com o
préprio R.

O seguinte resultado é uma caracterizacao de Q,.(R).
Proposicao 1.9 (/2/, Proposi¢io 2.2.1) Em Q,(R) sao vdlidos:
(i) R é um subanel de Q,(R).

(ii) Para todo H € E(R) e todo R-homomorfismo a direita f : H — R, existe um
elemento q € Q,.(R) tal que f(h) = qh, para todo h € H.

(iii) Se q € Q.(R), entdo existe J € E(R) tal que qJ C R.
(iv) Se q € Q.(R) e He€ E(R) sao tais que ¢gH =0 ou Hqg =0, entao q = 0.
Mais ainda, Q,(R) € inico, a menos de isomorfismo.

Observamos que R é um subanel de @,(R) via o homomorfismo injetor de anéis
R>a+— [R,l,] € Q.(R), onde [, é a multiplicacdo a esquerda em R determinada por
a. Além disso, pelos itens (7it) e (iv), para todo 0 # g € Q,(R), existe I € E(R) tal que
0 # qI C R. Em particular, dois elementos p, g € Q),.(R) sdo iguais se e somente se existe
H € E(R) tal que (p—q)H = 0.

Seja A um R-submodulo a direita ndo nulo de @ = @,.(R) e considere 0 # ¢ € A.
Entao existe I € E£(R) tal que 0 # ¢ C R. Como A é um R-médulo a direita, g C A e
portanto, 0 # qI C AN R. Disto segue facilmente que ) também é um anel semiprimo.
Existem outras propriedades que se transferem de R para () como vemos no resultado a

seguir.
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Proposicao 1.10 Em @ = Q.(R) as sequintes condi¢des sao verificadas:

(i) Seja n wm inteiro positivo. Entdo, R € livre de n-tor¢ao se e somente se @ € livre

de n-torcao.

(i) Se H € um ideal a direita essencial de R, entao HQ é um ideal a direita essencial

de Q).

(iii) Se F' € um ideal o direita essencial de Q, entdo FNR € um ideal a direita essencial

de R.

() Se U é um ideal a direita uniforme de R, entao UQ € um ideal & direita uniforme

de Q).

(v) Se E é um ideal a direita uniforme de Q, entao ENR € um ideal a direita uniforme

de R.
(vi) Se R tem unidade, entio udim(R) = udim(Q).
(vii) Z,(R) = Z.(Q) N R;
(viti) R € nao singular a direita se e somente se Q € nao singular o direita;

(iz) Se R tem unidade, entdo R é um anel de Goldie a direita se e somente se () € um

anel de Goldie a direita,

Nos nao encontramos a demostracao da proposicao anterior na literatura, mas ressalta-
mos que é facil mostrar cada item. O item (i), por exemplo, é evidente, enquanto que
(i1), (iii), (iv), (v) e (vii) seguem da Proposi¢ao 1.9(iii) e do fato que todo ideal a direita
nao nulo de @ intersepta R nao trivialmente. J& (vi) é consequéncia de (i7), (iii), (iv) e
(v). O item (viiz) segue de (vii) e finalmente, (iv) segue do Teorema 1.8 e dos items (vi)
e (viii).

E conhecido que se {R;|i = 1,--+,n} é uma familia de anéis semipiprimos (nao
necessariamente com unidade) entdo R = @) | R; ¢ um anel semiprimo e portanto existe
o anel de quocientes a direta de Martindale de R, bem como de cada R;. O préximo

resultado relaciona tais anéis de quocientes.
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Proposicao 1.11 Sejam {R;|i = 1,---,n} € uma familia de anéis semiprimos (nao

necessariamente com unidade) e R = @;_, R;. Entao, Q.(R) = @;_, Qr(R:).

Nos também nao encontramos a demostracao deste resultado na literatura e como ela

nao ¢ dificil, nés a deixamos a cargo do leitor.

Defini¢ao 1.12 O centro do anel @ = Q,(R) € chamado o centrdide estendido de R e

¢ denotado por C'.
Daremos agora uma descricao completa dos elementos do centréide estendido de R.

Proposicao 1.13 (/22], Proposi¢io 14.19) Os elementos do centrdide estendido de R
sio da forma [H, f], onde H € E(R) e f : H — R é um homomorfismo de R-bimddulos.

Também temos que um elemento g € Q,.(R) estd em C' se e somente se ¢ comuta com

todos os elementos de R.

Observacao 1.14 E natural se perguntar porque C' é chamado de centréide estendido
do anel semiprimo R. Para anéis que nao possuem necessariamente unidade, existe a
nocao de “centréide”, que é definido como sendo o anel de todos os endomorfismos de R
como um (R, R)-bimédulo. Sob razodveis hipéteses sobre R (por exemplo, R- R C R),
pode-se mostrar que o centréide é um anel comutativo (e este concide com o centro de R
caso R possui uma unidade). Via Proposig¢ao 1.13, o centrdide de R pode ser visto como
um subanel do centro de @,.(R). Assim, o centro C' de Q),.(R) é um objeto um tanto

maior que centrdide e, portanto, é razoavel chamar C' de “centréide estendido”de R.

Para finalizar a secao damos uma descrigao completa dos elementos idempotentes de
C. Isto nos serd ttil na secao 1.8 e também na demonstragao do Teorema 3.10.

Seja H um ideal nao nulo de R e coloque Ky = H & Anng(H) € E(R). Assim, a
aplicacao fy : Ky — R definida por fy(a +b) = a, paraa € H e b € Anngr(H), é
um homomorfismo de R-bimddulos, de modo que existe ey € C' tal que ey(a +b) =
ega = a. Explicitamente, ey = [Ky, fg]|. Claramente, ey é um elemento idempotente

de C. Reciprocamente, seja e um idempotente de C. Entao existe I € E(R) tal que
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H =el C R. Como e é central em R, H := el é um ideal de R. Consideremos
Ky = H® Anng(H) € E(R) e fu : Ky — R definida por fg(a + b) = a, para todo
a€ Hebe Anng(H). B facil ver que e = ey = [Ky, ful.

Observamos que tudo o que fizemos nesta secao para o anel de quocientes a direita
de Martindale pode ser feito para o anel de quocientes a esquerda de Martindale de um

anel semiprimo.

1.4 Contexto de Morita

Nesta secao vamos lembrar dois importantes conceitos da Algebra. Trata-se dos
contextos de Morita e das equivaléncias de Morita de dois anéis com unidade. Uma
equivaléncia de Morita entre dois anéis com unidade R e S tem uma importancia par-
ticular, pois com isso é possivel transferir muitas propriedades de R para S e vice-versa.
Os detalhes deste assunto podem ser encontrados no Capitulo 7 de [22] e no Capitulo 3
de [26].

Nesta secao todos os anéis possuem unidade.

Um contexto de Morita é uma séxtupla (R, S,V,W,I',T"), onde
(1) R e S sao anéis com unidade.
(2) V é um (R, S)-bimédulo e W é um (.S, R)-bimddulo.
B)I:VesW —Rel”:W®gV — S sdo homomorfismos de bimédulos,
que satisfazem as seguintes propriedades associativas:
vl (w @ v9) = T'(v] ® w)vy,
para quaisquer v1,v3 € Vew € W, e
M(wy ® v)we = wI'(v @ wa),

para quaisquer v € V e wy,wy € W.
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Um contexto de Morita como acima é dito ser uma equivaléncia de Morita, se I" e I
s30 isomorfismos. E conhecido que isto é equivalente a dizer que I' e IV sdo sobrejetoras.
Quando isso ocorre, dizemos que R e S sao anéis Morita equivalentes. Dados dois anéis
que sao Morita equivalentes, existem varias propriedades que se transferem de um anel
para o outro. As propriedades que sao preservadas por uma equivaléncia de Morita sao
chamadas Morita invariantes.

Algumas propriedades Morita invariantes sao descritas a seguir. A demonstragao

pode ser encontrada na pagina 482 de [22] e nas pédginas 84 e 85 de [26].

Proposicao 1.15 Sejam R e S anéis com unidade. Se R e S sao Morita equivalentes
e R é um anel primo (resp. semiprimo, nao singular & direita, semiprimo de Goldie a
direita, com dimensao uniforme finita), entao S € um anel primo (resp. semiprimo, nao

singular a direita, semiprimo de Goldie a direita, com dimensao uniforme finita).

Existem muitas outras propriedades Morita invariantes. Dentre estas propriedades
destacamos a dimensao de Krull que sera definida na proxima secao.

Quando nods temos apenas um contexto de Morita entre dois anéis, nés podemos rela-
cionar alguns radicais, como veremos a seguir. No entanto, precisamos definir primeiro

o conceito de radical.

Definigao 1.16 (/18/, Definicao 2.1.1) Uma classe radical (ou simplesmente um radical)

¢ uma classe de anéis A\ satisfazendo as sequintes condigoes:
(i) Toda imagem homomdrfica de um anel de A estd em A.
(ii) Para todo anel R, a soma A(R) => {I <R|I € A} estd em A.

(iii) A(R/A(R)) =0, para todo anel R.

O ideal A(R) da definicdo acima ¢ dito ser o A-radical (ou simplesmente radical) do
anel R. Um anel R é dito ser um anel A-radical (ou anel radical) se A(R) = R.
E conhecido que os radicais primo, de Jacobson e de Levitzki definidos na Segao 1,

sao exemplos de radicais.
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Definigao 1.17 (/33], pag. 335) Um radical serd chamado de N-radical se as sequintes

condicoes sao validas:
(N1) Todo anel R tal que R* =0 é um anel N-radical.
(N2) Um ideal a esquerda em um anel N-radical é ele mesmo um anel N -radical.

(N3) Um ideal a esquerda nao nulo de um anel semisimples nao é um anel N -radical.

E facil ver que os radicais primo, de Jacobson e de Levitzki sao exemplos de N-radicais
(ver pag. 342 de [33]).
Em [33], A. Sands relaciona os N-radicais dos anéis de um contexto de Morita. Como

esta relacao nos sera util, nés a apresentamos agora.

Teorema 1.18 (/33], Teorema 2) Se (R, S,V,W,T',T") é um contexto de Morita, entao

para todo N -radical rad temos
I'(V ®grad(S)W) Crad(R) e T'(W ®grad(R)V) C rad(S).

Dado um anel R, denotamos por Spec(R) o conjunto de todos os ideais primos de R.
Quando existe um contexto de Morita entre dois anéis, entao é possivel relacionar

determinados ideais primos destes anéis.

Teorema 1.19 (/26], Teorema 3.6.2) Seja (R, S,V,W,T',T") um contexto de Morita.

Entao existe wuma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos de ideais primos
{P € Spec(R) |T(VesW) & P} e {P" € Spec(S) |T'(WerV) € P'}
dada por P— {s € S|T'(V®gssW) C P}.

As definicoes e resultados desta secao serao utilizados especialmente no capitulo 4,

quando estudarmos agoes parciais sobre anéis semiprimos com uma quase-envolvente.
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1.5 Dimensao de Krull

Nesta secao descrevemos uma das dimensoes que podem ser atribuidas a qualquer
anel ou médulo noetheriano, chamada dimensao de Krull. Segundo McConnel e Robson
(ver pagina 173 de [26]), esta dimensao mede o quao perto um anel ou médulo esta de ser
artiniano. No caso comutativo, a medida usual é o comprimento maximo de uma cadeia
de ideais primos. Porém, para anéis nao comutativos, isto nao da uma boa estimativa,
visto que, por exemplo, existem muitos anéis noetherianos simples que nao estao nem
perto de serem artinianos. Por exemplo, dado um corpo K, a dlgebra de Weyl sobre K,
denotada por A;(K), (ver exemplo 1.3 de [21]) é um anel noetheriano simples, mas nao
¢ artiniano.

Para anéis nao comutativos, a dimensao de Krull é medida sobre o reticulado de
ideais a esquerda (conjunto dos ideais a esquerda de um anel) (ou a direita). Assim, se o
reticulado é artiniano, a dimensao é zero e dimensao 1 significa que qualquer cadeia com
fatores nao artinianos deve estacionar.

Ressaltamos ao leitor que as demonstracoes dos resultados desta secao podem ser
encontrados em no Capitulo 6 de [26] e no Apéndice B de [28].

Lembramos que uma ordem parcial em um conjunto X é uma relacao binaria “ > 7

sobre X que é reflexiva, antisimétrica e transitiva, i.é, para quaisquer a, b, c € X, valem:
(i) a > a (reflexiva).
(ii)) Se a >beb>a, entdo a = b (antisimétrica).

(7ii) Se a >beb> c, entdo a > ¢ (transitiva).

Um conjunto com uma ordem parcial é chamado um conjunto parcialmente ordenado.
Observamos que o conjunto dos nimeros naturais, o conjunto dos nimeros inteiros e o
conjunto dos numeros reais sao parcialmente ordenados pela ordem usual. Também,
o conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto X é parcialmente ordenado pela

inclusao “ O 7. Finalmente, note que se X e Y sao dois conjuntos parcialmente ordenados,
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entdo X x Y é parcialmente ordenado com a ordem parcial dada por (z,y) > (2/,) se
e somente se x >z’ ey > .

Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado X ¢ trivial se X nao possui dois
elementos distintos comparaveis. Isto significa que a relagao de ordem sobre X é a
diagonal.

Seja X um conjunto parcialmente ordenado, a, b € X e a > b. Definimos a/b como
sendo o conjunto a/b = {x € X |a > = > b}. Este é um subconjunto parcialmente
ordenado de A, chamado de fator de a por b.

Uma cadeia descendente de um conjunto parcialmente ordenado X é uma familia
{zp}nen de elementos de X tais que 3 > zy > --- > x, > ---; os fatores x;/x;1
sao chamados fatores da cadeia. Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado X
satisfaz a condi¢do de cadeia descendente (brevemente DCC', do inglés “descending chain
condition”), se para toda cadeia descendente x; > xo > -+ > x, > ---em X existem > 1
tal que z,, = 2,01 = - -+, 1.é, toda cadeia descendente em X estaciona.

Agora nos iremos definir o desvio de um conjunto parcialmente ordenado X. Por

comodidade, escrevemos dev(X) para indicar o desvio de X.

Definicao 1.20 Seja X um conjunto parcialmente ordenado. Se X é trivial, entao
dev(X) = —oc0. Se X € nao trivial mas satisfaz DCC' entdo dev(X) = 0. Para um

ordinal n, definimos dev(X) = n se:
(i) dev(X) # m, para todo m < n;

(ii) Em qualquer cadeia descendente de elementos de X, todos os fatores, salvo uma

quantidade finita, tem desvio menor que n.

Notemos que o desvio de um conjunto pode nao existir, como mostra o exemplo a

seguir.

Exemplo 1.21 (/26], Exemplo 6.1.12) Considere o conjunto D = {m/n € Q|0 <
m/n < 1, n é uma poténcia de 2} e suponha que dev(D) existe. Note que para
todo 0 # m/n € D, existe um isomorfismo entre D e D N [m/2n,m/n] dado por

d +—— (d+1)m/2n. Isto mostra que D tem uma cadeia descendente infinita {27% | k € N},
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cujos fatores tem o mesmo desvio que D. Mas isso contradiz a definicao de desvio. Por-

tanto, dev(D) nao existe.

Lema 1.22 (/26], Lema 6.1.5) Se Y ¢é um subconjunto de um conjunto parcialmente

ordenado X, entao Y € parcialmente ordenado e dev(Y) < dev(X).

O seguinte resultado permite calcular o desvio de um produto direto de dois conjuntos

parcialmente ordenados.

Lema 1.23 (/26], Lema 6.1.14) Se X e Y sdo dois conjuntos parcialmente ordenados,
entao dev(X xY) = sup {dev(X),dev(Y)}.

Sejam X e Y dois conjuntos parcialmente ordenados. Uma aplicacao f: X — Y ¢é
dita ser estritamente decrescente se f é injetora e para quaisquer xy, s € X, se r1 > xa,

entdo f(x1) > f(x2).

Lema 1.24 ([28], Lema B.1.1) Sejam X e Y dois conjuntos parcialmente ordenados e
f: X — Y uma aplicagdo estritamente decrescente. Se dev(Y') existe entao dev(X)

eziste e dev(X) < dev(Y').

Dado um R-médulo a direita (ou & esquerda) M, denotamos por Lz(M) o conjunto
de todos os submédulos de M. Como ja sabemos, Lr(M) é um conjunto parcialmente

ordenado pela inclusao “ 2 7, que é chamado o reticulado dos submodulos de M.

Definicao 1.25 Para um R-mddulo a direita M, a dimensdo de Krull de M, denotada
por Kdim(Mpg), € definida como sendo Kdim(Mpg) = dev(Lr(M)). Se dev(Lr(M)) ndo

existe, dizemos que a dimensao de Krull de M nao existe.

Para um R-moédulo a esquerda M, a dimensao de Krull é definida de maneira andloga
e denotada por Kdim(pM).

A dimensao de Krull a direita (resp. a esquerda) de um anel R é definida como
sendo a dimensao de Krull de R visto como R-mddulo & direita (resp. a esquerda).
Por comodidade denotamos a dimensao de Krull a direita de R por Kdim(R). Isto néo
causara confusao, pois nés nao trabalharemos com dimensao de Krull a esquerda de anéis.

Como consequéncia imediata do Lema 1.22, temos o
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Lema 1.26 Se M é um R-mddulo a direita (resp. a esquerda) com dimensdao de Krull e
N € um submddulo de M, entao N tem dimensao de Krull e Kdim(Ng) < Kdim(Mpg)
(resp. Kdim(gN) < Kdim(gM)).

Utilizando a nogao de dimensao de Krull é possivel dizer quando um anel semiprimo

é um anel de Goldie.

Proposicao 1.27 ([26], Proposi¢ao 6.3.5) Um anel semiprimo com dimensao de Krull

¢ um anel de Goldie a direita.

1.6 Acoes Globais de Grupos Sobre Anéis

Nesta secao apresentamos alguns resultados conhecidos para o skew anel de grupo
global. Como nao faremos as demonstragoes dos resultados aqui incluidos, deixaremos
sempre indicado uma referéncia onde o leitor pode encontra-las.

Seja T' um anel, Aut(T") o grupo dos automorfismos de 7" e G um grupo com elemento
neutro 1g. Uma agao (global) de G sobre T é uma aplicagdo 3 : G > g — B, € Aut(T)

que satisfaz as seguintes propriedades:

(Z) ﬁlc = [dT
(11) By o Brn(t) = Byn(t), para quaisquer g,h € G e qualquer t € T..

Observamos que por definicao, 8 é um homomorfismo de grupos, de modo que
G/ker(B) e Im(f3) sao grupos isomorfos. Portanto, toda acao global 5 de um grupo
G sobre T induz uma acio global 3 de G /ker(/3) sobre T. Por isso podemos supor sem
perda de generalidade que G é um subgrupo de Aut(T).

Uma agao global como a anterior serd denotada por (7', 3) (ou simplesmente 5 quando
nao houver confusao) e neste caso dizemos que G age globalmente sobre T'.

Para nao nos tornarmos repetitivos, no decorrer desta secao vamos considerar 7" um

anel com unidade, G um grupo e  uma acao global de G sobre T
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Denotamos por T'¢ o subanel dos elementos invariantes de T pela acdo de G, i.é,
T¢ ={t e T|pB,(t) =t, para todo g € G}.

Se G for um grupo finito, a aplicacdo traco trq : T — T é definida por trg(t) =

Zﬁg(t), para todo t € T.

geG
O skew anel de grupo (global) de uma agao 3 de G sobre T', denotado por T x5 G, é

o conjunto de todas as somas formais finitas deG tyug, onde t, € T e u, sao simbolos,
para todo g € G. A adicao é definida de maneira usual e a multiplicagao é determinada

por
aug.buy, = afy(b)ugy,.
A semiprimidade de um skew anel de grupos 7 x5 G ja foi estudada para os casos em
que G é um grupo finito ou ciclico infinito.
Teorema 1.28 (/32], Coroldrio 18.12 e [26], Teorema 1.4.5) Para um skew anel de
grupo T x5 G sao vdlidos:
(1) Se G € finito e T é semiprimo livre de |G|-tor¢do, entao T x5 G € semiprimo.

(i) Se G € ciclico infinito e T' é semiprimo, entdo T g G € semiprimo.

O proximo resultado, devido a J. Osterburg, da condicoes necessarias e suficientes
para que um skew anel de grupos seja um anel semiprimo de Goldie a direita, no caso

em que o grupo € finito.

Teorema 1.29 ([29], Teorema 2) Suponhamos que G € um grupo finito e que T € livre
de |G|-tor¢do. Entio T € um anel semiprimo de Goldie a direita se e somente se T x3 G

¢ um anel semiprimo de Goldie a direita.

Nos dizemos que um grupo H é policiclico por finito se existe uma cadeia finita de
subgrupos 1 = Hy<t H, <--- <\ H, = H tal que cada H;_; é normal em H; e cada grupo
quociente H;/H;_1 é ou um grupo ciclico infinito ou um grupo finito, 1 < i < n. No caso
em que todos os grupos quocientes H;/H; 1, i = 1,---,n sao ciclicos infinitos, dizemos

que H é policiclico infinito.
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Para grupos policiclicos infinitos, J. Matczuk obteve o seguinte resultado.

Teorema 1.30 (/25]/, Coroldrio 3.4) Se G é um grupo policiclico infinito, entao:
(1) udim(T %3 G) = udim(T) e Z.(T 3 G) = Z,.(T)(T %5 G).

(i) Se T é semiprimo, entdo T x5 G € um anel semiprimo de Goldie & direita se e

somente se T € um anel de Goldie a direita.

1.7 Acoes Parciais de Grupos

Na secao anterior definimos o conceito de acao (global) de um grupo sobre um anel
e apresentamos o chamado skew anel de grupo global. Agora vamos estudar acoes par-
ciais de grupos sobre anéis. Além de apresentar a definicdo de acao parcial, definimos
também dois conceitos muito importantes: as agoes envolventes e o skew anel de grupo
parcial. Num contexto puramente algébrico, estas defini¢oes foram dadas pela primeira
vez por M. Dokuchaev e R. Exel em [9]. Também apresentamos alguns resultados, cujas
demonstragoes podem ser encontradas em [3], [4], [9], [15] e [17].

Embora estejamos interessados basicamente em agoes parciais de grupos sobre anéis,

daremos a seguir a definicao geral.

Definicao 1.31 Seja G um grupo com elemento neutro 1g e X um conjunto ndao vazio.
Uma acao parcial de G sobre X € uma colecao de subconjuntos D, de X e bijecoes

ag: Dy — Dy, g € G, tais que:
(i) D1, = X ey, € a fungao identidade de X .
(ii) o (Dg-1 N Dy) C D gny-1, para quaisquer g,h € G.
(iii) (a0 an)(x) = agn(x), para quaisquer g,h € G e x € oy, (Dg-1 N Dy,).

Denotamos por a = {oy : X;-1 — X, |g € G} ou simplesmente por o uma agao

parcial de um grupo G sobre o conjunto X.

23



Observamos que pelo item (i77), (o © ag-1)(x) = = e (-1 0 oy)(y) = y, para todo
x € Dy etodoy € Dy1. Assim, 04;1 = ay-1, para todo g € G. Além disso, um célculo
simples nos mostra que ay(Dy,-1 N Dy) = D, N Dy, para quaisquer g,h € G. Assim, as

condigbes (i) — (7i7) acima sdo equivalentes as seguintes:
(i) D1, = X e oy, ¢ a fungao identidade de X.
(ii") ay(Dy-1 N Dy) = Dy N Dy, para quaisquer g, h € G
(iii") ag(an(x)) = agn(x), para quaisquer g,h € G e x € Djp—1 N Dgpy-1.

Obviamente, quando o conjunto X possui alguma estrutura, os subconjuntos D,
bem como as aplicagoes o, deverao ter relacoes com a estrutura em questao. No nosso
caso, X = R serd sempre um anel, nao necessariamente com unidade. Além disso, os
subconjuntos D, serao ideias bilaterais, e as aplicagoes oy, serao isomorfismos de anéis.

Formalmente temos a

Definicao 1.32 Uma ag¢ao parcial o de um grupo G sobre um anel R € uma familia de
ideais {Dgy}gec € isomorfismos de anéis g : Dy-1 — Dy tais que os itens (i) — (iii) da

Definicao 1.31 sao verificadas.

Se na definicao anterior tomarmos Dy = R, para todo g € G, entao temos exatamente
a definicao de acao global apresentada na secao anterior. Por isso podemos dizer que a
definicao de acao parcial estende a definicao de acao global.

Assim como no caso global, a definicao anterior permite definir a nocao de skew anel

de grupos parcial.

Definicao 1.33 Seja o uma ac¢ao parcial de um grupo G sobre um anel R. O skew anel
de grupos parcial, denotado por R %, G, € definido como sendo o conjunto de todas as

. : P S .

somas formais finitas g agug, onde ayz € Dy e 0s uy's sao simbolos. A adi¢ao é definida
geG

de maneira usual e a multiplicacao é determinada por

gty - aptp = 0g(0g-1(ag)ap)ugh.
E facil ver que esta multiplicacao estd bem definida.
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Observagao 1.34 Note que se na definicao de agao parcial de grupo sobre um anel
tivessemos considerado cada D, como um subanel e nao como um ideal de R, entao a

multiplicagao agug - apun = og(y-1(ag)an)ug, ndo estaria bem definida.

Um problema em aberto na area de acoes parciais é dar condicoes necessarias e sufi-
cientes para que o skew anel grupos parcial seja associativo. Existem algumas condicoes
suficientes, como por exemplo, quando R é semiprimo ou quando « possui uma envol-

vente. Este tltimo conceito é definido agora:

Definicao 1.35 Seja a um agao parcial de um grupo G sobre um anel R. Dizemos que
uma agao global 5 de G sobre um anel T é uma envolvente (ou uma globalizagao) de «
se existe um isomorfismo de anéis p de R sobre um ideal de T, tal que para cada g € G,

valem:
(i) ©(Dg) = o(R) N By(p(R)).
(ii) p(og(x)) = By(e(x)), para todo x € Dy-1.

(iii) T ="y By((R)).

geG

Notemos que se (T, 3) é uma envolvente de «, entdao podemos identificar R com o ideal
©(R) de T. Assim, com esta identificagdo podemos dizer, sem perda de generalidade,
que (T, 3) é uma envolvente de @ se R é um ideal de T e as se seguintes condigoes sao

satisfeitas:

(1) D, = RN B,(R), para todo g € G.
(2) ay(x) = By(x), para todo g € G e todo z € Dy-1.

(3) T=> By(R).

geG

Definicao 1.36 Duas agoes globais (T, 3) e (1",5') de um grupo G sobre T' e T" sdo
equivalentes se existe um isomorfismo de anéis ¢ : T — T'tal que 3,0 ¢ = ¢ o 3y, para

todo g € G.
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Quando R possui unidade, Dokuchaev e Exel em [9] deram condigdes necessérias e

suficientes para que uma acgao parcial admita uma envolvente.

Teorema 1.37 ([9], Teorema 4.5) Sejam R um anel com unidade e o uma agdo parcial
de um grupo G sobre R. Entdo, a possui uma envolvente (T, [3) se e somente se cada
ideal Dy, g € G, é um anel com unidade. Além disso, se (T, [3) existe, entao ela € unica

a menos de equivaléncias.

No teorema acima, a condigao de que cada ideal Dy, g € G, ¢ um anel com unidade
significa que cada D, ¢ gerado por um idempontente central de 1, € R. Pela definicao
de acao envolvente tal idempotente é dado por 1, = 1z8,(1g), para todo g € G.

Observamos que se uma acao parcial a de um grupo G sobre um anel R possui uma
envolvente (T, 3), entdo R *, G pode ser mergulhado em 7 x5 G. Em particular, R *, G
é associativo.

Agora, introduzimos uma condicao de finitude para agoes parciais.

Definicao 1.38 Dizemos que uma ac¢ao parcial o de um grupo G sobre um anel R ¢ de

tipo finito, se existe um subconjunto finito {g1,- -+, gn} de G tal que R = Z D, para

1<i<n
todo g € G.
E f4cil ver que toda agao parcial de um grupo finito sobre um anel é de tipo finito.
A definigao anterior apareceu pela primeira vez em [6] para agoes parciais de grupos
ciclicos infinitos sobre anéis semiprimos. A definicao geral de acao parcial de tipo finito
foi dada em [15] e algumas propriedades destas agoes parciais podem ser encontradas em
3] e [15].

A seguir apresentamos uma caracterizagao do conceito anterior.

Proposicao 1.39 ([15]/, Proposi¢io 1.2) Seja o uma a¢ao parcial de um grupo G so-
bre um anel com unidade R com envolvente (T,[3). Entao as sequintes condigoes sao

equivalentes:

(i) « € de tipo finito.

26



(ii) Ezistem g1,---,gn € G tais que T = Z By (R).

1<i<n

(i5i) T é um anel com unidade.

Se uma acao parcial de um grupo G sobre um anel com unidade R é de tipo finito,
entao pela Proposicao 1.39, existe um menor inteiro n > 1 e elementos ¢1,---,¢9, € G

tais que T' = Z By (R). Neste caso dizemos que a tem ordem n.
1<i<n
O préximo resultado é uma cole¢ao de propriedades da envolvente de uma agao parcial.

Tais resultados podem ser encontrados na Secao 1 de [15] e fazem parte da tese de

doutorado de J. Lazzarin (ver [24]).

Proposicao 1.40 Sejam R um anel com unidade, o uma acdao parcial de um grupo G

sobre R e (T, 3) uma envolvente de . Entao as sequintes propriedades se verificam:
(i) R € semiprimo se e somente se T é semiprimo.
(i) T é semisimples se e somente se R € semisimples e a € de tipo finito.

(iii) T € artiniano (noetheriano) a esquerda (a direita) se e somente se R € artiniano

(noetheriano) a esquerda (a direita) e o € de tipo finito.

(iv) Se « € de tipo finito, entdo udim(R) < udim(T) < o(a)udim(R), onde o(«) denota

a ordem de a.
(v) R € nao singular a direita se e somente se T' é nao singular a direita.

(vi) T é um anel semiprimo de Goldie a direita se e somente se R € um anel semiprimo

de Goldie a direita e o € de tipo finito.

(vit) Se m é um inteiro positivo, entdo R € livre de m-tor¢do se e somente se T € livre

de m-~torgao.

A seguir apresentamos um resultado que relaciona os anéis R *, G e T *3 GG, sempre

que « ¢ de tipo finito, i.é, sempre que 7' é um anel com unidade.
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Teorema 1.41 ([9], Teorema 5.4) Sejam R um anel com unidade e o uma ag¢ao parcial
de tipo finito de um grupo G' sobre R com envolvente (T, [3). Entio Rx, G e T %3G sao

Morita equivalentes.
Em [15], os autores utilizaram o teorema anterior para provar o seguinte resultado:

Proposicao 1.42 ([15], Proposicao 5.3 e Coroldrio 6.8) Sejam R um anel com unidade

e a uma agao parcial com envolvente de um grupo finito G sobre R.
(i) Se R é um anel semiprimo livre de |G|-tor¢ao, entio R, G € semiprimo.

(ii) Se R € Jacobson-semisimples e |G| é inversivel em R, entio R x, G é Jacobson-

semistmples.
Assim como no caso global, é possivel definir o subanel dos elementos a-invariantes.

Definicao 1.43 Seja o uma acao parcial de um grupo G sobre um anel R. O subanel

dos elementos a-invariantes (ou subanel a-fizo) de R é definido como sendo o conjunto

R ={x € R|ay(za) = zay(a), para todo g € G e todo a € Dy-1}.

Observamos que o conceito de subanel dos elementos a-invariantes foi estabelecido
pela primeira vez em [10] para o caso parcial.

E f4cil ver que se uma agao parcial o de um grupo G sobre um anel com unidade R
admite uma envolvente, i.¢, cada D, ¢ gerado por um idempotente central 1, € R, entao

o subanel dos elementos a-invariantes de R é dado por
R* ={z € R|oy(xly-1) = x1,, para todo g € G}.

O anel dos elementos a-invariantes para agoes parciais com envolvente (para gru-
pos finitos) foi estudado, especialmente, em [17] e [20]. Neste dltimo artigo, por exem-
plo, os autores mostram que existe um contexto de Morita entre o anel dos elementos
a-invariantes e o skew anel de grupos parcial e que sob certas condigoes esse contexto
é, de fato, uma equivaléncia de Morita. Porém, nds temos interesse especial no seguinte

resultado de [17].
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Teorema 1.44 ([17], Teorema 1.4) Se o é uma agao parcial de um grupo finito G sobre
um anel com unidade R com envolvente (T,[3), entdo R® = Ty e R* é um anel

isomorfo a TC.
Além do teorema acima, nas Segdes 1 e 5 de [17] encontramos os seguinte resultado:

Teorema 1.45 ([17], Coroldrio 1.8, Teoremas 5.5 € 5.6) Seja o € uma agao parcial de
um grupo finito G sobre um anel com unidade R que admite uma envolvente (T, 3). Se

R € semiprimo e livre de |G|-tor¢do, entdo:
(i) R* é semiprimo.
(i1) udim(R*) < udim(R) < |G|udim(R®).

(iii) R™ € um anel de Goldie a direita se e somente se R € um anel de Goldie a direita.

1.8 Extensao de Acoes Parciais Sobre Anéis

Semiprimos

Em [13], M. Ferrero mostrou que sempre é possivel estender uma agao parcial so-
bre um anel semiprimo R ao seu anel de quocientes de Martindale ) de R e que tal
extensao sempre admite uma envolvente. Nesta se¢ao introduzimos os conceitos e re-
sultados necessarios para podermos enunciar o teorema obtido por Ferrero que garante
a existéncia da extensao citada. Maiores detalhes que nao apresentamos, podem ser
encontrados em [13].

Vamos estabelecer primeiro algumas notacoes que serao utilizadas durante a secao:
R ¢é um anel semiprimo (nao necessariamente com unidade), ) é o anel de quociente a

direita de Martindale de R e C é o centréide estendido de R.

Definicao 1.46 Dado um ideal I de R, o fecho de I em R € definido como sendo o

conjunto
[I] = {x€R|3 He&(R)comzH C I}
= {zre€eR|3 He&R)comHz C I}.
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E fécil ver que [I] = Anng(Anng(I)) e assim, [I] é um ideal de R que contém I.
Dizemos que I é um ideal fechado se I = [I]. Portanto, os ideais fechados de R sao os
ideais anuladores. Além disso, [[I]] = [I], i.é, o fecho de um ideal é um ideal fechado.

Notamos que se R é um anel semiprimo e [ é um ideal de R tal que I é um somando
direto de R, entao I é um ideal fechado de R. Em particular, todo ideal de um anel
semisimples é fechado. Por outro lado, os unicos ideais fechados de um anel primo sao
os ideais triviais.

Por resultados de [12], existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos
ideais fechados de R, o conjunto dos ideais ()-fechados de () e o conjunto dos ideais
C-fechados de C'. Esta correspondéncia é dada da seguinte maneira: sejam A um ideal
fechado de R, A* um ideal fechado de ) e Ay um ideal fechado de C'. Entao estes ideais
sao correspondentes se e somente se A* N R = A (equivalentemente A* = {¢€ Q|3 H €
E(R)comqH C A}) e A*NC = Ap (equivalentemente A* = AyQ).

E facil ver que para qualquer ideal I de R, o ideal fechado I* de Q correspondente ao
fecho [I] de I em R é dado pelo ideal I* ={q€ Q|3 H € E(R)comqH C I}.

Vimos na Secao 1.3 que os elementos idempotentes de C' sao da forma ey, para algum
ideal nao nulo H de R, onde eg(a + b) = a, para todo a+b € H® Anng(H), a € H ¢
be Ann,.(H). E facil verificar que se A* é um ideal fechado de (), entao A* = e4(Q), onde
A é o ideal de R correspondente a A*.

Consideremos um ideal nao nulo A de R. Entao A é semiprimo como anel, pois se a €
AeaAa =0, entdo Aa- Aa = 0 o que implica que Aa = 0 e assim, a € AN Ann,.(A) = 0.

Portanto existe o anel de quocientes a direita de Martindale @, (A) de A.

Proposicao 1.47 ([13], Proposi¢ao 2.2) Com a notagao acima, existe um isomorfismo

U Qr(A) — A* tal que Y|a = Id4.

Pela proposigao anterior, se A é um ideal de R, entdo podemos ver A* (ideal fechado

de @ correspondente a [A]) como sendo o anel de quocientes a direita de Martindale de

A.
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Sejam A e B dois ideais de R, ¢ : A — B um isomorfismo de anéis e ¢ € @Q,(A).
Entao existe H € £(A) e um A-homomorfismo a direita f : H — A tais que ¢gh =
f(h), para todo h € H. Note que ¢p(H) € E(B) e que ¢*(f) : ¢(H) — B definida
por ¢*(f)(d(h)) = (¢ o f)(h), para todo h € H, é um B-homomorfismo & direita. E
facil verificar que ¢* : @,(A) — Q,.(B) definida por ¢*(q) = [¢(H), ¢*([f)], para todo
q € Q.(A), é um isomorfismo de anéis que estende ¢.

Em resumo temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.48 ([13], Proposi¢io 2.3) Suponhamos que A e B sdo ideais de R e que

¢ : A — B € um isomorfismo de anéis. Entdo existe um unico isomorfismo de anéis

¢*: Qr(A) — Q,(B) que estende ¢.
Finalmente estamos aptos a enunciar o principal resultado dessa secao.

Teorema 1.49 ([13], Teoremas 1.6 e 3.1) Sejam G um grupo, R um anel semiprimo e

a={ay: D1 — D, | g € G} uma agao parcial de G sobre R. Para todo g € G, denote
por Dy o ideal fechado de Q) correspondente ao fecho [D,] de Dy em R. Entao existe uma
agdo parcial o = {a - Dy — D | g € G} de G sobre Q tal que o |D971: ag, para

todo g € G. Mais ainda, «* admite uma agdao envolvente (T [3).

Dizemos que a* é a extensao de a a (). Note que o fato de que a* admite uma
envolvente é imediato, uma vez que cada ideal Dy, g € GG, é gerado por um idempotente
central de Q.

Notemos também que uma extensao analoga a do teorema anterior pode ser obtida
para o anel de quocientes a esquerda de Martindale de R.

Encerramos a secao com as seguintes observacoes em relacao ao ultimo teorema.

Observacao 1.50 O teorema anterior é um dos mais importantes para o desenvolvi-
mento do nosso trabalho. Primeiro, com ele podemos concluir que R *, G é um anel
associativo. Mais ainda, nés temos o seguinte diagrama de anéis:
R — Q — T
! 1 !
Rx, G — QxopxG — Tx3G
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Este diagrama nos permite demonstrar algumas propriedades de R *, GG, como veremos
no Capitulo 2. Finalmente, observamos que 7" = e Bg(R) é um subgrupo aditivo de
T =3 ,c08,(Q) e que f' = Bl é uma agao de G sobre T". No Capitulo 3, daremos
condigbes necessarias e suficientes para que 7" seja um anel e (77, ') seja uma envolvente

de a.
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Capitulo 2

O Skew Anel de Grupos Parcial e
Anéis de Goldie

Lembramos que o skew anel de grupo parcial para agoes parciais com envolvente foi
bastante estudado por varios autores, mas ha poucos resultados conhecidos para agoes
parciais que nao admitem necessariamente uma envolvente. O artigo [6] de W. Cortes,
M. Ferrero e H. Marubayashi é um dos poucos neste sentido. Nele os autores estudaram
o skew anel grupo parcial para o caso em que GG é um grupo ciclico infinito e R é um anel
semiprimo com unidade e mostraram, por exemplo, que a dimensao uniforme a direita
de R e R, G sao iguais. Mais ainda, mostraram que R é um anel de Goldie a direita se
e somente se R *x, G é um anel semiprimo de Goldie a direita.

Neste capitulo vamos considerar R um anel semiprimo com unidade, o uma acao
parcial de um grupo G sobre R e provar resultados semelhantes aos encontrados em [6]
para os seguintes casos: G ¢é finito e R é livre de |G|-tor¢ao; G é policiclico infinito e o é
de tipo finito; G é policiclico por finito, « é de tipo finito. Para tanto, a nossa estratégia
é estudar algumas propriedades que se transferem de R %, G para @) .+ G e vice-versa,
onde @ é o anel de quocientes a direita de Martindale de R e a* ¢é a extensao de a a ().

Assim sendo, podemos utilizar resultados ja conhecidos para estabelecer propriedades de

Rx*,G.
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Primeiro, provamos que todo ideal a direita nao nulo de @ *.+ G intercepta R %, G
nao trivialmente e descrevemos a relacao entre o ideal singular a direita de R %, G e
o ideal singular a direita de @ *,« G. Como consequéncia disto, obtemos que R %, G
é nao singular a direita se e somente se () *,~ G é nao singular a direita. Em seguida
mostramos que udim(R x, G) = udim(Q *,~ G). Na sequéncia, obtemos generalizagoes
do Teorema de Osterburg e do Teorema de Matczuk (ver Teoremas 1.29 e 1.30(77)) para
o caso parcial. Finalizamos o capitulo estudando a dimensao de Krull e mostrando que
se R tem dimensao de Krull & direita entdo R *, G também tem dimensdao de Krull a

direita.

2.1 Condicoes para R *, G ser um Anel Semiprimo

de Goldie

Para nao nos tornarmos repetitivos, vamos estabelecer agora algumas notagoes que
serao usadas durante todo o capitulo, a menos que se mencione o contrario.

e [? é um anel semiprimo com unidade, () é o anel de quocientes a direita de Martindale
de R e G é um grupo

e o ={a,: D1 — D, | g € G} é uma agao parcial (ndo necessariamente com
envolvente) de G sobre R, a* = {aj : D; ., — D | g € G} é a extensdo de a a Q
definida em [13] (ver secao 1.8) e (T, 3) é a envolvente de o*.

O primeiro resultado deste capitulo mostra que se a € de tipo finito, entao a* também

¢ tipo finito. No entanto, para provarmos isso nos precisamos do seguinte lema:

Lema 2.1 (/9], Lema 2.4) Sejam R um anel com unidade qualquer e I um ideal de
R gerado por dois idempotentes centrais ey, e € R. Entao I é gerado por um tunico

idempotente central de R dado por e = e; 4+ e — eq65.
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Proposicao 2.2 Se o € uma ac¢ao parcial de tipo finito, entao o também é uma agao

parcial de tipo finito.

Demonstragao Suponhamos que « é de tipo finito. Entao, eX1ste {91, -, 9.} C G tal

que R = Z Dgyq,, para todo g € G. Vamos mostrar que ) = Z D

=1 =1
De fato, como cada ideal Dy, ¢ gerado por um idempotente central de @, temos do
n

lema anterior que existe um idempotente central e € @) tal que ZD;gi = Qe. E facil

para todo g € G.

99i?

=1
ver que f = 1g — e é um idempotente central de @) tal que ) = Qe ® Qf.
Se qf € Qf, entao existe H € E(R) tal que (¢f)H C Qf N R C QfﬂZDggi -

i=1

QfﬁZDggz =Qf NQe = 0. Logo szOetemosQ:ZD;gi, para todo g € G. O
i=1

Observagao 2.3 Pela Proposicao 2.2 e pelo Teorema 1.41, se « é de tipo finito, entao

Q*4-G e T x5 G sao Morita equivalentes.

A seguir demonstramos uma das propriedades mais importantes da extensao de anéis
R+, G C Q*,+G, pois como veremos adiante, a maioria dos resultados deste capitulo sao

demonstrados usando-se esta propriedade de maneira direta ou indireta.

Lema 2.4 Na extensao de anéis Rx,G C Qx*.~G as sequintes propriedades se verificam:

(i) Sey € Q.G € nao nulo, entio existe H € E(R) tal que 0 # yH C R *, G. Mais
ainda, se Y1, -, Ym € Q*oG, entdo ezviste E € E(R) tal que y;E C R%,G, para
todoj=1,---,m

(ii) Sey € Q+,+G ¢ H € E(R) sdo tais que yH =0 ou Hy =0, entdo y = 0.

n

Demonstracao: (i) Sejay = Z Qg Ug; € Q*q-G um elemento nao nulo. Podemos supor
i=1

sem perda de generalidade que os indices ¢is que aparecem em y sao todos distintos entre

si e que os coeficientes g, sao todos nao nulos, parai=1,---,n.

Para cada g € G, denote por 1, o idempotente central de @) que gera D;. Dal,

n

y=> (lgug)pi, onde p; € D _, e a} (p;) = g, para 1 < i < n.
=1
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Sabemos que para todo ¢ = 1,---,n existe H; € £(R) tal que p;H; C D,,-1. Tomando
= ﬂ H; € &(R), temos que p,H C D,-1, para todo i = 1,---,n. Assim,

i=1
para todo b € H,

n

yb = Z(lglugl pib) Za 1,,)pib) Za (1,,-1pib)ug,

=1

= Za pib)ug, = Zag pib)ug, € R G, pois pg,b € p;H C Dy -1.

=1

Agora, em particular, p; = a;_l(qgl) # 0 e portanto, pela Proposicao 1.9 (iv), existe

a € H tal que pja # 0. Deste modo, R %, G 3 ya = a,, (pra)ug, + Zagi (pia)ug, # 0.
=2
Logo, 0 # yH C R %, G.
Mais ainda, se y,- -+, Ym € Q%4+G, entao para cada j = 1,---,m existe E; € E(R)

tal que y;E; € R%,G. Tomando E = ﬂ E; € £(R), obtemos y;E C Rx,G, para todo
7=1---m. =
(72) Vamos considerar apenas o caso yH = 0, pois o outro é anédlogo. Suponhamos
n
que existe um elemento nao nulo y = quiugi € Q*,+G e um ideal essencial H de
R tais que yH = 0. Da mesma maneirizlque no item (i), podemos supor sem perda
de generalidade que os indices ¢is que aparecem em y sdo todos distintos entre si e
que os coeficientes g,,’s sao todos nao nulos. Em particular, a;_l(qgl) # 0. Assim,

) —1(qq)H # 0, de onde obtemos que oy (o —1(gg,)H) # 0. Deste modo, existe a € H
tal que o (o7 —1(gg,)a) # 0. Portanto,

yH 3> ya = O‘gl(a ~1(gg0)a)ug, + Z O[gz gi-1(@g)a)ug, # 0,

contradizendo a hipdtese de que yH = 0. O

Corolario 2.5 As sequintes afirmacoes sao vdlidas em Rx,G:

(i) Se I é um ideal a direita ndo nulo de Qx,+G entao I N (R*,G) € um ideal a direita

nao nulo de Rx,G.
(ii) Se Rx,G € semiprimo entio Q+,+G também € semiprimo.
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Demonstragao:

(1) Seja z um elemento nao nulo de I. Entao, pelo Lema 2.4(i), existe H € £(R) tal
que 0 # xH C R*, G. Mas como [ é um ideal a direita de Q%,-G, temos zH C I.
Portanto, 0 # xH C R%, G N 1.

(17) Suponhamos que existe um ideal a direita nao nulo I de Q.-G tal que
I? = 0. Entao, pelo item (i), I N R %, G é um ideal & direita nao nulo de R *, G.

Mas, (I N R *, G)? C I? = 0, contradizendo o fato de que R x, G é semiprimo. O

A seguir veremos qual é a relacao entre os centros de ) .+ G e R %, G.

Proposicao 2.6 Z(R %, G) = Z(Q*.G) N Rx,G, onde Z(A) denota o centro do anel
A.

Demonstracao:  Obviamente Z(Q%.+G) N Rx,G C Z(R *, G). Agora considere
r € Z(R*,G) ey € Qxu+G. Pelo Lema 2.4(7), existe H € E(R) tal que yH C R %, G.

Assim, pela associatividade de Q#,+~G e sendo que = € Z(R *, G) temos

(zy)H = 2(yH) = (yH)r = y(Hz) = y(zH) = (yz)H
Deste modo, (zy —yz)H = 0. Pelo Lema 2.4(ii), xy — yx = 0 de onde obtemos zy = yzx.
Portanto, © € Z(Q*.G) N Rx,G e a igualdade segue. a

O Corolario 2.5 serd usado a seguir para determinarmos a relacao entre os ideais

singulares a direita de R *x, G e de @) %, G.

Proposicao 2.7 Para os ideais singulares a direita de R %, G e Q .« G temos:

Z,(R %4 G) = Z,(Q#a-G) N ReoG.

Demonstragao: Sejaz € Z.(R%,G) e J um ideal a direita nao nulo de Q*,-G. Entao
pelo Corolario 2.5 (i), temos que J N (R %, G) é um ideal a direita nao nulo de R *, G.
Assim, existe 0 # y € J N (R *, G) tal que zy = 0, pois = € Z,.(R *, G). Portanto,
x € Z,.(Q #4+ G) e temos Z,.(R *, G) C Z,.(Q*,-G) N R*,G.

Agora consideremos x € Z,.(Q#,-G) N Rx,G e seja I um ideal a direita nao nulo
de Rx,G. Entao I(Q#,+G) é um ideal a direita nao nulo de Q*,+G e portanto existe

0 # 2z € I(Q*,-G) tal que zz = 0.
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Como z € [(Q*,G), existem ay,---,a, € I e y, -, Yy, € Q%G tais que
z = Z(aiyi) # 0. Pelo Lema 2.4(7), existe £ € E(R), tal que y;,E C Rx,G, para
i=1
todoi=1,---,n. Disso e do fato de que a; € I, obtemos

(ay;)E = a;(y;F) C a;RxG C I,

para todoi = 1,---,n. Dai, 2z C I e zE # 0, pelo Lema 2.4(i7). Consideremos b € F
tal que zb # 0. Entao, 0 # zb € I e z(zb) = (x2)b = 0.b = 0. Logo, x € Z.(R*, G) e
temos que, Z,(Q%,+G) N R¥,G C Z.(R *, G). a

Corolario 2.8 Se a € de tipo finito, entao as sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) R+, G € ndo singular a direita.
(11) Q*o~G € nao singular a direita.

(i1i) T x5 G € ndo singular a direita.

Demonstracao: A primeira equivaléncia é consequéncia direta do Corolério 2.5(i) e
da Proposigao 2.7. A segunda equivaléncia é valida pois Q*,-G e T x3 G sao Morita

equivalentes, uma vez que se « é de tipo finito entao a* é de tipo finito. O

Observamos que no corolario acima a hipdtese de que a é de tipo finito foi utilizada
apenas para demonstrar que (i7) é equivalente a (7).

Anteriormente, quando estudamos o anel de quocientes a direita de Martindale, nds
observamos uma relagao entre os ideais a direita essenciais de R e de @) (veja a Proposigao
1.10). Na sequéncia, veremos que a mesma relagdo é vélida para os ideais a direita

essenciais de R *, G e de Q) *,+ G.

Proposicao 2.9 As sequintes propriedades se verificam em R x, G C Q%G

(i) Se I € um ideal a direita essencial de Rx*, G, entao I(Qx.G) é um ideal o direita

essencial de Q*,+G.

(i) Se J € um ideal a direita essencial de Qx.+G, entdo J N (R x, G) € um ideal a

direita essencial de R *,, G.

38



Demonstracao: (i) Seja K um ideal a direita ndo nulo de Q*,+G. Entao pelo Corolario
2.5(1), KN R#,G é um ideal a direita nao nulo de R*, G. Como I é essencial em Rx*, G

e Q*,+G tem unidade, temos
0AIN(KN(R*G)) CINK CI(Qx+G)NK.

Portanto, I(Qx,+G) é essencial em Qx,-G.

(77) Seja L um ideal a direita nao nulo de R %, G. Entao, J N L(Q*.G) # 0, pois
J ¢é um ideal a direita essencial de Q#,+G. Tome 0 # y = > 7" Lizi € J N L(Q*,-G),
onde [; € L e z; € Q*,+G. Pelo Lema 2.4(7), existe E € £(R) tal que z,E C R %, G para
todo i = 1,---,n. Assim, yE =Y " Li(%E) C (JN (R *q G)) N L, pois L, R %, G e
y € JQ¥o-G.

Além disso, como y # 0 e E € E(R), temos do Lema 2.4(ii) que yE # 0. Portanto,
J N (R *, G) é um ideal a direita essencial de R *, G. O

Nosso préximo passo é mostrar que a Proposicao 2.9 é valida se substituirmos “essen-

cial”por “uniforme”.

Proposicao 2.10 As sequintes afirmacoes se verificam:

(i) Seja U é um ideal a direita ndo nulo de R+, G. Se U é uniforme em Rx*, G, entdo

U(Q*G) € um ideal a direita uniforme de Q+,+G.

(ii) Seja’ V' é um ideal a direita nao nulo de Q*,+-G. Se V' é uniforme em Qx+G, entao

VN (R *, G) é um ideal a direita uniforme de R *, G.

Demonstracao: (i) Como @Q*,+G tem unidade e U # 0, temos U(Q*.G) # 0.
Suponhamos que U(Q#,+G) nao é uniforme. Entao existem elementos nao nulos
= uis, w =30 vz € U(QxeG) tais que p(Qxa-G) Nw(Q*,-G) = 0, onde
u;,v; € U e y;, x5 € Q*-G sao todos nao nulos.

Visto que 4 e w sdo nao nulos, temos do Corolario 2.5(7) que pu(Q*.+G) N R, G e

w(Q*o+G) N R %, G sao ideais a direita nao nulos de R *, G, mas

((Q*0+G) N R %o G) N (w(Q*0+G) N R %, G) = 0.
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Por outro lado, como os y;s e os z)s sao elementos nao nulos de Qx,-G e sdo em
nimero finito, segue do Lema 2.4(i) que existe £ € E(R) tal que y,E C Rx*, G ¢
z;E C R*, G, paratodo?=1,---,netodo j=1,---,m. Disso e do fato de que U ¢
um ideal a direita de R *, G, segue que pF,wFE C U. Também, como p e w sao ambos
nao nulos e £ € £(R) temos puF # 0 e wE # 0. Tome a,b € E tal que pa # 0 e wb # 0.
Como U é uniforme em R %, G, temos ((pa)(R %o G)) N ((wb)(R %4 G)) # 0. Mas isso

contradiz o fato de que
((na)(R *q G)) N (WD) (R x4 G)) C (11(Q*0+G) N R*o G) N (w(Q40+G) N R x4 G) = 0.

Portanto U(Qx*,+G) é uniforme.

(i7) Seja V um ideal & direita uniforme de Q*,+G. Entao V # 0 e assim, V N (R *, G)
¢ um ideal a direita nao nulo de R *, GG. Suponhamos que existam dois ideais a direita
nao nulos A e B de R %, G contidos em V tais que AN B = 0. Entdo A(Q*,:G) e
B(Q*q+G) sao dois ideais a direita nao nulos de Q*,+G contidos em V. Pelo Lema 2.4,

A(Q*4+G) N B(Q*4+G) = 0, contradizendo o fato de que V' é uniforme. O
Como consequéncia imediata das Proposicoes 2.9 e 2.10 temos o

Corolario 2.11 As dimensoes uniformes a direita de Rx, G e de Q*.~G sdo iguais, 1.€,

udim(R *, G) = udim(Qx*qG).
Além disso, temos o

Corolario 2.12 Se R é um anel semiprimo com unidade e R*, G € um anel semiprimo

de Goldie a direita, entao Qx,G € um anel semiprimo de Goldie a direita.

Demonstracao: Se Rx,G é um anel semiprimo de Goldie a direita, entao pelo Teorema
1.8 R %, G é semiprimo, Z, (R, G) = 0 e udim(R *, G) < 0o. Assim, pelos Coroldrios
2.5(i1), 2.8 e 2.11 temos que Q*,+G é semiprimo, Z,.(Q*.G) = 0 e udim(Q*,-G) < oo.

Logo, pelo Teorema 1.8 Q*.,+G é um anel semiprimo de Goldie a direita. O

Demonstramos no Corolario 2.5 que se R *, G é um anel semiprimo entao Q.-G
também é semiprimo. No entanto, se R é um anel semiprimo de Goldie a direita, temos

o seguinte resultado:
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Proposicao 2.13 Se R ¢ um anel semiprimo de Goldie a direita com unidade, entao

R, G € um anel semiprimo de Goldie a direita se e somente se Qx.«G também o €.

Demonstracao: Pelo Corolario 2.12, basta provar a reciproca. Suponha que Q%G
é um anel semiprimo de Goldie a direita. Entao por defini¢do, udim(Qx,-G) < oo
e Q+,+G satisfaz ACC sobre ideais anuladores a direita. Assim, pelo Corolario 2.11,
udim(R *, G) < 00 e R *, G satisfaz ACC sobre ideais anuladores a direita por ser um
subanel de Q*,+G. Portanto, por definicao R *, G é um anel de Goldie a direita.

Resta mostrar que R %, G é semiprimo. Para tanto, vamos mostrar que os anéis de
quocientes cldssicos QL (R *, G) e Q% (Q%,+G) sdo iguais.

Afirmacgao: Cr C Criya = Cosnc N R *4 G.

De fato, é facil ver que a primeira inclusao se verifica. Agora, sejam = € Cg. ¢ €
Yy € Qx.+G tais que xy = 0. Pelo Lema 2.4(i), existe H € £(R) tal que yH C R %, G.
Entao, 0 = (xy)H = x(yH), de onde obtemos que yH = 0, pois € Cg. . Logo, pelo
Lema 2.4(i7), segue que y = 0. Isto mostra que x é um elemento regular a direita de
Q*,+G. Portanto, x também regular a esquerda, pois Q*,+G é um semiprimo de Goldie
a direita. Consequentemente, v € Cg. .¢ € a inclusao “ C 7 se verifica. A inclusao
contréria é obvia.

Considere agora y € Q;(Q+*+G). Entao, existe z € Cg., . tal que yr € Q*,-G e pelo
Lema 2.4(i), existe H € E(R) tal que xtH C R %, G. Por outro lado, existe F' € £(R)
tal que (yz)F C R %, G. Tomando L = HNF € E(R), temos xL, (yx)L C R %, G.
Sendo R um anel semiprimo de Goldie a direita, temos do Teorema 1.8 (iv) que existe
e € CpRNL CCqu,.cNL. Assim, ze € Co,_.c N R*y G = Cps,¢ € tal que y(ze) € R, G.
Portanto, y € Q% (R*,G) o que implica Q7 (Q*.+G) C QL (R*,G). A inclusao contraria
¢ 6bvia, pois Crs,c C Cox, .-

Como Q*,+G é um anel semiprimo de Goldie a direita, temos do Teorema 1.8 que

(R %4 G) = Q1 (Q*,+G) é semisimples artiniano. Logo, pelo Teorema 1.8, R %, G ¢

semiprimo. O

O proéximo resultado é a versao parcial do Teorema 1.29.
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Teorema 2.14 Se |G| < co e R € um anel semiprimo com unidade livre de |G|-tor¢ao,
entao R é um anel de Goldie a direita se e somente se R x, G € um anel semiprimo de

Goldie o direita.

Demonstragao: Suponhamos que R é um anel Goldie a direita com unidade. Como R
é livre de |G|-tor¢ao, temos das Proposigoes 1.10(7) e 1.40(vii) que T ¢é livre de |G|-tor¢ao.
Além disso, como R é um anel semiprimo de Goldie a direita e a* é de tipo finito, ja que
|G| < o0, segue das Proposigoes 1.10(iz), 1.39 e 1.40(vi) que T é um anel semiprimo de
Goldie a direita com unidade. Portanto, pelo Teorema 1.29, T"*3 G' é um anel semiprimo
de Goldie a direita. Sendo T" x5 G' e @) *.+ G Morita equivalentes, temos que @ *,+ G ¢é
um anel semiprimo de Goldie a direita. Logo, pela Proposi¢ao 2.13 R %, G é um anel
semiprimo de Goldie a direita.

Reciprocamente, se R %, G é um anel semiprimo de Goldie a direita entao pelo
Corolario 2.12, @) *,+ G é um anel semiprimo de Goldie a direita. Como esta propriedade
¢ Morita invariante, temos que 7" *3 G' é um anel semiprimo de Goldie a direita. Além
disso, T' é livre de |G|-tor¢ao. Portanto, pelo Teorema 1.29, T é um anel semiprimo de
Goldie a direita. Logo, pelas Proposigoes 1.40(vi) e 1.10(iz), temos que R é um anel de

Goldie a direita. O

O préximo objetivo é mostrar que a equivaléncia dada no teorema anterior também
vale se G é um grupo policiclico infinito e a é de tipo finito. Porém, para mostrarmos

isso, precisamos dos dois préximos lemas.

Lema 2.15 Se a € de tipo finito e G € um grupo policiclico infinito, entdo R é um anel

nao singular a direita se e somente se R *, G também o é.

Demonstracao: Suponhamos que Z,.(R) = 0. Entao pelas Proposi¢oes 1.10(viii) e
1.40(v), Z,(T) = 0. Assim, pelo Teorema 1.30(¢), Z,(T %3 G) = Z,(T)(T %3 G) =0 e
portanto, pelo Corolario 2.8, Z,.(R *, G) = 0.

Reciprocamente, suponhamos que Z,.(R *, G) = 0. Como « é de tipo finito, segue
do Corolario 2.8 que Z,.(T %3 G) = 0. Como « é de tipo finito, temos das Proposi¢oes
2.2 ¢ 1.39 que T tem unidade. Pelo Teorema 1.30(i), 0 = Z.(T %3 G) = Z,(T)(T %5 G),
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o que implica que Z.(T) = 0. Assim, Z,(Q) = 0, pela Proposigao 1.40(v) e portanto
Z,(R) =0, pela Proposicao 1.10(viii). O

Lema 2.16 Se « € de tipo finito e G € um grupo policiclico infinito, entao udim(R) < oo

se e somente se udim(R x, G) < oc.

Demonstracao: Como « ¢é de tipo finito, a* também é de tipo finito. Em particular,
T tem unidade T' tem unidade, pela Proposicao 1.39.
Se udim(R) < oo, entao pelo Teorema 1.30(¢) e pelas Proposigoes 1.40(iv) e 1.10(vi),

udim(T x5 G) = udim(T) < o(a*)udim(Q) = o(a*)udim(R) < co.

Visto que T %5 G e @Q %o+ G sao Morita equivalentes, udim((Q *,+ G) < oo. Logo, pelo
Corolario 2.11, udim(R *, G) < .

Reciprocamente, se udim(R %, G) < 0o, entao, pelo Corolario 2.11 e pelo fato de
que T %5 G e Q %+ G sao Morita equivalentes, temos udim(7T %3 G) < co. Assim, pelo
Teorema 1.30(7), segue que udim(T) = udim(T %3 G) < oo. Logo, pelas Proposi¢oes
1.10(vi) 1.40(iv), temos udim(R) = udim(Q) < udim(T') < oco. O

O Teorema 1.30(i7) pode ser generalizado para R x, G, sempre que « é de tipo finito.

Teorema 2.17 Suponhamos que R é um anel semiprimo com unidade, G é um grupo
policiclico infinito e a € uma agao parcial de tipo finito de G sobre R. Entdo R ¢ um

anel de Goldie a direita se e somente se Rx, G € um anel semiprimo de Goldie a direita.

Demonstracao: Suponhamos que R é um anel semiprimo de Goldie a direita. Entao,
pelo Teorema 1.8, temos que udim(R) < co e Z,.(R) = 0, de modo que pelos Lemas 2.15
e 2.16, udim(R x, G) < o0 e Z,(R %, G) = 0. Portanto, pelo Teorema 1.8, resta mostrar
que R %, G é semiprimo.

Como () é um anel semiprimo de Goldie a direita e o* é de tipo finito, temos da
Proposigao 1.40(vi) que T é um anel semiprimo de Goldie & direita com unidade. Assim,
pelo Teorema 1.30(éi), T 3 G é um anel semiprimo de Goldie a direita. Do fato de que
T x5 G e @ *o+ G sao Morita equivalentes, temos que () *,» G é um anel semiprimo de

Goldie a direita. Pela Proposicao 2.13, R x, G é um anel semiprimo.
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Agora, suponhamos que R %, G seja um anel semiprimo de Goldie a direita. Pelo
Corolario 2.12, ) *,+ G é um anel semiprimo de Goldie a direita e assim 7" *x3 G ¢ um
anel semiprimo de Goldie a direita, pois Q) *.+ G e T x5 G sao Morita equivalentes. Além
disto, como @ é semiprimo, segue da Proposigao 1.40(i) que 7' é semiprimo. Portanto,
pelo Teorema 1.30(ii), T é um anel de Goldie a direita. Logo, das Proposigoes 1.40(vi)

e 1.10(ix), segue que R é um anel de Goldie a direita. O

Para finalizar, vamos estudar a dimensao de Krull de R, G. Mas antes, observemos
que os resultados obtidos neste capitulo para dimensao uniforme a direita (resp. ideal sin-
gular & direita, anéis semiprimos de Goldie a direita) também sao validos para dimensao
uniforme a esquerda (resp. ideal singular a esquerda, anéis semiprimos de Goldie a es-
querda). Para tanto, basta considerar a extensao de a ao anel de quocientes a esquerda
de Martindale de R.

Também observamos que R x, G = EBgeG ugDg-1. Assim, R x, G tem uma estru-

tura natural de R-moédulo a direita. Além disso, para todo g € G, Dy-1 e ugDgy1 sao

R-moédulos a direita isomorfos pelo R-isomorfismo ¢ : Dy-1 3 a —— uga € ugDy-1.

Proposicao 2.18 Sejam R um anel qualquer e o = {og : Dy-1 — Dy : g € G} uma
acao parcial de um grupo finito G sobre R. Se R tem dimensao de Krull entao R x, G

tem dimensdo de Krull e Kdim(R %, G) < Kdim(R).

Demonstracao: Suponhamos que R tem dimensao de Krull a direita. Como D, ¢é
um ideal de R, segue do Lema 1.26 que D, tem dimensao de Krull como R-mdédulo
a direita, para todo g € G. Disso e do fato de que Dy-1 é isomorfo a uyD,-1 como
R-moédulo a direita, temos que ugD,-1 tem dimensao Krull como R-médulo a direita e
Kdim ((Dg-1)r) = Kdim ((ugDy-1)g). Assim, pelo Lema 1.23, R*, G = P ug Dy
tem dimensao de Krull como R-mdédulo a direita.

Agora, note que todo R %, G-submodulo a direita de R %, G é um R-subméddulo a
direita de R *, G. Dai, a aplicacdo ¢ : Lr.,q(R %o G) — Lg(R *, G) definida por
(M) = M, para todo M € L. c(R *, G), preserva inclusoes préprias. Logo, pelo
Lema 1.24, R*, G tem dimensao de Krull a direita e Kdim(Rx*, G) < Kdim((R*,G)R).
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Finalmente, vamos mostrar que Kdim(R *, G) < Kdim(R). Como ja vimos acima,

Kdim ((Dy-1)r) = Kdim ((ugDy-1)r) € Rxo G = @ e tgDy-1. Assim, pelo Lema 1.23

Kdim (R, G)g = sup{Kdim ((uyDy-1)r)|g € G}
= sup{Kdim((Dyg-1)r)|g € G}
= sup {Kdim(R), Kdim((Dy-1)r)|g € G\ 1}
— Kdim(R), pois Kdim((Dy-)g) < Kdim(R).

Logo, Kdim(R %, G) < Kdim ((R x, G)r) = Kdim(R). O

Como ja vimos na Proposicao 1.27, todo anel semiprimo com dimensao de Krull a

direita é um anel de Goldie a direita.

Corolario 2.19 Sejam R um anel semiprimo com wunidade, G um grupo finito e
a ={ay : Dy — Dy|g € G} uma acao parcial de G sobre R. Se R € livre de
|G|-tor¢ao e tem dimensdo de Krull, entio R *x, G é um anel semiprimo de Goldie a

direita.

Demonstracao: Se R é um anel semiprimo e tem dimensao de Krull a direita, entao
pela Proposicao 1.27, R é um anel de Goldie a direita. Assim, pelo Teorema 2.14 R x, G
¢ semiprimo e proposicao anterior R *, G' tem dimensao de Krull a direita. Novamente

pela Proposicao 1.27 temos que R %, G é um anel de Goldie a direita. O

Observacao 2.20 Sabemos que os anéis com dimensao de Krull a direita nula sao exata-
mente os anéis artinianos a direita nao nulos. Assim, se R um anel semiprimo e artiniano
a direita nao nulo e @ = {a, : D

1 — Dy : g € G} uma agao parcial de um grupo

finito G sobre R, entao R %, G também é artiniano a direita.
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Capitulo 3

Acoes Parciais Globalizaveis

Suponhamos que R é um anel semiprimo (nao necessariamente com unidade), G um
grupo e a = {oy : Dy-1 — D, | g € G} uma acao parcial de G sobre R. Como vimos na
Secao 1.8, existe uma agao parcial o* de G sobre @,.(R) que estende « e o* possui uma
envolvente (7, 8), digamos. Entao, T'=>_ ., 8,(Q,(R)), de modo que T" = 3 3,(R)
é um subgrupo aditivo de 7" invariante pela acao ' = | de G.

No caso em que os ideais Dy, g € G, sao todos fechados, W. Cortes e M. Ferrero deram
condigoes necessarias e suficientes para que « tenha uma envolvente (ver [4], Coroldrio
2.4). Mais ainda, os autores mostraram que tais condi¢oes implicam que 7" é um anel, «
possui uma envolvente semiprima e que esta envolvente é equivalente a (7", 3") (Corolérios
3.3 e 3.4 de [4)).

O nosso objetivo neste capitulo é aprofundar este estudo e dar outras condigoes para
que (77, 3") seja uma envolvente de . Primeiro faremos isso para o caso em que R tem
unidade, mostrando que (77, 3") é uma envolvente de « se e somente se 77 é um anel, R
¢ um ideal de 7" e cada ideal D,, g € G, é fechado em R. Em seguida veremos que se
cada ideal Dy, g € G, é fechado em R, entdo (17, 3") é uma envolvente de « se e somente
se T é um anel e R é um ideal de T". Através de um contra exemplo, veremos que isto
nao ¢ valido para o caso em que os ideais Dy nao sao todos fechados. Finalmente, vamos
mostrar que se cada ideal Dy, g € G, é um somando direto de R, entao (17, 3') é uma

envolvente de a e veremos que a reciproca nao é valida (nem mesmo quando os ideais
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D,, forem fechados). Como aplicagdo, estudaremos a existéncia de uma envolvente para
agoes parcias sobre anéis que sao soma direta de anéis primos, nao necessariamente com

unidade.

3.1 Condicoes para Existéncia de uma Envolvente

Antes de comecarmos o estudo que propomos, vamos lembrar o conceito de anel de
multiplicadores. Maiores detalhes sobre este assunto, podem ser encontrados na Segao 2
de [9].

Dado um anel R, o anel de multiplicadores M(R) de R é o conjunto dos pares
ordenados (\, i), onde X e p sao, respectivamente, um R-endomorfismo & esquerda e um
R-endomorfismo a direita de R, que satisfazem \(a)b = au(b), para quaisquer a,b € R.

A adigao e a multiplicagao de dois elementos (A, i), (N, ') € M(R), sao definidas da

seguinte maneira:

M)+ Vo) =+ XN, p+ ) e (A p)- (Vi) =N o X po )
Para um multiplicador v = (A, u) € M(R) e um elemento a € R, nds escrevemos
ay = Ma) e ya = p(a). Dizemos que A é um multiplicador a direita de R e p é um
multiplicador a esquerda de R. B facil ver que M(R) é um anel com unidade (Idg, Idg).

Note que um elemento a € R sempre determina o multiplicador v, = (rq,[,), onde
rq € l, sao, respectivamente, a multiplicacao a direita e a esquerda em R determinada
por a. Também, se I é um ideal de R, entao todo elemento a € R define o multiplicador
Yo = (Tayla) € M(I).

Agora estamos em condigoes de comecar o estudo da existéncia de envolvente, como
dissemos anteriomente. Para tanto, vamos novamente estabelecer algumas notacoes que
serao usadas no restante do capitulo, a menos que se mencione o contrario.

e R é um anel semiprimo (nao necessariamente com unidade), @) é o anel de quocientes
a direita de Martindale de R.

e GG é um grupo, a = {a, : D

-1 — Dy| g € G} é uma acdo parcial de G sobre R e

o ={ay: Dy — Dj|g € G} é aextensdo de a a @ definida na Segao 1.8.
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e (T,3) é uma envolvente de o, T' = Zﬁg(R) e = Bl

geG
Observagao 3.1 Note que 7" é um anel e R é um ideal de T’ se e somente se
R - 3,(R) C R, para todo g € G. De fato, se R - ,(R) C R, para todo g € G,
entdo Gy(R) - Bu(R) = By(R - By-1n(R)) C By(R) C T", para quaisquer g, h € G. Logo, T"

é um anel. Além disso, é claro que R é um ideal de T”. A reciproca é evidente.

No decorrer de todo o capitulo quando dissermos que R é um ideal de 7" ou quando
escrevermos simplesmente R<1T", estaremos assumindo implicitamente que 7" é um anel.
Na introdu¢ao do capitulo, mencionamos o Coroldrio 2.4 de [4]. Sendo ele de grande

importancia para o desenvolvimento do que segue, nds o apresentamos agora.

Teorema 3.2 (/4], Coroldrio 2.4) Sejam R um anel semiprimo e o uma ag¢do parcial de
um grupo G sobre R. Se os ideais Dy, g € G, sao todos fechados, entdo o possui uma
envolvente se e somente se para todo a € R e todo g € G, existe um multiplicador ,(a)

de R tal que:
(i) Ryg(a) € Dy.
(11) ay(ag-1(z)a) = xy4(a), para todo x € D,.

Também em [4], os autores provaram que se os ideais Dy, g € G, sdo todos fechados
em R e « possui uma envolvente, entdo « possui uma envolvente semiprima (S,0) (ou
seja, S é um anel semiprimo) e tal envolvente é tinica a menos de equivaléncia. Mais

precisamente:

Teorema 3.3 ([4/, Coroldrios 3.3 e 3.5) Sejam R um anel semiprimo e a uma a¢do
parcial de G sobre R. Suponha que os ideais Dy, g € G, sao todos fechados e para
todo a € R e todo g € G, existe v4(a) € M(R) satisfazendo as condigoes (i) e (it) do
Teorema 3.2. Entao, o possui uma envolvente semiprima (S, o) que € unica a menos de

equivaléncia. Mais ainda, T' é um anel e (S,0) € equivalente a (T", 3).

Pelos dois resultados anteriores vemos claramente que se « possui uma envolvente,

entdo podemos supor sem perda de generalidade que ela é (7", 3’). Inspirados nesse fato,
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podemos nos perguntar se existem outras condigoes para que (7", 3’) seja uma envolvente

de a.. Para o caso em que R tem unidade, temos a

Proposicao 3.4 Sejam R um anel semiprimo com unidade e o uma a¢do parcial de um
grupo G sobre R. Entao (T',0') € uma envolvente de o se somente se R € um ideal de
T" e cada ideal D, € fechado em R. Mais ainda, quando isso acontece, (1", 3") € unica a

menos de equivaléncia.

Demonstracao: Suponhamos que (77, 3’) é uma envolvente de «. Pela Proposigao
1.40, 7" é um anel semiprimo e pelo Teorema 1.37 cada ideal D,, g € G, é gerado por um
idempotente central 1, € R, i.¢, cada ideal D, ¢ um somando direto de R. Neste caso,
R = Rl,® R(1r — 1), para todo g € G. Portanto, cada ideal Dy, g € G, é fechado,
Portanto, cada ideal D, ¢ fechado, pois é o anulador de R(1p — 1,), . Além disso, o fato
de R ser um ideal de T" segue da defini¢ao de envolvente.

Reciprocamente, suponha que R <T" e que para todo g € G, temos D, = [D,].
Denotemos o gerador de Dj por 1y, g € G. Como R tem unidade, 1g = 1g. Assim, de
Dy = 5,(Q)NQ ede RIT, temos 1, = 195,(1qg) = 1rfy(1r) € R, pois By(1r) € T".
Notemos que Q1, N R = R1, = RN (,(R). De fato, se ¢ql, € Q1, N R, entao ¢l, =
(q1,)1, € R1, e assim, Q1,N R C R1,. A inclusdo contrdria é ébvia pois 1, € R. A
segunda igualdade ¢ vélida, pois 1, = 138,(1r) é um gerador de RN 3,(R). Deste modo,
Dy =[Dy] =D;NR=Q1,NR = Rly;=RNPy(R). Além disso, ay(r) = o (z) = B,(z),
para todo z € D,-1 e g € G. Portanto,

(i) RAT eT' =3 o0 (R).
(ii) Dy = RN By(R) = RN B, (R), para todo g € G.
(i1) ag(x) = B,(x), para todo g € G e todo x € Dy-1.

Logo, por definigao (7”7, 3") é uma envolvente de «. A unicidade da envolvente segue do

Teorema 1.37. |

Observacao 3.5 Note que se R é um anel com unidade, entao pelo Teorema 1.37, «
possui uma envolvente se e somente se todo ideal Dy, g € G, tem uma unidade. Logo,

R T’ e cada ideal D, é fechado em R se e somente se cada ideal D, tem uma unidade.
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Observacao 3.6 Na demonstracao da Proposicao 3.4 fica claro que se R é um anel
semiprimo com unidade e R < 1", entao [D,] = RN ,(R), mesmo que os ideais D, nao

sejam fechados.

Como veremos adiante, no caso em que R nao possui necessariamente unidade, a
existéncia de uma envolvente de o nao implica que os ideais Dy, g € G, sao todos

fechados (ver Exemplo 3.13). Porém, nds temos o seguinte resultado.

Teorema 3.7 Sejam R um anel semiprimo e o uma acdao parcial de um grupo G sobre
R tal que cada ideal Dy, g € G, € fechado em R. Entao (1", ') é uma envolvente de o

se e somente se R<1T".

Demonstracao: Suponhamos que R é um ideal de T’. Lembremos que para todo g € G
e todo ¥ € Dy-1, ay(z) = aj(z) = By(x).

Agora, para todo g € G e todo a € R, defina y,(a) = (73,(a), l8,()) € M(R). Notemos
que v4(a) é um multiplicador de R, pois R é um ideal de 7”. Como R e (3,(R) sao ideais
de T" e como RN fF,(R) € RN (Q N G,(Q)) = RN D;, temos

Rry,(a) = RB,(a) C RN B, (R) C RN Dy = D] = D,.
Além disso, para todo x € D,,

zy4(a) = 2B4(a) = By(By—1(x)a) = By(ay-1(x)a) = ay(ag-1(z)a).

Portanto, pelo Teorema 3.3, (77, 5) é uma envolvente de a.

A reciproca é evidente. ]

A pergunta natural a ser feita é a seguinte: o teorema anterior continua vélido se os

ideais Dy nao sao todos fechados? A resposta é negativa.

Exemplo 3.8 Vamos mostrar neste exemplo que existe uma acao parcial o de um grupo
G sobre uma anel semiprimo R tal que os ideais D, nao sao todos fechados, R ¢ um ideal
de 7', mas (1", #') ndo é uma envolvente de «.

Considere o grupo ciclico de ordem trés G = {1, g, g*} e 0 anel R = 3Z @ 3Z. O anel
de quocientes a direita de Martindale de R é Q = Q ® Q = Qe; @ Qes, onde e e e;
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sdo idempotentes centrais ortogonais de ) dados por e; = (1,0) e ex = (0,1). Assim,
R = Re; @ Rey, mesmo que ey, e5 ¢ R.

Considere também os ideais D1 = R, Dy = 0® 9Z = 3Rey e Dy2 = 9Z.@© 0 = 3Re; de
R, bem como os seguintes isomorfismos de anéis: ay = Idg, og : D2 > ae; — aep € D,
eape: Dy > aey — aey € D E f4cil verificar que a = {ap : D+ — Dy |h € G} é
uma acao parcial de G sobre R.

Note que D} = Q, Dy =08 Q = Qez e Dy, = Q@ 0 = Qey. Também, of = Idg,
ay - D;z, > qer — qeg € Dy e a;Q : Dy 3 gex — qeq € D;z, para todo q € ). Entao
oanel T=Qa QP Q =Te; & Tey ® Tes juntamente com a acao global de GG sobre T'
definida por 1 = Idr; By(e1) = €2, B4(ea) = €3 € By(es) = e1; Byz(e1) = €3, Bg2(e2) = e
e f,2(e3) = ez, é uma envolvente de a*.

Além disso, os ideais Dy e Dy nao sdo fechados em R, pois [Dy] = D; N R = Rey #
3Rey = Dy e [Dy] = Dy N R = Re # 3Re; = Dpe.

Agora considere o subanel R = 37Z & 37Z & 3Z de T. Entao, em T, o anel R =
3Z @ 37 pode ser escrito como R = R'e; @ R'ey, onde e; é identificado com (1,0,0) e eg

é identificado com (0, 1,0). Assim,
T = Bu(R)+ By(R) + Bg(R)
= ﬁl (R’el (&) R/62> + ﬁg(R’el D R,€2> + ﬁg2<R/61 ) Rleg)
== (R’61 D Rleg) + (RIGQ D Rleg) + (Rleg D R'el)
= R/€1 D Rleg D R/63
= 32D 3L D 3L.
Portanto, R = R'e; & R'es é um ideal de 17", mas (1", ' = (|7+) ndo é uma envolvente
de «a, pois
RN ﬁ;(R) = (R’el ©® RI€2) N (Rleg D Rleg) = R/€2 7§ Dg
e

RN 6;2 (R) = (R/€1 D R/eg) n (R/eg D R,€1> = R/el 7é Dg2.

Logo, quando os ideais Dy, h € GG, nao sao todos fechados, entao R <17’ nao implica

que (7", 3" = (B|7+) é uma envolvente de a. O
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Em [4] ficou em aberto a seguinte questao: ¢ vélido o Teorema 3.3 para o caso em

que os ideais Dy, g € G, nao sao todos fechados? A resposta é dada agora.

Exemplo 3.9 Vamos mostrar que existe uma acao parcial a de um grupo G sobre um
anel semiprimo R tal que os itens (i) e (i) do Teorema 3.3 sao validos, mas (7", 3') nao
é uma envolvente de a.

Considere o mesmo anel R e a mesma acao parcial a do Exemplo 3.8. Para cada
elemento a = aje; + azes € R, defina os seguintes multiplicadores de R: v1(a) = (74, la),

Yg(@) = (78,(a)s U8, (a)) © Vg2(a) = (7‘592 () lﬁgz(a))~ Entao, para cada x = ue; + vey € R,
zy1(a) = za€ R=D
zyg(a) = xf4(a) = (ue; + vey)(ares + azes) = vajes € 3Rey = D,
xy,2(a) = xBpe(a) = (uey + vey)(ares + azer) = uase; € 3Rey = De.

Com isto, o item (i) do Teorema 3.3 estd satisfeito.

Agora, para y € D; = R, temos a;(a; ' (y)a) = ya = yyi(a). Também, para todo

Yy =wey € Dy e todo ¥y’ = zey € D2, temos:

aglag-1(y)a) = aglag(wer)a) = ag(wei(arer + azes)) = ag(waser)
= wajey = weg(arey + ages) = y’ﬂg(a161 + agey) = y/’Yg(a)
e
ag(ag-2(y")a) = ag(ag(zer)a) = ag(zes(arer + azes)) = aga(zazes)
= zage; = zey(azer + ares) =y’ Byz(arer + azes) = y"v,2(a).
Assim, o item (ii) do Teorema 3.3 também se verifica.
Logo, « satisfaz as condigoes (i) e (i) do Teorema 3.3 mas, como vimos no Exemplo

3.8, mas (7", ') nao é uma envolvente de a. Notemos que os ideais D, e D,z nao sao

fechados. O

Suponhamos que A é um ideal fechado de R. Entao, como ja vimos na Secao 1.8,
A* = exQ, onde eq = [Ky, fa], Ko = A® Anng(A) e fa : Ky — R é definida por
fa(a +b) = a, para quaisquer a € A e b € Anng(A). Em particular, eq(a + b) = a para
qualquer a +b € K 4.
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O seguinte teorema estende um dos principais resultados de [9] para anéis semiprimos

(ver Teorema 1.37).

Teorema 3.10 Sejam R um anel semiprimo e o uma a¢dao parcial de um grupo G sobre
R. Se todo ideal Dy, g € G, € um somando direto de R, entao (1", ") é uma envolvente

de .

Demonstracao: Como cada D, é um somando direto de R, temos que D, é um ideal
fechado e R = D, & Anng(D,), para todo g € G. Além disso, para todo g € G, existe
um idempotente central 1, de @ tal que D; = Q1,. Pelo que vimos acima, 1, = ep, e
para todo a = a4, + b, € R = D, & Anng(D,), onde a, € D, e by € Anng(D,), temos
lga = a4 € Dy, ou seja, todo a € R pode ser escrito como a = 1,a + by, para algum
by, € Anng(D,).

Para todo g € G e todo a € R definimos o seguinte multiplicador de R:
’yg(a) - (Tag(lg—la)7lag(1g_1a))'
Entao temos:
(i) Ryg4(a) = Rag(l,-1a) € Dy, pois ay(1l,-1a) € D,

(11) Para todo x € Dy,

aglog-1(z)a) = ag((ag-1(x)lg-1)a) = ag(ay-1(x)(14-1a))

= aglag-1(2))ag(ly-1a) = zay(ly-1a)
= z74(a).

Portanto, pelo Teorema 3.2, o possui uma envolvente e pelo Teorema 3.3 podemos

considerar que tal envolvente é (77, 3'). O

Observamos que se R tem unidade, entao a reciproca do Teorema 3.10 é valida, pelo
Teorema 1.37.

Suponhamos que R; e Ry sdo anéis primos (nao necessariamente com unidade) e
R = Ri®R,. Sejam [ um ideal fechado de R e I* o ideal fechado de @Q,.(R) correspondente
aI. Como Q.(R) = Q,(Ry) ® Q,(Rs) tem unidade, existem ideais J; de Q,(R;) e Jo de
Q.-(Ry) tais que I* = J; & Jy. Assim,
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I=[I=I"NR=(Ji®J2)N (R ®Ry) = (J1NRy) D (JoN Ry).

E fcil ver que J1 N Ry e JoN Ry sao ideais fechados de Ry e R, respectivamente. Porém,
os unicos ideais fechados de um anel primo sao os ideais triviais. Portanto, temos quatro
possibilidades: I =0®0,oul =R, ®0,oul =08 Ry,oul = R, ® Ry = R.

Isto e uma simples indugao, mostram a

Proposicao 3.11 Sejam {R;|i=1,---,n} uma familia de anéis primos nao necessari-
amente com unidade e R = @), R;. Entao os ideais fechados nao nulos de R sdo somas

diretas de alguns R}s que aparecem na decomposi¢do de R.

Como uma consequéncia temos que todo ideal fechado de R é um somando direto de

R. Logo, segue do Teorema 3.10 o seguinte resultado:

Corolario 3.12 Suponhamos que {R;|i = 1,---,n} que uma familia de anéis primos
nao necessariamente com unidade e consideremos o anel R = @;_, R;. Sejam G € um
grupo e o = {og : Dy-r — Dy | g € G} uma acao parcial de G sobre R. Se cada ideal

Dy, g € G, € um ideal fechado de R, entdao o possui uma envolvente.

Notamos que se R é um anel semiprimo com unidade, entao a reciproca do carolario
anterior é valida, pelo Teorema 3.4.

O proximo objetivo é mostrar, através de um contra exemplo, que a reciproca do
Teorema 3.10 nao ¢é valida. Tal exemplo é muito parecido com o Exemplo 3.8 e por isso

nos tornaremos um pouco repetitivos.

Exemplo 3.13 Vamos construir agora uma agao parcial @ = {oy : Dy — D,-1} de um
grupo G sobre um anel semiprimo R que admite uma envolvente, mas os ideais D, nao
sao todos fechados.

Sejam G = {1,g,¢*} um grupo ciclico de ordem trés e o anel R = 2Z @ 3Z. Da
mesma maneira que no Exemplo 3.8, o anel de quocientes a direita de Martindale de R
¢ Q=0QdQ=Qe; ®Qey, onde eq, e5 sao idempotentes centrais ortogonais de ) dados
por e; = (1,0) e e = (0,1). Assim, R = Re; @ Resy. Fixe o ideal B = 6Z @ 6Z de R.

Definimos uma acao parcial de G sobre R por D; = R, D, = 0 ® 6Z = Bey, D

9% =

6Z ® 0 = Bey, ay = Idg, ag: D2 3 bey —— bey € Dy e a2 1 Dy S bey —— bey € D2,
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onde b € B. E fécil ver que o« = {ay, : Dj-1 — Dy |h € G} é uma acdo parcial de G
sobre R.

Além disso, a extensao o de a a ) ¢ dada por D = @, D; = Qey, DZQ = Qey,
of =1Idg, o : Dy, 5 qey —— qes € Dy e oy : Dy S qeg — gey € D7y, onde g € Q.

Entao, o anel T=Q® QP Q = Tey @ Tey @ Tes juntamente com a acao global 3 de
G sobre T, definida por 81 = Idr; By(e1) = ea, Bylea) = ez e By(es) = er; Bpe(er) = es,
Bg2(e2) = €1 e Bpz(e3) = e é uma envolvente de a*.

Note que podemos considerar que R esta contido em T via aplicagao natural

R > (z,y) — (z,y,0) € T. Deste modo, temos:

T" = Bu(R) + By(R) + Bp(R)
= i(2Z®3Z®0)+ B,2Z®3Z B 0) + B,2(2Z & 3Z & 0)
= (2Z03Z®0)+ (00 2ZD3Z)+ (3Z® 0 2Z)
= (2Z+3Z) ® (2Z + 3Z) @ (2Z + 37)

= LDLDZL.

Assim, pela identificacao do pardgrafo anterior obtemos que R <1'T" e para ' = (|7,

temos o] = ﬁHDla ag = 6;|Dgg7 Oég2 = ﬁ;2|Dg €

RN Bi(R)

RNR=R= Dy,
RNB(R) = 2Z®3Zd0)N(092Z®3Z) =00 6Z@0= Dy,

RN B:(R)

(2Z®3Z®0)NBZB®0D2Z) =6ZD0®0 = Dp.

Logo, por definigao, (1", 3’) é uma envolvente de a, mas Dy e D2 nao sao somandos

diretos de R. Observamos também que os ideais D, e Dy nao sao fechados. [l

Vimos no exemplo anterior que « ter envolvente nao garante que os ideais Dy, g € G,
sao somandos diretos de R. Mas se os ideais D, sao fechados, entao a ter envolvente
implica que os ideais D, sao somandos diretos? A resposta é novamente negativa, como
veremos a seguir.

Seja R o conjunto do niimeros reais com a topologia usual e consideremos o conjunto

C(R) de todas as fungoes continuas de R em R. Para quaisquer f,g € C(R) e para todo
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z € R, defina (f + ¢)(z) = f(z) + g(z) e (f - 9)(x) = f(z) - g(z). B facil ver que com
estas operagoes, C(R) é um anel semiprimo com unidade.

Para cada f € C(R) definimos Z(f) = {z € R| f(z) = 0} e para todo ideal I de
C(R), definimos Z[I] = {Z(f)|f € I}. Finalmente, como é comum na literatura, para
todo ideal I de C(R), vamos denotar por NZ[I] o conjunto

nZ[I = (\ Z(f)={x€R|f(z) =0, para todo f € I}.
Z(f)ez[l]

Um conjunto X C R ¢ dito ser nunca denso em R se o fecho X de X em R néao
contém nenhum intervalo aberto. Em outras palavras, X C R é um conjunto nunca
denso em R se e somente se o interior de X é vazio. Maiores detalhes sobre C(R) podem
ser encontrados [19].

O préximo resultado, devido a F. Azarpanah, caracteriza os ideais essenciais de C(R)

em termos da topologia de R.

Proposicao 3.14 (/1], Proposigio 2.1) Um ideal E # 0 de C(R) € essencial se e somente

se NZ[E] € um conjunto nunca denso em R.

Em [1], o autor prova o resultado anterior para espagos topolégicos completamente
regulares, i.¢, espagos topoldgicos Hausdorft X tais que, sempre que V' é um conjunto
fechado de X e x ¢ V, existe uma funcdo continua f : X — R tal que f(z) = 1 e
f(V)) = 0. Porém, para os nossos objetivos, ndo é necessario o enunciado geral. Por isso
optamos pela versao apresentada acima.

A partir de agora, vamos fixar oideal A = {f € C(R) | f(z) = 0, para todo x € [0, 1]}
de C(R).

Lema 3.15 O ideal A é um ideal fechado de C(R). Mais ainda, se ¢ € Aut(C(R)), entao
AN¢(A) também € um ideal fechado de C(R).

Demonstragao: Para todo ideal I de C(R), vamos denotar o fecho de I em C(R)
por [I]ew). Considere f € [Alew). Entao existe um ideal essencial H de C(R) tal que
fH C A. Assim, para todo h € H e todo z € [0, 1], temos

f(x)h(z) = 0. (3.1)
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Vamos mostrar que f(z) = 0 para todo z € [0, 1].

Suponhamos que existe a € (0,1) tal que f(a) # 0. Entao, existe 6; > 0 tal que
f(x) # 0, para todo = € (a — d,a + d1). Por outro lado, como a € (0, 1), existe dy > 0
tal que (@ — d2,a + d2) C (0,1). Tomando § = min{dy,d2}, temos (a — d,a + §) C (0,1)
e f(z) # 0, para todo = € (a — d,a+ 6). Dai, por (3.1) temos h(z) = 0 para todo h € H
e todo x € (a —d,a+9). Assim, (a — d,a + ) C NZ[H]. Mas isto é um absurdo pois,
pela Proposigao 3.14, NZ[H] é um conjunto nunca denso em R. Portanto, f(z) = 0,
para todo = € (0,1). Mais ainda, pela continuidade de f, temos f(0) = f(1) = 0. Logo,
f € Aetemos [Alewr) = A.

Além disso, se ¢ ¢ um automorfismo de C(R), entao [¢(A)|cw) = ¢(A) e consequente-
mente, [A N ¢(A)lew) = [Alew) N [0(A)]ew)y = AN @(A). Logo, AN ¢(A) é um ideal
fechado de C(R). O

Consideremos agora um ideal essencial H de A. Se h € H e f € C(R), entao para todo
x € [0,1], temos (h- f)(x) = h(x) - f(z) =0- f(x) = 0. Deste modo, HC(R) C A. Disto
e de H C HC(R), temos que HC(R) também é um ideal essencial de A. Mais ainda, se
g € Annewy(HC(R)), entdo, em particular, gH = 0. Assim, (gA)H = A(gH) = A-0 = 0.
Isto mostra que gA C Anna(H) = 0. Portanto, Annew)(HC(R)) € Annew)(A).

Lema 3.16 Se ¢ € um automorfismo de C(R), entdo AN G(A) € um ideal fechado de A.

Demonstragao: Para todo ideal J de A, denotamos o fecho de J em A por [J]4. Seja
f €[AN¢g(A)]a. Entao, f € A e existe um ideal essencial H de A tal que fH C AN¢(A).
Considerando o ideal essencial F' = HC(R) ® Annew)(HC(R)) de C(R), temos:

f-F = J(HC(R)) + [ - Anncw) (HC(R))
(fH)C(R) + f - Anner)(A)
(FH)C(R) +

(AN ¢(A4)
C Ang(A).

N

N

)C(R)

Assim sendo, f € [AN¢(A)]ewr) = AN @(A). Portanto, [AN@(A)|a = AN¢(A). O
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Exemplo 3.17 Neste exemplo vamos mostrar que existe uma acao parcial
a=A{a,:D_, — D, |n € Z} de Z sobre A que admite uma envolvente, cada ideal D,,,
n € Z, é um ideal fechado em A, mas os ideais D,, nao sao todos somandos diretos de A.

Para cada n € Z e cada f € C(R), defina 3,(f) : R — R por B,(f)(t) = f(t +n),
para todo t € R. E facil ver que para todo n € Z, f, : C(R) 3 f — Bu(f) € C(R) é
um automorfismo de C(R). Mais ainda, By = Idew) € Bnym = Bn © Bm, para quaisquer
n,m € Z. Portanto, # uma agao global de Z sobre C(R).

Agora, para todo n € Z, definimos D,, = AN (,(A) e o, = Bu|p_,. Claramente,
a={a,:D_, — D,|n € Z} é uma acao parcial de Z sobre A cuja envolvente é o
anel T = ) ., 3,(A) juntamente com a acao global 3 = §|p. Além disso, pelo lema
anterior, cada ideal D,,, n € Z, é um ideal fechado de A. Notemos também que para
todon € Z, D, C {f € A| f(x) =0, para todo z € [—n,—n + 1]}. Em particular,
D, C{feA|f(x)=0, para todo x € [—1,0]}.

Afirmamos que o ideal Dy nao é um somando direto de A.

De fato, suponha que D; é um somando direto de A. Entao, como A é um anel
semiprimo, temos A = Dy @& Anny (D).

Considere a funcao [ € A definida por

xr, se x € (—o0,0],
l(z) = 0, se z€]0,2],

r—2, se x€[2,400).
E f4cil ver que

r+1, se x€(—o0,—1],
Ai(l)(x) = 0, se ze[-1,1],
r—1, se x€[l,400).
e fi(l) € AN B(A) = Dy.

Agora, se g € Anna(Dy), entdo g(z) = 0, para todo x € R\ (—1,0). Com efeito,
se g € Anny(D;) entdo, em particular, g - 51(1) = 0, i.é, g(x) - B1(I)(z) = 0, para todo
x € R. Uma vez que (3;(l)(x) # 0 para todo x € R\ [—1, 1], temos que g(x) = 0, para
todo z € R\ [—1,1]. Disto e de g € A, temos que g(x) = 0 para todo z € R\ [-1,0).

o8



Além disso, a continuidade de g nos garante que g(—1) = 0. Assim, para todo g €
Anny(Dy), temos g(z) = 0, para todo z € R\ (—1,0).

Consideremos a fungao h € A definida por

xr, se x € (—00,0],
h(z) = 0, se z€]0,1],
r—1, se x€[l,400).
Como A = Dy @ Anna(Dy), existem f € Dy e g € Anna(Dy) tal que h = f + g, ou seja,
h(xz) = f(x) + g(x), para todo x € R. Mas como g € Ann,(D;), temos g(z) = 0, para
todo z € R\ (—1,0). Por outro lado, para todo x € (—1,0), f(x) =0, pois f € D;. Dai,

para todo z € (—1,0), temos x = h(z) = f(z) + g(x) = g(x), de modo que,

z, se x € (—1,0),
0, se x¢(—1,0).

g(z) =

Isto implica que g ndo é uma fungao continua, contradizendo o fato de que g € C(R). A
contradicao mostra que D; nao é um somando direto de A.

Portanto, & = {a,, : D_, — D, |n € Z} é uma agao parcial de Z sobre A com
envolvente, cada ideal D,,, n € Z, é um ideal fechado A, mas os ideais D,, nao sao todos

somandos diretos de A. O

Observacao 3.18 Este tltimo exemplo foi obtido gracas a uma sugestao dada pelo

professor Ruy Exel .
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Capitulo 4

Quase-Envolvente de Acoes Parciais

No Capitulo 2 nés demonstramos algumas propriedades do skew anel de grupos parcial
R *,, G para o caso em que R é um anel semiprimo e o é uma acao parcial de um grupo
GG sobre R que nao possui necessariamente envolvente.

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de acao quase-envolvente de uma acao
parcial sobre um anel e dar condi¢oes necessarias e suficientes para que uma agao parcial
sobre um anel semiprimo com unidade admita uma quase-envolvente. Na sequéncia,
vamos considerar uma acao parcial o de um grupo G sobre um anel semiprimo com
unidade R que tenha uma quase-envolvente e provar algumas propriedades do skew anel

de grupo parcial R *x, G e do anel dos elementos a-invariantes R®.

4.1 Acoes Quase-Envolventes

Nesta secao introduzimos o conceito de acao quase-envolvente e damos condigoes
necessarias e suficientes para que uma acao parcial sobre um anel semiprimo admita uma
quase envolvente. Finalizamos a secao estudando algumas propriedades do subanel dos
elementos invariantes parciais, para agoes parciais com uma quase-envolvente de grupos

finitos sobre anéis semiprimos.
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Definicao 4.1 Sejam G um grupo e a uma ag¢ao parcial de G sobre um anel R. Uma
acao global B de G sobre um anel T' € dita ser uma agdao quase-envolvente de o se existe

um isomorfismo ¢ de R sobre um ideal de T', satisfazendo as sequintes condicoes:

(i) p(Dy) € o(R) N By(w(R)), para todo g € G.

(ii) @ o ay(x) = Fyo0p(x), para todo g € G e todo x € Dy-1.

(iii) T = By((R)).

geG

Se (T, 3) é uma quase-envolvente de uma acao parcial «, entao identificando R com

o ideal ¢(R) podemos considerar
(1) D, € RN By(R), para todo g € G.

(2) ag(x) = By(x), para todo g € G e todo x € Dy-1.

(3) T=Y)_ By(R).

geG

Observagao 4.2 No item (i) da definicao anterior temos uma inclusdo. Quando vale
a igualdade para todo elemento g € G, entao uma quase-envolvente é, de fato, uma
envolvente como definido por Dokuchaev e Exel em [9]. Portanto, a defini¢io de agao

quase-envolvente estende a definicao de acao envolvente.

Assim como fizemos em capitulos anteriores, vamos estabelecer algumas hipoteses que
serao utilizadas livremente durante o capitulo, a menos que se mencione o contrério.

e R é um anel semiprimo com unidade e ) é o anel de quocientes a direita de
Martindale de R.

e G é um grupo, o = {ay : Dy-1 — D, |g € G} é uma agao parcial de G sobre o
anel Re a” ={ay: Dy, — Dj|g € G} ¢ a extensao de o a Q.

e (T, 3) 6 uma envolvente de o*, T" = Zﬂg(R) e B = flr.
geG
Da mesma maneira que no Capitulo 3, sempre que dissermos que R é um ideal de 7"

estaremos assumindo implicitamente que 7" é um anel.
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Lema 4.3 Com a notacdo acima, temos que R é um ideal de T' se e somente se

(T",3") € uma quase-envolvente de c.

Demonstragao: De fato, suponhamos que R é um ideal de T’. Entao, para que
(T", #') seja uma quase-envolvente de « basta verificar as condigdes (1) e (2) acima, pois
T =2 e Bo(R) = Xgeq Py (R).

Pela Observacao 3.6, temos que D, C [D,] C RNG,(R), paratodo g € G. Finalmente,
para todo g € G e todo x € Dy-1, temos ay(z) = aj(x) = By(r) = B (z). Logo, por
definigao, (77, 4") é uma quase-envolvente de «.

A reciproca é 6bvia. O

A seguir definimos um conceito que serd muito util para o desenvolvimento do capitulo.

Definicao 4.4 Sejam R um anel qualquer, G um grupo e « = {ag : Dy-1 — Dy | g € G}
ea ={ay: D, . — Dy|g € G} duas agoes parciais de G sobre R. Dizemos que o

estende o (ou que o € uma extensao de o) se Dy C Dy e ag = oylp _,, para todo g € G.

Lembramos que, pela Observacao 3.6, se R é um ideal de 7" entao [D,] = RN G,(R),
para todo g € G.
A seguir daremos condigoes necessarias e suficientes para que (77, 5’) seja uma quase-

envolvente de «.

Teorema 4.5 Sejam R um anel semiprimo com unidade e o uma acdo parcial de um

grupo G sobre R. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) (T",3") € uma quase-envolvente de c.
(ii)) R<1T'.
(iti) Eziste uma agdo parcial o = {ay : D,y — Dy|g € G} de G sobre R, onde

Di, = [Dy] para todo g € G, tal que o/ estende a e ' admite uma envolvente.

Demonstracao: Pelo Lema 4.3 temos que (i) é equivalente a (7).
(i) = (iii) Suponhamos que R ¢é um ideal de 7”. Entdo pela Observacao 3.6,
[Dy] = RN By(R), para todo g € G. Definindo D, = [Dy] = RN By(R) e aj, = ﬁg|D’g,

17
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temos que o' = {ay : D, .x — Dy|g € G} é uma acao parcial de G sobre R e

pela Proposi¢ao 3.4, (T’,3') é uma envolvente de o’. Além disso, para todo g € G,
D, C [Dy] = D;. Também, para todo z € D1, temos ay(r) = aj(r) = f,(z) =
Bglp,-1 (x) = af(x). Logo, o estende a e a afirmagao (iii) se verifica.

(11i) = (ii) Suponhamos que exista uma agdo parcial o’ = {ay : D) ., — D | g € G},
onde D) = [D,] paratodo g € G, tal que o estende a e o/ possui uma envolvente, digamos
(S,7). Agora, como D} = [D,]* para todo g € G, segue que o também ¢ a extensao de
o' a Q. Assim, pela Proposigao 3.4, (S,7) é equivalente a (7", ') e, portanto, R é um
ideal de T". O

Observagao 4.6 Com a notacao do teorema anterior, se a acao parcial a admite (7", 3')
como uma quase-envolvente, entao podemos considerar sem perda de generalidade que a

envolvente de o/ é (17, 3').

Exemplo 4.7 Sejam n um nimero inteiro maior que 1. Consideremos o anel semi-
primo com unidade R = Z & Z, o grupo ciclico de ordem trés G = {1, g, ¢*}, os ideais
Dy =R, Dy =0®nZe Dy =nZ®0, bem como os isomorfismos de anéis a; = Idp,
ag: Dgp 3 (2,0) — (0,2) € Dy e ap : Dy 3 (0,2) — (2,0) € Dge. E facil verificar
que a = {ay, : Dp-1 — Dy, |h € G} é uma agao parcial de G sobre R.

Notemos que os fechos dos ideais Dy, D, e Dy sdo, respectivamente, [Di] = R,
[Dy] =0®Z e [Dgp] = Z®0. Claramente, a acdo parcial a se estende a uma agao parcial
o ={aj : D, — Dj | h € G} de G sobre R, onde D), = [Dy], para todo h € G. Como
cada Dy, h € G, é gerado por um idempotente central de R, temos dos Teoremas 1.37 e 4.5

que a admite uma quase-envolvente. O

O exemplo anterior mostra que existem muitas agoes parciais sobre anéis semiprimos
com unidade que possuem uma acao quase-envolvente mesmo que nao admitam uma
acao envolvente. Por isso, no que segue, estudaremos um pouco mais sobre elas.

O préximo resultado generaliza o Teorema 1.44 para acgoes parciais sobre anéis

semiprimos com unidade que admitem (77, 3") como uma quase-envolvente.
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Proposicao 4.8 Sejam R um anel semiprimo com unidade e o uma a¢do parcial de um
grupo finito G sobre R. Se (T", ') € uma quase-envolvente de «, entao R* = T'1g. Mais

ainda, os anéis R* e T'C sdo isomorfos.

Demonstragao: Como (77, 3') é uma quase-envolvente de «, segue do Teorema 4.5 que
existe uma agao parcial o/ = {aj : D, ., — D [g € G} de G sobre R, onde D = [D,]
para todo g € G, tal que o estende a e (1”,3') é uma envolvente de o/. Assim, pelo
Teorema 1.44, R¥ = T'“15 e os anéis R* e T'¢ sao isomorfos.

Para finalizar, vamos mostrar que R = R

Seja z € R®. Entdo, para todo ¢ € G e todo a € Dy C D;_l, temos que
ag(za) = ay(ra) = zag(a) = vay(a). Portanto, z € R®.

Agora, consideremos x € R* e b € D). Devemos mostrar que ay(xb) = zay(b). Se
D;,l = 0, nada temos a provar. Portanto, podemos supor que D’g,l # 0 e que b # 0.
Como D, C Dj; e Dj; ¢ isomorfo a Q,.(D,), é suficiente mostrar que existe um ideal
essencial L de Dy tal que (af(zb) — wag(b))L = 0.

Uma vez que b € D;,l = [Dy-1], existe um ideal essencial F' de R tal que bF C D 1.
Consideremos o ideal essencial L = o, (F'NDy-1) de D,. Entao, para todo | = oy(a) € L,

a € FN Dy, temos:

(o (wd) — (D))l = ay(xb)ag(a) — zay(b)agy(a) = ay(wb)a,(a) — zay(b)a,(a)
= a,(zba) — xa(ba) = ay(rba) — vay(ba)

= zoy(ba) — ray(ba)

= 0.

Logo, (ag(zb) — zay(b))L = 0, como querfamos provar. O

O seguinte resultado é uma generalizacao do Teorema 1.45.

Teorema 4.9 Sejam R um anel semiprimo com unidade e o € uma acdao parcial de um
grupo finito G sobre R. Se (T", ) é uma quase-envolvente de o e R € livre de |G|-tor¢ao,

entao:
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(i) R™ € semiprimo.
(i1) udim(R*) < udim(R) < |Gludim(R®).

(ii) R* € um anel de Goldie a direita se e somente se R € um anel de Goldie a direita.

Demonstragao: Consideremos a agdo parcial o/ = {ay : D), — Dy[g € G} de G
sobre R dada no Teorema 4.5. Entao (17, (') é uma envolvente de o’ e como vimos na

demonstracio anterior, R* = R*. Logo, pelo Teorema 1.45, o resultado segue. O

4.2 Um Contexto de Morita

Sejam R um anel semiprimo com unidade e & uma acao parcial de um grupo G sobre
R. Como vimos no Teorema 4.5, se (1”,a’) é uma quase-envolvente de «, entao existe
uma agao parcial o' = {ay : D, ., — D;[g € G} de G sobre R, onde Dy = [D,] para
todo g € G, tal que o estende a e (1", ") é uma envolvente de /. Assim, nés temos
R+, GC R%y G C TG,

Nesta secao, nosso objetivo é mostrar que existe um contexto de Morita entre os
anéis R x, G e R *y G, sempre que o numero de ideais D,, g € G, nao nulos ¢ finito.
Isto acontece, por exemplo, quando G é finito. Com isso, vamos provar que existe uma
correspondéncia biunivoca entre os ideais primos P de Rx*,G tais que PNR = 0 e os ideais
primos P’ de R %, G tais que P’ R = 0. Em seguida, descrevemos uma relacao entre
rad(R *, G) e rad(R *o G), onde rad denota qualquer N-radical. Como consequéncia,
obtemos que R %, G é semiprimo (resp. Jacobson-semisimples, Levitzki-semisimples) se
e somente se R, G é semiprimo (resp. Jacobson-semisimples, Levitzki-semisimples).

Daqui em diante, assumimos que (7”7, 5) é uma quase-envolvente de a € R#,G € R¥yG
sempre denotarao os skew anéis de grupos descritos acima, a menos que mencionemos o
contrario.

O proximo resultado nos da uma importante relacao entre R x, G e R x, G.
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Lema 4.10 Se a é uma acgdo parcial tal que o nimero de ideais D, nao nulos é finito,
g € G, entao existe um ideal essencial H de R tal que H(R %, G) e (R %o G)H estao

ambos contidos em R x, G.

Demonstragao: Iremos provar o resultado para o caso em que G € finito, pois o caso
enunciado é anélogo.

Suponhamos que G ¢é finito. Pelo Teorema 1.37, para cada g € GG existe um idempo-
tente central 1, de R tal que D, = [D,] = R1,. Entdo, para cada g € G, existe um ideal
essencial H, de R tal que H,1, = 1,H, C Dy. Assim, H,D, = Hy(1,R) = (Hy1,)R C
DyR C Dy, de modo que Hy(Djuy) = (HyDj))ug C Dgyuy.

Como G é um grupo finito, o ideal H = ﬂ H, é um ideal essencial de R. Portanto,
geG

H(R*o G)=HY Djyu, CY HDju, C R, G.
geG geG

Por outro lado, se au, € Dju,, entdao para todo x € H C Hy-1, temos

augr = ag(ag 1 (a)r)uy = ag(a) 1 (a)lg-12)uy = ay(ar 1 (a)l-12)uy € R4 G.

Portanto,

(R %o G)H = (Z D;ug> HCY (DyugH) C R, G,

geG geG

como queriamos demonstrar. O

Observagao 4.11 Seja R um anel semiprimo, o uma agao parcial de um grupo finito G
sobre R e o a extensao de a ao anel quocientes a direita de Martindale () de R. Sabemos
que cada ideal Dy, g € G, ¢ gerado por um idempotente central e, de ) e existe um ideal
essencial Hy de R tal que e,H, = Hye, € Dy. Como G é finito, temos que H = ﬂgeG H,
¢ um ideal essencial de R tal que e,H = He, C D,, para todo g € G. No entanto,
nao sabemos se HD; = He,(Q estd contido em D,, pois geralmente (He,)Q C Dy(Q) ¢ D,.
Portanto, em geral, ndo podemos garantir que H(Q *,+ G) e (Q %o+ G)H estao contidos

em Rx*,G.
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Teorema 4.12 Se o é uma agao parcial tal que o nimero de ideais D, ndo nulos é

finito, g € G, entao existe um contexto de Morita entre R*, G e Ry G.

Demonstracao: Vamos denotar S = R %, G ¢ S = R *, G. Pelo lema anterior,
existe um ideial essencial H de R tal que HS', S'H C S. Assim, M = SHS' é um
(S,S5")-bimédulo e N = S’HS é um (5, S)-bimédulo. Além disso, MN = SHS'HS C S
é um ideal de S e NM = S’THSHS' C S C 5" é um ideal de S’. Finalmente, definimos
T M3 No>mn—mneSem : NRgM >n®m+—— nm € S’. Como S e
S’ sdo anéis associativos, segue facilmente que 7 e 77 sdo homomorfismos de bimédulos e

portanto (R *, G, R *o G, M, N,7,7') é um contexto de Morita. O

Como consequéncia dos Teoremas 4.12 e 1.19, temos:

Proposicao 4.13 Se a € uma agdo parcial tal que o nimero de ideais Dy nao nulos é

finito, g € G, entao existe um correspondéncia biunivoca, via contracao, entre

(i) O conjunto de todos os ideais primos P de R x, G tais que PN R = 0.
(ii) O conjunto de todos os ideais primos P' de R *, G tais que P'N R = 0.

Demonstracao: Considere o ideal essencial H de R dado pelo Lema 4.10(7) e o contexto
de Morita (R, G, R*. G, M, N, T,7') dado pelo Teorema 4.12. Seja P um ideal primo de
Rx,G tal que PNR = 0. Como R*,G e R*, G tem unidade 15, temos que H2 C M N
e deste modo, MN ¢ P. Assim, pelo Teorema 1.19, P’ = {z € R *o G| MaN C P} ¢
um ideal primo de R %, G. Afirmamos que P = P' N (R, G). De fato, uma vez que M
e N estao contidos em R *, G, temos que M PN C P e assim, P C P'N (R %, G). Por
outro lado, se y € P'N(R*,G), entao NyM C P’, pois P’ < R, G. Dali, pelo Teorema
1.19, temos y € P. Isso mostra que P’ N (R %, G) C P e a igualdade segue. Além disso,
P'NR=0,poisser € PNR, entdo NrM C P’, pois P’ <4 R % G. Pelo Teorema 1.19
temos r € P e portanto, r € PN R = 0.

Agora, seja P’ um ideal primo de R, G tal que P’NR = 0. Como H? C NM temos
que NM ¢ P', pois P'N R = 0. Dalf, pelo Teorema 1.19, P = {x € R, G| NzM C P'}
é um ideal primo de R %, G. Da mesma maneira que antes, temos P = P'N (R %, G) e

PNR=0. a
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Lema 4.14 Se G € um grupo qualquer, entdo as sequintes propriedades sao vdlidas:

(i) Se y1,--+,y, sao elementos nao nulos de R *, G, entao existe um ideal essencial

H de R tal que 0 # y;H C R*, G, para todo1=1,---,n.

(ii) Sejam y € R*o G e H um ideal essencial de R. Se yH = 0 ou Hy = 0 entao
y=0.

(i1i) Se I é um ideal a direita nao nulo de R *, G, entdo I N (R x, G) # 0.

Demonstracao: Notemos que a extencao o’* de o/ a @ concide com a*. Assim,
Rxo G C Q%4+ G e portanto (i) e (i) sdo consequéncias do Corolario 2.5 e do Lema 2.4.

Finalmente, (ii7) segue de (i) e (ii). O

Como consequéncia dos Lemas 4.14 e 4.10 temos:

Proposicao 4.15 Se a € uma agdao parcial tal que o nimero de ideais Dy nao nulos é

finito, g € G, entao R x, G € semiprimo se e somente se R x, G € semiprimo.

Demonstracao: Suponha que Rx*,G é semiprimo e seja I um ideal nao nulo de Rx*, G
tal que I? = 0. Entao, pelo Lema 4.14 (ii7), I N (R *, G) é um ideal nao nulo de R *, G.
Porém, (I N R x, G)? C I? = 0, contradizendo o fato de que R *, G é semiprimo.
Reciprocamente, suponha que R %, G é semiprimo e seja I um ideal de R *, G tal
que I? = 0. Pelo Lema 4.10, existe um ideal essencial H de R tal que H(R *o G) e
(R xo G)H estao ambos contidos em R *, G. Assim, (R *o G)HIH(R *o G) é um ideal
de R *, G contido em I, pois [ < R %, G. Dai, (R*y GYHIH(R *o G))? = 0, 0 que
implica que (R *o G)HIH(R %o G) = 0, pois R *, G é semiprimo. Como R *, G tem
unidade, obtemos que (HI)H = 0. Logo, do Lema 4.14 (ii), segue que I = 0. O

Observacao 4.16 No Capitulo 2, mostramos que se R *, G é semiprimo, entao @ *,« G
também é semiprimo. No entanto, nés nao conseguimos provar a reciproca. A dificuldade
estd em que, dado um ideal I de R x, G tal que I? = 0 como determinar um ideal J
de Q *,- G tal que J2 = 0. Observamos que esse problema é superado na proposicao

anterior, gracas ao ideal essencial H de R determinado no Lema 4.10.
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Lembramos que pelo Teorema 1.18, se (5,5, V,W,T',I1”) é um contexto de Morita,

entao para todo N-radical rad, temos
I(V ®@g rad(S" W) C rad(S) e T'(W ®grad(S)V) C rad(S").
Assim, nos obtemos a seguinte relagao entre os N-radicais de R *x, G e R xo G-

Proposicao 4.17 Se a € uma agdao parcial tal que o nimero de ideais D, nao nulos é

finito, g € G, e rad € um N-radical, entao existe um ideal essencial H de R tal que
(i) Hrad(R *o G)H C rad(R *, G).
(i) Hrad(R o, G)H C rad(R *o G).
Demonstracao: Denote S = Rx, G e S = R *, G e consideremos o contexto de

Morita do Teorema 4.12. Pelo Teorema 1.18, 7(M ®g rad(S")N) C rad(S). Mas pela

defini¢do de 7 e como S e S’ tem a mesma unidade, segue que
Hrad(S")H C (SHS)rad(S")(S'HS) = 7(M ®g rad(S")N) C rad(S).

Portanto, Hrad(R %, G)H C rad(R %, G) e (i) é valido.
Analogamente, Hrad(R %, G)H C rad(R *, G) e (i7) também ¢é valido. O
O proximo resultado é uma consequéncia imediata da Proposicao 4.17 e do Lema

4.14(ii).

Corolario 4.18 Se o € uma agao parcial tal que o niimero de ideais Dy nao nulos € finito,
g € G, entio Rx, G € semiprimo (resp. Jacobson-semisimples, Levitzki-semisimples) se

e somente se R *, G é semiprimo (resp. Jacobson-semisimples, Levitzki-semisimples).

Demonstracao: Segue da proposicao anterior e do fato de que os radicais primos, de

Jacobson e de Levitzki sao N-radicais. O

Corolario 4.19 Suponhamos que G é um grupo finito.
(i) Se R € livre de |G|-tor¢ao, entio R, G € semiprimo.
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(i) Se R € Jacobson-semisimples e |G| € invertivel em R, entao R x, G é Jacobson-

semistmples.

Demonstracao: (i) Pela Proposigao 1.42(i), temos que R . G é semiprimo. Logo,
pelo corolario anterior, R *, G também é semiprimo.

(77) Se R é Jacobson-semisimples e |G| é invertivel em R, segue da Proposigao 1.42(i7)
que R %, G é Jacobson-semisimples e portanto, pelo corolario anterior, R *, G também

¢ Jacobson-semisimples. O

Definicao 4.20 Dizemos que uma classe de anéis F € uma classe especial, se as sequintes

condigoes sao satifeitas:
(i) Todo anel da classe F € um anel primo.
(i1) Todo ideal nao nulo de um anel de F é ele mesmo um anel de F.

(ii) Se I é um anel de F e I é um ideal de um anel R, entao R/Anng(I) estd em F,
onde Anng(I) = {x € R|zI = Iz = 0}.

Notemos que a classe de todos os anéis primos, simples com unidade e primitivos a
esquerda (a direita) sao classes especiais de anéis. Maiores detalhes sobre este assunto
podem ser encontrados no Capitulo 7 de [7]

Em [16], M. Ferrero e E. Miranda provaram o seguinte resultado para uma classe

especial de anéis.

Lema 4.21 Sejam S C S’ anéis e F uma classe especial de anéis. Suponhamos que
existe um ideal I de S’ tal que I estd contido em S. Entao existe uma correspondéncia

biunivoca, via contragao, preservando ordem, entre
(i) O conjunto de todos os ideais P de S tais que S/P € F eI ¢ P.

(i) O conjunto de todos os ideais L de S’ tais que S'/L € F e I ¢ L.
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Voltemos ao nosso estudo da extensao R x, G C R *, G. Suponhamos que « é
uma agao parcial tal que o nimero de ideais D, nao nulos ¢ finito, g € G, e denotemos
S=Rx*x,GeS = Rx*y G. Entao, S C 5’ e pelo Lema 4.10, existe um ideal essencial
H de R tal que HS' e S'H estao contidos em S. Portanto, I = S’H?S’ é um ideal de S’

contido em S.

Proposicao 4.22 Com a notagao acima, existe uma correspondéncia biunivoca, via con-

tracao, preservando ordem, entre

(i) O conjunto de todos os ideais P de S que ndo contém I tais que S/P é um anel

primo (resp. primitivo a esquerda (4 direita), simples com unidade).

1) O conjunto de todos os ideais L de S’ que ndo contém I tais que S'/L é um anel
] q q

primo (resp. primitivo a esquerda (4 direita), simples com unidade).

Demonstragao: De fato, como ja sabemos, a classe dos anéis primos (primitivos a
esquerda (a direita), simples com unidade) é uma classe especial de anéis.

Agora, seja P um ideal de S que ndo contém I tal que S/P é um anel primo (resp.
primitivo a esquerda (a direita), simples com unidade). Portanto, pelo lema anterior,
existe um tnico ideal L de S" tal que P =L NS, I ¢ L e S'/L é um anel primo (resp.
primitivo a esquerda (a direita), simples com unidade).

Analogamente, se L é um ideal de S’ que nao contém [ tal que S’/L é um anel
primo (resp. primitivo a esquerda (a direita), simples com unidade), entdo um raciocinio
andlogo ao anterior, mostra que existe um tnico ideal P de S tal que P=LNS, I ¢ P
e S/P é um anel primo (resp. primitivo a esquerda (& direita), simples com unidade).

A preservacao da ordem também é garantida pelo lema anterior. O
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