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Resumo O TEOREMA DE WEDDERBURN-ARTIN

Wedderburn, em 1907, apresentou um resultado que classifica as algebra semissimples
finito-dimensionais sobre corpos. Mais tarde, em 1927, Artin percebeu que o mesmo

resultado vale para anéis com unidade e de comprimento finito. Na linguagem moderna, R~ M,(D;) x M, (D) X --- x M, (D)
estes Ultimos sao conhecidos como anéis artinianos semissimples. Pretendemos, neste
Onde Dl, DQ,

. . .., Dy sao anéis de divisao, ny, ny, ..., n, sao inteiros positivos
trabalho, apresentar uma demonstracdo do Teorema de Wedderburn-Artin sobre a ) ) Ok ~ _ » e ' k P !
classificacao dos anéis artinianos semissimples, o qual diz que tais anéis s3o isomorfos ao O numero k e os pares (Dia ni) sao unicamente determinados, a menos da ordem.

produto cartesiano de anéis de matrizes sobre anéis de divisao. ~
DEMONSTRACAOQ
PRE-REQUISITOS Seja RR = P, R;, como estamos considerando que o anel possui unidade,

lg=>",6e,0onde e € R. Sex € gR, entdox =x-1lp=x-> " .6 € DR,
assim, RR=R1 PR, ®--- D R, e rRR é uma soma finita de mddulos simples.

Se R é um anel semissimples, ent3o:

Primeiramente, consideraremos que todo anel aqui mencionado possui unidade.

Definicao: Anel L ema

Um conjunto R com duas operagées (+ e -) € dito um anel se: Sejam R; simples e I um ideal minimal a esquerda de R;, entdo
@ Sex,y € R,entiox+y € Rex-y€eR. Rr:=> {J< R;: J~1T} € ideal bilateral de R;.

@ -+ € associativa, comutativa, possui neutro e todo elemento possui inverso. Demonstracio: Mostraremos que, se r € R; e J ~ T, entdo Jr C Ry
S - y / — ] — -

@ - € associativa e compativel com +. A aplicacao ¢,: J — R; € um homomorfismo de R;-mddulos, como J é minimal,

Definicao: Modulo ker 0, = 0 ou ker o, = J, no primeiro caso, p,(J) ~ J ~ 71 C Rz, no segundo,

Jr =0 C Ry. Generalizando o argumento para todo r € R; e J ~ 1T, concluimos

Seja R um anel, dizemos que (M, +) é um R-médulo a esquerda se: | - <
que Ry € ideal a direita de R;, e, como R; é simples, resta que R; = Ry.

@ -+ € associativa, comutativa, possui neutro e todo elemento possui inverso.

o sex,y € Mentiox+ye M.

@ Existe uma aplicacdo o: R x M — M satisfazendo: Se R; é anel simples com unidade, entdo R; possui um unico ideal a esquerda
ore(x+x)=rex+rex Vre R x,x €M minimal, a menos de isomorfismo.
o (r+r)ex=rex+rex Vrre R xe M. _ o - _
o (r-rYex=re(rex),Vr.r € R,x € M. Demonstracdo: Supondo que I e IC s3o ideais a esquerda minimais de R; tais que
Denotamos por kM para representar M como R-mddulo a esquerda. 1 # K. Primeiramente, observamos que IK. C 1 NK =0, poisZ % K,

agora do lema anterior e da hipotese de R; ter unidade, segue que
_ _ RK=(Z:®---Z,) K=K+ --+1I,K =0. Analogamente, mostramos que
Um conjunto Z C R € chamado de ideal a esquerda de R se: ICR; = 0, logo K = 0, o que contradiz sua minimalidade. Logo so pode ser IC ~ 1.

@ As operacoes + e - de R, se restritas a L, definem um anel. Lema e S

@ 7 possui estrutura de R-modulo a esquerda, onde a aplicacao é dada pela
propria multiplicacado de R.

Definicao: Ideal

Se T € um ideal minimal a esquerda de R, entdo End(rZ) é um anel de diviso.

Demonstracdo: Se p: 1T — T € End(gZ), entdo ker p .= {x € T: p(x) =0} €
submddulo de I (estamos olhando I como R-mddulo, e minimal —> simples),
entdo ker o = 0 ou ker o = Z. No primeira caso, © € injetora e (L) é submédulo de

Definicdo: Simples T, logo ¢(I) = 1T e ¢ é um isomorfismo e possui um elemento inverso em End(gT).

@ Um R-modulo a esquerda M é simples se: No segundo caso, ¢(x) = 0,Vx € Z, logo ¢ € a aplicagdo nula, provando o lema.

N C M é R-modulo a esquerda, — N =0ou N =M. Teorema de Rieffel

@ Um anel R é simples se: I é ideal bilateralde R — Z =0o0ul = R.

(analogamente, podemos definir ideal a direita exigindo
que I possua a estrutura de R-mddulo a direita)

Sejam R; simples e D := End(rZ) (o anel das aplicacbes R;-lineares de I para T),

Definicdo: Semissimples onde I € o dnico ideal a esquerda minimal de R;, entdo R; ~ End(1p).
o Um R-médulo a esquerda M é chamado semissimples se M = @;c N,

onde J é uma familia de indicies arbitraria e N; é simples Vi € J. Nas condicdes do Teorema de Rieffel, End(Zp) ~ M,(D).
@ Um anel R é semissimples se o modulo regular RR é semissimples. I

Demonstracdo: Basta observar que dimpZ < 0o, pois, caso contrario, Endg,(Zp)
(anel dos endomorfismos D-lineares de I com posto finito) seria um ideal bilateral
Se D € um anel de divisdo, entdo D é simples, uma vez que, se T #+ 0 € ideal de  proprio de End(Zp), contradizendo End(Zp) ser simples. Logo dimpZ = n, para
D, entdoexistemx €L ey e D, taisquex-y=y -x=1p el logol =7D. algum n inteiro positivo, e os endomorfismos de I sao matrizes nxn.

Ainda, M (D) € anel simples que possui ideais unilaterais. EXEMPLO: Uma familia de anéis semissimples
Tk :={(aj): aj =0 se j # k}, o anel de matrizes com entradas nulas, exceto na
k-ésima coluna, € ideal a esquerda de M (D), mas ndo € ideal a direita.

T :=1(aj): aj=0sei # I}, o anel de matrizes com entradas nulas, exceto na
I-ésima linha, € ideal a direita de M (D), mas ndo € ideal a esquerda.

Se n € N é livre de quadrados, entdo o anel Zn := 7Z/nZ é semissimples.
Decorre diretamente do Teorema Chinés do Resto que, se n = pipy ... px, entao
Zin >~ 7.p1 X -+ X 4.pk, onde cada Zp; € um corpo, logo um anel simples.

EXEMPLO: Um anel que n3o é semissimples

Consequentemente, se Dy, ..., D; sdo anéis de divisao, entao

R := My (D1) ® M (D)) @ - - - B M, (D) é anel semissimples. Observamos primeiro que, se RR = @jcR; € semissimples e M é submédulo de gR,

entdo M = ®ic/cyR;, assim N := B,/ R; € tal que RR = M & N. Ou seja, todo

Obs.: Como D ¢ anel de divisdo, os ideais L, e I, sdo minimais, ainda, a menos submodulo de um modulo semissimples possui complemento.
de isomorfismo, sdo os tnicos ideais minimais de M (D). Uma vez provado o Disso, Z nao é semissimples, pois, se M e N sao submoddulos de 77, entao existem
teorema de Wedderburn, esse exemplo garante que a semissimplicidade € um m,n € N taisque M=mZ e N=nZ, logomne MNN,e MNN=0< m=0

conceito bilateral, i€, RR € semissimples se, e somente se, Rr é semissimples. ou n = 0, ou seja, nenhum submddulo n3o trivial de 77 possui complemento.



