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ESPACOS DE SOBOLEV

INTRODUCAO

Todo espaco metrico pode ser completado. Mais precisamente, dado um
espaco métrico qualquer (X, p), existem um espaco métrico completo (X, p) e
um mergulho isométrico o: X — X tal que o(X) é denso em X (este resultado é
conhecido como Teorema do Completamento). Um exemplo importante, com
muitas aplicacdes na teoria de equacoOes diferenciais parciais, € 0 espaco de
Sobolev W*?(Q), onde Q é um conjunto aberto do R”, k € um nimero natural e
1 < p < ., Esses espacos podem ser definidos como sendo o completamento
de um certo subespaco das funcodes infinitamente diferenciaveis em Q com uma
metrica adequada. Consequentemente, algumas propriedades que as funcoes
infinitamente diferenciaveis possuem também s&o validas em W*?(Q).

OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo estudar os espacos de Sobolev e algumas de
suas propriedades. Comecaremos definindo os espacos de Sobolev a partir da
iIdeia de completamento e, a seguir, mostraremos que campos de vetores, cujas
funcdes coordenadas sao de Sobolev, satisfazem o Teorema da Divergéncia.
Em particular, veremos que quando Q €& um intervalo aberto da reta, o espaco
Wwll(Q) é o maior espaco de funcdes para as quais vale o Teorema
Fundamental do Calculo (TFC). Também mostraremos nesse caso que toda
funcdo de WP (Q), com p > 1, € uma funcdo de Holder.

DESENVOLVIMENTO
Seja Q um conjunto aberto limitado em R". Um multi-indice a = (o4, ..., a;,) €
uma lista de indices em que cada «; € um inteiro nao negativo (j = 1, ..., n).

Dada uma funcdo u : Q —» R, denotamos por D;u sua derivada parcial com
respeito a j-ésima coordenada de R™. Também escrevemos D%u = (Df‘l...

Dg")(u) para denotar a derivada de u a; vezes com respeito a 12 coordenada
de R™, a, vezes com respeito a 22 coordenada, ..., a,, vezes com respeito a n-
ésima coordenada, onde a = (ay,...,a,) € um multi-indice. Denotamos por
Ck(Q) o conjunto das fungdes u : Q »R que sdo continuas e tais que D%u é
continua para todo multi-indice a com |a] = a; + -+ + a, < k. O subconjunto
consistindo das fun¢des que tém um suporte compacto é denotado por CX(Q).
Os espacos correspondentes de funcgbes infinitamente diferenciaveis sao
denotados, respectivamente, por C*(Q) e C5°(Q). Também escrevemos ((Q)) e
(,(Q)) para denotar, respectivamente, o conjunto das funcdes continuas e o
conjunto das fun¢des continuas de suporte compacto em Q.

Dada uma funcéo u € C*(Q), seja

o 1/p
lullp = {Z|a|5 kf |D%u|P dx} (1 < p <),

onde a integral € tomada no sentido de Lebesgue e é feita sobre todo o
conjunto Q; além disso, a soma acima é feita sobre todos os multi-indices o =
(atq, ..., ) com |a| =a; + -+ + a, k.
Seja C* (Q) o subconjunto de C*(Q), que consiste das fun¢des u para as quais
lully, < «. Entdo C*(Q) é um espago métrico com a métrica

p(uv) = |[u —vll,.
Seja {u,,,} uma sequéncia de Cauchy em C* (Q) com respeito a métrica definida
acima, ou seja,

ZIOCIS i J 1D%u; —D%uj|P dx — 0 quando i, j — <

Assim, para todo multi-indice a com O < |a| < k, tem-se

J ID%u; —=D%u;|P dx — 0 quando i, j — «
Portanto, {D%u,,,} € uma sequéncia de Cauchy em L?(Q). Como L?(Q) é um
espaco métrico completo, existe u® € LP(Q) tal que

|D% e, — uo‘||Lp(Q) — 0 quando m — «

Quaisquer duas sequéncias de Cauchy equivalentes fornecem a mesma funcao
u% [como elemento de LP(Q)]. Portanto, cada classe de sequéncias de Cauchy
equivalentes ddo um unico vetor {u® ; 0 < |a| < k} com componentes em L?(Q) .
Um resultado importante € o que descreveremos a seguir.

Proposicéo 1. Paratoda funcéo ¢ € C;°(Q),

[u® @ dx=(-D! [49 DX dx.
De fato, integracao por partes nos da
[ D%y, @ dx = (—1D)!Y [u,, D% ¢ dx.

Fazendo m — «, 0 membro esquerdo tende a [u® ¢ dx e o membro direito

tende a (—1)!% fuo D%p dx, donde segue o resultado. Mostraremos que
[D%u,, @ dx - [u% @ dx.A outra convergéncia é analoga.
| [ D%y @ dx - [u®@dx| =] [(D%n - u®) @ dx| < [ |D%uy, -u®| || dx.
Mas, pela desigualdade de Hdlder, temos que
[ 1D%t - u®| ol dx < ([ 1D%utm —u®P dx)"P ([ |]9 dx)"? =
C |[D%uy, — u(x”Lp(Q) — 0 quando m — =,

ondel/p+1/g=1eC=(J|p|? dx)l/q.

Isto mostra que [D%u, ¢ dx » [u% ¢ dx. Da mesma forma, temos que
[ty D% dx - [uY D% dx.
Estamos agora em condicOes de definir os espacos de Sobolev.

Definicdo. O espaco de Sobolev WXP (Q) é definido como sendo o
completamento de C* (Q) com respeito & métrica induzida por I-lk,p -

Decorre da definicio acima que os elementos de WXP (Q) podem ser
identificados com funcdes de LP(Q). Mais precisamente, uma funcao u € LP(Q)
pertence a Wk?(Q) se, e somente se, existe uma sequéncia de Cauchy {u,,} em
C* (Q), com respeito & métrica induzida por Il tal que [ |upy — ul? dx — O
quando m — «. Dados u € W*?(Q), uma sequéncia de Cauchy {u,,} em C* (Q)

LP(Q) . . .
com u,, —— U e um multi-indice a« com 0 < |a| < k, define-se a a-ésima

LP(Q
derivada parcial fraca de u como sendo a funcdo u® € LP(Q) tal que D%u,, L?

u%. Observe que as derivadas fracas de u cumprem a condi¢do estabelecida na
proposicao 1. Na verdade, tal condicao caracteriza as derivadas fracas.
Se u € Wk?(Q), definimos sua norma por

o 1/p
lullykn(Q) = {Z|aj< kS 1DOUlP dz} " (1< p<=).
Pode-se demonstrar que se 9Q é C! e u € W*P(Q) (1 £ p < =), entdo u pode ser

aproximada em W*?(Q) por funcbes pertencentes a C®(Q). Isto é, existem

_ wkp(Q
funcoes u,, € C*(Q) tais que u,, —(2 u. Este resultado mostra que funcoes

de Sobolev podem ser aproximadas até a fronteira por funcdes suaves.

Um outro resultado importante € o chamado Teorema do Traco, o qual
estabelece que toda funcao de Sobolev pode ser extendida de maneira natural
até a fronteira de Q. O “representante natural” de u em 9Q é chamado o traco
de u em 9Q e é denotado por Tu. Além disso, para todo u € W1?(Q) tem-se que
||Tu||Lp(aQ) < CllullWl,p(Q), onde a constante Cdepende apenas de p e Q.

Com o0s conceitos e resultados vistos até aqui, pode-se demonstrar o

Teorema 2. (Teorema da Divergéncia) Suponha que 9Q é C! e orientavel. Seja
F: Q — R"™ um campo de vetores de classe C'(W?'?) limitado, isto &, cada
funcdo coordenada de F estd em WP (Q). Entédo

JlagqF -nds = [[JqdivF dv.
Aqui as notacoes de integral dupla e integral tripla sdo usadas para denotar a
Integral de Lebesgue, respectivamente, em dimensao n - 1 e dimensao n.
Note que o Teorema Fundamental do Calculo é o Teorema da Divergéncia para
dimensé&o 1. Assim, se f € W1P((a, b)), sua derivada fraca f’ existe g.t.p. e

[4frdx = F(d) - £(0), ¥ (c, d) < (a, b)
Usando a desigualdade de Hdélder, podemos mostrar que, para p > 1, f é
também uma funcdo de Holder com expoente a = (p — 1) /p.

CONCLUSAO

Do exposto neste trabalho, podemos concluir que, para um intervalo (a, b) c R,
o espagco Wti((a, b)), € o maior espaco de fungcdes em que vale o Teorema
Fundamental do Calculo. Logo, a funcdo de Cantor, por exemplo, ndo é uma
funcao de Sobolev (pois nao satisfaz o TFC), apesar de ser de Holder.
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