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‘ 1. Introducao I

O objetivo deste projeto é estudar as propriedades do processo Browniano fracionario, e
sugerir um método para estimar o parametro de Hurst. A relevancia desses estudos pode
ser medida pelas diversas aplicacdes possiveis desse processo, tanto em matematica finan-
ceira como em telecomunicacao.

Neste pdster serao feitas simulagcdes de processos Brownianos fracionarios e sera sugerido

um estimador para o parametro de Hurst. Para isso, devemos primeiro apresentar algumas
nocoes que serao importantes para o seguimento do trabalho.

‘ 2. Nocoes Preliminares I

2.1 Processos Estocasticos

Definicao 2.1. Um processo estocastico X = {X;};cr € uma familia de variaveis aleatérias
X Q — R definidas em um espaco de probabilidade (2, F,P) e indexadas em um
parametrot € 7.

Existem dois conceitos relacionados a processos estocasticos que serao muito importan-
tes para esse trabalho e portanto serao definidos a seguir. Sao eles a estacionariedade
(neste caso, estamos interessados apenas na estacionariedade forte) e a funcao de autoco-
variancia.

Definicao 2.2. Um processo { X;};c1 € dito fortemente estacionario se, e somente se

d
(Xprihs Xpgits -+ » Xpprn) = (Xt Xty oo, Xt,), VhkeN-—{0},heT

em que d significa igualdade em distribuicao.

Definicao 2.3. Seja { X };c7 um processo estocastico tal que Var(X;) < oo, paratodot € T.
A funcio de autocovariancia de {X;};cr € definida como

vx (1, 8) = Cov(Xy, Xs) = E[(X), — E(X,))(Xs — E(Xg))],r,s € T.

Para X estacionario, podemos dizer que vx (7, s) = vx(r — s,0). Portanto, seria conveniente
redefinir a funcao de autocovariancia com apenas uma variavel, da seguinte forma

Cov(Xyyp, Xt) = vx(t+ h,t) = vx(h,0) = vx(h). (1)

2.2 Processo Browniano Fracionario (pBf)

Nesta secao, daremos as definicoes necessarias para entender o processo Browniano fra-
cionario, processos Gaussiano e processo Browniano.

Definicao 2.4. O processo {X;},cr € dito ser Gaussiano se, para um conjunto finito de
indices t1,..., t; € T, Xy, ... 1, € uma variavel aleatéria Gaussiana multivariada.

Teorema 2.1. Seja { X}, um processo Gaussiano. Entdo podemos defini-lo unicamente
por suas funcoées de média e covariancia.

Definicao 2.5. Um processo estocastico B = {B;};>( definido em um espaco de probabili-
dade (2, F,P) & dito ser Browniano se e somente se

i) { Bt }+>0 € Gaussiano
i)E(B;) =0, V¢t>0
iii) Cov(By,, Bt,) = min(ty,t2), V t1,t9 >0
iv)Vw e Q,afungdot — B(t,w) é continua vV ¢ > 0.

Definicdao 2.6. O processo Gaussiano B = {Bff}tzo € chamado de processo Browniano
fracionario com parametro Hurst H € (0,1) se

hE(BH)=0,vt>0
i) Var(B) = E[(Bf)Y ] =t* ,v>0e H € (0,1)

2H

iii) C'ov( By " By — E(B{{BH) L

Diferente do processo Browniano, o fracionario nao possui incrementos independentes.
Dependendo do parametro H, podemos dizer que é um processo de longa ou curta de-
pendéncia.

3. Simulacoes I

Para termos uma visdo mais concreta do processo Browniano fracionario, geramos séries
temporais desse processo com a funcao fbrm do pacote somebm do R mostradas a seguir
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Figura 2: Séries temporais geradas de processos Brownianos fracionarios com parametro
de Hurst H € {0,1;0,3;0,7;0,9}

Pelo grafico, é possivel notar que quanto maior o valor de H, mais suave é a sua trajetéria,
dando uma ideia de que a variancia deve ser menor quanto maior o valor de H. O processo
Browniano fracionario varia com o tempo, o que dificulta sua analise. Porém, seus incre-
mentos sdo estaciondarios. Portanto, a ideia é estimar o parametro de Hurst H a partir da
variancia dos incrementos.

4. Resultados e Conclusoes

Como os incrementos do processo Browniano fracionario sao estacionarios, podemos dizer

que B, — BIf < d BH. Dessa forma, E(BH) = 0e Var(B}) = k*! paratodo k > 0e H €
(0,1), e temos o) segulnte resultado

Proposicao 4.1. Seja {Bf[ >0 um processo Browniano fracionario dado pela Defini¢do 2.6.
Entao, um estimador para H é definido por

32
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onde S% » € a variancia amostral corrigida do incremento de tamanho k.
k

Para encontrar as estimativas mostradas na Tabela 1 abaixo, para cada H &
{0,1;0,3;0,5;0,7;0,9} foram geradas 100 séries temporais com 1000 incrementos de ta-
manho £ = 1/1000. Em seguida foram retiradas amostras compostas pelos primeiros n
incrementos e calculadas as estatisticas da média, desvio padrao e erro quadratico médio.

Tabela 1: Estimador do parametro H, definido na Proposicdo 4.1 para valores de
H € {0,1;0,3;0,5;0,7;0,9}. As estimativas de H que aparecem acompanhadas dos
respectivos desvios padroes (dp) e erros quadraticos meédios (eqm) sao dadas para
n € {20, 50, 100, 200, 500, 1000}

H n=20 n=50 n=100

H sd(H) egm(H) H sd(H) egm(H) | H  sd(H) egm(H)
0,1/0,1057 0,0255 6,76E-04 0,0993 0,0178 3,15E-04 0,0988 0,0121 1,47E-04
0,3/0,3037 0,0252 6,42E-04 0,3022 0,0144 2,10E-04 0,3016 0,0102 1,05E-04
0,5/0,5028 0,0229 5,26E-04 0,5025 0,0160 2,58E-04 0,5016 0,0096 9,44E-05
0,7/ 0,7114 0,0216 5,92E-04 0,7045 0,0153 2,53E-04|0,7057 0,0107 1,46E-04
0,9/0,9635 0,0297 4,91E-03 0,9496 0,0186 2,80E-03 0,9375 0,0149 1,63E-03
H n=200 n=500 n=1000

H  sd(H) egm(H) H sd(H) egm(H) | H  sd(H) egm(H)
0,1/0,1004 0,0078 6,09E-05 0,1010 0,0056 3,17E-05 0,1000 0,0038 1,42E-05
0,3/0,2998 0,0079 6,24E-05 0,2996 0,0045 2,04E-05 0,3003 0,0034 1,16E-05
0,5/0,4999 0,0078 6,03E-05 0,4995 0,0049 2,38E-05 0,5003 0,0030 9,02E-06
0,7/0,7033 0,0085 8,27E-05 0,7019 0,0060 3,90E-05 0,7015 0,0042 1,94E-05
0,9/0,9339 0,0138 1,34E-03 0,9251 0,0103 7,33E-04 0,9220 0,0082 5,52E-04

Podemos concluir que H parece ser um bom estimador no sentido de consisténcia, apresen-
tando desvio padrao e egm baixos quanto mais préximos H esta do valor 0,5 e estimativas
piores quanto mais préximo H esta de 1. Para o futuro, pretendemos estudar as proprieda-
des assintbticas desse estimador e compara-lo com outros ja propostos na literatura.
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