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O Teorema do Semiespaco

Um resultado classico em superficies minimas é o:

Teorema 1 (Teorema do Semiespaco, Hoffman-Meeks [1]) Seja M uma su-
perficie minima de R>. Se M é propria e ndo planar, entdo M n&o esta contida
em um semiespaco.

Em particular, este resultado nos diz que se uma superficie minima propria e
conexa M em R’ esta contida em um semiespaco determinado por um plano
P, entao M é um plano paralelo a P.

Observe que a hipotese de M ser propria (ou seja, se para todo compacto
K c R?vale que K N M é um compacto de M) é fundamental, pois existem
exemplos de superficies minimas completas ndo planares de R? que ficam con-
tidas entre dois planos paralelos (Jorge-Xavier) e mesmo contidas em uma bola
(Nadirashivili); porém, estes exemplos nao sao proprios.

Uma consequéncia interessante do Teorema 1 € o Teorema Forte do
Semiespaco, que afirma que quaisquer duas superficies minimas completas
e mergulhadas em R® se intersectam. Entretanto, nosso principal objetivo aqui
nao sera estudar suas aplicacoes, mas sim ver a beleza contida na simplicidade
de sua demonstracao.

Superficies Minimas

Uma superficie M € R’ é dita minima se for um ponto critico do funcional area
com respeito a todas as variagoes com suporte compacto. Pode-se mostrar que
toda superficie minima localmente é um minimizante de area.

Abaixo, temos trés exemplos de superficies minimas completas:

O Plano o O Catenoide

O Helicoide

Analiticamente, podemos definir a curvatura média de uma superficie M qual-

quer como a média simples de suas curvaturas principais ki, ks, ou seja,

k1 4+ ko , ;. ;.
=—5 e vale que M é uma superficie minima se e somente se H = 0

em todos 0s seus pontos.

Figura: Os planos das curvaturas principais de uma superficie S em um ponto
p. Se S é uma superficie minima, k; = —k, € as curvas definidas pelas
direcOes principais se curvam em direcoes opostas.

O Principio do Maximo

Do ponto de vista de equacoes parciais elipticas, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1 O grafico de uma fungdo v : Q C R*> — R é uma superficie
minima se, e somente se

Uz (1 + uf/) + 1y, (1 + ut) — Uy Uz Uy = 0 (1)

Como toda superficie é localmente o grafico de alguma fungao, a analise da
equacao (1) nos permite demonstrar o seguinte principio do maximo, que € um
ponto fundamental na demonstracao do Teorema do Semiespaco.

Teorema 2 (Principio do Maximo) Sejam ui,us: {2 — R solugdes de (1) tais
que u; > uy em () e para algum x, € int()) vale ui(xg) = us(xg). Entdo temos
que u; = us.

Observamos que o Teorema 2 € um caso particular de um resultado mais ge-
ral que vale para certa classe de equagoes quasilineares elipticas. Também
observamos que decorre do Teorema 2 e do fato que superficies minimas em
R? sdo analiticas (e portanto possuem Unica extensdo) o seguinte principio da
tangéncia.

Corolario 1 (Principio da tangéncia) Sejam M, e M,y superficies minimas
completas, conexas em R® tais que M, seja tangente a M, em certo ponto
p e, em uma vizinhanca de p valha que M fica de um mesmo lado definido por
MQ. EntéO, M1 = Mg.

Uma ideia da demonstracao do Teorema 1.

Suponha que o resultado seja falso e
que M seja uma superficie minima con-
tida em um semiespaco H, mas em ne-
nhum semiespaco proprio de H. Consi-
dere P = 0H. e ey
Como P é uma superficie minima, de- < '
corre do principio da tangéncia que S

MNP =a. \

o

Entretanto, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, M. NP # &, onde M, é uma
translacao de M por e na direcao normal a P apontando para fora de H.

Seja C um semicatenoide no complemento de H com bordo circular no plano P.
Podemos escolher um ¢ pequeno tal gue M. NC =2 e M.N Dy = @, onde D,
é o disco unitario em P centrado no eixo de rotacao de C.

Tome C; a homotetia de C por 0 < t < 1. Note que C; é sempre uma superficie
minima, e que quando t — 0, C; — P\ {0}.

Finalmente, considere T' = sup{t | C; " M. # @}. Como M, é prépria e 0s
pontos onde M., pode encontrar C, estao todos no slab de altura ¢ abaixo de
P, encontramos um ponto p € M, N Cp. Da definicao de T' como um supremo
decorre que as superficies M, e Cr sao tangentes em p e M, fica localmente
de um mesmo lado definido por C;. Portanto, do principio da tangéncia obtemos
que M, D Cr, e portanto M, é um catendide.

Como catendides nao podem estar contidos em um semiespaco, chegamos em
um absurdo que prova o teorema.
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