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Resumo

Projetos de mineracao geralmente contém dados secundérios espacialmente correlacionados
com a principal varidvel de interesse (primaria). Esses dados secundarios sdo geralmente
mais densamente amostrados do que os primarios (conjunto de dados heterotdpicos), pois
sao mais baratos e rapidos de serem obtidos. Nessa situacao, o uso de dados secundarios em
modelagem geoestatistica melhora a qualidade dos modelos (estimados ou simulados) finais.
A principal metodologia geoestatistica utilizada para integrar esses dois tipos de dados é a
cokrigagem, que requer a modelagem conjunta de variogramas diretos e cruzados usando
o Modelo Linear de Corregionalizacao (Linear Model of Coregionalization - LMC). O
problema é que modelar o LMC se torna impraticavel a medida que o niimero de variaveis
aumenta. Além disso, o LMC é bastante restritivo, pois todos os modelos de variogramas
devem ser combinacoes lineares das mesmas estruturas basicas. Essa restricdo faz com que
o LMC nao mostre um bom ajuste a maioria dos variogramas experimentais. Esta tese
mostra uma metodologia para estimativa e simulagao com dados secundérios heterotépicos
que nao requer a modelagem do LMC. A continuidade espacial sera descrita por tabelas
de covariancia (diretas e cruzadas), que sao obtidas diretamente dos dados. As tabelas de
covariancia sao corrigidas para garantir que as matrizes de covariancia usadas na krigagem
sejam positivas definidas. Dois estudos de caso sao apresentados, o primeiro para comparar
a metodologia proposta com as estimativas/simulagoes feitas usando o LMC e o segundo,
aborda alternativas para se obter a continuidade espacial da varidvel primaria e realizar
estimativas. Os resultados foram satisfatérios, pois os modelos estimados e simulados com

tabelas de covariancia foram devidamente validados.

Palavras-chaves: estimativa multivariada, transformada de Fourier, tabelas de covarian-

cia, correcao da tabela de covariancia.






Abstract

Mining projects often contain secondary data spatially correlated with the main variable
of interest (primary). These secondary data are usually more densely sampled than the
primary (heterotopic dataset), as they are cheaper and faster to obtain. In this situation,
the use of secondary data in geostatistical modeling improves the quality of the final
(estimated or simulated) models. The main geostatistical methodology used to integrate
these two types of data is cokriging, which requires the joint modeling of direct and
cross variograms using the Linear Model of Coregionalization (LMC). The problem is
that modeling the LMC becomes impractical as the number of variables increases. In
addition, the LMC is very restrictive as all variogram models must be linear combinations
of the same basic structures. This restriction causes the LMC not to show a good fit
for most experimental variograms. This thesis shows a methodology for estimation and
simulation with heterotopic secondary data that does not require LMC modeling. The
spatial continuity will be described by covariance tables (direct and cross), which are
obtained directly from the data. Covariance tables are corrected to ensure that the
covariance matrices used in kriging are positively defined. Two case studies are presented,
the first to compare the proposed methodology with the estimates/simulations made using
the LMC and the second, approaches alternatives to obtain the spatial continuity of the
primary variable and to make estimates.The results were satisfactory, as the estimated

and simulated models with covariance tables were properly validated.

Key-words: multivariate estimation, Fourier transform, covariance tables, correction of

the covariance table.
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1 Introducao

Em geoestatistica, as estimativas/simulagoes precisam de fungdes que descrevam a
dependéncia espacial entre as amostras de uma ou mais variaveis disponiveis em um banco
de dados. A dependéncia espacial considera que o valor de uma variavel em cada ponto
no espago se relaciona com valores obtidos em pontos situados a uma dada distancia e
que a influéncia entre pontos é tanto maior quanto menor for a distancia que os separa.
Essa relacdo entre amostras que estao separadas a uma dada distancia é chamada de
continuidade ou correlacao espacial. A geoestatistica faz uso da correlagao espacial para

fazer as estimativas e simulacoes.

Para calcular o modelo de correlacao espacial e estimar valores de uma variavel
distribuidos no espaco, a geoestatistica fornece um conjunto de técnicas. A correlacao
espacial é geralmente verificada através da fungdo variograma (ou semivariograma) e a
estimativa, através da krigagem (MATHERON, 1963). Usa-se o variograma para calcular

a variancia entre pontos separados pela distancia h e, a partir dele, se realiza a estimativa.

A estimativa por krigagem leva em consideracao apenas um atributo a ser analisado
e, portanto, necessita de apenas um modelo de variograma. Mas existem situagoes em que
o objeto de estudo apresenta uma ou mais variaveis secundarias correlacionadas ao atributo
de interesse. Nesse caso, o uso dessas variaveis secundarias nas estimativas melhora a
qualidade dos resultados. A técnica mais empregada para usar amostras secundarias em
geoestatistica, nesse caso, é a cokrigagem (MARECHAL, 1970). Para que a cokrigagem
seja implementada em um estudo com n variaveis, é necessaria a modelagem em conjunto
de w variogramas diretos e cruzados. Além disso, a modelagem desses variogramas
deve ser feita de modo que as matrizes de cokrigagem sejam positivas definidas!. A maneira
mais utilizada para modelar esses variogramas diretos e cruzados é usando o Modelo Linear
de Corregionalizagao (Linear Model of Coregionalization - LMC) (GOOVAERTS, 1997).

O LMC modela todos os variogramas diretos e cruzados como combinagoes lineares
das mesmas estruturas de variograma basicas. Sabe-se que essas estruturas basicas levam

a matrizes positivas definidas. As matrizes de covaridncia obtidas via LMC sdo positivas

1 Cada um dos testes a seguir é uma condicdo necessaria e suficiente para que uma matriz simétrica real

C seja positiva definida (ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989):

1. wTCw > 0 para todos os vetores ndo nulos w. No sistema de krigagem, C' é a matriz de covariancia
entre os dados e w é qualquer vetor de pesos associado a estimativa.

2. Todos os autovalores de C sao positivos.
3. Os determinantes das submatrizes de C' sao positivos.

4. Todos os pivds (sem trocas de linhas) sdo positivos.
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definidas, garantindo que o sistema de cokrigagem tenha solugao tnica.

Existem métodos para ajustar o LMC automaticamente (LARRONDO; NEUFELD;
DEUTSCH, 2003; EMERY, 2010; DESASSIS; RENARD, 2013). No entanto, esses métodos
dependem do calculo de variogramas experimentais, o que nao ¢ automatico. O céalculo
dos variogramas experimentais requer que o geomodelador escolha parametros apropriados
(tamanho do lag, azimutes de diregao e tolerancias). A escolha adequada desses pardmetros

requer uma quantidade consideravel de tempo e esforco quando o conjunto de dados nao
segue um espagamento regular (KAPAGERIDIS, 2015).

Para evitar o LMC, varios trabalhos usando métodos de fatorizacao foram publi-
cados. A fatorizacao envolve a transformagao das variaveis correlacionadas originais em
fatores nao correlacionados. Entao os fatores nao correlacionados sao estimados/simulados
independentemente e transformados de volta. As técnicas de fatorizagdo usadas na geoesta-
tistica incluem a Anélise de Componentes Principais (Principal Component Analysis- PCA)
(HOTELLING, 1933; GOOVAERTS, 1993), Minimo-Maximo Fatores de Autocorrelacao
(Minimum/Mazimum Autocorrelation Factors - MAF) (DESBARATS; DIMITRAKOPOU-
LOS, 2000; SWITZER; GREEN, 1984), Stepwise Conditional Transform (SCT) (LEU-
ANGTHONG; DEUTSCH, 2003) e Projection Pursuit Multivariate Transform (PPMT)
(BARNETT; MANCHUK; DEUTSCH, 2014). Esses fluxos de trabalho da fatorizagao
sao adequados quando varias varidveis primérias precisam ser estimadas/simuladas e o
banco de dados for isotépico, ou seja, todas as variaveis forem amostradas conjuntamente
nos mesmos locais. Aqui, estamos interessados em estimar/simular somente uma variavel
primaria usando informacoes auxiliares de dados secundarios mais densamente amostrados
(banco de dados heterotdpico). Nesse caso, o LMC é necessario para modelar a correlagao

espacial entre os dados primarios e secundarios.

Como alternativa & modelagem do LMC, Deutsch e Journel (1992) e Chu (1993)
propuseram construir um mapa discreto de covariancia a partir dos dados originais. Esse
mapa de covariancia é chamado de tabela de covariancia e contém os valores de covariancia
para as distancias e dire¢oes definidas por um grid, que é posteriormente usado para
a estimativa/simulagdo geoestatistica. Marcotte (1996) também apresentou um método
para calcular mapas variograficos (de variograma e/ou covariancia) discretos (diretos e
cruzados) com uso da transformada rapida de Fourier (Fast Fourier Transform- FFT). A
principal limitacao desses mapas de variograma ¢ que as matrizes de covariancia obtidas a
partir deles ndo sdo necessariamente positivas definidas. Dessa forma, essas matrizes nao

podem ser aplicadas diretamente nos algoritmos geoestatisticos de estimativa e simulagao.

Nesse contexto, Yao e Journel (1998) apresentaram um método para obter uma
tabela de covaridncia que gera matrizes de covaridncia positivas definidas. Os autores
primeiro calculam a covariancia experimental das amostras ao longo das diregoes e sepa-

ragoes, que correspondem as dire¢des e separagoes dos dados. Segundo, esses valores de
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covariancia amostral sao interpolados em um g¢rid para se obter uma tabela de covariancia
preliminar. Por fim, essa tabela de covariancia é corrigida usando o teorema de Bochner

(BOCHNER, 1939), garantindo que a tabela de covariancia corrigida seja positiva definida.

A correcao usada por Yao e Journel (1998) consiste em aplicar primeiro a transfor-
mada rapida de Fourier a tabela de covariancia e obter o mapa de densidade espectral.
Em seguida, suavizar a tabela de densidade espectral (usando média mével), restringindo
todos os valores a ntimeros reais e nao negativos, de tal forma que os valores estejam
estandardizados e com varidncia unitaria. Yao e Journel (1998) advertem que uma estan-
dardizacao ingénua (isto é, dividindo todos os coeficientes por sua soma) pode resultar em
um efeito pepita muito alto quando muitos valores negativos sao redefinidos para zero.
Como a correlagao espacial a curta distancia desempenha o papel mais importante na
estimativa/simulagdo, esse resultado é indesejavel. Nesse contexto, Yao e Journel (1998)
utilizam pesos na estandardizacao para que os valores de baixa frequéncia sejam os menos
afetados. O resultado é que o efeito pepita da tabela de covariancia corrigida é pouco

afetado.

Pyrcz e Deutsch (2006) propuseram um método semelhante ao de Yao e Journel
(1998) para obter uma tabela de covariancia positiva definida. Primeiro, os autores calculam
e modelam a covariancia das amostras em um conjunto de diregoes representativas, com
qualquer funcao (um spline, por exemplo). Segundo, essas covariancias sao usadas para
construir uma tabela de covariancia preliminar. Essa tabela de covariancia é obtida pela
interpolacdo dos valores de covariancia obtidos para as diferentes dire¢coes modeladas.
Terceiro, esta tabela de covariancia é corrigida aplicando-se a transformada rapida de

Fourier, redefinindo os valores negativos para zero e estandardizando para que sua soma

seja igual a um (YAO; JOURNEL, 1998).

Na mesma linha que Yao e Journel (1998), Kloeckner et al. (2019) propuseram obter
tabelas de covaridncia diretamente dos dados. O método consiste em (i) estimar valores a
partir dos dados originais para preencher todo o grid e obter um modelo base para extrair
a covariancia (Base Model to Extract the Covariance - BMEC), (ii) usar a FFT e calcular
a covariancia experimental (MARCOTTE, 1996), equivalente ao espectro de densidade,
(iii) corrigir o espectro de densidade (PYRCZ; DEUTSCH, 2006) e (iv) retro-transformar
(inverso da FFT) o espectro de densidade corrigido para obter uma tabela de covaridncia
positiva definida. O BMEC constitui um grid exaustivamente amostrado e, por ser gerado
através da interpolacao dos valores originais, carrega a continuidade espacial da variavel
e exerce forte influéncia na qualidade da tabela de covariancia gerada pelo método de
Kloeckner et al. (2019).
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1.1 O problema

Nesta tese serao considerados dois problemas. O primeiro trata da modelagem
conjunta da continuidade espacial de multiplas varidaveis correlacionadas e, o segundo
aborda a inferéncia da continuidade espacial de variaveis primarias com poucas amostras

baseadas em dados secundarios exaustivos.

1.1.1 Modelagem conjunta da continuidade espacial via LMC

Quando avaliamos um depodsito mineral, varias variaveis podem ser amostradas
simultaneamente em um mesmo ponto ou em pontos distintos. E comum encontrarmos
nos resultados da pesquisa mineral, varidveis que estdo mais densamente amostradas que
outras, mas que apresentam alguma correlacao espacial entre si. Existindo um significativo
grau de correlagdo, podemos estimar uma variavel primaria (que apresenta um niimero
menor de amostras no grid) a partir de variaveis secundarias (que apresentam um nimero
maior de amostras no grid) e diante disso, a geoestatistica proporciona um conjunto de

ferramentas que facilitam esse tipo de estimativa.

Um procedimento geoestatistico muito utilizado para estimar diversas variaveis
regionalizadas, com base na correlagao espacial, é a cokrigagem. Na cokrigagem, os
variogramas diretos e cruzados sao modelados conjuntamente, pois precisam satisfazer
o LMC. O ajuste do LMC ¢é geralmente iterativo. O usuario escolhe um modelo inicial
de LMC e o ajusta até que o modelo de variograma se adapte bem aos variogramas
experimentais. Por exemplo, considere duas variaveis, U e V. Os variogramas diretos e
cruzados de U e V devem ser modelados, a partir das estruturas basicas dos modelos, do
seguinte modo (GOOVAERTS, 1997):

Yo (h) = uovo(h) +wyi(h) + - + UmYm(h) (1.1)
yw(h) =veyo(h) + vy (h) + -+ - + U Ym(h) (1.2)
Yov(h) = woyo(h) +wiva(h) + - - + W ym(h) (1.3)

onde Yy (h), vv(h) e yyv(h) sdo os modelos de variogramas diretos e cruzado para U e
V', respectivamente; os modelos béasicos de variogramas sao indicados por vo(h), v1(h), ...,
Ym(h); u, v e w sao os coeficientes. Podemos escrever as equagoes 1.1, 1.2 e 1.3 na forma

de matrizes, que representam as combinacoes de cada modelo basico.
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e Combinagoes do primeiro modelo bésico, vo(h).

[7U,o(h) ’YUV,O(h)] _ [uo wo] _ [70(’1) 0 ] (1.4)

wuo(h)  yvo(h) Wo o 0 (h)

e Combinagoes do segundo modelo bésico, v (h).

[mh) VUVJ(h)]:[ul m],[wﬂ 0 ] (L5)

’YVU,l(h) ’Yv,l(h) wp U1

e Combinagoes do m-ésimo modelo bésico, Y., (h).

[mm(h) 'VUV,m(h)] _ lum wm] . [W(h) 0 } (1.6)

fVVU,m(h) VV,m(h) Wm  Um 0 '7m<h)

Para garantir que o modelo linear, nas equagoes 1.1, 1.2 e 1.3, seja positivo definido,
basta que as matrizes dos coeficientes u, v e w nas equagoes 1.4, 1.5 e 1.6 sejam positivas
definidas ou seja, tenham determinantes maiores que zero (condigao necessaria e suficiente
para que uma matriz simétrica seja positiva definida). Mas modelar as matrizes dos
coeficientes para que sejam positivas definidas é subjetivo e exige muito tempo quando
trés ou mais variaveis sao consideradas. Além disso, o LMC é bastante restritivo, pois
combinagoes lineares das mesmas estruturas devem ser usadas. Como consequéncia, o
LMC, em geral, ndo tem um bom ajuste a maioria dos variogramas experimentais diretos
e cruzados. Em geral, as variaveis mais importantes sao privilegiadas e tem um ajuste

melhor.

Semelhante ao variograma, a covariancia também descreve a continuidade espacial
de uma variavel ou entre varias variaveis. Para uma variavel, a covariancia entre os dados

separados por uma distancia h ¢ calculada a partir da equacao:

N(h)
Cy(h) = N}h) > Z(ua) - Zlua ) =i (1.7)

em que:
N(h): é o nimero de pares que podem ser encontrados na distancia h;

my_p: € a média dos valores que formam a cauda do vetor de dados:

1 N
Z—h = N(h) 0;1 Z(Ua) (1.8)

myyp: € a média dos valores que formam o extremo do vetor de dados:
1 N®
= Z(ug + h). 1.9
Mmz+h N(h) az: (U + ) ( )

=1

As propriedades associadas a fungao covariancia sao as seguintes:
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(i) Para h = 0 a covarincia é igual a varidncia maxima dos dados, ou seja C'(0) = o2,

(ii) A fungao covarincia é simétrica, ou seja C'(h) = C(—h).

(iii) Nenhum valor de covaridncia é maior do que a covariancia para h = 0, ou seja

[C(h)] < C(0).

(iv) O variograma se relaciona com a covaridncia através da expressao y(h) = C(0)—C(h).

Nos sistemas de krigagem ordindria, por exemplo, os elementos podem ser dados

em funcao da covaridncia entre os dados. A forma matricial desse sistema é representada

por:
~ A ~ ~ B _ ~ C _
C(.Tl,l’l) C(.ﬁlﬁ'l,fﬂg) C($1,$N) 1 )\1 C(f]?l,l'o)
C(l‘g,l’l) C(ZL‘Q,IQ) ce C(ZEQ,I‘N) 1 )\2 C(IQ,J)O)
: : : L= : : (1.10)
C(I’N,(L'l) C($N,$2) C($N,$N) 1 )\N C(ﬁN,[L'())
i 1 1 e 1 0] [ 1] i 1 |

em que as matrizes do lado esquerdo da igualdade sado, respectivamente, a matriz de
covariancia entre amostras (A) e a matriz dos ponderadores (B) (u é o multiplicador de
Lagrange) e a do lado direito da igualdade, é a matriz de covaridncia entre amostras e
o ponto a ser estimado (C'). A matriz de covaridncia entre amostras precisa respeitar a
condicao de ser positiva definida. Ao respeitar a condi¢ao de ser positiva definida, nao
s6 garante que a solugao do sistema seja tinica, mas também que a solucao seja estavel.

A solucgao é estavel quando os ponderadores de krigagem nao sao maiores que 1 e nem
menores que zero (ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989).

No caso de duas variaveis, x e y, separadas pela distancia h, a covariancia cruzada

¢ dada por:
[ N
Cry(h) = Nb > w(ua) - y(ta + h) — mg_p - myin, (1.11)
a=1
com
IR
Myt = < ¥ (Uq) (1.12)
(h) a=1
e
[ N
Mysn =~ 2 Y(Uasn), (1.13)
" (h’) a=1
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onde mg_j, € My, sdo0, respectivamente, a média dos valores que formam a cauda e o

extremo do vetor formado pelo par de dados x e y.

As propriedades da fungdo covariancia cruzada sao:

(i) A funcdo covaridncia cruzada nao é simétrica, ou seja Cyy(h) # Cyy(—h).
(ii) A fungao covariincia cruzada nao tem maximo para h = 0.

(iii) O variograma cruzado se relaciona com a covaridncia cruzada através da expressao

Yoy = Cry = 3[Cay(h) + Coy(—D)].

O sistema de cokrigagem, por ser uma extensdao do método de krigagem, utiliza
as matrizes de covariancia no processo de estimativa. Para que o modelo de estimativa
por cokrigagem tenha seu uso justificavel, deve-se ter uma alta correlacdo espacial entre
as variaveis primaria e secunddria (o que garante que as estimativas serdo consistentes)
e ainda, precisa que a matriz de covaridncia conjunta seja positiva definida (utiliza-se o

LMC na verificagdo do modelo).

Nesse contexto, pretende-se investigar uma alternativa ao LMC, baseada na correcao
conjunta das tabelas de covaridncia geradas pelo método de Kloeckner et al. (2019), para

estimar /simular multiplas varidveis.

Quanto ao método de Kloeckner et al. (2019) ha que se ponderar o seguinte:

(i) O método gera tabelas de covaridncia diretas e cruzadas, mas somente as tabelas de

covariancia diretas sao corrigidas para serem positivas definidas;

(ii) Como as tabelas de covaridncia cruzadas nao sdo simétricas, a corre¢do para garantir
a positividade é de dificil implementagao. Para se obter uma tabela de covarian-
cia cruzada positiva definida, os espectros de densidade precisam ser corrigidos
simultaneamente (YAO; JOURNEL, 1998);

(iii) Estimar usando um modelo base para extrair a covariancia, gerado a partir de poucos

dados, pode levar a problemas devido a extrapolacao;
(iv) Dependendo do BMEC, o efeito pepita é incorporado ou nao a tabela de covariancia;

(v) As simulagdes geradas a partir de tabelas de covaridncia tendem a nao reproduzir

variogramas, devido a nao incorporacao do efeito pepita.

Contornada as limitagdes do método, espera-se que as tabelas de covaridncia sejam
eficazes na solucao do sistema de cokrigagem, bem como, tornem os métodos sequenciais

de simulacao mais rapidos e mais eficientes.
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1.1.2 Inferéncia da continuidade espacial de uma variavel primaria na presenca

de uma variavel secundaria exaustiva

A qualidade do variograma experimental se relaciona com quantidade de amostras
presentes em um banco de dados e com o espacamento entre elas. Se o banco de dados é
bem amostrado e apresenta espacamento regular, os variogramas experimentais facilmente
sao gerados. Mas em situagdes em que os dados sdo escassos e com espacamento irregular,

dificilmente o geomodelador chegara a um variograma experimental bem definido.

Nas situagdes em que se pretende realizar a cokrigagem colocada (XU et al., 1992)
da variavel primaria, baseada na covariancia da primaéria que nao tem como ser inferida por
apresentar poucas amostras e espagamento irregular, o geomodelador em geral usa alguma
informagao auxiliar para inferir a continuidade espacial dessa variavel. Uma alternativa é
utilizar modelos de variogramas de depésitos minerais (ou reservatérios) anilogos. Outra
maneira é quando ha uma variavel secundaria exaustiva e correlacionada com a primaria,
pode-se uséa-la para inferir a continuidade espacial da priméaria. A alta correlagao entre
as variaveis indica que elas apresentam provavelmente as mesmas dire¢oes principais de
continuidade espacial e, portanto, usa-se a informacao secundaria para inferir a anisotropia

da primaria.

O uso de informacao secundaria exaustiva para inferir a continuidade espacial da
primaria é comum na modelagem de reservatérios de 6leo e gas. Nessa situagao, a variavel
priméaria esta presente em poucos pocos, enquanto que a variavel secundaria proveniente de
sismica estd exaustivamente amostrada. Embora o variograma vertical da variavel primaria
possa ser inferido, o variograma horizontal da primaria nao fica bem definido e é necessario
usar informacao auxiliar proveniente da sismica. Dessa forma, o variograma usado nas
estimativas de simulagao ¢é ajustado ao variograma experimental vertical da primaria e aos

variogramas experimentais horizontais da variavel secundaria.

Uma particularidade do calculo dos variogramas experimentais de uma variavel
exaustiva ¢ que os dados estao em um g¢rid, o que demanda usar vetores na determinacao
da diregao. A definigao desses vetores (Figura 1.1) demanda tempo do geomodelador. Além
disso, os angulos determinados por vetores apresentam, quase sempre, valores aproximados,
ou seja, existe um erro de precisao no angulo que descreve a continuidade espacial da
variavel em andlise. Por exemplo, na diregdo N22,5°E (ver Figura 1.1) usa-se o vetor
(2,5,0), correspondente a 21,80° (tan™! (%) = 21,80°) e ndo ao usual 22, 5°.
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N22,5°E

N67,5°E

N112,5°E

N157,5°E

Figura 1.1 — Principais dire¢bes de anisotropia determinadas por vetores em grid re-
gular: NO°E(0,1,0), N22,5°F(2,5,0), N45°E(1,1,0), N67,5°E(5,2,0),
N90°E(1,0,0), N112,5°E(5,—2,0), N135°E(1,—1,0) e N157,5°E(2, —5,0).

Outro problema de calcular os variogramas experimentais é que o tempo de proces-
samento € alto para grids grandes, como ¢é o caso de cubos sismicos usados para caracterizar
reservatorios petroliferos. Nesse tipo de situacao, o variograma experimental é feito ge-
ralmente apenas nas dire¢oes principais de anisotropia. O modelo de variograma é entao
ajustado nessas direcoes principais. Essa maneira limita o modelo de continuidade espacial
a combinacoes lineares de estruturas bésicas e nao explora totalmente a informacao que a

varidvel secunddria fornece.

Nessa tese, pretende-se investigar uma alternativa ao calculo do variograma ex-
perimental, fundamentada no uso de tabela de covariancia obtida a partir dos dados
exaustivos e método de Kloeckner et al. (2019). Os dados exaustivos substituirdao o modelo
de referéncia usado para extrair as covariancias e, por nao apresentarem problema de
extrapolacdo, tendem a melhorar a qualidade das estimativas/simulagoes decorrentes da
tabela de covariancia. Além disso, a modelagem da continuidade espacial via método de
Kloeckner et al. (2019) é bem mais rdpida que abordagem convencional devido ao uso da

FFT (MARCOTTE, 1996).

A maior rapidez com uso da tabela de covaridncia permite calcular variogramas
experimentais em todas as possiveis direcoes, nao apenas nas direcoes principais. Embora
a tabela de covariancia tenha grande potencial de uso em situagoes de dados secundarios
exaustivos, a aplicacao dela para a realizacao de estimativa/simulacdo com cokrigagem

colocada ainda nao foi investigada.
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1.2 Meta e objetivos

A presente pesquisa se propoe a explorar e desenvolver uma metodologia para
estimar/simular multiplas variaveis correlacionadas em conjuntos de dados heterotépicos
com uso de tabelas de covariancia, que dispense o modelo linear de corregionalizagao na

modelagem da covariancia conjunta.

Hipodtese Investigativa: “Poder-se-ia ter uma metodologia que utilizasse
tabelas de covariancia diretas e cruzadas, geradas a partir de modelos base
para extrair a covaridncia (BMECs ou variavel secundaria exaustiva) e trans-
formadas de Fourier, para estimar/simular multiplas varidveis com o auxilio

de variaveis secundarias?”

Para que essa hipotese seja investigada sao considerados os seguintes objetivos:

1. Investigar o uso de tabelas de covaridncia experimentais, obtidas a partir de BMECs

e transformadas de Fourier no caso de multiplas variaveis;

2. Checar em quais situagoes as tabelas de covariancia experimentais, obtidas a partir
de BMECs, sao positivas definidas;

3. Investigar métodos de correcao das tabelas de covariancia para torna-las positivas

definidas, sem lesar a continuidade espacial;
4. Investigar como incorporar o efeito pepita a tabela de covariancia;

5. Desenvolver uma metodologia para estimar/simular multiplas varidveis, que dispense
a modelagem do LMC, baseada na corre¢do conjunta das tabelas de covariancia

(diretas e cruzadas);

6. Verificar se as tabelas de covariancia, apés correcao conjunta, podem ser usadas para

estimar e simular miltiplas variaveis, em substituicdo a variografia convencional,

7. Investigar o uso da tabela de covariancia de uma variavel secundaria exaustiva para
inferir (ou ajudar a inferir) a continuidade espacial de uma variavel primaria que

tem dados insuficientes para ter um variograma experimental confiavel.
1.3 Organizacao da tese
A tese se organiza da seguinte maneira:

e No capitulo 2 temos uma breve revisao dos principais tépicos necessarios a abordagem

do tema, incluindo conceitos e defini¢oes da algebra linear, da analise de Fourier,
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de tabelas de covariancia, de cokrigagem e da simulacao sequencial Gaussiana em

conjuntos multivariados heterotépicos.

e No capitulo 3 temos a apresentacdo da metodologia proposta. E exposto neste
capitulo o procedimento utilizado para se obter uma matriz de covariancia conjunta

positiva definida, a partir de tabelas de covariancia, sem a utilizacao do LMC.

e No capitulo 4 emprega-se a metologia proposta em um estudo de caso 2D. Além de
se aplicar a metodologia desenvolvida, este capitulo expoe a andlise e discussao dos

resultados.

e O capitulo 5 mostra um estudo de caso do uso da tabela de covaridncia construida a
partir dos dados de uma variavel secundaria exaustiva para inferir a continuidade
espacial de uma variavel primaria. Apds a inferéncia da continuidade espacial da
primdria, é realizada a estimativa/simulacao da varidvel priméaria utilizando a varidvel

secundaria e cokrigagem colocada.

e O capitulo 6, apresenta as conclusoes da tese e ainda, as contribuicoes e recomenda-

¢oes para trabalhos futuros.






35

2 Revisao bibliografica e fundamentacao ted-

rica

Faz-se, a seguir, uma sintese dos tépicos importantes para o embasamento teérico

da pesquisa.

2.1 Nocoes elementares de algebra linear

Nesta secao, sera realizado uma revisao sucinta dos conceitos elementares de algebra
linear, com intuito de colaborar com a compreensao da corre¢ao conjunta das matrizes de

covariancia.

2.1.1 Autovalores e autovetores

Definicao 2.1.1. Se A ¢ uma matriz n X n, entdo um vetor ndo-nulo & em R™ é chamado
de autovetor de A se Az é um maltiplo escalar de x, ou seja (ANTON; RORRES, 2001):

Az = Az, (2.1)
para algum escalar A. O escalar A é chamado de um autovalor de A e dizemos que x € um
autovetor associado a .

Para encontrar os autovalores de uma matriz A de tamanho n x n, basta resolver

a equacao:
det(A\ — A) =0, (2.2)

onde I é a matriz identidade e det é o determinante associado a matriz resultante. Quando

expandido, o determinante da equacao 2.2 é um polindémio p caracteristico de A, da forma:

p(A) =det(\ — A) = A"+ N T+t (2.3)

e equagao caracteristica:
N+ NP e, =0, (2.4)

sendo ¢q,..., ¢, 0s coeficientes do polinémio. A equagdo 2.4 tem, no maximo, n autovalores

distintos.
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Calculados os autovalores, obtém-se os autovetores associados a matriz A, resolvendo

a equacao matricial:

A o A Ti1 Zi1

Anr o A TLij Tij

em que \; ¢ o autovalor associado ao autovetor x; e x;; sao as componentes do autovetor

ZT;.

2.1.2 Diagonalizacao de matrizes reais simétricas e decomposicao espectral

Em &algebra linear, uma matriz quadrada A é dita diagonalizavel se existir uma
matriz invertivel P tal que P~'AP é uma matriz diagonal. Nesse caso, dizemos que a
matriz P diagonaliza A (ANTON; RORRES, 2001).

Existem muitas matrizes que nao sdo diagonalizaveis. De fato, algumas matrizes
reais podem sequer possuir algum autovalor real. Contudo, com matrizes reais simétricas,
esse problema nao ocorre. A saber, temos os seguintes teoremas (LIPSCHUTZ; LIPSON,
2011):

Teorema 2.1.1. Se A € uma matriz real simétrica, entdo seus autovalores sdo reais.

Teorema 2.1.2. Sejam A uma matriz real simétrica e u e v autovetores de A associados
a autovalores distintos A1 e Ay. Entdo u e v sdo ortogonais, isto €, o produto escalar entre

eles € igual a zero.

Teorema 2.1.3. Se A é uma matriz real simétrica, entdo existe uma matriz ortogonal P
tal que D = P7YAP ¢é diagonal.

Teorema 2.1.4. Seja A uma matriz real n X n. Entdo, A serd simétrica se, e somente

se, for ortogonalmente diagonalizavel.

No teorema 2.1.3, a matriz ortogonal P é obtida normalizando uma base de
autovetores ortogonais de A. Lembre-se de que uma matriz P é dita ortogonal se sua
inversa P~! ¢ igual a sua transposta P’ e de que autovetores ortogonais normalizados
apresentam comprimento unitario e produto escalar, entre dois autovetores distintos, igual

a Zero.

O teorema 2.1.4, chamado de teorema espectral, mostra que toda matriz simétrica
e real é sempre diagonalizavel. Através dele podemos escrever uma matriz simétrica e real

A na forma;:

A= PDPT, (2.6)
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em que P é ortogonal e D é diagonal. Os elementos na diagonal D sao exatamente
os autovalores de A e as colunas de P, sdo os autovetores ortonormais de A (POOLE,
2004). A fatoracao da matriz A em termos de autovalores e autovetores ¢ chamada de

decomposicao espectral.
Exemplo: Vamos decompor a matriz simétrica M = [3 2] em termos de seus autovalores
e autovetores.

Os autovalores da matriz M, calculados a partir da equacgao 2.2, sdo Ay =5 e Ay =

1
—1. Os autovetores de M associados aos autovalores A\; e \y sdo, respectivamente, v; = L

-1
€ Uy = s Os vetores v; e vy sdo ortogonais e quando normalizados obtém-se os vetores

. As matrizes ortonormal dos autovetores e diagonal

1 1
ﬁ_ﬁ]eF 0

1 1

1 _ 1
ortonormais u; = [ﬁ] e Uy = [ V2
V2 V2

dos autovalores sao, respectivamente, . Assim, a decomposi¢ao

espectral da matriz M é:

AR

O resultado mais importante da algebra linear, tratado neste estudo, diz respeito

=

I
S5
oS-
S5

a decomposigao espectral de uma matriz simétrica e real (ver equagao 2.6). Ele serd
empregado na correcao conjunta da matriz de covariancia, obtida através de tabelas de
covariancia, com intuito de torné-la positiva definida, e com isso, dispensar a modelagem
tradicional da continuidade espacial via LMC. Para tanto, a matriz de covaridncia conjunta
necessita ser simétrica e real, ou seja, deve atender os critérios empregados na decomposi¢ao

espectral e ainda, a definicdo de matriz positiva definida (ver nota de rodapé 1 na péagina
23).

2.2 Analise de Fourier

A anélise de Fourier estuda, basicamente, a aproximacgao de qualquer funcao por
uma soma de senos e cossenos. Os topicos relacionados a analise de Fourier incluem a série

de Fourier e as transformadas de Fourier, tratados a seguir.
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2.2.1 Série de Fourier

Os valores de uma fungao f(x), definida no intervalo —L < z < L, podem ser

aproximados a partir da soma de fungoes trigonométricas, ou seja:

f(z) = ) 04 Z (an cos nT + by, sin nz:n) (2.8)

A soma de fungoes trigonométricas, descrita na equagao (2.8), é chamada de série
de Fourier de f no intervalo —L < z < L, ou seja, f : R — R é uma funcao periddica de
periodo P igual a 2L. Os termos ag, a, € b, sdo chamados de coeficientes de Fourier e sao

determinados por:

wo=1 [ rd), (2.9
ay, L/ f(z) cos md( ) (2.10)
by L/ sin@d( ). (2.11)

A série de Fourier tem uma ampla gama de aplicacdo em ciéncias e engenharia, no

estudo de conducao de calor, no fendmeno ondulatério e em outros fendomenos fisicos.

A série de Fourier consegue aproximar a curva em toda a parte de continuidade
do grafico de f, em vez de aproximar perto de um ponto isolado, mas nao fornecem
boas aproximagoes em torno dos pontos de descontinuidade de f (FINNEY; WEIR;
GIORDANO, 2003).

Além de ser escrita na forma trigonométrica, a série de Fourier também pode ser

escrita em termos de fungdes exponenciais complexas. Uma maneira de fazer isso é usar a

férmula de Euler (FIGUEIREDO, 2014):

e = cosf +isinf (2.12)
e suas consequéncias:
-
cosf = e re” (2.13)
2
¢ 0 —if
sinf =" (2.14)

21
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A forma trigonométrica da série de Fourier, em termos complexos, é representada

pela equagao (2.15):

—innTxT

f(z) = i cne L, (2.15)

em que:
1 L —inmTx
e =57 [ f@)e T d@) (2.16)
comn € 7.

2.2.2 A integral de Fourier

Como exposto, a série de Fourier serve para representar, em termos de fungoes
senos e cossenos, fungoes periddicas ou fungoes continuas definidas em um intervalo finito
de interesse. A representacdo da funcao ocorre através da soma das magnitudes dos

harmoénicos que compoem a série de Fourier.

A integral de Fourier, por ser uma generalizacao da série de Fourier, se propoe a
fazer a representacao harmonica de fungoes nao periddicas. A ideia fundamental é tomar
uma func¢ao periddica e fazer o seu periodo tender ao infinito. A representagao, em forma

de integral, da série de Fourier (ver equagao 2.8) é:

flz) = /OOO [A(w) cos 2w + B(w) sin zw] dw, (2.17)
em que:
Alw) = i/_oo f(z) coswadr,w > 0 (2.18)
e
B(w) = 71T/OO f(z)sinwzdr,w > 0, (2.19)

onde w ¢é a frequéncia angular.

2.2.3 A transformada de Fourier

A transformada de Fourier da funcao f, obtida a partir da integral de Fourier,
¢é definida como sendo a funcao F que associa a cada fungao absolutamente integravel

f:R — R a funcao f : R — C definida pela equacao:

~

Flo) = FUfw) = o= [ fa)e e (2:20)
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A inversa da transformada Fourier é a funcao F~! que associa a cada funcao

f : R — C a funcao absolutamente integravel f : R — R definida pela equacao:

-~

@) = F 1) = o= [ e 2:21)

2.2.3.1 Propriedades da transformada de Fourier

A transformada de Fourier se baseia nas seguintes operagoes que envolvem fungoes
(FIGUEIREDO, 2014) :

Propriedade 1 (Linearidade): A transformada de Fourier ¢ um operador linear, isto é:

Flaf +bg) = aF(f) + bF(g),

em que f e g sdo funcoes em L£!(conjunto de todas as fungoes complexas absolutamente
integraveis) e a e b nimeros complexos quaisquer. Essa propriedade é decorrente da

linearidade da integral.

Propriedade 2 (Transformadas de derivadas): Se f é uma func¢ao absolutamente
integravel, tal que as suas derivadas até a ordem £k também sao func¢oes absolutamente

integraveis, entao:
F(F)w) = (iw)" F(f)(w)-

Propriedade 3 (Derivadas de Transformadas de Fourier): Se f é uma fungio
absolutamente integravel, tal que x* f(z) também sdo fungdes absolutamente integraveis,

entao:

F (2% f (@) (w) = *F () w).

Propriedade 4 (Transformada de Fourier de uma Translagdo): Se f é uma

funcao absolutamente integravel, entao:

F(f(z—a)) (w) = e™"F (f(z)) ()

F (e f(@) (@) = F (f(x)) ().

Propriedade 5 (Transformada de Fourier de uma Dilatagdo): Se f é uma fungéao

absolutamente integravel e a # 0, entao:
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—F D (2)

a

F(flax)) (w) =

lal

Tratarei agora de definir a convolugao entre fung¢oes para entao apresentar a

propriedade da transformada de Fourier de uma convolucao.

Sejam f e g duas func¢des absolutamente integraveis. Definimos a operacao de
convolugao def e g como sendo a fungao f * g : R — C, com dominio real (R) e imagem
complexa (C), dada por (IORIO, 2012):

(Fr9)@) = [ fWgla—y)dyz € R

Decorrem da definicdo, as seguintes propriedades para as fungoes absolutamente
integraveis f,ge h e a € R:
(i) Associatividade: (fx*g)xh= fx*(gx*h)
(i) Comutatividade: fxg=g* f
(iii) Distributividade: (f +¢g)*xh=fxh+gx*h, (af)xg=a(f xg)

Propriedade 6 (Transformada de Fourier de uma Convolugio): Sejam f e g

duas fungoes absolutamente integraveis, entao:
F(f+g) = v2rF(f)F(9).

2.2.4 A transformada discreta de Fourier

Em geoestatistica, os dados frequentemente sao amostrados de forma que nao
podemos utilizar o calculo da transformada continua. Para esse tipo de amostragem,
precisamos entender como é o procedimento da transformada para um conjunto discreto e

igualmente espagado de dados, que é a DFT (Discrete Fourier Transform - DFT).

Considere z,, como sendo uma sequéncia discreta, periédica e com periodo N. A

transformada discreta de Fourier dessa sequéncia se define por:

1 3= o
X = NZ e R | =0,1,2,-- N —1 (2.22)
e sua inversa
Nl 272N
Tp= > Xpe* N n=012-- ,N-1 (2.23)
k=0

Na transformada de Fourier continua, descrita na secdo 2.2.3, calculamos a integral
de menos infinito a mais infinito e agora, no caso discreto, calculamos uma soma da

amostra n = 0 até a amostra N — 1.
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Para um determinado valor k, sd@o necessarias N? multiplicacdes complexas e
N(N — 1) somas complexas para se obter os N valores da série transformada, o que

demanda um grande esfor¢co computacional.

2.2.5 A transformada rapida de Fourier

A transformada rapida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT) ou algoritmo de
Cooley-Tukey (COOLEY; TUKEY, 1965) é um algoritmo que calcula a transformada dis-
creta de Fourier e sua inversa. A ideia basica do algoritmo é dividir a transformada discreta

em transformadas menores recursivamente, buscando diminuir o esfor¢co computacional

(YAO, 1998).

A FFT pode ser entendida como sendo um algoritmo que calcula a DFT de forma
rapida e com menor custo. A FFT considera que N é poténcia de 2 e decompoe a DFT
segundo a paridade dos termos. Através da decomposicao, que explora a simetria do
conjugado complexo e periodicidade na DFT, a FFT consegue reduzir a ordem dos calculos
da DFT de O(N?) para O(N log, N), resultando na diminuigao do tempo de processamento
(YOO, 2001).

2.3 Analise espectral

A andlise espectral (ou aplicagoes dos métodos da andlise de Fourier) tem por
finalidade procurar a periodicidade nos dados analisados, estejam eles em funcao do
tempo ou do espaco. Sao varios os campos de aplicagao, dentre eles, engenharia elétrica,

comunicagoes, fisica e medicina.

Poucos sao os fendomenos que possuem componentes peridédicos detectaveis, a partir
de um banco de dados, no dominio do tempo (ou espacial), mas isso nao invalida a
periodicidade do fenémeno no dominio da frequéncia e subsequente analise do espectro
(PRASAD, 1991) . A transformada do dominio espacial para o dominio de frequéncia

ocorre mediante a transformada de Fourier.

Um importante resultado da andlise espectral nos diz que a covaridncia de z(u),
descrita pela equagao 1.7, é definida em uma dimensao como o produto convolugao
(BRACEWELL, 1986 apud KLOECKNER et al., 2019):

C.(h) = / T 2wz (u + h)du = 2(u) * 2(—u). (2.24)

—00

Aplicando a transformada de Fourier na equacao 2.24, obtemos a densidade espectral

de z(u) no dominio frequéncia da seguinte maneira:

s:(w) = F[C.(h)] = F [2(w)] * F [2(u)] = [Z()[*, (2.25)
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onde F [] é o operador da transformada de Fourier. Consequentemente, Z(w) = F [z(u)] =
[ z(w)e™"du, F [2(u)] é o conjugado complexo e s,(w) representa a densidade espectral.
A densidade espectral pode ser usada na simulagao espectral (PARDO-IGUZQUIZA;
CHICA-OLMO, 1993; YAO, 2004) ou pode ser transformada novamente em tabela de

covariancia no dominio espacial.

A aplicagao pratica da transformada de Fourier é obtida através da DFT. A DFT
substitui a integral por um somatério (YOO, 2001 apud KLOECKNER et al., 2019), isto

¢, dado N amostras discretas de z(u), a transformada de Fourier Z(w) de z(u) é:

N—
Zz Je N w=0,1,2,-- ,N — 1 (2.26)
u=0

_ 1
N

e a transformada inversa de Z(w) é

N-1
du) =3 Z(W)e ¥ u=0,1,2 ,N-1 (2.27)

w=0

2.4 Modelagem da continuidade espacial via transformada de Fou-
rier

Esta se¢ao trata da revisao das principais metodologias que usam transformadas

de Fourier na modelagem da continuidade espacial.

2.4.1 Computacao rapida de variogramas via FFT

A FFT foi introduzida na modelagem da continuidade espacial por Denis Marcotte
no ano de 1996. Em seu artigo, Marcotte (1996) apresentou dois programas para computacao
rapida das fung¢oes de continuidade espacial, dentre elas variogramas diretos e cruzados,
via FFT e dados originais. Os programas sao executados no ambiente MATLAB e nesse

caso, 0 acesso a eles nao ¢ gratuito.

Para computar a covariancia cruzada nao centrada entre duas fungoes randomicas
continuas f(z,y) e g(z,y), separadas pelas distancias h, e h,, Marcotte (1996) considerou

a seguinte expressao:

C(ha, hy) // Fla,y) (@ + ha,y + hy)dzdy (2.28)

Usando a transformada continua de Fourier em (2.28), obtemos:

TF[C]| = F*(u,v)G(u,v), (2.29)
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onde F*(u,v) é o conjugado complexo de F'(u,v), F(u,v) é a transformada de Fourier de

f(z,y) e G(u,v) é a transformada de Fourier de g(z,y).

Marcotte (1996) salienta que a covariancia nao centrada pode ser obtida diretamente
da transformada inversa de Fourier do produto das transformadas de f(z,y) e g(z,y). Os
resultados da transformada inversa de Fourier sao diretamente deslocados para a forma
discreta, dado que as fungoes discretas f(z,y) e g(z,y) s@o preenchidas por zeros até o
tamanho de 2N — 1 por 2M — 1, em que N e M sao as dimensoes do grid regular. O

preenchimento é necessario, justamente para permitir a utilizagao da FF'T no processo.

A eficiéncia do algoritmo da FFT é significativa, pois reduz o tempo e a complexidade
computacional utilizados no calculo da covariancia. Na figura 2.1, que compara a rapidez
da FFT em relacao a abordagem espacial com oito dire¢oes e espacamento maximo até a
metade do grid (N/2), para um grid regular de dimensao 128 a FFT é 7,99 vezes mais

rapida que a abordagem espacial, por exemplo.

Rapidez da FFT em relagdo a abordagem espacial

46.54

FFT

0.43 0.5 0.99 1.59 e

Razdo entre a complexidade das operagdes
da abordagem espacial (de oito direcdes) e

2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024
Tamanho do Grid (NXN)

Figura 2.1 — Comparativo entre a rapidez da FFT e a abordagem espacial. Adaptado de
Marcotte (1996).

2.42 Modelagem automatica de tabelas de covaridncia (cruzadas) utilizando
a FFT

Em 1998, Yao propoe uma metodologia para a obtencao “automatica” de uma
tabela de covariancia em seu artigo intitulado Modelagem Automaética de Tabelas de
Covariéncias (Cruzadas) utilizando Transformada Répida de Fourier, um dos produtos de
sua tese de doutorado. O termo “automéatico” foi posteriormente retratado, pois os autores
reconheceram seu mau uso (KLOECKNER, 2018).

O procedimento utilizado na obtencdao da covariancia se baseia no teorema de
Bochner (BOCHNER, 1939). O teorema de Bochner afirma que uma fungao C(h) é
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definida positiva se, e somente se, ela pode ser representada como uma transformada de
Fourier positiva, ndo decrescente e limitada S(w) (YAO; JOURNEL, 1998), ou seja:

O(h) = /g{E e (W), (2.30)

ou no caso discreto: X
Ch) =" e™s(wy), k=1, , K, (2.31)

k=1

onde h é o vetor distancia de dimensdo-d no espaco R w é o vetor frequéncia no

correspondente dominio de frequéncia e s(wy) é uma série de espectros.

Se o modelo da fun¢ao estacionario aleatéria (RF) Z(u) tiver varidncia unitaria
(C(0) = VarZ(u) = 1), entao S(w) pode ser visto como uma distribui¢cdo acumulada
da funcao (cdf), com dS(w) = s(w)dw. O teorema de Bochner requer que a densidade
s(w) = (dS(w))/dw seja uma funcdo densidade de probabilidade (pdf) )(YAO; JOURNEL,
1998), ou seja:

s(w) = 0,Vw (2.32)

/W s(w)dw =1, (2.33)

em que s(w) é a densidade espectral ou densidade do espectro da fungao aleatéria Z(u).

O método de Yao e Journel (1998) se baseou no teorema de Bochner para garantir
a positividade da tabela de covariancia, sem utilizar um modelo analitico de covariancia.

As etapas do método consistiram em:

(i) Calcular o mapa de covaridncia amostral - Nesta etapa, os valores de covariancia
sao calculados, considerando todas as dire¢oes e separacoes disponiveis no grid. A
seguir, os valores de covariancia das amostras sao interpolados de tal forma que os
locais faltantes sejam preenchidos e, ainda, remova os valores de covariancia mal
informados. O tamanho e a discretizagao da tabela de covariancia apds a interpolacao
deve ser tal que permita encontrar todos os valores de covariancia necessarios para
um futuro sistema de krigagem. As equagoes que calculam a covaridncia direta e a

covariancia cruzada, sao, respectivamente, 1.7 e 1.11.

(ii) FFT e suavizagao da tabela de espectro - Depois que a tabela de covaridncia amostral

é concluida, uma FFT fornece um mapa preliminar de espectros. Usando média movel,



46 Capitulo 2. Revisdo bibliogrifica e fundamentagdo tedrica

os valores preliminares de espectro sao suavizados, sob restricoes de positividade e
soma unitaria (condigoes descritas nas equacoes 2.32 e 2.33). A tabela de espectros
suavizados é licita, ou seja, mesmo no dominio frequéncia ela pode ser usada nas

simulacoes espectrais.

(iii) Retrotransformar (inverso da FFT) os valores suavizados da densidade espectral
- A transformada inversa de Fourier dos espectros suavizados gera uma tabela de

covariancia positiva definida, ou seja, licita para os sistemas de krigagem /simulagoes.

Yao e Journel (1998) comentam que o método desenvolvido gera tabelas de covari-
ancia positivas definidas em menor tempo que a modelagem tradicional de variogramas.
Além disso, as estimativas/simulacoes obtidas via tabelas de covaridncia se assemelham as

obtidas via variogramas ajustados, se nao melhores.

2.4.3 Tabela de covaridncia: um mapeamento rapido e automatico da conti-

nuidade espacial

Kloeckner et al. (2019) apresentaram um método para computar tabelas de co-
varidncia via grid amostral e FFT. O método de Kloeckner et al. (2019) é resultado da
dissertagao de mestrado de Kloeckner (KLOECKNER, 2018) e se baseia no preenchimento
do grid amostral a partir de um modelo base para extrair a covariancia (BMEC), dis-
pensando o calculo da covariancia amostral e suavizagoes, previstos no método de Yao e
Journel (1998).

As etapas do método de Kloeckner et al. (2019) consistem em:

(i) Preencher o grid amostral usando um modelo base para extrair a covaridncia (BMEC).
O BMEC ¢ construido através da interpolacao dos valores amostrais e ele, por
carregar a continuidade espacial da variavel analisada, ¢ usado para extrair a tabela

de covariancia.

(ii) Usar a transformada de Fourier e o teorema da convolugao, conforme equagoes 2.34
e 2.35, para obter as matrizes de covariancia proximas e admissiveis. As matrizes
de covariancia sdo aproximadas através da densidade espectral, resultante da trans-
formada de Fourier dos valores do BMEC. A equagao 2.34 determina a matriz de

covariancia direta e a equagao 2.35, a matriz de covariancia cruzada.

F[Cy(h)] = |F (2] (2.34)
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F[Cyy ()] = F[2]-F[Y], (2.35)

onde F'[Cz(h)] é a transformada de Fourier da funcao covaridncia Cyz(h), |F[Z]|
¢ o modulo da transformada de Fourier dos valores da varidvel Z, F' [Czy(h)] é a
transformada de Fourier da covariancia cruzada (amostral) entre as varidveis z e v,
F[Z] ¢ a transformada de Fourier dos valores da varidvel Z e F'[Y] é o conjugado

complexo da transformada de Fourier dos valores da variavel Y.

Para garantir a positividade da tabela de covariancia direta, os valores obtidos, que

representam a densidade espectral, sdo corrigidos para serem positivos e terem soma

unitaria (YAO; JOURNEL, 1998; PYRCZ; DEUTSCH, 2006).

(iii) Retrotransformar as equagoes 2.34 e 2.35 para obter as tabelas de covariancia deseja-
das. As equagoes 2.36 e 2.37 determinam as tabelas de covaridncia, respectivamente,

direta e cruzada.
Cz(h) = F[|F[2))] (2.36)

Coy(h) = F'[F[Z]- F[Y]], (2.37)

onde F~! indica a transformada inversa de Fourier.

O método aqui descrito, apesar de ser ttil para gerar tabelas de covaridncia diretas e
cruzadas a partir de um BMEC e FFT, s6 garante a positividade das tabelas de covariancia
diretas, ou seja, as tabelas de covariancia geradas pelo método de Kloeckner et al. (2019)
sao uteis para as aplicagoes univariadas. Para a multivariada, tais tabelas de covariancia
(diretas e cruzadas) precisam ser corrigidas conjuntamente. A corre¢do conjunta das tabelas
de covaridncia geradas pelo Kloeckner et al. (2019) é objeto da tese e sera descrita no

capitulo 3.

2.5 Estimativa multivariada

Em conjuntos multivariados, é comum encontrarmos além da varidvel de interesse
que se deseja estimar (varidvel primaria), uma ou mais varidveis secunddrias mais densa-
mente amostradas, que podem ser utilizadas para melhorar a estimativa, bastando apenas

que essas variaveis estejam espacialmente correlacionadas entre si.
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A principal metodologia da geoestatistica usada para incorporar as informacoes
das varidveis secundérias nas estimativas é a cokrigagem (MARECHAL, 1970), que requer
a modelagem conjunta de variogramas diretos e cruzados. A modelagem conjunta de
variogramas normalmente é caracterizada pelo LMC. O LMC é empregado para garantir
que a matriz de covaridncia conjunta, utilizada na cokrigagem, seja positiva definida. O
processo ¢ eficiente, mas torna-se trabalhoso em conjuntos com mais de duas variaveis

secundarias.

Dentro de um dominio, as variaveis primaria e secundaria podem ser encontradas
no mesmo local ou em locais distintos, configurando trés situagoes: heterotopia total,
heterotopia parcial e isotopia. A heteropia total ocorre quando os valores das variaveis
primaria e secundaria sao verificados em diferentes posi¢coes e nao apresentam pontos em
comum e em casos de heteropia parcial, as variaveis primaria e secundaria apresentam
alguns locais em comum. A isotopia se configura quando as varidveis primaria e secundaria
estao disponiveis nos mesmos locais amostrados (WACKERNAGEL, 1996).

Nos casos de heteretopia total, devido as variaveis primaria e secundaria nao
serem amostradas nos mesmos locais, os variogramas cruzados nao podem ser modelados
diretamente. Por outro lado, na isotopia, os variogramas cruzados sao facilmente calculados,
porém as estimativas por cokrigagem produzem resultados semelhantes aos da krigagem.
Na heterotopia parcial, quando as variaveis secundarias estao disponiveis em mais pontos

que a variavel primaria, a cokrigagem ¢ significativamente vantajosa.

A seguir, serd apresentado as principais metodologias da cokrigagem para banco de
dados heterotdpicos e ainda, as alternativas da cokrigagem para contornar a modelagem

de variogramas via LMC.

2.5.1 Cokrigagem ordinaria e cokrigagem ordinaria estandardizada

A cokrigagem ordindria (Ordinary Cokriging - OCK) é similar a krigagem ordinéria
e seu estimador é uma combinacao linear de atributos priméarios e secundarios. O estimador

de cokrigagem ordinaria é definido por:

Zoox(u) = Z )‘aoz'CKZz‘(Uoci) + Z )‘coszKZj(Uaj)a (2.38)

ai=1 aj=1

em que Z5ok(u) é a estimativa por cokrigagem ordinaria da varidavel Z;(u), no local

w; Z;(uq;) sdo os dados da varidvel primaria em n; locais uq;; Z;(uq;) sao os dados da
g OCK
1 )\ai

varidvel secundaria em n; locais uqj; Y i é a soma dos pesos da variavel primaria

n;g 7 .7 Y
€ D aj=1 )\QOJCK ¢ a soma dos pesos da variavel secundaria.
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O estimador de cokrigagem minimiza a esperanga matematica do erro, ou seja:

E[Zock(u) = Zi(u)] =0,

tornando as condic¢oes dos pesos da cokrigagem ordinaria dados por:

Z )\OCK

at=1

n;j
3 N0CK —
aj=1
Para evitar pesos de krigagem negativos ou muito pequenos para as amostras da
variavel secunddria, Isaaks e Srivastava (1989) e Goovaerts (1997) propdem que o somatério
total de todos os pesos da variavel de interesse e das variaveis secundarias sejam iguais a

1, ou seja:

;i nj

YA+ 3T AR =1 (2.39)
ai=1 aj=1

Com base na condigao sobre os pesos, o estimador de cokrigagem torna-se expresso

COo1mao:

Zhor(u Z MNOCK 7 () Z MO Zi(uag) — my + my), (2.40)

ar=1

onde m; e m; sao as médias desagrupadas das varidveis envolvidas. Essa cokrigagem ¢é

chamada de cokrigagem ordinéria estandardizada (Standardized Ordinary Cokriging —
SOCK).

Usando as limitacoes dos pesos, o sistema de cokrigagem ordinaria é escrito como:

Zaz*l )‘OCKO (uai - uﬁi) + an'fl )‘CMOjCKCij(uai - Uaj) + M(u) = Ozz (uai - u)
Zaz— )\OC C (Ua] uaz) + Zag 1 )\OCKC '(uaj — Uﬁj) —+ M(U) = Cji(uaj — U)a
E _ OCK + Z OCK =1
(2.41)

onde Y0 A\9CK ¢ o somatério dos pesos de cokrigagem atribuidos aos dados da varidvel

priméria Z; (uai); S )\OCK

aj=1 é o somatorio dos pesos de cokrigagem atribuidos aos dados
da variavel secundaria Z;(u,;); Cii(uai — ug;) € a covariancia direta da varidvel priméria
entre os locais u,; € ug;; Cij(Uai — Uaj) é a covaridncia cruzada da varidvel priméria nos

locais u,, e da varidvel secundaria nos locais ug;; Cyi(ua; — u) é a covariancia direta da
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varidvel primaria entre os locais u,; € 0 local u onde se estima; C};(uq; — Uqi) € a covariancia
cruzada da varidvel secundaria nos locais u,; e da varidvel primaria nos locais w4, que
é igual a covaridncia Cjj(ua; — Uaj); Cjj(ua; — ug;) é a covaridncia direta da varidvel
secundaria entre os locais ua; € ugj; Cji(uq; — u) é a covaridncia cruzada da varidvel

secundaria entre locais u,; e u onde se estima e p ¢ o multiplicador de Lagrange.

O sistema de cokrigagem também pode ser escrito em termos do semivariograma,
bastando apenas que a covariancia cruzada seja simétrica. Embora a covariancia cruzada
nao seja simétrica, na pratica ela modelada como assim o fosse (fazendo a média entre C};
e C;;). A modelagem da continuidade espacial é modelada através de semivariogramas e
depois os valores sao lidos para diversos vetores de separacao h para contruir as matrizes
de covariancia, presentes no sistema de cokrigagem. Para que a solugao do sistema exista
e seja unica, os variogramas diretos e cruzados devem ser permissiveis, o que usualmente é
verificado através do modelo linear de corregionalizagao (ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989).

Quando as variaveis primaria e secundaria apresentam diferentes magnitudes no
valor da variancia, é comum trabalhar com as varidveis estandardizadas. Dessa forma, o
estimador da cokrigagem ordinéria standardizada é dado pela equagao 2.42 (GOOVAERTS,
1997):

Zsocr (W) —mi _ Z ASOCK% Z ASOCK Zi(Uaj) = m; (2.42)

0; ai=1 i aj=1 0-.7
em que Ziooi(u) é o estimador da cokrigagem ordinaria estandardizada; m; é a média
da varidvel primdria; o; ¢ o desvio padrao da varidvel primdria; o; é o desvio padrao da

varidvel secundaria e m; ¢ a média da variavel secundaria.

2.5.2 Cokrigagem colocada ordinéria

A cokrigagem colocada ordinéria (Colocated Ordinary Cokriging - COCK) (XU
et al., 1992) é um método multivariado de estimativa que visa minimizar a influéncia de
dados secundarios que estao fora do local onde a varidvel primaria deve ser estimada. Ou
seja, considera apenas o valor da variavel secundaria que esta localizado no ponto a ser

estimado a primaria.

O estimador da COCK é dado pela equacao (XU et al., 1992; GOOVAERTS, 1997):

Zeoox (u) = i et (W) Zy(uar) + AFOC" (u) [Za(u) = ma +ma] (2.43)

at=1

onde Zf ook (u) é o estimador da cokrigagem colocada ordinaria da variavel Z;(u) no local
u; Yomi_ ACOCK 530 0s pesos da cokrigagem colocada ordindria para os dados da varidvel

Z1 (Ui ); )\COCK (u) é o peso da cokrigagem colocada ordindria da varidvel secundaria no
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local u; Z;(uq1) s@o os valores da varidvel priméria em n, locais uq1; Z2(u) é o valor da
variavel secundéria no local u; m; é a média da variavel primaria Z;(u)ems é a média da

varidvel secundéria Zs(u).

A tnica restricao sobre os pesos na cokrigagem colocada ordinaria é que a soma

deles seja igual a um, ou seja (GOOVAERTS, 1997):

Z MCOCK () 4 \§OOK (y) = 1. (2.44)

at=1

Os pesos da COCK sao obtidos resolvendo o sistema de equagoes lineares (XU et
al., 1992; GOOVAERTS, 1997):

251 1 COCK( )C11(Uar — up1) + AchCK(U)Cu(Ual —u) + MCOCK(U) = Ci1(ta1 — u)
Y51 A5 () Oar (u — upr) + AFOK (1) Coz(0) + pOK (u) = C1(0) ;
S AT () + AEOOK () = 1
(2.45)

em que C11(.) e Cyo(.) sdo as fungoes covariancia direta das variaveis primaria e secundaria,
respectivamente, Cha(.) e Cy(.) sdo as fungdes covariancia cruzadas e p ¢ o multiplicador

de Lagrange.

Quando a variancia da variavel primaria ¢ significativamente diferente da variancia
da varidvel secundéria, Goovaerts (1997) sugere que os valores das varidveis sejam estan-
dardizados para terem média zero e variancia unitaria. Nesse caso, os pesos da COCK

seriam solugao do sistema 2.45 expresso em termos de correlogramas.

Tanto no sistema de cokrigagem ordinaria, quanto no sistema de cokrigagem
colocada as fungoes de covariancia conjunta devem ser modeladas, respeitando as condigoes
do modelo linear de corregionalizagao. Uma alternativa que dispensa a modelagem conjunta
da funcao covariancia se baseia no modelo de corregionalizacao de Markov I, o qual requer
apenas a inferéncia da covariancia da variavel priméaria e o coeficiente de correlacao

colocado p12(0) entre as varidveis primaria e secundaria (JOURNEL, 1999).

2.5.3 Modelos de Markov

Os modelos MM1 (ALMEIDA, 1993) e MM2 (JOURNEL, 1999), chamados de
modelos de Markov, foram introduzidos para simplificar a utilizacdo do LMC no sistema
de cokrigagem colocada. No modelo MM1, a covaridncia cruzada entre as variaveis é
proporcional a covariancia da variavel primaria e no MM2, a covariancia cruzada é

proporcional a covaridncia da varidvel secundéria, mais densamente amostrada (BOEZIO,
2010).
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No modelo MM1, a funcao de covariancia da varidvel secundaria nao é utilizada e

a covariancia cruzada (Cy2(h) = Ca1(h)) é calculada pela equagao (XU et al., 1992):

Cult) = G5 -l (2.46)
ou de forma equivalente:
p12(h) = p12(0) - p1(h), (2.47)

em que Cio(h) é a fungdo covaridncia cruzada entre as varidveis primdria e secundaria para
h # 0, C1(0) é a covariancia direta da varidvel priméaria para h = 0, C12(0) é a covariancia

cruzada entre as varidveis primaria e secundéria para h = 0, C;(h) é a funcdo covariancia

direta da varidvel primaria para h # 0, pia(h) = % é a fungao correlograma
1 L2
cruzado para h # 0, p12(0) é a funcdo correlograma cruzado para h = 0 e py(h) = S8 &

= i) ©

a funcgao correlograma direto da variavel primaria para h # 0.

Além de assumir que a covariancia cruzada entre as variaveis primaria e secundaria é
proporcional a covariancia da variavel primaria, o MM1 necessita que todas as covariancias
cruzadas compartilhem a mesma forma de continuidade espacial que a variavel primaria
apresenta. Mas em muitas aplica¢es praticas, os dados secundarias sdo mais densamente
amostrados que os dados primarios e nesse caso, ¢ muito mais simples obter a continuidade
espacial das varidveis secunddrias, ou seja, a inferéncia do ps(h) é mais simples que a do
p1(h). Nesse caso, A substituigao do pi(h) por pa(h) na equacao 2.47 é razodavel e constitui
o MM2 (JOURNEL, 1999).

No modelo MM2, a fungéo correlograma cruzado p12(h) é determinada pela equagao:

p12(h) = p12(0) - pa(h). (2.48)

Silva (2013) comenta que no MM2, apesar dos dados secundarios serem abundantes
e, portanto, mais facil de se determinar a sua continuidade espacial, ainda é necessaria a
modelagem das covariancias diretas e cruzadas, mesmo assumindo a proporcionalidade
entre elas, ou seja, a dificuldade encontrada ao modelar o LMC nao é completamente

contornada, pois o MM2 deve atender a condicao de positiva definida.

2.6 Simulacdo sequencial gaussiana em conjuntos de dados multi-

variados heterotépicos

Em conjuntos de dados multivariados heterotépicos correlacionados, dependendo

do interesse do geomodelador, pode-se simular somente a variavel primaria condicionando
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informacoes priméria e secundaria ou simular mais de uma variavel condicionando infor-
magoes primarias e secundarias. A simulacdo de uma variavel ocorre através da simulagao
sequencial gaussiana (Sequential Gaussian Simulation - SGS) (ISAAKS, 1990) e no caso de
multiplas varidveis, emprega-se a cossimulacao sequencial gaussiana (Sequential Gaussian
Cosimulation - SGCS) (VERLY, 1993). Independentemente do niimero de variaveis a serem
simuladas, os algoritmos da SGS e SGCS exigem que os dados sejam multigaussianos e
que os parametros (média e varidncia) da fungao gaussiana de distribui¢ao acumulativa
condicional (conditional cumulative distribution function - ccdf) sejam determinados pela
cokrigagem simples. Maiores informagoes sobre a SGS e SGCS, com uso de informacao

secundaria, podem ser consultadas em Goovaerts (1997) e Soares (2006).

Neste estudo, estamos interessados em simular uma variavel primaria condicionada
as informagoes desta e da secundaria. As variaveis sao heterotopicas e estao correlacionadas
e nesse caso, os variogramas (diretos e cruzados) utilizados na SGS devem ser modelados

conjuntamente através do LMC.

2.7 Consideracoes finais

Os métodos de estimativa/simulagdo multivariada aqui tratados sao aplicados
quando lidamos com conjuntos de dados multivariados heterotépicos e, nesse caso, com
excecao dos modelos de Markov, faz-se necessario a modelagem e ajuste de variogramas
diretos e cruzados via LMC. Sabe-se que esse processo é bastante laborioso e por vezes, nao
se pode por em pratica. Como alternativa a modelagem classica da continuidade espacial
¢é sugerido no capitulo 3 uma metodologia tecnologicamente inovadora, que dispensa o uso
de variogramas e seus ajustes na geragao da matriz de covaridncia conjunta, necessaria no

sistema de cokrigagem.
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3 Metodologia

Conforme apresentado, os métodos convencionais de estimativa multivariada ne-
cessitam do ajuste conjunto de variogramas (diretos e cruzados) via LMC. A modelagem
conjunta tem por finalidade garantir que a matriz de covariancia conjunta, gerada através
dos variogramas ajustados, seja positiva definida, ou seja, quando utilizada no sistema de

cokrigagem garanta a solucao unica do sistema.

Neste estudo, é proposto o uso de tabelas de covaridncia (diretas e cruzadas),
obtidas pelo método de Kloeckner et al. (2019), para descrever a continuidade espacial
e realizar estimativas/simulagoes do fenémeno multivariado, dispensando a modelagem

tradicional de variogramas diretos e cruzados.

Como descrito na se¢ao (2.4.3), a metodologia de Kloeckner et al. (2019) consiste
no preenchimento do grid amostral através de um BMEC, na convolugao BMEC via F'F'T
para obter a densidade espectral e por fim, na retrotransformada da densidade espectral
para gerar a tabela de covariancia desejada. A geragao de tabelas de covaridncia (diretas e
cruzadas) através do método de (KLOECKNER et al., 2019), ocorre de modo automético
e dispensa a imputagao de dados por parte do usuario do programa. Entretanto, somente
a tabela de covariancia direta é corrigida. Apesar disso, o método de Kloeckner et al.
(2019) representou grandes avangos no mapeamento automatico da continuidade espacial

e mostrou-se eficaz nas estimativas por krigagem e simulagoes.

A seguir, é apresentada a metodologia para utilizacdo das tabelas de covaridncia
em estimativas/simulagdes de conjuntos multivariados heterotdpicos. As fases do método
proposto consistem em obter os BMECs para as varidveis primarias e secundarias e em
seguida, calcular as covaridncias das amostras via FFT. As covariancias das amostras sao
calculadas sobre todas as dire¢oes definidas pelo grid do BMEC. O resultado é uma tabela
de covariancia preliminar. Essas etapas sao uma adaptagao do método de Kloeckner et
al. (2019) para o caso de multiplas varidveis. Entao, corrigir essas tabelas preliminares
de covaridncia para tabelas de covariancia positivas definidas. A correcao consiste em
primeiro construir uma grande matriz de covariancia, que contenha as covariancias diretas e
cruzadas para todas as distancias e direcoes usadas na cokrigagem. Em segundo lugar, essa
matriz de covariancia é decomposta em produto de autovetores e autovalores. Entao, todos
os autovalores negativos sao redefinidos para um nimero pequeno. Os autovetores originais
e os autovalores corrigidos sao usados para construir uma nova matriz de covariancia que
é positiva definida. Entao, essa matriz de covariancia é usada para construir uma nova

tabela de covariancia positiva definida.
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3.1 Modelo base para extrair a tabela de covarianica

Para obtermos tabelas de covaridncia pelo método de Kloeckner et al. (2019) deve-
se inicialmente construir os BMECs. O BMEC é semelhante ao conceito de imagem de
treinamento usada pela geoestatistica de miltiplos pontos (GUARDIANO; SRIVASTAVA,
1993). O objetivo deste primeiro passo é preparar os dados para a transformada de Fourier
presente nas etapas subsequentes. A transformada de Fourier necessita de um BMEC

em grid completamente estimado e regular construido a partir dos dados experimentais
(KLOECKNER, 2018).

Nesta tese, usaremos a interpolacao com valor do vizinho mais préoximo para obter
o BMEC. A estimativa por vizinho mais préximo é uma escolha razoavel quando hé uma
grande quantidade de dados. No caso de poucos dados, a interpolagao por vizinho mais
préximo deve ser evitada, pois pode resultar em uma extrapolacao excessiva dos valores

estimados.

3.2 Efeito pepita

Uma limitagado importante do BMEC obtido pela estimativa por vizinho mais
préoximo é que o efeito pepita nao é incorporado a tabela de covariancia. Como alternativa
a essa limitagao, sugere-se extrair o efeito pepita do variograma experimental omnidirecional
e adiciona-lo a tabela de covariancia, semelhante a soma das estruturas que compoem um
modelo de variograma. Inferir o efeito pepita em um variograma omnidirecional ou down

the hole é muito mais facil do que modelar os variogramas via LMC.

3.3 Obtencao das tabelas de covariancia

Na segdo 2.4.3, foi apresentado o método gerador das tabelas de covariancia (diretas
e cruzadas), a partir do BMEC e transformadas de Fourier. O plug-in, representando
o cédigo do método, foi implementado por Kloeckner (2018) no AR2GeM S e consiste
em executar a convolucao via F'F'T dos valores presentes no grid amostral (devidamente
preenchida pelo BMEC), resultando em uma tabela de covariancia associada. A figura 3.1
exibe o plug-in e revela que ele é de facil utilizacdo e necessita de poucos parametros para

determinar as tabelas de covaridncia (diretas e cruzadas).



3.4. Imputagio do efeito pepita d tabela de covaridancia 57

A
<-None -> v sy BMEC de entrada

v

B:
<-None -> v ) BMEC de entrada

h |

Output name:

]I:> Nome da CT na memoéria RAM

O Aa*B (®) Cov(a, B) » Convolug¢ao do BMEC

[] Centered covariance

[] output result in a cartesian grid « » Opcao para gerar CT em grid

Grid name

) Nome da CT em grid de saida

Figura 3.1 — Interface do plug-in do software AR2GeM S para geracao das tabelas de

covariancia (diretas e cruzadas). Figura adaptada de Kloeckner (2018).

O plug-in gera em poucos segundos um mapeamento rapido e automatico da
continuidade espacial, representando um ganho expressivo de tempo quando comparado

com a variografia convencional.

3.4 Imputacao do efeito pepita a tabela de covariancia

As tabelas de covariancia obtidas sdo combinagoes lineares do efeito pepita e
das tabelas de covaridncia construidas anteriormente. Os pesos sao determinados pela
proporcao do efeito pepita em relagao a variancia total. Por exemplo, se o efeito pepita
for 20% da varidncia total, as novas tabelas de covaridncia serdo iguais a 0,80 vezes as
tabelas de covariancia construidas anteriormente, além de uma constante que é 0,20 vezes
o efeito pepita. Para explicar o efeito pepita, Kloeckner et al. (2019) sugeriram a criagdo
de um BMEC com o Ensemble Simulation. O problema é que o Ensemble Simulation
exige que os dados primarios estejam densamente amostrados, pois o erro local é obtido
pela validagao cruzada de k-fold (BURMAN, 1989). Neste estudo, estamos interessados
em analisar dados primarios escassamente amostrados e dados secundarios, densamente
amostrados. Além disso, o ajuste para o efeito pepita realizado neste estudo é mais facil

de ser implementado do que construir um BMEC com o Ensemble Simulation.

3.5 Correcao conjunta das tabelas de covariancia

O procedimento descrito ndo gera matrizes de covariancia, obtidas a partir das
tabelas de covariancias, positivas definidas. Para superar essa limitacao e as condigoes
do sistema de cokrigagem, sugere-se uma corre¢ao conjunta nas matrizes de covariancia

(diretas e cruzadas) para torné-las positivas definidas. A corregao foi extraida de (DAVIS;
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CURRIERO, 2019) e consiste em escrever a matriz de covariancia (covariance matric
- CM) conjunta em fungao de seus autovetores e autovalores, respeitada a condigao de
simetria. Como as tabelas de covaridncia cruzadas originais nao sao simétricas, optou-se
em usar a média simples entre elas (SOARES, 2006). A matriz de covaridncia conjunta é

entao escrita como:

Czz Cgzy Czz Oy
CM = ~ = VAV, (3.1)

CYZ ny Cm C’YY
onde U7z é a matriz de covariancia direta da variavel primaria Z, Cyy é a matriz de
covariancia direta da variavel secundaria Y, Czy e Cyz sdo as matrizes de covariancia
cruzadas entre as variaveis Z e Y, C,, é a matriz de covaridncia média entre as matrizes

= %), V' é a matriz quadrada dos autovetores v;, V' é

de covariancia cruzadas (Cy,
a transposta da matriz quadrada de autovetores v; e A é a matriz diagonal dos autovalores

(Aj; = \;), ordenados de forma decrescente.

Para que C'M seja positiva definida, é suficiente que os autovalores associados a
matriz sejam maiores que zero, e na negativa, um valor pequeno ¢ seja escolhido. No
conjunto dos autovalores positivos da matriz, o valor de € serd o menor dentre eles, de tal

forma que:

A1
£ = —

T

) (3.2)
onde 7 é um valor de tolerancia predefinido e A; é o autovalor de maior valor positivo. A
corregao ¢ aplicada a todos os autovalores, considerando o seguinte:

Ai, se )\ >¢
(3.3)

g, se\ <eg,

e uma nova matriz de autovalores ( A, ;) é usada para reescrever a matriz de covaridncia

conjunta:
CM =VAV', (3.4)

resultando em uma aproximacao da matriz de covariancia conjunta, que é positiva definida.
Para finalizar o método, incorporam-se os valores de covariancia corrigidos as respectivas

tabelas de covaridncia originais. As tabelas de covaridncia corrigidas sao positivas definidas.

A corregao realizada considerou apenas duas varidveis (Z e Y'), mas pode ser

estendida, sem perda de generalidade, para bancos de dados com trés ou mais variaveis.

Ainda em relacdo a corregao, o executavel FIXCORRMAT.EXE (software GSLIB)
é uma alternativa valida na correcao de matriz de covariancia. Assim como o método

utilizado, o programa corrigi os autovalores negativos associados a matriz de covariancia a
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partir de um tnico parametro subjetivo, o valor minimo do autovalor que sera considerado.
Se o autovalor escolhido for muito baixo, os valores corrigidos de covariancia nao serao
confidveis e se definido muito alto, a correcdo da matriz levara muito tempo para se
processar, apesar de se ter uma boa matriz corrigida. Outras informacgoes sobre o programa

podem ser consultadas em Kumar e Deutsch (2009).

3.6 Fluxo de trabalho da metodologia

A figura 3.2 representa o fluxo de trabalho da metodologia proposta, iniciando com
a geragao de tabelas de covaridncia através do método de Kloeckner et al. (2019) até a

geracao de tabelas de covariancia positivas definidas.

Tabelas de covariancia (CTs) Médiaentreas CTs CTs Matriz conjuntade
(método de Kloeckner) cruzadas utilizadas covariancia (CM)

Figura 3.2 — Fluxo de trabalho da metodologia. Imagem ilustrativa.
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4 Uso de dados secundarios heterotopicos em
estimativa/simulacdo com tabelas de cova-

riancia

Este capitulo retrata um estudo de caso de estimativa/simulagao aplicada a um
banco de dados multivariado, onde as estimativas/simulagdes serao realizadas através
de tabelas de covaridncia (diretas e cruzadas) em substituicao a variografia tradicional,

seguindo a metodologia descrita no capitulo 3.

A primeira parte da secado do estudo de caso serd dedicada a estimativa, enquanto

a segunda parte serda dedicada a simulagao com dados secundarios heterotépicos.

4.1 Apresentacdo do banco de dados

O conjunto de dados ¢ sintético e contém duas varidveis: primaria (Z) e secundaria
(Y). A varidvel priméria contém amostras separadas de 20 x 20 metros, enquanto a
secundaria, apresenta espacamento amostral de 5 x 5 metros ao longo das diregoes X e Y
(Figura 4.1). Os histogramas mostram que as distribui¢oes sao assimétricas positivas (ver
Figura 4.2), o grafico de dispersdo indica que as varidveis estao correlacionadas (p = 0,62)
(ver Figura 4.3) e a tabela 4.1 mostra a estatistica bésica dos dados, revelando que nao ha

valores extremos que possam influenciar nos resultados(C'V < 1).

Mapa amostral Z (ppm) Mapa amostral Y (ppm)
- T
‘gntucttonoooooo
ceesecceDROee 18,00
eeoeROOOORBDOON 16.00
ecOoReGROORBROOS 14.00
190 o0 ODODODODODe 12.00
L B B N N N N N N N { ==
NN NN N NNNNNNN] 10.00
SoCcCOOOGOODRSTDBDTOOSS 8.00
LN NN NN N N NN NN
g0 |peeeccesscsce €.00
C -l Nl N NNl NN N 4.00
coeo0oCcOOCOSTBSTDOO 2,00
o0 o0 DODO
seePcCOORGOODOOS 0.00
-ln.I.E.).llOO-..OOJI. 10 : : ' : :
10 40 9 140 1% 240 2100 400 90 140 190 240
(2) (b)

Figura 4.1 — Mapa de localizacdo das amostras: (a) varidvel primaria e (b) variavel secun-

daria.
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Figura 4.2 — Histograma da varidvel priméria (a) e histograma da varidvel secundéria (b).
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Figura 4.3 — Grafico de dispersao entre a variavel priméaria (ppm) e varidvel secundéria

(ppm).
Tabela 4.1 — Estatistica basica dos dados.
Variavel n° de amostras | Média | Varidncia | CV | Minimo | Maximo
Primaéria 195 2,72 5,92 0,89 | 0 10,13
Secundaria | 3120 3,43 9,73 0,90 |0 18,92

4.2 Estimativa

A metodologia usada para estimar é a cokrigagem ordinéria estandardizada (GO-

OVAERTS, 1997). Neste estudo, comparam-se duas estimativas feitas por cokrigagem

ordinaria estandardizada: uma utiliza o modelo linear de corregionalizagao para caracte-

rizar a continuidade espacial, enquanto a outra utiliza tabelas de covariancia obtidas a

partir dos dados.
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O LMC ajustou os variogramas experimentais (diretos e cruzados). As equagoes 4.1,
4.2 e 4.3 descrevem os modelos da varidvel priméria (Z), da secundaria (Y') e o variograma
cruzado.

NI157°E N6T7°E

N157°E N67°E
’ 92 7 50

46 40

Yz(h) = 1,1+ 2,2Sph ( ) +2,625ph ( ) L)

N157°E N67T°E
4.2
46 7 40 (42)

N157°FE N67°E>
92 7 50 ’

Yy (h) = 1,5+3,05ph( )+5,235ph(

N157°E N6T°E
92 7 50

N157°E N67T°E
46 7 40

oy (h) = 0,61 + 1,03Sph ( ) +3,065ph ( ) (43)

Para estimar via tabelas de covariancia, estimou-se, inicialmente, os modelos base
para extrair a covariancia (BMECs). Utilizou-se o vizinho mais préximo (NN) (veja figura
4.4) devido a sua simplicidade e a grande quantidade de dados. O estudo de caso ilustra
um caso tipico de estimativa de teor para planejamento de mina a curto prazo, uma vez
que os dados secundarios sao densamente amostrados. Quando ha poucas amostras, o
vizinho mais proximo pode gerar um BMEC pobre em termos de capacidade de extrair a

continuidade espacial.

Leste 10.1 300 Leste 18.9

Il-tl

300

¥ ¥
z 507 5§ 9.46
4 4

253 473
% @) 260 0000 O 60 0000

Figura 4.4 — Modelos para extrair as tabelas de covariancia: (a) BMEC da varidvel priméaria
e (b) BMEC da varidvel secundéria.

Os BMECs foram usados para se construir as tabelas de covariancia (Figura 4.5),
empregando a metodologia de Kloeckner et al. (2019). As tabelas de covariancia cruzadas
ZY e Y Z, por nao serem simétricas, foram substituidas pela média simples entre elas. O
uso das covaridncias cruzadas simétricas facilita o processo de corre¢dao. Se a matriz de
covariancia ¢ simétrica, a matriz dos autovetores é ortogonal, isto ¢, a matriz inversa ¢é

igual a sua transposta.
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Figura 4.5 — Tabelas de covaridncia extraidas dos BMECs: (a) Tabela de covarincia da
variavel priméria, (b) Tabela de covariancia da varidvel secundaria e (c)

Tabela de covariancia média entre as tabelas de covaridncia cruzadas.

Cada tabela de covariancia foi usada para construir uma grande matriz de covari-
ancia com 10.000 elementos, o que corresponde aos lags de separacoes entre as distancias
de -50 a 50 ao longo da direcao X combinadas com as distancias de -50 a 50 ao longo da
direcdo Y. A correcao se aplica apenas a parte central da tabela de covariancia, que tem
o maior impacto na estimativa e simulagao (as distancias estdo dentro da vizinhanga de
busca). Esta parte central é mostrada na Figura 4.6. Idealmente, a matriz de covariancia
deve conter todas as distancias e separacoes até o intervalo esperado. No entanto, o tempo
de processamento para essa correcao aumenta substancialmente conforme aumenta o
tamanho da matriz de covariancia. Os autovalores e autovetores da matriz de covariancia

foram calculados.
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roe 1.% 0.6
o= 0.0 o0
L= N =] -,
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Figura 4.6 — Parte da tabela de covariancias que deve ser corrigida: (a) parte central da

Norte
Norte
Norte

tabela de covaridncia da varidvel primaria, (b) parte central da tabela de
covariancia da varidvel secundéria e (c) parte central da tabela de covariancia

média entre tabelas de covariancia cruzadas.

Os autovalores negativos obtidos mostraram que as tabelas de covaridncia, geradas

pelo método de Kloeckner et al. (2019), nao sdo positivas definidas e, nesse caso, a corre¢ao
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é obrigatoria. A correcao foi realizada através da decomposicao da matriz de covariancia
conjunta (com 40.000 elementos) em fungao de seus autovalores e autovetores (vide equagao

4.4 ), considerando uma tolerancia 7 = 10*.

CYZ Z Cm

— VAV (4.4)
Om CYYY

Ap0s corregoes e incorporacao dos valores corrigidos, o efeito pepita foi imputado
a tabela de covariancia. Neste caso, usamos o variograma experimental omnidirecional.
Para um estudo de caso 3D, o efeito pepita pode ser rapidamente avaliado pela verificagao
do variograma vertical (ou down the hole). O variograma vertical é geralmente bem
comportado, uma vez que ao longo desta direcao ha muitas amostras proximas dentro do
espagamento. Inferir o efeito pepita individualmente é mais facil do que modelar o LMC.
Além disso, permite ao geomodelador colocar conhecimento especializado no processo de

modelagem.

Os variogramas gerados através das tabelas de covariancia corrigidas CT (Vario-
grama (BMEC) COR) foram comparados com os obtidos pelas tabelas de covariancia
originais (Variograma CT(BMEC)) e com os ajustados pelo LMC (Variograma modelado a
partir dos dados) (Figuras 4.7, 4.8 e 4.9), revelando que eles tém forma equivalente. Além
de forma equivalente, os valores de y(h) (ver Tabela 4.2) gerados através da tabela de
covaridncia corrigida sdo préximos aos valores de y(h) gerados via tabela de covariancia
original, apesar do erro elevado para os primeiros lags, influenciado pelo acréscimo do

efeito pepita a tabela de covaridncia corrigida.
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Figura 4.7 — Variogramas diretos nas principais dire¢oes da variavel primaria. Direcao de
maior continuidade: N157°F (a); dire¢do de menor continuidade: N67°E (b).
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Figura 4.8 — Variogramas diretos nas principais dire¢oes da variavel secundéria. Direcao
de maior continuidade: N157°E (a); dire¢do de menor continuidade: N67°E

(b).
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Figura 4.9 — Variogramas cruzados nas principais direcoes. Direcao de maior continuidade:
N157°F (a); diregao de menor continuidade: N67°E (b).
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Apos a obtencao das covariancias, as estimativas foram realizadas por cokrigagem
ordinaria estandardizada, alternando o modelo de continuidade espacial entre variogramas
ajustados e tabelas de covaridncia corrigidas. As estimativas ocorreram no suporte de
ponto (grid de 1 x 1 metros). Em seguida, as estimativas foram ampliadas para o suporte
de bloco de 5 x 5 metros ao longo das dire¢oes X e Y. As estimativas de bloco sao iguais a
média das estimativas de ponto dentro do volume do bloco. A estimativa usando tabelas
de covariancia requer um grid com a mesma resolucao da tabela de covariancia. Nesse
contexto, a obtenc¢ao direta das estimativas de bloco com tabelas de covariancia requerem
a construcao das tabelas de covariancia bloco a bloco e ponto a bloco. Uma solucao mais
simples é executar as estimativas no suporte de ponto e fazer um upscale para o suporte

de bloco final, como demonstrado.

4.2.1 Resultados e discussoes

O grafico de dispersao entre os dois métodos de estimativa, Figura 4.10, revela uma
forte correlagao entre eles (p = 0,98) e um espalhamento ao redor da linha de 45° (em
vermelho), ou seja, o grafico de dispersao mostra que as estimativas realizadas através de
tabelas de covariancia corrigidas assemelham-se aquelas obtidas através de variogramas
ajustados. Fato também confirmado através da andlise visual, Figura 4.11, onde é possivel
perceber a existéncia de similaridade entre os modelos estimados, seja nas regioes de alto

teor quanto nas regioes de baixo teor.

Dados plotados: 3120
Correlacio: 0,98
Varidavel X
Meédia: 2,66
3 Varidncia: 3,87
M|
8 Varidvel Y
7! Meédia: 2,66
Variincia: 371

T T T T T T T T 1

4 6 8 10
SOCK_CT(BMEC) COR

=
[ ]

Figura 4.10 — Grafico de dispersao entre as estimativas através de variogramas ajusta-
dos (SOCK_CL) e através de tabelas de covaridncia corrigidas (SOCK
_ CT(BMEC) _ COR).
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Figura 4.11 — Comparacao visual entre os modelos de estimativa: (a) estimativa através de
variogramas ajustados (SOCK__CL) e (b) através de tabelas de covariancia
corrigidas (SOCK__CT(BMEC) _COR).

Os histogramas associados as diferentes estimativas e aos dados desagrupados sao
apresentados na Figura 4.12 e mostram que a média global foi reproduzida. Eles também
mostram que as estimativas por meio de tabelas de covaridncia sao menos suavizadas
do que as estimativas por meio de modelos de variogramas ajustados (na Figura 4.12; a
variancia das estimativas com variogramas é menor do que a variancia das estimativas
obtidas com tabelas de covariancia). Esse resultado ¢ devido a estimativa/simulagdo com
tabelas de covariancia usarem os dados que foram migrados para o né mais préximo
do grid. Essa migracao ¢ necessaria porque a tabela de covariancia contém valores de
covariancia somente para as distancias definidas pelo grid. O resultado dessa operacao é
que os valores dos dados sao copiados para o n6 do grid mais proximo. Em outras palavras,
a estimativa de um né do grid que estd mais proximo de uma referéncia com o valor de
zero é exatamente zero quando as tabelas de covariancia sao usadas. No caso de estimativa
usando o LMC, a estimativa é uma combinagao linear (média local) dos dados circundantes

dentro da vizinhanca de pesquisa.
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Figura 4.12 — Histogramas associados ao modelo de referéncia da varidvel priméria (a), a

estimativa via variogramas ajustados (b) e a estimativa através de tabelas

de covaridncia corrigidas (c).

A andlise de deriva (Figuras 4.13 e 4.14) mostra que hé aderéncia entre as estimativas
e os dados desagrupados (NN). A aderéncia ocorre em ambas as diregoes (leste e norte) e

indicam que as estimativas estao reproduzindo as médias locais.

NN

SOCK_CL
—_ SOCK_CT(BMEC) COR

Meédia (ppm)
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X

Figura 4.13 — Analise de deriva entre o modelo de referéncia e estimados ao longo da
diregéo leste (X): modelo de referéncia (NN), estimativa via variogramas

ajustados (SOCK__CL) e estimativa usando tabelas de covariancia corrigidas

(SOCK_ CT(BMEC) COR).
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Figura 4.14 — Analise de deriva entre o modelo de referéncia e estimados ao longo da
dire¢do norte (Y): modelo de referéncia (NN), estimativa via variogramas
ajustados (SOCK_CL) e estimativa usando tabelas de covariancia corrigidas
(SOCK_CT(BMEC) COR).

4.3 Simulacao com dados secundarios

As simulagoes foram realizadas através da simulagao sequencial Gaussiana, que
permite simular a varidvel priméaria condicionada as informagoes desta e da variavel
secundaria. Para realizar as simulacoes, inicialmente os dados originais de cada variavel
foram transformados em distribui¢des gaussianas padrao, com média zero e variancia
unitaria. Em seguida, os variogramas (diretos e cruzado) foram calculados e os modelos
ajustados, sob as restrigoes do LMC. As equagoes 4.5, 4.6 e 4.7 descrevem os modelos
de variograma dos dados transformados da varidvel priméaria (Z), secundaria (Y) e o

variograma cruzado:

N157°E NO6T°E

N157°E N67°E
46 40 ’

92 90

2 (h) = 0,10 + 0, 45Sph ( ) +0,455ph ( > (45)

N157°E N67°E

4.
46 40 (4.6)

N157°FE N67°E)

h
>+O’55p ( 92 50

vy (h) = 0,10 + 0, 40Sph (

N157°E NGT°E
92 7 50

N157°E N67°E
46 7 40

v (h) = 0,08 + 0, 14Sph ( ) +0,385ph ( ) @)
As tabelas de covaridncia (diretas e cruzada) dos valores transformados foram

geradas e corrigidas de maneira similar aquelas dos dados originais, ou seja, correcao
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para torna-las positivas definidas e imputagao do efeito pepita. As etapas do processo
consistiram em (i) utilizar as estimativas NN como modelo base para extrair a covariancia
(BMEC_NS), (ii) usar os BMECs para calcular as tabelas de covaridncia (diretas e
cruzada), empregando o método de Kloeckner et al. (2019), (iii) construir uma grande
matriz de covariancia conjunta que contenha as covariancias diretas e cruzada associada
as respectivas tabelas de covaridncia, (iv) corrigir esta matriz de covaridncia conjunta e (v)

incorporar os valores de covariancia corrigidos de volta as tabelas de covariancia iniciais.

As Figuras 4.15, 4.16 e 4.17 mostram os variogramas gerados a partir das tabelas
de covariancia dos dados transformados antes (linha vermelha nas Figuras 4.15, 4.16 e
4.17) e depois da correcao (linha azul nas Figuras 4.15, 4.16 e 4.17). Os dois variogramas

sao semelhantes e, portanto, a correcdo nao perturba a continuidade espacial das variaveis.
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Figura 4.15 — Variogramas diretos dos dados transformados (normal score) nas principais
diregbes da varidvel primaria. Dire¢do de maior continuidade: N157°E (a);
diregdo de menor continuidade: N67°E (b).
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Figura 4.16 — Variogramas diretos dos dados transformados (normal score) nas principais
direcoes da variavel secundaria. Direcao de maior continuidade: N157°E
(a); diregdo de menor continuidade: N67°E (b).
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Figura 4.17 — Variogramas cruzados dos dados transformados (normal score) nas principais

diregbes. Diregdo de maior continuidade: N157°F (a); diregdo de menor

continuidade: N67°E (b).

4.3.1 Resultados e discussoes

As simulagoes foram geradas com os mesmos parametros, exceto para o modelo

de covaridncia utilizado (um conjunto de realizagoes usou o LMC e o outro, tabelas

de covaridncia). Cinquenta realizacoes foram geradas. A Figura 4.18 mostra a primeira

realizagao construida com o LMC e com tabelas de covariancia, revelando que nao ha

diferenca significativa entre elas. A similaridade entre as diferentes realizagoes também se

confirma através do grafico de dispersao (Figura 4.19), indicando forte correlagdo entre

eles (p = 0,98) e espalhamento em torno da reta de 45° (em vermelho).
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Figura 4.19 — Gréfico de dispersao entre uma realizacao via tabela de covaridncia e uma

realizacao via variograma ajustado.

Os histogramas e variogramas dos modelos simulados foram comparados com os
histogramas e variogramas dos dados.As figuras 4.20 e 4.21 mostram que as simulagoes
com tabelas de covariancia (diretas e cruzada) reproduzem tanto os histogramas quanto

os variogramas dos dados.
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Figura 4.20 — Histograma acumulado dos modelos simulados (Simulagdes) e histograma

acumulado do BMEC da varidvel primaria (NN).
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Figura 4.21 — Variogramas das simulagoes via tabelas de covariancia orientados ao longo

das dire¢oes de maior (a) e menor (b) continuidade espacial e variograma.

Outra validagao consistiu em comparar a média local das realizagoes com a média
local dos dados desagrupados (obtidos pelo método do poligono de influéncia) usando a
analise de deriva. A andlise de deriva (Figuras 4.22 e 4.23) mostra que as médias locais das
realizacoes flutuam em torno das médias locais dos dados agrupados. Esse resultado indica
que, em média, as realizagoes reproduzem a média local dos dados. As Figuras 4.22 e 4.23
também indicam que as médias locais das realizacoes obtidas com o LMC sao semelhantes

as das realizacoes obtidas com tabelas de covariancia.
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Figura 4.22 — Anélise de deriva entre o modelo de referéncia (NN) e simulado ao longo da
diregdo leste (X): simulagao usando modelo de variograma (a) e simulagao

usando tabelas de covariancia corrigidas (b).
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Figura 4.23 — Anélise de deriva entre o modelo de referéncia (NN) e simulado ao longo da
dire¢do norte (Y): simulagao usando modelo de variograma (a) e simulagao

usando tabelas de covaridncia corrigidas (b).

4.4 Conclusao

Neste estudo, foi apresentado uma metodologia para a estimativa/simulagao de
variaveis com dados secundarios heterotépicos e tabelas de covariancia. As tabelas de
covariancia (diretas e cruzadas) foram inicialmente obtidas através de uma transformada
do BMEC e Fourier. Essas tabelas iniciais de covariancia foram ajustadas para considerar
o efeito pepita, inferido através do variograma experimental. Em seguida, as tabelas de
covariancia foram corrigidas em conjunto para serem positivas definidas. As tabelas de

covariancia corrigidas podem ser usadas diretamente em algoritmos geoestatisticos.

O estudo de caso mostrou que as estimativas obtidas com a metodologia apresentada
sao semelhantes as obtidas com o modelo linear de corregionalizagao (LMC). Além disso,
as simulagoes obtidas com as tabelas de covaridncia apresentaram reproducao satisfatéria
de histogramas e variogramas. Estudos futuros devem se concentrar na aplicacao da

metodologia em estudos de caso com dados reais.
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A grande vantagem do método é que o geomodelador nao precisa ajustar o LMC.
Embora o ajuste automéatico do LMC seja uma alternativa valida, o profissional ainda
precisa ajustar cuidadosamente os pardmetros (tamanho do lag, azimutes de dire¢ao e
tolerdncias) dos variogramas experimentais. Por outro lado, a metodologia proposta modela
a continuidade espacial usando tabelas de covariancia obtidas a partir do modelo base para
extrair a covariancia (BMEC). Na presenca de dados densamente amostrados, o BMEC
pode ser facilmente obtido a partir de uma estimativa por vizinho mais préximo. Assim, o

método proposto é mais pratico do que o ajuste automatico do LMC.
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5 Aplicacao da tabela de covariancia para in-
ferir a continuidade espacial da primaria no

caso de uma variavel secundaria exaustiva

Neste capitulo, ¢ apresentado um estudo de caso de cokrigagem colocada em
um banco de dados da industria petrolifera, analisando a aplicabilidade da tabela de
covariancia da variavel secundaria para extrair os padroes de continuidade espacial e usa-lo
na estimativa/simulacdo da varidvel primaria. A ideia é, devido a dificuldade em se ajustar
o variograma da variavel priméaria, fazer uso da tabela de covariancia da variavel secundaria

que estd exaustivamente amostrada para estimar/simular a variavel primaria.

5.1 Analise e apresentacao do banco de dados

O banco de dados contém amostras de duas variaveis amostradas em reservatorios
de 6leo e gés: primaria (NCB — Net Continuous Bitumen Thickness) e secundaria (Seis
Thick). A varidvel NCB representa a espessura da camada de interesse e foi obtida através
de perfis de pocos. A variavel Seis Thick também representa a espessura da camada
de interesse, mas foi obtida a partir da interpretacao de dados de sismica. O banco de
dados nao fornece as unidades dos valores dessas variaveis. As amostras da primaria estao
disponiveis em 50 locais e situadas dentro de um dominio de 10 000 km?, enquanto que a
variavel secundéria é exaustivamente amostrada (40 000 locais) e encontra-se no mesmo
dominio da primaria. Os mapas amostrais dessas variaveis podem ser vistos na figura 5.1
e os histogramas dos dados, na figura 5.2. Os histogramas indicam que as distribui¢oes

sdo assimétricas positivas, ou seja, com alta concentracao de valores baixos.
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de uma varidvel secundaria exaustiva
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Figura 5.2 — Histograma da varidvel primaria (a) e histograma da variavel secundaria (b).

A figura 5.3 mostra o mapa de localizacdo do collar dos pogos e o histograma do

espagamento amostral, respectivamente. Essa figura mostra que o espacamento amostral,

calculado através da distancia média entre os dados, é irregular e varia de mil até trinta

mil metros, aproximadamente.
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O grafico de dispersao entre as duas variaveis e a tabela contendo a estatistica
descritiva delas sao apresentados, respectivamente, na figura 5.4 e na tabela 5.1. As
varidveis estao correlacionadas (p = 0,8) e ndo ha valores extremos evidentes que possam
influenciar na estimativa (C'V < 1). Como a correlagao ¢ alta para h = 0, se assume que a
continuidade espacial da variavel secundaria é similar a continuidade espacial da variavel

priméria (continuam correlacionadas para h # 0).
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Figura 5.4 — Grafico de dispersao entre os valores colocados da variavel primaria e secun-

déria.
Tabela 5.1 — Estatistica descritiva dos dados.
Varidvel n° de amostras | Média | Desvio Padrdao | CV | Minimo | Maximo
Primaéria 50 16,73 | 8,56 0,51 10 44,06
Secundéria | 40000 0,83 0,56 0,68 | 0 3,35

5.2 Analise da continuidade espacial da variavel primaria

Na cokrigagem colocada da variavel priméaria, apenas o variograma da variavel pri-
maria precisa ser modelado e ainda, o variograma cruzado entre as varidveis é proporcional
ao variograma da variavel primaria. Mas a escassez e o espacamento irregular dos dados
da variavel primaria causam duvidas na anisotropia, impedindo um bom ajuste de seu

variograma.

Usando 20 espagamentos com tamanho de 2500 m e tolerancia de 1250 m, calculou-se
9 variogramas experimentais para a variavel primaria. A figura 5.5 apresenta os variogramas
experimentais obtidos para as 9 dire¢oes analisadas (Omnidirecional, NO°E, N22,5°F,
N45°E; N67,5°E, N9O°E, N112,5°F, N135°E e N157,5°F). Com exce¢ao do variograma
experimental omnidirecional, os demais ficaram ruidosos e nao apresentaram clara estru-
turacao espacial. Apesar do variograma omnidirecional ser o mais bem definido, ele nao

indica a anisotropia da varidvel, mas permite inferir o efeito pepita de 0,20 (veja linha
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vermelha no variograma omnidirecional). O efeito pepita, gerado através do variograma

omnidirecional, serd posteriormente incorporado a tabela de covaridncia (OLIVEIRA et

al., 2019).
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Também se verificou a possibilidade de utilizar a tabela de covaridncia da varidvel
primaria em substituicao ao ajuste do variograma. Para tanto, construiu-se um BMEC
(usou-se uma estimativa feita pelo método do vizinho mais préximo, Nearest Neighbor-NN)
da variavel priméaria e verificou-se a correlacao deste com a variavel secundaria exaustiva.
A figura 5.6 representa o BMEC da primaria e a figura 5.7, o grafico de dispersao entre o
BMEC da primaria e a secundaria exaustiva. O grafico de dispersao indica que a correlacao
entre as varidveis passou de 0,8 para 0,53, ou seja, teve uma queda de 33,75% no valor da

correlacao.

Como a correlagao é essencial na cokrigagem colocada da varidvel primaria, a me-
todologia empregada na geracao da tabela de covariancia da variavel primaria apresentada
no estudo de caso do capitulo 4 é inadequada para esse estudo de caso. A metodologia
aplicada no estudo de caso do capitulo 4, que gera a tabela de covariancia a partir de um
BMEC construido por NN, nao serve quando o banco de dados apresenta poucas amostras.

Nesse caso, o BMEC distorce tanto o efeito pepita quanto a correlacao entre as variaveis.
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Figura 5.6 - BMEC da varidvel priméria. Dimensoes em km.
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Figura 5.7 — Gréfico de dispersao entre os valores reais da variavel primaria e os valores
colocados da variavel secundaria (esquerda) e grafico de dispersao entre os
valores nos nés gerados com o BMEC da priméaria e a secundaria exaustiva
(direita).
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5.3 Anadlise da continuidade espacial da variavel secundaria

Pelo fato de as varidveis apresentarem uma alta correlagdo entre si (coeficiente de
correlagao de 0,8), assume-se que elas apresentam continuidade espacial parecidas e, a partir
dessa informacao, sera inferida a direcao de anisotropia da primaria a partir da informacao
secundaria exaustiva. Mas pensar a direcao da primaria a partir dos dados secundarios
que estao em g¢rid, demanda usar vetores no célculo dos variogramas experimentais. Uma
alternativa que dispensa o uso de vetores e gera valores de covariancia para todas as
direcoes e distancias possiveis é a tabela de covariancia. Nesse caso, os dados exaustivos
substituirao o BMEC e com isso, teremos uma tabela de covaridncia mais fidedigna (se a

continuidade da primdria seguir a secundéria) e sem efeitos de suavizagao.

O mapa de covariancia da variavel secundaria e sua parte central constam na figura
5.8. A parte central tem uma estrutura de curto alcance isotrépica e uma segunda estrutura
de longo alcance com maior continuidade na dire¢ao de azimute 135°. Essas duas estruturas
nao foram observadas nos variogramas experimentais da primdria (Figura 5.5). As diregoes
principais, definidas pela tabela de covariancia e ainda, o efeito pepita da variavel primaria
(0,2), foram utilizados no ajuste do variograma da variavel secundaria (vide equacao 5.1).
A tabela de covaridncia e o variograma da varidvel secundaria substituirao a continuidade

espacial da priméria nas estimativas e simulag¢oes com dados colocados.
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Figura 5.8 — Mapa de covariancia extraido da varidvel secundéria exaustiva (a) e sua parte
central (b). Dimensoes em km.
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Foram construidas as tabelas de covariancia da variavel secundaria, tanto dos dados
estandardizados quanto dos dados transformados (normal score). A estandardizagao dos
dados foi realizada para garantir que a variancia da variavel secundaria seja equivalente a
variancia dos dados estandardizados da variavel primaria e a normalizagao, atende uma

das condicoes da simulagao sequencial Gaussiana. A parte central dessas tabelas, com
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alcance de 20000 m, gerou matrizes de covariancia com autovalores negativos e, nesse caso,
a correcao para torna-las positivas definidas é necessaria. A correcao foi realizada seguindo
a metodologia proposta, incluindo a imputagao do efeito pepita (usou-se o efeito pepita da
varidvel primaria obtido a partir do variograma experimental omnidirecional). As figuras
5.9 e 5.10 mostram que a corregao realizada nas tabelas de covaridncia nao perturbou a

continuidade espacial da varidvel secundaria.
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Figura 5.9 — Variogramas obtidos através da tabela de covariancia da varidvel secundaria
(dados estandardizados). Dire¢ao de maior continuidade: N135°FE (a); dire¢ao

de menor continuidade: N45°F (b).
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Figura 5.10 — Variogramas obtidos através da tabela de covaridncia da variavel secundaria
(dados transformados). Direcao de maior continuidade: N135°F (a); direcao
de menor continuidade: N45°F.

5.4 Analise e discussao dos resultados da estimativa com dados

colocados

A estimativa foi realizada por meio da cokrigagem colocada (cokrigagem ordinéria
estandardizada) da variavel primaria. A correlagdo espacial foi obtida através da tabela de
covariancia e do variograma da varidvel secundaria acrescidos do efeito pepita da primaria
(0,20). Utilizou-se o modelo de Markov I (ALMEIDA, 1993) para obter as covaridncias
cruzadas. Os mapas de localizagio e o grafico de dispersao entre os diferentes métodos de
estimativa sao apresentados nas figuras 5.11 e 5.12, respectivamente. Essas figuras indicam
que as estimativas realizadas via tabela de covariancia corrigida assemelham-se aquelas
obtidas através de variograma ajustado devido a forte correlagao, ao baixo espalhamento

em torno da reta de 45° e a similaridade dos mapas de teores.
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Figura 5.11 — Mapa de localizacao das estimativas: (a) cokrigagem colocada via tabela
de covariancia corrigida e (b) cokrigagem colocada através de variograma
ajustado .Dimensoes em km.
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Figura 5.12 — Gréfico de dispersao entre as estimativas via variograma ajustado e via
tabela de covariancia corrigida.

Os histogramas e a estatistica descritiva associados as estimativas constam, respec-
tivamente, na Figura 5.13 e na tabela 5.2. A Figura 5.13 e a tabela 5.2 mostram que as
estimativas reproduziram a média global. Além disso, as estimativas ndo provocaram a

extrapolacao dos valores de minimo e nem de méaximo.
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Figura 5.13 — Histogramas associados as estimativas por cokrigagem colocada via tabela
de covaridncia corrigida (esquerda) e via variograma (direita).

Tabela 5.2 — Estatistica descritiva das estimativas por cokrigagem colocada.

Variavel Média | Desvio-Padrao | Minimo | Maximo
Primaria 16,73 8,56 0 44,06
Cokrigagem coloc‘e}da.wa 16,07 707 0.68 43.39
tabela de covaridncia
Cokrlgagem colocada via 16,09 6.78 1,02 1161
variograma

A andlise de deriva (Figuras 5.14 e 5.15) foi usada para validar a reprodugao da
média local das estimativas, utilizando o desagrupamento da variavel primaria (NN) como
referéncia. Nota-se que ha aderéncia entre as estimativas e o modelo de referéncia nas
diregoes analisadas (leste e norte), ou seja, as estimativas apresentam tendéncia andloga

ao modelo de referéncia e nesse caso, reproduzem a média local.
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Figura 5.14 — Anélise de deriva entre o modelo de referéncia e estimados ao longo da
diregao leste (X): modelo de referéncia (NN) e estimado por cokrigagem
colocada via variograma e via tabela de covariancia corrigida.
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Figura 5.15 — Analise de deriva entre o modelo de referéncia e estimados ao longo da
diregao norte (Y): modelo de referéncia (NN) e estimado por cokrigagem
colocada via variograma e via tabela de covariancia corrigida.

5.5 Analise e discussdao dos resultados da simulacao com dados
colocados

Na simulacao, empregou-se a simulagao sequencial Gaussiana da variavel primaria,
utilizando a secundéria exaustiva, a cokrigagem colocada (cokrigagem simples) e o modelo
de Markov I. Nas simulagoes, usou-se a tabela de covariancia e o variograma dos dados
transformados da varidvel secundaria (equagao 5.1) acrescidos do efeito pepita (0,20),
semelhante ao realizado na estimativa que consta na secao 5.4. Cinquenta realizagoes
foram geradas para cada método. A Figura 5.16 mostra que as realizagbes honram as

amostras da variavel priméria.
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Figura 5.16 — Realizagoes da simulacao sequencial Gaussiana colocada da variavel priméaria
e mapa de localizacdo das amostras da varidvel primdria: (a) realizacao via
tabela de covaridncia corrigida e (b) realiza¢ao via variograma. Dimensoes
em km.

Os histogramas e variogramas dos modelos simulados foram comparados com os
histogramas e variogramas dos dados. As figuras 5.17 e 5.18 mostram que as simulagoes
com o uso da tabela de covaridncia da secundaria para simular a primaria reproduzem os

histogramas e variogramas dos dados, respectivamente.
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Figura 5.17 — Histograma acumulado dos modelos simulados (simulagoes) e histograma
acumulado do modelo de referéncia da variavel primaria (NN).
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Figura 5.18 — Variogramas das simulacoes via tabela de covaridncia orientados ao longo
das diregoes de maior (a) e menor (b) continuidade espacial e variograma
modelado a partir dos dados secundarios.

5.6 Conclusao

Neste estudo, foi proposto um método para a estimativa/simulagao com dados
primarios escassos e dados secundarios exaustivos com o uso da tabela de covariancia
inferida a partir dos dados secundarios. Inicialmente buscou-se inferir a continuidade
espacial da varidvel primaria através do variograma experimental e, devido ao espagamento
irregular e escassez dos dados, isso nao foi possivel. A metodologia empregada no capitulo
4 para gerar tabela de covariancia através do BMEC da primaria também foi investigada,
mas usar o NN como BMEC da primaria corrompeu a correlagdo entre as variaveis.
Recorreu-se entao a variavel secundaria exaustiva, assumindo que ela apresenta a mesma
direcao de anisotropia da priméria, devido a elas exibirem uma alta correlagao. Optou-
se em utilizar a tabela de covaridncia da secundéaria exaustiva para estimar/simular a
variavel primaria colocada, apods realizar-se a correcao da parte central da tabela de
covariancia e ser imputado o efeito pepita a ela. O efeito pepita foi obtido através do
variograma experimental omnidirecional da variavel primaria. Os resultados mostraram que
as estimativas reproduziram a média global e as médias locais. Além disso, as estimativas
nao extrapolaram os valores de minimo e maximo dos dados. Em relacao as simulagoes,

elas reproduziram os histogramas e variogramas de maneira satisfatoria.
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6 Conclusoes, contribuicoes e recomenda-

coes

Nesta tese, foram investigados a solugdo para dois assuntos: (1) modelagem conjunta
da continuidade espacial de multiplas variaveis correlacionadas sem usar o LMC e (2) a
inferéncia da continuidade espacial de variaveis primarias com poucas amostras baseadas em
dados secundéarios exaustivos. As secoes 6.1 e 6.2 abordam, respectivamente, as conclusoes
e contribuicoes da tese para cada assunto tratado e a secao 6.3, indica algumas sugestoes

para trabalhos futuros.

6.1 Conclusdes da tese

Sobre a modelagem conjunta da continuidade espacial, foi proposto desenvolver
uma metodologia para a estimativa/simulagdo de dados multivariados heterotépicos, com
emprego de tabelas de covariancia em substituicao a modelagem e ajuste de variogramas
diretos e cruzados via modelo linear de corregionalizagao (Linear Model of Coregionalization
— LMC). A principal motivagao de desenvolver uma nova metodologia para a modelagem das
covariancias conjuntas é pelo fato de ser laborioso e complexo modelar e ajustar variogramas
para que se obtenha modelos de covariancia permissiveis. Além disso, o LMC limita o
ajuste do variograma a combinacodes lineares de estruturas bésicas. Os resultados obtidos
no estudo de caso realizado (ver capitulo 4) mostraram que as estimativas/simulagoes
com uso de tabelas de covariancia geram resultados similares aos obtidos pela modelagem

convencional.

No que se refere a inferéncia da continuidade espacial de uma variavel primaria
quando ha uma variavel secundéria exaustiva, foi proposto desenvolver uma metodologia
para inferir a continuidade espacial da varidavel primaria, alicercada no uso da tabela
de covariancia da variavel secundaria exaustiva. Essa metodologia é empregada quando
a quantidade de dados da varidavel primaria é insuficiente para obter um variograma
experimental estavel. O uso da tabela de covariancia da varidavel secundaria exaustiva
substitui o calculo e ajuste do variograma da variavel primaria, fato que motivou o
desenvolvimento da metodologia. Os resultados do estudo de caso (ver capitulo 5) revelaram
que as estimativas/simulagdes da varidvel primdria usando a tabela de covaridncia da

variavel secundaria exaustiva ajustada produziram resultados satisfatérios.

Quanto aos objetivos 1 e 2, que trataram de investigar o uso e a aplicabilidade
da tabela de covariancia, eles foram atingidos. Foi apresentado na se¢ao 2.4.3 o método

gerador das tabelas covariancia, seu uso e suas limitagoes. As tabelas de covariancia
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geradas pelo BMEC e FFT nao sao necessariamente positivas definidas e ainda, nao basta

obter as tabelas de covaridncia cruzadas, e sim a média entre as duas (+h e —h).

Em relagao ao objetivo 3, que investigou métodos de correcao das tabelas de
covariancia para torna-las positivas definidas, ele também foi atingido. Na secao 3.5,
foi apresentado um método para a correcao das tabelas de covariancia, sendo de facil
implementagao computacional e eficaz na obtencao de tabelas de covariancia positivas
definidas. Porém, devido ao tempo de processamento, a corregao é feita apenas na parte
central da tabela de covariancia. Foi observado que conforme se aumenta o tamanho
da area a ser corrigida da tabela de covariancia, o tempo de processamento também
aumenta significativamente. A parte central da tabela de covaridncia é a mais importante,
pois contém as covariancias para as amostras que estao mais préximas do local a ser
estimado/simulado (lags iniciais). Essas amostras sdo as que recebem maior peso de

krigagem e, portanto, mais influenciam nos resultados.

Assim como os anteriores, o objetivo 4, que investigou a obtenc¢ao e incorporacao
do efeito pepita a tabela de covaridncia, também foi alcangado. As tabelas de covariancia
geradas de um BMEC obtido a partir de uma estimativa pelo método do vizinho mais
proximo nao incorporam o efeito pepita. Para solucionar essa limitagao, nas segoes 3.2 e
3.4, foi sugerido como obter e incorporar o efeito pepita a tabela de covariancia. Adicionar
o efeito pepita a tabela de covariancia é bem mais facil que ajustar variogramas diretos e
cruzados respeitando o LMC. O efeito pepita é adicionado diretamente nos algoritmos de
estimativa/simulagdo. As covaridncias usadas nas estimativas/simulagoes sdo obtidas pela

soma do efeito pepita e da covariancia obtida pela tabela de covariancia.

Acerca dos objetivos 5 e 6, que trataram de desenvolver uma metodologia para
a modelagem da covariancia conjunta em substituicdo ao LMC, eles foram atingidos. A
correcao apresentada na se¢ao 3.5 é uma alternativa ao LMC, pois permitiu obter uma
matriz de covaridncia conjunta (que contém as covaridncias diretas e cruzadas) positiva
definida. Os resultados apresentados validaram a utilizacdo das tabelas de covariancia

tanto na cokrigagem como na simulacao utilizando variaveis secundarias.

Quanto ao objetivo 7, que investigou o uso da tabela de covaridncia da variavel
secunddria exaustiva para inferir a continuidade espacial de uma variavel priméaria com
dados insuficientes para ter um variograma experimental confiavel, ele também foi alcancado.
O estudo de caso apresentado no capitulo 5 mostrou que, em bancos de dados heterotdpicos
com variavel secundéria exaustiva e variavel primaria com poucas amostras, é possivel inferir
a anisotropia da variavel priméaria através da tabela de covariancia da variavel secundaria
e com isso, realizar a estimativa e simulacdo da primaria. Os resultados mostraram-se
satisfatérios e dispensaram a modelagem de variogramas. A tabela de covaridncia da
variavel secundaria exaustiva torna-se, assim, uma importante ferramenta na geracgao da

continuidade espacial da primaria que, por apresentar poucos dados, impossibilita ao



6.2. Contribuicoes da tese 95

geomodelador um modelo de variograma confiavel.

O capitulo 5 mostra uma situacao tipica da geoestatistica aplicada a reservatorios
de 6leo e gas e enfatiza a aplicabilidade da tabela de covariancia para essa situacdo. Em
petréleo, principalmente na fase de exploragao, a variavel primaria nao esta suficientemente
amostrada para se calcular o variograma experimental. Independente de haver dados
suficientes, o calculo da tabela de covariancia calculada via FFT é bem mais rapido que
o do variograma experimental tradicional. Essa vantagem é relevante na geoestatistica
aplicada ao petrdleo, onde os grids com informagao secundaria sao grandes (mais de 150
milhoes de nés). Devido ao tempo de processamento, é comum trabalhar com grids mais
grosseiros (menor resolugao) do que o grid da varidvel secundaria. O uso da tabela de
covariancia diminui o processamento dos variogramas e, portanto, abre a possibilidade de

se trabalhar com grids de maior resolugao.

6.2 Contribuicoes da tese

Foram alcancadas as seguintes contribuicoes:

e Descrever a continuidade espacial dos dados através de tabelas de covariancia em
substituicao a variografia convencional. Na abordagem convencional, usam-se fungoes
permissiveis predefinidas para descrever a continuidade espacial da variavel de
interesse e, a partir dessas fungoes, se realiza a estimativa/simulagdo. A tabela de
covariancia é gerada de modo semi-automatico, dispensando o ajuste da covariancia
através de fungoes e ainda, contempla todos os valores de covariancia para todas as

direcoes e distancias possiveis;

e Estabeleceu-se uma metodologia para tornar a matriz de covariancia conjunta posi-
tiva definida em substituicao ao LMC. Na modelagem tradicional, os variogramas
(diretos e cruzados) sao ajustados respeitando o LMC. Esse ajuste garante que a
matriz de covaridncia conjunta seja positiva definida, mas a modelagem do LMC
¢é extremamente laboriosa, pois é necessario combinar as mesmas estruturas basi-
cas para os variogramas diretos e cruzados. A metodologia estabelecida é de facil
implementacao computacional e gera de forma automatica a matriz de covariancia
conjunta positiva definida, embora calcular e corrigir autovalores requeira um tempo

consideravel de processamento computacional;

e Cokrigar e simular multiplas variaveis via tabelas de covaridncia. As tabelas de
covaridncia (diretas e cruzadas), obtidas pela metodologia proposta, foram implemen-
tadas nos algoritmos de cokrigagem e de simulacao sequencial Gaussiana com dados
secundarios. Os resultados gerados com uso de tabela de covaridncia mostraram-se

similares aos obtidos através da variografia tradicional;
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6.3

Inferir a anisotropia e realizar estimativas do fendmeno multivariado com auxilio
de tabelas de covariancia. As tabelas de covaridncia, por serem obtidas a partir dos
dados, tendem a reproduzir valores fidedignos de covariancia e ainda, contemplam as

direcoes de anisotropia e reproduzem resultados confidveis de estimativa/simulagao.

Recomendacdes para trabalhos futuros

Para trabalhos futuros, recomendo:

Aplicar a metodologia em conjuntos de dados multivariados heterotépicos de um
deposito mineral polimetalico. A metodologia estabelecida nesta tese foi verificada
apenas em banco de dados sintético de modo que se faz necessério a verificacdo em

banco de dados multivariados reais (2D ou 3D);

Encontrar uma maneira de incorporar o efeito pepita automaticamente a tabela
de covariancia, sem a necessidade de variogramas experimentais. Na metodologia
apresentada, o efeito pepita é obtido através do variograma omnidirecional e em

seguida, adicionado a tabela de covariancia;

Investigar maneiras mais rapidas de se obter tabelas de covariancia positiva definidas.

A metodologia utilizada demanda um tempo de processamento razoavel,

Adaptar a metodologia de tabelas de covaridncia para técnicas de simulacao espectral.
Uma das vantagens da tabela de covariancia via FFT é a diminuicao do tempo de
processamento. Entretanto, essa vantagem nao é plenamente aproveitada quando
a tabela de covariancia é usada na simulacao sequencial Gaussiana, que foi usada
nessa tese. As técnicas de simulacao espectral sdo mais rapidas e, portanto, vao de
encontro ao objetivo de diminuir o tempo de processamento de um workflow de

simulagao geoestatistica.
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