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[...]The results shown here do not invalidate the Big Bang theory.

Avery (1996), em relatério interno da Organizacdo Europeia
para Pesquisa Nuclear (CERN) sobre a definicdo de pesos
Atimos para minimizar o erro de estimativa de medicGes

com erros de medicao correlacionados.



RESUMO

Na geoestatistica, sdo chamados de hard data as observa¢des do fendbmeno de interesse que
sejam isentas de erro ou assumidas como tal. No entanto, tal tipo de dado nao pode
ser obtido experimentalmente, pois o erro amostral é intrinsicamente associado a qualquer
processo de amostragem. Em dados reais, erros amostrais com variancia correspondendo
de 10% a 40% da variancia total, os dados sdo considerados como boas praticas ou benchmarks,
sendo, entdo, comumente assumidos como isentos de erro nas rotinas geoestatisticas. A
proposta do trabalho é investigar se ahipdotese de que assumirem problemas
geoestatisticos dados reais como hard data é incorreta. Estatisticas como correla¢do espacial,
as distribuicoes e a estrutura de correlacdo medida através de observacdes sdo combinacdes
do comportamento do fenébmeno real com o doserros e, portanto, realizacdes
estocasticas condicionadas a honrar os parametros das observag¢es ndo sdo equiprovaveis ao
fendbmeno real. Enquanto os fluxos de trabalhos convencionais geram realizagGes
condicionadas a honrar os parametros e valores dos dados, esta tese apresenta uma série de
métodos que possibilitam utilizar observacées afetadas por erros para gerar realizacbes
equiprovaveis ao fendmeno real. A tese é separada em cinco partes: (i) é desenvolvido um
modelo de erros generalizado, tanto univariado quanto multivariado; (ii) SGo apresentadas
alternativas para estimar o erro associado a cada medic¢do; (iii) o covariograma e a distribuicdo
do fenbmeno real sdo inferidos através dos valores amostrados, dos seus erros estimados e do
covariograma e distribuicdo ajustada ao valores amostrados. No caso multivariado, também é
inferida a estrutura de correlagdo entre as variaveis; (iv) bancos de dados de hard data sdo
gerados ao substituir as observacdes iniciais por simulacdes de possiveis valores do fendmeno
real. Cada banco de dados é utilizado para simular o fenbmeno de interesse em todo o dominio,
sendo tanto os bancos de dados quanto as realizagdes do modelo condicionadas a reproduzir
estatisticas inferidas do fendmeno real. Por fim, a parte (v) apresenta as conclusdes e propostas
de novos trabalhos. Na tese sdo apresentados diversos exemplos como forma de elucidar o
método e demonstrar o impacto e relevancia de cada etapa. Os resultados do método proposto
sdo a geracdao de modelos realmente equiprovaveis ao fendmeno real e espac¢os de incerteza

gue reproduzem melhor a verdadeira distancia entre o modelo e a realidade.

Palavras-chave: Erro amostral; Co-Krigagem; Simulagao Geoestatistica; Geoestatistica; Espaco

de incerteza.



ABSTRACT

Sampling error with variance corresponding to 10% to 40% of the total dataset variance are
considered as good practice and frequently assumed as error-free data in the geostatistical
workflow. The sampling error is intrinsically associated with any sampling process.
Therefore, it is impossible to obtain in practice error-free observations of the phenomenon
of interest (named as hard data). This thesis investigates the hypothesis that assuming the
existence of hard data in geostatistical problems is incorrect and that impacts the quality of
the simulated models. Spatial correlation, distribution and the structure of correlation
measured by samples combine the real behavior of the underlying-true phenomenon and
the sampling error behaviour. Realizations conditioned to honor the parameters fitted to
observations are not equiprobable to the underlying true phenomenon. This thesis presents
a number of methods that correctly manage data affected by sampling error. The thesis is
separated into five parts: (i) a generalized error model that deals either with univariate and
multivariate data is developed. In the multivariate case, the error associated with
observations of different variables can be correlated; (ii) alternatives are presented to
estimate the error associated with each observation; (iii) the covariogram and the
distribution of the underlying-true phenomenon are inferred through statistics adjusted to
the observations, their estimated associated errors, and the error behaviour associated to
each observation. In the multivariate case, the structure of correlation between pairs of
variables is inferred; (iv) hard data cannot be sampled, but equiprobable hard data values
can be simulated. Data sets are generated by replacing initial observations by simulations
of hard data. All realizations generated in the simulation steps are conditioned to reproduce
the inferred statistics of the underlying true phenomenon. In the last part (v), discussions
ands conclusions are presented. For sake of clarity, several short examples are presented
to elucidate the method and demonstrate the impact and relevance of each step. The
results of the proposed method are the generation of models with a better reproduction of
what is supposed to be equiprobable realizations of the underlying true process, as well as

improve the simulated space of uncertainty between the model and reality.

Keywords: Sampling error; Co-kriging; Geostatistical Simulation; Geostatistics; Space of

Uncertainty.
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1 INTRODUGAO

Amostras formam a base de informagdes usadas na constru¢dao de modelos geolégicos
na industria mineral. S3o coletadas para medir uma ou mais propriedades de interesse, no
entanto. As leituras dos valores associados a essas amostras, invariavelmente, possuem
erros. Ndo existem dados livre de erro na mineragao. A Teoria da Amostragem (GY, 1982)
demonstra que é impossivel se obter dados sem erro através de amostras extraidas de um
material heterogéneo. Ainda assim, é pratica comum agrupar os dados em hard data e soft
data™ em funcdo do método de amostragem e de anélise empregado ou em funcdo de
dados aprovados ou reprovados pelo QA/QC, entre outros. Mesmo amostras geradas pelas
melhores praticas de amostragem e controle de qualidade levam a observacdes em que o
coeficiente de variagao do erro entre valores das duplicatas de 10 até 40% (ABZALOV, 2008).

Além do erro fundamental associado a delimitacdo, extracdo e preparacdo das
amostras, ha outras fontes de erros. Portanto, é incorreto considerar que os erros sao
homogéneos entre amostras geradas por um mesmo protocolo amostral. E fato que os
erros amostrais variam em funcdo dos métodos de amostragem, preparacdo e analise
empregados, mas todos compartilham uma mesma ordem de magnitude, o que torna
pouco justificavel classificar parte dos dados como hard data, cujo o erro é ignorado, e um
ou mais grupos de soft data. O erro associado a uma amostra ndo é produto apenas do
protocolo empregado. Mudancas ndo documentadas do processo e na propriedade do
material analisado, variagdes na qualidade dos insumos usados nas analises, entre varios,
também controlam a qualidade dos dados (RAMSEY; ELLISON, 2007).

Os métodos de simulacdo geoestatistica (JOURNEL, 1974; ISAAKS, 1990) sdo usados
para caracterizar a dispersao espacial de um fendOmeno real e a incerteza associada a esse
modelo. Nas praticas atuais, é assumido que o erro amostral é indiretamente considerado
pela krigagem através do aumento do efeito pepita no variograma empregado. Na presenca
de erros, as praticas correntes de simulacdo tém dois problemas:

e simulagdes condicionais honram os valores hard data, considerando o intervalo de

incerteza como nulo nas posi¢cdes amostradas, subestimando a incerteza local;

1 Os termos hard data e soft data, empregados ao longo do trabalho, tém o mesmo significado de dados
primdrios e secunddrios. Tais termos sao utilizados de forma intercambiaveis na literatura.



e histogramas, variogramas e a estrutura de correlacdo medida através das
observagdes combinam o fendmeno de interesse e o erro de amostragem. A reproducao da
componente de erro pela simulacdo leva a superestimava da variabilidade do fenédmeno
simulado. Portanto, realizagdes condicionadas as estatisticas dos dados ndo sdo
equiprovaveis ao fendmeno real, pois ndo reproduzem simultaneamente os valores do
fendmeno real nos locais amostrados, o covariograma e a distribuicdao do fenémeno real de
interesse.

Hard data ndo podem ser obtidos por amostragem, mas valores equiprovaveis a eles
podem ser simulados a partir de observa¢des com erro. Bancos de dados compostos apenas
por hard data podem ser gerados ao substituir as amostras iniciais (soft data) por
simulagdes do fenémeno real. Cada novo banco é, entdo, utilizado para simular o modelo
em todo o dominio, condicionado a honrar os hard data e as estatisticas inferidas do
fendmeno real. Nesse caso, o resultado sdo modelos realmente equiprovaveis ao fendmeno
real.

Nesta tese, serdo discutidas e desenvolvidas todas as etapas e métodos necessarios
para lidar com problemas geoestatisticos na presenca de erros de amostragem em todas as
observagoes, considerando o seu caso mais complexo. Portanto, o modelo proposto leva
em conta problemas no seguinte contexto:

e fenOmenos multivariados — os valores e probabilidades condicionais de interesse
ndo sdo apenas os individuais de cada propriedade, mas também a estrutura de correlagdo
entre elas;

® observacOes afetadas por erros heterogéneos —o comportamento do erro associado
a diferentes amostras é heterogéneo, e, portanto, agrupa-los em subgrupos causa perdas;

® 0 comportamento do erro associado a cada valor individual pode ser estimado — o
modelo do comportamento de erros considera a possibilidade de que os erros fossem
dependentes do teor, e, que no caso multivariado os erros possam ser correlacionados
entre diferentes variadveis.

Tal complexidade garante a generalidade do método, possibilitando seu uso para
diferentes depdsitos ou problemas geoestatisticos sem simplificagdes ou sendo necessdario

ignorar caracteristicas relevantes do depdsito e das observacoes disponiveis.



1.1 META

Hoje, é completamente plausivel a ideia de se ter uma estimativa do erro associado a
cada medigao disponivel em um banco de dados. O entendimento do comportamento do
erro e o emprego de programas de monitoramento sistematico dos seus valores se
tornaram na industria mineral algo comum, e quase obrigatério, ao longo das ultimas
décadas. Este contexto é muito diferente daquele do estabelecimento da geoestatistica
(KRIGE, 1951; MATHERON, 1963), em que rotinas de monitoramento do erro total das
amostras geradas eram inexistentes e o entendimento das suas origens e formas de prever
seu comportamento ainda viriam a ser desenvolvidos, como pelo trabalho desenvolvido por
Gy (1968).

As estimativas e a incerteza medida em um modelo ndo devem considerar apenas a
distancia entre as observacgdes e sua variabilidade local, mas também o erro associado aos
dados. Essa afirmacdo e suas implicacdes sdo analisadas nos métodos de simulacdo
geoestatistica, os quais sdo utilizados para a geracao de realizagGes geralmente assumidas
como equiprovaveis ao fendmeno de interesse. Temos a seguinte passagem de Journel e

Huijbreigts (1978), um dos primeiros trabalhos a abordar o tema:

A regionalized variable z(x) is interpreted as one realization of a certain
random function Z(x). This RF - more precisely this class of RF's - is
characterized by a distribution function and a covariance or variogram
model. The idea of simulations consists in drawing other realizations Zs(x)
from this class of RF's. (JOURNEL; HUIJBREIGTS, 1978, p. 491).

Tal definicdo é base para métodos de simulacdo posteriormente desenvolvidos. O
ponto de atencao é que quando as observacdes sao afetadas por erros, a distribuicdo e o
variograma ajustados as observacoes ndo sdo iguais aos da funcdo aleatéria a ser simulada.
As alternativas propostas simplificam o problema ao assumir que parte dos dados é isenta
de erros, e, entdo, a distribuicio dos valores e variogramas ajustados a eles sdo
representativos do fenémeno real, o que é incorreto. No entanto, novamente é afirmado
qgue hard data nao podem ser obtidos por amostragem. E, portanto, a variancia dos dados
€ a combinacdo da variancia do fendmeno real e da variancia dos erros de amostragem e

medic¢do. Por consequéncia, realizacdes cujo os histogramas, variogramas e a estrutura de



correlagdo a quais sdo condicionadas sdo calculados a partir de observacdes, ndo sao
equiprovaveis ao fendmeno real.

Dada as rotinas atuais de estimativa e simulagdo da industria mineral que ignoram a
presenca e/ou complexidades dos erros associados aos dados, esta tese é baseada na

seguinte afirmacdo, tomada como hipétese de pesquisa:

Hipdétese de pesquisa:

Amostras isentas de erros sdo inexequiveis. Ao ignorar a presenca do erro associado
aos dados, as rotinas atuais de simulacdo levam a realiza¢des que ndo sdao equiprovaveis ao
fenbmeno real.

A resposta da hipdtese leva a temas inexplorados na literatura geoestatistica, que sao
métodos de simulagdo aplicaveis para casos em que parte ou todo o banco de dados nao

sdao assumidos como isentos de erro.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo desta tese é investigar métodos de simulacdo capazes de gerar modelos que
lidem corretamente com os erros individuais associados a todas as observagdes disponiveis,
levando a possibilidade de se obter realizagGes que realmente sejam equiprovaveis ao
fenémeno real e que mecam corretamente a incerteza entre o modelo e o fen6meno real.

A meta e objetivos sdo alcangados através dos seguintes objetivos especificos:

e definir um modelo do comportamento do erro amostral que seja valido tanto o caso
univariado quanto multivariado;

e desenvolver alternativas para estimar os parametros do modelo de erro;

e desenvolver alternativas para transformar erros amostrais em unidades Gaussianas;

e desenvolver formas para estimar a correlacdo espacial, estrutura de correlacdo e a
distribuicdao do fendmeno real através de observagdes com erro;

e desenvolver um sistema de krigagem que considere o erro individual de cada
observacdo na definicdo dos seus pesos;

o desenvolver métodos de simulacdo estocastica condicionada aos parametros do
fenémeno real e a incerteza de cada observacao.

Como delimitagdo do escopo, esta tese lida com os tipos de dados e erros associados a
industria mineral. As observacGes sao analises de pequenas fracdes vindas de amostras de

rocha ou solo que passam por sucessivas etapas de reducdo granulométrica e



guarteamento do volume original. Essa realidade difere dos dados obtidos em reservatérios
convencionais de petréleo, onde as medi¢des em pocos (hard data) vém de uma média de
dezenas ou centenas de medicGes individuais; e de dados sismicos (soft data), medicbes
indiretas que acumulam diversos erros de medigdo e posicionamento. Nesse contexto,
assumir o primeiro como hard data é plausivel. Ainda assim, todo o método desenvolvido
pode ser estendido para outras situagdes, desde que observadas suas especificidades.
Toda a metodologia aqui desenvolvida, assim como as equacdes e os sistemas de
krigagem propostos, sdo aplicdveis para problemas da drea de reservatérios de
hidrocarbonetos, apesar da nomenclatura e exemplos focados em problemas de
mineracdo. Caso o interesse do leitor seja essa aplicacdo, o termo “teor” que é
extensivamente usado, pode ser entendido como a propriedade de interesse a ser
simulada, como porosidade ou permeabilidade. O erro de medicdo associado aos dados
sismicos naturalmente ndo é abrangido pelos métodos da Teoria da Amostragem (Gy,

1982), sendo isso discutido na secdo “trabalhos futuros”.

1.3 METODOLOGIA

A solucdo para lidar com amostras e as suas incertezas associadas é um problema
adequado a modelagem estocdstica, em que possiveis realizacées do fendmeno real sdo
simuladas. O método proposto é composto de duas etapas: primeiro, os valores amostrais
sdo substituidos um a um por realizacbes equiprovaveis ao fenémeno de interesse. Em
seguida, todo o modelo (nés amostrados ou ndo) é simulado utilizando os bancos de dados
simulados. Em ambos os casos, as realizacdes sdo condicionadas a honrar a distribuicao e
variograma inferidas do fendmeno real. Como resultado da remog¢do da componente de
erro, o método proposto tem realizacdes com menor variancia global e maior continuidade
espacial do que as abordagens convencionais (JOURNEL, 1974; ISAAKS, 1990).

A Figura 1 ilustra as principais diferencas entre a metodologia proposta (linha verde), a
qual reproduz o histograma e o variograma inferidos do fenémeno real; e o método
convencional (linha vermelha), que reproduz os valores, histograma e variograma ajustados
as observacdes assumidas como hard data. No exemplo, observacgdes (circulos cinzas) do

fendmeno real (linha preta) sdo obtidas em diferentes posicoes.



Uma primeira caracteristica é que o método proposto ndo honra as observacdes, mas
sim o espaco de incerteza dessas observac¢Oes (faixas verticais) nessas posi¢des. Outra
diferenga é que esse método apresenta uma menor variabilidade entre locais amostrados,

ja que é condicionado a honrar variogramas e histogramas sem a componente de erro.

Figura 1 — Comparacao entre realizagées do método proposto e convencional em
relagao ao fen6meno real
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Fenomeno real (linha preta) simulado pela abordagem proposta (linha verde) e método convencional (linha
vermelha). O método convencional honra os valores amostrais (circulos cinzentos), histograma e variograma
dos dados. O método proposto honra as estatisticas inferidas do fendémeno real e o espaco de incerteza das
observagGes (linha cinza vertical).

De forma detalhada, as etapas da metodologia sdo:

i. Estimando os erros individuais de cada amostra: a incerteza associada a cada
observacao é definida em subgrupos que tém a mesma relagcao entre teor e erro. Essa
relacdo que caracteriza o subgrupo é uma funcdo das caracteristicas do material
amostrado, protocolo de amostragem etc. A relacdo modelada para cada subgrupo é
usada para estimar a incerteza dessas observacgoes.

Entre os métodos apresentados, o mais geral emprega diversos critérios para
delimitacdo de subgrupos. Amostras sao agrupadas em func¢ado do seu tipo de rocha,
protocolos de amostragem utilizados e o comportamento de duplicatas. Tais dados
sao considerados em etapas sucessivas testes de significancia estatistica e analise

grafica para delimitacdo de possiveis do subgrupo.

ii. Transformando os erros para uma distribuicdo Gaussiana: o uso de métodos
geoestatisticos que se baseiam nas propriedades da distribuicdo muitiGaussiana

torna necessario transformar os dados iniciais para tal distribuicdo. Ao lidar com erros



associados a tais valores, também é necessario transforma-los para as mesmas

unidades. S3o apresentadas solug¢des analiticas e computacionais.

iii. Gerando realiza¢6es do fen6meno real: a simulagdo do fendmeno real, a partir de

observagdes com erros, tem trés passos: sao inferidos os parametros do fendmeno

real de interesse, simulados bancos de dados de hard data e, entdo, as realizagdes no

dominio de interesse sdo simuladas. Cada realizacdo é condicionada a honrar os

parametros inferidos do fendmeno real e um banco de dados diferente.

a.

Inferindo os parametros reais: os modelos de covariogramas e
histogramas sao estimados através da remoc¢do da componente de erro
dos modelos ajustados aos dados. Aqui surge a maior vantagem do
método de estimativa apresentado: a estrutura de covariancia espacial
pode ser estimada diretamente do covariograma ajustado as observacdes
que apenas requer o conhecimento dos erros associados a tais
observacgoes.

Simulando os bancos de dados: As observa¢des que compdem o banco
de dados inicial sdo combinagdes dos valores do erro amostral e do
fenémeno real. Sendo o comportamento do erro conhecido, o fendbmeno
real pode ser simulado nos pontos amostrados. O algoritmo visita cada
posicdo, uma por uma, para substituir os valores amostrados por
realizacbes do hard data (Figura 1). A probabilidade local é estimada
através de full co-kriging (COK; MARECHAL, 1970; JOURNEL; HUIJBREIGTS,
1978) utilizando os dados iniciais, colocalizados ou ndo, e os hard data ja

simulados na vizinhanca



Figura 2 - Esquema da substitui¢cdao sequencial de observacdes por hard data

Esquema da substituicdo sequencial dos valores iniciais (circulos vazios) por realizagdes do fendmeno real
(circulos vermelhos).

c. Simulando o modelo completo: Os bancos de dados simulados e os
pardmetros inferidos sdo considerados na simulacdo de todo o modelo. E
recomendado que seja simulado um novo banco de dados para cada
simula¢dao do modelo completo.

iv. Pds-processamento das realizagbes: O modelo de incerteza simulado &,
geralmente, pds-processado para gerar um segundo produto. Sdo exemplos de
funcdes que podem ser aplicadas ao conjunto de nds simulados: e-type; calculo da
variancia da distribuicdo condicional; a probabilidade de exceder um dado limite e o

valor médio acima (ou abaixo) desse limiar etc.

A metodologia acima é desenvolvida para o caso univariado, ighorando a associa¢ao
entre varidveis. No entanto, parte dos problemas geoestatisticos é multivariada, o que
justifica estender o fluxo de trabalho para a situacdo em que a estrutura de covariancia
cruzada entre diferentes fenbmenos reais se torna relevante. Abaixo as principais
mudancas na metodologia:

a. Modelando a estrutura de correlagdo entre dois fendmenos: no caso
multivariado, os erros entre duas ou mais variaveis podem ser correlacionados.
A inferéncia da correlacdo real através de observacGes deve considerar a
proporgao dos erros que sejam dependes ou independentes ao teor, assim como
se 0s erros sao correlacionados ou ndo entre as varidveis.

b. Gerando realizagdes do fendmeno real: A co-krigagem intrinseca colocalizada

(ICCK; BABAK; DEUTSCH, 2009a) substitui a co-krigagem (COK; MARECHAL,



1970) no caso multivariado para estimar as probabilidades locais na simulacao.
Essa mudancga é necessaria, pois sistema de krigagem se torna muito grande e
pode se tornar instdvel ao lidar com a covaridncia cruzada entre os valores
iniciais colocalizados e na vizinhanga e os valores ja simulados de diferentes
variaveis.

Nos apéndices, sdao discutidas mudangas na metodologia para lidar com varidveis

categdricas, além da possibilidade de utilizar observaces com viés.

1.4 INTEGRAGAO DE ARTIGOS

A presente tese se baseia, principalmente, no conteldo de diferentes producdes
cientificas de autoria do pesquisador deste trabalho - sendo trés artigos publicados e dois
em processo de publicacdo, todos em periddicos internacionais. Apesar da redundancia
entre os artigos e as secdes da tese, foi decidido apresentd-los das duas formas para
melhorar a consisténcia entre terminologias e notacdes dos diferentes trabalhos.

O primeiro artigo (anexo 1), “Selecting The Maximum Acceptable Error In Data
Minimising Financial Losses” (SILVA; COSTA, 2016a), apresenta o arcabouco conceitual do
problema de otimiza¢do de posicionamento a relevancia de levar em conta na otimizac¢do a
definicdo de qual o melhor protocolo amostral a ser usado em cada posicdo. A relacdo entre
o custo da aquisicdo de novas amostras e o retorno através da melhora das decisdes
tomadas com tal modelo, como na classificagdo de blocos de minério e estéril, deve ser
levada em conta. Ganhos financeiros e a eficiéncia do programa de sondagem podem ser
obtidos nao apenas definido a melhor posi¢ao para se adquirir amostras, mas também qual
o melhor protocolo amostral para se empregar em casa posicao.

O primeiro trabalho levanta a relevancia de se considerar que, no mundo real, bases de
dados podem ser compostas ndo de um ou dois subgrupos de amostras, mas de diversos
subgrupos. Para lidar com eles, é necessario estimar o erro associado a cada observag¢do. O
anexo 2 apresenta o artigo “Using QC data to estimate the individual precision of original
samples: a duplicates-based approach” (SILVA; COSTA, 2018), em que se propde um
método para estimar o erro associado a cada observacao através de amostras de QAQC.

Sendo possivel estimar o erro individual associado a cada observacdo, o trabalho

“Geostatistics in the presence of sampling error: Simulating the underlying error-free true



process from observations with error” apresenta uma série de métodos estatisticos e
geoestatisticos que possibilite lidar com os diversos problemas de simular modelos
univariados na auséncia de dados isentos de erro. Tal trabalho foi submetido a revista
“Mathematical Geosciences” e esta em fase de revisdo. A sec¢ao “Simulando o Processo
Real a Partir de Observacdes: caso Univariado” é baseada, principalmente, neste artigo.
No anexo 3, o artigo “Sampling error correlated among observations: Origin, impacts
and solutions” (SILVA; COSTA, 2019) apresenta o arcabouco conceitual e o relaciona ao
contexto de amostragem de materiais geolégicos em que ocorre erros compartilhados. Tal
artigo é relevante para possibilitar que a extensdo dos métodos estatisticos e
geoestatisticos apresentados acima sejam adaptadas ao caso multivariado. Um artigo
baseado na se¢do “Simulagdo na presenca de erros: caso multivariado” estd em confecgao.

Além dos trabalhos acima, diversos artigos ndo revisados pelos pares foram publicados?.

1.5 ESTRUTURA DA TESE

A tese desenvolve rotinas de simulacdo que lidam de forma adequada quando ha a
disponibilidade apenas de dados afetados por erros (os chamados soft data). Nesta tese,
foram desenvolvidas todas as etapas necessdrias para a modelagem sob essa condicdo
tanto para o caso univariado quanto no caso multivariado.

O capitulo 2 apresentada um levantamento bibliografico que discute os diferentes
métodos geoestatisticos que se propdem a lidar com os erros associados aos dados.

O capitulo 3 revisa o comportamento do erro amostral e define um modelo geral para

ser empregado no caso univariado. Diversas alternativas para estimar os parametros de tal

e 2 SILVA, V.M.; COSTA, J.F.C.L; DEUTSCH, C.V. A Short Note On The Relationship Between
Relative Original Units Error And Absolute Normal Score Error. In: CCG 21TH ANNUAL MEETING,
2019, Edmonton. CCG 21th Annual Meeting, 2019.

e SILVA, V.M.; COSTA, J.F.C.L.; DEUTSCH, C.V. The Model of Additive Rescaled Error (MARE). In:
CCG 21TH ANNUAL MEETING, 2019, Edmonton. CCG 21th Annual Meeting, 2019.

e S|LVA, V.M.; COSTA, J.F.C.L.; DEUTSCH, C.V. Inference of True Data Parameters Given Data with
Error. In: CCG 20ST ANNUAL MEETING, 2018, Edmonton. CCG 21st Annual Meeting, 2018.

e SILVA, V.M.; COSTA, J.F.C.L.; DEUTSCH, C.V. Imputation of True Data Values Given Data with
Error. In: CCG 20TH ANNUAL MEETING, 2018, Edmonton. CCG 20th Annual Meeting, 2018.
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modelo sdo discutidas, tais como: o uso do efeito pepita, a teoria da amostragem ou
duplicatas geradas por programas de QA/QC. Apods definido o modelo de erro, sdo
apresentadas formas de transformar tais valores para valores Gaussianos e, entdo, é
definido um modelo de krigagem capaz de estimar a distribuicao local de probabilidades
(cdf) quando todos os dados sdo afetados por erros conhecidos. A krigagem se baseia em
um modelo linear de regionaliza¢do construido em fung¢do dos erros associados a cada par
de nds usado em seu célculo, sendo eles amostrados ou ndo. Por fim, um fluxo de simulacao
capaz de lidar com os erros de cada medicao é desenvolvido. Todo o desenvolvimento é
ilustrado com diversos exemplos, como forma de elucidar a relevancia de cada etapa.

O capitulo 4 estende toda a teoria para o caso multivariado. Primeiro, o modelo é
adaptado de forma a considerar que erros podem ser correlacionados entre diferentes
varidveis. O impacto de ignorar esse tipo de erro é demonstrado analiticamente e através
de exemplos. S3o desenvolvidas formas de estimar a distribui¢cao, o covariograma direto e
cruzado e a estrutura de covariancia entre diferentes fendmenos reais através de
observagdes. Um sistema de co-krigagem mais geral, que lida com todos os tipos de erros,
é desenvolvido e seu uso para definir a CDF necessdria para simulacao dos fenbmenos de
interesse é apresentado.

O capitulo 5 resume as principais contribuicdes da tese, analisa as solu¢des dos
objetivos inicialmente propostos e apresenta sugestdes para trabalhos futuros.

A tese também contém dois apéndices. No primeiro, sao discutidas mudancgas no fluxo
proposto para lidar com observacdes enviesadas, seja o viés conhecido ou ndo. No segundo
apéndice, alternativas e ideias de formas para definir as componentes de erro
compartilhadas sao discutidas.

Nos trés anexos da tese, sdo apresentados os artigos publicados ao longo do
desenvolvimento da pesquisa. O anexo 1 apresenta o artigo “Using QC data to estimate the
individual precision of original samples: a duplicates-based approach” (SILVA; COSTA, 2018),
em gue se propde um método para estimar o erro associado a cada observacdo através de
amostras de QAQC. A secdo 3.2.4 Definindo subgrupos de erro através de amostras
duplicatas) se baseia diretamente neste trabalho. No Anexo 2, o artigo “Sampling error
correlated among observations: Origin, impacts and solutions” (SILVA; COSTA, 2019)

apresenta o arcabougo conceitual e o relaciona ao contexto de amostragem de materiais
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geoldgicos onde ocorre erros compartilhados. A se¢do 4.1 ESTENDENDO O MODELO DE
ERROS PARA O CASO MULTIVARIADO se baseia diretamente neste trabalho. Por fim, o
artigo “Selecting The Maximum Acceptable Error In Data Minimising Financial Losses”
(SILVA; COSTA, 2016a) demonstra a relevancia e expectativa de ganhos de uma das
principais aplicacGes diretas da tese, que é o de ser possivel, em métodos de otimizacdo de
amostragem, considerar ndo apenas o posicionamento amostral, mas também qual o
melhor protocolo a ser usado naquela posicdo em especifico. Isso sé é possivel se a solucao
usada for capaz de considerar a contribui¢do individual de cada amostra no espago de
incerteza simulado, assim como o de considerar simultaneamente qualquer quantidade de

dados com diferentes erros.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Nesta sec¢do, sdo apresentados diferentes métodos geoestatisticos que se propdem a
lidar com os erros associados aos dados. Ndao é escopo da tese ou desta segao esgotar o
tema de simulacdo ou erro amostral. Para conceitos bdsicos e métodos ja estabelecidos,
como krigagem ordinaria (MATHERON, 1963), simula¢dao sequencial gaussiana (ISAAKS,
1990) e simulagdo sequencial direta (SOARES, 2001) é recomendado recorrer a artigos sobre
o tema e livros textos, tais como: Goovaerts (1997), Isaaks e Srivastava (1989) e
Wackernagel (2003). Referencias adicionais sdao apresentadas quando necessario ao longo
do texto. A revisdo é agrupada em trés subsecdes: (i) o erro amostral; (ii) estimativa na

presenca de erros; e (iii) simulagdo na presenca de erros.

2.1 O ERRO AMOSTRAL

O erro amostral é intrinseco ao processo de amostragem de materiais heterogéneos,
como rochas, mesmo quando o protocolo amostral empregado é teoricamente correto e
perfeitamente executado (GY, 1982). Apesar ndo ser possivel extinguir o erro, ele é
monitorado e minimizado através dos chamados “programas de controle e garantia da
qualidade”, daqui em diante tratados pelo acronimo em inglés QA/QC. Mesmo quando
seguidas as melhores praticas de amostragem e de controle de qualidade, o erro total
medido por duplicatas tem um coeficiente de variacdo entre 15% e 40% (ABZALOV, 2008)
e, portanto, o erro é sempre relevante e deve ser considerado nos fluxos geoestatisticos
(SILVA, 2015; SILVA; COSTA, 2016a; 2016b). Ainda assim, é pratica comum desconsiderar o
erro associado aos dados aprovados pelo programa de QA/QC. Sabe-se que bancos de
dados reais podem combinar dados com diferentes tipos e magnitudes de erros. Isso ocorre
mesmo que todos dados tenham sido gerados ao longo do tempo pelo mesmo protocolo.
Ateoria de amostragem (GY, 1982; PITARD, 1993) ou TOS, fornece a incerteza amostral uma
definicdo cientifica e um esclarecimento conceitual. A TOS define os erros de amostragem
como produtos do ndo atendimento da equiprobabilidade amostral de cada particula em
materiais heterogéneos no processo de coleta, divisdo massica e analise laboratorial.

Os erros amostrais ndo sdo produtos apenas do tipo de material ou do protocolo
utilizado. Mesmo em processos bem documentados e monitorados havera variacdes devido

a ambiguidades, adaptacdes e mudancas ndo documentadas feitas ao protocolo (RAMSEY;
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ELLISON, 2007). Essas diferentes origens do erro adicionam complexidade ao lidar com a
modelagem e estimativa do erro de bases de dados reais. Entendermos o comportamento
do erro amostral é necessdrio para o integra-lo aos métodos geoestatisticos.

Primeiro, o erro total é a combinacao de diversas fontes que se combinam ao longo de
todo o processo de coleta, reducdo granulométrica, divisdo massica e andlise. Segundo o
teorema do limite central, o somatdrio desses processos independentes leva a uma
distribuicdo gaussiana. Thompson e Howarth (1976) alertam que a gaussianiedade da
distribuicdo do erro sempre deve ser validada, pois hd risco de se obter conclusdes
significativamente enviesadas nas raras distribuicdes de erro significantemente divergentes
dessa hipotese.

Um segundo ponto a se investigar é a possivel associagao entre teor e erro amostral.
Estudos demonstram ser inapropriado utilizar o erro médio para valores distribuidos em
faixas maiores que uma ordem de magnitude em relagdo a média. Nesses casos, pelo menos
parte do erro tem uma relacdo linear com o teor (THOMPSON; HOWARTH, 1973, 1976,
1978; HOWARTH; THOMPSON, 1976). Uma componente independente do teor geralmente
estd presente. Ha também fontes de variacdo que podem fazer o comportamento ndo ser
linear ou se deparara com comportamentos especificos, como erros nao-gaussianos
(STANLEY; LAWIE, 2008), variacdes com alto efeito pepita (STANLEY, 2006) ou quando o
comportamento do erro de amostragem e de andlise sdo diferentes em relacdo ao teor

(FRANCOIS-BONGARCON, 1998).

2.2 ESTIMATIVA NA PRESENCA DE ERROS

A krigagem em sua versdo inicial (MATHERON, 1963) é apresentada como um
interpolador exato, considerando que a melhor estimativa no local onde ha um ponto
amostrado é o valor que ali se encontra. Tal solu¢do é valida ao se assumir o efeito pepita
como resultado de variacdes geoldgicas ndo capturadas pelo espacamento ou suporte
amostral. No entanto, o efeito pepita C(0) pode ser decomposto em erro de medigao Cse €
em variancia de microescala Cne, € nesse caso, proporgao das componentes influenciam a
forma como a krigagem deveria se comportar (CRESSIE, 1993; PITARD, 1993; FRANCOIS-
BONGARCON, 2004). Apesar da SK e OK serem geralmente tratados como interpoladores

exatos, a exatiddo, ou ndo, é produto da interpretacdao da origem do efeito pepita. Na

14



pratica, C(0) é geralmente obtido ao interpolar os primeiros passos do variograma até a
origem, e todo esse valor atribuido a variagcdes de micro-escala C(0) = Cne. Em caso de o
efeito pepita ser composto apenas por uma das componentes, teremos:

1. Todo o efeito pepita é causado por variagdes de microescala, C(0) = Cmne € Cse = 0,
tornando o método um estimador exato.

2. Na presenca de erros de medicao, (Cse > 0), resolve-se os pesos de krigagem A
considerando que a varidncia do valor de um ponto e ele mesmo nao é mais zero.

Como limitagdo, mesmo que o erro individual de cada amostra seja conhecido, o
sistema de krigagem ird considerar apenas o valor médio Cse do modelo variografico. Como
solucdo, a Co-krigagem (CoK; MARECHAL, 1970) utiliza os variogramas diretos e cruzados
de grupos de amostras com erros amostrais e suportes diferentes, ndo havendo do ponto
de vista tedrico diferenca para a krigagem (JOURNEL; HUIJBREIGTS, 1978). O aumento do
numero de variogramas diretos e cruzados requeridos e das restricdes para definir o
modelo linear de corregionalizacdo faz com que, na pratica, os dados sejam agrupados em
no maximo trés grupos devido a quantidade de variogramas diretos e cruzados a serem
modelados se tornar impeditiva apds esse ponto. Quao maior for a heterogeneidade em
cada subgrupo (diferentes erros médios, diferentes suportes amostrais etc.) maiores serdo
as perdas de acuracia do modelo.

Quando as amostras tém seus erros de amostragem conhecidos, tenham um mesmo
suporte e sejam independentes do teor, tal erro pode ser considerado na Krigagem com
Variancia do Erro de Medicdo KVME (DELHOMME; 1976; WACKERNAGEL, 2003). O KVME
se baseia no fato em que o covariograma nao é afetado por erros independentes do teor,
CoV{Zkobs(U), Zkreal(u)} = COV{Zkreal(U), Zkreal(u)} quando h > 0 e Cov{e(u), Zrea(u)} = 0. A
diagonal da matriz do KVME (h = 0), que corresponde a covariancia entre amostras, é
preenchida pela variancia do erro associado a cada amostra pois a covaridancia de um ponto
com ele mesmo é sua variancia e como resultando, quao maior for o €(u) associado a cada
medi¢do do zreq(u), menor o peso atribuido a esse valor. No entanto, como limitacdo do
método, a condicdo de independéncia entre erro e teor raramente é satisfeita em
problemas reais (HOWARTH; THOMPSON, 1976; THOMPSON; HOWARTH, 1973, 1976,
1978).
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A krigagem dos indicadores com soft data sIK (JOURNEL, 1986; ZHU; JOURNEL, 1993)
se baseia na krigagem dos Indicadores (1K), mas considera a incerteza do valor lido no ponto
amostral na codificacdo do indicador I(u;Z) = Prob{Z(u) < z}. O método requer o
conhecimento do erro associado a cada observacdao e, ao empregar formalismo de
indicadores para caracterizar varidaveis continuas, traz consigo problemas de relacdo de
ordem e perda de resolugao dos valores locais. Outro ponto é que o modelo de incerteza
fornecido pelo IK se aplica apenas ao suporte das amostras, que, geralmente, é muito
menor do que o tamanho dos volumes a serem estimados, tornando necessario corrigir as
probabilidades a posteriori para tal suporte. Por fim, ao discretizar os dados em mais
classes, o uso de diferentes variogramas em cada classe pode causar problemas de relagdo
de ordem entre as probabilidades estimadas para as varias classes (GOOVAERTS, 1997).

Existem também alternativas que medem o impacto da variancia do erro através do
uso de geradores pseudoaleatdrios para a adi¢do de novos erros. O erro sintético de cada
amostra e seu impacto nas estimativas é medido através do uso de diferentes bancos de
dados com crescentes niveis de erros adicionados. O método foi empregado para comparar
o desempenho de diferentes métodos de krigagem para integrar simultaneamente dados
com maior e menor qualidade (MAGRI; ORTIZ, 2000; ARAUJO; COSTA, 2015), assim como
adicionando erros sintéticos, tanto aditivos quanto multiplicativos, para analisar como estes
afetam as estimativas (EMERY et al., 2005). A geracao de bancos de dados com diferentes
niveis e erros também foi empregada para modelar a relagdo entre custos e o retorno de
diferentes protocolos amostrais (SILVA; COSTA, 2016a), assim como a relacdo entre gastos
e retorno financeiro do emprego de furos de desmonte ou de circulagdo reversa em rotinas
de curto prazo (ORTIZ et al., 2012). Apesar de honrar local e globalmente a média dos dados,
as bases de dados gerados pela adi¢ao de erros tém uma degradacao da correlagdo espacial
e um aumento da variancia maior do que teriam dados reais com o mesmo valor de erro.

Os resultados de Emery (2005) e Cornah; Machaka (2015) sintetizam a relacdo das
estimativas que empregam hard data e soft data e concluem que que dados com alta
incerteza ndo devem ser descartados. Através da analise para diferentes depdsitos com
diferentes proporg¢des entre dados de maior ou menor erro associado, conclui-se que a
guantidade de dados compensa a baixa qualidade das observacGes quando o método

empregado é capaz de levar em consideracao as especificidades dos dados. Entre os
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diversos métodos acima listados, tais como OK, CoK, sIK, KVME, a escolha de qual seria o
mais adequado deveria considerar a magnitude do erro associado a cada medigdo, se os

dados sao afetados por viés e se o erro individual de cada dado pode ser estimado.

2.3 SIMULAGAO NA PRESENCA DE ERROS

Na literatura, ha trabalhos de simulagdo geoestatistica que propdem formas de
considerar o erro amostral ao quantificar o espaco de incerteza do modelo. As primeiras
tentativas de lidar com esse problema sao divididas por Soares et al. (2016) naqueles que
obtém a CCDF local através de sIK (SRIVASTAVA, 1992; FROIDEVOUX, 1993) e naqueles que
obtém a CCDF através da co-krigagem dos indicadores com soft data (JOURNEL, 1986; ZHU;
JOURNEL, 1993). Ambos compartilham limita¢des relacionadas a dificuldade do emprego
do formalismo de indicadores para lidar com varidveis continuas, principalmente, o modelo
de estimativa de covaridancia (GOOVAERTS, 1997). A literatura atual sobre simulacdo
estocastica na presenca de erros pode ser separada em dois grupos:

e aqueles que consideram o espaco de incerteza associado a cada dado no calculo de
suas probabilidades condicionais;

e métodos com duas etapas — uma etapa onde sdo simuladas realizacdes dos bancos
de dados e, entdao, empregadas como input para simular todo o modelo, nos demais nds,
amostrados ou ndo.

Marcotte (1995) examina o uso de krigagem fatorial (SANDJIVY, 1984) nas etapas de
pré ou pds-processamento para filtrar da simulacdo condicional a componente do erro de
medicdo. A filtragem pré-simulacdo é rejeitada porque é ineficiente e o variograma
esperado ndo é reproduzido. As filtragens pds-simulacdo sdo trataveis e eficientes. As
realizacGes podem ser geradas pelo método de bandas rotativas (JOURNEL; HUIJBREGTS,
1978) ou outros como sGs e simulacdo sequencial direta (DDS).

O método de campo de probabilidade p-Field (SRIVASTAVA, 1992; FROIDEVOUX, 1993)
emprega slK para incorporar os erros de medicao. O valor krigado e sua variancia sao, entao,
usados para interpolar no espaco essas distribuicdes de probabilidade local. Uma vez que a
incerteza decorrente de erros de medicdo e interpolagao espacial foi modelada, a simulacdo

de p-Field leva a uma rapida agregacdo das CCDF pontuais para derivar a probabilidade de
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um local exceder um limiar especifico no suporte desejado (SAITO; GOOVAERTS, 2002)
através da discretizagcdo do volume em pontos simulados (JOURNEL; HUIJBREGTS, 1978). As
limitagdes do p-Field incluem a falta de base tedrica para simulagdes condicionais
(JOURNEL, 1995). Além disso, as realizagOes apresentam dois artefatos severos quando os
nds simulados estdo préximos a hard data, os valores condicionais se mantém como o valor
minimo e maximo entre as simula¢Ges e as realizagbes sao significantemente mais
continuas que os dados condicionais (PYRCZ; DEUTSCH, 2001).

O segundo conjunto de métodos considera que, apesar de hard data (livre de erro) nao
poderem ser obtidos, multiplas realizagGes equiprovaveis ao fendbmeno de interesse podem
ser simuladas nos locais onde esses foram amostrados (Figura 3).

Figura 3 - Simulando zi true(u) através de zi obs(u) € 6% obs(u)

Zk,obs(ui) 0k,error(ui) ZLk,true(ui)

Proportion
Proportion

Proportion

>
Grade Grade Grade

Na presenca de uma observacdo ziobs(u)podemos simular realizagdes (L) z'xrea(u) do fenébmeno real
condicionado ao valor observado, distribuicdo com erros 6%erro(u) € outras probabilidades condicionais.

Entre os métodos que se propde a simular possiveis variagdes dos dados disponiveis,
Cuba et al. (2008; 2012) um amostrador de Gibbs é empregado para obter valores que
substituam as observacdes disponiveis, respeitando em locais amostrados o espaco de
incerteza dessa observacdo (dada pelo valor conhecido e seu erro amostral) e globalmente,
honrar o variograma e a distribuicdo dos dados. O método pode apresentar baixa eficiéncia
computacional devido a grande quantidade de interagdes necessdrias para que os
resultados convirjam para uma realizacdo aceitavel através de tentativa-e-erro. Além disso,
ao gerar realizagOes do banco de dado inicial sem remover a componente de erro associada
aos dados, leva a realizacGes equiprovaveis aos valores amostrais, mas ndo equiprovaveis
ao fendbmeno real.

Soares et al. (2016) propdem substituir os dados iniciais por realizacbes que sdo
equiprovaveis aos dados considerados como medicGes sem erro. As simulacGes sdo

realizadas por DDS, que dispensa qualquer transformacdo das observacbes para uma
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segunda distribuicdo (SOARES, 2001). A simulacdo usa os hard data disponiveis e os dados
previamente simulados. O método nao considera explicitamente o erro de amostragem,
assumindo que na estimativa por SK em cada posicdo utilizando o variograma sem erro
resulta em uma estimativa correta da distribuicdo local. O erro de medigdo médio é
considerado através da sua componente no efeito pepita do variograma utilizado. A
limitacdo do método é que ao lidar com erros que variam espacialmente, tal variagdo nao
é diretamente considerada na estimativa da CCDF local. Como forma de considerar mais de
uma populacdo de erros, Araujo (2019), em uma primeira etapa, substitui os valores
assumidos como soft data por valores equiprovaveis ao fenébmeno real e condicionados aos
parametros ajustados aos dados assumidos como hard data. O método compartilha a
limitacdo de ser necessario agrupar os dados em um ou no maximo dois grupos de soft data
como forma de viabilizar a modelagem do modelo linear de corregionalizacdo. Além disso,
€ necessario assumir parte dos dados como hard data, o que é irrealista, como ja discutido.

O contexto apresentado e o método proposto podem ser vistos como um problema de
imputacdo em que o hard data é ausente em todas as posi¢des, onde uma simulagdo
pontual é feita no local dos dados. A nocdo basica de imputacdo em um contexto de
modelagem geoestatistica é a de construir distribuicdes condicionais representativas nos
locais a se simular realizagdes da varidvel de interesse faltante. No caso multivariado,
seriam necessarias distribuicGes para cada varidvel. Simular com base nessas distribuicdes
condicionais gerara varias realizagcdes dos dados a serem usados para condicionamento de
simulagao geoestatistica.

Ao considerar a imputacdao de valores de uma varidvel regionalizada, a distribuicao
condicional de possiveis valores de hard data pode ser inferida com base nos (i) valores de
observacdes disponiveis da mesma varidvel e (ii) os valores de observacdes colocalizadas e
soft data correlacionados ao processo de interesse. A construcdo de distribuicOes
condicionais a partir dessas duas fontes é bem definida sob a hipdtese multiGaussiana com
métodos como CoK ou atualizacdo bayesiana (BARNNET; DEUTSCH, 2012, 2015; REN, 2007).
Enquanto o primeiro exige definir o modelo linear de corregionalizacdo, a atualizacdo
bayesiana requer apenas o coeficiente de correlagdo entre as observacdes e o fendmeno

real.
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Barnett e Deutsch (2015) propuseram duas metodologias de multiplas imputacdes para
dados faltantes através de atualizagao bayesiana: a abordagem nao-paramétrica calcula a
distribuicdo conjunta a partir dos graficos de dispersdo de um subconjunto isotépico entre
hard e soft data. O método paramétrico assume que a distribuicdo conjunta é
MultiGaussiana, sendo necessario dados conhecer o coeficiente de correlagdo entre as
variaveis, o que ndo é diretamente disponivel na presenca de erros amostrais.

A limitacdo dos métodos de imputacdo, é que, n contexto da pesquisa, temos um caso
em que nao existe hard data e, portanto, as estatisticas multivariadas entre o fendmeno
real e as observagBes ndo estdo disponiveis de forma direta. Nao havendo hard data que o
meca diretamente o processo de interesse, é necessario desenvolver formas de estimar tais

parametros e estatisticas, sendo este o maior desafio do método proposto.
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3 SIMULAGCAO NA PRESENCA DE ERROS: CASO UNIVARIADO

E impossivel definir o desvio exato entre zops(u) € zrea(u), caso contrario, poderiamos
simplesmente subtrai-lo e obter o valor real. No entanto, é possivel inferir a varidncia do
erro de amostragem o%cro(u) e possiveis vieses. A sec¢do, a seguir, define um modelo de
erros para o caso univariado e, entdo, sdao apresentadas alternativas para se estimar esses
erros. Portanto, o entendimento do erro associado as observa¢des é um ponto central no

desenvolvimento de alternativas geoestatisticas para lidar com observag¢oes afetadas por

erros.

3.1 MODELANDO O ERRO DE AMOSTRAGEM

A abordagem proposta emprega modelos em que o erro total é gaussiano, sem viés e
comumente afetado tanto por erros independentes quanto por aqueles correlacionados
com o teor. A validade e generalidade dessas caracteristicas sdo discutidas por diversos
trabalhos (HOWARTH; THOMPSON, 1976; THOMPSON; HOWARTH, 1973, 1976, 1978). A
Figura 4 mostra o comportamento do erro relacionado ao teor (circulos amarelos), em que
quanto menor é o teor, menor o erro. Os erros independentes do teor (circulos verdes)

mantém uma distancia média constante em torno da linha x =y.

Figura 4 - Comportamento do erro independente e relacionado ao teor

100 100

Valor real
Valor real

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80
Valor amostrado Valor amostrado

Comportamento das observagdes afetadas por erros independentes (circulos verdes) e proporcionais ao teor
(circulos amarelos). Em preto tracejado a linha x=y.
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A Equagdo 1 define um modelo misto de erro, em que o valor real é afetado por erros

absolutos e proporcionais ao teor:

Erro total = 020 (u)

Zobs(u) = Zreal(u) + Akxl(u) + Zreal(ui)ckxz(u) (1)

Abs. erro Comp. Rel. erro Comp.

O valor real zreq/(u) é constante em u. Portanto, a variancia de multiplas leituras resulta
do erro do total, composto por erros vindos do processo de amostragem, preparacao e
anadlise

Var{zobs (u)} = Ai + ereal(u)czk (2)

Onde:

Zobs(u): observacdo em u da variavel k;

Zreal(U): valor real, o qual é constante em cada posicdo u;

02erro(U): variancia do erro de amostragem associado a zops(u);

Xm(u): valores gaussianos N{0, 1};

Ax: magnitude do erro Absoluto;

Ck: magnitude do erro Relativo.

A variancia global de um conjunto de medicées zops(u) em diferentes posicéesu =1,...,N
pode ser encontrada ao substituir o termo z%.al(u) da Equagdo 2 pela variancia global
Zreal(U):

Va r{Zobs (ll)} = Aﬁ + Var{zreal(u) }Czk (3)

Na secdo seguinte, sdo apresentadas alternativas para estimar o erro amostral. Sao
apresentadas diversas solugdes, desde métodos mais simples e que necessita de menos
recurso até métodos mais sofisticados, baseados no uso de duplicatas e testes de hipdtese.
O modelo é estendido ao caso multivariado na Secdo 4.1 ESTENDENDO O MODELO DE
ERROS PARA O CASO MULTIVARIADO).

3.2 ESTIMANDO O ERRO ASSOCIADO A CADA DADO

Esta subsecdo apresenta alternativas para inferir os erros: (i) pelo efeito pepita e

patamar de variogramas ajustados a diferentes subgrupos; (ii) pela Teoria da Amostragem;
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ou (iii) através da variacdo das leituras entre pares de duplicatas gerados ao longo do

processo.

3.2.1 Utilizando o efeito pepita

O efeito pepita é definido como C(0) = Cse + Cme, onde Cse € 0 erro de medigdo e Cme € a
variacdo de microescala (CRESSIE, 1993, p.127-130). A Cme depende das caracteristicas
geoldgicas da amostra e de seu suporte, que pode ser assumida como constante em um
banco de dados. A diferenca entre o efeito pepita de diferentes grupos é dada pela
contribuicdo do erro Cse em suas amostras.

A Figura 5 ilustra a inferéncia dos erros de amostragem associado a trés subgrupos
(verde, amarelo e vermelho) através dos seus variogramas. Sendo o C(0) dos trés modelos
obtidos por ajuste de variogramas a esses dados e Cse dos furos diamantados (variograma
verde) sendo conhecido, o seu Cme pode ser obtido. Assumindo a variacdo de microescala
como constante, o erro amostral dos outros dois subgrupos é estimado através de o Cse =

C(0) - Cre.

Figura 5 — Inferéncia dos erros de amostragem de popula¢cbGes através de seus

variogramas

Chip sample

RC

Variancia

Erro RC = Nugget total — Micro-escala DH

Diamantado

h
Esquema da inferéncia do erro de amostragem através das componentes do efeito pepita de variogramas

ajustados a diversos tipos de dados.

O efeito pepita é uma propriedade isotrdpica, portanto, é necessdrio modeld-lo em
apenas uma direcdo. O variograma médio calculado ao longo dos furos de sondagem (down-
the-hole) é o mais adequado para capturar as variacdes a curtas distancias e, portanto, uma
melhor inferéncia do efeito pepita total. Essa solucdo é a mais simples, mas tém diversas

limitagdes, entre as principais:



e 0 método requer que o erro seja independente do teor. No entanto, essa ndo é a
situagdo mais comum em observagbes obtidas de a partir de andlises quimicas feitas em
rochas;

® as observacdes devem ter sido obtidas de suportes amostrais semelhantes.
Discrepancias relevantes no suporte afeta a representatividade do efeito pepita total;

e a definicdao de subgrupos é geralmente arbitrdria, levando a jun¢do de amostras em
subgrupos ndo necessariamente homogéneos.

Na sec¢do seguinte, sera discutido como o erro fundamental de amostragem (FSE) pode
ser utilizado para estimar o erro associado a cada amostra, em fung¢ao do seu teor e do

protocolo amostral utilizado.

3.2.2 Utilizando a teoria da amostragem

A Teoria da Amostragem (GY, 1982) nos permite quantificar o erro fundamental da
amostragem, o qual é devido a heterogeneidade constitucional inerente de materiais e
nunca pode ser eliminado. O FSE, chamado de "o menor erro médio residual alcancavel" de
protocolos amostragem, é inerente a amostra devido a duas caracteristicas de materiais de
minério fragmentados: a heterogeneidade composicional e a heterogeneidade da

distribuicdo espacial dos elementos (Figura 6).

Figura 6 — Exemplo da heterogeneidade constitucional de um lote

Sample

Esquema de como a heterogeneidade constitucional afeta o erro de amostragem. Os quadrados representam
a area de delimitagdo para coletas de amostras do mesmo lote, mas que levam a dois resultados diferentes
devido a heterogeneidade do lote.

A heterogeneidade é expressa pelo fator de forma (f), pelo fator granulométrico (g),

pelo fator (c) de composicdo mineralégica e pelo fator de liberagdo (Equacdo 4):

2 1 1 3
Ofse = (M_S - VL) C/fgd (4)



onde o’se € a variancia do erro, Ms e M, sdo as massas da amostra e do lote,
respectivamente. Discussdes sobre como definir os fatoresc, |, f, g e d discutidos em detalhe
em Gy (1982).

A equacdo 4 é consistente com o modelo de erros proposto (Equagdo 1), uma vez em
que os fatores g e ¢ sdo proporcionais ao teor e d* é constante. Assumir que o FSE é o erro
total associado a uma dada observacgao sé é valido quando todas as outras fontes de erros
podem ser assumidas como nulas, o que, geralmente, ndo é o caso. Mudancas, adaptacdes
e alteragbes do processo amostral que ndao sao documentadas, assim como mudangas
despercebidas das caracteristicas materiais, adicionam novas componentes de variagao que
modificam o erro esperado associado ao processo de amostragem e andlise. Nestas
condi¢bes, pode ser mais apropriado o uso de dados experimentais de controle de

qualidade para estimar o comportamento do modelo utilizando dados de duplicatas.

3.2.3 A variancia de krigagem como erro amostral

Deraisme; Strydom (2009) definem o erro amostral de dados de baixa qualidade
através da variancia de estimativa de CoK em suas posi¢cdes. O método traz limitacdes
inerentes CoK e na decisdo de assumir a variancia de estimativa como erro de medicdo. Na
pratica, faz com que todos os dados sejam agrupados em até 3 subgrupos devido a
guantidade de variogramas diretos e cruzados a se modelar e as restricdes impostas a
definicdo do modelo linear de corregionalizacdo. Nesse caso, qudo maior a quantidade de
subgrupos agrupados para a modelagem de um Unico modelo variografico, maiores as
perdas de acuracia do modelo.

O segundo problema é que existem propriedades da variancia de krigagem que sao
incorretas de se atribuir como uma propriedade ao erro amostral, como:

® avariancia de krigagem n3o depende dos valores das amostras, e sim do variograma
e da configuracdo espacial dos dados. Portanto, é assumido que o erro é independente do
teor;

® a variancia de krigagem cresce quando a distancia entre a observacdo e o ponto a
ser estimado aumenta. Isso significa que qudao mais longe uma amostra esta de outras,

maior o erro amostral atribuido a ela.
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A primeira propriedade limita as aplicacdes a apenas algumas situacdes especificas, ja
que é comum haver correlagdo entre erro amostral e teor. A segunda propriedade faz com
gue o sistema de krigagem puna a observacdao em funcdo da sua posicdo duas vezes. O quao
mais distante uma dada observagao esteja de outras, menor o peso que o sistema de
krigagem atribui a elas. E ao adicionar a variancia do erro nas posi¢Ges de observacdes (h =
0) em que tal variancia deveria ser zero, essa adi¢do diminui ainda mais o peso atribuida a
essa observacdo, e, portanto, a reducdo do peso atribuido a essa amostra é

desproporcional.

3.2.4 Definindo subgrupos de erro através de amostras duplicatas

Esta secdo propde a abordagem para definir o erro associado a cada amostra publicada
no artigo: “Using QC data to estimate the individual precision of original samples: a
duplicates-based approach” de Silva; Costa (2018).

O erro individual associado a cada amostra é estimado pela equac¢do ajustada ao
subgrupo ao qual pertence. Subgrupos sdo aqui definidos como conjuntos de amostras
produzidas pelas mesmas condicdes e afetadas pelas mesmas fontes de erros. As variagdes
dentro de cada subgrupo devem resultar, principalmente, de efeitos aleatdrios, enquanto
as variacoes entre subgrupos devem ser causadas por diferencas no processo amostral ou
nas caracteristicas do material. A definicdo de subgrupos e suas equagdes de erro sdo
baseadas no desvio entre pares de duplicatas em sucessivas etapas de andlise grafica e
testes de significancia estatistica. Dados como tipo de rocha ou os protocolos de
amostragem utilizados podem apoiar na definicdo de subgrupos. As principais vantagens da
abordagem proposta sao:

e ¢ capaz de avaliar o impacto das informacdes disponiveis sobre o processo, por
exemplo, de qual método de sondagem origina-se cada dado. E também possivel definir
subgrupos sem ser necessario conhecer as causas que afetam a formacao do grupo;

® uso de sucessivos testes de hipdteses para avaliar cada possivel subgrupo torna o
método menos subjetivo;

e pode ser facilmente implementado em qualquer software de planilha.

A metodologia proposta é composta pelas seguintes etapas:
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i. Testando critérios que definam subgrupos: a capacidade de informag¢des como tipo
de rocha, suporte de amostragem ou protocolos utilizados para definir subgrupos sao
analisadas. Para cada um desses critérios, uma equacao linear é ajustada aos seus
valores de duplicatas, relacionando o teor e o erro de medicao. O erro estimado pela
equacao é comparado aos erros experimentais de cada par de duplicatas, sendo esse

desvio entre o valor estimado e o valor experimental, chamado de residuo. O subgrupo
testado é considerado como representativo quando Residuoindividual < Residuogeral €

estatisticamente significativo, indicando que os ganhos do ajuste da equagdo, a apenas
aquele conjunto de dados, tém erros de regressao significantemente menores do que
um ajuste mais geral, sem essa subdivisao testada.

ii. Testando a ocorréncia temporal de subgrupos: a ordem temporal de preparacdo ou
analise nos permite detectar flutuacées do erro que ocorreram ao longo do tempo
(MONTGOMERY, 2009, p.193). Porntanto, na segunda etapa, cada subgrupo
estatisticamente significativo tem o desvio de seus pares de duplicatas tracado em um
grafico cumulativo de soma (CUSUM, do inglés Cumulative Sum) ordenados de forma
temporal.

O mesmo teste de hipdtese utilizado na etapa (i) é aplicado aos (i, j, k...n)
subgrupos individualizados. O erro modelado para cada subgrupo é testado dois a dois
para avaliar seus residuos. Por exemplo, se o teste Residuo;< Residuoisj falhar, o par é
fundido i + j e, em seguida, é testado contra um segundo conjunto, no caso se testaria
Residuoisj < Residuoisjsk.

iii. Estimando o erro individual das amostras: a incerteza de medi¢do para as amostras
originais é estimada em fungdo dos seus teores individuais através do modelo de erro

ajustado as duplicatas de cada subgrupo estatisticamente significativo.

Embora as etapas da metodologia possam ser aplicadas a qualquer tipo de duplicatas,
0 uso de amostras mais préximas da etapa de coleta de campo tem uma maior chance de
medir mudancas de processo que definam subgrupos. Por exemplo, enquanto um par de
amostras geradas na subamostragem de polpa sé sera afetado pelas etapas subsequentes,

as réplicas de campo coletadas em conjunto com a amostra original sdo afetadas por todas
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as possiveis fontes de erros de precisdo ao longo de todo o processo. As etapas sao

discutidas em maior detalhe a seguir.

3.2.4.1 Defini¢do de candidatos do subgrupo utilizando informagdes prévias

O primeiro passo para delimitar subgrupos é avaliar quais das informacgdes disponiveis
podem indicar subgrupos. Sao tipos de informacdes relevantes os litotipos, método de
andlise quimica, métodos e massas das etapas primarias e sub amostragem etc. As
principais fontes de definicdo de subgrupos resultam de trés causas principais (GY 1982;
ABZALOV 2011, p. 611-612):

® erros de agrupamento-segregacao e erros durante o procedimento de extragdo e
preparacao da amostra -essas fontes de erros sdo controladas pela forma e tamanho das
particulas, o tamanho em que os componentes criticos sao liberados e as diferengas de
mineralogia e densidade entre a ganga e os minerais minério;

® erros que dependem de quao rigoroso o protocolo de amostragem foi desenvolvido,
implementado e seguido — sdo causados pela extracdo incorreta de amostras,
procedimentos de preparag¢ao abaixo do ideal, contaminag¢do ou erros humanos;

® erros analiticos e instrumentais que ocorrem durante as operacdes analiticas,
incluindo o ensaio, andlise de umidade, pesagem de aliquotas, andlise de densidade, erros
de precisdo e viés causado pelo baixo desempenho de instrumentos analiticos.

Apds definir possiveis critérios que delimitem subgrupos, é necessario medir quais
geram modelos que sejam estatisticamente significantes. Esse teste é que torna o método
ndo arbitrario. A maioria dos métodos para definicdo de hard data e subgrupos de soft data
para nessa etapa, em que um dado critério é empregado sem testes que garantam a

relevancia.

3.2.4.2 Modelar o comportamento de erro (método de Thompson-Howarth)

Quando ha um grande faixa de valores nos teores de um conjunto de amostras, os erros
absolutos e relativos podem variar significativamente ao longo do intervalo, e, assim, o
desvio padrdao nao é capaz de descrever adequadamente a precisdo das observacdes
(THOMPSON; HOWARTH, 1976). A forma mais adequada de analise seria usando uma

equacado que relacione o erro ao teor (Figura 7). O método se baseia nas premissas de que
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os dados ndo contem viés e que o erro de amostragem tem uma distribuicdo Gaussiana com
a variancia fun¢ao do teor.

A relagdo 0%errol.) = Ak + Zreai(.\)Cx (Equacdo 2) relaciona o desvio-padrdo entre
duplicatas para um dado teor com a soma da constante Ax que mede o desvio padrao
quando o teor é zero e o produto entre a inclinagdo Ck e o teor z,.,(.) médio do par de
duplicatas. A abordagem proposta por Thompson e Howarth para definir as constantes da
Equacdo 2 requer pelo menos 50 pares de duplicatas e é composta pelos seguintes passos:

i. as diferencas relativas entre pares de duplicatas sdo calculadas por 2|X1- Xa| /(X1 +

Xa);

ii. os pares de dados sdo ordenados ascendentes por seus teores médios e subdivididos

em grupos a cada 11 resultados consecutivos;

iii. calcula-se o teor médio dos 11 pares de amostras de cada grupo de dados e a

mediana das suas diferencgas absolutas;

iv. A mediana do erro é entdo tracada em funcdo do teor médio do grupo. Uma

regressao linear é ajustada aos pontos experimentais.

Figura 7 — Relagao erro X teor
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Regressdo da mediana das diferengas absolutas (y) em fungdo do teor médio (x). Circulos sdo resultados de
cada par individual, quadrados vermelhos é a mediana de grupos de 11 pares consecutivos. A linha vermelha
€ a regressdo linear.

Varias abordagens foram desenvolvidas para estimar da relagdo entre o erro e o teor
guando as suposicdes de Thompson-Howarth nao sao aplicaveis, como quando os erros sao
ndo-gaussianos (STANLEY; LAWIE, 2008), varidveis geoquimicas exibindo um

comportamento com efeito pepita elevado (STANLEY, 2006), ou quando é necessario
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separar as variacdes de amostragem e medicdes para identificar a forma de sua relacao
contra o teor (FRANCOIS-BONGARCON, 1998). A selegdo do modelo precisa ser
rigorosamente testada para banco de dados e subgrupos. O modelo entre erro e teor
utilizado pode ser facilmente substituido por qualquer outro sem afetar as outras etapas

do fluxo de trabalho proposto.

3.2.4.3 Verificando a significéncia estatistica dos subgrupos

Para testar se o comportamento da variancia do erro de uma dada amostra, em funcdo
do seu teorz,,, 0 erro G%rrol-; Z,eq) € modelado para um determinado subgrupo é
estatisticamente significativo, sdo verificados se os residuos da equacdo ajustada a esses
subgrupos tém residuos significativamente menores do que aquele obtido por uma
equacao ajustado aos dados sem essa subdivisdo. A significancia estatistica é medida pelo
teste-t emparelhado (MONTGOMERY; RUNGER, 2014, p. 400-401). Esse é um caso especial
do “teste t de duas amostras”, que consiste em analisar as diferencas dos residuos para
cada par de duplicatas, de forma a definir os parametros da Equacdo 2, que relaciona o erro
ao teor. Seja (X11,X21), (X12,X22), ... (X1n, X2n) um conjunto de n duplicatas, entdo a diferenca

para cada par é definida por
D;=Xy-Xg,0ondej=1,2,..,n (5)

onde D; é assumido como normalmente distribuido com média pp = E(X1 = X2) = E(X1) = E(X2)
= U1-H2. Assim, o teste da significancia da diferenca para 1 e w2 (Equacgdo 6) é realizado por
um teste-t de uma amostra em Wp, ou seja, se testa se Ho: Pgeral - Mindividual = 0 contra Hi: Mgeral
- Mindividual > 0, 0 que é equivalente ao teste:

Ho: g =0 )

Hi: pg >0

Embora o teste-t emparelhado seja formalmente baseado na suposicdo de

gaussianidade, bons resultados com dados ndo gaussianos sdo obtidos se o niumero de
amostras disponiveis for suficientemente grande. A relacdo entre robustez e gaussianidade
e numero de amostras depende de quao ndao normais sao os dados. Um conjunto de 20
pares de amostras é geralmente o bastante (MINITAB, 2017). Considerando que o método

proposto requer pelo menos 50 amostras para definir a linha de regressdo, o teste-t

emparelhado é apropriado.
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3.2.4.4 Segunda etapa da definigdo de subgrupos: O grdfico de soma cumulativa

E relevante a possibilidade de o método proposto permitir definir subgrupos sem
conhecer com antecedéncia as causas ou fontes de variacdo. Do ponto de vista pratico,
bancos de dados reais sdo comumente compostos por subgrupos resultantes de diferentes
variacoes de processos, sendo elas conhecidas ou ndo.

Essa etapa da definicdo de subgrupos sera baseada no uso de graficos de control, em
gue os desvios de um valor-alvo sdo acumulados em uma soma. A maior sensibilidade do
grafico CUSUM (Figura 8a) deve-se a incorporacdo de todas as informagcGes em uma
sequéncia de valores amostrais, tornando esse grafico capaz de detectar mudancas de cerca
de 1.5 desvio-padrdo. Essa solucdo é mais sensivel do que métodos como o grafico de
Shewhart (Figura 8b) que detectam apenas mudancas superiores a dois desvios-padrdo. A
ordem de preparacdo ou andlise permite detectar flutuacdes que ocorrem ao longo do
tempo (MONTGOMERY, 2009).

Figura 8 — Comparativo da carta de controle de Shewart e da CUSUM
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a) CUSUM e b) Carta de controle de Shewhart para os mesmos dados - a linha vertical indica onde a média do
processo muda de i =10 ao pu=11. Adaptado de "Controle estatistico de qualidade", por Montgomery (2009).

O funcionamento do CUSUM é baseado na acumulag¢do dos desvios que estdo acima do
alvo, chamado de C+, assim como acumulando desvios que estdo abaixo da meta através
de C-, ambas partindo do zero. Enquanto a média do processo estiver ajustada ao valor alvo,
a funcdo oscilara aleatoriamente em torno de zero, pois os desvios positivos serdo anulados
pelos negativos. Se a média do processo aumenta (ou diminui), a linha aumentara (ou
diminuird) indefinidamente. Os valores C+ e C-, chamadas respectivamente como uma face
superior e inferior, sdo computadas da seguinte forma:

C*i= max[0, Xi - (Lo + R) + C*.1]

(7)
Ci=max[0, (1o - R) - Xe + Ci.1]
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Onde X; é a amostra no tempo i, Ho é a média global das amostras e R é o valor alvo. E
importante entender o verdadeiro significado do comportamento tragado pelo CUSUM
para definir candidatos a subgrupos. Uma inclinacdo constante (para baixo ou para cima)
indica que o erro do subgrupo também é constante, e que mudangas na ordem de grandeza

do erro causam mudancgas na inclinagdo da reta (ou no seu sentido) (Figura 9).

Figura 9 - Indicadores de mudangas do erro médio
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Indicadores de mudangas na magnitude do erro em fungao de variagdes na inclinagdo do desvio acumulado
do CUSUM. Cores diferentes indicam os candidatos a subgrupos de | a VI.

Outro ponto é que ha uma grande probabilidade de alarmes falsos dentro das amostras
iniciais porque o erro cumulativo de alguns valores é menos robusto para variacdes

aleatorias.

3.2.4.5 estimando a precisdo de medigdo de cada amostra original

Na ultima etapa, a relacdo entre a variancia do erro amostral e o teor de cada
observagdo o%rrol. ; Z105) € definida para cada subgrupo estatisticamente significativo e
usada para estimar o erro de cada amostra original. Além disso, o erro da regressao linear
de cada subgrupo pode ser usado para definir os intervalos de confianca para esses
modelos, bem como para medir o intervalo de confianca de cada valor estimado

(MONTGOMERY; RUNGER, 2014; MONTGOMERY, 2009).

3.3 EXEMPLO 1 - ESTIMANDO OS ERROS DOS DADOS

Para exemplificar a metodologia proposta por Silva; Costa (2018), usamos um gerador

pseudoaleatdrio para simular um conjunto de dados tipico de duplicatas. Por uma questdo
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de simplicidade, presume-se que todos os dados sdo medicdes feitas com amostras do
mesmo tipo de rocha e ndo ha informacgdes disponiveis sobre mudancas que ocorreram no
processo de preparacao e andlise ao longo do tempo.

Foram simulados pares de amostras imitando duplicatas. O valor z,.,(u) de cada
amostra original foi simulado pela tiragem de 500 valores de uma distribuicdo N{40, 15},
assumindo-os como sendo valores do fendémeno real, Z,eq. Cada amostra de um par de
duplicatas é, entdo, gerada pela adicdo de um novo valor de erros tirado de forma

independente de N{z .|, O%crro}-

Tabela 1 - Intervalos e parametros dos subgrupos sintéticos

Subgrupo Intervalo Ax Cx
A 1-100 2 0.15
B 101-190 2 0.08
C 191-300 3 0.16
D 301-420 4 0.20
E 421-500 1 0.40

A primeira definicdo de candidatos a subgrupos é realizada ao tracar, em um grafico
CUSUM, o erro relativo 2|Xi - X2]/(X1 + X2) de pares correspondentes de duplicatas
organizados temporalmente. Com base na tendéncia e inclinagdo dos valores fora de
controle (Figura 10, pontos vermelhos), foram definidos sete subgrupos para terem suas
significancias testadas (1, 2, 3... 7).

Figura 10 — CUSUM ajustado aos dados simulados com erro

CUSUM CHART - 2| X1-X2| /| X1+X2|
0.0

7.5

5.0

2.5

LSC=0.41

Cumulative Sum

;7

00 | i

TiIC=-041

-2.5

-5.0 100 188 269 334 384 420 500
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CUSUM do desvio medido por valor 2| X1-Xz2|/ (X1+Xz2) nos dados sintéticos. As linhas verticais delimitam
possiveis subgrupos definidos pela analise grafica. As linhas horizontais indicam os intervalos delimitados. O
limite superior (LSC) e inferior (LIC) referem-se aos intervalos de controle. Pontos vermelhos indicam valores
fora dos intervalos de controle; pontos azuis indicam valores dentro dos limites.
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Cada candidato a subgrupo foi testado para avaliar se o residuo da equacdo ajustada
aos seus dados Mindividual € estatisticamente menor do que o residuo de uma equagao mais
geral Ygeral. O residuo corresponde ao desvio entre o erro estimado para pares de duplicatas
através da equagao modelada e o erro experimental medido para esse mesmo par.

Por exemplo, a primeira linha da Tabela 2 tese a hipdtese de que peqg (1) < Heq(1+2). O valor
p resultante para o subgrupo 1 foi de 88.6%, o que significa que ndo ha evidéncias, para um
nivel de significancia de 90%, que a definicdo de uma linha de regressao apenas para o
subgrupo 1 reduziria os residuos da regressdo. Em oposi¢cdo, a probabilidade de que
Meq(2)<Meq (1+2) € de 99.8%, 0 que sugere que a equagdo deva ser modelada separadamente,

pois ha evidencia que levaria a estimativas de melhor qualidade para o subgrupo 2.

Tabela 2 — Série de testes de hipdtese (teste-t emparelhado)

Subgrupo Intervalo Testel p-valuel Teste 2 p-value 2  Subgrupo definido
1 1-100 Meq (1+2)-Heq (1)>0 88.6 Meq (1+2)-Meq (2)>0 99.8 A (1-100)
2 101'186 p.eq (2+3)‘p.eq (2)>0 99-8 p.eq (2+3)'p.eq (3)>0 81 B (101'186)
3 187-299  leq(3+4)-Heq (3)s0 60.4 Heq (3+4)-Meq 40 54.5 C (187-334)
4 300-334 Meq (3+4+5)~Heq (3+4)>0 72.3 Meq (3+4+5)~Heq (5)>0 99.2
5  335-384  |leq(5+6)-Heq (550 80.3 Heg (5+6)-Meq 60 70.5 D (335-420)
6 385-420 Heq (5+6+7)~Heq (5+6)>0 84.9 Heq (5+6+7)~Heq (7)>O 99.2

7 421-500 - - E (421-500)
Avaliou-se se os residuos de regressdao usando amostras de um Unico subgrupo sdo estatisticamente inferiores
a uma regressdo geral que mescle subgrupos sucessivos ([general - Mindividual >0) com um nivel de significado de
90%. p-value negritados indicam quais subgrupos individuais levam a melhores estimativas de erro.

Apds a definicao grafica dos candidatos do subgrupo e da série de testes de hipdtese
(Tabela 2), os subgrupos 3-4 e 5-6 foram fundidos devido a falta de significancia de suas
diferencas. O resultado ficou muito préximo daquele real que foi originalmente simulado

(Figura 11).
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Figura 11 — Comparacao entre os subgrupos reais e estimados

Proposed Subgroups  Defined subgroups Actual subgroups
(CuUsuURA) {After testing step) (Simulated)

Comparagdo entre os subgrupos inicialmente definidos pelo método proposto; resultados apds o teste de
hipdtese e os subgrupos reais.

O desvio relativo médio do erro estimado pelo método proposto foi de 11.40%. Os
valores de outras trés abordagens sao:

e Definicdo de uma Unica equagdo a todos os dados com erro de 16.3%;

e Definindo um Unico erro relativo médio para todas as amostras com erro de 19.6%;

e Erro relativo definido por média mével de 10 valores (em ordem de tempo) tem um

erro médio de estimativa de 17.10%.

Comparando o método proposto com o segundo com melhor desempenho, que foi o
uso de Thompson-Howarth sem subdivisdo de subgrupos, o primeiro apresentou uma

estimativa de quase 30% menos erro.

3.4 TRANSFORMANDO OS ERROS PARA VALORES ESTANDARIZADOS

O uso de métodos geoestatisticos de simulacdo baseados na hipdétese multiGaussiana,
torna necessario transformar os valores iniciais para gaussianos N{0,1}. Nessa situacado,
erros dependentes do teor devem ser transformados em valores independentes.

E apresentada uma solucdo analitica e uma numérica para converter os erros
amostrais, sejam eles independentes ou proporcionais ao teor, de suas unidades originais
para valores Gaussianos. A Figura 12 compara as abordagens através de dados sintéticos,
os valores dados com diferentes erros (Equacdo 1 usando A =0 e Cy=0.02, 0.2 ou 0.3) sdo

transformados para Gaussianos. Na Figura 12, os valores obtidos analiticamente (circulos
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laranja) mostram uma boa aderéncia com os obtidos numericamente (circulos pretos
vazios).

Figura 12 — Erro em Normal-score estimado por método analitico e computacional

C=0.02 (2%) ’ C=0.2(20%) ° : C=0.3(30%)
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Valores da varidvel de erro proporcional inferidas pela solugdo computacional (circulos pretos vazis) e
analiticamente (circulos laranja). A magnitude dos erros gaussianos é calculada para valores perturbados por
erros sorteados em unidades originais usando Ck de 0.1, 0.2 e 0.3.

As duas solugdes a seguir lidam com erros dependentes ou independentes do teor. Para
tal, todos os componentes (independentes ou proporcionais ao teor) sdo respectivamente
colapsados em uma componente independente Ax e um componente proporcional Cx. A
proporcdo de cada componente na variancia total é a mesma em unidades originais e
gaussianas. Portanto, a variancia total da componente transformada para unidades
gaussianas Ok e Pk é redistribuida proporcionalmente aos componentes Ak, B, Ck e D nas

suas contribuicdes em unidades originais a variancia total.

3.4.1 Transformando os erros para unidades padronizadas - abordagem

computacional

Uma solucdo computacional pode ser usada para transformar os erros para unidades
gaussianas. A abordagem baseia-se na suposicdo de que o intervalo da CDF que
corresponde ao valor e seu espaco de incerteza pode ser assumido como linear. O método
discretiza a CDF da distribuicdo gaussiana de referéncia N{0,1} em seguimentos lineares
com o comprimento da distribuicdo dos possiveis valores que cada observacao poderia

assumir (Figura 13).
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Figura 13 — Distribuicao cumulativa discretizada em retas
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Distribuicdo cumulativa usada para a transformagdo gaussiana. Detalhe mostrando discretizagdo linear (linha
azul tracejada) do intervalo de possiveis valores de uma determinada observacao.

A transformacdo dos erros é realizada individualmente para cada valor original zops(u)
da seguinte forma:

i. Para cada observacdo em u, realizacdes (L) z'ons(u) sdo simuladas. Sendo o valor real

Zreal(U) desconhecido, todas as realizacdes sdo sorteadas de N{zops(u), Zobs(U)* Terro(u)}.

ii. Todos os valores z'ops(u) sdo transformados para gaussianos y'ops(u) usando a

transformada Fv(Fz(zoss)), que é a mesma distribuicdo de referéncia dos valores e do

seu erro nas unidades originais.

iii. Em cada posicao u, calcular o desvio padrdo do conjunto de valores transformados.

A distribuicdo transformada z'ons(u) tem a mesma média e desvio padrdo da
distribuicao N{yobs(u), Oy(erro)(u)}. Esse método ndo requer o conhecimento das
componentes do modelo de erro, baseando-se no valor de erro associado a observagao.

Portanto, ele consegue lidar com qualquer tipo de modelo de erros, mesmo os mais

complexos.

3.4.2 Transformando os erros para unidades padronizadas - abordagem analitica

O componente do erro proporcional CiXm(u) e o independente AXm(u) podem ser
transformados analiticamente para unidades gaussianas. Quando a componente

independente A for nula, a Equacdo 1 pode ser simplificada para:

zobs(u) = zrea](u) + zrea](u)ckxz (ll) (8)
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A componente proporcional é transformada em um novo modelo em que yobs(u) é 0
valor observado transformado para gaussiano e as observagbes sao compostas pelo valor

gaussiano Yreq(u) mais um erro absoluto Ok.

Yobs (W) = Ypeq (W) + OXp(w) (9)

O valor tirado aleatoriamente de X;(u) € o mesmo nas unidades originais e
transformadas, visto que a transformagao nao é uma nova tiragem aleatdria. Para definir a
equivaléncia entre eles, resolvemos a Equac¢ao 8 e Equagao 9 para Xz(u)

Zops (U) " Zreal (ll)

XZ(U) i Zreal(ui)ck
X,(u) = Yobs (u)o-kyreal(u)

Reorganizando a igualdade acima, aplicamos Var{} em ambos os lados e substituimos
Zreal(U), que é desconhecido, pela observagdo disponivel zops(u) ja que E{Zrear(u)} = Zobs(u). Isso
leva a:

C obs\Mj
Ok(ui)=o{vobs(u,-)}% (10)

Em palavras, a Equagdo 10 mostra que a proporgao entre a componente total de erro
e a variancia global é mantida na transformacao das unidades originais para gaussianas. A
definicdo da magnitude da componente em unidades gaussianas quando a componente
proporcional Cx é nula é semelhante:

ofy, (W}

11
(a0, (W] .

P (w) = A

Devido a substituicdo de zreq(u) por zops(u), guanto maior for o desvio entre esses
valores, maior serd o erro causado por essa solucdo. A inspecao visual do erro gaussiano em
funcdo da observacdo transformada (Figura 12, circulos laranja) mostra o impacto dessa
solucdo. Caso seja necessario, o ajuste de uma equacdo a esses valores suaviza essas

variacOes aleatorias.
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3.5 SIMULANDO O PROCESSO REAL A PARTIR DE OBSERVAGOES: CASO UNIVARIADO

O fluxo de trabalho convencional tem suas realizagcdes condicionadas a reproduzir o
variograma e histograma ajustado as observacdes. Como resultado, as realiza¢des
superestimam a variabilidade tanto local quanto global do teor e subestimam a incerteza
do modelo nos locais amostrados ao ignorar a variancia do erro que é associada aos dados.
Tal fluxo é dado pelos seguintes passos: (i) transformacdo das observag¢des para unidades
gaussianas, (ii) ajuste do variograma para os valores transformados, (iii) simulacdo das
realizacGes, (iv) retro transformacdo das simulacdes para suas unidades originais.

Como alternativa, a abordagem proposta infere o histograma e o variograma do
fenémeno real a ser simulado. As observacbes sdo substituidas por realizacbes de hard
data. Os bancos de dados sem erros e os parametros inferidos condicionam as realizacdes

de todo o modelo.

3.5.1 Metodologia

O variograma do fenémeno real é inferido através dos modelos ajustados as
observagdes e os seus erros. Em aplicagdes reais, o comportamento (u) pode ser estimado
por um dos diferentes métodos apresentados (Secdo 3.1 MODELANDO O ERRO DE
AMOSTRAGEM). Assumindo que estimativas dos valores de g(u) estejam disponiveis, o
método pode ser divido em duas etapas principais:

i. os modelos do histograma e variograma do fenémeno real sdo inferidos a partir dos

modelos ajustados as observacgdes e as estimativas dos erros individuais 62erro(u);

ii. parametros inferidos e erros de amostragem sao usados para simular possiveis hard

data equiprovaveis ao fendbmeno real. As observagdes sdao substituidas pelas

realizacbes de possiveis valores livres de erros zlreq(u). A CoK estima a distribuicdo
cumulativa local em cada posicao utilizando observagdes colocalizados, ndo
colocalizados e os hard data previamente simulados. Os conjuntos de hard data
simulados honram os parametros inferidos e sdo representativos do fendmeno real

(Figura 14).



Figura 14 — Covariograma de referéncia e valores simulados
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O espaco de incerteza entre realizagdes em um ndé amostrado u é controlado,
principalmente, pelo erro de amostragem o2ero(u) associado a observacdo colocalizada
Zobs(u). Os valores simulados sdo assumidos como realizagdes do fenbmeno real nas
posicdes amostradas. As realizacdes de Zwea(.) sdo condicionadas a honrar cada valor
simulado e os parametros inferidos. Como todos os valores utilizados nessa etapa sao
assumidos como hard data, pode-se empregar métodos de simulacdo estocdstica mais
simples, tais como SGS, com a estimativa das probabilidades locais através de SK. Para cada
realizagdo simulada, um novo banco de dados deve ser simulado e considerado.

Na presenca de erro de amostragem, a distribuicdo e a correlacdo espaciais ajustadas
as observagdes podem ndo ser representativas do comportamento do fenémeno real. A
variancia medida na distribuicdo e o variograma (ou outra medida de correlagao espacial)
combinam o comportamento do fenbmeno de interesse com o do erro associado ao
processo de medicdo. A seguir, métodos para estimar o covariograma e a distribuicdo do

fenémeno real serdo apresentados.

3.5.1.1 Estimando o covariograma do fenémeno real - erro independente do teor

Erros independentes do teor ndo alteram o covariograma, pois mantém constante
diferenga entre efeito pepita C(0) e patamar. Erros independentes do teor adicionam a
mesma variacdo de erro o%erro(u) ao efeito pepita e na contribuicdo de cada estrutura e ao
patamar. Com base nas relacdes Cops(h) =020 Yobs(h), 02,c= 020t Oea © Yobs(h) =

2 .
Yreal(h) + Ogrro, t€MOS:
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Prova 1:
Cobs (h) = otznbs' yobs(h)
=Cobs (h) = 0érro+ 0'Eeal' (Vrea|(h)+ cgrro)
=Cobs (h) = 0'Eeal' Vrea|(h)
=Creal(h)

A mesma equivaléncia Cov{zons(u), Zobs(u)} = Cov{zreal(U), zreai(u)} também pode ser
provada de forma mais geral através das propriedades de bilineariedade da covariancia, a
qgual é uma importante generalizacao da expansao quadratica. Simplificando a notacao
onde Cov{a,b} = [a,b], essa propriedade é dada por:

CoviX+Y,X=Y}=[X+Y,X-Y]=[X X]-[X, Y] +[Y, X] - [Y, Y] (12)
Utilizando essa propriedade-chave da covariancia, podemos desenvolver a prova 2:

Prova 2:
Covizrea(u), Zobs(u)}
= [Zreal(U), Zreal(U) + 0*Z(erro) ()]
= E{Zreal(U)[Zreal(U) + 0%Z(erro) (U)]} - E{Zreai(U) + G2Z(erro)(U)}E{Zreai(U) + 0?Z(erro)(U)}}
= E{Zreai(u)0%erro{U} + Zreal(U)Zreal(U)} -E{Zreai(U) + 02Z(erro)(U)}E{Zreai(U) + 0% Z(erro)(u)}}
= E{O + Zreal()Zrea(u)} -E{Zreai(u) + O}E{Zreai(u) + 0}
= Cov{zreal(U), Zrear(u)}

As provas acima demonstram que erros independentes do teor nao afetam a
covariancia quando h > 0. Quando h =0, o covariancia entre um ponto e ele mesmo é a sua
variancia Var{z,,,(u)} = 0erro(u) = Aﬁ. O covariograma entre observacdes tem um efeito
pepita limhso Cobs(h) composto de uma componente de microescala e uma ligada a
componente de erro de amostragem. Apenas a componente em microescala faz parte do
variograma do fendbmeno real. O covariograma Ceai(h) pode ser inferido de Cobs(h) a partir
de:

Cops(h), h>0

13
Cobs (0) - AE; h=0 ( )

Creal(h)= {

O modelo de covariancia acima nos leva para a Equacdo 14, um sistema de krigagem
cuja diagonal da matriz (h = 0) é preenchida com a variancia individual associada a cada
observacdo. As células fora da diagonal sdo calculadas pelo covariograma da mesma forma
gue é feito entre OK e SK. O sistema de krigagem resultante é exatamente a KVME

(DELHOMME 1976, p.95-99; WACKERNAGEL 2003).
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Creal(0) + Ai o Cops (X1 — %) V‘fl Cobs (X1 — x0)
: : . = : (14)
Cobs (xn - xl) Creal(o) + Ai Wn Cobs(xn - xo)

Como exemplo do funcionamento do KVME, Delhomme (1976) ilustra través da
krigagem empregando seis amostras sdao distribuidas regularmente nos cantos de um
hexagono (Figura 15). Cinco observacdes sdo livres de erros o2,,(u) =0 enquanto
Z6 0ps (W) é afetado por erros independentes do teor. O peso A atribuido para estimar o valor
no centro hexagono é o mesmo em todas amostras (1/6) quando o erro é nulo. Quando o
erro aumenta, Ag(u) diminui, tendendo a zero quando o erro tende a varidncia a priori dos

dados, o que equivale no sistema de krigagem a auséncia de informacao.

Figura 15 — Peso atribuido a Xs em fungdo o seu erro
,]_5 0,16

0,12
X1 e e X3

o 0,08
X6 ® X, 0,04

0

2

0 10 y
O

Medig¢Ges sem erros Xii=1,...,5 e a observagdo com erro Xs sdo usados estimar o né Xo. O grafico a direita mostra
0 peso As atribuido a Xs em fung¢do de seu erro associado. Modificado de Delhomme (1976).

Em geral, os erros e teores sao correlacionados, e a suposicao que Cov{Z.a(u), €(u)} =
0 é raramente atendida em dados reais. Portanto, a seguir serd apresentado o
desenvolvimento da equacgao para estimar o covariograma direto do fendmeno real através

de observacgdes afetadas por erros correlacionados com o teor.

3.5.1.2 Estimando o covariograma do fenémeno real - erro dependente do teor

Na presenca de erros dependentes do teor, o covariograma Creai(h) pode ser inferido a
partir de Cobs(h). As deducgGes e provas desse sistema sdo as mesmas daquelas apresentadas
na Secdo 4.2.2 Inferindo a estrutura de correlacdo real através de dados com erros
correlacionados), sendo a equacdo da presente se¢do o caso especial em que nao ha erros

compartilhados (Figura 16):
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Figura 16 — Efeito no variograma de erros proporcionais ao teor

Variogram

Distance (m)

Efeito de erros independentes do teor entre o variograma observado (azul) e o real (vermelho).

Portanto, o tipo de erro é relevante para a inferéncia do covariograma real através do
covariograma ajustado aos dados. O modelo pode ser inferido através das componentes de

erro e do covariograma ajustado aos dados:

Cops(h), h>0 (15)

Crear(®) = {
reat Cops(0) - A%, - 2205, (u)CE, h=0

Onde Aﬁ e C,f correspondem a varidncia do erro de amostragem independente e
dependente do teor, respectivamente. A Equacdo 13 é um caso especial de Equagdo 15 que
ocorre quando Ci = 0. A covaridncia cruzada entre dois nds separados por uma distancia | h|
é inferida individualmente ao reescalonar C.o, ;) em fun¢do do erro de amostragem

associado a essas observacoes.

Creal,(i,j)(h); h>0
Creal(o) + A%i,j) + Zzobs(ui)cé,j), h=0 (16)

Cobs,(ijy(h) = {

Enquanto a Equagdao 13 leva a um sistema univariado que é idéntico ao KVME, a
Equacdo 16 apresenta um modelo de covariancia mais geral, que também é capaz de lidar
com erros correlacionados ao teor. E aqui surge a maior vantagem do modelo de
corregionalizacdo apresentado: o sistema de krigagem para qualquer conjunto de dados
com diferentes erros pode ser estimado diretamente de C,ea,,(,-/j)(h), desde que os erros

associados a cada observacado seja conhecidos, levando ao seguinte sistema de krigagem:
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Creal (X1 — x1)+A§ + 2% s (ul)C% C(xy — xp)

C(Xn - Xl) Creal(xn - xn)+Ajz'+ Zzobs (uj)cfz'
(Wl) (C(x1 —x0)>
Wn C(xn - xO)

O método aumenta as possibilidades de simulagao na presenca de erros, assim como

(17)

pode ser empregado por si sé como um método mais geral do que o KVME para estimar
modelos com krigagem. O desenvolvimento de métodos de krigagem na presenca de erros
nao é escopo desse trabalho, sendo alguns pontos sobre essa aplicagdo sendo discutidos na
Se¢do 5.2 RECOMENDACOES PARA TRABALHOS FUTUROS. A seguir, um exemplo da

influencia dos erros sob variogramas e covariogramas.

3.5.1.3 Exemplo 2 Estimando o variograma real

A Figura 17 mostra variograma e covariograma experimentais ajustados na direcao
norte-sul a observacdes obtidas dos valores iniciais da variavel V (ppm) da versdo exaustiva
do banco de dados Walker Lake (Isaaks, Srivastava, 1989) perturbados por erros de
diferentes tipos a magnitudes: Valores originais (linha preta), com erros independentes do
teor Ax = 12 (linha verde), e os dados com erros proporcionais ao teor Bx = 0.63 (linha
laranja), e Bk = 0.89 (linha vermelha). Todos os covariogramas sao coincidentes, assim como
os sao os modelos ajustados aos dados com erros Ac = 12 e Bx = 0.63, linha vermelha e
laranja, respectivamente. O desvio padrao das distribuicdes resultados sdao de 250, 291, 291

e 388 ppm, respectivamente.
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Figura 17 — Relagao entre covariograma e o variograma na presenga de erros

Experimental Variograms and Covariograms
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Variogramas e covariogramas experimentais ajustados aos valores iniciais e a base de dados geradas através
da adigdo de erros de amostragem (dependentes ou independentes do teor) aos valores iniciais.

7

Os resultados mostram que o variograma é consistente com o covariograma de
referéncia, que corresponde ao fendmeno real. O desvio entre eles é dado pela variancia
do erro amostral adicionado. O covariograma é insensivel aos tipos de erros adicionais em

todos os intervalos onde h>0.

3.5.2 Inferindo a distribuicao do fenomeno real

A distribuicdo ajustada a observacdes combina a distribuicdo real com a dos erros e,
portanto, tem uma varidncia maior que aquela do fen6meno real. O problema inverso
infere a distribuicdo real através do modelo de erros e da distribuicio das observacdes. E
inverso porque ele lida com problema comecando pelos resultados para inferir a causa,
nesse caso, comegando com a distribuicdo das observag¢des para inferir a distribuicao do

fenbmeno sem a influéncia de erros. A metodologia é resumida em duas etapas:

i. 0 algoritmo infere uma primeira distribuicao do fenémeno real através dos métodos
de correcdo de suporte de volume. A solucdo se baseia no fato de que o aumento do
suporte reduz a variabilidade de forma semelhante ao que aconteceria com o aumento
da precisdo das observacbes. O fator de ajuste, necessario para a transformacao
através do modelo gaussiano discreto (MATHERON, 1976; ZAGAYEVSKIY; DEUTSCH,
2011), é inferido em funcdo do erroo de amostragem médio e o esperado que seja a

variancia do fenomeno real:



o? 18
Fator de ajuste =1 - —yz(erro)(.) (18)

OYreaI ()

ii. Realizagdes nao-condicionais sao simuladas em todas as posicdes amostradas. Cada
valor gaussiano simulado y'kreai(Ui) é perturbado por erros sorteados a partir de N{0,
Oky (erro)(U) }. Como Var{Yiobs(.)} - 0%y (erro)(-) = Var{Ykreal.)}, a varidncia do fen6meno real
Yireal(.) € testada e atualizada até gerar um conjunto de valores gaussianos y« rea(u)
(Figura 18a) que, quando perturbado por N{0,0ky(erro)(u)} resulte em uma distribuicdo
semelhante a distribuicdo ykops(u) (Figura 18b). A semelhanca é objetivamente medida
pela varidncia, distribuicdo/forma de histograma, assimetria, valores minimos e

maximos das duas distribuicdes.

A tabela de transformacdo das unidades originais para gaussianas é, entao, usada para
retrotransformar os valores gaussianos simulados para as unidades originais. No exemplo
apresentando na Figura 18, as observacdes iniciais tém uma distribuicdo log-normal com
média de 1.78, desvio padrdo de 0.97, assimetria de 0.86, e valores minimos e maximos de
0.21 e 4.69, respectivamente, e um erro absoluto é oerro(.) = 0.37. A figura ilustra as etapas
iniciais (A.1), intermedidrias (B.1) e finais (C.1) (linha azul) do processo de otimizacdo, em
gue o modelo inferido é testado e ajustado até coincidir com a distribuicdo inicial dos
valores zi obs(u).

A verdadeira distribuicdo é indisponivel em problemas reais, e, portanto, a otimizacao
é feita em relagao a CDF ajustada aos dados. No entanto, a CDF do fenbmeno real que a ser
inferido é disponivel nessa sintética como referéncia. A distribuicdo ajustada aos dados
(linha vermelha, apresentada nas Figuras A.1, B.1 e C.1) é tracada nas mesmas trés etapas

da otimizacdo em relacdo a verdadeira distribuicio em A.2, B.2 e C.2.
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Figura 18 - Comparagao entre distribuicao real e estimada
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Comparacdo entre a mesma distribuicdo inicial (linha vermelha) e a distribuicdo simulada (linha azul) nas
etapas: inicial (A.1), intermediaria (B.1) e etapas finais (C.1) do processo de otimiza¢do. A associac¢do real entre
a distribui¢do real e a simulada antes da adi¢do de erros é desconhecida em problemas reais, mas na mesma
ordem, as figuras (A.2), (B.2) e (C.2) comparam a estimativa simulada y'« resi(u) com a distribuicdo dos valores
reais (linha azul).

Nessa secao, foi possivel definir as estatisticas do fendmeno real que sdo necessarias
para gerar simula¢Oes estocasticas. O modelo de corregionalizacdo, que é definido
automaticamente quando os erros associados as observa¢des sdao conhecidos, sendo

apenas necessaria a modelagem do covariograma dos dados.

3.6 SIMULAGAO NA PRESENCA DE ERROS

No primeiro passo do fluxo proposto, as observacdes devem ser substituidas por
simulacGes assumidas como hard data. Para tal, a CoK é empregada para estimar a CCDF
nas posi¢cdes amostradas através do valor colocalizado, das observag¢des da vizinhanca e os
hard data previamente simulados. A covariancia espacial entre cada um desses pares é
estimada através da Equacdo 16, que possibilita medir a degradacao da informacao entre
um par de nds em fungdo tanto da distancia quanto do erro amostral associado a cada um.
O erro associado a cada observacao deve ser previamente inferido, enquanto que

realizacGes de hard data sdo assumidas como isentas de erro.
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O formalismo original da CoK (MARECHAL, 1970) condiciona os pesos atribuidos a hard
data a somarem um e soma zero aos pesos atribuidos aos soft data, o que traz consigo dois
pontos de atengao

e condicionar a soma dos pesos dos soft data a 0 tende a limitar severamente a
influéncia dos soft data (GOOVAERTS, 1998);

e condicionar a soma dos pesos dos hard data a 1 sé é possivel quando ha ao menos
uma observacdo desse tipo. A rotina de simulacdo de banco de dados faz com que em
diversas vezes, haja apenas soft data em uma dada vizinhanga.

Sob a condigdo assumida neste trabalho de que o erro de amostragem nao é enviesado,
E{e(u)} = 0, a restricdo acima apresentada é substituida por uma segunda em que o total
dos pesos é condicionado a somar um. No APENDICE 1 — ESTIMANDO A CDF ATRAVES DE
DADOS COM VIES), é apresentado outras duas situacdes possiveis do erro, que é a de erros
com viés quando este é conhecido ou desconhecido.

A estimativa utiliza as observacdes colocalizadas, ndo-colocalizados e os valores
previamente simulados. A CDF local é empregada para a simula¢do através de SGS ou outro
método sequencial. A Figura 19 mostra quatro etapas na substituicdo das observacdes

(indicados pela cor rosa) por hard data simulados (indicados pela cor azul).



Figura 19 — Esquema do sistema de CoK com a substituicao das observagoes
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Esquema do sistema de CoK para estimativa das CCDF na simulag¢do do banco de dados. O sistema é composto
pelos variogramas diretos e cruzados entre as observagdes (indice obs) e o fendmeno real (indice true). A
diagonal (i = j) entre as observag¢des é preenchida pelos erros associados aos dados individuais.

A variacdo entre realizagdes em um né amostrado é controlada pelo erro associado a
observacdo. Quanto maior o erro associado, menos redundantes sdo as observacées nao
colocalizados na vizinhancga e os valores previamente simulados. A Figura 20 mostra graficos
de dispers3o entre os valores simulados ztreq(u) de uma realizacdo e a observacdo inicial
Zobs(U) que ele a substituiu. O grafico mostra a dispersdo para dados com diferentes niveis
de erros o%.mro(u) e apresenta a correlagdo Pexpec €sperada em funcdo do erro adicionado, e

Pmeas € a correlacdo efetivamente medida.
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Figura 4 — Grafico de dispersao entre observagoes e valores simulados
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Abaixo, é discutido mais detalhadamente a relagdo entre a variancia de krigagem e o
espaco de incerteza da simulacdo em um nd estimado e o comportamento da CoK com o
modelo de corregionalizacdo ajustado em func¢do dos erros associados as amostras na

vizinhanca de cada né a ser estimado tanto em casos normais quando nas situagdes limite.

A correlagdo pops entre uma observagdo e o fendbmeno real na mesma posicao é uma
funcdo do erro amostral associado a cada observacdo (Equacdo 23). Goovaerts (1997)
mostra que o peso de co-krigagem atribuido a soft data A, r; € proporcional a correlagdo
Pobs- Quando a correlacdo é alta, as estimativas tém maior influéncia dos soft data. Essa
influéncia é controlada pela atribuicdo dos pesos de krigagem Ajqrq € Agoft-
No formalismo da krigagem, o cdlculo do peso é condicionado a gerar estimativas ndao
enviesadas e minimizar o desvio quadratico {Z*(u) — Z(u)}?, de forma a obtermos o BLUE
(best linear unbiased estimator). A variancia de krigagem resultante é utilizada para definir
a variancia da CCDF local centrada em Z*(u) pelos algoritmos de simulacdo sequencial.
Considerando a simulacdo de novos valores em locais jd amostrados u, temos duas
situagdes limite:
1. o%ero(u) =0 e pobs = 1: todas as realizacdes em uma posicdo amostrada reproduzem
o valor observado;

2. 0%ero(u) >= 0%0ps(.): quando o erro associado a uma observacdo colocalizada é maior
gue a variancia a priori dos dados, essa observacdo ndo adiciona qualquer
informacdo na estimativa da CCDF, sendo, entdo, equivalente a auséncia de dados

nesta posicao;
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3. 0 < 0%ro(u) < 0%ps(.): Nos casos em que o erro associado a observagdo é maior que
zero, mas menor que a variancia a priori dos dados, o modelo de correlagao espacial
pode ser atualizado em cada posi¢do, assegurando a pesos de krigagem A;4.q €
Asofe que minimizem o erro de estimativa da CCDF. Essa solugdo € um avango a
COK, que, ao agrupar as observacoes em subgrupos, leva ao uso de pops médios que
aumentam o erro de estimativa ao nao considerar os erros individuais de cada
amostra.

Portanto, a CoK empregando o modelo de covaridancia espacial apresentando na
Equagdo 16, para estimar a CDF nas posigdes amostradas, garante valores consistentes
tanto nas situagdes limites de auséncia ou erros altos quanto a estimativa com menor erro

de estimativa nos casos intermedidrios.

Na secdo seguinte, serd apresentando um exemplo da aplicagdo do método, em que
sdo adicionados erros a um banco sintético e, entdo, comparado o desempenho do
algoritmo apresentado com alternativas e o quanto elas se aproximam do modelo de

referéncia, extensivamente amostrado e sem a presenca de erros.

3.7 EXEMPLO 3 — SIMULANDO O FENOMENO REAL ATRAVES DE AMOSTRAS COM
ERROS

Este estudo de caso ilustra o método proposto. Ele usa o banco de dados Walker Lake,
composto por 78.000 dados bidimensionais (Figura 21a) em uma malha regular 1x1 m ao
longo de uma drea de 280x300m (ISAAKS; SRIVASTAVA 1989). Do banco original, é derivado
uma versao composta por 470 observacbes de V (ppm) em uma area, sendo 195
observagdes em uma malha pseudo-regular de 20x20m que imita uma malha de
médio/longo prazo em um depdsito mineral e 275 amostras em malha 5x5 m em éreas de
alto teor, imitando uma malha de adensamento de grade control (Figura 21b). Os dados
foram aleatoriamente divididos em cinco subgrupos Figura 21c) e os valores originais de
originais de cada subconjunto foram perturbados por erros espacialmente heterogéneos,
tirados de N{zops(u), Zobs(u)*€}, onde € varia entre as amostras de 2%, 5%, 15%, 20% e 30%,
imitando uma area de interesse que foi amostrada utilizando cinco métodos diferentes de

amostragem, resultando em um Unico banco de dados com dados de diferentes qualidades.



A distribuicdo entre os erros é aleatdria no espaco. Uma Unica tiragem de erros foi realizada,
chegando a um Unico banco de dados inicial com erros, o que é a situagdo comum de casos
reais.

Figura 21 — Mapas de Walker Lake dos valores originais e perturbados
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A) Mapa exaustivo. B) localizagdo das amostras. C) Mapa de erros de associados a cada amostra.
Histogramas dos dados desagrupados D) sem. E) com erros.

A abordagem proposta utiliza o conjunto de dados redimensionado com erro (Figura
21e) para simular 100 realizagdes em uma malha 1 x 1 m que sao, entdo, combinadas em
blocos de 10 x 10 m. A Figura 22 mostra em detalhe as estatisticas de 5 bancos de dados
dos 100 que foram simulados, considerando os valores iniciais com erros (de 2% a 30%) e o
erro associado a cada um (Figura 21). E demonstrada a dispersdo entre os valores de hard
data simulados pareados com os valores iniciais, o coeficiente de correlacdo dessas relacdes
varia entre 0.93 e 0.95, valores consistentes com o erro médio dos dados que é de 0.079. A
dispersao entorno da linha x = y aumenta com o aumento dos teores, o que é esperado ja
gue os erros sdo proporcionais a eles. Da mesma forma, as distribuicdes de hard data
tiveram um desvio padrao de 0.92, demonstrado nos seus respectivos histogramas. Os
variogramas estandardizados honram o alcance e variograma do modelo ajustado aos
dados originais, sem a adicdo de erros (linhas verticais). A figura também mostra o mapa

dos valores simulados nas posi¢cdes das amostras inicias e, por fim, os mapas do grid 1x1m
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qgue foram simulados, cada um condicionado a honrar um desses diferentes bancos de

dados.

Figura 22 — Estatisticas dos bancos de dados simulados
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experimental das 100 realizacdes ao longo da maior e menor continuidade,
respectivamente. Além disso, é apresentada a comparagao entre a distribuicdo gaussiana
dessas mesmas 100 realiza¢des (linha cinza) em relacdo a distribuicdo desagrupada dos
dados iniciais (linha vermelha). Ambas as figuras mostram uma reprodugdo dentro do
esperado na reproducdo das estatisticas condicionais inferidas do fenédmeno real de
interesse.

Figura 23 — Variograma e CDF das realizacdes simuladas pelo método proposto
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A) Variograma ajustado aos dados Gaussianos na direcdo de maior (tracejado vermelho) e menor continuidade
(tracejado azul) em relacdo ao modelo do comportamento do variograma sem a influéncia de erros (preto).
As linhas finas vermelhas e azuis correspondem ao variograma experimental das 100 realizagdes ao longo da
maior e menor continuidade, respectivamente. B) Distribuicdo das 100 realizagdes (cinza) em relagdo a
distribui¢do do fendmeno real (vermelho) e do banco de dados inicial apds o desagrupamento (preto).

Os resultados da metodologia proposta sdo comparados aos seguintes métodos:

e Os modelos gerados por SGS convencional, ignorando o erro de amostragem
associado aos dados utilizados (Figura 21d), e prosseguindo por (i) transformando
observacOes para unidades gaussianas, (ii) ajuste do variograma aos dados, (iii)
simulacdo de 100 realizagGes e, (iv) retro transformacdo dos valores simulados para
suas unidades originais.

e Modelo exaustivo, em que os valores do bloco sdo gerados pela média local do
conjunto de dados exaustivos originais (malha 1 x 1 m) e assumidos como o valor
real de cada bloco para avaliar a precisdo das abordagens testadas.

e Modelo de referéncia, em que o banco de dados inicial sem erro é empregado para
simular 100 realizacdes. O uso de dados sem erros torna correto assumir as
realizacGes geradas como equiprovaveis ao fendbmeno real e seu espaco de incerteza

como correto.
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Os modelos sdo comparados quantitativamente em termos das estatisticas de cada
realizacdo, sua média (E-type) e a variancia das realizagdes em cada bloco (Tabela 2). A
Figura 1 (p. 16) é uma segdo norte-sul ao longo x = 5 m entre realizagGes das abordagens
propostas e convencionais. O método proposto tem uma menor variabilidade global, ndo
honram os valores observados e tem um comportamento geral mais proximo do modelo de
referéncia (linha preta).

Tabela 2 - Resumo do comparativo entre abordagens

E-Type Realizag¢0es individuais
Modelo Vppm S.Dev. cv Coef. Corr. S.Dev. cv Média
Etype (Etype x exaustivo) das 100 realiz. (Coef.Corr. x exaustivo)
Mod. proposto  313.5 1719 0.55 0.84 239 0.76 0.57
Mod. convenc. 349.8 185.8 0.53 0.85 323.2 0.92 0.61
Mod. referéncia 326.8 195 0.60 0.88 296 0.91 0.67
Mod. Exaustivo 295.4 2215 0.75 1.00 221.5 0.75 1.00

Os modelos E-type sdo comparativos da estatistica da média das 100 realiza¢des. As "realizagGes individuais"
mostram faz a média das estatisticas de cada realizagdo individual em comparagdo com o conjunto de dados
exaustivos. Os coeficientes de correlagdo sdo os valores da realizagdo individual ou do E-type contra o modelo
exaustivo. Ou seja, as estatisticas com o cabegalho “E-type” é a estatistica da média das realizagdes, enquanto
que o “realizagGes individuais” é a média das estatisticas das realizagdes individuais.

E interessante considerar na andlise da Tabela 2 que a reducdo da variabilidade em
relacdo a variabilidade do banco de dados ndao pode ser entendida simplesmente como
suavizacdo, visto que o objetivo do método é a reproducdo da variabilidade real do
fenbmeno, dada pelas estatisticas do modelo exaustivo.

O método proposto tem menor precisdo do que o método convencional, indicado pela
maior dispersao em torno da linha X =Y e menor correlagao (Figura 24). A linha verde e
vermelha de cada grafico corresponde a regressao entre o método proposto e valores de
referéncia (modelo de referéncia ou modelo exaustivo). A reta e as estatisticas em vermelho
correspondem as regressdes condicionadas a passarem pela origem, enquanto que aretae
estatisticas verdes correspondem a um modelo sem qualquer restricdo imposta para o
ajuste da reta.

Sendo a reta de regressdo entre o valor de referéncia e o estimado, dada pela equacao
y =xa + b, ainclinacdo da reta, “b” é uma métrica comumente utilizada para diagnosticar o
viés condicional global, onde um valor de “b” préximo de um é indica uma sobre estimativa
em quantidade adequada. A figura 24 possibilita diversas conclusdes sobre a comparacao

entre o método convencional e o proposto:



e No método convencional, a regressado é gerada condicionado que a = 0 (estatisticas
e reta em vermelho, Figura 24B e Figura 24D). Nesse cenario, temos b > 1, indicando
que o modelo tende a superestimar levemente a variancia do modelo de referéncia,
0 que é esperado visto as realizacdes serem condicionadas a honrar um
covariograma e distribuicdo com variancias que combinam a variabilidade real com
a do processo de amostragem, e portanto, superestimadas. E interessante lembrar
que o E-type é uma estatistica suavizada, sendo esperado que as realizacbes
individuais tenham um “b” ainda maior do que 1;

e No método proposto, a regressdao condicionada passar pela origem (estatisticas e
reta em vermelho, Figura 24A e Figura 24C), ainclinacdo é 0.95 > b > 0.90, indicando

uma suavizac¢ao que é esperado para a estatistica E-type;

Ao gerar retas de regressao onde o parametro “a” ndo é mais condicionado a ser
zero, o seu valor é um indicador o viés nas faixas de baixo teor. Tanto comparando com
o modelo de referéncia quanto ao modelo exaustivo, o método proposto apresenta um
viés em baixos teores menor do que o método convencional. Ou seja, a suaviza¢do do

método convencional tende a superestimar os baixos teores.

Figura 24 — Dispersao entre os valores das abordagens e dos valores de referéncia
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Grafico de dispersdo entre o E-Type do modelo de referéncia e o A) método proposto ou B) método
convencional. Comparativo do modelo exaustivo e o C) método proposto ou D) método convencional. As
estatisticas e retas y = xb + a em verde e vermelho correspondem, respectivamente, a regressao ajustada com
e sem a restricdo de que a = 0.

Outra andlise para o entendimento da relacdo entre o método proposto e o
convencional é o coeficiente de variagdo (CV) e o coeficiente de correlacdo entre o E-type,
onde a abordagem proposta mostra uma melhor reproducdo das caracteristicas do

fenémeno real (Figura 25).

56



As realizacdes de referéncia e do modelo proposto apresentam teores médios muito
semelhantes, enquanto as realizagdes convencionais apresentam maior média, resultante
de sua maior sensibilidade aos valores extremos/outliers, ja que n3o foi utilizado etapa de
capping (Figura 25a) As realizagdes simuladas pela abordagem proposta tém menos
variancia entre suas realizagdes individuais porque sdo limitadas para honrar o erro de
amostragem associado a cada observagao em vez de honrar o valor exatamente observado
(Figura 25b). Na Figura 25C e Figura 25D, o coeficiente de correlagdo entre blocos simulados
e o E-type do modelo ou entre os blocos simulados e a média do bloco real (média dos
dados exaustivos), respectivamente. Esses resultados indicam que o espalhamento das

realizacGes em torno do E-type é semelhante entre o modelo de referéncia e o proposto.

Figura 25 — Boxplot dos valores das abordagens e de referéncia
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Boxplot de realizagGes simuladas pelo método proposto, abordagem convencional e modelo de referéncia. A)
teor médio de V, B) desvio padrdo do teor V, C) coeficiente de correlagdo de cada bloco nas realizagdes e o E-
type médio de todas as realizacGes; D) correlacdo dos valores de cada realizagdo e do E-type do modelo de
referéncia.

As estatisticas e graficos acima apresentam um comportamento global dos métodos
analisados. A Figura 26 apresenta um método grafico para comparar percentis de 5% a 95%
(eixo x) com o seu correspondente teor (eixo y). Ao plotar o ponto (x, y) de diferentes
modelos, uma maior semelhanca entre duas distribuicdes em um percentil é indicada pela

menor distancia vertical entre tais pontos.
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A Figura 26 apresenta diferentes combinagdes dos resultados obtidos, como forma de
facilitar a comparagao das realizacdes e o E-type do método proposto (Figura 26a), modelo
convencional (Figura 26b) com o modelo exaustivo e modelo de referéncia. A Figura 26¢
apresenta todos esses dados combinados e, por Ultimo a Figura 26d apresenta apenas os E-
type dos modelos e 0 modelo exaustivo.

Na Figura 264, as realizagdes do método proposto (circulos pretos vazios) se distribuem
entorno, ou préoximo, aos valores do modelo exaustivo (reta continua), sendo este assumida
como o valor real do processo V. Isso mostra a capacidade do método proposto de gerar
realizagbes que honram a distribuicdao do fendmeno de real, mesmo que na presenca de
dados com erros. A relagdo entre teor e percentil do E-type do modelo proposto (circulos
cheios de cor cinza) indicam a suavizacao esperada ao fazer a média das realiza¢bes, mas
ainda sim, eles se mantem extremamente proximos do modelo E-type de referéncia
(circulos cheios de cor vermelha).

Na Figura 26b, as realizacbes do método convencional (circulos laranja vazios) se
mantem acima do modelo exaustivo (reta continua), indicando um viés sistematico ao longo
de todos percentis. A relacdo entre teor e percentil do modelo convencional (circulos cheios
de cor laranja) indica viés, do percentil 5% a até o 75%, em relagdo ao E-type do modelo de
referéncia (circulos cheios de cor vermelha)

As Figuras 26¢ e 26d possibilitam analisar o comportamento dos dois modelos em
relacdo ao modelo exaustivo e ao de referéncia, mostrando que tanto globalmente quanto
em diferentes percentis o método proposto apresenta uma melhor reproducdo da

distribuicdao do fendbmeno de interesse.

Figura 26— Comparacgéo entre Percentis de teores (v ppm) entre modelos
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Comparativo dos percentis de 5% a 95% (eixo x) com o seu correspondente teor (eixo y) para as realizagdes
individuais e modelo E-type do método A) proposto, B) convencional, C) ambos combinados e para facilidade
de leitura, D) apenas os E-type. Em todos, os métodos sdo comparados como a distribuicdo dos dados
exaustivos e o E-type do modelo de referéncia.

Os mapas de E-type (Figura 27) sdo muito semelhantes, o que é corroborado por sua
correlacdo com os dados exaustivos (Tabela 2). Os mapas CV da abordagem convencional e
o modelo de referéncia ighoram o erro amostral e sdo controlados pela densidade de dados
e variabilidade dos valores locais. Pequenas diferencas entre eles vém do uso de diferentes
modelos de variogramas e as observa¢des sem e com erros, respectivamente, a Figura 27d
e Figura 27e.

O mapa de CV da abordagem proposta é influenciado pela densidade de dados locais
(os valores mais baixos de CV estdo em areas densamente amostradas) e pelo erro amostral
de cada observacado. As realizagdes tém menor desvio padrdo devido a serem condicionadas

a variogramas e histogramas com menor variabilidade (Figura 25B). A variabilidade dentro
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das realizagcdes do método proposto é maior do que a da abordagem convencional, pois sdo
condicionadas a bancos de dados diferentes. A variabilidade dentro das realizagdes é

amplificada em areas menos amostradas e/ou em que as observagdes tém grandes erros.

Figura 27 — E-type e mapas de coeficiente de variagao (CV)
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E-type e mapas de coeficiente de variagdo (CV) para a abordagem propostas e a convencional utilizando dados
com erros. O modelo de referéncia é simulado empregando os dados sem a adi¢do de erros.

Os resultados apresentados sdo condizentes com a teoria, em que a incerteza e valores
do modelo gerados pelo método proposto sdo funcdo: do erro associado a observacao, da
quantidade de dados e da distancia da observacdo ao ndé a ser simulado - o que sdo
caracteristicas condizentes com o esperado na realidade. Os resultados da abordagem
proposta sdo mais proximos da variancia, distribuicdo e do teor global de referéncia. Eles
também mostram melhor reproducao da incerteza local e global. A precisdo local de ambos

os métodos é equivalente.
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4 SIMULAGAO NA PRESENGA DE ERROS: CASO MULTIVARIADO

Esta se¢cdo estende a teoria apresentada nas segdes anteriores para o caso
multivariado, em que cada amostra pode ser analisada para mais de 50 varidveis. As
informacgdes de interesse ndo sdo apenas os valores individuais de cada observacdo, mas
também a estrutura de correlagdo entre eles. Portanto, através das observagbes e seus
erros, é necessario inferir o variograma e o histograma de cada fenbmeno e, também, a
estrutura de correlagdao entre as variaveis.

A ocorréncia de erros compartilhados estd relacionada, principalmente, a varidveis
associadas a minerais que sao afetados de forma semelhante em um determinado processo
de segregacao durante a delimitacao, extracdo, prepara¢ao ou etapas de subamostragem,
gerando erros correlacionados. O entendimento de erros correlacionados entre as
observagdes de diferentes varidveis é fundamental para a correta inferéncia do fendbmeno
real. Detalhado levantamento bibliografico ndo encontrou nenhuma discussdo na literatura

geoestatistica sobre observagdes que sdo afetadas por erros compartilhados.

4.1 ESTENDENDO O MODELO DE ERROS PARA O CASO MULTIVARIADO

No caso multivariado, o erro associado as observac¢des de diferentes varidveis pode ser
correlacionado. Na presenca de erros que sejam independentes entre variaveis, quao maior
o erro, menor a correlacdo medida através das observacdes. Na presenca de erros
correlacionados, a correlagao e covariancia medida pelas observa¢des pode superestimar a
associacdo real entre os fendbmenos de interesse. Ignorar a proporcdo de erros
compartilhados e assumir as estatisticas observadas como corretas pode induzir a
estimativas erradas.

No Apéndice 2 (estimando as componentes proporcionais e independentes de erro),
sdo apresentadas discussdes sobre solu¢des para a estimativa de cada componente dos
erros no caso multivariado. A hipdtese da ocorréncia de erros compartilhados é plausivel e
matematicamente desenvolvida nesta se¢do, mas o tema carece de mais aprofundamentos
em relacdo a rotinas laboratoriais para determinar as suas componentes.

O erro correlacionado é o produto de fontes de erro que afetem de forma semelhante
mais de uma varidvel. Uma amostra incorretamente coletada introduz a falta de

equiprobabilidade na amostragem, fazendo com que haja um viés na chance de amostrar



um dado elemento. A ocorréncia de erros compartilhados esta relacionada, principalmente,
a variaveis associadas a minerais que sdo afetados de forma semelhante em um
determinado processo de segregacdo durante a delimitacdo, extracdo, preparacdo ou
subamostragem.

A Figura 28 ilustra quatro niveis diferentes de associagao fisica entre duas varidveis. Na
Figura 28A ambas as varidveis estdao associadas a mesma estrutura mineral e, portanto, seus
erros de amostragem sdao compartilhados em qualquer escala e granulometria. A Figura 28B
e a Figura 28C ilustram niveis de associag¢do intermediarios, e a Figura 28D, o caso que ha

independéncia fisica entre os minerais que portam os elementos de interesse.

Figura 28 - Quatro niveis diferentes de associa¢ao entre os elementos
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llustracdo de quatro niveis diferentes de associagdo entre os elementos A (vermelho) e B (verde). Na Figura A)
ambos os elementos compartilham a mesma estrutura de montagem mineral e, portanto, seus erros de
amostragem sdo compartilhados em qualquer escala e granulometria. Figura D) ilustra a independéncia
completa entre os minerais e, em seguida, o erro compartilhado pode ser causado apenas por propriedades
semelhantes que levam a segregagdo semelhante. Os nimeros B) e C) ilustram associa¢des intermediarias.

Exemplos de propriedades que podem introduzir viés simultaneamente a duas ou mais
varidveis: (i) forma e densidade; (ii) propriedades magnéticas; (iii) propriedades
eletrostaticas de constituintes liberados, como flocos minusculos de biotita; (iv) teor de
umidade e/ou capacidade de absorg¢do de agua; (v) minerais aderindo de forma diferente
as paredes de uma caixa de armazenamento ou com angulo diferente de repouso etc.
(PITARD, 1993).

O exemplo a seguir ilustra uma correlagao observada das amostras tomadas de um lote
altamente segregado que mostra como a associacdao medida entre duas varidveis pode ser

diferente da real.
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4.2 EXEMPLO 4 - OCORRENCIA DE ERROS COMPARTILHADOS-CONCEITUAL

Neste exemplo, analisamos a relagdo entre dois minerais com forma de flocos
(vermelho e verde) que sejam, em seu estado de homogeneidade inicial, espacialmente
independentes um do outro (Figura 29a). As trés areas tracejadas (I, Il e Ill) sdo amostras

diretamente coletadas do lote ndo homogeneizado (Figura 29b).

Figura 29 - Esquema do efeito de segregacdo na associagdao medida
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Lote composto de minerais de ganga (cinza) e dois tipos de minerais micaceos em a) sua organiza¢do original
in situ, aleatoriamente distribuidos; b) o lote altamente segregado e com trés amostras delimitadas (quadrados
tracejados); ¢) uma regressdo ajustada a proporgdo dos dois minerais nas trés amostras delimitadas.

Os minerais em cada amostra estdao simultaneamente acima ou abaixo da proporgao
global do lote, o processo de segregacao cria uma correlacdo falsa. Neste caso, avaliar o
erro que surge do processo de segregacao e remové-lo de cada variavel ndo é suficiente
para estimar a correlacdo real entre as varidveis. SO é possivel fazé-la se a presenca de um

erro compartilhado fosse levada em conta.

4.2.1 Modelo matematico para erros compartilhados

No caso multivariado, hd m = 1,., M componentes de erros, onde o erro total Mota € a
combinacdao dos erros proporcionais M e 0s absolutos Mgps. A tabela de valores indim
(Figura 30) indica quais variaveis K sdo afetadas (marcadas com nimero 1) pela componente
M de uma dada fonte de erros. Quando indxm = 1 para apenas uma variavel K, apenas esta
¢é afetada por essa fonte de erro. Quando as linhas correspondentes a duas ou mais variaveis
K tem em uma dada coluna M o valor de indgm = 1, esta componente de erro é

compartilhada entre elas (Figura 30).
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Figura 30 - Esquema da matriz das componentes associadas a cada elemento

1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0
2 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1
Ind.,= 3 1 0 0 1 0 0 1 0 1 (
0 0 0 1 1 | 0 0 0 1
K 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0

Esquema da matriz Indi,m que mostra quais varidveis K sdo afetadas por quais componentes do Mrotai, divididos
em erros proporcionais ao teor Mre (retangulo verde) e erros ndo correlacionados com Mass (retangulo
amarelo).

A magnitude do erro de uma dada fonte M é o produto de indxm = 1 multiplicada pela
magnitude da Bm, conforme presente na matriz b, (Figura 30 e Figura 31). Por exemplo,
dada uma componente de erro m = 1, com magnitude B1 = 2 e que sdo compartilhadas pelas
variaveisK=1e 3, temos: b1,1=1*B1=2,b;,1=0*B1=2, b3,1=1*B1=0. A soma dos quadrados
de todos os componentes de uma Unica linha é a variancia total do erro associada a variavel

K, portanto, no exemplo apresentando, a contribuiciode K=1,2e3éde22+0%+22=8

Figura 31 - Exemplo da matriz das componentes associadas a cada elemento

m=1 m=2 m=3 m=.. m=Mu m=(Mg+1) m=(M,+2) m=(Mg+3) m=.. m=Myu
1 1.B, 0.B; 1.8, 0.8 0.Byy 1.B, 1 1.B,.42 0.B,.43 1.8 0.Bayy
2| 0.B 1.B; 0.B3 0.B._. 1.Byy 0.Bi1 1.B,.42 0.8, 3 0.B._. 1.Bays
b= 3| 1B, 0.By 0.B 1.8 0.By 0.8t 1.B,42 0.B,43 1.8 0.Bayy
.| 0.B 0.B, 0.B; 1.8 1.By 1.Byi 0.Byny2 0.Bynys 0.B.. 1.Boyy
K\ 1.B, 1.8, 0.B3 0.8 1.8y 0.8 0.8, 42 1.B,,,3 1.8 0.Bayy

Exemplo da matriz bxm onde cada célula é o produto de um indicador indxm com valor de 0 ou 1 que indica
quais variaveis K sdo afetadas por cada componente do erro M a magnitude Bm relacionados a cada um desses
esses indicadores. Os componentes sdo divididos em componentes relativos ao teor My, € erros
independentes Maps.

O modelo de erros (Equacdo 1) é estendido a um modelo que lida com multiplos
componentes de erro independentes e compartilhados (m = 1,...,M). O modelo considera
que cada observacdo é afetada por erros que variam devido ao (i) tipo de varidvel (k =

1,...,K), (ii) localizagao u, e (iii) o tipo de erro, sendo eles correlacionados ou independentes

do teor.
Mrel. Miotal (19)
Zk,obs (ll)= Zk,rea](u) + Zk,rea](u) Z bk,m Xm (ll) + Z l:)k,m Xm (U)
m=1 M=M g +1
Erros relativos Erros Abs.

O desvio entre zxrea(U) € 0s valores ziobs(U) OU z206s(u) resulta de erros absolutos e

proporcionais ao teor. Quando uma determinada fonte de erro é compartilhada entre as

m=1 m=2 m=3 m=.. m=M, m=(Mg,g+1) m=(M,y+2) m=(Mg+3) m=.. m=Muyu
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observacdes de varidveis K, o mesmo erro vindo da componente Xm(u)bxm € compartilhado
entre eles. Todos os componentes bgm, de qualquer conjunto de varidveis, K podem ser
agrupados nas seguintes componentes: erro proporcional ao teor e compartilhado (D, e ndo
compartilhado (C«), bem como erros independentes sdao compartilhados (B) e nao
compartilhados (A):

zk,obs= zk,rea/ + Akxl + BX3 + Zreal{ckxz + DX4} (20)

erros indep. do teor Erro prop. ao teor

A Equacdo 20 é uma generalizacdo dos modelos anteriores, abrangendo casos como o
de observagdes afetadas apenas por erros aditivos (Cx = D = 0) ou erros multiplicativos (A«
= B =0) ou combinacdes entre eles. O modelo da Equacdo 1 é um caso especifico em que o

erro entre varidveis é independente um do outro (Ax= Cx = 0).

4.2.2 Inferindo a estrutura de correlagdo real através de dados com erros
correlacionados

Depois de definir o modelo generalizado de erros, agora discutimos como inferir as
estatisticas do fendbmeno real através das observagées. A variancia da Equagdo 2 combina
a amostragem e erros analiticos mais a variancia do fenbmeno real:

Var{Zq ops} = A + B? +Var{Z, ;o }(1 + C? + D?) (21)

A CoV{Z; reqr» Z5 reqi} POde ser estimada a partir de observagdes em um determinado
dominio, sendo relevante para o entendimento do caso multivariado. Utilizando a
propriedade de bilineariedade (Equacdo 12) e a mesma notacdo simplificada para a
covariancia, chegamos a seguinte equivaléncia entre a covariancia real e a ajustadas a

observac¢des com erros (Equacgdo 22):

Prova 2:

COV{Zl,truelZZ,true} = [Z1,06s — A1X11 — BX3 — Z14ueCiX12 — Zatrue D X4y 2y ops — A2 X5 1 — BX3 —
ZZ,trueCZXZ,Z - ZZ,trueDX4]

=[Zl,obs' ZZ,obs]' [Zl,obs'AZXZ,l] - [Zl,obs' BX3] - [Zl,obs' ZZ,true C2X2,2] - [Zl,obs' ZZ,trueDX4]
[A1X1,1) 2y ops ]+ [A1X 11, Ax X5 1] + [A1 X1 1, BX3] + [A1X 11, 25 40 C2 X201 +
[A1X1,1, 25 1rue DX 4]
[BX3,2Z5 0051+ [BX3, A2 X5 1] + [BX3, BX3] + [BX3, 25 4rue C2 X2 2] + [BX3, 25 true DX4]
(21 true C1X1,2) 23,0051+ [21,true C1K1,2) A2 X5 1] + [21 4r0e €1 X1,2, BX3] +
[Z1,true C1X1,2, 23, true €2 X2,2] + [Z1,4rue C1X1,2, 22 true DX 4] (21 true D Xas Z3 0051+ (21 4rue DX s, A2 X511 +
[Zl,trueDX4-t BX3] + [Zl,trueDX4—' ZZ,trueCZXZ,Z] + [Zl,trueDth—' ZZ,trueDX4]
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Isolando as constantes baseado em Cov{aX,Y} = aCov{X,Y}:

=[Z1,0bss Z2,0bs]- Az [Z1,00s) X2,1] - BlZ1,0bs) X31 = C2[Z1,0bs) Za trueX2,2] - D (21,005 Z2true X4l

Ay [X11, 2y 0ps]+ A1Az (K11, X21] +A1B [X11, X3] #4105 (X111, 2y rie X22] + A1 DX 11, Z; rue X4l
-B[X3,Z, 0ps ]+ BA3[X3, X, 1] + B2 [X3, X3] + BC, [X3,Z, 1y X 5] + BD[X3, Z, e X4
-C1 [Z1tr0eX1,2) Laobs)* C1 A [Zy4rueX 1,2, X21] + €1 BlZy true X1,2, X3] +

Cl C2 [Zl,trueXLZ' ZZ,trueXZ,Z] +Cl D [Zl,trueXLZ' ZZ,trueX4]
-D [Zl,trueX4' zZ,obs]+ DAZ [zl,trueX4' X2,1] + DB[Zl,trueX41X3] + DCZ [Zl,trueX4: ZZ,trueXZ,Z] +
Dz[zl,trueX4' ZZ,trueX4]

Na préxima etapa, eliminamos todos locais onde Cov{X,Y} =0
=[Zl obs’ Z2 obs] 'AZ‘[ZJ—_GE_XH} B‘EZJ:_QS_XB‘]' CZ [Zl obs» ZZ trueXZ 2] D [Zl obs’ ZZ trueX4-]
At Zrestt- A X X+ A B e+ AL G T X - AP P e Xl
BIX 3 Zy - BA X 3 X+ B [X 5, X3]+-BEy X3 2y X o+ BB - 27 ¥ ]
-Cy (21 trueX1,2) 2, obs 1+ Cx-Az e X Ko+ Cx B rmue X X3l +
€102 trueX120 2o trueX 2,21 +C1 D [Z1 4100 X1,2 23 true X4l

-D [Zl,trueX4' ZZ,obs]+ DAZ‘['Z'F,WXWT*H']'*'DB{'ZEWHTXZF} + DCZ [Zl,trueX4' ZZ,trueX2,2] +
Dz[zl,trueth Zz,trueX4-]

O que nos leva a:
=[Z1,0bs Z2,005]- €z 2ressrZrmmXzr—D s Zame®al + B? (X3, X3] -6-timme¥araosst+

et trmm e e P st o frmme - P m 2ront + P62
{'mel‘zlitmxﬂ]"" D? [Zl trueX4—' ZZ trueX4-]

Tratando o ultimo termo, temos que:
Cov{ab,ac}=E[a%bc]-E[ab]E[ac]=E[a?]E[b]E[c]-E[a]?E[b]E[c]:
= DZ[X4zl,true' X422,true] = DZ{E[XAI-Z]E[Zl,true]E[Zz,true]_E[X4]2E[Zl,true]E[ZZ,true]}

Sendo E[Z;.,] = E[Z,]
=D2{E[X42] E[Zl,true]E[ZZ,true] _E[X4]2 E[Zl,true]E[ZZ,true]}
=D? E[Zl,true]E[ZZ,true]{E[X42] _E[X4]2 }

onde E[X,%] -E[X,]>=[X,] = Var{X,}=1
= D E[Zl,true]E[ZZ,true]

Finalmente chegamos a:
[Zl,true' ZZ,true] = [Zl,obs' ZZ,obs] +B%+ DZ{E(Zl,obs)E(ZZ,obs)}

Portanto, os termos aditivos ndo compartilhados Ci sdo cancelados e a covariancia sé
¢é afetada por erros compartilhados entre as duas observacoes:

COV{Zl,oberZ,obs} = COV{Zl,real» Zz,real} + BZ + DZ{E(Zl,obs)E(ZZ,obs)} (22)

A correlacdo entre fenbmenos reais é a covariancia entre duas variaveis livres de erros

divididas pelo produto de seus desvios padrdo. As Equacdes 21 e 22 levam a:
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p{zl,realr ZZ,real} = COV{Zl,obs/ ZZ,obs} - (23)

2. 12 2.2
[1+C1+D)(1+C2+D) N
1,0bs ~ A% - BZ)(GZ'ObS - A% - B2

BZ - DZ{E(Zl,obs)E(ZZ,obs)}/
(o

A variancia a priori do fenébmeno real pode ser estimada pela diferenga entre a variancia
observada e a do erro de amostragem 6% o, = 0% obs - 0%k erro. A estrutura de correlagdo do
fenbmeno real ndo pode ser medida diretamente, mas pode ser inferida a partir de
observagdes se a natureza do erro for conhecida.

COV{Zl,real (u)rzz,real (u)} (24)

P {Zl,real (u)IZZ,I’eal (U)} =
GZ1,rea| (u)ozz,real )

A (Figura 32) mostra observagdes entre duas varidveis inicialmente sem erros com
correlagdo r? = 0.63. As variaveis foram perturbadas por um erro total Cx + D = 0.1 onde D
varia entre 0.01, 0.05 e 0.09. O r? apds a adi¢do do erro é respectivamente 0.23,0.51 e 0.77.
A correlacdo medida entre varidveis com erros compartilhados pode ser maior que a
correlagdo entre os fendbmenos reais dependendo da varidncia da componente de erro

compartilhada.

Figura 32— Efeito dos diferentes tipos de erro na associagao medida

a) Error-Free Data b)  Datawith Grade-dependent Error c)  Datawith Grade-dependent Error d) Datawith Grade-dependent Error
-~ C=0.09and D =0.01 C=0.05and D =0.05 C=0,01and D=0,09
200 200 200
*=0.63 r’=0.23 *=0.51 r?=0.77

Variable X2
8

0 0
o 50 100 15 20: 0 50 100 150 0w g 50 100 150 00 o 50 100 150 200
Variable X1

Variable X1 + Error Variable X1 + Error Variable X1+ Error

A) grafico de dispersdo entre duas variaveis sem erros com uma correlagdo r?> de 0.63. As varidveis foram

perturbadas por umerro C+ D =0.1 com a proporgao de D de 10, 50 e 90%. A correlagdo medida apds a adigao
do erro é de 0.23, 0.51 e 0.77, respectivamente em b), c) d).

O exemplo a seguir mostra o impacto de erros compartilhados na medicdo das

estatisticas e como a correlacdo medida entre duas varidveis pode ser diferente do real

nesses Casos.



4.2.3 Exemplo 5 ocorréncias de erros compartilhados

Uma série de observagdes sao simuladas para ilustrar como os quatro tipos de erro
afetam a variancia, a covariancia e a correlacdo medida. Um conjunto de valores Xinicial,i =
50.000 foram sorteadas a partir de N{100,10} e observagdes X»,i e X1, sdo simulados a partir
de Xki = Xiniciati + N{O, 5}. As varidveis resultantes tém: p{X1, X2} = 0.62, Cov{X1 X2} = 100 e
01 real = O2real = 11.2 (Tabela 3 e Tabela 4).

Em seguida, os valores iniciais sdo usados para simular as observacdes Xi e X; sdo
perturbadas por erros aditivos ou multiplicativos. O erro total adicional é constante para
ambos os casos, sendo Cx + D = 0.1 e Ac + B = 10. Nos variamos as proporcdes entre
componentes ndo compartilhados e compartilhados, respectivamente Ci/D e Ac/Bem 0, 10,
30, 50, 70, 90 e 100%. A Tabela 3 e Tabela 4 mostram os resultados dessas simulagdes na

presenca de erro aditivo ou multiplicativo, respectivamente.

Tabela 3 - Covariancia e correlagdo medida com erro aditivo

Estatisticas reais Estatisticas observadas - Erro aditivo
Covreal{X1X2} Oy rear = O2real B Ak r? Covobs{X1,X2} 01,0bs= 02,0bs
100 11.2 0 10 0.19 100 14.2
100 11.2 1 9 0.24 102 14.2
100 11.2 3 7 0.36 109 14.2
100 11.2 5 5 0.52 126 14.2
100 11.2 7 3 0.66 147 14.2
100 11.2 9 1 0.76 180 14.2
100 11.2 10 0 0.79 200 14.2

Covariancia e correlagdo de valores sorteados de N{100, 10} e perturbados individualmente por um erro N{0,
5}, resultando inicialmente em p(X1, X2) = 0.62. Em seguida, esses valores foram perturbados por erros aditivos
Ak + B =10, com diferentes propor¢des de erros compartilhados (B) e ndo compartilhados (Ax).
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Tabela 4 - Covariancia e correlagdo medida com erro multiplicativo

Estatisticas reais Estatisticas observadas - Erro Multiplicativo
CoVreal{X1,X2} 01 real = O2,real D Ck I CoVobs{X1,X2} 01,0bs= 02,0bs
100 11.2 0 0.1 0.20 100 14.2
100 11.2 0.01 0.09 0.23 100 14.2
100 11.2 0.03 0.07 0.35 109 14.2
100 11.2 0.05 0.05 0.51 125 14.2
100 11.2 0.07 0.03 0.67 151 14.2
100 11.2 0.09 0.01 0.77 184 14.2
100 11.2 0.1 0 0.79 200 14.2

Covariadncia e correlagdo de valores sorteados de N{100, 10} e perturbados individualmente por um erro N{0,
5}, resultando inicialmente em p(X1, X2) = 0.62. Em seguida, esses valores foram perturbados por erros
multiplicativos Cx + D = 10, com diferentes proporg¢des de erros compartilhados (D) e ndo compartilhados (Ck).

Nas Tabelas 3 e 4, a primeira linha é, respectivamente, Ax = 10 ou Cx = 0.1, ou seja, onde
todo o erro é independente do teor e, nesses dois casos, a covariancia medida é igual a do
fenbmeno sem erros, pois a covariancia ndo é afetada por erros independentes do teor. Por
outro lado, tanto erros independentes quanto proporcionais ao teor tém o mesmo impacto
no desvio-padrao da populacdo e, portanto, quanto maior for Ax ou Cx, menor serd a
correlagdo observada (Tabela 4).

J& os erros compartilhados tém o impacto inverso: maior for a variancia do erro
compartilhado, mais préoximo p{Xi, X2} sera de 1, ja que a correlacdo medida combina a
correlacdo real e a correlacdo compartilhada do erro. Em ambos os casos, negligenciar o
tipo de erro associado as observacbes pode levar a estatisticas ndo representativas dos

fenbmenos geoldgicos de interesse.

4.3 INFERENCIA DE PARAMETROS GEOESTATISTICOS MULTIVARIADOS ATRAVES DE
OBSERVACOES COM ERROS

Realiza¢des do fendmeno real sdo condicionadas a honrar a estrutura de correlagdo, o
covariograma e o histograma do fendmeno real. A inferéncia das estatisticas reais a partir
de observagdes com ou sem esses erros leva a resultados diferentes. Esta se¢cdo apresenta
um fluxo de trabalho de simulagdo multivariada que lida corretamente com a presenca de

erros correlacionados entre as variaveis.



4.3.1 Metodologia

O conjunto multivariado {zkops(ui), k = 1,...,K, i = 1,...,N} é composto por N observagdes
de K varidveis. As observactes vem de zk req/(Ui) + £x(ui), onde €x(u u;j é o erro amostral com
variancia o%cerro(U) que pode ser diferente para cada observagdo. Assumimos o erro de
amostragem sem viés E{sx(u;)} = 0 e independente do teor Cov{Z rea(Ui), €k(ui)} = 0. Assim
como no método univariado, o fluxo de trabalho simula multiplas realizagées (L) do
fenbmeno real nas posicdes amostradas. Em seguida, os bancos de dados simulados s3o
usados para simular o restante do modelo Z' rea(.).

i. O erro &x(u;) associado a zkobs(u;) € estimado utilizando algum dos fluxos apresentados

na Secdo 3.2 ESTIMANDO O ERRO ASSOCIADO A CADA DADO. A proporcao das

diferentes componentes de erro é inferida através do método apresentando no

APENDICE 2 - ESTIMANDO AS COMPONENTES PROPORCIONAIS E INDEPENDENTES DE

ERRO.

ii. O histograma, o covariograma e a estrutura de correlacdo das varidveis de interesse

sdo inferidos a partir de observacgdes.

iii. As realizacdes z'«reqi(U;) Nnas posicdes u; s3o condicionadas a honrar as estatisticas

estimadas (ii), os valores previamente simuladas e o intervalo de incerteza centrado em

Z*k real(U;) com variancia dada por g(u;).

iv. Simular L modelos de Zxreal(.), condicionados as estimativas das estatisticas reais

(histograma e covariograma) e aos valores do banco de dados. Como todos os valores

utilizados nessa etapa sdao assumidos como hard data, pode-se empregar métodos

multivariados de simula¢do estocdstica mais simples, tais como PCA / PPMT (BARNNET;

DEUTSCH, 2015) ou SGS com a estimativa das probabilidades locais através de COK.

Para cada realizacao ser simulada, um novo banco de dados deve ser previamente

simulado e considerado.

v. Retro-transformacdo dos valores simulados para as suas unidades originais, pds-

processamento e analise das realizacdes, a fim de avaliar a incerteza e outras

estatisticas de interesse.

A implementacdo deste processo é bastante simples. As secBes a seguir fornecem

informacgdes detalhadas sobre cada etapa e alguns exemplos.
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4.3.2 Estimando o covariograma do fendomeno real

Na presenca de erros de correlacionados ao teor, a equivaléncia entre Creal(h) € Cobs(h)
guando h > 0 é dada pela Equacdo 22. Quando h =0, a covariancia entre uma amostra e ela
mesma é a sua variancia (Equagdo 21). O covariograma do fendmeno real entre duas
posicdes, i e j é inferido através de:

Crealijy (h) = {CObS'(iJ)(h)’ 2 _n2 - 2
" Cops, i) () - B2 — D*{E(Z1 015 )E(Z2,0p5)}, h =0

Na formulacdo apresentada da equacdo 25 é assumida que B e D sdo constantes no
espaco, e, assim, afetam todos os passos do covariograma de forma semelhante, o que
possibilita qgue uma mesma correcdo seja aplicada para todo o covariograma. No entanto,
caso B e D variem no espaco de forma que afetem de forma diferente os passos do
covariograma experimental, cada passo deve ser corrigido pela Equacdo 25 através dos seus
valores B e D médios dos pares de amostras utilizadas para o seu calculo.

A Equacdo 25 é o modelo geral, o qual os modelos anteriormente apresentados sdo
casos especificos, tais como quando o erro é independente do teor ou quando os erros ndo
sdo compartilhados. Reorganizando os termos para que possamos inferir o Cobs,(i,j)(h) entre
dois nds a partir das componentes de erro e do modelo inferido do covariograma do

fenbmeno real, chegamos a um sistema de krigagem mais geral:

Creai(x1 — xl)(l + C +D? ) + A2+ B - Crear(x1 — xp) 1 (26)
: H 1
Creai(Xn — x1) o Creq(xy — xn)(l + C% +D? ) + A%+ B2 1
1 1 1 0
Mf1 Crear(x1 — Xo)
Wn | ” Crear(xn — Xo)
—H 1

O sistema de krigagem acima (Equacdo 25) lida com a covariancia entre duas
observacgdes de duas variadveis diferentes. Nos pares entre observa¢des da mesma variavel,
é utilizado o sistema previamente apresentado, do caso univariado com erros proporcionais
ao teor.

No exemplo apresentado na Secdo 3.5.1.3 Exemplo 2 Estimando o variograma real) é
ilustrado a capacidade de o método inferir o covariograma cruzado em fun¢ao dos erros

das duas amostras (Equacao 25).

71



72

4.4 SIMULANDO O FENOMENO REAL

Tendo desenvolvido um modelo de corregionalizagao univariado capaz de considerar o
impacto do erro amostral associado a cada observacdo, nds podemos usar esse
conhecimento da relagdo espacial entre qualquer par de nés para definir o teor médio
6timo e a variancia minima em cada posi¢cdo em que uma observacao esteja disponivel e,
entdo, essa observacao pode ser substituida por um valor simulado a serem assumidos
como hard data.

As realizagdes no caso multivariado sdao condicionadas a reproduzir os modelos
inferidos da distribuicdo, correlacao espacial de Zx reql(.) € estrutura de correlagdo entre as
varidveis. Em vez de ser condicionado a honrar ziops(u;), as realizacdes consideram o espaco
de incerteza N{Z*i real(Ui), 0% krig(ui)}, onde a variancia de krigagem o?crig(u) € diretamente
influenciada pelos valores de o%cerro(u) associados ao valor colocalizado e o erro nos
vizinhos. Dessa forma, o método é capaz de gerar uma melhor reproducdo do fen6meno
simulado e avaliar o comportamento do espaco de incerteza entre as realiza¢des e o valor
real.

As simulacdes das bases de dados Z'res(u)) sdo um problema de simulacdo
colocalizada, onde observagdes ziobs(Ui) (soft data) estdao disponiveis em todos os locais a
simular z'¢ reaf(u). A co-krigagem intrinseca colocalizada (ICCK; BABAK; DEUTSCH, 2009a) é
considerada no caso multivariado devido a simplicidade e por ser capaz de cossimular
funcdes aleatdrias sem exigir a inferéncia e modelagem de uma matriz completa de
covariancia. A correlacdo entre as varidveis de interesse sejam as observagoes ou hard data
ja simulados sdo inferidos através da Equacao 23 e 24, garantindo a correta correlagdo entre
eles, além disso, o ICCK melhora a reproducdo do variograma quando comparado a outros
métodos de cossimulagdo, mesmo quando as diferentes varidveis diferem
significativamente na continuidade (BABAK; DEUTSCH, 2009b). A abordagem é composta
por duas etapas.

i. O fendbmeno real é simulado nas posicdes amostradas. Uma por uma, cada

observacdo é escolhida aleatoriamente e substituido por um hard data simulado. O

caminho aleatério deve passar por todos os nés e ser redefinido a cada simulacao como

forma de evitar artefatos. A probabilidade local é estimada por ICCK usando a

observacao colocalizado e os hard data previamente, além de estar condicionado a
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reproduzir a estrutura de correlacdo inferida entre elas (Figura 33). O covariograma
cruzado entre cada par de nods é inferido a partir da Equagao 25 em fungao de seus
erros individuais. O processo é repetido para cada variavel K, sendo as outras
combinadas em uma supersecundaria (BABAK; DEUTSCH, 2009b).
ii. Apds substituir todos valores iniciais por realizacbes de hard data, o conjunto de
novos valores é assumido como um novo banco de dados sem erros e é usado para
simular todo o modelo. Qualquer algoritmo de simulacdo condicional multivariado
pode ser usado, tais como PCA / PPMT (BARNNET; DEUTSCH, 2015) ou sGs com a
estimativa das probabilidades locais através de COK. Cada realizagdo do modelo
completo deve ser condicionada por um novo banco de dados.
A Figura 33 mostra quatro etapas na substituicdo das observagdes (indicados pela cor
rosa) por hard data simulados (indicados pela cor azul), considerando também a correlacao

entre as observagdes e cada hard data simulado (cor cinza).



Figura 33 - Esquema do sistema de ICCK para estimativa das CCDF
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Esquema do sistema de ICCK para estimativa das CCDF na simulagdo do banco de dados. O sistema é composto
pelos variogramas diretos e cruzados entre as observacoes (indice obs) e o fen6meno real (indice true), assim
como entre o valor colocalizado e os hard data ja simulados. A diagonal (i=j) entre as observagdes é preenchida
pelos erros associados aos dados individuais.

O ICCK pode usar o modelo intrinseco de correlagao entre o fendbmeno real K e suas
observagdes Pk y(obs,real), Sendo esta inferida em cada posicdo u em funcao de erro de
amostragem associado as observacbes colocalizadas através da Equacdo 23 e 24. A
estimativa por ICCK também pode considerar na estimativa observacdes de um segundo
fendmeno j, desde que essa ofereca informacdes adicionais sobre o fendmeno de interesse
K.

Caso as observacdes dos fendbmenos K e J tenham seus erros compartilhados, a

correlacdo entre elas pode ser calculada pela Equacdo 2. Portanto, o erro de estimar uma
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varidvel K a partir de uma observacdo do fenébmeno j pode ser obtido através do erro de

regressao entre K e J.
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5 CONCLUSOES E RECOMENDAGOES

Esta tese apresentou um minucioso desenvolvimento de um fluxo de trabalho de
simulagdo na auséncia do que vem a ser chamado hard data, que sdao medi¢cdes nado
afetadas por erros. Nessa condicdo, as definicdes do covariograma e da distribuicdo ndo sao
diretas, visto que as observagdes disponiveis ndo sao medi¢des exatas do fendmeno real a
ser simulado, mas sim a combinacdo deste com uma componente de erro, que pode
corresponder a mais de 30% da variancia total observada. Neste capitulo, serdao
apresentadas as conclusdes sobre a metodologia, sua aplicabilidade e as contribuicdes da
tese, avaliando as vantagens e limitacdes de cada metodologia proposta e a sugestdes para

trabalhos futuros.

5.1 CONCLUSOES

N3do existem hard data na mineracdo. Todas as observacdes sdo afetadas por
erros. Considerando essa realidade, o objetivo desta tese foi o de propor métodos de
simulagao capazes de gerar modelos que lidem corretamente com os erros individuais
associados a todas as observagdes disponiveis, levando a possibilidade de se obter
realizacbes que realmente sejam equiprovaveis ao fendmeno real e que mecam
corretamente a incerteza entre o modelo e o fenémeno real. Em fungdo dos objetivos
inicialmente propostos, chegou-se as seguintes conclusdes.

e Definir um modelo do comportamento do erro amostral, que seja valido tanto no
caso univariado quanto multivariado

Foi desenvolvido um modelo que considera a observacao conhecida como produto do
valor real, que é desconhecido, e uma componente de erros. O modelo foi apresentado em
sua versao analitica para os casos univariado e multivariado. O modelo foi apresentado
tanto na forma analitica quanto na matricial e assumiu as mesmas hipdteses assumidas na
literatura, que sdo: auséncia de viés, distribuicdo gaussiana do erro e que o erro é composto
de uma componente independente e uma dependente. Nesse caso, existe uma relacao
linear entre erro e a magnitude dos teores.

No entanto, o tema de andlise de erros para dados multivariados se mostrou
insuficiente para o desenvolvimento do trabalho. Portanto, foi apresentada a possibilidade

de que erros sejam compartilhados entre as observacGes de duas ou mais variaveis. Essa
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situacdo é completamente plausivel e ignorar a sua presenca pode levar a estatisticas, como
covariancia, correlagdo ou variancia, completamente diferentes daquela do fenédmeno real.

e Desenvolver alternativas para estimar os parametros do modelo de erro

Apds a definicdo dos modelos de erros, foram apresentadas diferentes alternativas
para que os parametros fossem estimados. Foram apresentados métodos simples, como
inferir o erro médio de um subgrupo de observac¢des através do efeito pepita do variograma
ajustado a elas, e o0 uso da Teoria da Amostragem para inferéncia do erro, quando o erro
fundamental possa ser considerado a uUnica fonte de erros que afete tais dados. Na
disponibilidade de amostras duplicatas, foi desenvolvido um método baseado em etapas
de analise grafica e testes de hipdtese de forma a definir os subgrupos que minimizem o
erro de estimativa.

O uso da variancia de krigagem como medida de erro de amostragem foi discutido e
descartado, visto o fato de a primeira variar em funcdo da proximidade entre amostras ndo
ser algo plausivel para o erro amostral, que é um produto da interacdo entre o protocolo
amostral empregado e o tipo de rocha, mas nao da sua posi¢ao espacial.

e Desenvolver alternativas para transformar erros amostrais para unidades
Gaussianas

O uso de métodos geoestatisticos de simula¢cdao baseados na hipdtese multiGaussiana,
torna necessario transformar os valores iniciais para gaussianos. Na presenca de erros, é
necessario que estes também sejam transformados. A transformacdo dos erros era um
tema sem andlise na literatura geoestatistica, fazendo necessario inserir a influéncia do erro
nas estimativas de forma indireta na simulac¢ao, ou através do emprego de DDS, ja que neste
caso ndo se exige dados gaussianos.

Através do desenvolvimento matematico, foi provado que, apds a transformacao
propostas, a propor¢cdo da componente de erro em relacdo a variancia global das
observagdes em unidades originais € mantida apds a transformacao para dados gaussianos.
O método é capaz de lidar com todos os tipos de erros aqui analisados, sendo eles

transformados para uma Unica componente independente.
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e Desenvolver formas para estimar a correlagao espacial, estrutura de correlagao e
a distribuicao do fendmeno real através de observa¢6es com erros

Na presenca de erros de amostragem, as estatisticas ajustadas aos dados sao diferentes
daquelas do fendmeno real. Condicionar simulagdes a honrar as estatisticas dos dados leva
a realizacdes que ndo sdo equiprovaveis ao fenémeno real. Isso posto, os modelos de erros
desenvolvidos foram empregados para obter as estatisticas reais através das observacgdes.
Foram desenvolvidas as equagdes para o caso mais geral, que lida com dados multivariados
com erros independentes e correlacionados ao teor, sendo eles compartilhados entre
varidveis ou ndo. Os outros dois modelos sdo casos especiais do primeiro, sendo o caso
univariado na presenca de erros independentes do teor e o caso de dados univariado
correlacionados com o teor.

o Desenvolver um sistema de krigagem que considere o erro individual de cada
observacao na defini¢cao dos pesos

Foram desenvolvidos sistemas de krigagem em que o covariograma entre cada par de
nos é definido automaticamente em fungao do covariograma assumido como do processo
geoldgico e dos erros associados as observacées. E aqui surge a maior vantagem dos trés
modelos de corregionalizagdao apresentados: eles podem ser estimados diretamente de
Cobs,ijy (h), desde que os erros associados a tais observagdes sejam conhecidos. A inclusdo
dos pesos e erros diretamente no sistema de krigagem garante a minimizacdo do erro de
estimativa ao substituir covariancia e propriedades médias de um subgrupo pelo erro e
estatisticas corretas de cada observacao.

e Desenvolver métodos de simulagdo estocastica condicionada aos parametros do
fen6meno real e a incerteza de cada dado.

Hard data (livres de erro) ndo podem de fato serem obtidos, mas valores equiprovaveis
de hard data podem ser simulados a partir de observa¢des afetadas por erro de
amostragem. Para tal, foi desenvolvido um fluxo de simulacdo baseado em duas etapas.

Primeiro, sao simulados diferentes bancos de dados de hard data.Para tal, sao
empregados os modelos lineares de corregionalizacdo desenvolvidos nessa tese. No caso
univariado, é empregado a co-krigagem para definir a CDF local necessaria para a simulacgao.

No caso multivariado, é empregada a co-krigagem intrinseca colocalizada devido a sua
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simplicidade e por ser capaz de cossimular funcdes aleatérias sem exigir a inferéncia e
modelagem de uma matriz completa de covaridncia, tornando o método mais rapido.

Apds a simulacdo de diferentes bancos de dados, cada um é utilizado para uma
realizagdo do modelo completo. Nesta etapa, existem apenas hard data e, portanto,
podemos empregar métodos de simulacdo estocastica mais simples, tais como sGs com a
estimativa das probabilidades locais através de SK. Da mesma forma, o caso multivariado
pode empregar métodos de simulagdo estocastica mais simples, tais como PCA/PPMT ou
sGs com a estimativa das probabilidades locais através de CSK.

As realizagdes do método proposto geram modelos com uma melhor reproduc¢do do
fenémeno simulado, assim como um espaco de incerteza mais realista entre as realizacdes

e o valor real.

5.2 RECOMENDAGOES PARA TRABALHOS FUTUROS

O desenvolvimento matemadtico e a apresentacdo da hipdtese desta tese abrem
caminho para diversas outras aplicacdes além das aqui discutidas. Sdo listadas abaixo
recomendagdes para trabalhos futuros.

e Avaliagdo do método de inferéncia do sistema de covariancia para o fim de
estimativa

dado o escopo do trabalho, ndo foram analisados os ganhos dos estimadores para
gerarem mapas krigados. No entanto, os sistemas de krigagem desenvolvidos resolvem
diversos problemas que haviam entre os métodos geoestatisticos, por exemplo:

i. arestricdo de KVME apenas lidar com as observacdes independentes do teor limita em
muitas de suas aplicacdes, o método proposto que lida com erros independentes e
proporcionais ao teor soluciona esse problema;

ii. a maior restricdo dos métodos de coestimativa é a necessidade de definir o modelo
linear de corregionalizacdo através do ajuste de variogramas diretos e cruzados a todos
os subgrupos de dados. Sendo conhecido o erro, o método proposto soluciona o
problema de uma forma eficiente, em que apenas um modelo é necessario e o restante
dos ajustes sdo definidos pelo préprio sistema de krigagem. E recomendado que em
trabalhos futuros fossem avaliados os ganhos do método proposto em relagdo aos de

coestimativa.
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e Estendendo o método para variaveis categoricas.

O método foi desenvolvido para variaveis continuas. No entanto, ele pode ser
facilmente estendido as varidveis categdricas através do proposto por Soares et al. (2016),
em que cada valor é transformado em um indicador p(x) que define a probabilidade da
observagdo x pertencer a categoria X. O valor p (x) tem exatamente o mesmo significado de
indicador I(x) mas, como a observagao tem erros, a codificagcao pode levar qualquer valor
entre 0 e 1 em vez de ser restrito a 0 ou 1. A probabilidade local estimada de uma
determinada observagdo para pertencer a diferentes categorias define o erro local
associado a cada informacao categorica. Sullivan (1984) e Alabert (1987) apresentaram mais
discussdes sobre o uso de dados categdricos com erro.

e Uso do método proposto para otimizacao de malha de sondagem e sele¢do do
método de amostragem em cada posigao.

A otimizagdo de malha amostral foi um dos temas mais discutidos e publicados na
literatura geoestatistica nas ultimas décadas. Devido a incerteza ndo ser espacialmente
homogénea, a adicdo de novos furos em areas de maior incerteza é a forma mais eficiente
de reduzir o erro. Entre as metodologias empregadas, a mais comum é o uso de simulacdo
geoestatistica para avaliar a incerteza global e local dos valores dos nés do modelo.
Assumindo cada realizagdo como um cendrio andlogo ao real, o né simulado mais préximo
ao local selecionado para receber uma nova amostra é adicionado ao banco de dados inicial
e, entdo, a incerteza de cada bloco é recalculada. A posicdo pode ser definida
simultaneamente para varios furos (KOPPE, 2009; ORTIZ et al., 2012) ou furo-a-furo (PILGER
etal. 2001).

Todos esses métodos consideram apenas a otimizagdo posicional, em que se assume a
auséncia de erro nas amostras. No entanto, os custos de aquisicio de amostras
correspondem a uma parcela consideravel do orcamento de pesquisa mineral dentro das
operag¢des mineiras. Considerando a diversidade de métodos de amostragem, protocolos
de preparacdo e de analise disponiveis, levar em conta a relacdo entre o erro amostral e o
custo de aquisicdo é uma oportunidade econ6mica que sempre deve ser investigada (SILVA
E COSTA, 2016a). Por exemplo, considerando ser equivalente o custo para realizar 3 furos
de sondagem rotativa diamantada, 5 furos de circulagdo reversa ou 20 canais coletados

manualmente, qual desses métodos amostrais proporcionaria mais beneficio? E qual seria
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a melhor alternativa se pudéssemos reduzir a quantidade de amostras e utilizarmos
protocolos amostrais e de preparacgdo diferentes? Essas questdes ndao foram respondidas
de forma direta pelos métodos disponiveis para otimizacdo amostral.

Considerando o desenvolvido na presente tese, podemos adicionar essa nova camada
de otimizacdo na definicdo 6tima de novas amostras, considerando a existéncia de
alternativas amostrais com diferentes custos de aquisicao e erros associados. Isso nos leva
a um problema que nao é apenas geoestatistico, mas também financeiro entre o custo de
aquisicdo e o retorno esperado de cada nova amostra. Os métodos desenvolvidos na tese
possibilitam responder as questdes levantadas, sendo recomendado a aplicagdo em
situacOes de otimizacdo que lide simultaneamente com a escolha da melhor posicdo para
cada amostra a ser coletada, assim como qual o método mais adequado para cada posi¢ao.
Isso sé é possivel com um método capaz de considerar a contribuicdo individual de cada
amostra no espaco de incerteza simulado, assim como o de considerar simultaneamente
gualquer quantidade de dados com diferentes erros.

e Possiveis simplificagdes no fluxo de trabalho.

O método proposto se mostrou funcional e todas as etapas tiveram suas validades
provadas analiticamente, o que torna possivel medir o impacto de possiveis simplificacdes
nesse processo.

Uma primeira oportunidade é quando o produto de interesse da simulacdo sdo
realizagdes no suporte de blocos. Nesse caso, a incerteza associada a variancia nos nés
amostrados é minimizada pelo restante dos nds que discretizam o bloco e que nao
coincidentes com observagdes. Por exemplo, ao simular um bloco 10x10 x10m discretizado
em um grid 1x1 x1m, a influéncia da pequena fracdo desses 1000 nds que sdo coincidentes
com observacdes é diluida no restante dos nds. Portanto, é relevante investigar o emprego
de sGs condicionada a honrar apenas os parametros globais corretos, mas dispensando a
etapa de simulacdo de banco de dados.

e Lidando com suportes heterogéneos.

O método assume um Unico suporte amostral para todas as observacdes. No entanto,
o fluxo de trabalho e equacgdes apresentadas pode ser adequado para lidar com suportes
variaveis, onde o covariograma estimado para erro zero, como desenvolvido ao longo do

trabalho, também é levado para a base de suporte unitario. Tal variograma do fen6meno
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real em suporte unitdrio é, entdo, reescalonado para cada par de nds em funcao dos seus
erros e dos seus suportes.

e Usar o sistema de krigagem para definir o drift de processos nao estacionarios.

Os sistemas de krigagem desenvolvidos podem ser empregados para definir o
comportamento regional de processos ndao estacionarios. Para tal, as amostras sao
assumidas como sendo observagdes do processo de larga-escala, enquanto as variagdes de
pequena escala (aquelas krigadas em processos estaciondrios) sdo considerados como erros
de medicdo. O resultado é a adicdo de efeito pepita e de variancias nas diagonais no sistema
que leva a um processo mais suavizado e menos sensiveis a pequenas variagdes, o que é
desejado na estimativa do processo de larga escala.

e Estender as discussoes de formas de medir o erro para a drea de petréleo.

A estimativa do erro associado aos dados foi gerada com foco na drea de mineracdo e
outros meios cujas suas amostras sao obtidas através da coleta de material fragmentado.
No entanto, os dados de petréleo sdo obtidos principalmente através de métodos
geofisicos. Portanto, deve ser investigado como estimar os fatores dos modelos de erro

apresentados.
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APENDICE 1 - ESTIMANDO A CDF ATRAVES DE DADOS COM VIES

O trabalho é desenvolvido sob a condicdo de E{eobs(.)} = 0, ou seja, que os dados ndo
sao enviesados. Tal decisdo é considerada, principalmente, na definicdo do método de
krigagem empregado para estimar a probabilidade local de cada né a ser simulado através
dos soft data disponiveis e os hard data simulados. Assumindo E{eobs(.)} = 0, a CoK
condiciona a soma dos pesos atribuidos aos soft data e hard data a ser 1. No entanto, essa
condicao deve ser alterada na presenga de dados com viés, abaixo sdo discutidas alteragdes
no CoK necessarios quando o viés é conhecido e quando ndo o é.

Quando E{eobs(.)} € conhecido, toda a populacdo é corrigida antes de ser transformada
em unidades gaussianas. Sendo N{E{€obs(.)}; 0%0bs(.)} temos E{€obs(.)} = E{zobs(.) = Zreal(.)} =
Médiaobs — Médiareal € podemos obter uma estimativa da distribuicdo sem viés através de
N*{E{eobs(.)} - Médiaobs; 0%0bs(.)}. Todas as outras etapas sdo empregadas da forma proposta
ao longo da tese.

O segundo caso é que quando E{eobs(u)} € desconhecido, a influéncia do bias é anulado
através da restricdo de que a soma dos pesos atribuidos aos soft data sejam 0. Feito isso, o
algoritmo proposto na metodologia deve ter seu passo 2 adaptado.

Nessa etapa, as observacbes sdo substituidas pelas realizacdes de possiveis valores
livres de erros z'req(u). No entanto, na substituicido de um primeiro valor em uma dada
vizinhanga, so é possivel empregar CoK com a condi¢do da soma dos pesos dos hard data a
1 quando ha ao menos um valor desse tipo. A geracdo do primeiro valor de hards-data,
portanto, pode ser obtido escolhendo uma observagado zops(u) nesta vizinhanca e entao,

substituido por um hard-data sorteado de N{zops(u), 0%erro(u)} em vez de ser obtido por CoK.
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APENDICE 2 - ESTIMANDO AS COMPONENTES PROPORCIONAIS E INDEPENDENTES DE
ERRO
A componente combinada B? + A% controla toda a variancia quando as observagtes
medem uma amostra sem o elemento de interesse. Podemos encontrar o valor de A1%- A?
computando a variancia da diferenca entre dois conjuntos de teor nulo Var{zions(0)} -

Var{z2,0bs(0)} (Equagao 1). A Figura 2.1 ilustra a solugao.

Var{z, s (0)} - Var{z, ., (0)} = Af + B> - A3 - B? = A] - A] (1

A primeira vista, o melhor método para definir a variancia quando o teor é nulo é medir
a variancia das amostras, geralmente, chamadas de “brancas" (sem teor). Comumente,
rotinas QC na industria de mineragao usam materiais sem o teor de interesse (por exemplo,
quartzo) em vez de amostras do mesmo material e matriz das rochas analisadas. Brancos
confeccionados de outros materiais sdo mais baratos e adequados para verificar a
contaminacgao laboratorial e verificar o manuseio correto das amostras. No entanto, a
matriz desempenha um papel importante no comportamento de erro e da sua variancia e,
portanto, a varidncia de brancos com matriz diferentes é inadequada na abordagem
proposta.

As equacdes de FSE ndo podem inferir o componente de erro absoluto. O FSE é nulo
quando uma determinada amostra s6 tem estéril/ganga. Sugerimos modelar a linha de
regressao entre a observacdo e varidncia de observacdes de baixo teor e, em seguida,
extrapolar a linha para a interse¢dao com o eixo y.

Estimando os componentes Ci e D: pares de duplicatas precisam ser gerados utilizando
os mesmos procedimentos utilizados nas amostras originais. As boas praticas sugerem a
coleta de duplicatas em todas as etapas de reducgao e divisdo massica na fase de preparacao,
permitindo monitorar a variancia adicionada por cada etapa. A duplicata de uma amostra
pulverizada sé sera afetada pelas etapas subsequentes do processo. Furos gémeos, dois
canais amostrados ao mesmo tempo e duas partes de um mesmo testemunho sdao os
melhores dados para medir a contribuicdo combinada de todas as fontes de erros.

A inclinacdo da regressao linear ndo é afetada pelas componentes independentes do
teor, que sdo A e B. Ainclinacdo pode ser usada para inferir a relagcdo entre erro e teor das

componentes dependentes do teor (Ck e D). Trés regressdes diferentes nos permitem



estimar os valores de C12+ D?, C%, + D?, C?; - C%; e C1C5. Os valores individuais sdo definidos
resolvendo um sistema de equagdes lineares.

e Alinha de regressao entre a variancia e seu valor médio de cada par combinado tem
uma inclinagdo de Ci¢? + D?(Figure 2.1A).

® A regressdo entre a diferenga Var{ziobs(u)} - Var{zzobs(u)} (computado com
duplicatas de cada varidvel) e a diferenga do teor das amostras originais tém uma inclinagao
de C12- C? (Figure 2.1B).

® A regressao entre a covariancia das medidas e o produto do teor de amostras

originais (ou duplicadas) de duas varidveis observadas no u; Ainclinagdo de regressao é C1C;

(Figura 2.1C).

Figura 2.1 - Linha de regressdo

A) = B) Q
2 ~
= ° o ° 2
X Slope=C2 + D? = Slope = C;2- ;2 aﬁ
s ° 2 ° 5
o o E: ° ° F3 ° Slope = C,C,
= o
]
Y intercept = A2 - B2 e intercept=A;2- A2
o o
z2(u) Z002,(U)) - ZPy(Uy) Zl0,(U)Z0,(U)

Linha de regressao e equacgao de inclinagdo entre variancia e dados sdo apresentados em trés configuragoes
diferentes. A) O eixo Y é a varidncia de cada par combinado (duplicado e original) e do eixo X sua média; B)
Y-eixo € a diferenca da variancia Var{ziobs(ui)} - Var{zz,obs(uj} medido pelos pares combinados de cada
variavel e X-eixo a diferenca da teor de observacgdes originais; C) O eixo Y é covaridncia entre observacgdes
de duas variaveis e eixo X o produto da teor de suas observagées originais.
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Selecting the maximum acceptable error in data minimising financial losses
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