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Resumo

Neste trabalho foram estudados gases de rede na rede honeycomb onde particulas ex-
cluem seus sitios vizinhos mais préximos, até ordem k (kNN), de serem ocupados por ou-
tras particulas. Foram utilizadas simulagoes Monte Carlo de forma a obter os diagramas
de fase e caracterizar as respectivas transi¢oes que ocorrem a medida que o ordenamento
do sistema aumenta em configuracoes de altas densidades.

Para os casos com exclusao de até primeiros vizinhos (INN), foram confirmados os
resultados existentes na literatura que previam uma transi¢ao continua na classe de uni-
versalidade do modelo de Ising 2D. A exclusao de vizinhos de até segunda ordem (2NN)
leva o sistema a passar por uma fusao em dois passos onde, primeiramente, uma fase
colunar de alta densidade passa por uma transicao de fase de primeira ordem com sca-
ling nao tradicional, decaindo em uma fase intermedidria com multiplos dominios com
ordenamento de curto alcance e, finalmente, em uma fase fluida sem exibir sinais de uma
segunda transicao de fase. A exclusao 3NN, surpreendentemente, nao apresenta nenhuma
transicao de fase com o aumento da densidade, se mantendo desordenada em fragoes de
ocupacao tao altas quanto ¢ = 0.98. O caso 4NN passa por uma transicao continua com
expoentes criticos préximos aos da classe de universalidade do modelo de Potts de trés
estados. Ja a exclusao 5NN passa por duas transicoes de primeira ordem, ambas com leis
de escala nao tradicionais.

Também foi proposta uma conjectura, baseada no grupo pontual de simetrias da rede
honeycomb, visando investigar as fases de altas densidades para exclusoes além do H5NN
e indicando algumas das possiveis transicoes de fase a serem encontradas. As previsoes
sao comparadas com os resultados obtidos para os casos até o HNN e sao apresentados
snapshots de altas densidades para outros casos, todos confirmando as previsoes obtidas

por meio desta conjectura.
Palavras-chave: Gas de rede; Carogo-duro; Honeycomb; Monte Carlo; Modelo de Ising;

Transigoes de Fase.



Lattice Gases With Neighbors Exclusion on the Ho-
neycomb Lattice

Abstract

In this work, we study lattice gas systems on honeycomb lattice where particles exclude
neighboring sites up to order k (kKNN) from being occupied by another particle. Monte Carlo
simulations were used to obtain phase diagrams and characterize phase transitions as the system
orders at high packing fractions.

For systems with first neighbors exclusion (INN), we confirm previous results suggesting
a continuous transition in the 2D-Ising universality class. Exclusion up to second neighbors
(2NN) lead the system to a two-step melting process where, first, a high density columnar phase
undergoes a first order phase transition with non-standard scaling to an intermediate phase
with short range ordered domains and, then, to a fluid phase with no sign of a second phase
transition. 3NN exclusion, surprisingly, shows no phase transition to an ordered phase as density
is increased, staying disordered even with packing fractions up to ¢ = 0.98. The 4NN model
undergoes a continuous phase transition with critical exponents close to the 3-state Potts model.
The 5NN system undergoes two first order phase transitions, both with non-standard scaling.

We also propose a conjecture based on the point group of symmetries of the honeycomb lattice
concerning the high density phases for exclusions beyond 5NN and hinting at the possible phase
transition to be observed. The predictions are compared to the obtained results up to the case
5NN and we present snapshots at high densities for other cases, all confirming the conjecture
predictions.

Keywords: Lattice Gas; Hardcore; Honeycomb; Monte Carlo; Ising Model; Phase Transiti-

ons



Resumo Simplificado (Press Release):

A entropia é uma grandeza fundamental na fisica, discutida frequentemente no contexto de
“ordem” wersus “desordem”!. Por exemplo, quando observamos um vaso se quebrar, dizemos
que os pedagos ficam baguncados, ou desordenados, e que, portanto, a entropia do vaso aumenta
quando este se quebra. O processo inverso, em que os pedacos de um vaso quebrado se juntam,
formando um vaso inteiro, nao ocorre no mundo real (embora seja possivel pelas leis de Newton)
e faz com que uma cena assim, num filme passado ao contrario, seja claramente identificavel.
Para representar esta direcao preferencial dos eventos (seta do tempo) [1], associamos esses
processos irreversiveis a uma quantidade que sempre aumenta, a entropia.

Embora esta associagao comum entre entropia e “desordem” seja muito intuitiva, ela nao
funciona de forma rigorosa. De fato, quando a fisica define entropia, em nenhum momento se
fala em “ordem” ou “desordem”, mas sim no numero de formas que um determinado evento
pode acontecer. Voltando ao exemplo, existem muitas e muitas formas de os pedagos do vaso se
espalharem pelo chdo, mas pouquissimas formas destes pedacos formarem um vaso. Assim, por
conta da dificuldade em se quantificar a entropia, o estudo desta grandeza e sua relacdo com os
fenémenos fisicos é de suma importancia para o entendimento da matéria e suas transformagoes.

Fluidos, como a dgua, costumam passar por diferentes tipos de transicoes de fase, por exem-
plo, entre a liquida e a sélida. Estas transi¢goes sao entendidas como uma competicao entre a
energia das moléculas, que tende a organizar estas, e a entropia [2]. Assim, o objetivo deste
trabalho é entender como a entropia influencia os fluidos que passam de uma fase liquida para
uma fase sélida. Para tanto, estudamos um modelo simplificado em que nao ha energia de in-
teragdo entre as moléculas e todo o comportamento observado é causado unicamente por efeitos
entrépicos.

Nossos resultados (Fig. 1) mostram que, quando a densidade de moléculas é baixa, a de-
finicdo intuitiva de entropia é observada, e uma fase fluida, desordenada, acontece. Entretanto,
quando se aumenta a densidade, as moléculas comecam a se organizar em uma estrutura regular,
ordenada, correspondendo a uma fase sélida de maior entropia. Assim, aumentando simulta-
neamente a ordem e a entropia do sistema, temos um contraexemplo que invalida a associacao
intuitiva, mas pouco rigorosa, entre entropia e desordem.

Por fim, além do estudo puramente tedrico, o entendimento das propriedades dos materiais

1Usaremos o termo entre aspas para que o seu sentido seja o corriqueiramente atribuido a ele.



Figura 1: Este material passa por uma transformacao onde, partindo de uma fase desor-
denada (a), ao aumentar a densidade de moléculas e, antes de atingir a fase ordenada (d),
o material passa por uma fase intermediaria (b, ¢) com defeitos pontuais em seu ordena-
mento. Com isto, nossos resultados mostram que ¢é possivel formar estruturas ordenadas
com alta entropia sempre que a densidade for suficientemente alta.

e suas transformagoes, como abordadas neste trabalho, estd intimamente ligado ao desenvolvi-
mento tecnoldgico, uma vez que estes conhecimentos sao aplicados por cientistas e engenheiros

de diversas dreas com a finalidade de introduzir novas ferramentas na industria e no comércio.
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Capitulo 1

Introducao

A introducao da mecéanica estatistica no século XIX e seu desenvolvimento ao longo do século
XX possibilitou a compreensao e descricao de fenomenos macroscépicos em termos de interagoes
microscépicas. Ou seja, a interagdo entre muitas particulas no nivel microscépico da origem a
comportamentos coletivos que, por sua vez, definem as quantidades macroscopicas caracteristicas
do sistema termodinamico.

Embora exista uma infinidade de possiveis interagoes entre particulas, pode-se sempre agrupar
estas por suas simetrias, sejam elas translacionais, rotacionais e/ou inversoes. Assim, espera-se
que, em regimes de baixa excitagao térmica, sistemas que possuam as mesmas simetrias demons-
trem comportamentos coletivos semelhantes, como descrito pela teoria de Landau-Ginzburg [3].
Um exemplo deste comportamento é a relacao de dispersao de fonons em baixas temperaturas
e os fenomenos de supercondutividade [4].

Pode-se entao buscar entender os mecanismos bésicos por tras das mudancas termodindmicas
(transicoes de fase) em intimeros sistemas considerando apenas as simetrias das interacoes. O
tipo de interacao mais simples capaz de apresentar fenomenos coletivos definidos puramente
pela simetria do problema [5,6] é a interacao do tipo carogo-duro (hardcore) [7], incluindo o
problema de esferas rigidas [8,9]. Como construcao discreta do modelo de interagoes hardcore,
este trabalho estudard um gas de rede com exclusao de vizinhos [10].

Um gés de rede é um sistema termodinamico idealizado onde particulas ocupam sitios (vértices)
em uma rede cristalina. A exclusao de vizinhos na rede acontece quando os sitios mais proximos
de uma dada particula sdo proibidos de serem ocupados por outras particulas. Assim, pode-
se dizer que a particula adquire uma area efetiva, no caso bidimensional, ou um volume, em

trés ou mais dimensoes, onde a tnica interagao é a impossibilidade de superposicao destas



areas/volumes.

Enquanto alguns poucos casos com este tipo de interacao possuem resultados analiticos apro-
ximados [11-14], o caso de hexdgonos duros na rede triangular é o unico caso conhecido até
entdo que possui solugao exata [15]. Nos dltimos anos, usando técnicas de Monte Carlo, fo-
ram estudados diversos sistemas com intera¢ao hardcore em redes discretas [7,16-24], incluindo
particulas assimétricas [18,25,26].

A principal caracteristica dos sistemas com interagoes tipo hardcore é o fato destes serem
atérmicos, uma vez que a energia de interacao é nula para qualquer configuragao permitida pela
condigao de exclusdo. Atribuindo as particulas na rede um potencial quimico p e, consequente-
mente, uma fugacidade z = e*, serd investigada a dependéncia da densidade de particulas em
fungao deste parametro.

Diretamente relacionada com a densidade, a organizacao das particulas na rede é o principal
fator na caracterizacao da fase em que o sistema se encontra. Quando a densidade é baixa, isto
é, em potenciais quimicos baixos, a ocupagao da rede tende a ser desordenada, caracterizando
uma fase fluida. A medida em que o potencial quimico aumenta, a densidade e a organizagao
das particulas aumenta, fazendo com que o sistema alcance uma fase sélida.

Tal transicao, dita puramente entrdpica [27,28], pode ser entendida em termos do volume
efetivo disponivel para o sistema. Em termos de esferas rigidas, cada esfera de raio R impossi-
bilita que a distancia até o centro de outra esfera seja menor que 2R. Assim, cada esfera, além
de ocupar seu volume fisico 47 R3/3, restringe uma casca esférica de espessura R em torno de
si. Em uma configuracao ordenada, estas cascas esféricas se superpoem, aumentando o volume
efetivo disponivel no sistema e, consequentemente, aumentando a entropia deste. A Figura 1.1

ilustra este argumento.

@ 7T ®

Figura 1.1: Superposicao das regioes de exclusao de duas esferas rigidas aumentando o
volume acessivel do sistema e, por conseguinte, a entropia deste. Fonte: [2]



Como a simetria do problema tem fator crucial na determinacao da area de exclusao, a
topologia da rede influencia diretamente as possiveis transi¢oes de fase observadas. Neste tra-
balho serao investigados os casos de exclusao de até primeiros (1NN), segundos (2NN), terceiros
(3NN), quartos (4NN) e quintos (5NN) vizinhos na rede honeycomb, com o objetivo de obter os
expoentes criticos, caracterizando sua classe de universalidade [29)].

Obtida a classe de universalidade, pode-se relacionar o sistema diretamente com outras in-
teragoes pertencentes & mesma classe [30]. Um exemplo é a transi¢ao para-ferromagnética em
metais, correspondendo & classe de universalidade do modelo de Ising [31]. Assim, os fenémenos
criticos de sistemas complexos que apresentam transicoes de fase do tipo ordem-desordem, como
fenémenos de adsorcao [32] e separacao de fases em misturas bindrias [33], podem ser estudados
por meio de simulagoes de sistemas simples que apresentem os mesmos expoentes criticos.

Por ndo ser uma rede de Bravais!

, a topologia da rede honeycomb adiciona, ainda, uma
assimetria no formato das particulas que nao acontece em redes tradicionais, como a quadrada
e triangular. Por isso, o aspecto mais desafiador desta rede é sua habilidade em acomodar
fases estaveis com dominios ordenados de curto alcance, onde existe ordenamento local mas nao
global. A transicao entre estas configuracoes e a fase correspondente ao maximo empacotamento
requer algoritmos numéricos extremamente eficientes e pode se tornar de dificil amostragem a
medida que o tamanho do sistema simulado aumenta.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: serd feita, no Capitulo 2, uma breve in-
troducao ao método de Monte Carlo, aos algoritmos implementados e as ferramentas utilizadas
na interpretacao e analise estatistica dos dados. No Capitulo 3, serao apresentados os resultados
obtidos juntamente com a discussao das fases encontradas e a andlise de escala de tamanho
finito (finite size scaling, FSS), obtendo os expoentes criticos. No Capitulo 4 é desenvolvida

uma conjectura com a finalidade de caracterizar as fases de alta densidade para exclusoes acima

do 5NN e algumas das possiveis transigoes que estes sistemas podem apresentar.

1As redes de Bravais sdo definidas como um conjunto infinito de pontos relacionados entre si por
translacoes discretas tipo R = n1d@y + noda + ngds, onde d; sdo os vetores da rede, de forma que todos os
sitios sao equivalentes. Isto nao ocorre na rede honeycomb pois existem dois tipos de sitios que nao estao
relacionados por translagoes ao longo dos vetores da rede.



Capitulo

Metodologia

2.1 A Rede Honeycomb

Quando comparada com outras redes mais tradicionais em simulagoes computacionais, tais
como a rede quadrada e a rede triangular, a rede honeycomb possui uma diferenca crucial: esta
nao é uma rede de Bravais [34]. Por nao ser uma rede de Bravais, os sitios pertencentes &
rede nao sao todos equivalentes no que diz respeito a seus vizinhos. Na rede honeycomb, em
particular, existem dois tipos de sitios, que serdo denominados A e B. A Figura 2.1 mostra a

diferenca entre os vizinhos dos dois tipos de sitio.

Figura 2.1: Dois tipos de sitios da rede honeycomb. Um sitio (vermelho) exclui seus
vizinhos de até ordem k, indicados pela numeracao. A exclusao de um tipo de sitio é a
reflexao horizontal da exclusao do outro.



Portanto, em qualquer simulacao na rede honeycomb em que os vizinhos tenham papel funda-
mental, como é o caso de um gas de rede com exclusao de vizinhos, deve-se analisar a influéncia
que o tipo do sitio terd na dinamica do sistema. E possivel, ainda, fazer um paralelo com sistemas
onde dois tipos de particulas estao presentes. Se considerarmos que uma particula ocupando um
sitio do tipo A é diferente de uma ocupando um sitio do tipo B, entao o sistema possuird dois
tipos de particula. Um caso que se mostrara de interesse para este trabalho foi estudado em [18],
onde particulas em formato Y sao depositadas em uma rede triangular sem que estas possam se
sobrepor. Neste caso, devido a simetria da rede triangular, as particulas podem ser depositadas
em um mesmo sitio de duas formas diferentes, dando origem aos dois tipos de particula. Ja na
rede honeycomb, o tipo de sitio define o tipo de particula.

Como toda transicao de fase de um gas de rede com exclusao de vizinhos é puramente guiada
pela entropia que, por sua vez, depende do ordenamento das particulas na rede, é crucial que
a implementacao computacional desta preserve todas as simetrias da rede infinita. No caso da
rede honeycomb, é preciso preservar a simetria rotacional de ordem trés, de forma que existam
trés direcoes equivalentes na rede. Isto é feito utilizando o conceito de célula unitaria. Para a
rede honeycomb a célula unitaria é composta por um sitio do tipo A e um sitio do tipo B, como

mostra a Figura 2.2.

LA

Figura 2.2: Construcao da rede honeycomb como um grid de L x L células unitarias
(2 x 2, no exemplo), cada uma contendo um sitio do tipo A e um sitio do tipo B. A
Figura da esquerda mostra os vetores unitarios definidos.

Em termos dos vetores unitdrios da rede (Fig. 2.2, painel esquerdo)

vi = (V3,0)
U_é = (\/5/27 3/2)7

(2.1)



as posicoes dos sitios do tipo A e B sao dados por

RAA = noi + mus
(2.2)
Rp = (n+1/3)v1 + (m + 1/3)v3,
onde n e m sao inteiros.
Desta forma, a rede possui N = 2L? sitios. Esta implementacdo da rede também possibilita
a facil utilizacao das condigoes de contorno peridédicas em todas as direcoes da rede honeycomb
ao impor estas condicoes aos vetores v e Us.

Exigindo que v; - gj = 2m0;;, pode-se construir os vetores da rede reciproca

gi =2m(1/V3,-1/3)

(2.3)
g_é = 27T(Oa 2/3)a
de forma que o momentum k da rede finita com N = 2L? sftios é dado por
-k ko
k=—g + —g 2.4
9 + 7 92 (2.4)

com ki,ko=0,1,...,L—1.

Pode-se mostrar que esta construcao de rede respeita todas as simetrias do grupo pontual da
rede infinita sempre que L é miltiplo de trés [35]. A preservagao destas simetrias se mostrara
importante tanto na implementagao do algoritmo a ser utilizado, onde cada direcao da rede deve
ser equivalente as outras, quanto na observacao de fases que apresentam estruturas em faixas ao
longo das diregoes da rede. Caso estas simetrias nao estivessem presentes, tais fases nao seriam
observadas devido a falta de comensurabilidade destas.

Definida a topologia da rede e o sistema, a seguir sao apresentados os métodos utilizados na

caracterizacao das transicoes de fase.

2.2 0O Método de Monte Carlo no Ensemble Grande

Canonico

Tendo a mecanica estatistica como alicerce, o método de Monte Carlo é de suma importancia

no estudo de sistemas cuja solucao analitica é impossivel de ser obtida. Capaz de descrever



propriedades macroscopicas partindo de caracteristicas microscépicas, o método vem sendo di-
retamente beneficiado pelos avancgos tecnolégicos dos ultimos anos, possibilitando o estudo de
sistemas cada vez mais complexos. Atrelado a isto, a possibilidade do desenvolvimento de al-
goritmos mais eficientes, e por vezes, especificos para cada tipo de problema, faz com que o
método de Monte Carlo seja a principal ferramenta no estudo de transicoes de fase. Entretanto,

023

a simulacao de sistemas de tamanho préximo ao real, na ordem de 10°° particulas, ainda nao se

faz possivel, sendo acessivel sistemas com um nimero de particulas da ordem de 106.

Mecanica Estatistica

O método de Monte Carlo parte da definicdo de entropia, dentro da Mecanica Estatistica,
como sendo proporcional ao logaritmo natural do niimero de microestados acessiveis ao sistema

[36]

S(E) = kpInQ(E). (2.5)

Para um sistema no ensemble grande canodnico, isto é, em contato com um reservatorio de
calor e particulas com energia Fy e numero total de particulas Ny, a probabilidade de um

microestado v é dada por

PY = CQR(EO - E,/,N(] - Ny)’ (26)

onde Qg é o niimero de microestados acessiveis ao reservatorio e ¢ é uma constante. Expandindo
o logaritmo da expressao (2.6) até primeira ordem e usando a Eq. (2.5), juntamente com as
relagoes usuais da termodinamica, chega-se a distribuicao de probabilidades de Boltzmann, dada

por
e*/BEV +ﬁMND

v o __
PB - Z e*ﬁEu‘i’BﬂNu ’
v

(2.7)

e representando a probabilidade de ocorréncia de um estado microscépico v com energia FE,, e
numero de particulas IV, em contato com um reservatério com potencial quimico u e temperatura
T, onde = 1/kpT, sendo kp a constante de Boltzmann.

Definindo a funcao de particdo como

Z — Z ef/BEV‘hBNNL/, (28)



pode-se calcular o valor esperado (@) de qualquer observavel Q como a média ponderada

Q) = Z QP4 = % Z QuefﬁEerﬁuNu' (2.9)

A grande motivagdo do método de Monte Carlo estd na inviabilidade de se realizar uma
amostragem completa deste conjunto de microestados (2" para o modelo de Ising, por exem-
plo). Assim, é comum definir um subconjunto composto por M estados de acordo com uma

distribuicao de probabilidades p,. Para estes M estados define-se o estimador Qs

A 1 E N,
Z lepljz e_ﬁ v +/Bu v
=1

Qm = —; , (2.10)
Z p;.le_ﬂEUj +B,U‘Nu]-
J
j=1

sendo que lim Qur = (Q).
M—o0
Para construirmos o método de Monte Carlo é necessario um algoritmo que gere estes M

estados de acordo com a funcao de distribuicao p,.

Algoritmos de Monte Carlo

A flexibilidade quanto & forma de gerar os estados v é uma das principais caracteristicas
do método de Monte Carlo. Comecando com o historico algoritmo de Metropolis, chegando a
algoritmos desenvolvidos nos ultimos anos, neste trabalho foram utilizados trés formas diferentes

de gerar estes estados. Sao eles:

Algoritmo de Metropolis [37]

Partindo da Eq. (2.10), é necessaria a escolha de uma distribuigdo de probabilidades p, para
que a amostra, do ponto de vista da distribuicao de Boltzmann, seja representativa do sistema
em estudo. Uma escolha possivel é a prépria distribuicao de Boltzmann, fazendo com que a

Eq. (2.10) fique

1 M
Qu = M;QW, (2.11)

de forma que o conhecimento da funcao de particao Z deixa de ser necessario para a obtencao
dos observaveis de interesse. Tal forma de amostragem é conhecida como amostragem por
importancia. Esta forma de amostragem garante que os estados mais relevantes do sistema

sejam visitados mais frequentemente, tornando esta amostragem mais eficiente do ponto de



vista estatistico. Entretanto, escolher um estado por meio de uma distribuicao uniforme e entao
considera-lo de acordo com a probabilidade de Boltzmann nao resolve o problema de que a maior
parte dos estados gerados serd pouco significativa. E necessério que os proéprios estados gerados
satisfacam a distribuicao de Boltzmann. Esta questdo é resolvida com o uso dos chamados
processos de Markov [38].

Em um processo de Markov, um estado n é gerado a partir de um estado v segundo uma
probabilidade de transi¢ao P(v — 7). Isso faz com que um estado dependa somente do estado
imediatamente anterior. A sucessao de estados gerados por um processo de Markov é chamada de
cadeia de Markov. Para que a cadeia de Markov gerada satisfaca uma determinada distribuicao
(de Boltzmann, neste caso), é necessario que a probabilidade de transicao P(v — n) satisfaga as
condigoes de balango e ergodicidade.

A equacdo mestra, responsavel por descrever a variacdo temporal da probabilidade p, de o

sistema estar no estado v pode ser escrita como

P _ om0 2) = 3Pl =) (212

Portanto, a variacao temporal da probabilidade de se estar no estado v se da pela soma de
todos os estados que levam até v, subtraidos de todos os estados alcancgaveis a partir de v, de
forma andloga a equagao da continuidade, indicando a conservacao de probabilidade no sistema.

A condicao de ergodicidade requer que, estando o sistema em um estado arbitrario v, qualquer
outro estado 7 possa ser gerado por meio de uma cadeia finita de Markov. Esta condigao assegura
que nenhum estado tenha probabilidade nula de acontecer.

Em conjunto com a condigao de ergodicidade, a condicao de balango assegura que exista um

estado estaciondrio para o sistema. Igualando a variacao temporal a zero na Eq. (2.12) temos
anP(n — V)= Zpl,P(z/ —1). (2.13)
n n
Uma forma de satisfazer a Eq. (2.13) é escolher
pP(v —n) =py,P(n —v). (2.14)

Esta forma mais restrita da Eq. (2.13) é conhecida por condi¢ao de balango detalhado.

Para que a distribuicdo de Boltzmann seja obtida, basta que escolhamos a probabilidade de



transicao de v para n de acordo com o peso de Boltzmann, ou seja,

P =) _ Py _ BBy B +8u(Ny=Ny). (2.15)
Pip—=v)  py
Pode-se ainda escrever a probabilidade de transicio P(v — n) como o produto de duas
quantidades

Plv—n)=g(v—n)Alv —n), (2.16)

sendo o fator g(v — 1) a probabilidade de que o estado 7 seja selecionado, partindo do estado
v, e o fator A(v — 1) a probabilidade de aceitagao deste novo estado 7.

Como as alteragoes no sistema (trial movements) consideradas neste trabalho sao a insercao e
a remogao de uma particula, uma transi¢ao do tipo (7 — v) pode ser escrita como (N — N +1),
onde N é o namero de particulas no sistema. Portanto, o ensemble adequado é o ensemble grande
canodnico, caracterizado pelo numero varidavel de particulas que estao sujeitas a um potencial
quimico fixo.

Fazendo o uso da fungao de particao grande canonica na forma [36]

© ﬁquN
(& _ .
Z(H, V, T) == E T E e 'BEZ, (2.17)
N=0 ’ i

onde V é o volume do sistema e F; é a energia da particula ¢, pode-se obter o peso de Boltzmann

,B,quN
€ _ .
Pu VT & ——e—e P (2.18)

Assim, para satisfazer a condicao de balanco detalhado escolhe-se
g(IN—->N+1)=g(N+1— N), (2.19)

o que faz com que a razao entre as probabilidades de aceitacao seja dada por

A(N — N + ].) eB“V e_ﬁ(EN—Q—l_EN)

AIN+1—N) N+1

. (2.20)

Um célculo andlogo pode ser feito para a remocao de uma particula. Assim, o algoritmo de

Metropolis consiste em propor um estado n partindo de um estado v e aceitar este estado de
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acordo com a taxa de aceitagao, seguindo as regras

o
A(N — N 41) = min |1, —— e #Ev+1=En) 2.21
(¥ = N 1) = min |1 e , (221)
e
NeBu
AN = N —1) = min {1, ev e—ﬁ(EN—l—EN)} : (2.22)
O potencial entre duas particulas (7, j) considerado neste trabalho é da interacao tipo carogo-
duro

00, ser < R*
By = (2.23)

0, ser>R"
com R* sendo um raio caracteristico tal que todos os vizinhos de ordem k estejam nele contidos.
Assim, para qualquer configuracao permitida pelas exclusoes, as Egs. (2.21) e (2.22) assumem

uma forma relativamente simples

AN = N |1, Y™ 9.24
( — +1)—m1n[,]\7+1], ( )
e
Ne Pu
AN - N —1) = min [1, v ] . (2.25)

E importante notar a diferenca desta abordagem para a utilizada no algoritmo de Metropolis
para o modelo de Ising. Enquanto que no modelo de Ising escolhe-se um sitio aleatoriamente
e, entao, altera-se o estado deste, na abordagem aqui descrita escolhe-se primeiro uma modi-
ficagdo (inserir/remover) para entao selecionar o sitio/particula a ser modificado. Por isso, na
implementacao do algoritmo é necessaria a construcao de uma lista das posicoes das particulas

no sistema, de forma que estas possam ser selecionadas para remocao.

Algoritmo de Wang-Landau [39]

Em casos onde a transigao é descontinua, ou seja, as duas fases coexistem préximo ao potencial
quimico de transicao p., o algoritmo de Metropolis se torna ineficiente. Tal ineficiéncia vem da
forma como os estados se sucedem pela cadeia de Markov seguindo a distribuicao de Boltzmann.
Nestes casos, a probabilidade de Boltzmann em estados intermediarios e, se considerarmos que
é necessaria uma sequéncia (de tamanho proporcional a diferenca de energia livre entre as

duas fases) de estados intermedidrios, a taxa com que o sistema trocard de fases durante uma
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simulacao se torna pequena, comprometendo a amostragem.

Na tentativa de solucionar tal problema foi desenvolvido em 2001 o algoritmo de Wang-
Landau. Este algoritmo visa a obtengao de uma estimativa para a densidade de estados g(IV)
(para os casos estudados neste trabalho, onde o estado do sistema é caracterizado pelo niimero
de particulas N) por meio de um mecanismo de feedback. Os estados s@o propostos realizando
uma caminhada aleatéria no nimero de particulas, sendo aceitos de forma que a visitagao de
estados menos explorados seja favorecida.

O algoritmo é conhecido como multicanénico pois independe do ensemble escolhido. Para
obter os observaveis de interesse a partir da densidade de estados é necessario utilizar métodos
como o da repesagem de histogramas, este sim, dependendo do ensemble escolhido. No caso de

interacoes hardcore no ensemble grande-candnico, um observavel () é obtido por

>N (Q)ng(N)er™

(@)= 200 V) , (2.26)

onde (Q)n é a média microcanoénica do observavel ) em configuragdes com N particulas.
Como serd apresentado na Segao 3.5, o caso de exclus@o até quintos vizinhos na rede honey-

comb apresenta uma transicao de fase de dificil amostragem, mesmo utilizando o algoritmo de

Wang-Landau tradicional. Por isso, foi utilizada a variacao com janelas adaptéveis [40], descrita

no Apéndice A.

Algoritmo de Evaporagao-Deposicao em Cluster Linear [20]

Utilizando a formulacao deste algoritmo apresentada em 2014 [17], esta abordagem é extre-
mamente eficiente em sistemas com interacées do tipo carogo-duro. Como as interacoes entre
particulas consistem somente na exclusao de vizinhos, é possivel decompor o sistema em seg-
mentos unidimensionais nao interagentes. Apds a apresentacao original, os autores publicaram
inimeros artigos contendo adaptacoes deste algoritmo. A versdo aqui apresentada é semelhante
a utilizada na referéncia [18].

O algoritmo consiste em escolher uma linha aleatoriamente e remover todas as particulas nela
contidas. Apds a remocao de todas as particulas, a linha consistird em sitios vazios que podem
ou néo estar bloqueados por particulas localizadas nas linhas adjacentes. Assim, a linha pode ser
divida em segmentos compostos por sitios livres, tendo sitios bloqueados como separadores. Com
a escolha adequada da linha, estes segmentos compostos por sitios livres nao interagem entre si,

de forma que a repovoacao de cada segmento se reduz ao caso unidimensional, cuja solucao exata
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¢ conhecida [26]. Seja Q,(z,1) [Q,(z,L)] a funcdo de particdo do problema unidimensional de
particulas duras com exclusao dos d vizinhos mais préximos com condicdes de contorno aberta

[periddical. Estas fungoes de particdo obedecem as relagoes recursivas

Qo(z,1) =1+ 1z, I<d+1

Qo(2,1) = 2Q0(2,1 —d — 1) + Qo (2,1 — 1), d+1<1<L (2.27)

Qp(z, L) = (d+1)2Q(2,L—2d — 1)+ Qp(2, L —d—1), I=1L

sendo que para todos os casos estudados neste trabalho d = 1 (ver Apéndice A para a demons-
tragao das equagoes e definigao de d).
Assim, a probabilidade de que o sitio mais & esquerda de um determinado segmento livre de

tamanho [ seja ocupado é dada por

T I<d+1
P(l) = z%%%%ﬁ, d+1<l<L (2.28)

, Qo(z.L—2d-1)

Q. (z,L) =L

Na rede honeycomb, como existem dois tipos de sitios e trés direcées principais, um passo de
Monte Carlo (MCS) corresponde a 6L movimentos de evaporacao-depdsigao ao longo de uma
linha.

O algoritmo esta representado na Figura 2.3.

Figura 2.3: (Esq.) As trés diregoes da rede honeycomb e as linhas escolhidas para
o algoritmo descrito. (Dir.) Uma configuragao possivel (particulas em vermelho, sitios
excluidos em preto) e o que aconteceria se a linha tracejada fosse escolhida. Assim, ao
longo da linha, cada particula bloqueia um sitio para a direita e um sitio para a esquerda
(d =1). Os sitios em contorno vermelho indicam um segmento de sitios livres.
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Para os sistemas aqui estudados a escolha da linha a ser removida se da da seguinte forma:
primeiramente, uma das sub-redes triangulares contendo somente sitios do tipo A ou B é esco-
lhida (A, por exemplo). Em seguida, uma das trés diregdes principais desta rede triangular é
selecionada e as particulas nesta linha sao removidas. A linha fica entao composta de segmen-
tos de sitios livres, separados por sitios bloqueados por particulas em linhas adjacentes e/ou
particulas na sub-rede B, e a repovoacao destes segmentos ¢ feita seguindo as probabilidades da

Eq. 2.28. A Figura 2.3 mostra um exemplo de linha.

2.3 Transicoes de Fase e Observaveis de Interesse

Para analisar uma transicao de fase é necessario definir um observavel responsavel por ca-
racterizar a fase em que o sistema se encontra. Como a Unica varidvel que nao se mantém
constante durante a simulacao é o nimero de particulas no sistema, utiliza-se a densidade como
uma forma de mensurar a fase atual do sistema, sendo a fase liquida menos densa que a fase
sélida. Entretanto, por variar muito pouco com o potencial quimico nos sistemas estudados, a
densidade muitas vezes nao permite definir com precisao o ponto onde a transicao ocorre, ou
seja, o potencial quimico critico u.. FEste problema aparece principalmente em transicoes de
fase continuas, sendo que em transi¢oes de primeira ordem, no limite termodinamico, a curva
da densidade em funcao do potencial quimico apresenta uma descontinuidade em ..

Assim, em cada um dos sistemas deverd ser definido um parametro de ordem (Q) que adquire,
no limite termodindmico, valor nulo na fase desordenada e valor finito na fase ordenada. Este
parametro de ordem deve levar em consideracao a simetria e a exclusao dos vizinhos da rede
sendo estudada. A importancia da definicao do parametro de ordem estd na utilizacdo deste na
obtencao dos expoentes criticos, uma vez que os valores adquiridos escalam com o tamanho do
sistema considerado e podem ser usados na analise de escala de tamanho finito (ver segdo 2.6).

A forma como o pardmetro de ordem é normalmente definido em redes cristalinas é pela
construcao de sub-redes de forma que, quando na configuragdo de maxima densidade permitida
pela exclusao, apenas um conjunto bem definido destas sub-redes esteja ocupado. Portanto,
espera-se que na fase liquida (pouco densa) todas as sub-redes sejam igualmente ocupadas,
passando por uma quebra de simetria nas suas ocupacoes a medida que o sistema ordena e
aumenta sua densidade.

Definido um parametro de ordem, pode-se obter a flutuagao deste ao longo de uma simulagao.
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Um observavel importante é a susceptibilidade do parametro de ordem, definida como

x =BV ((@%) — (Q)?). (2.29)

Assim como o parametro de ordem, a susceptibilidade é utilizada na obtencao dos expoentes

criticos.

2.4 Repesagem de Histogramas

Dados os algoritmos apresentados, a obtencao dos observéveis de interesse e caracterizacao
da transicao de fase se d4 pela simulagao do sistema em diferentes valores do potencial quimico
w1 em diferentes tamanhos de rede. Entretanto, tal abordagem seria pouco eficiente, uma vez que
o tempo computacional necessario para realizar uma simulagdo Monte Carlo deste tipo cresce
com o volume do sistema simulado.

Descrito por Ferrenberg e Swendsen [41], o método da repesagem de histogramas permite a
extrapolacdo dos dados de uma unica simulagdo com parametros {Xé} para outros parametros
{X%}, outros valores do potencial quimico u, por exemplo. Assim, é necessiria apenas uma
simulacao longa, geralmente no potencial quimico préximo ao da transicao de fase, para que os
dados sejam extrapolados para potenciais quimicos préximos. Por isso, o0 método da repesagem
de histogramas permite a obtencao dos pontos de maximo na susceptibilidade com precisao

arbitraria, fator crucial na obtencao dos expoentes criticos. Seja

1

= —e
Py, Zo

BoEv; —BomoNy,;

a probabilidade de Boltzmann do estado v; para a temperatura Sy = 1/kgTj e potencial quimico

Ho-

Inserindo este resultado na equac@o para o estimador Qn (Eq. 2.10), obtém-se

N
; Qu, exp[—(8 — Bo) Ev, + (Bu — Bopo) Ny,
QN = —% , (2.30)
2
7j=1

exp[—(8 — Bo) Ey; + (Bu — Bopo) Ny,

que ¢é a equacao fundamental do método da repesagem de histogramas. Assim, tendo os dados

simulados para os parametros By e pg, pode-se extrapolar para a temperatura S e potencial
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quimico p por meio da Eq. (2.30).

Entretanto, é necessédrio levar em conta as limitagoes do método. Como, pelo teorema do
limite central, as medidas obtidas durante uma simulagao obedecem uma distribuicao gaussiana,
os dados repesados devem satisfazer esta mesma distribuicdo em torno da nova média. Caso,
ao repesar o histograma das medidas em uma simulacao, este nao corresponder, aproximada-
mente, & uma distribuicao gaussiana, conclui-se que os dados repesados nao mais representam
adequadamente uma simulagao neste novo parametro. Assim, apenas uma regiao préxima a do
parametro originalmente simulado pode ser repesada usando esta técnica. Como a largura da
distribuicao original, que esta associada com sua susceptibilidade, diminui com o aumento de L,

a regiao onde a repesagem ¢ valida se torna menor a medida que o sistema aumenta.

2.5 Analise de Erros

Como as medidas feitas durante uma simulagao de Monte Carlo apresentam correlagao tem-
poral, o uso da variancia normalmente utilizada nao é adequado, pois pode levar a uma subes-
timagao dos erros estatisticos [42].

Uma medida para a funcao de correlagao em uma cadeia de Markov pode ser obtida por [31]

) =Y la()at’ +1) — (a)]- (2.31)

tl

Assim, assumindo que a funcao de autocorrelacio caia com a forma

E(t) ~ e, (2.32)

pode-se obter o tempo de autocorrelacao 7.

Uma vez determinado o tempo de autocorrelagao, as médias dos observaveis de interesse sao
obtidas considerando-se apenas as medidas feitas com aproximadamente um tempo de correlacao
7 entre elas, de forma que, se foram realizadas N medidas, somente N/7 sao utilizadas na
obtencao das médias.

Para analisar o erro referente a média de um observavel que depende de um conjunto de
medidas, como Cy ou Y, utiliza-se a técnica de binning, onde divide-se a série temporal em Np
blocos de tamanho k& muito maior que o tempo de correlagao (k > 1), fazendo com que estes

sejam descorrelacionados entre si. Pode-se obter o erro associado ao observavel ) por meio da
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equacao [42].

_ 1 A2
6% = W;(QB,?’L Q)7 (2.33)

onde @ g, ¢ a média do observavel ) referente ao bloco n, de forma que

k
1
QBn = z E Q (n—1)k+is (2.34)
i=1

comn=1,2,..,Ng.
Estas andlises estatisticas foram realizadas em todos os sistemas aqui apresentados, de forma

a obter as estimativas dos observaveis relevantes.

2.6 Escala de Tamanho Finito

Como ja mencionado, o estudo de fenémenos criticos, como transicoes de fase, frequente-
mente passa pela obtencao dos chamados expoentes criticos. A importancia da obtencao destes
expoentes para um determinado sistema estd na existéncia de classes de universalidade. Um
conjunto de expoentes criticos determina uma classe de universalidade, sendo sistemas com o
mesmo conjunto de expoentes criticos pertencentes a uma mesma classe. Assim, pode-se estu-
dar sistemas relativamente simples com o objetivo de obter informacoes sobre as transicoes de
fase de um sistema mais complexo que pertence a mesma classe de universalidade do sistema
estudado [43].

A obtencao dos expoentes criticos é feita por meio da técnica de escala de tamanho finito

(finite size scaling, FSS) [29].

Transicoes Continuas

Em transicoes continuas, a susceptibilidade escala com o tamanho da rede com os expoentes
criticos v e v, o comprimento de correlacao escala com a razao 1/v e o parametro de ordem

escala com a razao 3/v.

&~ LV, (2.35a)
X~ LY, (2.35b)
Q~ L P (2.35¢)
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Assim, analisando as trés quantidades definidas em (2.35) para diferentes tamanhos de rede
pode-se obter os expoentes criticos e, por consequéncia, a classe de universalidade do sistema
estudado. Quando as quantidades sao adequadamente reescaladas com os expoentes criticos, as

curvas para diferentes tamanhos de rede devem colapsar.

Transicoes Descontinuas

Caso a transicao seja descontinua, a teoria do grupo de renormalizagao [44] prediz um sca-
ling de acordo com a dimensao d do sistema. Assim o valor maximo da susceptibilidade deve
obedecer Xmaz ~ L% e 0 ponto de transicao do sistema finito, obtido por meio do méximo da
susceptibilidade, escala da forma (L) — e ~ L™9.

Entretanto, alguns estudos recentes em transi¢oes de primeira ordem [45,46] indicam que,
em casos especificos, estas regras devem ser modificadas. Para ilustrar estes casos, os autores
consideram um sistema idealizado onde o parametro de ordem (Q assume apenas dois valores,
sendo (), correspondente a fase ordenada, com degenerescéncia g, e (g correspondente a fase
desordenada.

Sejam W, e Wy as respectivas probabilidades de o sistema se encontrar na fase ordenada e

desordenada, de forma que W; =1 — W,. Os momenta do parametro de ordem sao dados por

Q") = WoQp + WaQyq, (2.36)

de forma que a susceptibilidade fica

X = V{Q%) = (Q)%) = VW, Wa(AQ)?, (2.37)

que possui valor méximo quando W, = Wy = 1/2.

Para regides préximas ao ponto critico (@ ~ p.), tem-se que

Wo

w, ~ gAYV = 1, (2.38)

onde Af é a diferenga de energia livre por volume entre as duas fases. Expandindo em torno de
W= e
Ing+AfV(u—pe)=0 (2.39)
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encontra-se

h= e i (2.40)
assumindo Af = AQ.

Ainda que seja um modelo simples, o scaling encontrado na equagao (2.40) reproduz bem a
relacdo usual u ~ L~%, além de deixar explicita a influéncia da degenerescéncia g nesta relacao.

Considerando o caso especial onde a degenerescéncia cresce exponencialmente com o tamanho

do sistema, de forma que g = Aebl, a relacdo (2.40) se torna

~In (Aebt) _bL+InA
“HeTTyAg THeT TvaAQ

(2.41)

Ou seja, p(L) nio mais escala com L~% mas sim com L~9F!. Da mesma forma, se o parametro

de ordem () depende explicitamente de L, as relagoes usuais de scaling serao afetadas.
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Capitulo 3

Resultados

Estabelecidas as técnicas a serem usadas, foram realizadas simulacoes Monte Carlo no en-
semble Grande Canonico na rede honeycomb. Além dos movimentos de inser¢ao/remogao, fo-
ram adicionados movimentos canonicos tipo deslizamento em cluster no caso 2NN e simples
movimentacao das particulas nos casos 4NN e 5NN. Apés a andlise estatistica dos dados e a
aplicacao da técnica de repesagem de histogramas, foi determinada a natureza da transicao
de fase, continua ou descontinua, obtendo os expoentes criticos sempre que esta se mostrou

continua. Os resultados obtidos estao apresentados a seguir.

3.1 Exclusao 1NN

N~ ~

Figura 3.1: Exclusao para os dois tipos de sitio no caso 1NN.

Para o caso de exclusao 1NN foi utilizada, excepcionalmente, uma escolha de linhas diferente
da descrita no Apéndice A. Com a defini¢ao de d apresentada, o caso 1NN corresponderia a d = 0,

invalidando as expressoes obtidas para as probabilidades. Portanto, neste caso, ao escolher uma
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direcao da rede para ser repovoada, consideram-se ambos os sitios dos tipos A e B, de forma
que a linha contenha L' = 2L sitios e seja recuperada a definicao d = 1. E importante notar
que, para os outros casos, esta escolha de linha violaria a condicao de que a repovoacao dos
segmentos de sitios livres deve ser independente.

A configuracdo de maximo empacotamento para a exclusdo de primeiros vizinhos permite
somente um tipo de sitio. Isto é, quando a méxima densidade permitida, pme. = 1/2, é atingida,
somente sitios do tipo A (ou B) estarao presentes. Portanto, é esperada uma quebra de simetria
na ocupacao dos tipos de sitios, caracterizando uma transicao de fase.

Este sistema foi previamente estudado nas Refs. [11,47] usando métodos matriciais, sendo
encontrada uma transicao de fase em torno de . = 2.06, com expoentes criticos indistinguiveis
da classe de universalidade do modelo de Ising bidimensional.

Como a densidade varia pouco a medida que o sistema ordena, para mensurar esta transicao

foi definido o parametro de ordem

Q1 =2[pa — pBl, (3.1)

onde p; mede a densidade de sitios do tipo i. Ao definir este parametro de ordem, fica explicita
a quebra de simetria entre sitios dos tipos A e B, da mesma forma que é quebrada a simetria
entre spins up e down no modelo de Ising. Também foi medida a susceptibilidade de acordo com

a equacgao (2.29). Estes resultados estao apresentados na Fig. 3.2.
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Figura 3.2: Parametro de ordem () (esq.) e susceptibilidade (dir.) como fungao do
potencial quimico para diferentes tamanho de L na exclusao 1NN.

Os resultados mostram que, em regides préximas ao ponto critico previamente estimado, as
particulas se organizam em dominios onde somente um tipo de particula estd presente. Se o
potencial quimico é aumentado ainda mais, toda a rede fica populada por somente um tipo

de particula. Um snapshot de uma configuracdo proxima ao ponto critico pode ser visto na
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Figura 3.3.

Figura 3.3: Snapshot de uma configuracao tipica na regiao préxima ao ponto critico
(1 = 2.05) para o caso INN. L = 144 e p = 0.412. E possivel ver ambos os tipos de
particulas, mas nao héa coexisténcia de uma fase ordenada e uma desordenada, indicando
uma transicao continua.

Utilizando a analise de escala de tamanho finito, chega-se aos expoentes da classe de univer-
salidade do modelo de Ising. Ao reescalar as curvas do parametro de ordem e da susceptibilidade
com os expoentes obtidos, juntamente com o potencial quimico critico encontrado . = 2.064,

estas colapsam em uma tUnica curva, como mostra a Figura 3.4.

L2 e 018 | e tigg |
s P L=120
sl il | 0.14 - L=180 -
g 2 L=360 -
e - o
- ) e : 0.10 |- X B
O sl L L=60 | > 2
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(ML (H-p)LLY

Figura 3.4: As curvas do parametro de ordem (), e a susceptibilidade colapsam apods
reescalar usando os expoentes criticos correspondentes a classe de universalidade do mo-
delo de Ising 2D, a saber, v = 7/4, f = 1/8. e v = 1. O potencial quimico encontrado foi
f1e = 2.064.

Portanto, os resultados obtidos neste trabalho estdo de acordo com os encontrados na litera-
tura e a transicao fluido-sélido no caso 1NN se situa na classe de universalidade do modelo de

Ising bidimensional, com potencial quimico critico p. = 2.064.
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i,

Figura 3.5: Exclusao para os dois tipos de sitio no caso 2NN.

3.2 Exclusao 2NN

Diferentemente da exclusao 1NN, a configuracdo de maximo empacotamento deste caso su-
porta particulas tanto em sitios do tipo A quanto do tipo B. De forma a investigar estas
configuracGes, constréi-se a uma possivel célula primitiva onde as particulas possuem a forma

de um triangulo equildtero, como mostra a Figura 3.6.

¥ X

Figura 3.6: Célula primitiva das particulas e duas possiveis configuragoes de maximo
empacotamento para o modelo 2NN. Como o formato das particulas é um triangulo
equilatero, uma translacao de uma célula unitaria ao longo das trés direcoes da rede
(horizontal, neste caso) é possivel sem que defeitos sejam criados. As cores explicitam a
linha que foi transladada.

Quando a densidade maxima (pq = 1/4) é atingida, cada linha de tamanho 2 x L torna-se
independente das linhas adjacentes e pode deslizar por uma célula unitaria sem que defeitos sejam
criados (Figura 3.6). Considerando que o sistema pode ordenar em cada uma das trés linhas
principais da rede honeycomb e que L/2 linhas independentes sao formadas neste ordenamento,
cada uma com dois estados possiveis devido a liberdade de deslizamento, o estado fundamental

deste sistema possui degenerescéncia g = 3 x 2L/2 — 2,
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Para caracterizar a fase em que o sistema se encontra, decompoe-se a rede em sub-redes como

demonstrado na Figura 3.7

Figura 3.7: Definicoes de sub-rede para o caso 2NN.

e medem-se as seguintes quantidades

qo = 4]po + p2 — p1 — p3]
q+ = 4lpo + p1 — p2 — p3| (3.2)

q- = 4lpo + p3 — p1 — p2|,

onde cada componente da equagao (3.2) mede o ordenamento ao longo de cada uma das trés
direcoes da rede. Durante as simulacoes foi observado que, exceto para casos muito raros,
o sistema nunca ordena em uma e somente uma sub-rede, corroborando com a liberdade de
deslizamento ao longo de uma direcao apresentada acima.

Por fim, o pardmetro de ordem é definido como

Q2 = max(qo, ¢+,q-), (3.3)

onde a funcao max(z,y, z) retorna o maior de seus argumentos.

Como as simulagoes inciais para os sistemas com exclusao 2NN mostraram poucas transicoes
entre as fases observadas ao longo da série temporal, evidenciando uma dinamica extremamente
lenta, foi implementado um movimento canénico adicional durante a amostragem. Seguindo o
movimento proposto em [18], constréi-se um cluster linear de particulas e desliza-se este cluster
por uma célula unitdria ao longo de uma das trés direcoes da rede. A formacao do cluster se
d4 ao escolher uma particula inicial e uma das seis diregoes possiveis (duas para cada diregao

da rede). Em seguida, enquanto o sitio subsequente na diregao escolhida estiver ocupado, esta
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particula é adicionada ao cluster. Claramente este movimento obedece & condicdo de balango
detalhado, uma vez que o movimento reverso ocorre com mesma probabilidade. A Figura 3.8
ilustra a formacao de um cluster e o movimento de deslizamento realizado. Este movimento é

realizado 2L2/5 vezes a cada passo de Monte Carlo (MCS).

Figura 3.8: Formacao de um cluster (linhas tracejadas) e o movimento de deslizamento
para o caso 2NN. Circulos vazios formam um cluster e sao deslizados na direcao da flecha.
Os circulos preenchidos mostram a posicao final das particulas do cluster. Por simetria,
existem seis diregoes possiveis para a formagao e deslizamento de clusters.

Com este tipo de movimento foi possivel, além de equilibrar o sistema de forma muito mais
rapida, diminuir o tempo de correlacdo em mais de uma ordem de grandeza. A série temporal
na Figura 3.9 ilustra a eficiéncia deste movimento ao comparar uma simulagdo com e uma sem
os movimentos de deslizamento.

A Figura 3.10 mostra snapshots de configuragoes tipicas encontradas para diferentes valores
do potencial quimico, mostrando o ordenamento em linhas de tamanho 2 x L ao longo de uma
das trés diregoes da rede.

Como a fungao de distribuicdo de probabilidade (histograma) para o parametro de ordem
mostra dois picos (Fig. 3.11), espera-se uma transi¢ado de primeira ordem. Assim, de acordo
com a discussao feita na Segdo 2.6 sobre transicbes de primeira ordem em sistemas onde a
degenerescéncia do estado fundamental cresce exponencialmente com o tamanho do sistema,
este caso deve apresentar leis de escalas diferentes das usuais, de forma que quantidades como
te(L) nao escalem com L% mas sim com L% ! onde d = 2 é a dimensdo do sistema.

Portanto, ajusta-se o valores do potencial quimico de transicao obtidos por meio do méximo

da susceptibilidade para cada L & seguinte lei de escala

pe(L) = pe(o0) +a/L + b/ L2, (3.4)

onde p.(00), a e b sdo parametros de ajuste.
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Figura 3.9: Comparacao das séries temporais para L = 42 no caso 2NN para uma
simulagao com movimentos de deslizamento e uma sem tais movimentos. E possivel ver
que a amostragem das duas fases se torna muito mais eficiente quando os movimentos de
deslizamento estao presentes.

Figura 3.10: Configuragoes tipicas para o caso 2NN. Os snapshots sao para L = 60 com
plpl: (a) 3.0[0.211], (b) 4.0[0.226], (c) 5.2[0.244] e (d) 5.5[0.248]. As cores representam as
sub-redes como definidas na Fig. 3.7. O detalhe da esquerda mostra uma regiao do painel
(¢), evidenciando as fronteiras entre dominios.

Como mostrado na Fig. 3.12 (d), foi encontrada para a relagao (3.4)

pie(L) = 6.66 — 104.546 /L + 1648.85/L?, (3.5)
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Figura 3.11: Os histogramas normalizados da densidade para L = 96 e L = 108 para
1= 5.75 e p = 5.83, respectivamente, mostram dois picos, indicando uma transi¢ao de
fase de primeira ordem. Inset: parte da série temporal do parametro de ordem ()5 para
L = 108 em p = 5.83. E importante enfatizar a escala do eixo temporal (108 MCS).
Devido ao longo tempo para mudar de fases, a amostragem se torna muito dificil, até
mesmo para sistemas relativamente pequenos como L = 108.

de onde se observa que, para L > b/a ~ 16 o termo proporcional 1/L predomina e o scaling
nao usual acontece. Da mesma relacao se obtém o potencial quimico de transicao no limite
termodinamico p.(00) = 6.66. A Fig. 3.12 (¢) mostra que o méximo da susceptibilidade escala,
também, de forma nao usual, sendo obtido o expoente /v = 2.44. Com estes resultados, além
do expoente 8 = 0.011, pode-se obter um bom colapso para as curvas do pardmetro de ordem e
da susceptibilidade, como mostrado nos paineis (e) e (f) da Fig 3.12.

Além do scaling nao usual na posicao do maximo da susceptibilidade, outro resultado inte-
ressante encontrado foi que, mesmo com os snapshots apresentados na Figura 3.10 mostrando
uma fase de dominios diferente da fase fluida, ndo foram encontrados sinais de uma transicao
entre estas duas fases.

Para melhor entender a formacao de dominios, foi definido um parametro de ordem local

—

Yenn(7) como a ocupagao dos seis vizinhos de ordem seis de uma particula na posigao 7

Yenn(F) =07 Y oy, (3.6)

(6NN)

onde o; = 1 se o sitio ¢ estd ocupado e zero caso contrario. Com as defini¢oes de sub-redes
como na Fig. 3.7, vizinhos de ordem seis sao os sitios mais préximos de uma particula que

pertencem a mesma sub-rede que esta. Portanto, uma particula pertencente ao bulk de um
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Figura 3.12: (a) Parametro de ordem (), e (b) a sua susceptibilidade x5 como fungao do
potencial quimico, u, para diferentes tamanhos do sistema. (¢) Dependéncia de X4, com
L. A linha sélida tem inclinac¢ao v/v = 2.44 £0.02. (d) Scaling nao usual como discutido
na relagao (3.4) juntamente com uma lei de escala alternativa (linha tracejada) para fins
de comparacao. Para maiores valores de L a transicao de primeira ordem escala com L'
ao invés de L? (ver texto para discussao). (e) e (f): colapso das curvas do parametro de
ordem e susceptibilidade, respectivamente, com /v = 0.011, v = 0.97 e v/v = 2.44.

dominio deverd possuir todos os seis vizinhos de ordem seis ocupados (Ygnny = 6), enquanto
que uma particula que se encontra na fronteira de um dominio deverd possuir apenas quatro
vizinhos ocupados (Ygyny = 4). O detalhe na Fig. 3.10 ajuda a visualizar estas situagoes.
Este parametro de ordem local permite investigar o crescimento de dominios com ordenamento
hexagonal a medida que o potencial quimico é aumentado. A Figura 3.13, painel da direita,

mostra a distribuicao de probabilidades de ¥gyy para diferentes valores de p, enquanto que o

painel da esquerda evidencia a auséncia de ponto de inflexdo nas curvas da densidade.
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Figura 3.13: Esquerda: Densidade como fungao de p < 5.0 para diferentes tamanhos
de rede no caso 2NN. Nao é encontrado nenhum ponto de inflexao, mesmo para redes
grandes. Direita: Distribuicao de probabilidade de 14 para L = 100. As flechas indicam a
dire¢do em que p aumenta, a saber, 3.6(A), 3.8(V), 4.0(V), 4.2(+), 4.4(x), 4.6(x), 4.8(0),
5.0(M), 5.2(0), 5.4(e) e 5.6(A).

Como pode ser visto, para u ~ 3.6 quase nao existem particulas pertencentes ao bulk, ca-
racterizando a fase como fluida. A medida que p aumenta, o sistema se torna cada vez mais
semelhante a um sélido, até que a transicao relacionada com o parametro de ordem Qo ocorre
e a simetria translacional é recuperada ao longo de duas das trés direcoes da rede.

Em resumo, o caso 2NN passa por uma fusao em dois passos a medida que o potencial quimico
¢ diminuido. Em densidades préximas ao maximo empacotamento, o sistema quebra em faixas
independentes de tamanho 2 x L com liberdade de translagao ao longo de uma das trés dire¢oes
da rede. A medida que a densidade é diminuida, uma fase solida persiste em configuragoes onde
multiplos dominios ordenados estdao presentes. Esta fase possui ordenamento de curto alcance
mas nao global. Ao diminuir ainda mais a densidade, estes dominios vao diminuindo até que a
simetria translacional é restaurada ao longo das trés direcoes e o sistema se encontra em uma

fase fluida.

3.3 Exclusao 3NN

O caso com exclusao até terceiros vizinhos na rede honeycomb pode ser mapeado no problema
de trimeros triangulares na rede triangular, onde cada sitio pode ser ocupado apenas por um
trimero (painel da direita na Fig. 3.15). Este modelo possui solugao analitica aproximada no
ensemble canoénico para a configuragdo de méximo empacotamento [12]. A solucdo encontrada
se d4 num subconjunto de dois parametros, sendo o problema completo descrito por quatro

parametros. Neste caso, existe uma transicao de fase referente a quebra de simetria na ocupacao

29



T,

Figura 3.14: Exclusao para os dois tipos de sitio no caso 3NN.

de trimeros que apontam para cima e para baixo. Entretanto, na mesma referéncia, os autores
mostram que restringir a solugao para um conjunto 2D de pardmetros é equivalente a assumir

que todas as sub-redes de um tipo de trimero (para cima/baixo) sao igualmente ocupadas.

Y VAV VAV V4

S,

Figura 3.15: Defini¢oes de sub-rede (esquerda) e (direita) equivaléncia entre o caso 3NN
e o modelo de trimeros triangulares na rede triangular, onde sitios podem ser ocupados por
somente um trimero. A érea de exclusdo de uma particula 3NN na rede honeyomcb (pontos
pretos) é a mesma de um trimero triangular na rede triangular (faces acinzentadas).

Como o caso 3NN na rede honeycomb estudado neste trabalho se d4 no ensemble grande-
canodnico, nao se espera que esta condicao seja satisfeita, exceto para casos muito raros.

Definindo as sub-redes como na Figura 3.15, painel esquerdo, nao foi encontrada nenhuma
transicao de fase com o aumento da densidade (Fig. 3.16). Além disso, as configuracoes de
maximo empacotamento nao mostram nenhuma quebra de simetria na ocupacao das sub-redes
ou do tipo de sitio. Uma configuracao tipica para densidades altas (pmqaz = 1/6) é mostrada na
Figura 3.17.

Para verificar se as configuragoes de maxima densidade onde ndao hé quebra de simetria
correspondem as configuragoes de equilibrio, pode-se escolher um estado inicial com somente uma

sub-rede ocupada e verificar se esta se mantém para altos potenciais quimicos. A Figura 3.16,
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direita, mostra a série temporal da ocupagao das sub-redes, evidenciando que o sistema relaxa
para configuracoes com todas elas ocupadas. No detalhe da mesma figura, é apresentada a série
temporal para uma simulac¢ao canonica (N fixo) em altas densidades, indicando que neste caso,

também, as configuragoes de equilibrio possuem todas as sub-redes igualmente ocupadas.
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Figura 3.16: Esquerda: densidade como funcao do potencial quimico para dois tamanhos
de rede na exclusao 3NN. Nao é possivel identificar nenhum ponto de inflexao na escala
investigada. Direita: Série temporal para o caso 3NN com L = 600 e p = 8.0 mostrando
como o sistema relaxa em configuracoes com todas as sub-redes igualmente ocupadas,
mesmo quando uma configuracao inicial com somente uma sub-rede é escolhida. Inset:
simulagao canonica para L = 120 com N = N, —L/2 (¢ = 0.9875) particulas comegando
em uma sub-rede. O sistema rapidamente alcanca configuracoes com todas as sub-redes
igualmente ocupadas.
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Figura 3.17: Snapshot de um sistema com L = 60 mostrando uma configuragao tipica
para o caso 3NN com pulp] = 9.0[0.1638]. Equivalentemente, a fracdo de drea ocupada
é ¢ = 0.9825. E possivel ver varias formas de ordenamento local de curto alcance, mas
nenhum ordenamento global ou fase de dominios é observada nas simulagoes. O detalhe
na esquerda evidencia o ordenamento de curto alcance em diferentes estruturas.

Por fim, pode-se verificar a instabilidade criada ao remover uma tUnica particula de uma

configuracao de maximo empacotamento, como mostra a Figura 3.18. Ao remover uma particula,
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cria-se uma instabilidade ao longo das trés diregoes principais da rede. De acordo com a anélise
realizada na rede triangular em estudos recentes para particulas duras [18], esta instabilidade
desestrutura a fase de sub-redes e uma fase fluida é preferida. Portanto a auséncia de uma
transicao de fase para densidades abaixo da densidade méaxima fica evidenciada por meio das
simulacGes aqui realizadas, estando de acordo com anélise feita acerca da instabilidade da fase

de sub-redes.

-

Figura 3.18: Uma das possiveis configuracoes de maximo empacotamento (esq) e como
a remocao de uma particula cria uma instabilidade translacional ao longo das trés diregoes
principais da rede (dir).

3.4 Exclusao 4NN

e

Figura 3.19: Exclusao para os dois tipos de sitio no caso 4NN.

Ao se excluir vizinhos de até quarta ordem, a configuracao de maximo empacotamento, assim
como no caso 1NN, permite apenas um tipo de particula (4/B). Além disso, em altas densidades,

este sistema se torna parecido com o modelo 1NN na rede triangular, resolvido analiticamente
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por Baxter [15], e que possui uma transicao de fase em p. = 51n ¢, onde ¢ é a razao durea dada
por ¢ = 1‘*'2—‘/5

Portanto, o seguinte cenério interessante se apresenta: caso a quebra de simetria na ocupacao
das redes A e B aconteca antes do ordenamento dentro de cada sub-rede, existe a possibilidade de
duas transigoes de fase serem observadas, onde a simetria A/B é inicialmente quebrada e, depois,
o ordenamento dentro de cada sub-rede acontece, resultando em uma sé sub-rede ocupada. Por
outro lado, se o ordenamento dentro das sub-redes acontece antes ou ao mesmo tempo que a
quebra de simetria A/B, apenas uma transicao de fase deve ser observada.

Como a presenga de dois tipos de particulas na rede honeycomb em altas densidades pode
ser comparada com a presenca de impurezas no modelo 1NN na rede triangular, espera-se que

o segundo caso acontega e uma transicao de primeira ordem seja observada [48].

De forma a caracterizar as possiveis fases, definem-se as seguintes quantidades:

qa = |p1 — p3| + |p1 — ps| + |p3 — psl,
(3.7)

qB = |po — p2| + |po — pa| + |p2 — pal,

com as sub-redes definidas da mesma forma que no caso 3NN (Fig. 3.15). Estas quantidades
sao semelhantes ao parametro de ordem definido para o caso 1NN na rede triangular, uma para

cada tipo de sitio. Por fim, definem-se os parametros de ordem como

qaB = 6|pa — pBl,
(3.8)

Q4 = 3|qa — ¢B],

onde ps (pp) sao dados pela soma das densidades em sub-redes impares (pares). Para este
modelo, pmaz = 1/6.

E possivel perceber, na Figura 3.20, a presenca de dois picos nos histogramas do parametro
de ordem, o que indicaria uma transicao descontinua. Entretanto, estes picos se aproximam com
o aumento do sistema, indicando que, no limite termodinamico, estes se tornarao indistinguiveis.
Este tipo de comportamento acontece para transi¢coes continuas, onde um aumento da separacao
entre os picos do histograma seria esperado caso a transicao fosse de primeira ordem.

A Figura 3.21 apresenta um snapshot em uma configuracdo tipica préxima ao ponto de
transicao para L = 120. E possivel observar o ordenamento das particulas ao longo de cada
sub-rede, a0 mesmo tempo em que uma das sub-redes é preferencialmente ocupada.

Os resultados das Figuras 3.22 mostram uma transicao A/B em p = 2.607 e uma transigao
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Figura 3.20: Densidade como fungao do potencial quimico para o caso 4NN (esq.) e
histograma normalizado do parametro de ordem @4 préoximo a transi¢ao de fase (dir.).
E possivel ver que os picos se aproximam a medida que o tamanho do sistema aumenta,
eventualmente se tornando indistinguiveis no limite termodinamico. Como isto é uma
caracteristica de transicoes de segunda ordem, nossos resultados apontam para este tipo
de transicao.
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Figura 3.21: Snapshot de uma configuragao tipica para a exclusao 4NN préxima ao
ponto de transi¢ao, em p = 2.602 para L = 120, onde as cores representam as quatro
sub-redes definidas. Existe ordenamento dentro de cada sub-rede ao mesmo tempo em
que uma sub-rede é majoritariamente ocupada, de forma que somente uma transicao deva
ser observada. O detalhe da esquerda mostra uma regiao do snapshot, evidenciando o
ordenamento e as fronteiras de dominio.

para a fase de sub-rede em p = 2.6108 obtidas pelo ponto de interse¢ao das curvas do cumulante

de Binder (equagao 3.9).

{U?)

TR

(3.9)

Ainda que seja tentador assumir estas duas transicées como dois pontos criticos diferentes,

a precisdao numérica nao permite tal conclusdo. Além disso, nao existem diferencas visuais
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significativas entre a fase fluida (u < 2.607) e a fase intermediaria (2.607 < p < 2.6108) que
permitam caracterizar uma em detrimento da outra. Baseando-se nestas observagoes, as duas

transicoes serao consideradas como sendo o mesmo ponto critico.
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Figura 3.22: (a) Parametro de ordem @4 e (c¢) cumulante de Binder associado como
funcao de p. Painéis (b) e (d): mesmo que (a) e (c) mas para g4p. O ponto de interse¢ao
em (c) e (d) sao pg, = 2.6108 e py,, = 2.607, respectivamente.

Devido a ambiguidade apresentada pela aproximagcao dos dois picos no histograma do parametro
de ordem com o aumento do sistema, a melhor forma de determinar a natureza da transicao é,
portanto, por meio da andlise de escala de tamanho finito. Ao realizar tal analise, encontra-se
um conjunto de expoentes criticos', a saber, v = 1.28, v = 0.83 ¢ 8 = 0.1, que estdo muito
préximos dos expoentes da classe de universalidade do modelo de Potts de trés estados (v = 5/6,
v =13/9 e 8 = 1/9), exceto pelo expoente 7. Esta classe de universalidade foi a obtida por
Baxter no caso 1NN na rede triangular que, como discutido anteriormente, possui relagao com
o modelo 4NN na rede honeycomb em altas densidades. O colapso das curvas da susceptibili-

dade e do parametro de ordem apds serem reescaladas por estes expoentes pode ser visto na

lAinda que em transicoes de primeira ordem o conceito de expoentes criticos nio esteja definido,
optou-se por esta terminologia para enfatizar as leis de escala nao usuais e comparar estas com outros
sistemas conhecidos.
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Figura 3.23.
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Figura 3.23: As curvas do parametro de ordem 4 (esq) e sua susceptibilidade (dir)
colapsam apoés reescalar com os expoentes criticos v = 1.28, v = 0.83 e f = 0.1, que estao
proximos dos expoentes criticos da classe de universalidade do modelo de Potts de trés
estados.

Como as quantidades analisadas nao escalam com a dimensao d = 2 do problema, os expoentes

obtidos estao de acordo com uma transicao de fase continua.

3.5 Exclusao 5NN

Figura 3.24: Exclusao para os dois tipos de sitio no caso 5NN.

Assim como no modelo 4NN, a configuracao de maximo empacotamento do caso com exclusao
até quintos vizinhos permite apenas um tipo de particula. Isso significa que é esperada uma
transicdo A/B em altas densidades. Apds esta transigao, este modelo se torna similar ao caso

2NN na rede triangular, que foi estudada em [49,50] e possui uma transicao de fase em p = 1.75.

36



Portanto, o mesmo cendario apresentado para o caso 4NN pode acontecer na exclusao 5NN, onde

uma ou mais transicoes de fase podem ser esperadas.

Figura 3.25: Defini¢oes de sub-rede para o caso 5NN.

Definem-se as sub-redes como na Figura 3.25 e mede-se o seguinte parametro de ordem

8 7 7
Q=22 lni—nil. (3.10)

i=0 j>i
que é igual a um quando somente uma sub-rede é totalmente ocupada. A densidade méaxima
para este caso é pmar = 1/8.
Diferentemente dos outros modelos, sao encontrados dois pontos de transicao, como indicado

pelos dois pontos de inflexdo nas curvas da densidade na Figura 3.26.

0 1 2 5 ‘
36 72 -
48 — 90 — m—
0.12 - 60 102 e |
// | . / / /

Q 0.115 7 7

0.11 |
3.5 3.6 3.7 ie . | |

Figura 3.26: Densidade p como funcao do potencial quimico para diversos tamanhos de
rede mostrando o cendrio complexo de transicoes de fase que os sistemas 5NN apresentam.
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Na primeira transicao de fase, o sistema muda de uma fase fluida para uma fase tipo sélida,
mas com todas as sub-redes igualmente ocupadas. Nesta fase, as particulas se organizam em
diversos clusters, como mostra o painel superior esquerdo da Fig. 3.27. Agrupando as sub-redes
em conjuntos de quatro, como mostrado na Tabela 3.1, e olhando para snapshots (Fig. 3.27) apés
a primeira transi¢ao, pode-se claramente ver como o sistema organiza em dominios ao longo das
trés direcoes da rede. Assim, a fase é caracterizada por dominios com fronteiras que atravessam

toda a extensao do sistema, de forma que possuam tamanhos préximos a L.

Figura 3.27: Um tnico snapshot para o modelo 5NN em p = 3.9. O snapshot esquerdo
superior mostra todas as oito sub-redes e, nos painéis subsequentes, as cores representam
os grupos definidos na Tabela 3.1. Nesta coloragao, é possivel ver como o sistema organiza
em dominios de tamanho L ao longo das trés direcoes da rede. L = 102 e p ~ 0.117. O
detalhe na esquerda mostra uma regiao do snapshot superior esquerdo, evidenciando o
ordenamento dentro de cada regiao e as fronteiras entre dominios.

0 [ 0 | w/6 | -w/6
sub-redes || {0,1,2,3} | {0,1,5,6} | {1,2,4,5}

€ €
{4, 5 6.7} | {2,347} | {0,3,6,7}

Tabela 3.1: Grupos de sub-redes para as trés diregoes da rede. Na fase de dominios, estes
grupos formam clusters ao longo da dire¢ao indicada (ver snapshots na Fig. 3.27).

Para caracterizar esta fase é necessario, portanto, um parametro de ordem local. Para isso,
mede-se a ocupagao dos vizinhos de ordem sete (17, andlogo a Eq. 3.6) e é estimado o niimero
de fronteiras de dominios (V) de tamanho L contendo L/2 particulas N, = %, onde N é o

nimero total de particulas no sistema e 17 é a média de 7 na rede.
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O parametro de ordem é entao definido como

que é maior que um se existem mais de duas fronteiras de dominios de tamanho L para

direcao da rede e é igual a um se existem apenas duas, como acontece na Figura 3.27.
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Figura 3.28: Resultados para o parametro de ordem @, e sua susceptibilidade. Foi
observado que p.(L) escala com L', mas a largura da susceptibilidade nao segue esta
relacao. Separando as escalas ao centrar as curvas em zero e reescalando com os expoentes
de melhor ajuste, foi encontrado que a largura da susceptibilidade escala com L?/3 e seu
valor méximo com L*. /v = 0.08.
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As simulagbes mostram dois picos no histograma do parametro de ordem, indicando uma
transicao de fase de primeira ordem. Como pode ser visto na Fig. 3.28, existem duas escalas
separadas na analise de escala de tamanho finito. Primeiro, a localizacdo do ponto de transicao
te(L) escala linearmente com o tamanho do sistema (L), com a transi¢do de fase no limite
termodinamico ocorrendo em up = 4.125. Ja a largura das curvas da susceptibilidade nao
segue esta mesma relagdo. Por isso, para separar as duas escalas, as curvas do pardmetro de
ordem e da susceptibilidade sdo centradas em zero e sao reescaladas com os expoentes criticos
encontrados. Ambas as curvas escalam com L2/3 ao invés de L2, como seria esperado de uma
transicao de primeira ordem. Outro resultado nao tradicional encontrado foi que o maximo da
susceptibilidade escala com L2. Como esta transicio nio apresenta uma degenerescéncia que
cresce exponencialmente com o tamanho do sistema, uma abordagem tedrica capaz de esclarecer
estas leis de escala seria de grande valia.

A medida que o potencial quimico é aumentado, o sistema passa por uma segunda transicao de
fase (Fig. 3.29), resultando em apenas uma sub-rede da Fig. 3.25 sendo ocupada na configuragao

de méaximo empacotamento.

T
1436 — 72 7 3000 136 — 72 1
48 — 90 — - 7 2500 | 48 — 90 — i
08 60 — 102 —| 60 — 102 —
/ 2000 g
o 06 = 1500 - .
04l ) ,, 1000 |- R
02 ] |
R | | | ! e
35 36 37 38 39 4 4.1 3.9 4 4.1
H H
T
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0.111 0.114 0.117 0.120 0.123
p

Figura 3.29: Linha superior: Parametro de ordem Q5 (esq) e susceptibilidade (dir) como
funcao do potencial quimico para a segunda transicao, em que o sistema ordena em uma
fase de sub-redes. Linha inferior: O histograma normalizado da densidade para L = 60
em g = 3.89, na regiao proxima a segunda transicao, apresenta dois picos, indicando
uma transicao descontinua. Entretanto, os resultados indicam leis de escala nao usuais
também para esta transicao.
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Surpreendentemente, mesmo com os histogramas para esta transicao apresentando dois picos
(Fig. 3.29, linha inferior), como esperado de uma transi¢ao descontinua, esta transi¢do também
apresenta leis de escala nao tradicionais, como pode ser visto pela andlise de escala de tamanho
finito na Figura 3.30. O potencial quimico critico encontrado foi ug; = 4.2 e os colapsos das

curvas com os expoentes v/v = 2.13, v = 0.97 e § = 0 estao apresentados na Figura 3.31.

4

1000 3.9

Xmax
M(Xmax)

3.8

3.7

S B S R 3.6 | ! ! ! ! I
43 64 96 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

L /L

100

Figura 3.30: Anadlise de escala de tamanho finito para a segunda transicao de fase no
caso 5NN. Ao ajustar ymax & uma lei de potenciais, sdo encontrados /v = 2.13. No
painel da esquerda, observa-se que p(Ymax) €scala com L', onde uma lei de escala com L?
seria esperada, por se tratar de uma transicao de primeira ordem.

E importante salientar que, para a transicao de sub-rede, o algoritmo de cluster linear utili-
zado até entao apresentou mudancas raras entre as fases ordenada e desordenada, acarretando
em uma amostragem deficiente. Para esta e somente esta transicao, o algoritmo de Wang-
Landau com janelas adaptéveis [40] se mostrou mais eficiente e os resultados apresentados nas
Figuras 3.26 e 3.29 foram obtidos utilizando esta amostragem multicanonica.

Em suma, na exclusao 5NN foram encontradas duas transigoes de fase a medida que o poten-
cial quimico é aumentado. Primeiro, partindo de uma fase fluida, em pup = 4.125 o sistema se
organiza em dois dominios para cada direcao da rede, cada qual com tamanho L. Em seguida,
uma transi¢do para uma fase de sub-rede acontece em pgr = 4.2 e a configuragao de maximo
empacotamento é alcancada. Como as razoes para as leis de escala nao tradicionais neste mo-
delo nao estao completamente claras, uma abordagem tedrica, bem como a utilizagao de outros
métodos de andlise, como os descritos em [51], seriam de grande valia para o entendimento destes

comportamentos.
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Figura 3.31: Colapso das curvas do parametro de ordem Q5 (¢ap) e sua susceptibilidade
X5 (Xab) na linha superior (inferior) com os expoentes criticos v = 0.97, v/v = 2.13 e
B = 0. O ponto de transicao ocorre em pugy = 4.2.
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Capitulo 4

Conjectura

Motivado pela andlise das fases de altas densidade para exclusoes acima do 5NN, foi desen-
volvida a seguinte conjectura baseada no grupo pontual de simetrias das redes honeycomb e
triangular.

Inicialmente, prova-se que os Unicos poligonos regulares possiveis de serem formados por
vértices das redes honeycomb e triangular sao triangulos e hexdgonos. Seguindo a demonstragao
disponivel em [52], nota-se que ambas as redes sao invariantes frente a rotagoes de § = 27/3 em
torno de qualquer vértice da rede. Ao se construir, hipoteticamente, um poligono regular de n
lados cujos vértices coincidem com vértices da rede, e se aplicar duas rotagoes consecutivas de
6 = 27 /3 em dois vértices adjacentes deste poligono, os vértices da figura resultante deverao,
por conta da simetria de rotacao, coincidir com vértices da rede. E fcil mostrar que, exceto
para triangulos e hexdgonos, um terceiro vértice do poligono rotacionado sempre se encontrara
dentro do poligono original (ver linha superior da Fig. 4.1). Ao se aplicar este procedimento
para todos os vértices do poligono inicial, os vértices resultantes formarao o mesmo poligono,
porém com &drea reduzida (ilustragao inferior esquerda da mesma Figura). Ou seja, para qualquer
poligono hipotético formado pelos vértices de uma rede triangular ou honeycomb que nao seja
um hexdgono ou um triangulo, sempre haverd uma versao reduzida deste, também formada por
vértices da rede. Assim, a drea do menor poligono possivel tenderia a zero (ilustragao inferior
direita da Fig. 4.1), o que nao é permitido pela prépria defini¢ao do espagamento caracteristico
da rede. Com isso, conclui-se que somente triangulos e hexdgonos podem ser formados por
vértices das redes triangular e honeycomb. A Figura 4.1 demonstra o procedimento completo
para o pentigono.

Lembrando que a rede honeycomb é composta por duas sub-redes triangulares superpostas,
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Figura 4.1: Rotagao de @ = 27/3 em torno de dois vértices adjacentes (a) e (b) resultando
em um terceiro vértice (c) dentro do pentdgono original. Com isso, é possivel gerar uma
série infinita de rotacoes que resultarda em um poligono de area zero. Ver texto para
explicacao detalhada. Fonte: [52].

serao considerados separadamente os casos onde os vizinhos de ordem k se encontram (I) na

mesma sub-rede e (II) na sub-rede complementar a sub-rede da particula central.

Caso I: Vizinhos na mesma sub-rede

Figura 4.2: Exemplos de vizinhos (2, 5 e 6NN) na mesma sub-rede que a particula
central.

Considerando, inicialmente, uma particula situada num sitio do tipo A, isto é, pertencente

a sub-rede triangular A, e focando somente em vizinhos pertencentes a esta sub-rede A, prova-
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se que hexagonos sao os unicos poligonos regulares possiveis de serem formados por todos os
vizinhos de ordem k& desta particula.

Para demonstrar isto, basta recorrer ao grupo pontual de simetrias da rede triangular e per-
ceber que qualquer rotacao de 6, = 27n/6, com n inteiro, mantém a rede invariante. Portanto,
para qualquer triangulo regular formado por vértices da rede, haverd um outro tridngulo cor-
respondendo a uma rotacao de 63 = m em torno do vértice central, resultando em um conjunto
de seis vértices equidistantes que formam um hexdgono (ver painel da esquerda na Fig. 4.3).
Assim, triangulos nao podem ser formados por todos os vizinhos de ordem k na mesma sub-rede
que a particula central e, com isto, prova-se que os tnico poligonos regulares formados por todos

os vizinhos de ordem k de uma particula sao hexagonos.

Figura 4.3: Esquerda: Qualquer triangulo regular formado pelos vértices de uma rede
triangular pode ser rotacionado por 3 = 7, formando um hexdgono regular composto por
todos os vizinhos de ordem k da particula central. Direita: Vizinhos de ordem k£ = 10
na rede honeycomb, correspondendo a fase de altas densidades da exclusao 9NN, podem
ser decompostos em dois conjuntos disjuntos de seis vértices, cada qual formando um
hexdgono, de forma que existam duas (m = 2) dire¢oes competindo.

Caso I.a: Hexagonos

Como se espera que vizinhos de ordem k sejam ocupados em configuragoes de maxima densi-
dade no caso de exclus@o (k-1)NN, a célula primitiva do estado fundamental nos casos do tipo I
serd um hexagono e a fase de altas densidades devera ser do tipo sub-rede, com degenerescéncia
finita. Para ilustrar este resultado, pode-se recorrer aos snapshots da exclusdo 5NN (Fig. 4.4) e
observar que, de fato, as particulas se arranjam em estruturas hexagonais.

Como extensao deste argumento, devido as possiveis rotacoes da rede triangular, os tnicos

poligonos nao regulares formados por todos os vizinhos de ordem k de um dado sitio possuem,
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Figura 4.4: Em um dado dominio, representado pelas cores/sub-redes definidas na
secao 3.5, a estrutura ordenada encontrada para a exclusao 5NN corresponde a um orde-
namento hexagonal das particulas, como indicado pela conjectura.

necessariamente, IV, ,;4 = 6m vértices, com m sendo inteiro. Estes vizinhos podem ser separados
em m conjuntos disjuntos de seis vértices, cada qual formando um hexdagono regular e estando
relacionado aos demais conjuntos por rotacoes multiplas de 6 < 6; = 7/3 (painel direito da
Fig. 4.3). Portanto, em densidades altas, existirdao m orientagoes ordenadas separadas por
fronteiras de dominios, dando indicios de uma fase hexdtica, onde o ordenamento orientacional
¢ de longo alcance mas o ordenamento posicional é de curto alcance. Os modelos com exclusao
1, 4, 5, 11 e 14NN sao exemplos deste caso com m = 1 enquanto que m = 2 para os modelos
com exclusao 9 (Fig. 4.5), 16 e 2INN. Além das simulagoes apresentadas neste trabalho para os
casos 1, 4 e BNN, simulagoes rapidas foram feitas para os casos 9, 11 e 14NN que, em primeira

analise, confirmam estes resultados.

Caso II: Vizinhos em sub-redes diferentes

O segundo caso acontece se uma particula estd em uma sub-rede A, por exemplo, e seus
vizinhos de ordem k estdo na outra sub-rede, B (Fig. 4.6). Um hexdgono regular com vértices
na sub-rede B e uma particula do tipo A no centro nao pode ser formado na rede honeycomb
pois, como em um hexdgono regular (i) a distancia de qualquer vértice até o centro é igual a
medida do seu lado e (ii) seus angulos internos sao 6§ = 0 = 27/3, por simetria da rede, o centro
de um hexagono regular formado em uma rede triangular é, necessariamente, um vértice desta
rede.

Restam entao duas possibilidades. Os vizinhos de ordem k& na sub-rede B formam ou um
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Figura 4.5: Duas coloragoes diferentes, uma para cada direcao possivel de formagao de
hexdgonos, para uma tnica configuracao (¢ = 0.817) da exclusao INN (ppar = 1/14) em
i =4.5e com L = 84. Em cada uma das coloracoes é possivel ver dominios ordenados
que nao sao visiveis na outra coloragao. Isto indica que existem duas orientacoes (m = 2)
competindo para formar a fase de méxima densidade. O resultado esta de acordo com a
andlise feita no texto e espera-se uma fase hexatica com m = 2. Simulagoes preliminares
indicam g, ~ 4.7.

Figura 4.6: Exemplos de vizinhos (1, 3, 4 e 7NN) na sub-rede complementar a da
particula central.

triangulo equildtero centrado na particula A ou nao formam um poligono regular.

Caso Il.a: Triangulos

E facil ver que para os casos onde existem N ,f = 3 vizinhos de ordem £k, estes formam um
tridngulo equildtero com uma particula A no centro (ver Fig. 4.10 onde os vértices coincidem
com as linhas de reflexdo apresentadas). Diferentemente do Caso I, como a rede honeycomb
nao é invariante frente a rotagdes de @ = 7, estes trés vizinhos compoe todos os vértices de
ordem k. No caso 2NN, neste trabalho, foi mostrado que, para uma configuracao de maximo
empacotamento na rede honeycomb onde a célula primitiva é um triangulo equilatero, existe

liberdade translacional ao longo de uma das trés diregoes principais da rede (Fig. 4.7).
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Figura 4.7: O caso 2NN tem célula primitiva em formato triangular e apresenta liberdade
de deslizamento ao longo das direcoes da rede. Neste caso, é mostrada uma translacao
por uma célula unitaria ao longo da direcao horizontal.

Para afirmar que a célula primitiva do modelo (k-1)NN é, de fato, um triangulo equildtero, é
preciso primeiro examinar a hipdtese de que, no maximo empacotamento, vizinhos de ordem k&
sao ocupados no modelo (k-1)NN. Para isto, é preciso mostrar que a célula primitiva triangular
possui a menor area dentre todas as possiveis células primitivas do modelo.

Seja dkB a distancia da particula central na subrede A até os vizinho de ordem k na subrede

B (Fig. 4.8).

Figura 4.8: Exemplo das quantidades definidas d? e di} (esq) e ilustracio das células de
Wigner-Seitz (dir) para a exclusdo 10NN caso os vizinhos de ordem k = 11 (vermelhos)
ou k = 12 (azuis) sejam ocupados. Claramente a drea do hexdgono é menor que a do
triangulo, de forma que o maximo empacotamento apresentard estrutura hexagonal.

A drea do triangulo correspondendo a célula de Wigner-Seitz [34] deste sistema é dada por

A2 =B app, (11)

J4 a drea de uma célula de Wigner-Seitz correspondendo a um hexdgono, como discutido no
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Caso l.a, é dada por

V3

Ap = 5 (dib)? (4.2)

onde d?, é a distancia ao vizinho mais préoximo na mesma subrede A que a particula central tal
que k' > k. Para que os vizinhos formando um triangulo sejam preferencialmente ocupados no
maximo empacotamento, a condicao

AP < AD (4.3)

deve ser satisfeita. Usando as expressoes anteriores
3 By2 A2
S(a)? < (@) (4.4)

Assim, caso a condigao (4.4) nao seja satisfeita, a célula primitiva hexagonal sera preferida
pois reduzird a drea efetiva de cada particula. Neste caso os vizinhos de ordem k' > k serao
ocupados e nao havera fase colunar. Por outro lado, se a condicao (4.4) for satisfeita, a fase de
altas densidades da exclusao (k — 1)NN deve ser colunar, como ocorre no caso 2NN.

Esta condicao pode ser testada numericamente e, para k < 2000, o tinico caso em que ela é
satisfeita é a exclusao 2NN. Uma ilustracao para o caso 10NN é apresentada no painel direito
da Fig. 4.8, demonstrando como a area do hexagono formado quando vizinhos de ordem k = 12
sao ocupados é menor que a area do triangulo quando vizinhos de ordem k£ = 11 sao ocupados.
Portanto, é razodvel concluir que, exceto para a exclusao 2NN, nao existe fase colunar no modelo
kNN na rede honeycomb.

Para determinar se a fase de méximo empacotamento dos casos (k-1)NN onde existem N kB =3
vizinhos de ordem k na subrede B ¢ cristalina ou irregular, é preciso entao analisar os vizinhos
de ordem (k4 1). Se estes formarem hexdgonos regulares com vértices na sub-rede A (Caso I.a),
a fase de maximo empacotamento serd cristalina e haverd uma fase sélida intermedidria para
densidades mais baixas, onde fronteiras de dominios serao formadas por eventuais deslizamentos.
Essa fase intermediaria foi observada na exclusao 2NN e em simulagoes preliminares para a
exclusao 10NN (Fig. 4.9). Por outro lado, se os vizinhos de ordem (k + 1) formarem poligonos

irregulares, o problema recaird no ultimo caso a ser considerado.
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Figura 4.9: Fase intermedidria para o caso 10NN (esq) onde dominios ordenados em
estruturas hexagonais sao formados [¢ ~ 0.943]. Ao contrario da exclusao 2NN, onde
existe liberdade de deslizamento por conta da forma triangular das particulas, a célula
primaria de menor area neste caso é um hexagono, correspondendo aos vizinhos k£ = 12
ocupados, ao invés de k = 11. Painel da direita mostra uma fase de altas densidades
[ ~ 0.98] para a exclusao 7NN com todas as quatro sub-redes definidas igualmente
ocupadas. A célula primitiva de menor area é irregular, de forma que vizinhos de varias
ordens diferentes sao ocupados. Em ambos os casos, as cores representam sub-redes
definidas de forma a capturar o ordenamento das particulas.

Caso II.b: Poligonos Irregulares

Finalmente, se os vizinhos nao formam um triangulo equildtero, poder-se-ia tentar uma de-
composicao em conjuntos disjuntos que formam triangulos, como feito para hexagonos no Caso
I.a, mas isto nao é possivel neste caso. Para ver isto, nota-se que a rede honeycomb é invari-
ante frente a reflexoes pelas trés linhas indicadas na Figura 4.10. Como consequéncia, vizinhos
refletidos por estas linhas estdao equidistantes do vértice central e sao, por definicao, de mesma
ordem k. Como a distancia entre tais pares de vizinhos refletidos é, de forma geral, menor que
o raio da area excluida pela particula central, existe liberdade em ocupar qualquer um destes
dois sitios, sendo que, se um é ocupado, o outro se torna bloqueado. Esta liberdade acontece
para todos os pares refletidos, de forma que qualquer um dos vértices de um possivel tridngulo
formado pode ser deslocado sem custo energético, descaracterizando a regularidade do estado
fundamental, como mostra o painel direito da Fig. 4.10 para o caso 3NN.

Portanto, quando vizinhos de ordem k satisfazem estas condigoes, na exclusao (k-1)NN ¢é
esperado um comportamento similar ao caso 3NN estudado neste trabalho, onde a estrutura da
configuracao de maximo empacotamento nao é unicamente definida. Entretanto, este argumento
nao é suficiente para descartar a possibilidade de transicées de fase em altas densidades, uma
vez que é possivel a tesselacdo do plano por poligonos irregulares, como exemplifica a Fig. 4.11.
Assim é necessaria uma investigacdo mais detalhada de cada caso para determinar as proprie-

dades e possiveis transigoes de fase. Exemplos de sistemas que se encaixam nesta categoria sao
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Figura 4.10: Linhas frente as quais a rede honeycomb é invariante a reflexoes. Os
pontos pretos e azuis mostram os sitios refletidos por estas linhas. Nos casos onde o
sitio se encontra sobre a linha vermelha, é possivel formar um triangulo equildtero sem
liberdade de deslocamento de seus vértices. Para os outros casos, cada vértice do triangulo
formado possui, de forma independente, liberdade de ocupacgao entre os pares de sitios
refletidos, descaracterizando a regularidade do estado fundamental. O painel esquerdo
exemplifica isto para a exclusao 3NN, indicando algumas das possibilidades de ocupagao
dos vizinhos de ordem k = 4.

as exclusoes 3, 6, 8, 12, 13 e 15NN.

Figura 4.11: Exemplo de tesselacao do plano por hexagonos irregulares. Como as
exclusoes que se encaixam no Caso II.b apresentam células primitivas irregulares, a ca-
racterizacao das configuragoes de maximo empacotamento requer uma analise mais par-
ticularizada para cada caso. Fonte: [53].

A conjectura estd sumarizada na Tabela 4.1.
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| Caso | Particula | Vizinhos (k+1) | Célula Primitiva do E.F. | Fase de Altas Densidades |

La A A m-Hexagonal m-Hexética
IT.a A B m-Hexagonal ou Irregular m-Hexatica ou 7
II.b A B [rregular ?

Tabela 4.1: Sumdrio das conclusoes obtidas para o estado fundamental (E.F.) e para a
fase de altas densidades em gases de rede com exclusao de vizinhos na rede honeycomb
por meio da andlise das simetrias da rede e da regiao de exclusao.

E importante notar que, embora uma conjectura com a mesma finalidade tenha sido desen-
volvida para a rede quadrada [54], o método utilizado para tal foi a construgao por forca bruta
da célula primitiva da configuracao de maximo empacotamento. Neste trabalho, esta célula
primitiva foi obtida por argumentos de simetria e, para o Caso Il.a, por comparagdao numérica.

Vale ainda mencionar que os resultados obtidos para o Caso I.a sao referentes a uma subrede
triangular da rede honeycomb e portanto, sao validos também para o modelo kNN na rede
triangular. Recentemente [55], foi investigada a possibilidade de uma fase hexatica com m = 2
na rede triangular para a exclusao 3NN, que corresponderia a andlise feita aqui para o caso
9NN. Como esperado, o mesmo resultado foi obtido. Portanto, esta conjectura possibilita a

investigagao de fases hexaticas com m > 2 também na rede triangular.
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Capitulo 5

Sumario e Conclusoes

Neste trabalho foram estudadas sistematicamente as transicoes de fase para gases de rede
com exclusao de vizinhos na rede honeycomb. Foram realizadas simulagoes Monte Carlo com
exclusao até quintos vizinhos e foi proposta uma conjectura para regioes de exclusao maiores.
Foi observada uma forte influéncia das simetrias da rede honeycomb e suas regices de exclusao
na determinacao das fases de alta densidade, dando origem a diversos fenomenos interessantes
provindos da assimetria nos dois tipos de sitio presentes nesta rede. Leis de escala nao tradi-
cionais, fases colunares e a presenca de dominios altamente estaveis sao exemplos dos aspectos
interessantes encontrados durante as andlises aqui realizadas.

Devido a grande diferenga de energia livre entre as fases observadas, foram implementadas
diversas técnicas de simulacdo com o intuito de obter uma amostragem eficiente do espago de
fase. Entre estas técnicas estd um algoritmo de cluster [17] com movimentos de sliding [18] e o
algoritmo multicanénico de Wang-Landau com janelas adaptaveis [40]. Mesmo utilizando estas
técnicas, com os recursos computacionais disponiveis, apenas foi possivel realizar simulacoes
em sistemas relativamente pequenos nos casos 2NN (L=108) e 5NN (L=102). E importante
notar que estes tamanhos devem ser comparados com Lg = V2L e ~ 152 e Lg ~ 144 na
rede quadrada, uma vez que a rede honeycomb possui N = 2L? sitios. Em outros casos, foram
realizadas simulagoes em sistemas de tamanho até L = 600.

Os resultados mostram que, para o caso com exclusao de primeiros vizinhos (1NN), o sistema
passa por uma transicao de fase de segunda ordem em pu. = 2.064, com expoentes criticos
indistinguiveis da classe de universalidade do modelo de Ising bidimensional. Foi apresentada
a andlise de escala de tamanho finito por meio do colapso das curvas do parametro de ordem e

da susceptibilidade. Estes resultados confirmaram as previsdes de Runnels [11] e Debierre [47],
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obtidas por métodos de matriz de transferéncia.

Sistemas com exclusao até segundos vizinhos (2NN) passam por uma fusdo em dois passos,
partindo de uma fase colunar na configuracdo de maximo empacotamento, passando por uma
fase intermediaria com multiplos dominios ordenados e, finalmente, por uma fase fluida em
baixas densidades. Mesmo com a auséncia de ponto de inflexdo nas curvas da densidade na
transicao da fase fluida para a fase de dominios, o crescimento destes é caracterizado por meio
de um parametro de ordem local onde a ocupacao de vizinhos de ordem seis de uma particula
é levada em consideragao. E possivel ver que estes vizinhos sao preferencialmente ocupados
na fase de dominios, enquanto que praticamente nenhum é ocupado na fase fluida (1 < 3.6).
Também foi observado que a densidade alcancada na fase de dominios cresce fortemente com o
aumento do sistema, resultando em configuragoes altamente estaveis, de dindmica muito lenta,
e reduzindo drasticamente a eficiéncia da amostragem.

Na segunda transicdo, passando da fase de dominios para uma fase colunar, as simulacoes
mostraram sinais claros de uma transicao de primeira ordem em pu. = 6.66, incluindo a presenca
de dois picos nos histogramas do parametro de ordem que aumentam sua separacao a medida que
o tamanho do sistema é aumentado. Foi mostrado que a degenerescéncia do estado fundamental
destes sistemas cresce exponencialmente com o tamanho L e, como discutido na Secao 2.6, tais
casos apresentam leis de escala nao tradicionais, onde as quantidades de interesse escalam com
L1 a0 invés de L? [45]. Por meio da anélise de escala de tamanho finito foram encontradas estas
relagoes nao tradicionais e os colapsos das curvas do parametro de ordem e da susceptibilidade
foram apresentados.

Para a exclus@o até terceiros vizinhos (3NN) nao foram encontradas transigoes de fase ou
quebras de simetria para altas densidades (¢ ~ 0.98). E possivel observar ordenamento de
curto alcance, mas nenhum ordenamento global é alcancado ao longo das simulagoes. Buscando
melhor investigar essa auséncia de transicdo de fase, foram realizadas simulagoes canonicas e
grande canénicas (u = 8.0) comegando em uma fase ordenada, observando que o sistema relaxa,
em ambos 0s casos, para configuragoes onde todas as sub-redes sao igualmente ocupadas. Ainda,
utilizou-se um argumento de instabilidade frente a remocao de uma particula para suportar estas
conclusoes.

Este sistema foi mapeado no problema de trimeros triangulares na rede triangular, que pos-
sui solucao analitica aproximada em configuracoes de maximo empacotamento quando duas

restrigoes na ocupagao das sub-redes sao impostas [12]. Este modelo passa por uma transigao
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de fase relacionada com a quebra de simetria entre trimeros apontando para cima e para baixo.
Seguindo o mapeamento, esta transicao estaria relacionada com a quebra de simetria entre as
ocupacoes de sitios do tipo A e B. Entretanto, para que a quebra de simetria acontega no sistema
de trimeros, um potencial quimico é atribuido as fronteiras de dominios, que corresponderia a
atribuir potenciais quimicos diferentes as particulas do tipo A/B, que nao corresponde ao caso
aqui estudado. Quando ambos os potenciais quimicos sao iguais, o modelo de trimeros na rede
triangular prediz igual ocupagado das sub-redes, o que esta de acordo com os resultados obtidos
neste trabalho.

A exclusao 4NN passa por uma transigao de fase continua em p, = 2.6108. Foram realizadas
simulacoes em sistemas de tamanho até L = 420 e foram apresentadas evidéncias numéricas com
o intuito de caracterizar esta transicao de fase. Uma quebra de simetria na ocupacao dos sitios
A/B em um potencial quimico ligeiramente mais baixo (u. = 2.607) foi também observada, mas
a precisao numeérica nao permite caracterizar ambas transicoes como pontos criticos diferentes.
Além disso, os resultados nao mostram diferencas visuais significativas no ordenamento das
particulas entre a fase fluida e uma possivel fase intermedidria. Baseando-se nisto, as transi¢coes
foram consideradas como sendo o mesmo ponto critico.

Utilizando anélise de escala de tamanho finito foram apresentados os colapsos das curvas
do parametro de ordem e da susceptibilidade apds reescaladas com o conjunto de expoentes
criticos encontrados, estando estes muito proximos dos expoentes correspondentes a classe de
universalidade do modelo de Potts de trés estados. Este resultado corrobora a observacao de que
os dois picos presentes nos histogramas do parametro de ordem se aproximam com o aumento
do tamanho do sistema, indicando uma transi¢do continua.

Ao se excluir vizinhos de até quinta ordem (5NN), uma forte transicao de fase é encontrada em
psr = 4.2. Foi usado a amostragem multicandnica do algoritmo de Wang-Landau com janelas
adaptaveis, pois esta se mostrou mais eficiente que o algoritmo de cluster utilizado nos casos
anteriores. Nesta transicao, o sistema passa de uma fase de sub-rede no maximo empacotamento
para uma fase onde multiplos dominios ordenados sao encontrados. Semelhante ao caso 2NN,
foram encontradas leis de escala nao tradicionais, onde as quantidades observadas escalam com
L' e ndo com L?, como seria esperado de uma transicio de primeira ordem.

Ao diminuir ainda mais o potencial quimico e, consequentemente, a densidade, o sistema
passa por uma segunda transicao de fase, partindo da fase de multiplos dominios e alcancando a

fase fluida. Foi proposto um parametro de ordem onde a ocupacao de vizinhos de ordem sete é
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considerada de forma a estimar o tamanho linear das fronteiras entre dominios. Esta transicao
também apresenta leis de escala nao tradicionais, onde a altura da susceptibilidade escala com
L3 ¢ sua largura com L2/3, enquanto que a posicio do ponto de transicio escala com L!.

Como as razoes por tras destes comportamentos de escala nao estao completamente claras,
uma abordagem tedrica envolvendo estes modelos seria de grande valia.

Os resultados obtidos neste trabalho estao sumarizados na tabela 5.1.

’ Exclusao ‘ s ‘ 0 ‘ B ‘ v ‘ Classe de Universalidade ‘
INN 2.064 | 7/4 1/8 1 Ising 2D
2NN 6.66 | 2.367 | 0.0107 | 0.97 1* ordem N.T.
3NN - - - - -
ANN 2.6108 | 1.28 0.1 0.83 ~Potts ¢ = 3.
5NN (a) | 4.125 | 3.0 0.08 | 1(2/3) 1* ordem N.T.
5NN (b) 4.2 2.06 0.0 0.97 1* ordem N.T.

Tabela 5.1: Sumario dos resultados obtidos, onde N.T. significa leis de escala nao tradici-
onais. Para o expoente v no caso 5NN (a), a posigao da transi¢ao escala com L' enquanto
que a largura da susceptibilidade escala com L?/3. Para todos os outros casos, o expoente
v é o mesmo para estas duas quantidades.

Para exclusoes acima do HNN foi apresentada uma conjectura baseada no grupo pontual
de simetrias da rede honeycomb, determinando as possiveis transicoes de fase & medida que
a densidade é reduzida da configuracao de maximo empacotamento. Esta conjectura permite
encontrar os casos onde sdo encontradas fases colunares, hexdticas (ordenamento orientacional
de longo alcance e posicional de curto alcance) e de sub-rede (ambos ordenamentos de longo
alcance).

Como comentéario final, destaca-se a variedade de fenémenos encontrados nos sistemas estu-
dados neste trabalho. Mesmo considerando uma interacao simples como a interacao de carogo-
duro, as diferentes simetrias e assimetrias da rede honeycomb dao origem a fases estaveis com
ordenamento local mas nao global, sendo que tal fenomeno nao é encontrado quando a mesma
interacao é considerada em redes como a quadrada ou triangular. A presenca deste tipo de fase,
onde a dindmica do sistema se torna muito mais lenta, gera uma nova classe de observagoes,
como leis de escala nao tradicionais e uma forte dependéncia da regiao critica com o tamanho do
sistema, bem como estimula o desenvolvimento de novas técnicas e algoritmos computacionais

capazes de amostrar eficientemente as regioes de interesse.
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Apeéendice A

Algoritmos Utilizados

Embora o algoritmo de Metropolis, descrito na Segao 2.2, seja extensivamente utilizado em
simulacoes Monte Carlo até hoje, seja por sua simplicidade, ampla cobertura ou por razoes
histéricas, nem sempre ele se mostra eficiente na amostragem do espaco de fase. Em casos onde
existe uma grande diferenca em energia livre entre as fases de interesse, é necessario gerar uma
cadeia de Markov composta por diversas configuragoes de baixa probabilidade para que o sistema
mude de uma fase para outra. Por isso, ao longo dos anos, foram desenvolvidos algoritmos mais
eficientes, muitas vezes para casos especificos, onde a amostragem do espaco de fase pode ser
feita eficientemente.

Os algoritmos utilizados neste trabalho estdo descritos detalhadamente a seguir.

A.1 Algoritmo de Wang-Landau com Janelas
Adaptaveis

Sabe-se, da mecanica estatistica, que todas as informagoes termodinamicas de um sistema
estao contidas em sua funcao de particao e que esta depende diretamente da densidade de estados
do problema em estudo. O principal objetivo do algoritmo de Wang-Landau [39] é a obtengao
desta densidade de estados por meio de uma caminhada aleatéria nao-markoviana por estes
estados.

Considerando que, para um gas de rede no ensemble grande-canonico, o estado do sistema é
descrito pelo nimero de particulas N, associa-se, para cada N, uma densidade de estados (V)

que serd estimada pelo algoritmo. Pode-se entao realizar uma caminhada aleatéria neste espaco
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I' = [Nimin : Nmax] com probabilidade
P(N)=1/y(N) = e 5W), (A1)

Assim, partindo de uma configuracao N, propoe-se uma nova configuracao N’, com entropia
S" = S(N'), e aceita-se esta configuragdo de acordo com

A(N = N') = min (1, GSSIM) : (A.2)

onde p(N — N’) é a probabilidade de a configuracao N’ ser proposta partindo de uma confi-
guracao N. Como no caso do gas de rede as alteragoes permitidas sao insercao e remocao de
particulas e estas sdo feitas com a mesma probabilidade, tem-se p(N — N’) = p(N’ — N) e,
portanto

AN — N’) = min (1, eS—S’) . (A.3)

De forma a estimar a densidade de estados, apds cada movimento (N — N’) incrementa-se
o histograma de visitagoes do estado N, H(N’), e atualiza-se a entropia associada ao estado de
forma

S(N") + S(N') + f, (A.4)

onde f é um parametro inciado em f = 1 e é gradualmente reduzido ao longo da simulagao,
seguindo f < f/2, toda vez que o histograma H (NN) for considerado plano. Isto acontece sempre
que

H(N)>aH, YNeT (A.5)

onde H é o valor médio do histograma e, usualmente, o = 0.8. A iteracdo é terminada quando
f < fmin = 1075,

Pode-se, em principio, dividir o espago I' em n intervalos (janelas) distintos e realizar a
amostragem de Wang-Landau em cada um de maneira independente, conectando a estimativa
para a densidade de estados entre os intervalos a cada nova iteracao. Entretanto, esta abordagem
de janelas fixas causa erros que se somam a cada iteracao nas regies correspondendo as bordas
dos intervalos, de forma que os resultados obtidos sdo alterados de maneira significativa. Para
resolver este problema foi desenvolvida a abordagem de janelas adaptaveis [40].

Para tanto, a amostragem de Wang-Landau é inicialmente realizada em todo o intervalo

I' = [Nmin : Nmax]. Apés um niimero tipico de alteracoes no sistema (~ 10* MCS), o histograma
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H(N) é conferido ser plano apenas no intervalo reduzido I'y = [Npyin : Nmin + W], onde W
é um parametro escolhido durante a inicializagdo do programa. Caso o critério seja satisfeito,
confere-se os valores de N subsequentes ao intervalo até que o critério nao seja mais satisfeito e
o ultimo valor de NV onde o histograma é plano, Ny, é obtido.

Em seguida, a amostragem é realizada novamente, agora no intervalo IV = [N1 — A : Npax| €
o critério do histograma é avaliado no intervalo I'y = [N7 — A : N; — A+ W]. Este procedimento
é realizado até que todo o espacgo I' seja analisado. Por fim, conecta-se a estimativa para a
densidade de estados requerendo a continuidade desta. Uma demonstracao esquemaética das
janelas utilizadas no algoritmo pode ser vista na Figura A.1. Por fim, altera-se o valor de f
como no algoritmo original e repete-se o procedimento até que f < fiin.

Como as janelas sdo determinadas durante a simulacao, esta abordagem nao sofre com o
acumulo de erros em cada iteracao, sendo que, exceto para W muito pequenos, os erros prove-

nientes da presenca das janelas em uma iteracdo serao corrigidos na proxima.

Emax

Figura A.1: Esquema demonstrando as janelas utilizadas durante uma iteracao do al-
goritmo de Wang-Landau com janelas adaptaveis em um problema onde o espago I' é
descrito por niveis de energia E. Fonte: [40].

A.2 Algoritmo de Evaporacao-Deposicao em Cluster

Linear

Desenvolvido exclusivamente para sistemas com interacao do tipo hardcore, este algoritmo [20]
é extremamente eficiente quando comparado ao algoritmo de Metropolis. A versao implementada
neste trabalho é semelhante a utilizada no estudo de gases de rede com exclusao de vizinhos na

rede quadrada [17].
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A construcao do algoritmo é baseada na possibilidade de decomposigao da fun¢ao de partigao
grande candnica de um sistema com interacoes tipo carogo-duro em um produto de miultiplas
funcoes de particdo correspondendo ao problema unidimensional do mesmo. A construcao das
probabilidades do problema unidimensional se da da seguinte forma.

Considera-se um g-mero, e.g. trimero (¢ = 3), tipo caro¢o-duro em uma rede unidimensional
de tamanho [ com condigoes de contorno abertas, onde uma atividade z = e* é atribuida para
cada trimero. A funcao de particao deste problema pode ser construida por simples inspecao
das possiveis configuragoes para os trimeros nesta rede. Na demonstracao a seguir, escolhe-se
o sitio mais a esquerda do g-mero (pintados em vermelho nas Figuras) como referéncia para a
obtencao das funcbes de particao e probabilidades de ocupacéo.

Para l < 3 existem [ possibilidades de ocupar a rede com um trimero. Incluindo a possibilidade

de nenhuma particula na rede, tem-se
="+l =141z, 1<3.

No caso de [ = 4, existe uma possibilidade de ocupagdo da rede por dois trimeros (painel

esquerdo da Fig. A.2), resultando na fungao de partigao
Oy =20+ 42"+ 22 =14 42+ 22

A probabilidade de que o sitio mais a esquerda da rede seja ocupado é dada por

A2 21+ 2) 2
P = 4 = = = z—
(l ) Q4 Q4 ZQ47

onde o fator z' + 22 vem das configuracoes utilizadas para a construcdo de €4 em que o sitio
mais a esquerda estd ocupado.

Estendendo para o caso [ = 5 (Fig. A.2, direita), tem-se
Q5 = 20 + 521 + 322,

resultando na probabilidade

242220 2(1422) O
P = = — = 5=
(I1=05) o % ZQ5
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Figura A.2: Com condigoes de contorno abertas. Esquerda: para [ = 4, existem quatro
formas de se colocar um trimero e uma forma de se colocar dois trimeros na rede. Direita:
para [ = 5, existem trés possibilidades com dois trimeros.

De forma geral, as funcoes de particao obedecem a seguinte relacao de recorréncia

141z, [ <gq,
Q= (A.6)

g+ -1, 1>q,

e a probabilidade, por conseguinte,

G [ <q,
Pl =" (A7)
z%f, l>q

Caso haja condigoes de contorno periddicas, o que acontece quando | = L, a regiao de exclusao
dos ultimos g — 1 sitios interage com a ocupacao dos primeiros sitios da rede. Realizando uma
construcao semelhante & apresentada para condigoes de contorno abertas, chega-se na funcao de

particao

O = q2Qn-2¢+1 + Qg (A.8)
e na probabilidade
Qr_
P(L) = z—E220tL (A.9)
Qr

Assim, para aplicar este procedimento ao problema bidimensional, é necessédrio escolher uma

linha para compor o problema 1D. Escolhida a linha, todas as particulas nesta sao removidas, de
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forma que a linha fique composta por segmentos de sitios livres separados por sitios bloqueados
devido a particulas em linhas adjacentes. A escolha da linha deve ser feita de forma que as
ocupacoes dos segmentos de sitios livres sejam independentes. A Ref. [17] mostra esta construgao
para o caso kNN da rede quadrada. Por fim, cada segmento de tamanho [ é repovoado segundo
as probabilidades obtidas nas Equactes A.7 e A.9.

Como as probabilidades obtidas foram calculadas considerando o primeiro sitio do g-mero na
construcao das fungoes de particao, é necessario fazer a correta interpretagdo de ¢ para o caso
de exclusao de préximos vizinhos. Sendo a particula representada pelo sitio central da regiao de
exclusao, no problema unidimensional havera 2d+ 1 sitios bloqueados ao longo da linha, sendo d
para cada lado. Assim, a correta interpretagao acontece quando ¢ = d+ 1. A Figura A.3 ilustra
esta interpretacao. Os casos estudados neste trabalho excluem apenas um sitio na diregao das
linhas escolhidas, de forma que d = 1. Para exclusoes além do 5NN d passa a assumir outros

valores.

gq=d+1

2d+1

Figura A.3: Interpretacao correta do parametro ¢ para o caso de exclusao de proximos
vizinhos. Como a &area excluida é simétrica em relagao a particula central, é preciso
interpretar o g-mero, segundo a construcao das probabilidades, como ¢ = d + 1.

Com isso, as Equagdes A.7 e A.9 ficam:

é, [ <d+1,
P(l) =225 d+1<i<L, (A.10)

com as fungoes de particao dadas por

62



14z, 1 <d+1,

Q(l) =32 g1+, d+1<I<L, (A'll)

(d + 1)ZQl_2d_1 4+ Q_g-1, 1=0L.

Uma vez feita a tentativa de insercao de uma particula no sitio mais a esquerda da rede
unidimensional, caso esta tenha sido bem sucedida, reduz-se [ de forma que [ < (I —d — 1)
e repete-se o procedimento para o novo sitio mais a esquerda. Caso a tentativa inicial tenha
falhado, move-se um sitio para a direita e realiza-se nova tentativa com [ < (I — 1).

Para realizar estas operacoes de forma eficiente, todas as probabilidades sao calculadas du-
rante a inicializacdo do programa e guardadas na meméria de acesso rapido. Além disso, a
implementacao da rede pode ser feita utilizando o conceito de lista circular duplamente encade-
ada, onde uma estrutura de dados é formada e cada sitio da rede possui trés pares de ponteiros
representando as seis diregoes da rede. Listas de vizinhos e os movimentos de deslizamento
utilizados no caso 2NN também foram construidos utilizando este conceito. Como operagoes
com ponteiros sao realizadas de forma muito mais eficiente pelo programa, esta implementacao

reduz significativamente o tempo computacional.

vt
vt

- - —» -
“ “ “ “
v 1

vt

Figura A.4: Exemplo de estrutura de dados estilo lista circular duplamente encadeada
formando uma rede quadrada. As setas representam os ponteiros sendo que cada cada
sitio, neste caso, possui dois pares de ponteiros, correspondendo as duas direcoes da rede.

Outra vantagem importante deste algoritmo vem da facil implementacao em paralelo. Como

as operacgoes necessarias envolvem apenas uma linha da rede e algumas linhas adjacentes,
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multiplas linhas podem ser atualizadas simultaneamente, desde que na mesma direcao da rede.
Isto garante que as linhas nao se cruzem, quebrando a condicao de repovoamento independente.
Para evitar o chamado data racing, uma distancia minima entre linhas atualizadas simulta-
neamente deve ser respeitada, sendo que esta distancia varia de caso para caso. A versao em
paralelo implementada neste trabalho utiliza a interface OpenMP [56] juntamente com o gerador

de numeros pseudo-aleatérios PCG [57].
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