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RESUMO 

LEMOS, P. S. B. Formulação de soluções de referência para modelagem dos processos 
de compactação em bacias sedimentares. 2019. 221 f. Tese (Doutorado em Engenharia) – 
Programa de Pós-Graduação em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre. 

As bacias sedimentares resultam da deposição de sedimentos ao longo de períodos geológi-

cos, que são transformados em rochas através do fenômeno natural chamado diagênese, que 

envolve processos físicos, químicos e biológicos. Como resultado da diagênese, as bacias se-

dimentares se revelam ambientes propícios à formação, migração e acúmulo de hidrocarbone-

tos, bem como de minerais e reservatórios de água. Nesse contexto, os simuladores de bacias 

que implementam modelos numéricos são classicamente utilizados para a reconstrução do 

estado mecânico ao longo do tempo geológico, com o objetivo específico de otimizar os pro-

cessos de prospecção e exploração. A deformação do material geológico se origina principal-

mente nos processos de compactação mecânica e químico-mecânica. A compactação mecâni-

ca predomina nas camadas superiores das bacias e induz deformações independentes do tem-

po, enquanto a compactação químico-mecânica, resultante do fenômeno pressão-solução in-

tergranular (IPS), prevalece nas camadas mais profundas e está associada à deformações dife-

ridas. Os dois processos ocorrem simultaneamente nas camadas intermediárias das bacias e a 

compactação causa grandes variações irreversíveis de porosidade. Este trabalho é dedicado ao 

desenvolvimento de soluções semi-analíticas para a deformação induzida pela compactação 

gravitacional em bacias sedimentares. Formuladas no contexto do acoplamento plástico-

viscoplástico em grandes deformações, a modelagem dedica ênfase especial aos efeitos do 

adensamento na rigidez e no endurecimento do material sedimentar, associado às grandes 

variações irreversíveis da porosidade. Ao nível do material, a compactação puramente mecâ-

nica é manipulada no contexto de elastoplasticidade finita, enquanto a componente viscoplás-

tica do comportamento visa tratar deformações diferidas resultantes da compactação químico-

mecânica. Na escala da bacia, as soluções semi-analíticas, que descrevem a evolução do esta-

do mecânico da bacia sedimentar ao longo dos períodos de acreção e pós-acreção, são apre-

sentadas em um cenário oedométrico simplificado. Embora as análises sejam realizadas em 

condições isotérmicas e drenadas, essas soluções podem ser vistas como soluções de referên-

cia, úteis para a verificação e como benchmarks de simuladores de bacia sedimentares. A 

abordagem proposta revela-se adequada para análises paramétricas, uma vez que requer ape-

nas um software matemático padrão para a resolução de sistemas de equações diferenciais 

parciais. Ilustrações numéricas fornecem uma comparação quantitativa entre as soluções de 

referência e as predições de um simulador de bacias apropriado, baseado em elementos fini-

tos, mostrando assim a capacidade da abordagem em capturar com precisão os recursos es-

senciais da deformação da bacia. 

Palavras-chave: bacia sedimentar; compactação gravitacional; grandes deformações; acoplamento 

elástico-plástico-viscoplástico; endurecimento; simulação de elementos finitos.  



ABSTRACT 

LEMOS, P. S. B. Formulation of reference solutions for modeling of compaction process 
in sedimentary basins. 2019. 221 f. Thesis (Doctorate in Civil Engineering) – Programa de 
Pós-Graduação em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre. 

Sedimentary basins result from deposition along geological periods of sediments which are 

transformed into rock through natural phenomena involving physical, chemical and biological 

processes, referred to as diagenesis. As a result of diagenesis processes, sedimentary basins 

reveal environments conducive to formation, migration, and accumulation of hydrocarbons, as 

well as of minerals and water reservoirs. In this context, the simulators of basins implement-

ing numerical models are classically used for the reconstruction of the mechanical state over 

geological time, with the specific aim of optimizing the prospection and exploration process-

es. The deformation of the geological material mainly originates in the processes of mechani-

cal and chemical-mechanical compaction. Mechanical compaction occurs in the upper layers 

of the basins inducing time-independent strains, whereas chemical-mechanical compaction 

resulting from the intergranular pressure-solution phenomenon (IPS) occurs in the deeper lay-

ers and it is associated with creep-like deformation. The two processes occur simultaneously 

in the intermediate layers and the compaction causes large irreversible variations of porosity. 

This work is devoted to the development of semi-analytical solutions for the deformation in-

duced by gravitational compaction in sedimentary basins. Formulated within the framework 

of coupled plasticity-viscoplasticity at large strains, the modeling dedicates special emphasis 

to the effects of material densification associated with large irreversible porosity changes on 

the stiffness and hardening of the sediment material. At the material level, the purely mechan-

ical compaction taking place in the upper layers of the basin is handled in the context of finite 

elastoplasticity, whereas the viscoplastic component of behavior is intended to address creep-

like deformation resulting from chemo-mechanical that prevails at deeper layers. At the basin 

structure scale, semi-analytical solutions describing the evolution of mechanical state of the 

sedimentary basin along both the accretion and post-accretion periods are presented in the 

simplified oedometric setting. Although the analysis is carried out under isothermal and fully 

drained conditions, these solutions can be viewed as useful reference solutions for verification 

and benchmarks of basin simulators. The proposed approach may reveal suitable for paramet-

ric analyses since it requires only standard mathematics-based software for PDE system reso-

lution. The numerical illustrations provide a quantitative comparison between the derived 

solutions and finite element predictions from an appropriate basin simulator, thus showing the 

ability of the approach to accurately capture essential features of basin deformation. 

Key-words: sedimentary basin; gravitational compaction; large strains; coupled elasticity-

plasticity-viscoplasticity; hardening; Finite element simulation. 
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__________________________________________________________________________________________ 
Formulação de soluções de referência para modelagem dos processos de compactação em bacias sedimentares. 

1. INTRODUÇÃO 

As bacias sedimentares são estruturas naturais que se formam em grandes regiões da superfí-

cie terrestre. Devido à subsidência da litosfera, essas regiões retêm material sedimentar oriun-

do dos processos erosivos de rochas, que são transportados pelo roteamento sedimentar. Esses 

sedimentos são novamente transformados em rocha através do fenômeno da diagênese, que é 

o conjunto de processos físicos, químicos e biológicos. Esse processo ocorre ao longo de pe-

ríodos geológicos de milhões de anos. 

Essas regiões, que podem ser marinhas, continentais ou intermediárias, são ambientes naturais 

para a formação e acumulação de hidrocarbonetos, aquíferos subterrâneos e reservas minerais. 

A avaliação e exploração desses recursos requer uma compreensão abrangente dos múltiplos 

fenômenos acoplados que ocorrem na escala de tempo geológica. Nesse cenário, a modela-

gem de bacias sedimentares possui primordial importância, pois permite simular diferentes 

cenários da história da bacia. 

Na perspectiva dos modelos analíticos, existe um hiato na existência de soluções de referência 

que descrevam a variação dos parâmetros que caracterizam o comportamento mecânico das 

bacias sedimentares. Alguns poucos modelos proveram significativas contribuições para a 

previsão do perfil de porosidade. Esses modelos, que possuem complexidade variável, nor-

malmente colocam a porosidade como uma função ou exponencial ou logarítmica de algum 

parâmetro, como a profundidade ou a tensão efetiva vertical. 

Já os modelos numéricos são mais numerosos e incorporam diferentes modelos e característi-

cas das bacias sedimentares. Basicamente, eles procuram reconstruir o estado termoporome-

cânico das bacias, a partir da simulação dos eventos e fenômenos geológicos. Um dos aspec-

tos principais das simulações diz respeito ao modelo mecânico usado para descrever a com-

pactação ao longo do tempo, pois a subsidência tectônica e a deformação da bacia estão for-

temente acopladas à evolução térmica e ao fluxo de fluidos. Nesse sentido, o modelo numéri-

co deve ser capaz de lidar com os mecanismos de compactação que podem ocorrer em dife-

rentes tipos de sedimentos. 



15 

__________________________________________________________________________________________ 
Paulo Sérgio Baumbach Lemos. Tese de Doutorado – Porto Alegre: PPGEC/UFRGS 2019 

Nas rochas siliciclásticas, por exemplo, dois tipos principais de mecanismos de compactação 

podem ocorrer: a compactação puramente mecânica, que ocorre devido ao rearranjo de grãos 

e à subsequente expulsão de fluidos dos poros e a compactação químico-mecânica, resultante 

da dissolução, difusão e precipitação de minerais, conhecida como mecanismo pressão-

solução intergranular (IPS – Intergranular Pressure-Solution). O primeiro mecanismo preva-

lece nos estágios iniciais de uma camada recém depositada, enquanto o segundo mecanismo 

domina progressivamente a compactação à medida que a contínua sedimentação aumenta a 

temperatura e as tensões efetivas dos sedimentos (SCHMIDT; MCDONALD, 1979). 

Nesse cenário, soluções que sirvam como referência desempenham importante papel. Para os 

simuladores numéricos, as soluções de referência auxiliam no processo de verificação dos 

modelos propostos. A verificação é o processo de avaliar a correção do software e a precisão 

numérica de uma solução para um determinado modelo matemático, no qual a associação ou o 

relacionamento da simulação com o mundo real não é um problema. O processo de verifica-

ção é basicamente realizado comparando as respostas do simulador aos benchmarks, que são 

soluções altamente precisas para modelos matemáticos específicos (OBERKAMPF; ROY, 

2010). 

1.1 OBJETIVOS E DESENVOLVIMENTO DA PESQUISA 

O objetivo deste trabalho é a formulação de soluções de referência que descrevam os proces-

sos de sedimentação e compactação em bacias sedimentares, que sirvam como referência para 

simuladores numéricos. Para tal finalidade, foram desenvolvidos quatro modelos, que diferem 

entre si em função das leis de endurecimento plástico e viscoplástico e dos efeitos do adensa-

mento sobre as propriedades mecânicas dos sedimentos. 

O primeiro modelo desenvolvido utiliza leis de endurecimento mais simplificadas, que possi-

bilitam o desenvolvimento analítico das respostas. Os demais modelos utilizam leis de endu-

recimento baseadas na análise micromecânica, que possibilitam respostas mais próximas à 

realidade. Eles também adicionam em sua formulação, de maneira gradativa, a influência do 

adensamento sobre as propriedades mecânicas do material sedimentar. A formulação e as ca-

racterísticas de cada modelo são apresentadas e exploradas. 
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Por fim, é feita uma comparação entre as respostas de dois modelos desenvolvidos e as predi-

ções de um simulador numérico de bacias sedimentares. Ao simulador numérico, que é sucin-

tamente apresentado, incorporam-se os mesmos modelos utilizados na formulação das solu-

ções de referência. O objetivo das comparações é confirmar a correção e precisão dos mode-

los desenvolvidos através de uma abordagem matemática diferente para o mesmo problema. 
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1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO 

O trabalho está dividido em sete capítulos. O primeiro trata da introdução do tema proposto 

bem como os objetivos do desenvolvimento da pesquisa. 

O segundo capítulo apresenta, de forma sucinta, uma revisão sobre os conceitos básicos acer-

ca da formação e dos mecanismos de compactação de bacias sedimentares. Nesse capítulo 

também é apresentada uma breve revisão sobre a modelagem e simulação dos processos de 

formação de bacias, do ponto de vista da geomecânica e da indústria de exploração do petró-

leo. 

O terceiro capítulo apresenta o modelo simplificado de bacia sedimentar, com uma breve des-

crição do problema, a colocação das hipóteses adotadas e das equações de campo que regem o 

problema. O carregamento e a colocação do problema no âmbito das grandes deformações 

também são apresentados. É dada ênfase ao modelo constitutivo do material sedimentar, bem 

como ao acoplamento elástico-plástico-viscoplástico das deformações. Por fim, é apresentada 

a forma dos campos de tensão e velocidades que compõem a solução do problema. 

O quarto capítulo apresenta a formulação mecânica do problema, para cada fase de compor-

tamento do material, desconsiderando os efeitos do adensamento sobre os módulos elásticos 

do material sedimentar. São propostos dois modelos para a análise, o primeiro com leis de 

endurecimento plástico e viscoplástico mais simplificadas, o segundo modelo utiliza leis de 

endurecimento baseadas na análise micromecânica. A formulação é apresentada juntamente 

com as respostas para cada fase de comportamento, com o objetivo de explorar as característi-

cas de cada modelo. 

O quinto capítulo apresenta a formulação mecânica do problema considerando os efeitos do 

adensamento sobre os módulos elásticos do material. A formulação de cada fase de compor-

tamento é abordada individualmente e, ao final do capítulo, as respostas são apresentadas e 

comparadas às do modelo anterior, demonstrando as principais características de cada formu-

lação acerca dos efeitos do adensamento sobre os módulos elásticos do material sedimentar. 

O sexto capítulo apresenta a comparação entre as respostas dos modelos desenvolvidos e as 

predições de um simulador numérico de bacias sedimentares, que tem como objetivo confir-

mar a correção e precisão dos modelos desenvolvidos. 
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O sétimo capítulo apresenta as considerações finais do trabalho, onde são expostas as conclu-

sões sobre os temas desenvolvidos no trabalho. Por fim, serão apresentadas as perspectivas e 

sugestões para os desenvolvimentos futuros da pesquisa. 
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2. PROBLEMÁTICA DAS BACIAS SEDIMENTARES 

Bacias sedimentares são regiões da Terra onde o processo de subsidência da litosfera propor-

cionou um espaço de preenchimento e acomodação para os sedimentos (ALLEN; ALLEN, 

2013). Estes sedimentos podem ser originados de rochas ígneas, metamórficas e sedimentares, 

e são transformados em rochas por meio da diagênese. O fenômeno da diagênese pode ser 

definido como todo processo físico, químico e biológico que age sobre um sedimento desde o 

momento em que foi depositado até que entre no domínio do metamorfismo (GILES, 1997). 

2.1 ROTEAMENTO SEDIMENTAR 

Roteamento sedimentar é o sistema geo-morfodinâmico que conecta as regiões de erosão, de 

transporte de sedimentos, de armazenamento temporário e da deposição de longo prazo dos 

sedimentos. Os sistemas de roteamento de sedimentos, antigos e modernos, são caracterizados 

por dinâmicas internas complexas, mas também são sensíveis às mudanças nos mecanismos 

externos, como o clima e a tectônica. Eles geralmente compreendem uma série de segmentos, 

cada um governado por um conjunto distinto de processos erosivos, transportacionais e depo-

sicionais (ALLEN; ALLEN, 2013).  

As zonas entre os segmentos envolvem complexos mecanismos de transferência de sedimen-

tos e podem atuar como áreas de armazenamento temporário de sedimentos antes da redistri-

buição para o sistema descendente. O armazenamento temporário de sedimentos aumenta o 

tempo de transporte do sedimento através do sistema de roteamento e age, potencialmente, 

como um amortecimento ao sistema. A Figura 1 apresenta um esquema sobre o roteamento 

sedimentar. 
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Figura 1: roteamento sedimentar (ALLEN; ALLEN, 2013) 

O sedimento recebe uma carga variável de partículas desde as regiões montanhosas até o de-

pósito final, através do intemperismo, produção de regolitos e erosão, acompanhadas pela 

liberação de solutos. O regolito é uma zona de mobilidade física e de mudanças químicas me-

diadas biologicamente, que varia em espessura de zero a mais de 100m . A maior parte do 

sedimento particulado e das cargas dissolvidas é transportada no ciclo hidrológico, principal-

mente pelo escoamento. O fluxo (ou rendimento) de sedimentos varia fortemente com a loca-

lidade, tamanho da área e com a escala de tempo das observações. Poucos rios estão em um 

estado prístino (sem interferência humana), e por isso a modelagem ou a previsão dos rendi-

mentos dos sedimentos nos motores erosivos dos sistemas de roteamento é difícil (ALLEN; 

ALLEN, 2013). Estima-se que a produção média global de sedimentos seja de 135ton/km2 

por ano e que a quantidade total de sedimentos descarregados para o oceano é da ordem de 

2×1010 toneladas por ano (ALLEN; ALLEN, 2005). 

Uma informação importante para a modelagem e reconstrução do histórico de bacias é a taxa 

de deposição sedimentar. Vários trabalhos apresentam taxas de deposição sedimentar que, 

dentro de cada ambiente, variam entre 0.05mm/ano e 25mm/ano (Stephenson (1996), Zuo et 

al. (1997), Gutierrez e Wangen (2005), Ingall e Cappellen (1990)). Especificamente para 
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áreas centrais do Oceano Atlântico, Bjorlykke (2010) afirma que ela varia entre 0.001 a 

0.01mm/ano. 

Um banco de dados com a espessura de sedimentos atual nos oceanos foi compilado pela Na-

tional Geophysical Data Center (DIVINS, 2003) e atualizado com informações do oceano 

Antártico por Whittaker et al. (2013). A Figura 2 apresenta o resultado destes trabalhos. 

 
Figura 2: espessura de sedimentos atual nos oceanos (WHITTAKER et al., 2013) 

2.2 MECANISMOS DE COMPACTAÇÃO 

O processo de diagênese compreende todo mecanismo físico, químico e biológico que atuam 

na formação de rochas sedimentares. Esses mecanismos atuam de forma acoplada, afetando 

diretamente uns aos outros. 

Na perspectiva da análise mecânica da deformação das rochas siliciclásticas, dois mecanismos 

possuem destaque: a compactação puramente mecânica e a compactação químico-mecânica 

(Schneider et al. (1996), Gutierrez e Wangen (2005), Zhang e Spiers (2005)). 
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A compactação puramente mecânica, que envolve principalmente o rearranjo das partículas 

do sedimento, prevalece nas camadas superiores das bacias. A compactação químico-

mecânica, que resulta do mecanismo pressão-solução induzido por tensões, ocorre nas cama-

das mais profundas onde tanto as tensões quanto as temperaturas são maiores. 

Não há uma delimitação espacial clara entre os mecanismos, podendo existir uma zona de 

transição onde os dois processos ocorrem simultaneamente, com grande interdependência. 

Essa zona de transição pode estar localizada a uma profundidade que varia desde algumas 

centenas de metros, para sedimentos carbonáticos, até 1.5km para arenitos. Abaixo dessa re-

gião, os mecanismos de pressão-solução controlam o processo de deformação da bacia 

(Schmidt e Mcdonald (1979), Angevine e Turcotte (1983), Tada e Siever (1989), Renard et al. 

(1999), Yang (2000), Hu et al. (2010), Hueckel et al. (2016)). 

Não há um consenso acerca da contribuição de cada processo na diminuição da porosidade na 

rocha sedimentar. Alguns estudos indicam que a compactação puramente mecânica pode re-

duzir a porosidade para valores de até 25%. Outros estudos indicam que a compactação pura-

mente mecânica não é capaz de reduzir a porosidade além de 30-35%, sendo que a perda de 

porosidade adicional seria desencadeada pela compactação químico-mecânica (Boer (1977), 

Schneider et al. (1996), Bjorlykke (2014)). 

Hedberg (1936) apresenta um estudo que descreve, em quatro etapas, o processo pelo qual 

uma argila é consolidada e litificada para formar um folhelho. A primeira etapa é caracteriza-

da pelo rearranjo mecânico dos grãos e ocorre com porosidades na faixa de 75% a 90%. 

Quando uma camada de sedimentos com alta porosidade é submetida à pressão gravitacional, 

o fluido contido nos poros é primeiramente expulso como consequência de um rearranjo me-

cânico das partículas. Algum fluido adsorvido é perdido. 

A segunda etapa ocorre com porosidades entre 35% a 75%. A expulsão do fluido continua. O 

fluido adsorvido se move dos pontos de maior tensão, na região de contato entre os grãos, 

para poros maiores. Com o contínuo aumento da pressão, o limite inferior deste processo é 

atingido quando os grãos começam a entrar em contato uns com os outros. Apenas uma pe-

quena quantidade de fluido adsorvido permanece, e quase todo fluido contido nos poros já foi 

expulso. 
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A terceira etapa é caracterizada pela deformação mecânica, e acontece entre porosidades de 

10% a 35%. As partículas já estão em contato e a consolidação só pode acontecer com a alte-

ração da forma dos grãos. Este é um processo mecânico com flexão, esmagamento e granula-

ção das partículas. Mais fluido adsorvido é expulso, e o reajuste químico começa. 

A quarta etapa é o estágio de recristalização, abrangendo porosidades entre 0% e 10%. O rea-

juste químico se torna o fator dominante. O volume total é reduzido pela formação de mine-

rais mais densos e os poros são preenchidos por estes novos minerais e sua cimentação. Este 

processo ocorre com grandes pressões e altas temperaturas nas profundidades do oceano. 

2.2.1 Compactação mecânica 

A compactação puramente mecânica se dá pela acomodação dos sedimentos. Essa acomoda-

ção envolve rotação, deslizamento, flexão e fraturamento dos grãos. 

Um carregamento aplicado no topo de uma camada de material sedimentar saturado é susten-

tado inicialmente pelo fluido contido nos poros do esqueleto. Esse carregamento é equilibrado 

pelo excesso de poropressão. Gradualmente o equilíbrio é transferido ao esqueleto, em função 

da expulsão do fluido através dos poros interconectados. Nesse processo de transferência do 

carregamento ocorre a redução do volume do material. O processo termina quando o excesso 

de poropressão é aliviado, restando ao fluido a distribuição hidrostática de pressões. 

2.2.2 Compactação químico-mecânica 

O fenômeno de pressão-solução (IPS – Intergranular Pressure-Solution) é responsável pelo 

processo químico-mecânico de compactação. Ele ocorre devido a um gradiente de potencial 

químico, provocado por elevadas tensões de contato entre os grãos. Esse processo ocorre 

principalmente em rochas sedimentares e é descrito em três etapas: a dissolução de minerais 

na superfície de contato dos grãos; a difusão do soluto ao longo do contato; a precipitação dos 

minerais nas paredes livres dos grãos. 

A mais lenta entre as três etapas controla a velocidade do processo de deformação (Rutter 

(1983), Angevine e Turcotte (1983), Lehner (1995), Meer e Spiers (1997), Meer et al. (2000), 

Gundersen et al. (2002)). Brüch (2016) ressalta que não há um consenso sobre as velocidades 

de cada etapa. A Figura 3 apresenta um esquema das três etapas do processo. 
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Figura 3: processo de pressão-solução (GUNDERSEN et al., 2002) 

2.3 MODELAGEM E SIMULAÇÃO DOS PROCESSOS DE FORMA-

ÇÃO E COMPACTAÇÃO 

A modelagem de bacias envolve muitos campos da ciência, como a física, a química, a biolo-

gia e a geologia. Muitos modelos foram desenvolvidos ao longo dos anos, com diferentes 

graus de complexidade. Muitos fatores estão relacionados a essa complexidade. O primeiro 

deles corresponde à escala de tempo envolvida. Do ponto de vista geológico, a escala de tem-

po é da ordem de milhão de anos (Ma). A bacia de Campos, por exemplo, situada na costa 

brasileira entre Rio de Janeiro e Espírito Santo, data do período geológico cretáceo, compre-

endido entre 145 e 66 milhões de anos atrás. Outro fator relacionado à geologia é a escala 

espacial. As bacias sedimentares são estruturas cujas dimensões são da ordem das centenas de 

metros até as dimensões continentais, da ordem de centenas de quilômetros. 

A grande variação de porosidade, resultante do processo de compactação, é outro fator relaci-

onado à complexidade dos modelos. Como referência, Hamilton (1959) cita porosidades ini-

ciais de 0.72 e o fechamento total dos poros nas camadas mais profundas de bacias sedimenta-

res marinhas. 

A natureza porosa do material sedimentar juntamente com a presença de fluidos contextualiza 

a descrição material segundo a poromecânica, que é definida como o estudo de materiais po-

rosos onde o comportamento é significativamente influenciado pelo fluido que permeia o ma-

terial (COUSSY, 2004). O fenômeno de acoplamento hidromecânico é o resultado da descri-

ção do comportamento material segundo essa teoria, tema inicialmente abordado por Maurice 

Anthony Biot. 
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O processo de sedimentação consiste na acreção de material sedimentar em uma determinada 

região. Essa característica introduz uma dificuldade adicional aos esforços de modelagem da 

bacia sedimentar, relativa à configuração de referência. Sendo um sistema material aberto, 

não é possível definir uma configuração de referência para as partículas. 

Do ponto de vista das soluções de referência, o domínio sobre todos os termos do modelo 

matemático é mais importante que qualquer realismo físico da solução (OBERKAMPF; ROY, 

2010). De fato, soluções exatas e realistas são muitas vezes evitadas para a verificação de có-

digos devido à presença de singularidades e/ou descontinuidades. 

Os modelos matemáticos geralmente assumem a forma de equações integrais ou diferenciais. 

Como solução dessas equações, Oberkampf e Roy (2010) definem o conceito (mais amplo 

que o conceito rigoroso matemático) de solução em forma de funções elementares (logarítmi-

cas, exponenciais, trigonométricas, por exemplo), funções especiais (LambertW, por exemplo) 

e solução numérica de sistemas de equações diferenciais ordinárias ou parciais (séries, Runge-

Kutta, por exemplo), de variáveis independentes. Os modelos desenvolvidos nesse trabalho 

consistem em combinações dessas soluções. 

No contexto da geomecânica, sob o ponto de vista de modelos analíticos, alguns pesquisado-

res forneceram significativas contribuições. Athy (1930) propôs um estudo puramente feno-

menológico, resultando em uma relação de decréscimo exponencial da porosidade com o au-

mento da profundidade, descrita apenas por uma porosidade inicial e um parâmetro de com-

pactação. De forma análoga, recalque, densidade e compactação são modeladas, para diferen-

tes tipos de sedimentos, sob a forma de leis exponenciais em função da profundidade. 

Hubbert e Rubey (1959) formularam uma lei de porosidade função da tensão efetiva de Ter-

zaghi. Smith (1971) descreve um modelo matemático de sedimentação e compactação de ro-

chas xistosas, onde a porosidade é descrita com uma lei exponencial dependente da tensão 

efetiva vertical. O modelo considera a dependência da permeabilidade na porosidade, e a de-

pendência da viscosidade de água na salinidade, temperatura e pressão. 

Schneider et al. (1996) desenvolveram uma extensão do modelo de Athy. O modelo é descrito 

por dois termos exponenciais, funções da tensão efetiva vertical e que tem dois diferentes pa-

râmetros de compactação para porosidades altas e baixas. 
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Hantschel e Kauerauf (2009) citam dois modelos: Compressibility Model e Mudstone Model. 

O primeiro modelo assume um decréscimo exponencial na compressibilidade entre valores de 

referência, que correspondem à mínima porosidade. O segundo modelo, que se destaca espe-

cialmente para rochas clássicas, assume uma lei logarítmica para o índice de vazios, que é 

função da tensão efetiva vertical. 

Sob o ponto de vista de modelos numéricos, Gibson (1958) foi o precursor na modelagem de 

compactação de sedimentos utilizando a teoria da consolidação. No trabalho foi assumida 

uma taxa de deposição sedimentar constante, uma única litologia e propriedades constantes 

para os sedimentos. A teoria foi baseada na equação de consolidação para pequenas deforma-

ções de Terzagui, aplicada à análise da consolidação de depósitos superficiais do solo. 

Schneider e Hay (2001) desenvolveram um modelo macroscópico visco-elasto-plástico para 

simular a compactação mecânica e químico-mecânica de arenitos quartzosos. Utilizou-se o 

software Temispack para as simulações computacionais bidimensionais. 

Zhao et al. (2001) desenvolveram um modelo em elementos finitos para simular a interação 

rocha-fluido em bacias sedimentares saturadas. O modelo simula as reações que ocorrem en-

tre os compostos químicos do fluido e os minerais sólidos da rocha. Gutierrez e Wangen 

(2005) modelaram a compactação e o desenvolvimento de excesso de poropressão ao longo 

do período de deposição sedimentar em bacias do Mar do Norte. O modelo unidimensional 

descreve a porosidade em função da tensão efetiva vertical. Bernaud et al. (2006) desenvolve-

ram um modelo constitutivo poroelastoplástico em grandes deformações. O modelo foi im-

plementado em uma ferramenta computacional baseada em elementos finitos, para a simula-

ção bidimensional dos processos de deposição e compactação mecânica em bacias sedimenta-

res. 

Buiter et al. (2009) analisaram a inversão de bacias sedimentares extensionais através de um 

modelo acoplado termomecânico, com critério de plasticidade de Drucker-Prager. Mello et al. 

(2009) desenvolveram um modelo em elementos finitos para resolver numericamente alguns 

processos geológicos envolvidos na evolução de bacias sedimentares, tais como deposição de 

sedimentos, geração de hidrocarbonetos, escoamento de múltiplos fluidos e fluxo de calor em 

meios porosos. Gunzburger (2010) estudou a bacia leste de Paris a partir da modelagem nu-

mérica de rochas calcárias. Jarosinski et al. (2011) estudaram os mecanismos de inversão tec-

tônica da bacia de Panónia, na Europa Central. Os autores utilizaram uma ferramenta compu-

tacional baseada no método dos elementos finitos para simular o comportamento dos sedi-
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mentos por meio de um modelo em estado plano de deformação com acoplamento termo-

elastoviscoplástico. 

Duretz et al. (2016) utilizaram o método das diferenças finitas aplicado a um modelo acopla-

do termomecânico bidimensional para simular os mecanismos de obducção do Ofiolito de 

Omã. Akaki et al. (2016) desenvolveram um modelo termo-químico-mecânico em grandes 

deformações e um programa em elementos finitos bidimensional para simular os efeitos da 

variação de pressão causada por terremotos na fossa de Nankai sobre o comportamento de 

hidratos de metano. Brüch (2016) desenvolveu um modelo constitutivo para o material poroso 

saturado no contexto da termoporomecânica finita e uma ferramenta computacional baseada no 

método dos elementos finitos para representar os processos de formação e compactação gravitaci-

onal de uma bacia sedimentar. 

No contexto da exploração do petróleo, o primeiro programa computacional para a simulação 

de bacias foi desenvolvido por Yükler et al. (1979). A característica principal era a simulação 

do fluxo de calor unidimensional. Adicionalmente foram introduzidos modelos geoquímicos 

para a construção de mapas de geração e expulsão de petróleo, para a avaliação da maturidade 

da rocha fonte. Uma das principais tarefas foi calcular e calibrar o histórico de temperatura 

durante a evolução de uma bacia geológica. Uma vez conhecidas as paleo-temperaturas, as 

equações para a cinética química poderiam ser usadas para avaliar as taxas de craqueamento 

da geração de petróleo. Outra parte importante da análise foi a previsão das poropressões. O 

estado de compactação e a porosidade relacionada facilitaram a determinação de condutivida-

des térmicas para cálculos de fluxo de calor (HANTSCHEL; KAUERAUF, 2009). 

Durante a década de noventa novos programas foram criados trazendo novidades, tais como a 

utilização de modelos de fluxo de fluidos com três fases e a análise bidimensional da lei de 

Darcy (Ungerer et al. (1990), Hermanrud (1993)). 

Ao final da década de noventa uma nova geração de programas de modelagem foi lançada, 

mudando o fluxo de trabalho da maioria dos estudos de modelagem de bacias. Muitas caracte-

rísticas novas foram relacionadas à migração de petróleo e as características dos reservatórios. 

A maioria dos programas e ferramentas focou-se em funções tridimensionais com recursos 

aprimorados para a construção de modelos e o aumento do desempenho do simulador. A par-

tir desse momento os cálculos dos campos de temperatura e poropressão foram realizados de 

forma tridimensional. A modelagem do fluxo dos fluidos também passou a ser tridimensional 

(HANTSCHEL; KAUERAUF, 2009).  
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3. MODELO SIMPLIFICADO DE BACIA SEDIMENTAR 

Neste capítulo é definido o modelo mecânico simplificado de bacia sedimentar, com base em 

hipóteses sobre o cenário geológico, a geometria e condições de carregamento que viabilizam 

a sua análise via abordagem analítica do problema. 

3.1 DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

Bacias sedimentares são regiões da crosta terrestre que resultam de um processo de subsidên-

cia da litosfera, com acumulo e acomodação dos sedimentos. Esse processo é simplificada-

mente descrito da seguinte forma: os sedimentos são depositados ao longo de milhões de anos 

sobre uma região de acumulação. 

Enquanto o processo de sedimentação está em transcurso, as camadas de sedimentos encon-

tram-se em processo de compactação gravitacional. Essa compactação deforma gradativamen-

te o material sedimentar, reduzindo consideravelmente a sua porosidade, expulsando os flui-

dos dos seus poros e modificando as características termoporomecânicas. O fenômeno da dia-

gênese produz a litificação dos sedimentos, que consiste na formação da rocha sedimentar. 

Durante a litificação, o material é submetido à compactação mecânica e químico-mecânica. 

As deformações mecânicas ocorrem nas camadas mais superficiais, enquanto a compactação 

químico-mecânica ocorre nas camadas mais profundas, onde os níveis de tensão e temperatu-

ras são mais intensos. Em uma zona intermediária, os dois processos ocorrem simultaneamen-

te. 

Durante a evolução da bacia sedimentar, a taxa de sedimentação pode variar consideravel-

mente. Taxas positivas correspondem aos períodos de acreção de sedimentos, enquanto taxas 

negativas correspondem à erosão da rocha sedimentar. 

3.2 HIPÓTESES ADOTADAS 

A partir da sucinta descrição realizada na seção anterior, coloca-se um conjunto de suposições 

ao problema, que consistem nas hipóteses do modelo simplificado de bacia sedimentar. Essas 

hipóteses dizem respeito ao material, geometria e carregamento. 
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A primeira hipótese é feita acerca do material sedimentar. O material sedimentar é isótropo na 

sua configuração de referência. Adicionalmente, a anisotropia induzida pelo processo de 

compactação (ovalização dos poros) é desconsiderada. 

Na mecânica dos meios porosos, o conceito de esqueleto tem primordial importância. O es-

queleto é formado pela matriz (composta tanto pelo material sólido quanto por possíveis po-

ros oclusos) e pelo volume dos poros interconectados sem a presença de fluido (Figura 4). Do 

ponto de vista da transformação geométrica irreversível, considera-se que a fase sólida do 

esqueleto do meio poroso é incompressível e, assim, toda a variação volumétrica do material 

se dá exclusivamente pela variação irreversível dos poros interconectados. 

 
Figura 4: descrição geométrica do esqueleto (COUSSY, 2004). 

Para o modelo proposto, considera-se que o processo de compactação ocorre sob condições 

oedométricas, sem a presença da tectônica de placas (carregamentos laterais). Tais hipóteses 

implicam em uma cinemática unidimensional para a bacia sedimentar. 

A bacia sedimentar é geometricamente modelada como uma camada de dimensões horizontais 

infinitas, perpendiculares à direção 3e , assentada sobre um substrato rígido e sem atrito loca-

lizado no plano 3 0x = . Em função da acreção de sedimentos (através da massa de sedimentos 

depositados por unidade de área ( )dM t ) e da compactação (em função do campo gravitacio-

nal 3g ge= − ), a espessura da camada sedimentar varia com o tempo. Assumindo que o topo 

da bacia sedimentar permanece horizontal, a posição da sua fronteira superior é definida pela 

lei de compactação gravitacional 3 ( )x H t= . 

Na Figura 5, apresenta-se a geometria do modelo: 
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Figura 5: geometria do modelo simplificado. 

Considera-se uma evolução em condições drenadas, onde não há desenvolvimento de excesso 

de poropressão. O problema também é colocado sob condições isotérmicas, desconsiderando 

o campo geotérmico e seu efeito no comportamento do sedimento. 

As hipóteses descritas são resumidas a seguir: 

1. Material sedimentar isotrópico na configuração de referência, e desconsideração da 

anisotropia induzida pela compactação; 

2. Invariância de volume da fase sólida do esqueleto durante a transformação geométrica 

irreversível; 

3. Compactação oedométrica (ausência de sequências tectônicas); 

4. Modelo geométrico exposto na Figura 5; 

5. Evolução em condições drenadas e isotérmicas; 

6. Deformações elásticas infinitesimais. 

3.3 EQUAÇÕES DE CAMPO QUE REGEM O PROBLEMA 

A hipótese de cinemática unidimensional na direção 3e  permite definir as grandezas em fun-

ção da posição 3x  e do tempo t . 
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A evolução da bacia tem caráter quase estático, o que possibilita negligenciar as forças inerci-

ais. Assim, o balanço de momentum tem a forma 

3 3div ( , ) ( , ) 0x t x t gσ ρ+ =
 (1) 

onde σ  é o tensor de tensão de Cauchy e ρ  é a massa específica do material na configuração 

atual. 

A evolução da massa específica do material sedimentar pode ser descrita pela expressão eule-

riana da conservação de massa, dada por: 

3
3 3

( , )
div( ( , ) ( , )) 0

x t
x t u x t

t

ρ ρ∂ + =
∂  

(2) 

onde u  é o campo euleriano de velocidade das partículas de sedimento. 

A conservação de massa, em sua formulação lagrangiana, é dada por: 

0
3

3

( , )
( , )

x t
J x t

ρρ =
 

(3) 

onde 0ρ  é a massa específica inicial das partículas de sedimento e 
0

td
J

d

Ω=
Ω

 é o jacobiano da 

transformação (ou dilatação volumétrica), que corresponde a razão entre os volumes de uma 

partícula na configuração atual e de referência e equivale a uma medida de dilatação volumé-

trica das partículas. 

3.4 CONDIÇÕES INICIAIS E DE CONTORNO DAS EQUAÇÕES QUE 

REGEM O PROBLEMA 

Como a bacia sedimentar é um sistema material aberto, supõe-se que as partículas de sedi-

mentos depositadas no topo da camada encontram-se em estado natural. Essa condição é ex-

pressa por: 
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3( ( ), ) 0x H t tσ = =
 

(4) 

3 0( ( ), )x H t tρ ρ= =
 

(5) 

3( ( ), ) 1J x H t t= =
 

(6) 

Como a camada de sedimentos é assentada sobre um substrato rígido e sem atrito, as partícu-

las sedimentares localizadas na posição 3 0x =  apresentam velocidade nula. A partir dessa 

observação, define-se a seguinte condição de contorno sobre o campo de velocidade: 

33( 0, ) 0u x t e= ⋅ =
 

(7) 

A Figura 6 apresenta a geometria do modelo simplificado (repetido) com a condição inicial de 

tensões e a condição de contorno do campo euleriano de velocidade. 

 
Figura 6: geometria do modelo simplificado (repetido) com condição inicial de ten-

sões e condição de contorno do campo de velocidades. 

3.5 CARREGAMENTO E TRANSFORMAÇÃO GEOMÉTRICA 

A massa de sedimentos depositados por unidade de área ( )dM t  consiste em um dado do pro-

blema e caracteriza a intensidade do carregamento gravitacional da bacia sedimentar. No in-

tervalo [0, ]t  ela é calculada por: 
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( )

3 30
( ) ( , )

H t

dM t x t dxρ= 
 

(8) 

É assumido que a taxa de massa depositada ( )dM tɺ  é conhecida. A partir da equação anterior, 

a derivada material da massa depositada é dada por: 

( )
3

0 30

( , )
( ) ( )

H t

d

x t
M t H t dx

t

ρρ ∂= +
∂ɺ ɺ

 
(9) 

Combinando a expressão anterior com (2), juntamente com a condição de contorno (7), tem-

se: 

3
0

( )
( ) ( ( ), )dM t

H t u H t t
ρ

= +
ɺ

ɺ

 
(10) 

onde 3u  é a componente do campo euleriano de velocidade das partículas u  na direção 3e . 

Adicionalmente, é usual que a massa de sedimentos depositados por unidade de área seja uma 

função monotônica crescente, da forma: 

( )d dM t M t= ɺ  (11) 

onde dMɺ  corresponde a um valor constante. 

A descrição do problema em grandes deformações demanda a definição do gradiente da trans-

formação F . Para isso, torna-se necessário a definição de uma configuração de referência 

para as partículas. No entanto, como o problema é descrito por um aporte contínuo de material 

sedimentar (ou seja, a bacia sedimentar corresponde a um sistema material aberto), torna-se 

impossível definir uma configuração de referência para o conjunto de partículas sedimentares 

que formam a bacia. Porém, é possível definir uma configuração de referência para cada par-

tícula assentada. Essa configuração de referência corresponde à posição da partícula no tempo 

3( , )T x t  em que ela é assentada na bacia sedimentar. 

Relativo a essa configuração de referência de cada partícula, é introduzido o conceito de dila-

tação vertical. A razão entre a altura de uma partícula na configuração atual no tempo t  e a 
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sua altura na configuração de referência no tempo 3( , )T x t  é representada pela dilatação verti-

cal 3( , )x tΛ . A Figura 7 apresenta a sua interpretação física. 

 
Figura 7: interpretação física da dilatação vertical. 

A partir da sua definição, tem-se a condição inicial para a partícula assentada: 

3( ( ), ) 1x H t tΛ = =
 

(12) 

Após a definição da dilatação vertical, o gradiente da transformação geométrica de uma partí-

cula entre a configuração de referência e a configuração atual é dado por: 

1 1 2 2 3 33 3( , ) ( , )F x t e e e e x t e e= ⊗ + ⊗ + Λ ⊗  (13) 

Dada a relação detJ F= , o jacobiano da transformação geométrica é, portanto, igual a: 

detJ F= = Λ
 (14) 

Como 3( , )F x t  e 3( , )x tΛ  dependem da coordenada 3x  na configuração atual, essas quanti-

dades aparecem como campos eulerianos, mesmo que as suas definições sejam inspiradas em 

uma descrição lagrangiana do movimento. 

3.6 COMPONENTES DO MODELO CONSTITUTIVO DO MATERIAL 

SEDIMENTAR 

A apresentação do modelo constitutivo do material sedimentar é feita através de uma aborda-

gem macroscópica para a descrição de um meio poroso na ausência de fluidos. Para isso, con-

sidera-se que o conceito porosidade refere apenas aos poros interconectados. 

H(t1)

t=t1

H(t2)

t=t2

dh
Λdh
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Em termos de volumes infinitesimais do meio poroso, a porosidade lagrangiana φ  é definida 

como a razão entre o volume dos poros interconectados na configuração atual p

tdΩ  e o volu-

me total na configuração de referência 0d Ω . Em contrapartida, a porosidade euleriana ϕ  é 

definida como a razão entre o volume dos poros interconectados na configuração atual p

tdΩ  e 

o volume total na configuração atual 
td Ω . Essas definições consistem em adaptações ao ex-

posto por Coussy (2004) ao caso do um meio poroso na ausência de fluido. As equações (15) 

e (16) apresentam essas definições. 

0

p

td

d
φ Ω=

Ω  
(15) 

p

t

t

d

d
ϕ Ω=

Ω  
(16) 

A relação entre as porosidades lagrangiana e euleriana se dá por meio do jacobiano da trans-

formação: 

Jφ ϕ=
 

(17) 

Um volume infinitesimal do meio poroso na configuração atual está submetido a um estado 

de tensões σ . É assumido que, na escala macroscópica, a decomposição multiplicativa da 

transformação geométrica do volume infinitesimal em uma parte elástica e uma parte irrever-

sível é válida para meios porosos (DORMIEUX; MAGHOUS, 1999). Ao remover o carrega-

mento aplicado ao volume na configuração de referência 0dΩ , o volume 
td Ω  passa à confi-

guração relaxada 
udΩ . A transformação geométrica elástica corresponde à transformação 

entre 
td Ω  e 

udΩ  que, segundo a hipótese colocada na seção 3.2, é considerada infinitesimal. 

A decomposição multiplicativa da transformação geométrica é apresentada na Figura 8. 
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Figura 8: decomposição do gradiente de transformação. 

O gradiente da transformação geométrica F  do esqueleto pode ser decomposto entre o gradi-

ente da transformação geométrica elástica 
el

F  e o gradiente da transformação geométrica 

irreversível 
ir

F  (DORMIEUX; MAGHOUS, 1999): 

el ir
F F F= ⋅

 
(18) 

As componentes elásticas e irreversíveis do jacobiano da transformação são definidas como: 

0

det

det

e t
e

u

ir u
ir

d
J F

d

d
J F

d

Ω= =
Ω
Ω= =
Ω

 
(19) 

A partir da decomposição multiplicativa (18) e das expressões anteriores, pode-se definir: 

e irJ J J=
 

(20) 

A parte elástica e a parte irreversível da variação de porosidade são definidas, respectivamen-

te, como: 

0

0

p p
el t u

u

p p
ir u

d d

d

d d

d

φ

φ

Ω − Ω=
Ω

Ω − Ω=
Ω

 
(21) 

Assim, a variação da porosidade lagrangiana pode ser colocada como: 
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0
ir el

ir
Jφ φ φ φ− = +

 
(22) 

Conforme colocado na seção 3.2, considera-se que a fase sólida que constitui o esqueleto é 

incompressível. Mais especificamente, ela é incompressível durante a transformação irrever-

sível do volume infinitesimal poroso. Essa consideração permite o seguinte balanço de massa 

sólida: 

0
s s

u
d dΩ = Ω

 
(23) 

Essa expressão pode ser reescrita, a partir do volume infinitesimal total e dos poros, como: 

0 0
p p

u u
d d d dΩ − Ω = Ω − Ω

 
(24) 

Dividindo a expressão por 0dΩ , tem-se: 

0 0

0 0 0

p p

u ud d d d

d d d

Ω Ω Ω − Ω= +
Ω Ω Ω  

(25) 

Substituindo as equações (19) e (21) na expressão anterior, determina-se a relação entre 
irJ  e 

irφ : 

1 ir

ir
J φ= +

 
(26) 

Como a transformação geométrica elástica é considerada infinitesimal, tem-se que 1e
F ≈ , 

1eJ ≈  e 1elφ ≪ . Assim, o gradiente de transformação geométrica, o jacobiano da transforma-

ção, e o balanço de porosidade lagrangiana podem ser aproximados como: 

el ir ir
F F F F= ⋅ ≈

 
(27) 

e ir irJ J J J= ≈
 

(28) 
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0
ir el ir

ir
Jφ φ φ φ φ− = + ≈

 
(29) 

Substituindo a equação (26) na expressão(29), tem-se: 

01irJ φ φ= + −
 

(30) 

Substituindo (28) em (17), e substituindo na equação anterior, chega-se à expressão: 

01
1

irJ

φϕ −= −
 

(31) 

A equação anterior relaciona a porosidade euleriana à porosidade lagrangiana inicial e à com-

ponente irreversível do jacobiano da transformação. 

O gradiente 
ir

F  engloba as componentes instantânea e diferida da transformação irreversível 

do esqueleto sólido. Neste trabalho, a componente instantânea será modelada no contexto da 

plasticidade finita, enquanto a componente diferida será modelada via componente viscoplás-

tica finita da deformação. 

3.6.1 Modelo de comportamento elástico do material sedimentar 

O comportamento elástico linear é classicamente descrito pela lei de comportamento 

: el
Cσ =
ɶ

E

 
(32) 

onde C
ɶ

 é o tensor dos módulos elásticos e 
el

E  é o tensor de deformação elástica infinitesimal 

associado à sequência elástica 
el

F  das partículas materiais. 

O tensor dos módulos elásticos C
ɶ

 caracteriza as propriedades elásticas do material na confi-

guração relaxada 
udΩ  e, assim, ele depende das modificações da geometria (microestrutura) 

que ocorreram durante a sequência irreversível ( )ir ir
F C F→

ɶ
. 

Considerando um material isotrópico, o tensor dos módulos elásticos é dado por 
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1
( ) ( )1 1 2 ( ) 1 1 1

3
ir ir ir

C F K F Fµ  = ⊗ + − ⊗ 
 ɶɶ  

(33) 

onde K  e µ  são os módulos de compressão e cisalhamento, respectivamente. 1
ɶ

 e 1 são os 

tensores unitários de quarta e primeira ordem, respectivamente. 

Adicionalmente, as relações entre os módulos de compressão e cisalhamento e os módulos de 

Young E  e de Poisson ν  são dadas por: 

2(1 )

Eµ
ν

=
+  

(34) 

(1 )(1 2 )

Eνλ
ν ν

=
+ −  

(35) 

2

3
K λ µ= +

 
(36) 

onde λ  é o primeiro coeficiente de Lamé. 

3.6.2 Modelo de comportamento plástico do material sedimentar 

A componente plástica do modelo constitutivo tem como objetivo representar a deformação 

resultante da compactação puramente mecânica, originadas pela acomodação do material se-

dimentar. As características fundamentais que descrevem o comportamento plástico são o 

critério de plasticidade, a regra de fluxo plástico e a lei de endurecimento associada. O desen-

volvimento é apresentado no contexto das deformações plásticas irreversíveis, ou seja, na 

ausência de deformações irreversíveis de outra natureza, onde a porosidade euleriana é função 

apenas da dilatação volumétrica plástica 01
1

pJ

φϕ −= − . 

Para a formulação de um critério de plasticidade isótropo simplificado, recorre-se ao conceito 

do “cap model”. Referenciando-se ao plano ( 1 3 tr / 3p I σ= − = − , 2 : / 2q J s s= = ) ex-

posto na Figura 9, a superfície de escoamento é delimitada no domínio dilatante por uma linha 
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reta que representa o regime de falha frágil, denominada de linha de estado crítico. Já o domí-

nio contractivo, que corresponde à falha dúctil e ao endurecimento do material, é delimitado 

por uma linha reta inclinada. O critério que descreve esse domínio é descrito pela seguinte 

equação: 

( , ) 0p

c cf p p aq pσ = + − =
 

(37) 

onde a  é um escalar positivo e constante que controla a inclinação da parte dúctil do critério 

de plastificação e 
cp  é a pressão de consolidação do solo (semelhante ao introduzido no mo-

delo Cam-Clay), que define o parâmetro de endurecimento do modelo plástico. 

Ressalta-se que esse critério de plasticidade simplificado já foi utilizado em aplicações da 

engenharia de petróleo (por exemplo, Charlez e Fairhurst (1997)). É importante observar que, 

na ausência tectônica de placas, a compactação produzirá estados de tensão puramente con-

tractivos. 

 
Figura 9: representação esquemática do critério de plasticidade inclinado. 

Adotando uma regra de fluxo associada (HILL, 1950), a taxa de deformação plástica tem a 

forma: 

p
p f

d χ
σ

∂=
∂
ɺ

 
(38) 

onde χɺ  é o multiplicador plástico não-negativo. 

A expressão anterior é reescrita para o critério plástico (37), resultando em: 

linha de estado
 crítico

superfície
Cam-Clay

q

-p
pc

f p(   ,    )=0σ pc
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2

1
1

3 2
p a

d s
J

χ
 

= − +  
 
ɺ

 
(39) 

A lei de endurecimento plástico descreve a evolução da pressão de consolidação 
cp  em fun-

ção do adensamento irreversível plástico do material. A sua formulação partiu de uma análise 

micromecânica, no contexto das grandes deformações plásticas, para determinar a carga limite 

de uma esfera oca submetida a uma compressão isótropa (BARTHÉLÉMY; DORMIEUX; 

MAGHOUS, 2003). Essa lei previne o desenvolvimento de porosidades negativas sob altos 

níveis de tensão de compressão isotrópica, levando a pressão de consolidação a um valor infi-

nito quando 0ϕ →  ( 01cr

p pJ J φ→ = − ), conforme Deudé et al. (2004). Brüch et al. (2019) 

propuseram uma extensão dessa lei, com a utilização de um expoente de calibração do modelo 

p
m , resultando na seguinte forma: 

0

0 0
0 0

1
ln 1

ln
( )

ln ln

p

p

m

m

p

c p c c

J
p J p p

φ
ϕ
φ φ

  −−       = =   
   

 
 

 
(40) 

onde 0cp  é a pressão de consolidação plástica inicial do material sedimentar. 

Conforme exposto, a principal característica dessa lei diz respeito ao seu comportamento as-

sintótico na vizinhança de 0ϕ =  (ou seja, na vizinhança de 
cr

pJ ): 

0
lim ( ) lim ( )

cr
p p

c c p
J J

p p J
ϕ

ϕ
→ →

= = +∞
 

(41) 

Na Figura 10, apresenta-se a variação da pressão de consolidação plástica para diferentes va-

lores de 0cp  e p
m , com 0 0.65φ = . 
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Figura 10: pressão de consolidação plástica para diferentes valores de pc0 e mp, com 

0φ = 0.65. 

A taxa da lei de endurecimento plástica é dada por: 

( ) ( ) p

c p p p

p

J
p J h J

J
= −

ɺ

ɺ

 
(42) 

onde p
h  é o módulo de endurecimento plástico, dado por 

0 0

0 0

(1 ) (1 )
( )

ln 1 1
1 ln 1

p c p c

p p

p

p

p p

m p m p
h J

J
J

J J

φ φ
ϕ ϕ φ φ

− −
= =

   − −− −      
   

 (43) 

O módulo p
h  apresenta importante papel na formulação do sistema que descreve o compor-

tamento mecânico do material sedimentar. 

Assim como a pressão de consolidação plástica, o módulo de endurecimento também assume 

valores infinitos na vizinhança de 0ϕ =  (ou seja, na vizinhança de 
cr

pJ ): 
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0
lim ( ) lim ( )

cr
p p

p p p
J J

h h J
ϕ

ϕ
→ →

= = +∞
 

(44) 

Sua variação é apresentada na Figura 11, para diferentes valores de 0cp  e p
m , com 0 0.65φ = . 

 
Figura 11: variação do módulo de endurecimento plástico para diferentes valores de 

pc0 e mp, com 0φ = 0.65. 

3.6.3 Modelo de comportamento viscoplástico do material sedimentar 

A componente viscoplástica do modelo constitutivo visa representar a deformação resultante 

da compactação químico-mecânica, induzida pelo mecanismo pressão-solução intergranular 

(IPS). Assim como no modelo plástico, as características fundamentais que descrevem o 

comportamento viscoplástico são o critério de viscoplasticidade, a regra de fluxo viscoplásti-

co e a lei de endurecimento associada. O desenvolvimento é apresentado no contexto das de-

formações viscoplásticas irreversíveis, ou seja, na ausência de deformações irreversíveis de 

outra natureza, onde a porosidade euleriana é função apenas da dilatação volumétrica visco-

plástica 01
1

vpJ

φϕ −= − . 
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O critério de viscoplasticidade vpf  utilizado é análogo ao critério plástico abordado na seção 

precedente, apresentando as mesmas características em relação ao comportamento dilatante e 

contractivo. Referenciando-se ao plano ( 1 3 tr / 3p I σ= − = − , 2 : / 2q J s s= = ), a superfí-

cie de escoamento é apresentada na Figura 12. A formulação do domínio contractivo é dada 

na equação (45). 

( , ) 0vp

vp vpf p p aq pσ = + − =
 

(45) 

onde vp
p  é a pressão de consolidação do solo que define o parâmetro de endurecimento do 

modelo viscoplástico. 

 
Figura 12: representação esquemática do critério de viscoplasticidade inclinado. 

A taxa de deformação viscoplástica utilizada está baseada no princípio da teoria de Perzyna 

(PERZYNA, 1966) 

n
vp vp

vp

vp

f g
d

η σ
∂=
∂  

(46) 

onde ⋅  corresponde a notação de Macaulay, vp
η  é o coeficiente de viscosidade viscoplástica 

do material, n é o expoente de viscosidade e vpg  é o potencial viscoplástico que define a dire-

ção da taxa de deformação viscoplástica. Neste trabalho, adota-se 1n =  e vp vpg f= . 

Para o critério viscoplástico (45), a expressão anterior resulta em: 

linha de estado
 crítico

superfície
Cam-Clay

q

-p
pvp

f vp(   ,     )=0σ pvp
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2

1
1

3 2

vp

vp

vp

f a
d s

Jη
 

= − + 
 
   

(47) 

A lei de endurecimento viscoplástica descreve a evolução da pressão de consolidação vp
p  em 

função do adensamento irreversível viscoplástico do material. Ela foi formulada por Brüch et 

al. (2016) e decorre da ideia heurística de que a similaridade pode ser preservada entre o mo-

delo plástico e o modelo viscoplástico: 

0

0 0
0 0

1
ln 1

ln
( )

ln ln

vp

vp

m

m

vp

vp vp vp vp

J
p J p p

φ
ϕ
φ φ

  −−       = =   
   

 
 

 
(48) 

onde 0vp
p  é a pressão de consolidação viscoplástica inicial do material sedimentar e vp

m  é 

uma constante material, responsável por controlar a magnitude relativa das deformações vis-

coplásticas em relação às deformações plásticas. 

Assim como no caso plástico, a principal característica da lei de endurecimento viscoplástico 

diz respeito ao seu comportamento assintótico na vizinhança de 0ϕ =  (ou seja, na vizinhança 

de 01cr

vp vpJ J φ→ = − ): 

0
lim ( ) lim ( )

cr
vp vp

vp vp vp
J J

p p J
ϕ

ϕ
→ →

= = +∞
 (49) 

Na Figura 13, apresenta-se a variação da pressão de consolidação viscoplástica para diferentes 

valores de 0vp
p  e vp

m , com 0 0.65φ = . 
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Figura 13: pressão de consolidação viscoplástica para diferentes valores de pvp0 e 

mvp, com 0φ = 0.65. 

A taxa da lei de endurecimento viscoplástica é dada por: 

( ) ( ) vp

vp vp vp vp

vp

J
p J h J

J
= −

ɺ

ɺ

 
(50) 

onde vp
h  é o módulo de endurecimento viscoplástico, dado por 

0 0

0 0

(1 ) (1 )
( )

ln 1 1
1 ln 1

vp vp vp vp

vp vp

vp

vp

vp vp

m p m p
h J

J
J

J J

φ φ
ϕ ϕ φ φ

− −
= =

   − −− −      
   

 (51) 

Assim como no modelo plástico, o módulo vp
h  apresenta importante papel na formulação do 

sistema que descreve o comportamento mecânico do material. 

O módulo de endurecimento viscoplástico assume valores infinitos na vizinhança de 0ϕ =  

(ou seja, na vizinhança de 
cr

vpJ ): 
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0
lim ( ) lim ( )

cr
vp vp

vp vp vp
J J

h h J
ϕ

ϕ
→ →

= = +∞
 

(52) 

Sua variação é apresentada na Figura 14, para diferentes valores de 0vp
p  e vp

m , com 0 0.65φ = . 

 
Figura 14: variação do módulo de endurecimento viscoplástico para diferentes valo-

res de pvp0 e mvp, com 0φ = 0.65. 

3.7 ACOPLAMENTO ELÁSTICO-PLÁSTICO-VISCOPLÁSTICO 

Como abordado anteriormente, o material sedimentar depositado na bacia está submetido aos 

mecanismos de compactação mecânica e químico-mecânica, que são incorporados ao modelo 

através das componentes plástica e viscoplástica de deformação, respectivamente. Conforme 

Maghous (2009), essas duas contribuições são adicionadas ao modelo através da taxa de de-

formação irreversível 
ir

d , que é aditivamente dividida em duas parcelas: 

ir p vp
d d d= +

 (53) 

Agora, a expressão para a porosidade euleriana, dada na equação (31), incorpora o acopla-

mento plástico-viscoplástico à sua formulação, através da decomposição multiplicativa: 
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ir p vp
J J J=

 (54) 

Sobre as componentes 
irJ , p

J  e vp
J , tem-se as seguintes condições iniciais para as partículas 

assentadas no topo da camada sedimentar: 

3

3

3

( ( ), ) 1

( ( ), ) 1

( ( ), ) 1

ir

p

vp

J x H t t

J x H t t

J x H t t

= =
= =

= =
 

(55) 

A grande variação irreversível de porosidade afeta as propriedades elásticas do esqueleto 

(DORMIEUX; MAGHOUS, 2000). Os efeitos das mudanças na microestrutura do material 

sobre os módulos elásticos drenados do esqueleto são avaliados a partir dos limites variacio-

nais superiores de Hashin-Shtrikman para materiais compósitos isótropos com inclusões esfé-

ricas (Hashin e Shtrikman (1963), Hashin (1983)). Estes limites coincidem com as estimativas 

micromecânicas de Mori-Tanaka (Maghous et al. (2009)) e são conhecidos por modelar razo-

avelmente as propriedades elásticas de meios porosos isotrópicos (Zaoui (2002), Dormieux et 

al. (2006)). O módulo de compressão K  e o módulo de cisalhamento µ  homogeneizados são 

funções da porosidade euleriana ϕ  e dos módulos de compressão e cisalhamento da fase sóli-

da que compõe o esqueleto (considerados constantes), sk  e sµ , respectivamente (Bernaud et 

al. (2006)): 

4 (1 )
( )

3 4

(1 )(9 8 )
( )

(9 6 ) (8 12 )

s s

s s

s s s

s s

k
K

k

k

k

µ ϕϕ
ϕ µ

µ ϕ µµ ϕ
ϕ µ ϕ

 −= +


− + =
 + + +  

(56) 

As equações (31), (53) e (56) introduzem um forte acoplamento entre os módulos elásticos e 

as componentes plástica e viscoplástica do modelo constitutivo. 

3.7.1 Lei constitutiva em grandes deformações 

Formulações mais abrangentes relacionam a evolução dos módulos elásticos à transformação 

finita (Meroi et al. (1995), Bourgeois e Dormieux (1997), Dormieux e Maghous (1999), 
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Dormieux e Maghous (2000)). A equação de estado do material resultante dessa consideração 

é colocada em forma de taxa: 

1: ( ) : :irJD
C d d C C

Dt

σ
σ σ σ σ−= + ⋅ Ω − Ω ⋅ = − + ɺɺ

ɶ ɶ ɶ  
(57) 

onde JD

Dt

σ
 é a derivada de Jaumann do tensor de tensão e Ω  é a taxa de rotação. 

Na expressão anterior, o tensor dos módulos elásticos do esqueleto apresenta dependência em 

relação à porosidade, através dos temos apresentados em (56), resultando em: 

1
( ) ( )1 1 2 ( ) 1 1 1

3
C C Kϕ ϕ µ ϕ  = = ⊗ + − ⊗ 

 ɶɶ ɶ  
(58) 

Dada a característica unidimensional do problema oedométrico, a taxa de rotação Ω  é nula. 

Assim, a equação (57) pode ser simplificada como: 

1: ( ) : :ir
C d d C Cσ σ−= − + ɺɺ

ɶ ɶ ɶ  
(59) 

A equação anterior envolve a clássica derivada particular do tensor de tensão de Cauchy e o 

termo 
1: :C C σ−ɺ

ɶ ɶ
, que representa a influência das grandes deformações irreversíveis sobre as 

propriedades elásticas. Para o cálculo desse termo, tomam-se a taxa e a inversa do tensor dos 

módulos elásticos, dados por: 

1
( ) ( )1 1 2 ( ) 1 1 1

3
C Kϕ ϕ µ ϕ  = ⊗ + − ⊗ 

 
ɺ ɺ ɺ

ɶɶ
 

(60) 

1 1 1 1
( ) 1 1 1 1 1

9 ( ) 2 ( ) 3
C

K
ϕ

ϕ µ ϕ
−  = ⊗ + − ⊗ 

 ɶɶ  
(61) 

Calcula-se então a dupla contração tensorial: 
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1 1
: 1 1 1 1 1

3 3

K
C C

K

µ
µ

−  = ⊗ + − ⊗ 
 

ɺ ɺ
ɺ

ɶɶ ɶ  
(62) 

Assim, o termo 
1: :C C σ−ɺ

ɶ ɶ
 é calculado, resultando em: 

1 tr
: : 1

3

K
C C s

K

σ µσ
µ

− = +
ɺ ɺ

ɺ

ɶ ɶ  
(63) 

Por fim, a lei constitutiva em grandes deformações (59) pode ser reescrita como: 

tr
: ( ) 1

3
ir K

C d d s
K

σ µσ
µ

= − + +
ɺ ɺ

ɺ

ɶ  
(64) 

3.7.2 Leis de endurecimento plástico-viscoplástico 

As leis de endurecimento plástico e viscoplástico, juntamente com as expressões das suas 

taxas e de seus módulos são colocadas como funções da dilatação volumétrica irreversível 
irJ

, evidenciando o acoplamento plástico-viscoplástico expresso pelas equações (31), (53) e (56): 

0

0 0
0 0

1
ln 1

ln
( )

ln ln

p

p

m

m

ir

c ir c c

J
p J p p

φ
ϕ
φ φ

  −−  
    = =       

 

 
(65) 

( ) ( ) ir
c ir p ir

ir

J
p J h J

J
= −

ɺ

ɺ

 
(66) 

0 0

0 0

(1 ) (1 )
( )

ln 1 1
1 ln 1

p c p c

p ir

ir

ir

ir ir

m p m p
h J

J
J

J J

φ φ
ϕ ϕ φ φ
− −

= =
   − −− −   
   

 (67) 
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0

0 0
0 0

1
ln 1

ln
( )

ln ln

vp

vp

m

m

ir

vp ir vp vp

J
p J p p

φ
ϕ
φ φ

  −−  
    = =       

 

 
(68) 

( ) ( ) ir
vp ir vp ir

ir

J
p J h J

J
= −

ɺ

ɺ

 
(69) 

0 0

0 0

(1 ) (1 )
( )

ln 1 1
1 ln 1

vp vp vp vp

vp ir

ir

ir

ir ir

m p m p
h J

J
J

J J

φ φ
ϕ ϕ φ φ
− −

= =
   − −− −   
   

 (70) 

Conforme exposto no capítulo 2.2, o processo de compactação mecânica ocorre em camadas 

superiores da bacia sedimentar, acima das camadas onde o processo de compactação químico-

mecânico é preponderante. Do ponto de vista mecânico, para que essa característica seja cor-

retamente modelada, a condição 0 0c vp
p p≤  deve ser imposta. Adicionalmente, para a correta 

transição entre os mecanismos de compactação, a condição p vp
m m>  deve ser imposta a fim 

de garantir ( ) ( )
c ir vp ir

p J p J>  para um determinado valor de 
irJ . 

Na Figura 15, apresenta-se uma comparação entre as variações das pressões de consolidação 

plástica e viscoplástica para as leis (65) e (68), para 0 0.65φ = , 0cp = 1.0 MPa, 0vp
p = 2.0 MPa, 

p
m = 2.0 e vp

m = 1.0. Na Figura 16, apresenta-se uma comparação entre as variações dos mó-

dulos de endurecimento plástico e viscoplástico, para os mesmos parâmetros informados. 
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Figura 15: comparação entre as variações das pressões de consolidação plástica e 

viscoplástica. 

 
Figura 16: comparação entre as variações dos módulos de endurecimento plástico e 

viscoplástico. 

Em ambas as figuras, é evidenciado o comportamento assintótico na vizinhança de 0ϕ =  (ou 

seja, na vizinhança de 01cr

ir irJ J φ→ = − ). 
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3.8 FORMA DA SOLUÇÃO E RELAÇÕES AUXILIARES 

As hipóteses adotadas, expostas na seção 3.2, conduzem os campos de velocidade e de tensão 

às seguintes formas: 

33 3 3( , ) ( , )u x t u x t e=  (71) 

1 1 2 2 3 33 3 3( , ) ( , )( ) ( , )h vx t x t e e e e x t e eσ σ σ= ⊗ + ⊗ + ⊗
 (72) 

onde 
hσ  e 

vσ  correspondem às componentes horizontal e vertical de tensões. 

Adicionalmente, a partir do campo de tensão anterior, o campo desviador de tensão assume a 

forma: 

1 1 2 2 3 33 1

1
( , ) 1 ( 2 )

3 3
v hs x t I e e e e e e

σ σσ −= − = − ⊗ − ⊗ + ⊗
 

(73) 

onde 1 tr 2 h vI σ σ σ= = +  corresponde ao primeiro invariante do tensor de tensão de Cauchy, 

calculado pelo traço do tensor de tensão. 

De forma auxiliar, as seguintes relações são pertinentes ao desenvolvimento das soluções. O 

gradiente do campo euleriano de velocidade u∇  está relacionado à F  por 
1

u F F
−∇ = ⋅ɺ , que 

pode ser calculada como: 

3 3
3 3 3 3

3 3

u u
e e e e

x x

∂ ∂Λ Λ⊗ = ⊗ → =
∂ Λ ∂ Λ

ɺ ɺ

 
(74) 

O tensor taxa de deformação 
1

( )
2

d u u= ∇ + ∇  é dado por: 

3
3 3 3 3

3

u
d e e e e

x

∂ Λ= ⊗ = ⊗
∂ Λ

ɺ

 
(75) 

A tensão vertical de uma partícula localizada em 3x  é estaticamente determinada e pode ser 

calculada, independente do comportamento constitutivo do material sedimentar, como o peso 
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das partículas assentadas sobre ela por unidade de área. Matematicamente, isso é colocado 

como: 

3

( )

3( , ) ( , )
H t

v
x

x t t gdσ ρ η η= −
 

(76) 

A partir da expressão anterior, calcula-se a derivada material do volume integral com limites 

variáveis, resultando em: 

3

( )

3 3 3 0

( , )
( , ) ( , ) ( )

H t

v
x

t
x t u x t g gH t gd

t

ρ ησ ρ ρ η∂= − −
∂ɺɺ

 
(77) 

Substituindo expressão euleriana da conservação de massa (2) e a lei de compactação (10) na 

expressão anterior, tem-se: 

3( , ) ( )v dx t M t gσ = − ɺɺ
 (78) 

Esta equação traduz que o equilíbrio na direção vertical independe do comportamento do ma-

terial sedimentar. 

Por fim, as relações entre as taxas de deformação irreversíveis e as componentes irreversíveis 

dos jacobianos são dadas por: 

tr ir ir

ir

J
d

J
=
ɺ

 
(79) 

tr p p

p

J
d

J
=
ɺ

 
(80) 

tr vp vp

vp

J
d

J
=
ɺ

 
(81) 
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4. FORMULAÇÃO DE SOLUÇÕES COM MÓDULOS ELÁSTICOS 

CONSTANTES 

Após a definição do modelo simplificado de bacia sedimentar, o objetivo é obter soluções que 

descrevam o comportamento mecânico do material que forma a bacia sedimentar. A primeira 

etapa desta tarefa é realizada para a situação onde os efeitos do adensamento sobre os módu-

los elásticos do material sedimentar são desconsiderados. 

Inicialmente é feita uma descrição da formulação mecânica do problema, onde são estabeleci-

dos as fases e os domínios de comportamento do material. Nessa descrição, são definidos os 

tempos que delimitam cada fase, bem como as posições das fronteiras entre os domínios. 

As leis de endurecimento (65) e (68) apresentam módulos de endurecimento, definidos em 

(66) e (69), que são funções da componente irreversível do jacobiano da transformação. Essa 

característica dificulta ou impossibilita o desenvolvimento de soluções analíticas para os sis-

temas não-lineares de equações diferenciais parciais (sistemas não-lineares EDP) que descre-

vem o comportamento mecânico do material, nas respectivas fases de comportamento. Assim, 

as respostas são obtidas numericamente. 

Com o objetivo de obter soluções analíticas, são propostas leis de endurecimento plástico e 

viscoplástico adicionais, que simplificam a formulação. Essas leis referem a materiais com 

endurecimento linear ou que variam linearmente com a dilatação volumétrica irreversível. 

Elas apresentam módulos de endurecimento constantes, definidos no contexto do acoplamento 

plástico-viscoplástico, como: 

constantec
p ir

ir

p
h J

J

∂= − =
∂  

(82) 

constantevp

vp ir

ir

p
h J

J

∂
= − =

∂  
(83) 

Assim, as leis de endurecimento resultam em: 

0( ) lnc ir c p irp J p h J= −
 (84) 
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0( ) lnvp ir vp vp irp J p h J= −
 (85) 

Dessa forma, a formulação consiste em um sistema linear EDP. 

Assim como as observações apresentadas no capítulo 3 acerca dos parâmetros das leis de en-

durecimento plástica e viscoplástica, as seguintes condições devem ser observadas: 

0 0vp c

p vp

p p

h h

>
 >  

(86) 

Na Figura 17, apresenta-se uma comparação entre as variações das pressões de consolidação 

plástica e viscoplástica para as leis (84) e (85), para 0cp = 1.0 MPa, 0vpp = 4.0 MPa, 
ph = 8.0 e 

vph =5.0. Adicionalmente, apresenta-se o limite cr

irJ  para 0 0.65φ = . 

 
Figura 17: comparação entre as variações das pressões de consolidação plástica e 

viscoplástica. 

A característica marcante das leis de endurecimento plástico e viscoplástico propostas em (84) 

e (85) é verificada na figura anterior. Diferente das leis (65) e (68), verifica-se que elas estão 

definidas para valores inferiores ao limite físico da componente irreversível do jacobiano. Ou 

seja, elas não fornecem endurecimento suficiente ao material e, assim, não há um comporta-

Jir
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mento assintótico na vizinhança de cr

irJ . Como consequência, há a ocorrência de porosidade 

euleriana negativa, conforme Figura 18. 

 

Figura 18: variação da porosidade euleriana, para 0φ = 0.65. 

Na sequência de desenvolvimento, cada fase de comportamento é colocada de forma que as 

respostas analíticas sejam primeiro apresentadas e sirvam como referência para as respostas 

obtidas numericamente. Quando necessário, as respostas obtidas para as leis de endurecimen-

to (84) e (85) serão identificadas como “M1”. Já as respostas obtidas para as leis de endure-

cimento (65) e (68) serão identificadas como “M2”. 

Após a formulação de cada fase, são apresentadas as comparações entre os modelos. Para a 

análise proposta, a interpretação das respostas será feita em dois cenários: no primeiro, cha-

mado de análise global, serão comparados os perfis de respostas em um determinado tempo 

da análise, que caracterizam o comportamento global da bacia sedimentar; no segundo, cha-

mado de análise local, será analisado a evolução dos campos mecânicos ligados às partículas 

de sedimentos localizadas em 3 0x = , ou seja, as partículas depositadas diretamente no subs-

trato rígido. Essas partículas são depositadas no início do processo de acreção, em 0t = , e o 

estado mecânico delas está associado ao mais alto nível de deformação e tensão ao longo do 

processo de compactação. 

Jir
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4.1 FORMULAÇÃO MECÂNICA DO PROBLEMA 

A evolução temporal da sedimentação e da compactação é dividida em cinco fases consecuti-

vas (Figura 19), distintas entre si pelos domínios de comportamento das partículas da bacia 

sedimentar. A ocorrência de cada fase está condicionada às características mecânicas e tempo-

rais da análise. 

Referenciando à Figura 19, as quatro primeiras fases compõem o período de deposição sedi-

mentar, enquanto a última está referida ao período não-deposicional: 

1. Fase elástica: essa fase marca o início do período de deposição do sedimento, quando 

todas as partículas assentadas se comportam de forma elástica. O domínio temporal 

compreende o intervalo [0, ]et T∈  e o domínio espacial se estende por 3 [0, ( )]x H t∈ . 

Essa fase termina quando o estado de tensão das partículas em 3 0x =  conduz à condi-

ção 0( , ) 0p

cf pσ =  no tempo et T= . Nesse tempo, o maciço tem a altura ( )e eH T H= ; 

2. Fase elástica-plástica: nessa fase, a parte superior das partículas se comporta de for-

ma elástica e o restante apresenta o comportamento elastoplástico. O domínio tempo-

ral compreende o intervalo [ , ]e pt T T∈ . O comportamento elástico se desenvolve no 

domínio espacial 3 [ ( ) , ( )]ex H t H H t∈ − , enquanto o comportamento elastoplástico se 

desenvolve no domínio espacial 3 [0, ( ) ]ex H t H∈ − . Essa fase termina quando o esta-

do de tensão das partículas em 3 0x =  conduz à condição ( , ) 0vp

vpf pσ =  no tempo 

pt T= . Nesse tempo, o maciço tem a altura ( ) ;p pH T H=  

3. Fase elástica-plástica-viscoplástica: começando pelo topo da bacia sedimentar e mo-

vendo-se para baixo, a bacia exibe nesta fase três camadas distintas: uma camada elás-

tica seguida por uma camada elastoplástica, enquanto as partículas na camada inferior 

sofrem deformações elastoplásticas-viscoplásticas. O domínio temporal compreende o 

intervalo [ , ]p vpt T T∈ . O comportamento elástico se desenvolve no mesmo domínio 

espacial da fase precedente 3 [ ( ) , ( )]ex H t H H t∈ − . O comportamento elastoplástico se 

desenvolve em 3 [ ( ) , ( ) ]p ex H t H H t H∈ − − , e o comportamento elastoplástico-

viscoplástico se desenvolve para 3 [0, ( ) ]px H t H∈ − . Essa fase termina quando as par-
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tículas em 3 0x =  apresentam 0p
d =  ( 0χ =ɺ ) no tempo vpt T= . Nesse tempo, o ma-

ciço tem a altura ( )vp vpH T H= ; 

4. Fase elástica-viscoplástica no período de deposição sedimentar: em adição às três 

camadas formadas na fase anterior, uma parte das partículas assentadas desenvolve o 

comportamento elasto-viscoplástico. O domínio temporal compreende o intervalo 

[ , ]vp st T T∈ . Os comportamentos elástico e elastoplástico se desenvolvem nos mes-

mos domínios espaciais da fase precedente, 3 [ ( ) , ( )]ex H t H H t∈ −  e 

3 [ ( ) , ( ) ]p ex H t H H t H∈ − − . O comportamento elastoplástico-viscoplástico se desen-

volve em 3 [ ( ) , ( ) ]vp px H t H H t H∈ − − , e o comportamento elasto-viscoplástico se 

desenvolve em 3 [0, ( ) ]vpx H t H∈ − . Essa fase termina ao final do período de deposi-

ção sedimentar no tempo st T= . Nesse tempo, o maciço tem a altura ( )s sH T H= ; 

5. Fase elástica-viscoplástica no período pós-deposição sedimentar: essa fase marca o 

início do período não-deposicional da bacia sedimentar. O domínio temporal compre-

ende à st T≥ . Os comportamentos elástico e elastoplástico não evoluem e, assim, 

apresentam os mesmos domínios espaciais da fase precedente. O comportamento elas-

to-viscoplástico se desenvolve para 3 [0, ( ) ]px H t H∈ − . Essa fase termina no tempo 

final de análise ft T= , quando a bacia tem a altura ( )f fH T H= . 

Algumas condições foram subentendidas na descrição das fases de comportamento das partí-

culas. Com a finalidade de apresentar o tema de forma clara, elas são evidenciadas: 

e p vp s f

e p vp s

T T T T T

H H H H

 ≤ ≤ ≤ ≤


≤ ≤ ≤  
(87) 



60 

__________________________________________________________________________________________ 
Formulação de soluções de referência para modelagem dos processos de compactação em bacias sedimentares. 

 
Figura 19: lei de compactação gravitacional e representação esquemática da evolu-

ção da bacia sedimentar. 

É necessário ressaltar que as alturas e
H  e p

H  são constantes ao longo do tempo. Geometri-

camente isso significa que, após as suas formações, elas se movem na direção 3e  à medida 

que os sedimentos são depositados. A mesma observação é válida para a altura vp
H , que se 

mantém constante no período de deposição sedimentar, sendo anulada no período não-

deposicional. 
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O sistema de equações diferenciais que descreve o comportamento da bacia sedimentar é 

composto pelo balanço de momentum (1), o balanço de massa (3), a relação entre os gradien-

tes de velocidade e da transformação (74), a relação entre a taxa de deformação irreversível e 

a componente irreversível do jacobiano da transformação (79) e a lei constitutiva (59). Esse 

sistema relaciona os campos incógnitos Λ , 
irJ , 

hσ , 
vσ  e 3u  do problema. Ele corresponde a 

um sistema de equações diferenciais parciais de primeira ordem. Ele pode ser linear ou não-

linear, dependendo dos modelos utilizados. 

Para o entendimento da formulação mecânica, são apresentadas na Figura 20 duas configura-

ções para a bacia sedimentar. A primeira corresponde a um tempo da fase elástica-

viscoplástica, no período de deposição de sedimentos. A segunda corresponde a um tempo da 

fase elástica-viscoplástica, no período não-deposicional. São apresentadas as taxas de defor-

mação relevantes para a formulação dos domínios em cada fase. 

 
Figura 20: domínios de comportamento material da bacia sedimentar. 

4.2 PERÍODO DE DEPOSIÇÃO SEDIMENTAR 

No período de deposição sedimentar, o domínio material é variável devido ao acréscimo con-

tínuo de partículas à bacia sedimentar, isto é, trata-se de um sistema material aberto. Por essa 

razão, é utilizada uma descrição euleriana do movimento das partículas. 
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É assumido que o processo de sedimentação tem caráter monotônico durante a fase de deposi-

ção dos sedimentos, isto é 0dM >ɺ , excluindo qualquer período de erosão. Sob essa hipótese, 

os campos que descrevem o comportamento mecânico da bacia sedimentar podem ser coloca-

dos como funções da dilatação vertical. Em particular, o campo de tensão pode ser reescrito 

como: 

3 3( , ) ( ( , ))x t x tσ σ= Λ
 (88) 

Conforme exposto anteriormente, a formulação do modelo M2, onde os módulos de endure-

cimento são funções da componente irreversível do jacobiano, não possui solução analítica. 

Assim, a solução em cada fase do problema é obtida de forma incremental, discretizando o 

domínio temporal em incrementos de tempo t∆  e solucionando o sistema não-linear EDP para 

cada configuração da bacia sedimentar, definida pela altura ( )H t . 

Para cada incremento de tempo t∆ , o incremento de altura é calculado através da discretiza-

ção da equação (10). A altura da bacia sedimentar é atualizada utilizando: 

( ) ( )H t H t Ht+ = + ∆∆  com 3
0

( )
( ( ), )dM t

H t u H t t
ρ

 
∆ ∆ + 

 

ɺ

≃

 
(89) 

O esquema incremental bem como a solução dos sistemas não-lineares EDP foram realizados 

com o software MAPLE. Os sistemas EDP resultantes das formulações de cada fase apresen-

tam uma característica especial. Baseado na observação (88), todas as equações diferenciais 

são colocadas de forma que só existam derivadas em relação a variável espacial 3x . Essa ca-

racterística permite tratar um sistema EDP como um sistema EDO (sistema de equações dife-

rencias ordinário), onde a variável temporal é parametrizada. Assim, uma técnica de diferen-

ças finitas com extrapolação de Richardson é usada para resolver o problema de valor de con-

torno em cada tempo. 

Nesse processo incremental, devem ser observadas as condições de continuidade nas interfa-

ces das camadas, isto é, em 3 ( ) ex H t H= − , 3 ( ) px H t H= −  e 3 ( ) vpx H t H= − . 
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4.2.1 Fase elástica 

No início do processo, a altura da bacia sedimentar é (0) 0H = . Progressivamente ela vai 

aumentando conforme o sedimento é assentado. A deformação induzida pela gravidade per-

manece elástica até a altura da bacia atingir o limiar e
H . Ressalta-se que o desenvolvimento 

apresentado nesta fase independe das leis de endurecimento utilizadas. 

A relação (79), aplicada ao domínio elástico ( 0ir
d = ), resulta em: 

0ir ir

ir

J
trd

J
= =
ɺ

 
(90) 

Baseado na observação (88), a equação (90) pode ser reescrita como 

3

1
0ir

ir

J

J x

∂ =
∂  

(91) 

Essa expressão possui a condição inicial dada na expressão (55). Ela apresenta solução trivial, 

porém foi apresentada para o melhor entendimento da formulação. 

Substituindo na lei constitutiva (59) os termos relativos à taxa de deformação total (75) e ao 

tensor dos módulos elásticos do esqueleto (58), têm-se: 

1 1 2 2 3 3( )e e

h vF e e e e F e eσ    Λ Λ= ⊗ + ⊗ + ⊗   Λ Λ   

ɺ ɺ

ɺ

 
(92) 

onde 2 3e

hF K µ= −  e 4 3e

vF K µ= +  são constantes mecânicas associadas ao material. A 

constante e

vF  também é definida como o módulo de elasticidade oedométrico. 

Baseado na observação (88), a equação (92) pode ser reescrita como 

1 1 2 2 3 3
3 3 3

( )
e e

h vF F
e e e e e e

x x x

σ∂    ∂Λ ∂Λ= ⊗ + ⊗ + ⊗   ∂ Λ ∂ Λ ∂     
(93) 

Essa equação diferencial possui a condição inicial dada na expressão (4). 



64 

__________________________________________________________________________________________ 
Formulação de soluções de referência para modelagem dos processos de compactação em bacias sedimentares. 

Do balanço de momentum (1), tem-se: 

0

3

v g

x

σ ρ∂ =
∂ Λ  

(94) 

Combinando a componente vertical de (93) à expressão anterior, tem-se: 

0

3
e

v

g

x F

ρ∂Λ =
∂  

(95) 

Essa expressão possui a condição inicial dada na expressão (12). 

Combinando (78) à componente vertical em (92), pode-se reescrever a relação (74) como: 

3

3

d

e

v

u M g

x F

∂ −=
∂

ɺ

 
(96) 

Essa expressão possui a condição de contorno dada na expressão (7). 

As equações (91), (93), (95) e (96) formam o sistema de equações diferenciais parciais que 

descrevem o comportamento mecânico do domínio elástico da bacia sedimentar na fase elás-

tica. Elas são agrupadas, em conjunto com as suas condições iniciais e de contorno, para o 

melhor entendimento: 

0

3

3 3

3 3

3

3

3

1
0

e

v

e

h h

e

v v

ir

ir

de

v

g

x F

F

x x

F

x x

J

J x

u g
M

x F

ρ

σ

σ

∂Λ =∂

∂ ∂Λ= ∂ Λ ∂
∂ ∂Λ=

∂ Λ ∂
 ∂ =

∂
∂
 = −

∂
ɺ

 

(97) 
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3

( ( ), ) 1

( ( ), ) 0

( ( ), ) 0

( ( ), ) 1

(0, ) 0

h

v

ir

H t t

H t t

H t t

J H t t

u t

σ
σ

Λ =
 =
 =
 =


=  

(98) 

Esse sistema é então integrado em seu domínio espacial, 3 [0, ( )]x H t∈ , resultando nas equa-

ções que descrevem o comportamento mecânico da bacia sedimentar no domínio elástico: 

0
3 3

3
3

3
3

3

3 3 3

( , ) 1 ( ( ) )

1
( , ) ln

( , )

1
( , ) ln

( , )

( , ) 1

( , )

e

v

e

h h

e

v v

ir

de

v

g
x t H t x

F

x t F
x t

x t F
x t

J x t

g
u x t M x

F

ρ

σ

σ

Λ = − −

 = − Λ

 = − Λ


=



= −


ɺ

 

(99) 

Com a expressão da velocidade das partículas nesse domínio, calcula-se a velocidade no topo 

do maciço rochoso: 

3( ( ), ) ( )de

v

g
u H t t M H t

F
= − ɺ

 
(100) 

Substituindo a equação anterior em (10), e então integrando-a com a condição inicial (0) 0H = , 

obtém-se a lei de compactação da fase elástica: 

( )
0

1 exp ( )
e

v
de

v

F g
H t M t

g Fρ
  

= − −  
    

(101) 

Essa fase é encerrada quando o estado de tensão das partículas na posição 3 0x =  atinge a 

condição 0( , ) 0p

cf pσ =  no tempo et T= . Nesse tempo, a bacia sedimentar é caracterizada 

pelos seguintes valores limites: 
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0

2 3

3

0

0

3 3

0

(0, )

1
(0, ) ln

2 3
3

1
(0, ) ln

2 3
3

(0, ) 1

( , )

( ) (1 )

1
( ) ln

cp

K a
e e

e
e e e h c
h h h e

e
e e e v c
v v v e

e e

ir ir

e e e e

de

v

e
e e ev

e
e e v
d d e

T e

F p
T F

K a

F p
T F

K a

J J T

g
u u H T M H

F

F
H H T

g

F
M M T

g

µ

σ σ
µ

σ σ
µ

ρ

−
+


Λ = Λ =


= = − = −
Λ +



 = = − = −
 Λ

+

 = =

 = = −


 = = − Λ

 = =

Λ

ɺ


 

(102) 

Se a massa de sedimentos depositados por unidade de área ( )dM t  for uma função da forma 

apresentada na expressão (11), o tempo eT  é dado por: 

01
ln

2 3
3

e e
e v v c

e

d d

F F p
T

g M gM
K aµ

= =
Λ

+
ɺ ɺ

 

(103) 

A afirmação feita em 4.1 acerca da invariabilidade temporal da altura eH  é facilmente verifi-

cada através da expressão apresentada em (102), uma vez que a equação só envolve termos 

que são constantes em relação ao tempo. 

Para et T≥ , as condições de continuidade na fronteira entre os domínios elástico e elastoplás-

tico são dadas por: 

( ( ) , )

continuidade na fronteira ( ( ) , )

elástica/elastoplástica ( ( ) , )

( ( ) , )

e e

e e

h h

e e

v v

e e

ir ir

H t H t

H t H t

H t H t

J H t H t J

σ σ
σ σ

Λ − = Λ
 − =
 − =
 − =  

(104) 
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4.2.2 Fase elástica-plástica 

Deformações elastoplástica se desenvolvem nas camadas mais profundas para et T≥ , isto é, 

quando a altura da bacia sedimentar é maior que e
H . A altura da camada elástica permanece 

constante no tempo, igual a e
H . Assim, o domínio elástico é definido no intervalo espacial 

3 [ ( ) , ( )]ex H t H H t∈ −  (Figura 19). Em contrapartida, a altura da camada elastoplástica au-

menta a partir de 3 0x = , conforme os sedimentos são assentados. Esse domínio é definido no 

intervalo espacial 3 [0, ( ) ]ex H t H∈ − . 

O desenvolvimento apresentado a seguir aplica-se ao modelo M1. 

A relação (79), aplicada à taxa de deformação plástica (39), resulta em: 

ir ir

ir

J
trd

J
χ= = −

ɺ

ɺ

 
(105) 

Substituindo na lei constitutiva (59) os termos relativos à taxa de deformação total (75), à taxa 

de deformação plástica (39) e ao tensor dos módulos elásticos do esqueleto (58), têm-se: 

1 1 2 2

3 3

3
( )

3

2 3

3

e

h

e

v

F K a e e e e

F K a e e

σ µ χ

µ χ

  Λ= + − ⊗ + ⊗  Λ   

  Λ+ + + ⊗  Λ   

ɺ

ɺɺ

ɺ

ɺ

 

(106) 

A condição de consistência 0pf =ɺ  aplicada ao critério plástico (37) resulta em: 

2

1
: tr : 0

3 2

p
p

c c

f a
f p s s p

J
σ σ

σ
∂= − = − + − =
∂

ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

 
(107) 

Substituindo a expressão (105) na taxa da lei de endurecimento plástica (66) e então calculan-

do a equação precedente, determina-se a expressão para o multiplicador plástico: 
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1
pGχ Λ=

Λ

ɺ

ɺ  com 1 2

2 3
3p

p

K a

G
K a h

µ

µ

+
= −

+ +  

(108) 

Substituindo a expressão anterior em (106), tem-se: 

1 1 2 2 3 31 1( )p p

h vF e e e e F e eσ    Λ Λ= ⊗ + ⊗ + ⊗   Λ Λ   

ɺ ɺ

ɺ

 
(109) 

onde: 

1 1

1 1

3

3

2 3

3

p e p

h h

p e p

v v

F F K a G

F F K a G

µ

µ

  
= + −   

  


  = + +   
   

(110) 

Baseado na observação (88), a equação (109) pode ser reescrita como 

1 1
1 1 2 2 3 3

3 3 3

( )
p p

h vF F
e e e e e e

x x x

σ∂    ∂Λ ∂Λ= ⊗ + ⊗ + ⊗   ∂ Λ ∂ Λ ∂     
(111) 

Combinando a taxa de tensão vertical da expressão anterior ao balanço de momentum (1), 

resulta em: 

0

3 1
p

v

g

x F

ρ∂Λ =
∂  

(112) 

Combinando as expressões (105) e (108), baseado na observação (88), tem-se: 

1

3 3

1 p

ir

ir

J G

J x x

∂ ∂Λ= −
∂ Λ ∂  

(113) 

Combinando as equações (78) e a componente vertical de tensão em (109), pode-se reescrever 

a relação (74) como: 
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3

3 1
dp

v

u g
M

x F

∂ = −
∂

ɺ

 
(114) 

A expressão anterior tem a condição de contorno (7). 

As equações (111), (112), (113) e (114) formam o sistema de equações diferenciais parciais 

que descrevem o comportamento mecânico do domínio elastoplástico da bacia sedimentar na 

fase elástica-plástica. As equações (111) à (113) possuem as condições de continuidade na 

fronteira entre os domínios elástico e elastoplástico dadas por (104). As equações são agrupa-

das, em conjunto com as suas condições de continuidade e de contorno, para o melhor enten-

dimento: 
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3 1
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h h
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v v
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∂Λ =∂
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∂ ∂Λ= ∂ Λ ∂
∂ ∂Λ = ∂ Λ ∂
 ∂ ∂Λ
 = −

∂ Λ ∂
∂
 = −

∂
ɺ

 

(115) 

3

( ( ) , )

( ( ) , )

( ( ) , )

( ( ) , )

(0, ) 0

e e

e e

h h

e e

v v

e e

ir ir

H t H t

H t H t

H t H t

J J H t H t

u t

σ σ
σ σ

Λ = Λ −
 = − = −
 = −


=  

(116) 

Esse sistema é então integrado em seu domínio espacial, 3 [0, ( ) ]ex H t H∈ − , resultando nas 

equações que descrevem o comportamento mecânico da bacia sedimentar no domínio elasto-

plástico: 
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(117) 

Com a expressão da velocidade das partículas nesse domínio, calcula-se a velocidade no topo 

da camada elastoplástica: 

3
1

( ( ) , ) ( ( ) )e e

dp

v

g
u H t H t M H t H

F
− = − −ɺ

 
(118) 

A velocidade no topo da bacia sedimentar é dada por: 

3 3 3( ( ), ) ( ( ) , )e eu H t t u u H t H t= + −  (119) 

Substituindo a equação anterior em (10) e então a integrando com a condição inicial 

( )e eH T H= , obtém-se a lei de compactação da fase elástica-plástica: 

1
1

( ) 1 exp [ ( ) ]e p e

v p d dp

v

g
H t H F M t M

F

  
= + ∆ − − −  

    
(120) 

onde: 
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1 e

p e
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g Fρ
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(121) 
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Essa fase é encerrada quando o estado de tensão das partículas na posição 3 0x =  atinge a 

condição 0( , ) 0vp

vpf pσ = , no tempo pt T= . Nesse tempo, a bacia sedimentar é caracterizada 

pelos seguintes valores limites: 

0 0

1

1

1

0 0

3 3
1

1

0

(0, ) exp
( )

(0, ) ln

(0, ) ln

(0, ) exp

( , ) ( )

( ) ( )

vp cp p e

p

p vp

e
p p e p

h h h h p

e
p p e p

v v v v p

vp cp p

ir ir

p vp

p p e p p e
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p
p p e e pv

p

d

p p
T
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T F

T F

p p
J J T

h h

g
u u H H T M H H

F

F
H H T H

g

M

σ σ σ

σ σ σ

ρ

 −
Λ = Λ = Λ   − 

Λ= = −
Λ
Λ= = −
Λ

 −
= = −  − 

= − = − −

= = + Λ − Λ

ɺ

1( ) ln
p e

p e v
d d p

F
M T M

g






















Λ = = +
 Λ  

(122) 

Se a massa de sedimentos depositados por unidade de área ( )dM t  for uma função da forma 

apresentada na expressão (11), o tempo eT  é dado por: 

1 ln
p e

p e v

p

d

F
T T

g M

Λ= +
Λɺ

 
(123) 

A afirmação feita em 4.1 acerca da invariabilidade temporal da altura pH  é facilmente verifi-

cada através da expressão apresentada em (122). Novamente, a equação só envolve termos 

constantes. 

Para p
t T≥ , as condições de continuidade na fronteira entre os domínios elastoplástico e elas-

toplástico-viscoplástico são dadas por: 
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( (

elastoplástica-viscoplástic

) , )

continuidade na fronteira ( ( ) , )

elastoplástica/ ( ( ) , )

(

a

( ) , )

p p

h h

p p

v v

p p

p p

ir ir

H t H t

H t H t

H t H t

J H t H t J

σ σ
σ σ
 − =
 − =
Λ − = Λ
 − =  

(124) 

Nessa fase, o domínio elástico também é descrito pelas equações apresentadas em (99). A 

única observação diz respeito a expressão que descreve a velocidade na camada elástica. A 

ela, deve ser adicionado à velocidade no topo da camada elastoplástica, em 3 ( ) ex H t H= − . 

Para que a componente horizontal de tensão seja de compressão no domínio elastoplástico, 

algumas condições devem ser impostas sobre o escalar positivo e constante que controla a 

inclinação da parte dúctil da superfície de plastificação, a . Em (109), o termo 
Λ
Λ

ɺ

 é sempre 

negativo, o que remete a análise de 0hσ <ɺ  ao termo 1
p

hF , que deve ser positivo. Isso determi-

na três domínios de validade para a , que são funções das propriedades elásticas do material, 

bem como ao módulo de endurecimento plástico: 

1. Para 0
9p

E
h

ν
< ≤ , a a+≥ ; 

2. Para 
9 8p

E E
h

ν ν
≤ ≤ , 0 a a a a− +< ≤ ∪ ≥ ; 

3. Para 
8p

E
h

ν
> , 0hσ <ɺ  para qualquer valor de a . 

onde: 

3 3 6

6 4 pa h
E

ν+
− = ± −

 
(125) 

Para o modelo M2, o sistema EDP que descreve o comportamento mecânico no domínio elas-

toplástico é formulado de modo semelhante ao sistema (115). Ele resulta em: 
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0

3 1
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3 3
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(126) 

onde: 

1 2

1 1

1 1

2 3
3( )

3
( )

3

2 3
( )

3

p

ir

p

p e p

h ir h

p e p

v ir v
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G J
K a h

F J F K a G

F J F K a G

µ

µ

µ

µ


+

= −
+ +


  = + − 
 

   = + +   

  

(127) 

Observa-se que ( ) ( )p p p irh h h Jϕ= = , devido à expressão (66). 

O sistema é resolvido em cada tempo, pelo processo incremental descrito em 4.2. A fase é 

encerrada sob as mesmas condições descritas anteriormente. No tempo pt T= , a bacia sedi-

mentar é caracterizada pelos seguintes valores limites: 

3 3

calculado pelo processo incremental

calculado pelo processo incremental

(0, )
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(0, )
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p p

h h

p p

v v

p p
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T

T

T

J J T
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σ σ
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


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

=
Λ = Λ


=
 = −  

(128) 
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As condições sobre a , para que 0hσ <ɺ , são complexas e não podem ser explicitamente de-

terminadas em função do módulo de endurecimento plástico variável ( )p irh J . Assim, o valor 

de a  adotado nas análises é testado e a condição 0hσ <ɺ  é posteriormente verificada. 

Devido à ( )p irh J , a invariabilidade temporal da altura pH  não é facilmente provada, porém 

ela é observada. Há um conjunto de características mecânicas que levam à formação de pH , 

que se mantém constante ao longo do tempo. 

4.2.3 Fase elástica-plástica-viscoplástica 

A resposta da bacia sedimentar na fase elástica-plástica-viscoplástica ocorre para pt T≥ , isto 

é, quando a altura da bacia é maior que pH . Assim como o domínio elástico, a altura da ca-

mada elastoplástica 3 [ ( ) , ( ) ]p ex H t H H t H∈ − −  (Figura 19) permanece constante no tempo. 

Em contrapartida, a altura da camada elastoplástica-viscoplástica aumenta a partir de 3 0x = , 

conforme os sedimentos são assentados. Este domínio é definido no intervalo espacial 

3 [0, ( ) ]px H t H∈ − . 

O desenvolvimento apresentado a seguir aplica-se ao modelo M1. 

A relação (79), aplicada às taxas de deformação plástica (39) e viscoplástica (47), resulta em: 

vp
ir ir

ir vp

J f
trd

J
χ

η
 

= = − + = −Ψ  
 

ɺ

ɺ

 
(129) 

De forma similar à seção 4.2.2, substituindo na lei constitutiva (59) os termos relativos à taxa 

de deformação total (75), à taxa de deformação plástica (39), à taxa de deformação viscoplás-

tica (47) e ao tensor dos módulos elásticos do esqueleto (58), têm-se: 

1 1 2 2

3 3

3
( )

3

2 3

3

e
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e

v

F K a e e e e

F K a e e

σ µ

µ

  Λ= + − Ψ ⊗ + ⊗  Λ   

  Λ+ + + Ψ ⊗  Λ   

ɺ

ɺ

ɺ

 

(130) 
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Novamente, a condição de consistência 0pf =ɺ  possibilita a determinação da função Ψ : 

1
vpG

ΛΨ =
Λ

ɺ

 com 1 2

2 3
3vp

p

K a

G
K a h

µ

µ

+
= −

+ +  

(131) 

A constante 1
vpG  é igual à 1

pG  da fase precedente. Entretanto, ela será diferenciada por coe-

rência à nomenclatura utilizada. 

Substituindo a equação anterior em (130), tem-se: 

1 1 2 2 3 31 1( )vp vp

h vF e e e e F e eσ    Λ Λ= ⊗ + ⊗ + ⊗   Λ Λ   

ɺ ɺ

ɺ

 
(132) 

onde: 

1 1

1 1

3

3

2 3

3

vp e vp

h h

vp e vp

v v

F F K a G

F F K a G

µ

µ

  
= + −   

  


  = + +   
   

(133) 

Baseado na observação (88), a equação (132) pode ser reescrita como 

1 1
1 1 2 2 3 3

3 3 3

( )
p p

h vF F
e e e e e e

x x x

σ∂    ∂Λ ∂Λ= ⊗ + ⊗ + ⊗   ∂ Λ ∂ Λ ∂     
(134) 

Combinando a taxa de tensão vertical da expressão anterior ao balanço de momentum (1), 

resulta em: 

0

3 1
vp

v

g

x F

ρ∂Λ =
∂  

(135) 

Agrupando as expressões (129) e (131), baseado na observação (88), tem-se: 
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1

3 3

1 vp

ir

ir

J G

J x x

∂ ∂Λ= −
∂ Λ ∂  

(136) 

Substituindo as equações (78) e (132) em (74), obtém-se: 

3

3 1
dvp

v

u g
M

x F

∂ = −
∂

ɺ

 
(137) 

A expressão anterior tem a condição de contorno (7). 

As equações (134), (135), (136) e (137) formam o sistema de equações diferenciais parciais 

que descrevem o comportamento mecânico do domínio elastoplástico-viscoplástico da bacia 

sedimentar na fase elástica-plástica-viscoplástica. As equações (134) à (136) possuem as con-

dições de continuidade na fronteira entre os domínios elastoplástico e elastoplástico-

viscoplástico dadas por (124). As equações são agrupadas, em conjunto com as suas condi-

ções de continuidade e de contorno, para o melhor entendimento: 
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(138) 
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(139) 
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Esse sistema é então integrado em seu domínio espacial, 3 [0, ( ) ]px H t H∈ − , resultando nas 

equações que descrevem o comportamento mecânico da bacia sedimentar no domínio elasto-

plástico-viscoplástico: 

1
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3 1
3

3 1
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

  Λ=   Λ 

 = −


ɺ

 

(140) 

Com a expressão da velocidade das partículas nesse domínio, calcula-se a velocidade no topo 

da camada elastoplástica-viscoplástica: 

3
1

( ( ) , ) ( ( ) )p p

dvp

v

g
u H t H t M H t H

F
− = − −ɺ

 
(141) 

A velocidade no topo da bacia sedimentar é dada por: 

3 3 3 3( ( ), ) ( ( ) , )e p pu H t t u u u H t H t= + + −  (142) 

Substituindo a equação anterior em (10) e então a integrando com a condição inicial 

( )p pH T H= , obtém-se a lei de compactação da fase elástica-plástica-viscoplástica: 

1
1

( ) 1 exp [ ( ) ]p vp p

v vp d dvp

v

g
H t H F M t M

F

  
= + ∆ − − −  

    
(143) 

onde: 
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1

p e

vp p p

v

H H

F

−∆ = ∆ −
 

(144) 

Essa fase é encerrada quando a partícula na posição 3 0x =  atinge a condição 0p
d =  ( 0χ =ɺ ), 

no tempo vpt T= . Essa condição pode ser reescrita, a partir de (129) e (131), como: 

3 3
3 1
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( 0, ) 0

( 0, )
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x t f x t
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Λ = == = − =
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ɺ

ɺ

 
(145) 

Para uma função ( )dM t previamente determinada, a expressão anterior fornece o tempo vpT . 

Sua avaliação analítica resulta em uma expressão complexa. Assim, a solução é obtida nume-

ricamente. Por fim, nesse tempo, a bacia sedimentar é caracterizada pelos seguintes valores 

limites: 
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ɺ

 

(146) 

A afirmação feita em 4.1 acerca da invariabilidade temporal da altura vpH  é facilmente veri-

ficada através da expressão apresentada em (146). Mais uma vez, a equação só envolve ter-

mos constantes. 

Para vpt T≥ , as condições de continuidade na fronteira entre os domínios elastoplástico-

viscoplástico e elasto-viscoplástico são dadas por: 
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( ( ) , )
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( ( ) , )
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ica
( ( ) , )

a/

vp vp

h h

vp vp

v v

vp vp

vp vp

ir ir

H t H t

H t H t

H t H t

J H t H t J

σ σ
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Λ − = Λ
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(147) 

Nessa fase, os domínios elástico e elastoplástico também são descritos pelas equações (99) e 

(117), respectivamente. Novamente, as expressões que descrevem os campos de velocidade 

nas respectivas camadas devem adicionar o termo relativo à velocidade no topo da camada 

elastoplástica-viscoplástica, em 3 ( ) px H t H= − . 

Para que a componente horizontal de tensão seja de compressão no domínio elastoplástico-

viscoplástico, as mesmas condições sobre a  da fase anterior são verdadeiras. 

Para o modelo M2, o sistema EDP que descreve o comportamento mecânico no domínio elas-

toplástico-viscoplástico é formulado de forma semelhante ao sistema (138). Ele resulta em: 
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(148) 

onde: 
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(149) 

O sistema é resolvido em cada tempo, pelo processo incremental descrito em 4.2. A fase é 

encerrada sob as mesmas condições descritas anteriormente. No tempo vpt T= , a bacia sedi-

mentar é caracterizada pelos seguintes valores limites: 

3 3

calculado pelo processo incremental
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u u H H T

σ σ
σ σ


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
 =

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Λ = Λ


=
 = −  

(150) 

Para que a componente horizontal de tensão seja de compressão, a mesma observação sobre 

a  da fase anterior é verdadeira. 

Assim como na fase anterior, a invariabilidade temporal da altura vpH  não é facilmente pro-

vada, porém ela é observada. Novamente, um conjunto de características mecânicas que le-

vam à formação de vpH  se mantém constante ao longo do tempo. 

4.2.4 Fase elástica-viscoplástica 

Conforme a acreção de sedimentos prossegue para st T≥ , uma nova camada, denominada 

elasto-viscoplástica, se desenvolve no domínio material 30 ( ) vpx H t H≤ ≤ −  (Figura 19 e Fi-

gura 20). Nessa camada, não há o desenvolvimento de deformação plástica, ou seja, 0p
d = . 

Logo, a única componente de deformação que se desenvolve é a viscoplástica e, portanto, 
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ir vp
d d= . As camadas elástica, elastoplástica e elastoplástica-viscoplástica permanecem com 

espessuras constantes, iguais à e
H , p e

H H−  e vp p
H H− , respectivamente. 

O desenvolvimento apresentado a seguir aplica-se ao modelo M1. 

A relação (79), aplicada à taxa de deformação viscoplástica (47), resulta em: 

vp
ir ir

ir vp

J f
trd

J η
= = −
ɺ

 
(151) 

De forma similar à seção 4.2.2, substituindo na lei constitutiva (59) os termos relativos à taxa 

de deformação total (75), à taxa de deformação viscoplástica (47) e ao tensor dos módulos 

elásticos do esqueleto (58), têm-se: 

1 1 2 2

3 3

3
( )

3

2 3

3

vp
e

h

vp

vp
e

v

vp

f
F K a e e e e

f
F K a e e

σ µ
η

µ
η

  Λ= + − ⊗ + ⊗  Λ   

  Λ+ + + ⊗  Λ   

ɺ

ɺ

ɺ

 

(152) 

Baseado na observação (88), a equação (151) pode ser reescrita como 

1 vp

ir

ir vp

J f

J η
∂ Λ = −
∂Λ
ɺ

 
(153) 

Diferente das fases precedentes, o termo Λɺ  na expressão anterior não é passível de elimina-

ção. Isso faz com que a solução analítica seja muito complexa ou não exista. Para contornar 

tal problema, a derivada segunda da equação anterior é anulada. Isso equivale à condição 

0vpf =ɺ . Essa hipótese de simplificação leva à equação: 

1
vir

ir

J
G

J

Λ− =
Λ

ɺ ɺ

 com 1 2

2 3
3v

vp

K a

G
K a h

µ

µ

+
= −

+ +  

(154) 

A qualidade das respostas obtidas por esse procedimento será avaliada posteriormente, pela 

união de duas metodologias. Primeiramente, substituindo as equações resultantes em (151) e 
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então avaliando o desvio produzido pela simplificação. Em um segundo momento, a solução 

desenvolvida será comparada à predição obtida em um simulador de elementos finitos. A ava-

liação em conjunto das diferenças obtidas pelo primeiro processo e a precisão obtidas pelo 

segundo processo atestarão a qualidade da hipótese de simplificação proposta. 

Uma alternativa à simplificação proposta consiste em resolver a equação (151) de forma dis-

creta no tempo, tratando o termo Λɺ  como a razão 1( )i it t
t−Λ Λ− ∆ , onde: itΛ  corresponde ao 

valor de da dilatação vertical no tempo atual 
it , 1it −Λ  é o valor da dilatação vertical no tempo 

anterior 1it −  e 1i it t t −∆ = − . Ressalta-se que essa abordagem também provoca desvios em rela-

ção à solução do problema, devido às características numéricas da solução e à alteração na 

geometria da bacia entre os dois tempos. 

Substituindo a equação anterior em (153), e então, com a expressão resultante, substituindo 

em (152), tem-se: 

1 1 2 2 3 31 1( )v v

h vF e e e e F e eσ    Λ Λ= ⊗ + ⊗ + ⊗   Λ Λ   

ɺ ɺ

ɺ

 
(155) 

onde: 

1 1

1 1

3

3

2 3

3

v e v

h h

v e v

v v

F F K a G

F F K a G

µ

µ

  
= + −   

  


  = + +   
   

(156) 

O sistema de equações diferenciais parciais que descreve o comportamento mecânico da bacia 

sedimentar no domínio elasto-viscoplástico na fase elástica-plástica-viscoplástica é construído 

de forma similar às fases precedentes. As equações são agrupadas, em conjunto com as suas 

condições de continuidade e de contorno: 
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0
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
∂ ∂Λ= ∂ Λ ∂
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∂
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(157) 

3

( ( ) , )

( ( ) , )

( ( ) , )

( ( ) , )

(0, ) 0

vp vp

vp vp

h h

vp vp

v v

vp vp

ir ir

H t H t

H t H t

H t H t

J H t H t J

u t

σ σ
σ σ

Λ − = Λ
 − = − =
 − =


=  

(158) 

Esse sistema é então integrado em seu domínio espacial, 3 [0, ( ) ]vpx H t H∈ − , resultando nas 

equações que descrevem o comportamento mecânico da bacia sedimentar no domínio elasto-

viscoplástico: 

1

0
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F
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J x t J
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g
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σ σ


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

 Λ= − Λ

 Λ= −

Λ


  Λ=   Λ 

 = −


ɺ

 

(159) 

Com a expressão da velocidade das partículas nesse domínio, calcula-se a velocidade no topo 

da camada elastoplástica-viscoplástica: 
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3
1

( ( ) , ) ( ( ) )vp vp

dv

v

g
u H t H t M H t H

F
− = − −ɺ

 
(160) 

A velocidade no topo da bacia sedimentar é dada por: 

3 3 3 3 3( ( ), ) ( ( ) , )e p vp vpu H t t u u u u H t H t= + + + −  (161) 

Substituindo a equação anterior em (10) e então a integrando com a condição inicial 

( )vp vpH T H= , obtém-se a lei de compactação da fase elástica- viscoplástica: 

1
1

( ) 1 exp [ ( ) ]vp v vp

v v d dv

v

g
H t H F M t M

F

  
= + ∆ − − −  

    
(162) 

onde: 

1

vp p

v vp vp

v

H H

F

−∆ = ∆ −
 

(163) 

Uma característica importante a ser observada acerca da lei de compactação gravitacional diz 

respeito ao comportamento assintótico da expressão (162). Se a função ( )dM t  for infinita-

mente crescente, a lei de compactação tende ao valor assintótico: 

assin
1

vp v

v vH H F= + ∆  (164) 

Essa fase é encerrada no tempo st T= , que consiste em um dado conhecido do problema. 

Nesse tempo, a bacia sedimentar possui os seguintes valores limites: 
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(165) 

Nessa fase, os domínios elástico, elastoplástico e elastoplástico-viscoplástico são descritos 

pelas equações (99), (117) e (140), respectivamente. As expressões que descrevem os campos 

de velocidade nas respectivas camadas devem adicionar o termo relativo à velocidade no topo 

da camada elasto-viscoplástica, em 3 ( ) vpx H t H= − . 

Para que a componente horizontal de tensão seja de compressão no domínio elasto-

viscoplástico, as condições sobre a  são dadas por: 

1. Para 0
9vp

E
h

ν
< ≤ , a a+≥ ; 

2. Para 
9 8vp

E E
h

ν ν
≤ ≤ , 0 a a a a− +< ≤ ∪ ≥ ; 

3. Para 
8vp

E
h

ν
> , 0hσ <ɺ  para qualquer valor de a . 

onde: 

3 3 6

6 4 vpa h
E

ν+
− = ± −

 
(166) 

Para o modelo M2, o sistema EDP que descreve o comportamento mecânico no domínio elas-

to-viscoplástico é formulado de forma semelhante ao sistema (157). Ele resulta em: 
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(167) 

onde: 

1 2

1 1

1 1

2 3
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
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 

   = + +   

  

(168) 

O módulo de endurecimento viscoplástico ( ) ( )vp ir vph J h ϕ=  foi definido em (69). 

O mesmo procedimento de simplificação da equação (151) foi utilizado para a formulação do 

sistema EDP (167), e assim, o mesmo processo de avaliação da validade posterior será utili-

zado. 

O sistema é resolvido em cada tempo, pelo processo incremental descrito em 4.2. A fase é 

encerrada sob as mesmas condições descritas anteriormente. No tempo st T= , a bacia sedi-

mentar possui os seguintes valores limites: 
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3 3

calculado pelo processo incremental

(0, )

(0, )

(0, )

(0, )

( , )

s

s s

h h

s s

v v

s s

s s

ir ir

s s vp s

H

T

T

T

J J T

u u H H T

σ σ
σ σ


 =
 =
Λ = Λ
 =


= −  

(169) 

De forma similar às fases precedentes, para que 0hσ <ɺ , as condições sobre a  são complexas 

e não podem ser explicitamente determinadas em função do módulo de endurecimento visco-

plástico variável ( )vp irh J . Assim, o valor de a  adotado nas análises é testado e a condição 

0hσ <ɺ  é posteriormente verificada. 
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4.2.5 Estudo comparativo preliminar entre os modelos M1 e M2 

Com o intuito de destacar as principais características da formulação apresentada para o perí-

odo de acreção de sedimentos, é proposta uma comparação entre as respostas dos modelos M1 

e M2. 

Os parâmetros mecânicos que definem a situação de comparação são apresentados na Tabela 

1. Na análise proposta, o tempo final de sedimentação e o tempo final de análise são 

80MasT =  e 160MafT = , respectivamente. Considera-se que o material sedimentar que 

entra no sistema no topo da bacia tem as mesmas propriedades mecânicas iniciais durante 

todo o período de deposição dos sedimentos. 

Tabela 1: parâmetros mecânicos de análise. 

parâmetro símbolo valor 

tempo de deposição sedimentar (Ma) sT  80 

tempo final de análise (Ma) fT  160 
aceleração da gravidade (m/s2) g  9.80665 

taxa de deposição sedimentar (t/km2/ano) dMɺ  65 

porosidade inicial 0φ  0.70 

massa específica inicial (kg/m3) 0ρ  650 
módulo de Young (MPa) E  1000 
módulo de Poisson ν  0.33 
inclinação da superfície plástica/viscoplástica a  1.158 

pressão de consolidação plástica inicial (MPa) 0cp  1.0 

módulo de endurecimento plástico (MPa) ph  7.5 

expoente da lei de endurecimento plástica pm  2.0 

pressão de consolidação viscoplástica inicial (MPa) 0vpp  2.5 

módulo de endurecimento viscoplástico (MPa) vph  5.4 

expoente da lei de endurecimento viscoplástica vpm  1.0 

coeficiente de viscosidade viscoplástica (MPaxMa) vpη  100 

 

Na escala da bacia, uma das principais características na modelagem de bacias sedimentares 

diz respeito à avaliação da lei de compactação ( )t H t→ , que é apresentada na Figura 21. 
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Figura 21: leis de compactação gravitacional da bacia sedimentar, para os modelos 

M1 e M2. 

Os valores limites das curvas da figura anterior são apresentados na Tabela 2. 

Tabela 2: valores limites das leis de compactação. 

parâmetro M1 M2 
eT  (Ma) 1.57 1.57 
pT  (Ma) 9.97 9.72 

vpT  (Ma) 57.61 14.94 
sT  (Ma) 80.00 80.00 

eH  (m) 156.68 156.68 
pH  (m) 755.37 685.48 
vpH  (m) 1315.06 932.39 
sH  (m) 1321.54 2977.95 

 

As leis de compactação gravitacional apresentadas na figura anterior destacam cada fase de 

comportamento da bacia sedimentar. Em relação à fase elástica, o comportamento das respos-

tas independe do modelo de endurecimento utilizado. Assim, nessa fase, as leis de compacta-

ção são coincidentes para ambos os modelos. O parâmetro mecânico que comanda a espessura 
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da camada elástica corresponde à pressão de consolidação plástica inicial 0cp . Em bacias se-

dimentares reais, essa camada possui pequena espessura (poucas dezenas de metros). Para 

facilitar a visualização das respostas da análise em questão, esse parâmetro foi fixado de for-

ma que a camada elástica apresentasse uma maior espessura. 

A grande diferença de comportamento observada entre as leis de compactação resulta do en-

durecimento de cada modelo. A influência do endurecimento nas leis de compactação pode 

ser explicada pela análise da taxa da lei de compactação Hɺ . A formulação dessa taxa (apre-

sentada na equação (10)) envolve os termos 1vF  ( 1
p

vF , 1
vp

vF  e 1
v

vF ), que compõem as expressões 

dos campos de velocidade em cada domínio. No modelo M2, esses termos estão submetidos 

aos efeitos do adensamento do material, através dos módulos de endurecimento plástico e 

viscoplástico ( )ph ϕ  e ( )vph ϕ . A redução da porosidade euleriana ocasiona um aumento da 

intensidade de 1vF , com subsequente redução na magnitude da velocidade no topo da bacia 

sedimentar. Como consequência, a taxa Hɺ  varia mais lentamente. O efeito do adensamento 

sobre o comportamento do modelo M2 também ocasiona a redução da duração da fase elásti-

ca-plástica-viscoplástica, com uma consecutiva redução na altura da camada elastoplástica-

viscoplástica, conforme observado na Tabela 2.  

Outra característica importante diz respeito ao comportamento assintótico do modelo M1, no 

período de sedimentação. A lei de compactação gravitacional apresenta sH = 1321.54 m no 

tempo final de sedimentação sT = 80 Ma. Conforme a equação (164), a altura assintótica do 

maciço é de assinH = 1322.03 m. Ou seja, durante o tempo de análise, o modelo desenvolveu 

99.96% da altura assinH . 

O nível de compactação da bacia sedimentar é definido no tempo t  como 1 ( ) /H t− H , onde 

H  corresponde a altura total da bacia no tempo t , na ausência de compactação do material, 

calculada por: 

0
s

dM T ρ= ɺH
 

(170) 

Para os dados da Tabela 1, o cálculo dessa altura resulta em =8000mH . Assim, os níveis de 

compactação da bacia sedimentar para os modelos M1 e M2 ao final do período de acreção 
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(em st T= ) são 83.5% e 62.8%, respectivamente. Esses resultados justificam a abordagem em 

grandes deformações dada ao problema. 

Ao término do período de deposição sedimentar, a resposta global da bacia é apresentada em 

termos de perfis de porosidade euleriana e tensões, respectivamente na Figura 22 e Figura 23. 

Na Tabela 3, apresenta-se os valores das posições que dividem os domínios de comportamen-

to dos modelos. Os valores limites da porosidade e das componentes de tensão dos domínios 

são apresentados na Tabela 4. 

Tabela 3: posições das fronteiras que dividem os domínios de comportamento dos 
modelos M1 e M2 em t=80 Ma (m). 

3x  M1 M2 
( )H t  1321.54 2977.95 

( ) eH t H−  1164.86 2821.27 

( ) pH t H−  566.17 2292.47 

( ) vpH t H−  6.48 2045.56 
base 0.00 0.00 

 

Tabela 4: valores limites da porosidade euleriana e tensões para os modelos M1 e 
M2 em t=80 Ma. 

Modelo M1 

3x  0.00m 6.48m 566.17m 1164.86m 1321.54m 
ϕ  -495.23910 -33.79616 0.38547 0.70000 0.70000 

vσ  (MPa) -50.99458 -36.62348 -6.36879 -0.99691 0.00000 

hσ  (MPa) -35.65128 -24.79502 -4.15530 -0.49102 0.00000 
 

Modelo M2 

3x  0.00m 2045.56m 2292.47m 2821.27m 2977.95m 
ϕ  0.00088 0.33261 0.41105 0.70000 0.70000 

vσ  (MPa) -50.99458 -9.51792 -6.20873 -0.99691 0.00000 

hσ  (MPa) -26.88116 -5.82463 -4.01698 -0.49102 0.00000 
 

Em virtude da invariância da componente irreversível da dilatação volumétrica 
irJ  no domí-

nio elástico dos dois modelos, a porosidade euleriana (que é uma função de 
irJ , conforme a 

equação (31)) também não apresenta variação nesse domínio. 

Verifica-se na Figura 22 (a) e nos dados da Tabela 4 que o perfil de porosidade do modelo M1 

apresenta valores negativos a partir da posição 3x = 350 m, no domínio elastoplástico-
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viscoplástico. Esse comportamento condiz com as observações feitas acerca das leis de endu-

recimento do modelo M1, apresentadas na Figura 18. Conforme exposto anteriormente, essas 

leis de endurecimento estão definidas para valores inferiores ao valor crítico 01cr

irJ φ= − =

0.30, possibilitando a ocorrência de porosidades negativas. 

O modelo M2 apresenta uma tendência finita à porosidade. A partir da posição 3x = 400 m, a 

porosidade apresenta valores muito próximos à condição de fechamento total. Esse compor-

tamento se reflete em outras variáveis mecânicas, como a massa específica. Como referência, 

ela apresenta a tendência finita 3
0 2167 kg mcr

irJρ ρ→ ≈ . 

  

(a) (b) 
Figura 22: perfis de porosidade euleriana da bacia sedimentar em t=80Ma para os modelos (a) M1 e (b) M2. 

 

Ambos os modelos apresentam variação linear para as componentes de tensão no domínio 

elástico. Conforme mencionado anteriormente, a componente vertical de tensão 
vσ  é estati-

camente determinada e, assim, independe do comportamento do material. Em oposição a isso, 

a componente horizontal de tensão 
hσ  apresenta dependência do modelo constitutivo. Em 

especial, o parâmetro de maior influência sobre o comportamento dessa componente de tensão 

corresponde ao escalar a , que controla a inclinação da parte dúctil do critério de plastifica-

ção. Para o modelo M1, um aumento de 0.001% no valor de a  produz um aumento de 5% na 

intensidade da componente horizontal de tensão. Para o modelo M2, o mesmo aumento de a  

produz um aumento de 7.5% para essa componente. 
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(a) (b) 
Figura 23: perfis de tensões da bacia sedimentar em t=80Ma para os modelos (a) M1 e (b) M2. 

 

Em ambos os modelos, a maior variação de intensidade das componentes de tensão ocorre no 

domínio elasto-viscoplástico. Devido a pequena espessura dessa camada no modelo M1, as 

componentes de tensão apresentam uma variação média de 40% em apenas 6.48m. 

Na formulação mecânica da elástica-viscoplástica, para ambos os modelos foi utilizada a sim-

plificação da equação (151). Para o estudo em questão, é feita uma avaliação parcial desse 

procedimento, através do primeiro processo proposto anteriormente. Esse processo é feito 

avaliando os desvios dos modelos, induzidos pela aproximação apresentada na seção 4.2.4, 

em relação à solução do problema. A expressão do desvio é dada por: 

vp

ir

ir vp

J f
desvio

J η
 

= − −  
 

ɺ

 
(171) 

Na Figura 24, apresenta-se as evoluções do desvio para as partículas situadas na base da bacia 

sedimentar. 
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Figura 24: evoluções dos desvios na base da bacia sedimentar, para os modelos M1 

e M2. 

Inicialmente se observa que, devido à diferença de duração da fase elástica-viscoplástica, os 

desvios dos dois modelos são avaliados em períodos diferentes. A avaliação da qualidade das 

soluções obtidas pelo procedimento de simplificação proposto parte do princípio que se as 

respostas correspondessem às soluções do problema, o desvio seria nulo. De forma prelimi-

nar, avaliando a pequena magnitude dos erros absolutos (da ordem de 10-16), considera-se que 

o processo de simplificação é razoável para os dois modelos. A avaliação final desse proce-

dimento necessita da comparação das respostas obtidas com as do simulador de elementos 

finitos, feitas no capítulo 5.3.2. 

A hipótese de simplificação impõe a condição 0vpf =ɺ  sobre os modelos. Esse comportamen-

to pode ser observado na Figura 25, onde os critérios viscoplásticos apresentam comporta-

mento estacionário durante a fase elástica-viscoplástica. 
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Figura 25: evolução do critério viscoplástico na base da bacia sedimentar, para os 

modelos M1 e M2. 

4.3 PERÍODO DE PÓS-DEPOSIÇÃO SEDIMENTAR 

No período não-deposicional ( st T> ), a bacia sedimentar se comporta como um sistema fe-

chado pois não há o acréscimo de sedimentos ( 0dM =ɺ ). Por essa razão, é utilizada uma des-

crição lagrangiana para o movimento das partículas. Para isso, a configuração da bacia sedi-

mentar ao final do período de deposição é tomada como referência para as partículas de sedi-

mento, ou seja, 3 3( )sX x T= . Na configuração atual da bacia, a posição das partículas no tem-

po t  é definida como 3 3 3 3 3( , ) ( , )x X t X X tξ= + , onde 33 3( , )X t eξ ξ=  é o vetor deslocamen-

to. 

A característica principal da deformação da bacia sedimentar durante o período não-

deposicional reside no fato de que as deformações não evoluírem nas camadas elástica e plás-

tica superiores. O campo de deformação evolui ( 0d ≠ ) apenas nas camadas que possuem 

deformações viscoplásticas, ou seja, em 30 s pX H H≤ ≤ − . A espessura dessa camada de-

cresce com o tempo, devido aos efeitos da compactação viscoplástica. 
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A resposta da camada elasto-viscoplástica da bacia sedimentar é estudada durante o período 

de pós-deposição sedimentar s fT t T≤ ≤ , que corresponde ao tempo geológico total escolhido 

para a análise. 

O sistema EDP que descreve o comportamento mecânico da bacia sedimentar, que envolve as 

leis de endurecimento (84) e (85) (modelo M1), possui solução semi-analítica. Devido à com-

plexidade da função dilatação vertical resultante, a lei de compactação gravitacional é obtida 

numericamente. 

O sistema EDP, que utiliza as leis de endurecimento (65) e (68) (modelo M2) em sua formu-

lação, possui solução analítica para quase todas as funções que o compõem. Em função da 

complexidade da lei de endurecimento viscoplástica, a dilatação vertical e a lei de compacta-

ção gravitacional são obtidas numericamente. 

Todas as soluções numéricas são obtidas de forma contínua, com o software MAPLE. As 

equações diferenciais que fornecem as leis de compactação gravitacional envolvem apenas 

derivadas em relação à variável espacial. Assim, as equações são tratadas como EDO (equa-

ções diferenciais ordinárias), onde a variável temporal t  é parametrizada. Já a equação dife-

rencial que fornece a função dilatação vertical do modelo M2 envolve apenas derivadas em 

relação à variável temporal. Ela também é tratada como EDO, porém a variável espacial 3x  é 

parametrizada. Em ambos os casos, um algoritmo para o método de Runge-Kutta Fehlberg é 

usado para resolver o problema de valor de inicial, com acurácia de quinta ordem. 

4.3.1 Fase elástica-viscoplástica 

O desenvolvimento apresentado a seguir utiliza as leis de endurecimento (84) e (85). 

Nesse período, a taxa de sedimentos depositados é nula ( 0dM =ɺ ). Isso implica na nulidade 

da taxa de tensão vertical (ver equação (78)): 

0vσ =ɺ  (172) 

Integrando essa expressão entre os tempos sT  e t , tem-se: 



97 

__________________________________________________________________________________________ 
Paulo Sérgio Baumbach Lemos. Tese de Doutorado – Porto Alegre: PPGEC/UFRGS 2019 

3 3( , ) ( )s ps

v vX T Xσ σ=  (173) 

onde 3 3 3( ) ( , )ps s

v vX x X t Tσ σ= = =  corresponde ao perfil da componente vertical de tensão ao 

término do período de deposição sedimentar, em st T= . 

A lei constitutiva (59) aplicada à taxa de deformação total (75), à taxa de deformação visco-

plástica (47) e ao tensor dos módulos elásticos do esqueleto (58), resulta em: 

1 1 2 2

3 3

3
( )

3

2 3

3

vp
e

h

vp

vp
e

v

vp

f
F K a e e e e

f
F K a e e

σ µ
η

µ
η

  Λ= + − ⊗ + ⊗  Λ   

  Λ+ + + ⊗  Λ   

ɺ

ɺ

ɺ

 

(174) 

Igualando a taxa de tensão vertical de (172) à componente vertical de (174), tem-se: 

2 3
3

evp

v

vp

Ff

K a
η

µ

Λ= −
Λ

+

ɺ

 

(175) 

Substituindo a expressão anterior na componente horizontal de (174), tem-se: 

(2 3 )

2 3
3

h

K a

K a

µσ
µ

− Λ= −
Λ

+

ɺ

ɺ

 

(176) 

A expressão anterior possui a condição inicial: 

3 3( , ) ( )s ps

h hX T Xσ σ=  (177) 

onde 3 3 3( ) ( , )ps s

h hX x X t Tσ σ= = =  corresponde ao perfil da componente horizontal de ten-

são conhecida (calculada) ao término do período de acreção, em st T= . 

O critério viscoplástico (45) pode ser reescrito na forma: 
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vp

h v vpf A B pσ σ= + −  com 

2 3

3 3

1 3

3 3

A a

B a


= − +



 = − −

 
(178) 

Assim, a equação (175) pode ser reescrita na forma: 

2 3
3

e
h v vp v

vp

A B p F

K a

σ σ
η µ

+ − Λ= −
Λ

+

ɺ

 

(179) 

A relação (79) aplicada à taxa de deformação viscoplástica (47), resulta em: 

vp
ir ir

ir vp

J f
trd

J η
= = −
ɺ

 
(180) 

A equação anterior pode ser reescrita, a partir de (175), como: 

2 3
3

e

ir v

ir

J F

J
K aµ

Λ=
Λ

+

ɺ ɺ

 

(181) 

As condições iniciais para Λ  e 
irJ  são: 

3 3

3 3

( , ) ( )

( , ) ( )

s ps

s ps

ir ir

X T X

J X T J X

Λ = Λ
 =  

(182) 

onde 3 3 3( ) ( , )ps sX x X t TΛ = Λ = =  e 3 3 3( ) ( , )ps s

ir irJ X J x X t T= = =  correspondem aos perfis 

de dilatação vertical e dilatação volumétrica irreversível conhecidos (calculados) ao término 

do período de deposição sedimentar, em st T= . 

As equações (172), (176), (179) e (181) formam o sistema de equações diferenciais parciais 

que descrevem o comportamento mecânico do domínio elasto-viscoplástico da bacia sedimen-

tar na fase elástica-viscoplástica. As equações são agrupadas, em conjunto com as suas condi-

ções iniciais, para o melhor entendimento: 



99 

__________________________________________________________________________________________ 
Paulo Sérgio Baumbach Lemos. Tese de Doutorado – Porto Alegre: PPGEC/UFRGS 2019 

0

(2 3 )

2 3

3

2 3
3

2 3

3

v

h

e
h v vp v

vp

e

ir v

ir

K a

K a

A B p F

K a

J F

J
K a

σ
µσ

µ

σ σ
η

µ

µ

=


− Λ = −
 Λ

+

 + − Λ
 = −

Λ +


Λ = Λ
 +


ɺ

ɺ

ɺ

ɺ

ɺ ɺ

 

(183) 

3 3

3 3

3 3

3 3

( , ) ( )

( , ) ( )

( , ) ( )

( , ) ( )

s ps

s ps

h h

s ps

v v

s ps

ir ir

X T X

X T X

X T X

J X T J X

σ σ
σ σ

Λ = Λ
 =
 =
 =  

(184) 

Esse sistema é então integrado em seu domínio temporal, [ , ]st T t∈ , resultando nas equações 

que descrevem o comportamento mecânico da bacia sedimentar no domínio elasto-

viscoplástico: 

3 3
3 3

3
3 3

3

3 3

2 3
3 3

3 3
3

( ) ( )
( , ) exp ln ( ) exp ( )

(2 3 ) ( )
( , ) ( ) ln

( , )2 3
3

( , ) ( )

( )
( , ) ( )

( , )

e
v

ps s

ps
ps

h h

ps

v v

F

ps
K aps

ir ir

F X E F X
X t X t T

E D E

K a X
x t X

X t
K a

x t X

X
J X t J X

X t

µ

η

µσ σ
µ

σ σ
−

+

    Λ = Λ + − − −     
    

 − Λ = +
Λ +


=


  Λ=  Λ    

(185) 

onde: 
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3 3 3 3 3

(2 3 )

2 3
3

2 3
3

( ) ( ) ( ) ln ( ) ( )

e

v

vp

ps ps ps ps

h v vp

K a
C

K a

F
D

K a

E AC Dh

F X A X B X E X p X

µ

µ

µ

σ σ

 −= −
 +


 =
 +

 = +


= + − Λ −  

(186) 

Uma vez calculado o campo de dilatação vertical 3( , )X tΛ , a lei de compactação ( )t H t→  é 

obtida a partir do deslocamento de partículas localizadas no topo da bacia sedimentar. O cam-

po de deslocamento resulta da integração numérica das seguintes relações: 

3 3
3 3

3

( , )
( , ) 1

X t
e X t

X

ξξ ∂∇ ⋅ = = Λ −
∂  

(187) 

onde 3ξ  é a componente 3e  do vetor de deslocamento ξ . 

Para o tempo final da análise, em ft T= , a bacia sedimentar possui os seguintes valores limi-

tes: 

dadodo problema

resposta numérica

(0, )

(0, )

(0, )

(0, )

f

f

f f

h h

f f

v v

f f

f f

ir ir

T

H

T

T

T

J J T

σ σ
σ σ




 =
 =
Λ = Λ


=  

(188) 

A condição sobre a  para que a componente horizontal de tensão seja de compressão no do-

mínio elasto-viscoplástico é dada por 
2 3

3
a > . 

Para as leis de endurecimento (65) e (68), o sistema EDP que descreve o comportamento me-

cânico no domínio elasto-viscoplástico é idêntico ao sistema (183). Devido à complexidade da 

lei de endurecimento viscoplástica do modelo, equação diferencial que fornece a dilatação 
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vertical é resolvida numericamente. No domínio temporal [ , ]st T t∈ , as equações que descre-

vem o comportamento mecânico da bacia sedimentar são dadas por: 

3

3
3 3

3

3 3

2 3
3 3

3 3
3

( , ) resposta numérica

(2 3 ) ( )
( , ) ( ) ln

( , )2 3
3

( , ) ( )

( )
( , ) ( )

( , )

e
v

ps
ps

h h

ps

v v

F

ps
K aps

ir ir

X t

K a X
x t X

X t
K a

x t X

X
J X t J X

X t

µ

µσ σ
µ

σ σ
−

+

Λ


− Λ = +
 Λ

+


=

  Λ=  Λ    

(189) 

A lei de compactação gravitacional pode ser obtida de forma semelhante ao exposto anterior-

mente. Novamente, devido à complexidade das expressões envolvidas, busca-se uma solução 

numérica. 

Assim como o caso anterior, a condição sobre a  para que a componente horizontal de tensão 

seja de compressão é dada por 
2 3

3
a > . 

4.3.2 Estudo comparativo final entre os modelos M1 e M2 

A presente seção estende ao período de pós-deposição sedimentar o estudo apresentado na 

seção 4.2.5. Os parâmetros mecânicos que definem a situação de comparação são apresenta-

dos na Tabela 1. Novamente, o tempo final de sedimentação e o tempo final de análise são 

80MasT =  e 160MafT = , respectivamente. 

Na escala da bacia, uma das principais características na modelagem de bacias sedimentares 

diz respeito a avaliação da lei de compactação ( )t H t→ , que é apresentada na Figura 26. Os 

valores limites são expostos na Tabela 5. 

Na ausência da acreção de sedimentos, a compactação gravitacional reduz a altura da bacia 

sedimentar. Esse comportamento ressalta o comportamento diferido das deformações nesse 

período. 
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Os níveis de compactação da bacia sedimentar para os modelos M1 e M2 ao final do período 

de pós-sedimentação (em ft T= ) são de 85.4% e 63.2%, respectivamente. Isso corresponde a 

um aumento de 1.9% e 0.4% na compactação, quando comparados ao tempo st T=  (exposto 

na seção 4.2.5). 

 
Figura 26: leis de compactação gravitacional da bacia sedimentar, para os modelos 

M1 e M2. 

Tabela 5: valores limites das leis de compactação. 

parâmetro M1 M2 
eT  (Ma) 1.57 1.57 
pT  (Ma) 9.97 9.72 

vpT  (Ma) 57.61 14.94 
sT  (Ma) 80.00 80.00 
fT  (Ma) 160.00 160.00 
eH  (m) 156.68 156.68 
pH  (m) 755.37 685.48 
vpH  (m) 1315.06 932.39 
sH  (m) 1321.54 2977.95 
fH  (m) 1168.37 2941.18 
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A rigor, ambas as leis de compactação apresentam evolução das componentes diferidas de 

deformação (conforme Tabela 6, da posterior seção 0). No entanto, a lei de compactação do 

modelo M2 se apresenta praticamente estável para o tempo t ≈ 112 Ma. Já no modelo M1, 

essa estabilização ocorre para o tempo t ≈ 130 Ma. 

Análise global 

Na análise global, serão apresentados os perfis das variáveis mecânicas no tempo ft T= =

160 Ma, para os modelos M1 e M2. 

A análise global é ilustrada da Figura 27 à Figura 28, apresentando os perfis: das componen-

tes do jacobiano, da porosidade euleriana, da massa específica e das tensões. De forma geral, 

apesar da diferença de comportamento entre os modelos M1 e M2, todos os perfis revelam os 

efeitos do adensamento do material sedimentar em função da compactação. 

As tendências de valores negativos para a porosidade euleriana e de crescimento irrestrito da 

massa específica apresentada para o modelo M1 são confrontadas com a variação de J  e 
irJ , 

na Figura 27(a).  

Conforme observado anteriormente, as leis de endurecimento do modelo M1 possibilitam a 

definição de 
irJ  abaixo do valor crítico cr

irJ . Para a bacia em análise, as partículas posiciona-

das abaixo de 3x ≈ 220 m apresentam valores abaixo de 01cr

irJ φ= − = 0.30. Como resultado, 

essas partículas apresentam porosidades negativas e uma variação irrestrita da massa específi-

ca (acima do valor de referência 3
0 2167 kg mcr

irJρ ρ→ ≈ ). 

As leis de endurecimento do modelo M2 impõem um comportamento assintótico à compo-

nente irreversível da dilatação volumétrica 
irJ . Como consequência, o perfil de porosidades 

eulerianas apresenta valores finitos, muito próximos à condição de fechamento total dos po-

ros. Em específico, as partículas posicionadas abaixo de 3x = 600 m apresentam níveis de po-

rosidade muito próximos a zero. As mesmas partículas apresentam valores de massa específi-

ca próximos à 32167 kg m . 
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(a) (b) 

Figura 27: perfis de (a) jacobianos e (b) porosidade euleriana em t=160Ma, para os modelos M1 e M2. 

 

Observa-se no perfil de jacobianos que as componentes J  e 
irJ  são muito próximas para o 

modelo M1, o que reforça a hipótese de deformações elásticas infinitesimais (
irJ J≈ ). Já o 

modelo M2 apresenta um pequeno distanciamento entre essas componentes, para as partículas 

posicionadas abaixo de 3x = 1400 m. Isso indica um leve distanciamento da hipótese de elasti-

cidade infinitesimal. 

  
(a) (b) 

Figura 28: perfis de (a) massa específica e (b) das pressões de consolidação plástica e viscoplástica em t=160Ma, 
para os modelos M1 e M2. 
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Por fim, o perfil das pressões de consolidação plástica e viscoplástica ilustra a diferença de 

comportamento entre as leis de endurecimento dos modelos M1 e M2. Na base da bacia, a 

pressão de consolidação plástica do modelo M2 é aproximadamente sete vezes maior que a do 

modelo M1. 

Análise local 

Na Figura 29, apresenta-se a evolução da dilatação vertical e da componente irreversível do 

jacobiano para as partículas situadas na base da bacia sedimentar. Os valores limites são apre-

sentados na Tabela 6. 

 
Figura 29: evoluções da dilatação vertical e jacobianos na base da bacia sedimentar, 

para os modelos M1 e M2. 
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Tabela 6: valores limites de dilatação vertical e jacobianos. 

modelo parâmetro eT  pT  vpT  sT  fT  
M1 JΛ =  0.99933 0.48711 0.00827 0.00058 0.00012 

 irJ  1.00000 0.48921 0.00851 0.00060 0.00013 

 pJ  1.00000 0.48921 0.06403 0.06403 0.06403 

 vpJ  1.00000 1.00000 0.13294 0.00944 0.00200 

M2 JΛ =  0.99933 0.50674 0.44606 0.28975 0.28969 

 irJ  1.00000 0.50920 0.44918 0.30026 0.30020 

 pJ  1.00000 0.50920 0.47046 0.47046 0.47046 

 vpJ  1.00000 1.00000 0.95477 0.63824 0.63811 
 

Com os dados apresentados na Tabela 6, observa-se que a hipótese de elasticidade infinitesi-

mal (
irJ J≈ ) é verificada, uma vez que o valor limite da dilatação volumétrica é aproxima-

damente igual à unidade. Na fase elástica, a ausência de variação da componente irreversível 

do jacobiano ocasiona a invariância das propriedades mecânicas que dependem desse parâme-

tro (porosidade euleriana, pressões de consolidação, etc.). 

Durante a fase elástica-plástica, a evolução da componente plástica da dilatação volumétrica é 

igual à componente irreversível. Nesse período, a componente viscoplástica não apresenta 

variação. Esse comportamento indica que até o término dessa fase, só a componente plástica 

de deformação está ativa na bacia sedimentar. 

No tempo t = 15 Ma, o modelo M1 atinge o limite 01cr

irJ φ= − = 0.30. Conforme exposto ante-

riormente, esse valor corresponde ao fechamento total dos poros do meio poroso. O efeito 

dessa ocorrência corresponde ao desenvolvimento de porosidade euleriana negativa na se-

quência do processo de deformação da bacia sedimentar. A origem desse comportamento já 

foi discutida e diz respeito à insuficiência de endurecimento fornecido pelas leis do modelo 

M1. 

A condição de encerramento da fase elástica-plástica-viscoplástica, 0χ =ɺ , é equivalente à 

0
p

J =ɺ  (conforme a equação (80)). Isso condiz com o comportamento observado para a com-

ponente plástica do jacobiano nos dois modelos, que apresentam retas tangentes horizontais 

nos tempos finais das respectivas fases. No tempo t = 10 Ma, o modelo M2 apresenta uma 

dilatação volumétrica plástica que é aproximadamente sete vezes maior que a do modelo M1. 
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A partir do tempo t = 60 Ma, a componente irreversível do jacobiano do modelo M2 apresen-

ta o comportamento assintótico, em torno do valor 01cr

irJ φ= − = 0.30. Esse modelo apresenta 

uma sensível separação entre as curvas JΛ =  e 
irJ , que implica em deformações elásticas 

que iniciam um leve distanciamento da hipótese infinitesimal. Já o modelo M1, apresenta a 

tendência de nulidade das componentes JΛ =  e 
irJ . 

No período de pós-sedimentação, ambos os modelos apresentam comportamento assintótico. 

Ou seja, as dilatações volumétricas dos dois modelos rapidamente se estabilizam. 

Na Figura 30 apresentam-se as evoluções da porosidade euleriana 3( 0, )x tϕ =  e da massa 

específica 3( 0, )x tρ = . Os valores limites são expostos na Tabela 7. 

  
(a) (b) 

Figura 30: evoluções da (a) porosidade euleriana e (b) massa específica na base da bacia sedimentar, para os 
modelos M1 e M2. 

 

Tabela 7: valores limites da porosidade euleriana e massa específica. 

modelo parâmetro eT  pT  vpT  sT  fT  
M1 ϕ  0.70000 0.38718 -34.24628 -495.23915 -2344.46007 

 ρ  (kg/m3) 650.44 1334.40 78591.67 1120079.14 5301976.79 
M2 ϕ  0.70000 0.41085 0.33212 0.00088 0.00068 

 ρ  (kg/m3) 650.44 1282.70 1457.55 2243.34 2243.79 
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Tanto a porosidade euleriana quanto a massa específica refletem as características de cada 

modelo, já observadas na evolução das componentes da dilatação volumétrica. A partir do 

tempo t = 15 Ma, o modelo M1 apresenta porosidades negativas e massa específica com evo-

lução ilimitada. 

O modelo M2 apresenta suave evolução dos dois parâmetros mecânicos. Em termos de poro-

sidade, esse modelo encerra o período de deposição de sedimentos com quase o fechamento 

total dos poros, apresentando uma pequena variação no período seguinte. Para a massa especí-

fica, o modelo M2 apresenta o início de um comportamento assintótico, correspondente à 

massa específica de fechamento total dos poros ( 3
0 2167 kg mcr

irJρ ρ→ ≈ ). 

Uma característica a ser observada na Tabela 7, para a fase elástica, diz respeito à forma com 

que a porosidade e a massa específica evoluem. Conforme definido pelo balanço de massa 

(3), a massa específica é uma função da dilatação volumétrica do material ( J = Λ ), enquanto 

a porosidade é definida como uma função da componente irreversível da dilatação volumétri-

ca. Verifica-se que ao final da fase elástica, a porosidade não variou, enquanto a massa espe-

cífica apresenta uma pequena variação, que condiz com a variação de J . 

A evolução do estado de tensões na bacia sedimentar 3( 0, )x tσ =  é apresentada na Figura 31, 

e seus valores limites são expostos na Tabela 8. 

Diferente da componente vertical de tensão, a componente horizontal se desenvolve segundo 

a lei constitutiva de cada modelo. O comportamento apresentado para essa componente é al-

tamente dependente do escalar positivo e constante a , que controla a inclinação da parte dúc-

til da superfície de plastificação. Ressalta-se que as respostas dessa componente de tensão, 

tanto do modelo M1 quanto do modelo M2, são para o mesmo valor de a . 
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Figura 31: evoluções das tensões na base da bacia sedimentar, para os modelos M1 e 

M2. 

Tabela 8: valores limites das tensões (MPa). 

modelo parâmetro eT  pT  vpT  sT  fT  
M1 vσ  -0.99903 -6.35294 -36.71985 -50.99458 -50.99458 

 hσ  -0.49206 -4.14449 -24.86076 -35.65130 -37.85930 

M2 vσ  -0.99903 -6.21565 -9.54339 -50.99458 -50.99458 

 hσ  -0.49206 -4.02088 -5.83822 -26.88116 -26.88144 
 

No período de pós-sedimentação, o comportamento estacionário da componente vertical de 

tensão de ambos os modelos condiz com a predição da equação (172), ou seja, ela não apre-

senta variação. Já a componente horizontal de tensão, que apresenta diferença na evolução dos 

dois modelos, desenvolve um aumento de intensidade. Essa variação é mais sensível para o 

modelo M1. 
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5. FORMULAÇÃO DE SOLUÇÕES COM MÓDULOS ELÁSTICOS 

VARIÁVEIS 

No capítulo anterior foram apresentados a descrição da formulação mecânica do problema e a 

comparação entre as respostas para os modelos M1 e M2, desconsiderando quaisquer varia-

ções dos módulos elásticos do material. O presente capítulo tem como objetivo a obtenção de 

soluções que descrevam o comportamento mecânico da bacia sedimentar apenas para as leis 

de endurecimento (65) e (68), considerando os efeitos do adensamento sobre os módulos elás-

ticos do material. 

O modelo desenvolvido e exposto neste capítulo apresenta um maior grau de complexidade 

quando comparado ao modelo M2. Essa característica dificulta ou impossibilita o desenvol-

vimento de soluções analíticas para os sistemas não-lineares EDP que descrevem o compor-

tamento mecânico do material (à exceção da fase elástica). Assim, as respostas são obtidas 

numericamente. 

5.1 PERÍODO DE DEPOSIÇÃO SEDIMENTAR 

As mesmas considerações e metodologias apresentadas na seção 4.2 são validas para a pre-

sente formulação. O mesmo esquema temporal incremental é utilizado para a solução, assim 

como o cálculo do incremento e a atualização da altura da bacia sedimentar. 

Tanto o esquema incremental quanto a solução dos sistemas não-lineares EDP foram realiza-

dos com o software MAPLE. Os sistemas EDP apresentam as mesmas características e são 

resolvidos com a mesma técnica de diferenças finitas com extrapolação de Richardson para o 

problema de valor de contorno em cada tempo. 

Conforme mencionado, a fase elástica possui solução analítica. Essa solução corresponde 

àquela apresentada em 4.2.1, e por isso não será reapresentada. 

5.1.1 Fase elástica-plástica 

A resposta da bacia sedimentar na fase elástica-plástica ocorre para os mesmos domínios tem-

poral e espacial, descritos em 4.2.2. 
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A relação (79), aplicada à taxa de deformação plástica (39), resulta em: 

ir ir

ir

J
trd

J
χ= = −

ɺ

ɺ

 
(190) 

Substituindo na lei constitutiva (59) os termos relativos à taxa de deformação total (75), à taxa 

de deformação plástica (39), ao tensor dos módulos elásticos do esqueleto (58) juntamente 

com o termo que representa a influência do adensamento os módulos elásticos (63), têm-se: 

1 1 2 2

3 3
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2 3 2( )

3 3 3

e v h
h

e v h
v

tr K
F K a e e e e

K

tr K
F K a e e

K

σ σ σ µσ µ χ
µ

σ σ σ µµ χ
µ

  Λ −= + − + − ⊗ + ⊗  Λ   
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(191) 

A determinação da expressão do multiplicador plástico é feita da mesma forma que em 4.2.2, 

resultando em: 
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Λ
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(192) 

onde os parâmetros de rigidez adimensionais K  e µ  são definidos por 
1

3 ir

K
K

K J

∂=
∂

 e 

1

3 irJ

µµ
µ

∂=
∂

.Observa-se que ( ) ( )p p p irh h h Jϕ= = , devido à expressão (66). 

A partir das expressões (56), tem-se: 
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(193) 
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Substituindo a equação (192) em (191), tem-se: 

1 1 2 2 3 31 2 1 2( )p p p p

h h ir v v irF F J e e e e F F J e eσ    Λ Λ= + ⊗ + ⊗ + + ⊗   Λ Λ   

ɺ ɺ
ɺ ɺɺ

 
(194) 

onde: 
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(195) 

Baseado na observação (88), a equação (194) pode ser reescrita como 

1 1
1 1 2 2 3 32 2

3 3 3 3 3

( )
p p

p ph ir v ir
h v

F J F J
F e e e e F e e

x x x x x

σ∂    ∂Λ ∂ ∂Λ ∂= + ⊗ + ⊗ + + ⊗   ∂ Λ ∂ ∂ Λ ∂ ∂     
(196) 

Combinando a taxa de tensão vertical da expressão anterior ao balanço de momentum (1), 

resulta em: 

0 2

3 1 1 3

p

v ir

p p

v v
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(197) 

Combinando as expressões (190) e (192), baseado na observação (88), tem-se: 

1

3 2 3

1

(1 )

p

ir

p

ir ir

J G

J x G J x

∂ ∂Λ= −
∂ Λ + ∂  

(198) 

Combinando as equações (78) e a componente vertical de tensão em (194), pode-se reescrever 

a relação (74) como: 
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3
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v v
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(199) 

A expressão anterior tem a condição de contorno (7). 

As equações (196), (197), (198) e (199) formam o sistema de equações diferenciais parciais 

que descrevem o comportamento mecânico do domínio elastoplástico da bacia sedimentar na 

fase elástica-plástica. As equações (196) à (198) possuem as condições de continuidade na 

fronteira entre os domínios elástico e elastoplástico dadas por (104). As equações são agrupa-

das, em conjunto com as suas condições de continuidade e contorno, para o melhor entendi-

mento: 
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O sistema é resolvido em cada tempo, pelo processo incremental descrito em 4.2. A fase é 

encerrada sob as mesmas condições descritas anteriormente. No tempo pt T= , a bacia sedi-

mentar possui os seguintes valores limites: 

3 3

calculado pelo processo incremental
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(202) 

As condições sobre a , para que 0hσ <ɺ , são complexas e não podem ser explicitamente de-

terminadas. Assim, o valor de a  adotado nas análises é testado e a condição 0hσ <ɺ  é poste-

riormente verificada. 

Para p
t T≥ , as condições de continuidade na fronteira entre os domínios elastoplástico e elas-

toplástico-viscoplástico são dadas por: 
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5.1.2 Fase elástica-plástica-viscoplástica 

A resposta da bacia sedimentar na fase elástica-plástica-viscoplástica ocorre para os mesmos 

domínios temporal e espacial, descritos em 4.2.3. 

A relação (79) aplicada às taxas de deformação plástica (39) e viscoplástica (47) resulta em: 
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ir ir

ir vp

J f
trd

J
χ

η
 

= = − + = −Ψ  
 

ɺ

ɺ

 
(204) 
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Substituindo na lei constitutiva (59) os termos relativos à taxa de deformação total (75), à taxa 

de deformação plástica (39), à taxa de deformação viscoplástica (47), ao tensor dos módulos 

elásticos do esqueleto (58) juntamente com o termo que representa a influência do adensa-

mento sobre os módulos elásticos (63), têm-se: 
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Resulta da condição de consistência 0p
f =ɺ  que 
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Substituindo a equação anterior em (205), tem-se: 
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onde: 
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Baseado na observação (88), a equação (207) pode ser reescrita como 
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Combinando a taxa de tensão vertical da expressão anterior ao balanço de momentum (1), 

tem-se: 
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Combinando as expressões (204) e (206), baseado na observação (88), obtém-se: 
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Combinando as equações (78) e a componente vertical de tensão em (207), pode-se reescrever 

a relação (74) como: 
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A expressão anterior tem a condição de contorno (7). 

As equações (209), (210), (211) e (212) formam o sistema de equações diferenciais parciais 

que descrevem o comportamento mecânico do domínio elastoplástico-viscoplástico da bacia 

sedimentar na fase elástica-plástica-viscoplástica. As equações (209) à (211) possuem as con-

dições de continuidade na fronteira entre os domínios elastoplástico e elastoplástico-

viscoplástico dadas por (203). As equações são agrupadas, em conjunto com as suas condi-

ções de continuidade e contorno, para o melhor entendimento: 



117 

__________________________________________________________________________________________ 
Paulo Sérgio Baumbach Lemos. Tese de Doutorado – Porto Alegre: PPGEC/UFRGS 2019 

0 2

3 1 1 3

1
2

3 3 3

1
2

3 3 3

1

3 2 3

3

3

3
1 2

3

1

(1 )

vp

v ir

vp vp

v v

vp
vph h ir

h

vp
vpv v ir

v

vp

ir

vp

ir ir

d
ir

vp vp

v v

g F J

x F F x

F J
F

x x x

F J
F

x x x

J G

J x G J x

u g
M

Jx

x
F F

x

ρ

σ

σ

∂Λ ∂= − Λ∂ ∂
∂ ∂Λ ∂= + ∂ Λ ∂ ∂
∂ ∂Λ ∂= +

∂ Λ ∂ ∂
 ∂ ∂Λ
 = −

∂ Λ + ∂
∂
 = − ∂∂
 ∂+ Λ ∂Λ


∂

ɺ

 

(213) 

3

( ( ) , )

( ( ) , )

( ( ) , )

( ( ) , )

(0, ) 0

p p

p p

h h

p p

v v

p p

ir ir

H t H t
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

=  

(214) 

O sistema é resolvido em cada tempo, pelo processo incremental descrito em 4.2. A fase é 

encerrada sob as mesmas condições descritas anteriormente. No tempo vpt T= , a bacia sedi-

mentar possui os seguintes valores limites: 

3 3
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h h
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vp vp

vp vp

ir ir

vp vp p vp

T

H

T

T

T

J J T
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σ σ
σ σ




 =


=
Λ = Λ


=
 = −  

(215) 

As condições sobre a , para que 0hσ <ɺ , são complexas e não podem ser explicitamente de-

terminadas. Assim, o valor de a  adotado nas análises é testado e a condição 0hσ <ɺ  é poste-

riormente verificada. 
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Para vpt T≥ , as condições de continuidade na fronteira entre os domínios elastoplástico-

viscoplástico e elasto-viscoplástico são dadas por: 

( ( ) , )
continuidade na fronteira

( ( ) , )

( ( ) , )
elasto-viscoplást

elastoplástica-viscoplástic

ica
( ( ) , )

a/

vp vp

h h

vp vp

v v

vp vp

vp vp

ir ir

H t H t

H t H t

H t H t

J H t H t J

σ σ
σ σ
 − =
 − =
Λ − = Λ
 − =  

(216) 

5.1.3 Fase elástica-viscoplástica 

A resposta da bacia sedimentar na fase elástica-viscoplástica ocorre para os mesmos domínios 

temporal e espacial, descritos em 4.2.4. 

A relação (79) aplicada à taxa de deformação viscoplástica (47) resulta em: 

vp
ir ir

ir vp

J f
trd

J η
= = −
ɺ

 
(217) 

Substituindo na lei constitutiva (59) os termos relativos à taxa de deformação total (75), à taxa 

de deformação viscoplástica (47) e ao tensor dos módulos elásticos do esqueleto (58), têm-se: 

1 1 2 2
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η µ

σ σ σ µµ
η µ

  Λ −= + − + − ⊗ + ⊗  Λ   

  Λ −+ + + + + ⊗  Λ   

ɺ ɺ ɺ
ɺ

ɺ ɺ ɺ

 

(218) 

Através da mesma hipótese de simplificação proposta em 4.2.4, a equação (217) pode ser re-

escrita como: 
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ir ir ir
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Λ

ɺɺ
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
+

= − + +
 + + −
 = −

+ +

 
(219) 

onde ( ) ( )vp vp vp irh h h Jϕ= = , devido à expressão (69). 

Substituindo as expressões (217) e (219) em (218), tem-se: 

1 1 2 2 3 31 2 1 2( )v v v v

h h ir v v irF F J e e e e F F J e eσ    Λ Λ= + ⊗ + ⊗ + + ⊗   Λ Λ   

ɺ ɺ
ɺ ɺɺ

 
(220) 

onde: 
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h ir v h v h
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  


  = − + + − −   


  = + + 
 

  
 = + + + + − 
    

(221) 

O sistema de equações diferenciais parciais que descreve o comportamento mecânico da bacia 

sedimentar no domínio elasto-viscoplástico na fase elástica-plástica-viscoplástica é construído 

de forma similar às fases precedentes. As equações são agrupadas, em conjunto com as suas 

condições de continuidade e de contorno: 
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(222) 

3

( ( ) , )

( ( ) , )

( ( ) , )

( ( ) , )

(0, ) 0

vp vp

vp vp

h h

vp vp

v v

vp vp

ir ir

H t H t

H t H t

H t H t

J H t H t J

u t

σ σ
σ σ

Λ − = Λ
 − = − =
 − =


=  

(223) 

Essa fase é encerrada no tempo st T= , que consiste em um dado conhecido do problema. 

Nesse tempo, a bacia sedimentar possui os seguintes valores limites: 
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(0, )
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 =
Λ = Λ
 =


= −  

(224) 

5.2 PERÍODO DE PÓS-DEPOSIÇÃO SEDIMENTAR 

As mesmas considerações e metodologias apresentadas na seção 4.3 são validas para a pre-

sente formulação. A lei de compactação é novamente obtida pela posição das partículas 

3 3 3 3 3( , ) ( , )x X t X X tξ= + . 
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A solução do problema é obtida de forma contínua, com o software MAPLE. A equação dife-

rencial que fornece a lei de compactação gravitacional envolve apenas derivadas em relação à 

variável espacial, sendo tratada como EDO com a variável temporal t  parametrizada. Já o 

sistema não-linear EDP que descreve o comportamento mecânico da bacia sedimentar é ma-

nipulado para que só existam derivadas em relação a variável temporal t , sendo tratando co-

mo um sistema não-linear EDO com a variável espacial parametrizada. Um algoritmo para o 

método de Runge-Kutta Fehlberg é usado para resolver o problema de valor de inicial, com 

acurácia de quinta ordem. 

5.2.1 Fase elástica-viscoplástica 

A resposta da bacia sedimentar na fase elástica-viscoplástica ocorre para os mesmos domínios 

temporal e espacial, descritos em 4.3.1. 

A taxa de tensão vertical é nula devido à interrupção da acreção de sedimentos ( 0dM =ɺ ): 

0vσ =ɺ  (225) 

que integrada entre os tempos sT  e t  fornece 

3 3( , ) ( )ps

v vX t Xσ σ=  (226) 

onde 3 3 3( ) ( , t )ps s

v vX x X Tσ σ= = =  é a distribuição da componente vertical de tensão conhe-

cida (calculada) ao término do período de acreção, no tempo st T= . 

A lei constitutiva (59) aplicada às taxas de deformação total (75) e viscoplástica (47), e ao 

tensor dos módulos elásticos do esqueleto (58), fornece: 
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  Λ −= + − + − ⊗ + ⊗  Λ   
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(227) 

A taxa de tensão horizontal da expressão anterior possui a seguinte condição inicial: 
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3 3( , ) ( )s ps

h hX T Xσ σ=  (228) 

onde 3 3 3( ) ( , t )ps s

h hX x X Tσ σ= = =  é a distribuição da componente horizontal de tensão co-

nhecida (calculada) ao término do período de acreção, no tempo st T= . 

Igualando a componente vertical da taxa de tensão em (227) à equação (225), tem-se: 
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(229) 

Com a equação (178), a expressão anterior pode ser reescrita na forma 
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(230) 

A relação (79) aplicada à taxa de deformação viscoplástica (47) resulta em: 
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ir ir
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(231) 

A equação anterior pode ser reescrita, a partir de (178), como: 

h v vpir
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J
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(232) 

As condições iniciais para Λ  e 
irJ  são: 

3 3

3 3

( , ) ( )

( , ) ( )

s ps

s ps

ir ir

X T X

J X T J X

Λ = Λ
 =  

(233) 

onde 3 3 3( ) ( , t )ps s
X x X TΛ = Λ = =  e 3 3 3( ) ( , t )ps s

ir irJ X J x X T= = =  correspondem aos perfis 

de dilatação vertical e dilatação volumétrica irreversível conhecidos (calculados) ao término 

do período de acreção, no tempo st T= . 



123 

__________________________________________________________________________________________ 
Paulo Sérgio Baumbach Lemos. Tese de Doutorado – Porto Alegre: PPGEC/UFRGS 2019 

As equações (225), (227), (230) e (232) formam o sistema de equações diferenciais parciais 

que descrevem o comportamento mecânico do domínio elasto-viscoplástico da bacia sedimen-

tar na fase elástica-viscoplástica. As equações são agrupadas, em conjunto com as suas condi-

ções iniciais, para o melhor entendimento: 
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(234) 
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(235) 

A descrição do comportamento mecânico da bacia sedimentar no domínio elasto-viscoplástico 

é obtida pela integração numérica desse sistema em seu domínio temporal, [ , ]st T t∈ . 

Uma vez calculado o dilatação vertical 3( , )X tΛ , a lei de compactação ( )t H t→  é então obti-

da numericamente a partir do deslocamento das partículas localizadas no topo da bacia sedi-

mentar, de forma análoga à seção 4.3.1. 

Para o tempo final da análise, no tempo ft T= , a bacia sedimentar possui os seguintes valo-

res limites: 
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(236) 

5.3 ESTUDO COMPARATIVO DO EFEITO DO ADENSAMENTO 

SOBRE O MODELO 

Esta seção tem como objetivos demonstrar as características do modelo desenvolvido. Con-

forme apresentado ao longo do capítulo, a característica marcante do modelo reside na in-

fluência do adensamento sobre os módulos elásticos do material sedimentar. Para facilitar o 

entendimento dessa característica, são propostas três análises: 1) análise sem a influência do 

adensamento nos módulos elásticos e sem os seus efeitos sobre o modelo constitutivo, que 

corresponde ao modelo M2 da seção 3.8; 2) análise com a influência do adensamento sobre os 

módulos elásticos, porém sem os seus efeitos sobre o modelo constitutivo. Esse modelo é 

identificado como “M3”; 3) análise com a influência do adensamento sobre os módulos elás-

ticos e com os seus efeitos sobre o modelo constitutivo. Esse modelo é identificado como 

“M4”. Na Tabela 9 apresenta-se um resumo das características de cada modelo. 

Tabela 9: análises propostas e suas características. 

modelo módulos elásticos termo 
1: :C C σ−ɺ

ɶ ɶ
 em (59) 

M2 constantes 0( )K Kϕ =  e 0( )µ ϕ µ=  desconsiderado 
M3 variáveis (eq. (56)) desconsiderado 
M4 variáveis (eq. (56)) Considerado 

 

As respostas da bacia sedimentar serão novamente analisadas em dois cenários: análise global 

e análise local. Na análise global serão comparados os perfis de respostas no fim do período 

de deposição sedimentar (em st T= ) e no fim do período de pós-deposição sedimentar (em 

ft T= ). A análise local corresponde ao estudo dos campos mecânicos ligados às partículas de 

sedimentos localizadas em 3 0x = , ou seja, as partículas depositadas diretamente no fundo do 

oceano. 
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Para a análise, o tempo final de sedimentação e o tempo final de análise são de s
T =70 Ma e 

f
T =140 Ma, respectivamente. Considera-se que o material sedimentar que entra no sistema 

no topo da bacia sedimentar tem as mesmas propriedades mecânicas iniciais durante todo o 

período de deposição dos sedimentos. Na Tabela 10, apresentam-se os parâmetros mecânicos 

que definem o cenário de análise. 

Tabela 10: parâmetros mecânicos de análise. 

parâmetro símbolo valor 

tempo de deposição sedimentar (Ma) sT  70 
tempo final de análise (Ma) fT  140 
aceleração da gravidade (m/s2) g  9.80665 
taxa de deposição sedimentar (t/km2/ano) dMɺ  75 

porosidade inicial 0φ  0.75 

massa específica inicial (kg/m3) 0ρ  750 

módulo de Young inicial (MPa) 0E  1000 

módulo de Poisson inicial 0ν  0.33 
inclinação da superfície plástica/viscoplástica a  1.1535 
pressão de consolidação plástica inicial (MPa) 0cp  2.0 

expoente da lei de endurecimento plástica pm  1.6 

pressão de consolidação viscoplástica inicial (MPa) 0vpp  4.5 

expoente da lei de endurecimento viscoplástica vpm  1.0 

coeficiente de viscosidade viscoplástica (MPaxMa) vpη  1000 
 

Na Figura 32, apresentam-se as leis de compactação gravitacional para os modelos M2, M3 e 

M4. Os valores limites das leis de compactação são apresentados na Tabela 11. 
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Figura 32: leis de compactação gravitacional da bacia sedimentar, para os modelos 

M2, M3 e M4. 

Tabela 11: valores limites das leis de compactação M2, M3 e M4. 

parâmetro M2 M3 M4 
eT  (Ma) 2.72 2.72 2.72 
pT  (Ma) 22.90 22.90 22.90 

vpT  (Ma) 41.74 41.74 41.74 
sT  (Ma) 70.00 70.00 70.00 
fT  (Ma) 140.00 140.00 140.00 
eH  (m) 271.84 271.84 271.84 
pH  (m) 1332.99 1335.18 1336.81 
vpH  (m) 1962.81 1971.23 1975.14 
sH  (m) 2739.72 2764.06 2772.16 

fH  (m) 2680.01 2703.43 2711.83 
 

As diferentes fases relacionadas ao comportamento da bacia sedimentar, descritas na seção 

4.1, são destacadas na figura anterior. 

As respostas dos três modelos apresentam um comportamento semelhante. Verifica-se que o 

aumento gradativo da influência do adensamento em cada modelo proporciona um pequeno 

aumento da rigidez da bacia sedimentar, evidenciada pela maior altura do modelo M4. 

eT pT vpT sT fT
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Baseado nos dados apresentados na Tabela 11, verifica-se que a influência do adensamento já 

se faz presente desde a fase elástica-plástica, resultando em maiores alturas pH  e vpH  para 

os modelos M3 e M4, respectivamente. 

Ao final do período de pós-sedimentação, no tempo fT , os níveis de compactação da bacia 

sedimentar (para =H 7000 m) para os modelos M2, M3 e M4 são respectivamente 61.71%, 

61.38% e 61.26%. Novamente, esses resultados reforçam a importância da formulação em 

grandes deformações. 

5.3.1 Análise global 

Conforme mencionado anteriormente, na análise global serão comparados os perfis de respos-

tas em 70 Mast T= =  e 140 Maft T= = . Adicionalmente, os valores apresentados nas tabe-

las correspondem àqueles referentes às posições que dividem os domínios de comportamento 

do modelo M4, apresentados na Tabela 12. 

Tabela 12: posições das fronteiras que dividem os domínios de comportamento (m). 

3x  70 Mast T= =  140 Maft T= =  

( )H t  2772.16 2711.83 
( ) eH t H−  2500.33 2440.00 

( ) pH t H−  1435.36 1375.03 

( ) vpH t H−  797.03 * 
base 0.00 0.00 

*fronteira inexistente no período de pós-acreção 

A resposta global da bacia sedimentar é inicialmente apresentada da Figura 33 à Figura 35, 

que ilustram os perfis de jacobianos da transformação, da porosidade euleriana e da massa 

específica. Os valores limites dessas variáveis são apresentados da Tabela 13 à Tabela 18. 

A análise dessas respostas suscita os seguintes comentários gerais: no domínio elástico, as 

variáveis analisadas ou não apresentam variação ou ela é muito pequena; com o aumento da 

profundidade, as variáveis apresentam comportamentos que refletem o adensamento do mate-

rial, com redução dos valores dos jacobianos e porosidade e aumento da massa específica; 

com a evolução da compactação viscoplástica no período de pós-acreção de sedimentos, os 

perfis em ft T=  apresentam uma sutil amplificação dos efeitos da compactação, com redu-

ção dos valores dos jacobianos e porosidade e aumento da massa específica no domínio elás-

tico-viscoplástico. 
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Verifica-se que o aumento de rigidez do material sedimentar devido ao efeito do adensamento 

(modelos M3 e M4) aumenta a proximidade entre a dilatação volumétrica J = Λ  e a sua 

componente irreversível irJ , reforçando a hipótese de deformações elásticas infinitesimais. 

Ambos os perfis de jacobianos da transformação evidenciam a tendência de comportamento 

assintótico da componente irreversível da dilatação volumétrica cr
ir irJ J→ = 0.25. Esse com-

portamento condiz com as tendências observadas: de fechamento dos poros com o aumento da 

profundidade, evidenciado nos perfis de porosidade euleriana; do valor limite 
3

0 3000 kg mcr

irJρ ρ→ = , observado nos perfis de massa específica. 

  
(a) (b) 

Figura 33: perfis de jacobianos da bacia sedimentar (a) em t=70Ma e (b) em t=140Ma. 

 

Tabela 13: valores limites de dilatação vertical e jacobianos em t=70Ma. 

modelo parâmetro 0.00m 797.03m 1435.36m 2500.33m 2772.16m 

M2 JΛ =  0.25524 0.30846 0.37448 0.99881 * 
 irJ  0.26419 0.31477 0.37857 1.00000 * 

M3 JΛ =  0.26226 0.31178 0.37315 0.99866 * 
 irJ  0.26419 0.31378 0.37503 1.00000 * 

M4 JΛ =  0.26388 0.31298 0.37402 0.99865 1.00000 
 irJ  0.26419 0.31367 0.37481 1.00000 1.00000 

*sem valor limite, cota superior à altura da bacia sedimentar 
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Tabela 14: valores limites de dilatação vertical e jacobianos em t=140Ma. 

modelo parâmetro 0.00m 1375.03m 2440.00m 2711.83m 

M2 JΛ =  0.25068 0.37426 0.99880 * 
 irJ  0.25948 0.37836 1.00000 * 

M3 JΛ =  0.25758 0.37335 0.99868 * 
 irJ  0.25948 0.37523 1.00000 * 

M4 JΛ =  0.25924 0.37402 0.99865 1.00000 
 irJ  0.25947 0.37481 1.00000 1.00000 

*sem valor limite, cota superior à altura da bacia sedimentar 

Verifica-se nos dados apresentados na Tabela 13 e Tabela 14 que os perfis da dilatação volu-

métrica e de sua componente irreversível apresentam uma sutil redução das suas intensidades 

entre os tempos em 70 Mast T= =  e 140 Maft T= = . Isso corresponde aos efeitos diferidos 

da componente viscoplástica de deformação, que segue evoluindo durante o período de pós-

sedimentação. 

  
(a) (b) 

Figura 34: perfil de porosidade euleriana da bacia sedimentar (a) em t=70Ma e (b) em t=140Ma. 

 

Tabela 15: valores limites da porosidade euleriana em t=70Ma. 

modelo 0.00m 797.03m 1435.36m 2500.33m 2772.16m 

M2 0.05372 0.20576 0.33962 0.75000 * 
M3 0.05370 0.20327 0.33339 0.75000 * 
M4 0.05369 0.20299 0.33299 0.75000 0.75000 

*sem valor limite, cota superior à altura da bacia sedimentar 

 



130 

__________________________________________________________________________________________ 
Formulação de soluções de referência para modelagem dos processos de compactação em bacias sedimentares. 

Tabela 16: valores limites da porosidade euleriana em t=140Ma. 

modelo 0.00m 1375.03m 2440.00m 2711.83m 

M2 0.03653 0.33925 0.75000 * 
M3 0.03652 0.33375 0.75000 * 
M4 0.03651 0.33299 0.75000 0.75000 

*sem valor limite, cota superior à altura da bacia sedimentar 

Observa-se na Tabela 15 à Tabela 18 que tanto a porosidade euleriana quanto a massa especí-

fica apresentam uma evolução dos seus valores entre os tempos em 70 Mast T= =  e 

140 Maft T= = , no sentido do efeito do adensamento sobre o material sedimentar. O perfil 

de porosidade em ft T=  apresenta um maior nível de fechamento dos poros, enquanto o per-

fil de massa específica apresenta uma sutil elevação dos valores. 

  
(a) (b) 

Figura 35: perfil de massa específica da bacia sedimentar (a) em t=70Ma e (b) em t=140Ma. 
 

Tabela 17: valores limites da massa específica em t=70Ma (kg/m3). 

modelo 0.00m 797.03m 1435.36m 2500.33m 2772.16m 

M2 2938.46 2431.41 2002.79 750.89 * 
M3 2859.75 2405.56 2009.92 751.00 * 
M4 2842.25 2396.33 2005.24 751.01 750.00 

*sem valor limite, cota superior à altura da bacia sedimentar 

Tabela 18: valores limites da massa específica em t=140Ma (kg/m3). 

modelo 0.00m 1375.03m 2440.00m 2711.83m 
M2 2991.82 2003.95 750.90 * 
M3 2911.67 2008.81 750.99 * 
M4 2893.06 2005.24 751.01 750.00 

*sem valor limite, cota superior à altura da bacia sedimentar 
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Verifica-se que o modelo M2 apresenta um afastamento da resposta da massa específica em 

relação aos outros modelos. Esse efeito está relacionado a uma característica do modelo M2. 

Conforme observado no capítulo 4, esse modelo apresenta um leve distanciamento da hipóte-

se de elasticidade infinitesimal, que produz uma pequena diferença entre J  e irJ . Isso é no-

vamente observado, conforme os dados apresentados na Tabela 13 e Tabela 14. Essa caracte-

rística está relacionada a invariância dos módulos elásticos desse modelo. Somada a essa ca-

racterística, a massa específica é calculada através da dilatação volumétrica , conforme 

a equação (3), o que produz as diferenças observadas. 

A sequência de análise da resposta global da bacia sedimentar é apresentada na Figura 36 e 

Figura 37, que ilustram os perfis de tensões e da razão de tensões. A razão entre as componen-

tes de tensão 
h vσ σ  é um parâmetro similar ao coeficiente de empuxo lateral, clássico na 

mecânica dos solos. Os valores limites dessas variáveis são apresentados da Tabela 19 à Tabe-

la 22. 

As sutis diferenças observadas na componente vertical de tensão são devidas exclusivamente 

às diferenças entre as alturas dos modelos de bacia sedimentar. O efeito do adensamento sobre 

os módulos elásticos do material sedimentar é gradualmente evidenciado nos modelos M2, 

M3 e M4, para os perfis da componente horizontal de tensão e razão de tensões. Verifica-se 

que, em relação ao modelo M2, a intensidade dessa componente de tensão é maior para o mo-

delo M4. Para os dados da Tabela 10, os efeitos do adensamento sobre o modelo M3 aumen-

taram 41% a intensidade da componente horizontal, enquanto que para o modelo M4 esses 

efeitos elevaram a intensidade em 68%. 

J = Λ
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(a) (b) 

Figura 36: perfil de tensões da bacia sedimentar (a) em t=70Ma e (b) em t=140Ma. 
 

Tabela 19: valores limites das tensões em t=70Ma (MPa). 

modelo parâmetro 0.00m 797.03m 1435.36m 2500.33m 2772.16m 

M2 vσ  -51.48491 -30.56651 -16.60980 -1.76423 * 

 hσ  -24.81992 -14.45723 -7.67850 -0.86895 * 

M3 vσ  -51.48491 -30.94077 -17.06740 -1.98346 * 

 hσ  -35.15072 -18.28533 -8.83746 -0.97693 * 

M4 vσ  -51.48491 -30.98328 -17.09670 -2.00070 0.00000 

 hσ  -41.18913 -20.12609 -9.39129 -0.98542 0.00000 
*sem valor limite, cota superior à altura da bacia sedimentar 

Tabela 20: valores limites das tensões em t=140Ma (MPa). 

modelo parâmetro 0.00m 1375.03m 2440.00m 2711.83m 

M2 vσ  -51.48491 -16.60980 -1.76423 * 

 hσ  -24.81992 -7.67850 -0.86895 * 

M3 vσ  -51.48491 -17.06740 -1.98346 * 

 hσ  -35.07682 -8.83746 -0.97693 * 

M4 vσ  -51.48491 -17.09670 -2.00070 0.00000 

 hσ  -41.75913 -9.39129 -0.98542 0.00000 
*sem valor limite, cota superior à altura da bacia sedimentar 

Para os modelos M3 e M4, verifica-se na Tabela 19 à Tabela 22 a evolução do perfil da com-

ponente horizontal de tensão (e, consequentemente, do perfil da razão de tensões) entre os 

tempos em 70 Mast T= =  e 140 Maft T= = . Essa variação corresponde também aos efeitos 

diferidos da deformação viscoplástica sobre os modelos. A variação dessa componente de 
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tensão no modelo M2 é muito pequena, estando fora do intervalo numérico apresentado nas 

tabelas. 

  
(a) (b) 

Figura 37: perfil da razão de tensões da bacia sedimentar (a) em t=70Ma e (b) em t=140Ma. 

 

Tabela 21: valores limites da razão de tensões em t=70Ma. 

modelo 0.00m 797.03m 1435.36m 2500.33m 2772.16m 
M2 0.47924 0.47298 0.46229 0.49254 * 
M3 0.67877 0.59098 0.51780 0.49254 * 
M4 0.79540 0.64959 0.54943 0.49057 * 

*divisão por zero 

Tabela 22: valores limites da razão de tensões em t=140Ma. 

modelo 0.00m 1375.03m 2440.00m 2711.83m 
M2 0.47906 0.46232 0.49254 * 
M3 0.67735 0.51763 0.49254 * 
M4 0.80640 0.54997 0.49057 * 

*divisão por zero 

Em função dos valores utilizados para o parâmetro a , que controla a inclinação da parte dúc-

til dos critérios de plastificação e viscoplastificação e que tem grande influência sobre a com-

ponente horizontal de tensão, o perfil da razão de tensões apresenta valores em um intervalo 

razoavelmente grande ( 0.45 0.82h vσ σ≤ ≤ ). Adicionalmente, no domínio elástico a razão é 

de 0 0(1 )ν ν− = 0.4925. 
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A parte final de análise da resposta global da bacia sedimentar é apresentada na Figura 38 e 

Figura 39, que ilustram os perfis pressões de consolidação e módulos de compressão e cisa-

lhamento. Os valores limites dessas variáveis são apresentados da Tabela 23 à Tabela 26. 

  
(a) (b) 

Figura 38: perfil das pressões de consolidação plástica e viscoplástica da bacia sedimentar (a) em t=70Ma e (b) 
em t=140Ma. 

 

Tabela 23: valores limites dos endurecimentos plástico e viscoplástico em t=70Ma (MPa). 

modelo parâmetro 0.00m 797.03m 1435.36m 2500.33m 2772.16m 
M2 cp  81.72347 30.55535 16.60361 2.00000 * 

 vpp  45.73888 24.73138 16.89256 4.50000 * 

M3 cp  81.73229 30.93200 17.06169 2.00000 * 

 vpp  45.74196 24.92148 17.18235 4.50000 * 

M4 cp  81.74051 30.97576 17.09136 2.00000 2.00000 

 vpp  45.74484 24.94351 17.20102 4.50000 4.50000 
*sem valor limite, cota superior à altura da bacia sedimentar 

Tabela 24: valores limites dos endurecimentos plástico e viscoplástico em t=140Ma (MPa). 

modelo parâmetro 0.00m 1375.03m 2440.00m 2711.83m 
M2 cp  99.63932 16.60361 2.00000 * 

 vpp  51.77117 16.89256 4.50000 * 

M3 cp  99.64813 17.06169 2.00000 * 

 vpp  51.77403 17.18235 4.50000 * 

M4 cp  99.65878 17.09136 2.00000 2.00000 

 vpp  51.77749 17.20102 4.50000 4.50000 
*sem valor limite, cota superior à altura da bacia sedimentar 

Tanto as pressões de consolidação quanto os módulos de compressão e cisalhamento são pa-

râmetros sensíveis à pequena variação da dilatação volumétrica irreversível entre os tempos 
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70Mas
t T= =  e 140Maf

t T= = . Nesse intervalo, a dilatação volumétrica irreversível 
irJ  apre-

senta variações inferiores à 2%. No entanto, a pressão de consolidação plástica apresenta 

aproximadamente 22% de aumento, enquanto o módulo de compressão exibe um aumento 

aproximado de 32% (para os modelos M3 e M4). 

  
(a) (b) 

Figura 39: perfil dos módulos de compressão e cisalhamento da bacia sedimentar (a) em t=70Ma e (b) em 
t=140Ma. 

 

Tabela 25: valores limites dos módulos de compressão e cisalhamento em t=70Ma (MPa). 

modelo parâmetro 0.00m 797.03m 1435.36m 2500.33m 2772.16m 
M2 K  980.39 980.39 980.39 980.39 * 

 µ  375.94 375.94 375.94 375.94 * 
M3 K  38108.28 10744.49 5693.69 980.39 * 

 µ  2071.55 1589.44 1234.51 375.94 * 
M4 K  38113.69 10744.61 5693.57 980.39 980.39 

 µ  2071.58 1589.45 1234.49 375.94 375.94 
*sem valor limite, cota superior à altura da bacia sedimentar 

Tabela 26: valores limites dos módulos de compressão e cisalhamento em t=140Ma (MPa). 

modelo parâmetro 0.00m 1375.03m 2440.00m 2711.83m 
M2 K  980.39 980.39 980.39 * 

 µ  375.94 375.94 375.94 * 
M3 K  50308.77 5693.69 980.39 * 

 µ  2133.16 1234.51 375.94 * 
M4 K  50316.21 5693.57 980.39 980.39 

 µ  2133.19 1234.49 375.94 375.94 
*sem valor limite, cota superior à altura da bacia sedimentar  
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5.3.2 Análise local 

A evolução temporal das diferentes componentes do jacobiano da transformação é apresenta-

da na Figura 40. Verifica-se que a evolução das componentes irreversíveis da dilatação volu-

métrica 
pJ , 

vpJ  e 
irJ  é praticamente a mesma para os três modelos (Tabela 27). A diferença 

entre os modelos diz respeito apenas à dilatação volumétrica J . Verifica-se que o aumento da 

rigidez do material sedimentar devido ao adensamento aumenta a proximidade entre a dilata-

ção volumétrica J  e a sua componente irreversível 
irJ , validando e reforçando a hipótese de 

deformações elásticas infinitesimais. Esse efeito é tão maior quanto maior for a complexidade 

de cada modelo em relação ao efeito do adensamento (maior para o modelo M4, menor para o 

modelo M2). Os três modelos apresentam a tendência de comportamento limite para a com-

ponente irreversível da dilatação volumétrica, ou seja, 0.25cr

ir irJ J→ = . 

Adicionalmente, verifica-se que a compactação mecânica, que é modelada pela componente 

plástica, prevalece para pt T≤ . Nesse intervalo de tempo, a componente plástica da dilatação 

volumétrica plástica 
pJ  apresenta significativa redução. Por sua vez, a compactação químico-

mecânica, modelada pela componente viscoplástica, é ativada em pt T=  e prevalece para 

vpt T> . Após o término da acreção de material sedimentar, todas as variáveis apresentam 

rápida estabilização. 

 
Figura 40: evoluções da dilatação vertical e jacobianos na base da bacia sedimentar, 

para os modelos M2, M3 e M4. 

eT pT vpT sT fT
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Tabela 27: valores limites de dilatação vertical e jacobianos. 

modelo parâmetro eT  pT  vpT  sT  fT  
M2 JΛ =  0.99865 0.37062 0.30730 0.25524 0.25068 

 irJ  1.00000 0.37480 0.31367 0.26419 0.25948 

 pJ  1.00000 0.37480 0.33123 0.33123 0.33123 

 vpJ  1.00000 1.00000 0.94699 0.79761 0.78338 

M3 JΛ =  0.99865 0.37292 0.31167 0.26226 0.25758 
 irJ  1.00000 0.37480 0.31367 0.26419 0.25948 

 pJ  1.00000 0.37480 0.33123 0.33123 0.33123 

 vpJ  1.00000 1.00000 0.94700 0.79760 0.78338 

M4 JΛ =  0.99865 0.37402 0.31298 0.26388 0.25924 
 irJ  1.00000 0.37481 0.31367 0.26419 0.25947 

 pJ  1.00000 0.37481 0.33123 0.33123 0.33123 

 vpJ  1.00000 1.00000 0.94700 0.79760 0.78337 
 

As evoluções da porosidade euleriana 3( 0, )x tϕ =  e da massa específica 3( 0, )x tρ =  são 

apresentadas na Figura 41 e na Figura 42, respectivamente. De forma geral, o comportamento 

observado para as duas variáveis condiz com o adensamento do material sedimentar, que re-

duz a porosidade e aumenta a massa específica das partículas. 

A Figura 41 ressalta uma característica importante da formulação da porosidade euleriana, 

acerca da sua dependência da componente irreversível da dilatação volumétrica 
irJ . Como a 

evolução de 
irJ  é praticamente a mesma, a evolução da porosidade euleriana é também prati-

camente igual para os três modelos, conforme os dados apresentados na Tabela 28. 

Já a Figura 42 ressalta uma característica importante da formulação da massa específica e a 

sua dependência da dilatação volumétrica J = Λ  (conforme a equação (3)). Conforme abor-

dado anteriormente, a evolução de J = Λ  apresenta sensível diferença entre os modelos. Co-

mo efeito, são observadas variações na massa específica, conforme os dados apresentados na 

Tabela 29. 

Após o término da acreção de material sedimentar, tanto a porosidade quanto a massa especí-

fica apresentam rápida estabilização. 



138 

__________________________________________________________________________________________ 
Formulação de soluções de referência para modelagem dos processos de compactação em bacias sedimentares. 

 
Figura 41: evoluções da porosidade euleriana na base da bacia sedimentar, para os 

modelos M2, M3 e M4. 

Tabela 28: valores limites da porosidade euleriana. 

modelo eT  pT  vpT  sT  fT  
M2 0.75000 0.33297 0.20298 0.05372 0.03653 
M3 0.75000 0.33298 0.20299 0.05370 0.03652 
M4 0.75000 0.33299 0.20299 0.05369 0.03651 

 

 
Figura 42: evoluções da massa específica na base da bacia sedimentar, para os mo-

delos M2, M3 e M4. 

eT pT vpT sT fT

eT pT vpT sT fT
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Tabela 29: valores limites da massa específica (kg/m3). 

modelo eT  pT  vpT  sT  fT  
M2 751.01 2023.62 2440.58 2938.46 2991.82 
M3 751.01 2011.15 2406.43 2859.75 2911.67 
M4 751.01 2005.24 2396.33 2842.25 2893.06 

 

A evolução do estado de tensões na bacia sedimentar 3( 0, )x tσ =  é apresentada na Figura 43. 

Como esperado, o comportamento da componente vertical de tensão é estaticamente determi-

nado e independente do comportamento constitutivo, apresentando instantânea estabilização 

na fase de pós-acreção. Já a componente horizontal de tensão corresponde a variável que sofre 

a maior influência do adensamento do material sedimentar. Para essa variável, através da aná-

lise de cada modelo, verifica-se claramente a contribuição do adensamento sobre os módulos 

elásticos, bem como sua influência sobre o modelo constitutivo. Após o término da acreção de 

material sedimentar, essa componente de tensão apresenta rápida estabilização para todos os 

modelos. Os modelos M2 e M3 apresentam uma suave redução na intensidade enquanto o 

modelo M4 apresenta um aumento de intensidade. 

 
Figura 43: evoluções das tensões na base da bacia sedimentar, para os modelos M2, 

M3 e M4. 

eT pT vpT sT fT
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Tabela 30: valores limites das tensões (MPa). 

modelo parâmetro eT  pT  vpT  sT  fT  

M2 vσ  -2.00070 -17.09898 -30.98715 -51.48491 -51.48491 

 hσ  -0.98542 -7.91426 -14.66261 -24.81992 -24.81061 

M3 vσ  -2.00070 -17.09745 -30.98425 -51.48491 -51.48491 

 hσ  -0.98542 -8.85620 -18.31707 -35.15073 -35.07682 

M4 vσ  -2.00070 -17.09670 -30.98328 -51.48491 -51.48491 

 hσ  -0.98542 -9.39129 -20.12609 -41.18913 -41.75913 
 

A evolução das pressões de consolidação plástica e viscoplástica é apresentada na Figura 44. 

As leis de endurecimento das pressões de consolidação são funções da dilatação volumétrica 

irreversível 
irJ . Em virtude da proximidade das respostas de 

irJ  para todos os modelos, as 

evoluções de 
cp  e 

vpp  são aproximadamente iguais, conforme os dados apresentados na Ta-

bela 31. 

 
Figura 44: evoluções das pressões de consolidação plástica e viscoplástica na base 

da bacia sedimentar, para os modelos M2, M3 e M4. 

 

 

 

 

 

 

 

eT pT vpT sT fT
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Tabela 31: valores limites das pressões de consolidação (MPa). 

modelo parâmetro eT  pT  vpT  sT  fT  

M2 cp  2.00000 17.09261 30.97584 81.72347 99.63932 

 vpp  4.50000 17.20181 24.94354 45.73888 51.77117 

M3 cp  2.00000 17.09174 30.97547 81.73229 99.64813 

 vpp  4.50000 17.20125 24.94336 45.74196 51.77403 

M4 cp  2.00000 17.09136 30.97576 81.74051 99.65878 

 vpp  4.50000 17.20102 24.94351 45.74484 51.77749 
 

Na Figura 45, apresenta-se a evolução dos módulos de compressão e cisalhamento. A formu-

lação do modelo M2 não contempla a evolução dos módulos elásticos em função do adensa-

mento do material sedimentar e naturalmente não apresenta variação na figura. Já os modelos 

M3 3 M4 incorporam os efeitos do adensamento sobre os módulos elásticos, aumentando em 

mais de 50 vezes (Tabela 32) o valor do módulo de compressão no período de pós-acreção. 

Adicionalmente, em função da proximidade das evoluções das dilatações volumétricas irre-

versíveis dos modelos M3 e M4, verifica-se que a evolução de ( )K ϕ  e ( )µ ϕ  é praticamente 

a mesma, conforme a Tabela 32. 

 
Figura 45: evoluções dos módulos de compressão e cisalhamento na base da bacia 

sedimentar, para os modelos M2, M3 e M4. 

eT pT vpT sT fT



142 

__________________________________________________________________________________________ 
Formulação de soluções de referência para modelagem dos processos de compactação em bacias sedimentares. 

Tabela 32: valores limites módulos de compressão e cisalhamento (MPa). 

modelo parâmetro eT  pT  vpT  sT  fT  
M2 K  980.39 980.39 980.39 980.39 980.39 

 µ  375.94 375.94 375.94 375.94 375.94 
M3 K  980.39 5693.69 10744.49 38108.28 50308.77 

 µ  375.94 1234.51 1589.44 2071.55 2133.16 
M4 K  980.39 5693.57 10744.61 38113.69 50316.21 

 µ  375.94 1234.49 1589.45 2071.58 2133.19 
 

Na Figura 46, apresenta-se a trajetória de tensão para as partículas na base da bacia sedimen-

tar. Verifica-se que com o aumento da complexidade do modelo em relação ao adensamento, 

a trajetória de tensão resultante apresenta uma redução na intensidade da componente distor-

cional q (ver Tabela 33). A causa dessa característica diz respeito à evolução da componente 

horizontal de tensão, que apresenta maior intensidade para o modelo M4. 

 
Figura 46: evoluções da trajetória de tensão na base da bacia sedimentar, para os 

modelos M2, M3 e M4. 

Tabela 33: valores limites para p e q (MPa). 

modelo parâmetro eT  pT  vpT  sT  fT  
M2 - p  1.32 10.98 20.10 33.81 33.80 

 q  0.59 5.30 9.42 15.57 15.58 
M3 - p  1.32 11.60 22.54 40.70 40.65 

 q  0.59 4.76 7.31 9.60 9.65 
M4 - p  1.32 11.96 23.75 44.72 45.10 

 q  0.59 4.45 6.27 6.12 5.79 
 

Como primeira avaliação do processo de simplificação dos modelos, proposto na seção 4.2.4, 

apresentam-se na Figura 47 as evoluções dos desvios para as partículas situadas na base da 

bacia sedimentar, conforme a definição apresentada na equação (171). 
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Figura 47: evoluções dos desvios na base da bacia sedimentar, para os modelos M2, 

M3 e M4. 

Além dos valores pequenos (da ordem de 10-16), os três modelos apresentam comportamentos 

semelhantes para as evoluções dos desvios. Na seção 5.3.2 esses resultados serão comparados 

e confrontados com as predições de um simulador de elementos finitos, com o propósito de 

julgar a qualidade da hipótese de simplificação proposta. 
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6. ILUSTRAÇÕES NUMÉRICAS: SOLUÇÕES DE REFERÊNCIA 

VERSUS PREDIÇÕES POR ELEMENTOS FINITOS 

Este capítulo tem como objetivo a comparação entre as respostas das soluções desenvolvidas 

(modelos M2 e M4) e as predições de um simulador de elementos finitos. Para tal, será utili-

zado o simulador numérico desenvolvido por Brüch (2016). As análises propostas não têm 

como objetivo a verificação do simulador de bacias sedimentares, mas sim a utilização de 

suas respostas como uma ferramenta auxiliar, que corrobora a correção e precisão do modelo 

semi-analítico e de suas hipóteses simplificadoras. 

As características de cada modelo já foram analisadas nos capítulos precedentes e são válidas 

para os estudos propostos. Assim, as análises realizadas nesse capítulo se concentram na pro-

ximidade entre as respostas semi-analíticas e do simulador numérico, porém observações adi-

cionais sobre os modelos M2 e M4 também serão realizadas. Novamente, a situação de análi-

se proposta tem caráter teórico, que não corresponde a uma bacia sedimentar real, mas sim a 

uma situação matemática restrita e controlada. 

Os parâmetros mecânicos que definem o cenário de comparação entre as predições dos mode-

los M2, M4 e o simulador de elementos finitos são apresentados na Tabela 34. Nas análises 

propostas, o tempo final de sedimentação e o tempo final de análise são sT = 60 Ma e fT =

120 Ma, respectivamente. Considera-se que o material sedimentar que entra no sistema no 

topo da bacia sedimentar tem as mesmas propriedades mecânicas iniciais durante todo o perí-

odo de deposição dos sedimentos. 

Para a clareza das comparações, as respostas dos modelos M2 e M4 serão apresentadas em 

linhas contínuas. As respostas do simulador numérico de bacias sedimentares serão apresen-

tadas em pontos discretos (triângulos preenchidos ou não, cruzes e losangos), denominados 

"MEF" (método dos elementos finitos).Nas figuras e tabelas, tanto os tempos (que dividem as 

fases de comportamento) quanto as coordenadas das fronteiras entre os domínios de compor-

tamento se referem às respostas semi-analíticas. 

Adicionalmente, as tabelas apresentarão a diferença relativa percentuais das respostas MEF 

em relação às respostas semi-analíticas. Essa diferença é equacionada da seguinte forma: 
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M2,M4 MEF

M2,M4

valor valor
DR%=

valor

−

 
(237) 

 

Tabela 34: parâmetros mecânicos de análise. 

parâmetro símbolo valor 

tempo de deposição sedimentar (Ma) sT  60 
tempo final de análise (Ma) fT  120 
aceleração da gravidade (m/s2) g  9.80665 
taxa de deposição sedimentar (t/km2/ano) dMɺ  80 

porosidade inicial 0φ  0.72 

massa específica inicial (kg/m3) 0ρ  800 

módulo de Young inicial (MPa) 0E  1000 

módulo de Poisson inicial 0ν  0.33 
inclinação da superfície plástica/viscoplástica a  1.1545 
pressão de consolidação plástica inicial (MPa) 0cp  4.0 

expoente da lei de endurecimento plástica pm  1.3 

pressão de consolidação viscoplástica inicial (MPa) 0vpp  5.0 

expoente da lei de endurecimento viscoplástica vpm  1.0 

coeficiente de viscosidade viscoplástica (MPaxMa) vpη  1000 

6.1 DESCRIÇÃO DO SIMULADOR NUMÉRICO UTILIZADO 

O simulador numérico utilizado corresponde ao desenvolvido por Brüch (2016). Segundo o 

autor, ele consiste em um modelo constitutivo para um material poroso saturado e em uma 

ferramenta numérica baseada no método dos elementos finitos para representar os processos 

de formação e compactação gravitacional de uma bacia sedimentar. 

O modelo constitutivo adotado baseia-se no modelo apresentado em Maghous et al. (2014), sen-

do o resultado de pesquisas desenvolvidas por Bourgeois et al. (1995), Bourgeois e Dormieux 

(1997), Dormieux e Maghous (1999), Dormieux e Maghous (2000), Bernaud et al. (2002), 

Barthélémy et al. (2003), Deudé et al. (2004) e Bernaud et al. (2006) para representar o com-

portamento de um material sedimentar submetido à deformações de natureza puramente mecâni-

cas. Ele consiste em um modelo macroscópico de um material poroso saturado por um único flui-

do, definido no contexto da poroplasticidade finita, que considera a evolução das propriedades 

poromecânicas em função das mudanças de caráter irreversível que ocorrem na sua microestrutu-

ra. O comportamento plástico do material é definido pelo modelo Cam-Clay modificado em con-
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junto com uma lei de encruamento logarítmica desenvolvida segundo uma abordagem microme-

cânica que evita o desenvolvimento de porosidade negativa no material quando este é submetido a 

altos níveis de tensão confinante. Em Brüch et al. (2019), a lei de encruamento logarítmica foi 

modificada, recebendo um expoente de calibração (conforme a equação (65)). Adicionalmente, o 

critério plástico simplificado apresentado na equação (37) foi adicionado ao modelo. 

Com o intuito de representar as deformações químico-mecânicas que ocorrem nas camadas mais 

profundas da bacia sedimentar, termos adicionais foram introduzidos nas equações de estado do 

material. Os fenômenos de pressão-solução intergranular são simulados com um modelo visco-

plástico baseado no princípio da teoria de Perzyna (1966) em conjunto com uma regra de fluxo 

associada definida pelo modelo Cam-Clay modificado, e uma lei de encruamento obtida segundo 

uma abordagem fenomenológica. Para representar a natureza interdependente das deformações 

mecânicas e químico-mecânicas, os comportamentos plástico e viscoplástico foram acoplados 

através da dilatação volumétrica irreversível (conforme o acoplamento apresentado nas leis de 

endurecimento plástico e viscoplástico, dadas nas equações (65) e (68)). De forma suplementar, o 

critério viscoplástico simplificado apresentado na equação (45) foi adicionado ao modelo. 

Os efeitos da temperatura foram incorporados ao modelo constitutivo através de um acopla-

mento parcial. Enquanto a temperatura atua diretamente sobre o comportamento do material a 

partir de termos adicionados nas equações de estado poromecânicas, os termos relativos às 

deformações e variações de pressão foram desconsiderados na equação de balanço de entro-

pia. Assim, a evolução do campo de temperaturas na bacia sedimentar é obtida a partir da 

solução de um problema de condução térmica. Os efeitos poromecânicos são considerados no 

problema de evolução térmica através das modificações da geometria e das propriedades tér-

micas do material que ocorrem ao longo do processo de deformação. 

A mudança das propriedades do material poroso em função da variação de temperatura e da 

evolução de caráter irreversível da sua microestrutura é uma característica fundamental do 

modelo. A evolução desses parâmetros em função da porosidade é determinada por meio de 

leis de homogeneização obtidas de abordagens variacionais e estimativas micromecânicas, 

enquanto que os efeitos térmicos são determinados em função de modelos desenvolvidos a 

partir de observações de experimentos realizados em laboratório. 

A ferramenta computacional baseia-se no método dos elementos finitos com uma interface de 

multiprocessamento em memória compartilhada. São utilizados elementos hexaédricos para 



147 

__________________________________________________________________________________________ 
Paulo Sérgio Baumbach Lemos. Tese de Doutorado – Porto Alegre: PPGEC/UFRGS 2019 

representar as incógnitas que definem o problema termoporomecânico: deslocamentos, pres-

sões e temperaturas. Os processos de deposição/erosão sedimentar são simulados a partir de 

um algoritmo de ativação/desativação de elementos (Hanafy e Emery (1980), Bernaud et al. 

(1995)). O funcionamento do programa termoporomecânico ocorre por meio da interação do 

módulo de deposição/erosão sedimentar, e dos módulos térmico e poromecânico. 

No Apêndice A, apresentam-se detalhadamente as características do simulador numérico, tais 

como a discretização temporal e espacial, o fluxograma do programa termoporomecânico e os 

algoritmos de integração das deformações plásticas e viscoplásticas. 

6.2 DESCRIÇÃO DO MODELO SIMULADO POR ELEMENTOS FI-

NITOS 

O problema analisado corresponde a uma compactação unidimensional induzida unicamente 

pelos efeitos gravitacionais em uma bacia sedimentar que se forma durante o período geológi-

co 0 60 Mast T≤ ≤ = , pela continua acreção de material a uma taxa constante equivalente à 

92.54 10 kg/sdM −= ×ɺ  por metro quadrado ( 80dM =ɺ t/km2/ano). O problema simulado des-

considerando os efeitos térmicos e da poropressão. Em sua configuração de referência, supõe-

se que o material sedimentar exibe as mesmas propriedades mecânicas ao longo da fase de 

acreção. 

Conforme exposto na seção 6.1, o simulador numérico utiliza o algoritmo de ativa-

ção/desativação de elementos para a simulação da sedimentação do material. O sistema fe-

chado fictício consiste em uma coluna, definido pela altura total de material depositado na 

ausência de compactação H . Os dados da Tabela 34 aplicados à equação (170), resulta em 

uma altura do modelo igual à 6000m=H . As dimensões horizontais do modelo são defini-

das como 1 2 100 mL L= =  (Figura 48). 

As condições de contorno do modelo de elementos finitos são indicadas na Figura 48, e são 

consistentes com a hipótese oedométrica adotada na análise. O plano 3 0x =  define o substra-

to rígido, implicando na condição de restrição ao deslocamento vertical 33( 0, ) 0x t eξ = ⋅ = . 

Os deslocamentos normais ao longo das superfícies laterais definidas por 0ix =  e 
i ix L=  (
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1, 2i = ) são mantidos nulos ao longo da análise ( 0, ) ( , ) 0i ii i ix t e x L t eξ ξ= ⋅ = = ⋅ = . Durante 

a simulação numérica, a superfície superior permanece livre de tensões: 

33( ( ), ) 0T x H t t eσ= = ⋅ = . 

 
Figura 48: discretização espacial e condições de contorno mecânicas do problema. 

Foram realizados estudos acerca das discretizações temporais e espaciais. As análises foram 

realizadas para o modelo sem a evolução das propriedades elásticas e seus efeitos sobre o mo-

delo constitutivo (que condiz com o modelo M2), e suas conclusões foram extrapoladas para o 

modelo que contempla a evolução dos módulos elásticos (referente ao modelo M4). Os estu-

dos analisaram as respostas para as alturas da bacia sedimentar ao término do período de se-

dimentação sH  e o respectivo tempo de processamento. Ressalta-se que foi utilizado um es-

quema de integração numérica 3x3x3, com um total de 27 pontos para a quadratura gaussiana. 

A discretização temporal foi definida em três níveis para fixotδ : 500, 1000 e 10000 anos. 

Adicionalmente, o tempo característico de relaxação do material para os dados apresentados é 

constante igual a 0.675Mavp

reft∆ ≈ . A análise foi realizada para o período de sedimentação, 

igual a 60MasT = . Para a discretização espacial, a coluna com 6000m=H  foi testada para 

30, 60 e 120 elementos. A Tabela 35 apresenta as informações de cada malha, bem como o 

tempo total de processamento de cada análise. 

x3

x2x1 L2 L1

..
.

H(t)

Τ =0

..
.

elemento (camada) 1
elemento (camada) 2

elemento (camada) n
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Tabela 35: dados das malhas e dos tempos de processamento de cada análise. 

propriedades da malha tempo de processamento (h) 
elementos nós gdl 500 anosfixotδ =  1000 anosfixotδ =  10000 anosfixotδ =  

30 368 1104 16.64 10.76 1.22 
60 728 2184 40.31 21.05 2.34 

120 1448 4344 74.43 33.58 4.10 
A Tabela 36 apresenta, para cada discretização temporal e espacial, os tempos que delimitam 

as fases de comportamento bem como as alturas que caracterizam os domínios de comporta-

mento. 

Tabela 36: tempos que delimitam as fases de comportamento e alturas que caracterizam 
os domínios de comportamento para cada discretização temporal e espacial. 

 30 elementos 60 elementos 120 elementos 

fixo
tδ (anos) 500 1000 10000 500 1000 10000 500 1000 10000 
e

T  (Ma) 5.3315 5.3320 5.3400 5.2185 5.2190 5.2200 5.1625 5.1630 5.1700 
p

T  (Ma) 13.6640 13.6650 13.6500 13.5660 13.5660 13.5700 13.5120 13.5130 13.5100 
vp

T  (Ma) 43.1000 43.0000 43.0000 42.5000 42.5000 42.1000 41.9000 41.9000 41.5000 
e

H  (m) 532.40 532.45 533.24 521.13 521.18 521.28 515.54 515.59 516.29 
p

H  (m) 1120.09 1120.15 1118.96 1112.97 1112.98 1112.71 1110.04 1110.10 1109.52 
vp

H  (m) 2310.54 2307.29 2306.36 2290.71 2290.70 2275.86 2271.00 2270.99 2256.37 
s

H  (m) 2834.42 2834.44 2833.03 2835.12 2835.09 2833.10 2835.97 2835.95 2834.27 

 

A Tabela 37 apresenta as diferenças relativas obtidas entre as respostas numéricas, apresenta-

das na Tabela 36. Os dados são comparados ao estudo com a discretização temporal e espacial 

mais refinada ( 500 anosfixotδ =  e 120 elementos), considerada a mais precisa. 

Tabela 37: diferenças relativas entre as respostas. 

  30 elementos 60 elementos 120 elementos 

fixo
tδ (anos) 500 1000 10000 500 1000 10000 500 1000 10000 

e
T  3.27% 3.28% 3.44% 1.08% 1.09% 1.11% 0.00% 0.01% 0.15% 

p
T  1.12% 1.13% 1.02% 0.40% 0.40% 0.43% 0.00% 0.01% 0.01% 

vp
T  2.86% 2.63% 2.63% 1.43% 1.43% 0.48% 0.00% 0.00% 0.95% 

e
H  3.27% 3.28% 3.43% 1.08% 1.09% 1.11% 0.00% 0.01% 0.15% 

p
H  0.91% 0.91% 0.80% 0.26% 0.26% 0.24% 0.00% 0.01% 0.05% 

vp
H  1.74% 1.60% 1.56% 0.87% 0.87% 0.21% 0.00% 0.00% 0.64% 

s
H  0.05% 0.05% 0.10% 0.03% 0.03% 0.10% 0.00% 0.00% 0.06% 

 

Baseado nos resultados apresentados na Tabela 35, Tabela 36 e Tabela 37, foi escolhido a 

discretização temporal de 10000 anosfixotδ =  e a discretização espacial de 60 elementos. Essa 
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configuração apresentou um tempo de processamento reduzido e diferenças relativas médias 

inferiores a 1%. Assim, a malha do modelo consiste em uma coluna com 60n =  elementos 

hexaédricos com altura inicial de L=100m, regularmente distribuídos ao longo da altura. O 

modelo numérico corresponde a 728 nós, com 2184 graus de liberdade (correspondentes aos 

deslocamentos globais). 

Adicionalmente, os dados expostos na Tabela 37 permitem concluir preliminarmente que, 

para as configurações de discretização analisadas, o número de elementos na malha representa 

o fator preponderante sobre a precisão das respostas. Os percentuais das diferenças relativas 

se mantêm praticamente constantes para cada patamar de discretização espacial. A redução 

desses percentuais só é significativa para uma quantidade maior de elementos. 

6.3 OBSERVAÇÕES RELATIVAS AO MODELO SEMI-ANALÍTICO 

Conforme abordado na seção 4.2, o sistema não-linear EDP que descreve o comportamento 

mecânico da bacia sedimentar no período de acreção é manipulado e solucionado, a cada pas-

so de tempo, como um sistema não-linear EDO em um problema de valor de contorno. A so-

lução é obtida com uma técnica de diferenças finitas com extrapolação de Richardson. A roti-

na computacional do software MAPLE foi configurada para que a tolerância absoluta a erros 

para a solução seja de 10-6. O solucionador numérico utiliza internamente uma malha discreta 

de pontos para calcular a solução aproximada. Essa malha é ajustada (através de um algoritmo 

adaptativo) conforme maior precisão seja necessária. O número inicial de pontos da malha é 

de 128. 

Para o período de pós acreção, conforme a seção 4.3, o sistema não-linear que descreve o 

comportamento mecânico da bacia sedimentar é manipulado e solucionado como um sistema 

não-linear EDO em um problema de valor inicial. A solução é obtida por um algoritmo do 

método de Runge-Kutta Fehlberg, com acurácia de quinta ordem. O desvio para a solução é 

de 10-6. 

Para o período de acreção sedimentar, as soluções semi-analíticas desenvolvidas utilizam em 

seus processos temporais incrementais o mesmo 10000 anosfixotδ = . 
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6.4 ANÁLISE 1 – MÓDULOS ELÁSTICOS CONSTANTES 

A primeira análise compara as respostas da solução semi-analítica do modelo M2 às predições 

do simulador numérico de elementos finitos (MEF). Os tempos de processamentos das análi-

ses são apresentados na Tabela 38. 

Tabela 38: tempo total de análise dos modelos M2 e MEF (h). 
 M2 MEF 

tempo de análise 2.91 4.99 
 

Verifica-se que o processamento do modelo M2 foi 42% mais rápido que o modelo MEF. 

Na Figura 49, apresentam-se as leis de compactação gravitacional da bacia sedimentar 

( )t H t→  para os modelos M2 e MEF. A Tabela 39 apresenta um resumo dos tempos e altu-

ras que caracterizam as fases e os domínios de comportamento das respostas, bem com as 

diferenças relativas. 

 
Figura 49: leis de compactação gravitacional da bacia sedimentar, para os modelos 

M2 e MEF. 

eT pT vpT sT fT
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Tabela 39: tempos e alturas que caracterizam o problema mecânico, para os modelos 
M2 e MEF. 

 M2 MEF  
diferença 
relativa 

eT  (Ma) 5.10 5.22 2.35% 
pT  (Ma) 13.40 13.57 1.27% 
vpT  

(Ma) 
41.19 42.20 2.45% 

eH  (m) 509.20 521.28 2.37% 
pH  (m) 1103.29 1112.69 0.85% 
vpH  (m) 2247.42 2279.29 1.42% 
sH  (m) 2834.03 2833.10 0.03% 
fH  (m) 2736.79 2733.58 0.12% 

 

Verifica-se que as predições dos modelos M2 e MEF apresentam boa proximidade, o que re-

presenta um indicativo preliminar favorável à qualidade da hipótese simplificadora introduzi-

da na seção 4.2.4 (relativo à fase elástica-viscoplástico do período de acreção de sedimentos). 

Observa-se que a maior diferença percentual é de 2.45%, para o tempo vpT . 

No contexto de uma simulação numérica, um resultado “correto” depende de muitos fatores. 

A correta definição do modelo numérico, a discretização espacial e temporal, a tolerância da 

convergência dos processos iterativos, a precisão da máquina e o esquema numérico são fato-

res que tem grande influência sobre as predições. Na análise atual, parte das diferenças obser-

vadas entre as respostas M2 e MEF estão associadas a um cenário com três fatores: (a) discre-

tização espacial do modelo MEF; (b) respostas avaliadas nos pontos de Gauss do modelo 

MEF; (c) hipótese simplificadora do modelo M2 para a fase elástica-viscoplástica. 

Em relação ao fator (a), verifica-se na Tabela 36 que o aumento da discretização espacial 

aproxima as alturas que caracterizam as espessuras de cada domínio material, fato que tam-

bém repercutirá sobre os tempos que limitam as fases de comportamento. O fator (b) não foi 

mencionado no capítulo 6.1, e por isso é feita uma breve abordagem sobre o tema. As incóg-

nitas nodais do simulador, pertinentes à análise, correspondem aos deslocamentos. Todas as 

avaliações que se baseiam nesses valores nodais (como a convergência do algoritmo não-

linear) são feitas com a precisão estipulada para o algoritmo. No entanto, as avaliações de 

tensões e deformações são realizadas nos pontos de integração de Gauss, que estão distantes 

dos nós do modelo. Assim, as avaliações que dependem dessas respostas (como o cálculo dos 

critérios de plasticidade e viscoplasticidade) apresentarão pequenas discrepâncias, pois o si-
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mulador não possui uma rotina de extrapolação dos valores nos pontos de Gauss e suavização 

dessas respostas. Já o fator (c) é inerente ao processo de simplificação e será discutido ao lon-

go da análise. 

Por fim, o nível de compactação da bacia sedimentar ao término do período de análise corres-

ponde à 54.39%, que reforça a importância da modelagem no âmbito das grandes deforma-

ções. 

6.4.1 Análise global 

As predições dos modelos M2 e MEF para o perfil de partículas da bacia sedimentar são apre-

sentadas na Tabela 41 e na Tabela 42, para os tempos s
t T=  e f

t T= , respectivamente. As 

respostas são apresentadas para as posições que dividem os domínios de comportamento do 

material sedimentar, referenciadas ao modelo M2 (conforme a Tabela 40). Adicionalmente, 

para os perfis no tempo s
t T= , apresentam-se as predições para a coordenada 3 293.31mx = , 

que corresponde ao ponto médio da camada elasto-viscoplástica. As diferenças relativas entre 

as predições dos modelos M2 e MEF são apresentadas na Tabela 43 e na Tabela 44, para os 

tempos s
t T=  e f

t T= , respectivamente. 

Tabela 40: posições das fronteiras que dividem os domínios de comportamento do 
modelo M2 (m). 

3x  60 Mast T= =  120 Maft T= =  

( )H t  2834.03 2736.79 

( ) eH t H−  2324.83 2227.59 

( ) pH t H−  1730.74 1633.51 

( ) vpH t H−  586.61 * 

base 0.00 0.00 
*fronteira inexistente no período de pós-acreção 

A resposta global da bacia sedimentar é inicialmente apresentada da Figura 50 à Figura 52, 

que ilustram os perfis de jacobianos da transformação, da porosidade euleriana e da massa 

específica. 

No tempo st T= , no domínio elasto-viscoplástico, são observadas diferenças entre as respos-

tas M2 e MEF. Essas discordâncias são ocasionadas pela hipótese de simplificação descrita na 

seção 4.2.4. As predições para as componentes da dilatação volumétrica são pouco influenci-

adas por essa simplificação e apresentam diferenças relativas inferiores à 2% nesse domínio. 
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Já a porosidade euleriana apresenta a maior diferença relativa, que é inferior à 12% (que cor-

responde a uma diferença de ), no ponto médio do domínio elasto-viscoplástico. 

  
(a) (b) 

Figura 50: perfis de jacobianos da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e (b) em t=120 Ma. 
 

Em adição aos comentários acerca do modelo M2, feitos nos capítulos 4 e 5, verifica-se que a 

única evolução de todas a variáveis mecânicas nos domínios elástico e elastoplástico, entre 

t = 60Ma e t = 120Ma, são referentes à translação vertical dessas camadas, em função do 

efeito diferido da deformação no domínio elasto-viscoplástico. Por exemplo, a distribuição de 

J  e 
irJ  dentro dos domínios elástico e elastoplástico não apresenta variação entre os tempos 

st T=  e ft T= . A única variação desses dois domínios diz respeito ao deslocamento de corpo 

rígido nesse intervalo de tempo. 

  
(a) (b) 

Figura 51: perfis de porosidade euleriana da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e (b) em t=120 Ma. 

0.01390ϕ∆ =
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No período de pós-sedimentação, toda a evolução das variáveis mecânicas ocorre apenas no 

domínio elasto-viscoplástico. Em termos de J , 
irJ  e ϕ , verifica-se uma redução das intensi-

dades, no sentido do fechamentos dos poros em decorrência do adensamento do material se-

dimentar. 

  
(a) (b) 

Figura 52: perfis de massa específica da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e (b) em t=120 Ma. 

 

O perfil de massa específica apresenta diferenças entre as predições dos dois modelos. Ao 

comportamento da massa específica do modelo M2, abordado na seção 5.3.1, adiciona-se a 

uma característica do modelo MEF. Conforme exposto na seção 6.1, a hipótese de elasticida-

de infinitesimal  é imposta ao modelo numérico. Assim, a massa específica do modelo 

MEF é atualizada através da componente 
irJ . A soma dessas características produz as dife-

renças observadas, que são inferiores à 5% em ambos os tempos. 

À exceção da massa específica, após o término do período de acreção de sedimentos, as dife-

renças referentes à hipótese de simplificação são rapidamente dissipadas, não sendo mais ob-

servados após um intervalo de 3 Ma. Isso pode ser comprovado pela boa proximidade das 

respostas dos modelos M2 e MEF no tempo ft T= = 120 Ma. 

 

irJ J≈



156 

__________________________________________________________________________________________  
Formulação de soluções de referência para os processos de compactação em bacias sedimentares. 

Tabela 41: predições dos modelos M2 e MEF no perfil da bacia sedimentar em t=60 Ma. 

(m) 0 293.31 586.61 1730.74 2324.83 2834.03 
parâmetro M2 MEF M2 MEF M2 MEF M2 MEF M2 MEF M2 MEF 

 0.29283 0.29041 0.31036 0.31283 0.33965 0.33815 0.55648 0.55831 0.99612 0.96908 1.00000 0.99973 
 0.30226 0.30207 0.31871 0.32384 0.34713 0.34845 0.56043 0.56256 0.99882 0.97183 1.00000 1.00000 

 0.07366 0.07305 0.12147 0.13537 0.19339 0.19642 0.50039 0.50213 0.71967 0.71149 0.72000 0.72000 
(kg/m3) 2731.94 2648.42 2577.67 2470.35 2355.38 2295.94 1437.62 1422.27 803.12 823.63 800.00 800.00 
(MPa) -47.07683 -45.76414 -39.46294 -38.74839 -32.38424 -31.90997 -10.54456 -10.48018 -4.00752 -4.00250 0.00000 -0.39961 

(MPa) -23.08372 -22.43640 -19.33817 -18.98689 -15.85903 -15.62505 -5.14356 -5.11213 -1.97375 -1.96884 0.00000 -0.19682 

 0.49034 0.49026 0.49003 0.49000 0.48971 0.48966 0.48779 0.48779 0.49251 0.49190 * 0.49253 

(MPa) 59.13209 59.38780 44.83471 41.87570 32.42660 32.03308 10.54393 10.47927 4.00728 4.19275 4.00000 4.00000 
(MPa) 39.69976 39.83116 32.08629 30.44360 25.00799 24.77381 10.53834 10.48763 5.00700 5.18276 5.00000 5.00000 

*divisão por zero 

Tabela 42: predições dos modelos M2 e MEF no perfil da bacia sedimentar em t=120 Ma. 

(m) 0 1633.51 2227.59 2736.79 
parâmetro M2 MEF M2 MEF M2 MEF M2 MEF 

 0.28416 0.28319 0.55635 0.55911 0.99612 0.96994 1.00000 0.99975 
 0.29331 0.29456 0.56031 0.56334 0.99882 0.97268 1.00000 1.00000 

 0.04537 0.04942 0.50027 0.50276 0.71967 0.71175 0.72000 0.72000 
(kg/m3) 2815.35 2715.93 1437.93 1420.43 803.12 822.92 800.00 800.00 
(MPa) -47.07683 -45.77958 -10.54456 -10.43245 -4.00752 -3.98814 0.00000 -0.37548 

(MPa) -23.08112 -22.44183 -5.14354 -5.08874 -1.97375 -1.96185 0.00000 -0.18494 

 0.49029 0.49021 0.48779 0.48778 0.49251 0.49192 * 0.49253 

(MPa) 73.79289 71.16116 10.54829 10.45586 4.00728 4.18695 4.00000 4.00000 
(MPa) 47.07401 45.77688 10.54169 10.46926 5.00700 5.17727 5.00000 5.00000 

*divisão por zero 

3x s vp
H H− = s p

H H− = s e
H H− = s

H =

J

irJ

ϕ
ρ

vσ

hσ

h vσ σ

cp

vpp

3x f p
H H− = f e

H H− = f
H =

J

irJ

ϕ
ρ

vσ

hσ

h vσ σ

cp

vpp
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Tabela 43: diferenças relativas entre as respostas M2 e MEF em t=60 Ma. 

(m) 0 293.31 
=586.61 =1730.74 =2324.83 =2834.03 

 

0.83% 0.80% 0.44% 0.33% 2.71% 0.03% 

 

0.06% 1.61% 0.38% 0.38% 2.70% 0.00% 

 

0.83% 11.44% 1.57% 0.35% 1.14% 0.00% 
 

3.06% 4.16% 2.52% 1.07% 2.55% 0.00% 

 

2.79% 1.81% 1.46% 0.61% 0.13% * 

 

2.80% 1.82% 1.48% 0.61% 0.25% * 

 0.02% 0.01% 0.01% 0.00% 0.12% * 

 

0.43% 6.60% 1.21% 0.61% 4.63% 0.00% 

 

0.33% 5.12% 0.94% 0.48% 3.51% 0.00% 
*divisão por zero 

Tabela 44: diferenças relativas entre as respostas M2 e MEF em t=120 Ma. 

(m) 0 
1633.51 2227.59 2736.79 

 

0.34% 0.49% 2.63% 0.02% 

 

0.43% 0.54% 2.62% 0.00% 

 

8.92% 0.50% 1.10% 0.00% 
 

3.53% 1.22% 2.47% 0.00% 

 

2.76% 1.06% 0.48% * 

 

2.77% 1.07% 0.60% * 

 0.01% 0.00% 0.12% * 

 

3.57% 0.88% 4.48% 0.00% 

 

2.76% 0.69% 3.40% 0.00% 
*divisão por zero 

A sequência de análise da resposta global da bacia sedimentar é apresentada da Figura 53 à 

Figura 55, que ilustram os perfis de tensões, da razão de tensões e pressões de consolidação. 

Para o tempo st T= , os perfis de tensões e da razão de tensões apresentam pouca influência 

devido ao processo de simplificação e, por isso, são observadas diferenças relativas inferiores 

à 3% na base da bacia sedimentar (conforme a Tabela 43). O efeito da simplificação é visi-

velmente mais acentuado para as pressões de consolidação, que apresentam diferenças relati-

vas inferiores à 7% (6.60% para , 5.12% para ), no ponto médio da camada elasto-

viscoplástica. 

Para o tempo , todos os perfis apresentam pequenas diferenças relativas. Conforme a 

Tabela 44, para as componentes de tensão as diferenças relativas são inferiores à 4% na base 

3x
s vp

H H− s p
H H− s e

H H− s
H

J

irJ

ϕ
ρ

vσ

hσ

h vσ σ

cp

vpp

3x
f p

H H− = f e
H H− = f

H =

J

irJ

ϕ
ρ

vσ

hσ

h vσ σ

cp

vpp

cp vpp

f
t T=
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da bacia sedimentar. As pressões de consolidação apresentam diferenças relativas inferiores à 

5%, na fronteira elastoplástica, devido à diferença de altura da bacia sedimentar entre os mo-

delos M2 e MEF. As razões de tensões praticamente não apresentam diferenças relativas. 

  
(a) (b) 

Figura 53: perfis de tensões da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e (b) em t=120 Ma. 
 

Conforme os dados apresentados na Tabela 41 e Tabela 42, verifica-se que a componente ho-

rizontal de tensões apresenta uma pequena redução de intensidade entre os tempos st T=  e 

ft T= . Essa redução ocorre devido ao valor do parâmetro a . Segundo a análise realizada ao 

final da seção 4.3.1, para que a componente horizontal de tensão continue aumentando a sua 

intensidade no sentido da compressão, o valor desse parâmetro deve ser maior que 
2 3

3
a > ≈

1.1547, que é superior ao fixado para a presente análise ( a =1.1545). 

Uma característica observada nos perfis da razão de tensões diz respeito à pequena variação 

desse parâmetro ao longo da altura da bacia (intervalo de 0.4875 0.4925h vσ σ≤ ≤ ). A utili-

zação de valores constantes para o coeficiente de empuxo lateral (similar à 
h vσ σ ) é prática 

comum para as disciplinas que envolvem a análise de bacias sedimentares. 
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(a) (b) 

Figura 54: perfis das razões de tensões da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e (b) em t=120 Ma. 
 

  
(a) (b) 

Figura 55: perfis das pressões de consolidação plástica e viscoplástica da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e (b) 
em t=120 Ma. 

 

Por fim, destaca-se a variação das pressões de consolidação plástica e viscoplástica entre os 
tempos st T=  e ft T= , que apresenta um aumento médio de 22%. 
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6.4.2 Análise local 

As predições dos modelos M2 e MEF para as partículas localizadas na base da bacia sedimen-

tar são apresentadas na Tabela 45, para todos os tempos que delimitam as fases de comporta-

mento da bacia sedimentar. Na Tabela 46, apresenta-se as diferenças relativas da resposta 

MEF em relação à M2. Na Tabela 47, apresenta-se uma compilação de respostas e diferenças 

relativas para o tempo t=50.6Ma, que corresponde à metade da fase elástica-viscoplástico do 

período de deposição sedimentar. Essa última tabela foi apresentada para enriquecer a análise 

da hipótese simplificadora realizada nessa fase. 

A evolução temporal das componentes da dilatação volumétrica é apresentada na Figura 56. 

As respostas dos modelos apresentam sutis diferenças durante a fase elástica-viscoplástica. 

Segundo os dados da Tabela 47, a diferença percentual máxima na metade dessa fase é inferi-

or a 2%. Esse comportamento é resultado direto da hipótese de simplificação apresentada na 

seção 4.2.4. 

Para ambos os modelos, as respostas para  e  iniciam um sutil distanciamento entre si 

durante a fase elástica-plástica-viscoplástica, que indica o início da perda de validade da hipó-

tese de elasticidade infinitesimal ( ). Essa característica já foi observada e comentada 

para o modelo M2 e tem como causa a invariabilidade dos módulos elásticos em relação ao 

adensamento do material sedimentar. 

Os modelos apresentam o comportamento limite para a componente irreversível da dilatação 

volumétrica . Verifica-se que a compactação mecânica prevalece para 

, se estabilizando no tempo , quando  (e, consequentemente, ). A 

compactação químico-mecânica se distribui ao longo das fases elástica-plástica-viscoplástica 

e elástica-viscoplástica. Em um período inferior a 10 Ma após o término da deposição materi-

al sedimentar, as componentes ,  e  se estabilizam. 

J
irJ

irJ J≈

0.28cr

ir irJ J→ =

p
t T≤ vp

t T= 0p
d = 0pJ =ɺ

J
irJ

vpJ
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Tabela 45: respostas dos modelos M2 e MEF na base da bacia sedimentar. 

(Ma) 
 

     

parâmetro M2 MEF M2 MEF M2 MEF M2 MEF M2 MEF M2 MEF 
 1.00000 1.00000 0.99730 0.99758 0.55728 0.57000 0.34001 0.33962 0.29283 0.29041 0.28416 0.28319 

 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 0.56123 0.57419 0.34749 0.34985 0.30226 0.30207 0.29331 0.29456 
 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 0.56123 0.57419 0.38178 0.38243 0.38178 0.38236 0.38178 0.38236 
 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 0.91018 0.91481 0.79173 0.79002 0.76827 0.77038 

 0.72000 0.72000 0.72000 0.72000 0.50109 0.51227 0.19421 0.19965 0.07366 0.07305 0.04537 0.04942 
(kg/m3) 800.00 800.00 802.16 800.00 1435.55 1393.26 2352.87 2286.69 2731.94 2648.42 2815.35 2715.93 
(MPa) 0.00000 0.00000 -4.00024 -3.59663 -10.51660 -10.08479 -32.31959 -31.49540 -47.07683 -45.76414 -47.07683 -45.77958 

(MPa) 0.00000 0.00000 -1.97027 -1.77148 -5.12991 -4.91916 -15.82728 -15.42121 -23.08372 -22.43640 -23.08112 -22.44183 

(MPa) 4.00000 4.00000 4.00000 4.00000 10.51597 10.08369 32.31769 31.61289 59.13202 59.38780 73.79289 71.16116 
(MPa) 5.00000 5.00000 5.00000 5.00000 10.51683 10.18213 24.94335 24.52370 39.69972 39.83116 47.07401 45.77688 

(MPa) 0.00000 0.00000 2.64692 2.37986 6.92547 6.64104 21.32472 20.77928 31.08142 30.21231 31.07969 30.22108 
(MPa) 0.00000 0.00000 1.17200 1.05376 3.11001 2.98238 9.52185 9.28044 13.85243 13.46828 13.85393 13.47406 
(MPa) 980.39 980.39 980.39 980.39 980.39 980.39 980.39 980.39 980.39 980.39 980.39 980.39 
(MPa) 375.94 375.94 375.94 375.94 375.94 375.94 375.94 375.94 375.94 375.94 375.94 375.94 
 

 

t 0t = 5.10e
t T= = 13.47p

t T= = 41.19vp
t T= = 60s

t T= = 120f
t T= =

J

ir
J

pJ

vpJ

ϕ
ρ

v
σ

h
σ

c
p

vpp

p

q

K
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Tabela 46: diferenças relativas entre as respostas M2 e MEF. 

(Ma) 
 

     

 

0.00% 0.03% 2.28% 0.12% 0.83% 0.34% 

 

0.00% 0.00% 2.31% 0.68% 0.06% 0.43% 

 

0.00% 0.00% 2.31% 0.17% 0.15% 0.15% 

 

0.00% 0.00% 0.00% 0.51% 0.22% 0.27% 

 

0.00% 0.00% 2.23% 2.80% 0.83% 8.92% 
 

0.00% 0.27% 2.95% 2.81% 3.06% 3.53% 

 

* 10.09% 4.11% 2.55% 2.79% 2.76% 

 

* 10.09% 4.11% 2.57% 2.80% 2.77% 

 

0.00% 0.00% 4.11% 2.18% 0.43% 3.57% 

 

0.00% 0.00% 3.18% 1.68% 0.33% 2.76% 

 

* 10.09% 4.11% 2.56% 2.80% 2.76% 
 

* 10.09% 4.10% 2.54% 2.77% 2.74% 
 

0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 
 

0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 
*divisão por zero 

Tabela 47: respostas e diferenças relativas entre os modelos M2 e MEF na base da bacia 
sedimentar, em t=50.6 Ma. 

parâmetro M2 MEF dif. rel. % 
 0.30968 0.31324 1.15% 

 0.31806 0.32425 1.95% 
 0.38178 0.38236 0.15% 
 0.83311 0.84803 1.79% 

 0.11967 0.13646 14.04% 
(kg/m3) 2583.35 2467.23 4.49% 
(MPa) -39.69045 -38.63519 2.66% 

(MPa) -19.45005 -18.93125 2.67% 

(MPa) 45.24837 41.64892 7.95% 
(MPa) 32.31377 30.31732 6.18% 

(MPa) 26.19685 25.49923 2.66% 
(MPa) 11.68580 11.37607 2.65% 
(MPa) 980.39 980.39 0.00% 
(MPa) 375.94 375.94 0.00% 
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Figura 56: evoluções dos jacobianos na base da bacia sedimentar, para os modelos 

M2 e MEF. 

As evoluções da porosidade euleriana  e da massa específica  são 

apresentadas na Figura 57 e na Figura 58, respectivamente. Conforme esperado, a redução da 

porosidade e o aumento da massa específica são consequências diretas do adensamento do 

material. 

A evolução da porosidade euleriana apresenta boa aproximação entre os modelos M2 e MEF. 

Conforme a Tabela 47, uma diferença relativa de 14% (equivalente à ) é observa-

da durante a fase elástica-viscoplástica, consequência da hipótese de simplificação apresenta-

da na seção 4.2.4). Já no período de pós-acreção, a diferença relativa máxima observada é 

inferior à 9%, que corresponde à . 

Para a avaliação da evolução da massa específica é necessário ressaltar uma diferença essen-

cial para os dois modelos na forma de atualização dessa variável. No modelo M2, a massa 

específica é calculada através da dilatação volumétrica , conforme a equação (3). Base-

ado na hipótese de elasticidade infinitesimal ( ), o modelo MEF calcula a massa especí-

fica utilizando a componente irreversível da dilatação volumétrica . A sensível diferença 

observada na evolução de  e  ocasiona as diferenças observadas entre as predições de  

eT pT vpT sT fT

3( 0, )x tϕ = 3( 0, )x tρ =

0.01679ϕ∆ =

0.00405ϕ∆ =

J = Λ

irJ J≈

irJ

J
irJ ρ
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para os modelos M2 e MEF, que atingem diferenças relativas de 4.5% durante a fase elástica-

viscoplástica (Tabela 47). De forma geral, todas as respostas do modelo MEF serão afetadas 

por essa diferença, em função do equilíbrio de forças. 

 
Figura 57: evolução da porosidade euleriana na base da bacia sedimentar, para os 

modelos M2 e MEF. 

 
Figura 58: evolução da massa específica na base da bacia sedimentar, para os mode-

los M2 e MEF. 

eT pT vpT sT fT

eT pT vpT sT fT
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As evoluções do estado de tensões  e das pressões de consolidação  e 

 apresentadas na Figura 59 e na Figura 60, respectivamente. 

Como resultado direto da diferença observada na evolução da massa específica, as componen-

tes vertical e horizontal de tensões do modelo MEF apresentam ligeira redução em suas inten-

sidades. As diferenças relativas máximas observadas são inferiores à 3%, que equivale a dife-

renças inferiores à 1.5 MPa. 

Já as pressões de consolidação plástica e viscoplástica do modelo MEF apresentam diferenças 

cuja origem está relacionada à evolução da porosidade euleriana. Na metade da fase elástica-

viscoplástica do período de deposição sedimentar, a diferença relativa de 14% para a porosi-

dade euleriana produz diferenças relativas inferiores à 8% nas pressões de consolidação. Já no 

período de pós-deposição sedimentar, as diferenças relativas são inferiores à 4%. 

 
Figura 59: evoluções das tensões na base da bacia sedimentar, para os modelos M2 e 

MEF. 

3( 0, )x tσ = 3( 0, )cp x t=

3( 0, )vpp x t=

eT pT vpT sT fT
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Figura 60: evoluções das pressões de consolidação plástica e viscoplástica na base da 

bacia sedimentar, para os modelos M2 e MEF. 

A trajetória de tensões e a evolução dos módulos de compressão e cisalhamento são apresen-

tados na Figura 61 e na Figura 62, respectivamente. As trajetórias de tensões apresentam pe-

quenas diferenças, que tem origem nas diferenças observadas na evolução das componentes 

vertical e horizontal de tensão do modelo MEF. Conforme esperado, os módulos de compres-

são e cisalhamento são idênticos para as respostas M2 e MEF, não apresentando variações. 

 
Figura 61: evolução da trajetória de tensões na base da bacia sedimentar, para os 

modelos M2 e MEF. 

eT pT vpT sT fT
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Figura 62: evoluções dos módulos de compressão e cisalhamento na base da bacia 

sedimentar, para os modelos M2 e MEF. 

Como parte da avaliação do processo de simplificação do modelo M2, proposto na seção 

4.2.4, apresenta-se na Figura 63 a evolução do desvio para as partículas situadas na base da 

bacia sedimentar, conforme a definição apresentada na equação (171). 

 
Figura 63: evolução do desvio na base da bacia sedimentar, para o modelo M2. 

eT pT vpT sT fT
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O desvio apresenta valores muito pequenos, da ordem de 10-16. Avaliando em conjunto a evo-

lução do desvio na base da bacia sedimentar e as predições dos modelos, verifica-se que a 

hipótese de simplificação proposta na seção 4.2.4 produz resultados satisfatórios para a análi-

se em questão. Essa avaliação é estendida aos estudos do modelo M2, expostos nos capítulos 

4 e 5, que apresentam evoluções dos desvios de mesma ordem (10-16). Baseado nessas ponde-

rações, conclui-se que a simplificação proposta produz respostas satisfatórias à fase elástica-

viscoplástica do modelo M2. 

Adicionalmente, a evolução do critério viscoplástico é apresenta na Figura 64. A diferença 

observada na fase elástica-viscoplástica diz respeito à hipótese de simplificação, que impõe a 

condição  ao modelo M2. Já o modelo MEF, que não utiliza essa simplificação, apre-

senta uma evolução suave e não-linear. 

 
Figura 64: evoluções do critério viscoplástico na base da bacia sedimentar, para os 

modelos M2 e MEF. 

 

  

0vpf =ɺ

eT pT vpT sT fT
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6.5 ANÁLISE 2 – MÓDULOS ELÁSTICOS VARIÁVEIS 

A segunda análise compara as respostas da solução semi-analítica do modelo M4 às predições 

do simulador numérico de elementos finitos MEF. Os tempos de processamentos das análises 

são apresentados na Tabela 48. 

Tabela 48: tempo total de análise dos modelos M4 e MEF (h). 
 M4 MEF 

tempo de análise 21.11 13.21 
 

Nesse caso, o tempo total de análise da solução semi-analítica superou em 60% o tempo de 

processamento do modelo MEF. O menor tempo de processamento do modelo MEF está rela-

cionado à discretização do modelo de elementos finitos, que é razoavelmente pequena (60 

elementos finitos). 

Na Figura 65, apresentam-se as leis de compactação gravitacional da bacia sedimentar 

( )t H t→  para os modelos M4 e MEF. A Tabela 49 apresenta um resumo dos tempos e altu-

ras que caracterizam as fases e os domínios de comportamento das respostas, bem com as 

diferenças relativas. 

 
Figura 65: lei de compactação gravitacional da bacia sedimentar, para os modelos 

M4 e MEF. 

eT pT vpT sT fT
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Tabela 49: tempos e alturas que caracterizam o problema mecânico, para os modelos 
M4 e MEF. 

 M4 MEF 
diferença 
relativa 

eT  (Ma) 5.10 5.22 2.35% 
pT  (Ma) 13.47 13.55 0.59% 
vpT  (Ma) 41.19 40.90 0.70% 
eH  (m) 509.20 521.28 2.37% 
pH  (m) 1108.30 1112.56 0.38% 
vpH  (m) 2260.88 2247.36 0.60% 
sH  (m) 2861.84 2860.57 0.04% 
fH  (m) 2763.99 2762.95 0.04% 

 

Assim como na análise da seção anterior, verifica-se que as predições dos modelos M4 e MEF 

apresentam boa proximidade. Mais uma vez, isso é um indicativo preliminar favorável à qua-

lidade da hipótese simplificadora introduzida na seção 4.2.4 (relativo à fase elástica-

viscoplástico do período de acreção de sedimentos). A maior diferença percentual observada 

foi de 2.37%, para a altura 
eH . 

As conclusões da análise anterior são extrapoladas à análise atual, sendo parte das diferenças 

relativas observadas creditadas à discretização espacial do modelo MEF. Os outros dois fato-

ras, relativos às respostas avaliadas nos pontos de Gauss do modelo MEF e à hipótese simpli-

ficado do modelo M4, também desempenham significativo. 

O nível de compactação da bacia sedimentar ao término do período de análise corresponde à 

53.93%, inferior ao observado na análise anterior (54.39%). Esse resultado condiz com as 

observações do comportamento dos modelos M2 e M4, apresentadas no capítulo 5.  

6.5.1 Análise global 

As predições dos modelos M4 e MEF para o perfil de partículas da bacia sedimentar são apre-

sentadas na Tabela 51 e na Tabela 52, para os tempos s
t T=  e f

t T= , respectivamente. As 

respostas são apresentadas para as posições que dividem os domínios de comportamento do 

material sedimentar, referenciadas ao modelo M4 (conforme a Tabela 50). Adicionalmente, 

para os perfis no tempo s
t T= , apresentam-se as predições para a coordenada 3 300.48mx = , 

que corresponde ao ponto médio da camada elasto-viscoplástica. As diferenças relativas entre 
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as predições dos modelos M4 e MEF são apresentadas na Tabela 53 e na Tabela 54, para os 

tempos s
t T=  e f

t T= , respectivamente. 

Tabela 50: posições das fronteiras que dividem os domínios de comportamento do 
modelo M4 (m). 

3x  60 Mast T= =  120 Maft T= =  

( )H t  2861.84 2763.99 

( ) eH t H−  2352.64 2254.79 

( ) pH t H−  1753.44 1655.69 

( ) vpH t H−  600.96 * 

base 0.00 0.00 
*fronteira inexistente no período de pós-acreção 

A resposta global da bacia sedimentar é inicialmente apresentada da Figura 66 à Figura 68, 

que ilustram os perfis de jacobianos da transformação, da porosidade euleriana e da massa 

específica. 

  
(a) (b) 

Figura 66: perfis de jacobianos da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e (b) em t=120 Ma. 
 

Para o tempo , as três variáveis apresentam boa proximidade entre as predições do mode-

lo M4 e MEF. No domínio elasto-viscoplástico, a hipótese de simplificação apresenta peque-

na influência sobre as respostas. A maior diferença relativa observada corresponde à porosi-

dade euleriana na base da bacia, que apresenta valores inferiores à 12% (que corresponde à 

). Dilatações volumétricas e massa específica apresentam diferenças relativas 

inferiores à 3%. Para o tempo , as três variáveis apresentam diferenças relativas inferio-

st T=

0.00876ϕ∆ =

ft T=
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res à 3%, à exceção da porosidade euleriana que reduz de 11.90% (para o tempo ) para 

3.59%. 

  
(a) (b) 

Figura 67: perfis de porosidade euleriana da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e (b) em t=120 Ma. 
 

Conforme observado anteriormente, a influência do adensamento sobre os módulos elásticos 

do material sedimentar atua favoravelmente em relação à hipótese das deformações elásticas 

infinitesimais. Esse efeito pode ser observado na proximidade das componentes J  e 
irJ . Os 

perfis da massa específica também comprovam esse efeito, apresentando uma boa proximida-

de entre os modelos M4 e MEF. 

  
(a) (b) 

Figura 68: perfis de massa específica da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e (b) em t=120 Ma. 

st T=
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Tabela 51: predições dos modelos M4 e MEF no perfil da bacia sedimentar em t=60 Ma. 

3x  (m) 0 300.48 s vpH H− = 600.96 s pH H− = 1753.44 s eH H− = 2352.64 sH = 2861.84 
parâmetro M4 MEF M4 MEF M4 MEF M4 MEF M4 MEF M4 MEF 

J  0.30165 0.29828 0.31789 0.31962 0.34612 0.34504 0.55713 0.55897 0.99704 0.96951 1.00000 0.99963 

irJ  0.30226 0.29943 0.31865 0.32106 0.34713 0.34673 0.55882 0.56064 0.99973 0.97210 1.00000 1.00000 
ϕ  0.07365 0.06489 0.12130 0.12787 0.19339 0.19244 0.49894 0.50047 0.71993 0.71157 0.72000 0.72000 
ρ (kg/m3) 2652.04 2671.73 2516.59 2491.77 2311.35 2307.31 1435.93 1427.01 802.38 823.38 800.00 800.00 

vσ (MPa) -47.07671 -46.52253 -39.48266 -39.27102 -32.38381 -32.21582 -10.60160 -10.54409 -4.00187 -4.00635 0.00000 -0.54327 

hσ (MPa) -39.20929 -39.14559 -31.01139 -30.61026 -23.48727 -23.37986 -5.90974 -5.87172 -1.97113 -1.98139 0.00000 -0.26758 

h vσ σ  0.83288 0.84143 0.78570 0.77946 0.72528 0.72573 0.55744 0.55687 0.49255 0.49456 * 0.49254 

cp (MPa) 59.13480 62.90624 44.87238 43.43562 32.42680 32.55852 10.60106 10.54358 4.00164 4.19088 4.00000 4.00000 

vpp (MPa) 39.70116 41.63428 32.10702 31.31210 25.00811 25.08577 10.58223 10.53740 5.00157 5.18099 5.00000 5.00000 

K (MPa) 20797.40 22656.08 14101.28 13472.14 9042.95 9091.49 2466.36 2452.21 980.75 1021.43 980.39 980.39 
µ (MPa) 1772.60 1799.73 1630.31 1611.38 1430.78 1433.31 749.18 746.33 376.05 388.80 375.94 375.94 

*divisão por zero 
Tabela 52: predições dos modelos M4 e MEF no perfil da bacia sedimentar em t=120 Ma. 

3x  (m) 0 f pH H− = 1655.69 f eH H− = 2254.79 fH = 2763.99 
parâmetro M4 MEF M4 MEF M4 MEF M4 MEF 

J  0.29286 0.29277 0.55672 0.55844 0.99704 0.96987 1.00000 0.99974 

irJ  0.29331 0.29381 0.55841 0.56011 0.99973 0.97245 1.00000 1.00000 
ϕ  0.04537 0.04700 0.49857 0.49997 0.71993 0.71168 0.72000 0.72000 
ρ (kg/m3) 2731.68 2722.86 1436.99 1428.39 802.38 823.09 800.00 800.00 

vσ (MPa) -47.07671 -46.54252 -10.60160 -10.53516 -4.00187 -4.00059 0.00000 -0.39220 

hσ (MPa) -40.38087 -40.04965 -5.91101 -5.86876 -1.97113 -1.97852 0.00000 -0.19317 

h vσ σ  0.85777 0.86050 0.55756 0.55706 0.49255 0.49456 * 0.49254 

cp (MPa) 73.79685 72.71053 10.61579 10.56372 4.00164 4.18850 4.00000 4.00000 

vpp (MPa) 47.07595 46.54168 10.59354 10.55274 5.00157 5.17874 5.00000 5.00000 

K (MPa) 28083.14 27542.57 2469.86 2456.91 980.75 1020.92 980.39 980.39 
µ (MPa) 1861.35 1856.14 749.88 747.26 376.05 388.64 375.94 375.94 
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Tabela 53: diferenças relativas entre as respostas M4 e MEF em t=60 Ma. 

3x  (m) 0 300.48 
s vpH H−

=600.96 

s pH H−
=1753.44 

s eH H−
=2352.64 

sH

=2861.84 
J  1.12% 0.54% 0.31% 0.33% 2.76% 0.04% 

irJ  0.94% 0.76% 0.12% 0.33% 2.76% 0.00% 
ϕ  11.90% 5.42% 0.49% 0.31% 1.16% 0.00% 
ρ  0.74% 0.99% 0.17% 0.62% 2.62% 0.00% 

 1.18% 0.54% 0.52% 0.54% 0.11% * 

 0.16% 1.29% 0.46% 0.64% 0.52% * 

h vσ σ  1.03% 0.79% 0.06% 0.10% 0.41% * 

 6.38% 3.20% 0.41% 0.54% 4.73% 0.00% 

 4.87% 2.48% 0.31% 0.42% 3.59% 0.00% 
K 8.94% 4.46% 0.54% 0.57% 4.15% 0.00% 
µ

 

1.53% 1.16% 0.18% 0.38% 3.39% 0.00% 
*divisão por zero 

Tabela 54: diferenças relativas entre as respostas M4 e MEF em t=120 Ma. 

3x  (m) 0 
f pH H− =

1655.69 

f eH H− =
2254.79 

fH =
2763.99 

J
 

0.03% 0.31% 2.73% 0.03% 

irJ
 

0.17% 0.30% 2.73% 0.00% 
ϕ

 

3.59% 0.28% 1.15% 0.00% 
ρ

 

0.32% 0.60% 2.58% 0.00% 

 

1.13% 0.63% 0.03% * 

 

0.82% 0.71% 0.37% * 

h vσ σ  0.32% 0.09% 0.41% * 

 

1.47% 0.49% 4.67% 0.00% 

 1.13% 0.39% 3.54% 0.00% 
K 1.92% 0.52% 4.10% 0.00% 
µ

 

0.28% 0.35% 3.35% 0.00% 
*divisão por zero 

A sequência de análise da resposta global da bacia sedimentar é apresentada da Figura 69 à 

Figura 71, que ilustram os perfis de tensões, da razão de tensões e pressões de consolidação. 

No tempo st T= , os modelos M4 e MEF apresentam boa proximidade entre as predições para 

os perfis de tensões e razão de tensões. A maior diferença percentual é inferior à 1.30%. Os 

perfis das pressões de consolidação também apresentam boa proximidade, porém as diferen-

ças relativas apresentam valores maiores, que são inferiores à 7% na base da bacia. 

vσ

hσ

cp

vpp

vσ

hσ

cp

vpp
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De forma geral, no tempo 
ft T= , os dois modelos apresentam boa proximidade entre as res-

postas para todas as variáveis. As máximas diferenças relativas são inferiores à 5%, para todas 

as variáveis. 

  
(a) (b) 

Figura 69: perfis de tensões da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e (b) em t=120 Ma. 
 

Para o modelo M4, as condições sobre a são muito complexas e não podem ser previamente 

determinadas. Assim, um valor é inicialmente fixado e a condição 0hσ <ɺ  é posteriormente 

determinada. Para a análise em questão, o valor de a promoveu um aumento na intensidade da 

componente horizontal de tensão no período de pós-sedimentação. 

  
(a) (b) 

Figura 70: perfis das razões de tensões da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e (b) em t=120 Ma. 
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(a) (b) 

Figura 71: perfis das pressões de consolidação plástica e viscoplástica da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e (b) 
em t=120 Ma. 

 

Na Figura 72, apresenta-se os perfis para os módulos de compressão e cisalhamento da bacia 

sedimentar. As respostas dos dois modelos apresentam boa proximidade para ambas as variá-

veis. Os perfis ressaltam o aumento de rigidez do material sedimentar devido ao adensamento 

e a evolução dessas variáveis no período de pós-sedimentação. 

  
(a) (b) 

Figura 72: perfis dos módulos de compressão e cisalhamento da bacia sedimentar (a) em t=60 Ma e  
(b) em t=120 Ma. 
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6.5.2 Análise local 

As predições dos modelos M4 e MEF para as partículas localizadas na base da bacia sedimen-

tar são apresentadas na Tabela 55, para todos os tempos que delimitam as fases de comporta-

mento da bacia sedimentar. Na Tabela 56, apresenta-se as diferenças relativas da resposta 

MEF em relação à M4. Na Tabela 57, apresenta-se uma compilação de respostas e diferenças 

relativas para o tempo t=50.6Ma. 

A evolução temporal das componentes da dilatação volumétrica é apresentada na Figura 73. 

Como resultado da hipótese de simplificação, as respostas dos modelos apresentam sutis dife-

renças durante a fase elástica-viscoplástica. Na Tabela 57, observa-se diferenças percentuais 

máximas inferiores a 1.2%, na metade dessa fase. 

Devido ao aumento de rigidez dos módulos elástico em função do adensamento do material, 

as respostas para  e  são praticamente iguais. Essa característica reforça a validade da 

hipótese de elasticidade infinitesimal ( ), sob a qual o modelo MEF está baseado. 

Após o período de acreção de sedimentos, as componentes ,  e  rapidamente se esta-

bilizam. A componente irreversível da dilatação volumétrica apresenta o comportamento as-

sintótico em relação ao seu valor crítico . 

 
Figura 73: evoluções dos jacobianos na base da bacia sedimentar, para os modelos 

M4 e MEF. 

J
irJ

irJ J≈

J
irJ

vpJ

0.28cr

ir irJ J→ =

eT pT vpT sT fT
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Tabela 55: respostas dos modelos M4 e MEF na base da bacia sedimentar. 

(Ma) 
 

     

parâmetro M4 MEF M4 MEF M4 MEF M4 MEF M4 MEF M4 MEF 
 1.00000 1.00000 0.99730 0.99758 0.55796 0.57013 0.34647 0.34498 0.30166 0.29829 0.29286 0.29277 

 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 0.55965 0.57219 0.34748 0.34666 0.30226 0.29945 0.29331 0.29381 
 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 0.55965 0.57219 0.38178 0.38034 0.38178 0.38034 0.38178 0.38034 
 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 0.91018 0.91144 0.79173 0.78731 0.76827 0.77248 

 0.72000 0.72000 0.72000 0.72000 0.49969 0.51057 0.19421 0.19229 0.07365 0.06494 0.04537 0.04700 
(kg/m3) 800.00 800.00 802.16 800.00 1433.80 1398.14 2309.02 2307.73 2652.04 2671.60 2731.68 2722.86 
(MPa) 0.00000 0.00000 -4.00024 -3.59663 -10.57205 -10.15076 -32.31955 -31.81881 -47.07671 -46.50831 -47.07671 -46.54252 

(MPa) 0.00000 0.00000 -1.97027 -1.77148 -5.89027 -5.61282 -23.42074 -23.08703 -39.20928 -39.13123 -40.38087 -40.04965 

(MPa) 4.00000 4.00000 4.00000 4.00000 10.57150 10.14921 32.31852 32.57487 59.13474 62.88484 73.79685 72.71053 
(MPa) 5.00000 5.00000 5.00000 5.00000 10.55953 10.23299 24.94385 25.09574 39.70113 41.62339 47.07595 46.54168 

(MPa) 0.00000 0.00000 2.64692 2.37986 7.45086 7.12547 26.38701 25.99763 41.83175 41.59026 42.61281 42.21394 
(MPa) 0.00000 0.00000 1.17200 1.05376 2.70302 2.61998 5.13773 5.04129 4.54227 4.25916 3.86585 3.74866 
(MPa) 980.39 980.39 980.39 980.39 2459.33 2359.51 9002.98 9097.56 20797.38 22662.69 28083.14 27561.88 
(MPa) 375.94 375.94 375.94 375.94 747.78 727.50 1428.61 1433.67 1772.59 1799.74 1861.35 1856.30 
 

 

 

t 0t = 5.10e
t T= = 13.47p

t T= = 41.19vp
t T= = 60s

t T= = 120f
t T= =

J

ir
J

pJ

vpJ

ϕ
ρ

v
σ

h
σ
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p

vpp

p

q
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Tabela 56: diferenças relativas entre as respostas M4 e MEF. 

(Ma) 
 

     

 

0.00% 0.03% 2.18% 0.43% 1.12% 0.03% 

 

0.00% 0.00% 2.24% 0.24% 0.93% 0.17% 

 

0.00% 0.00% 2.24% 0.38% 0.38% 0.38% 

 

0.00% 0.00% 0.00% 0.14% 0.56% 0.55% 

 

0.00% 0.00% 2.18% 0.99% 11.83% 3.60% 
 

0.00% 0.27% 2.49% 0.06% 0.74% 0.32% 

 

* 10.09% 3.98% 1.55% 1.21% 1.13% 

 

* 10.09% 4.71% 1.42% 0.20% 0.82% 

 

0.00% 0.00% 3.99% 0.79% 6.34% 1.47% 

 

0.00% 0.00% 3.09% 0.61% 4.84% 1.13% 

 

* 10.09% 4.37% 1.48% 0.58% 0.94% 
 

* 10.09% 3.07% 1.88% 6.23% 3.03% 
 

0.00% 0.00% 4.06% 1.05% 8.97% 1.86% 
 

0.00% 0.00% 2.71% 0.35% 1.53% 0.27% 
*divisão por zero 

Tabela 57: respostas e diferenças relativas entre os modelos M4 e MEF na base da bacia 
sedimentar, em t=50.6 Ma. 

parâmetro M4 MEF dif. rel. % 
 0.31729 0.31907 0.56% 

 0.31805 0.32051 0.77% 
 0.38178 0.38034 0.38% 
 0.83308 0.84267 1.15% 

 0.11963 0.12636 5.63% 
(kg/m3) 2521.36 2496.08 1.00% 
(MPa) -39.69429 -39.15910 1.35% 

(MPa) -31.23918 -30.56944 2.14% 

(MPa) 45.25722 43.75131 3.33% 
(MPa) 32.31864 31.48775 2.57% 

(MPa) 34.05755 33.43266 1.83% 
(MPa) 4.88156 4.95925 1.59% 
(MPa) 14271.20 13610.98 4.63% 
(MPa) 1635.16 1615.70 1.19% 

 

As evoluções da porosidade euleriana  e da massa específica  são 

apresentadas na Figura 74 e na Figura 75, respectivamente. A redução da porosidade euleriana 

e o aumento da massa específica, novamente, são consequências diretas do adensamento do 

material sedimentar. 
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Ao término do período de acreção, a porosidade euleriana apresenta a maior diferença percen-

tual da análise, que é inferior à 12% (equivalente à ). Devido à proximidade 

entre a dilatação volumétrica e a sua componente irreversível ( ), a diferença relativa 

entre os modelos para a massa específica é inferior à 2.5% durante toda a análise. 

 
Figura 74: evolução da porosidade euleriana na base da bacia sedimentar, para os 

modelos M4 e MEF. 

 
Figura 75: evolução da massa específica na base da bacia sedimentar, para os mode-

los M4 e MEF. 

0.00871ϕ∆ =

irJ J≈

eT pT vpT sT fT

eT pT vpT sT fT
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As evoluções do estado de tensões  e das pressões de consolidação  e 

 na base da bacia sedimentar são apresentadas na Figura 76 e na Figura 77, res-

pectivamente. 

De forma geral, os modelos M4 e MEF apresentam uma boa proximidade entre as predições 

para as componentes de tensão. As maiores discrepâncias observadas dizem respeito aos tem-

pos  e . A diferença existente entre os modelos para o tempo , aliada à atualização 

da massa por  no modelo MEF, produzem pequenas diferenças que afetam o equilíbrio do 

modelo MEF. Em consequência, as respostas das componentes de tensão apresentam peque-

nas diferenças. Com o rápido decaimento na fase elástica-plástica, a componente irreversível 

da dilatação volumétrica  apresenta uma pequena diferença relativa no tempo , que 

novamente afetam a evolução da massa específica e do equilíbrio do modelo MEF. 

 
Figura 76: evoluções das tensões na base da bacia sedimentar, para os modelos M4 e 

MEF. 

As predições dos modelos para as pressões de consolidação apresentam boa proximidade ao 

longo da análise. A maior diferença relativa observada (inferior à 7%) diz respeito à compo-

nente plástica, no final do período de deposição sedimentar. 

3( 0, )x tσ = 3( 0, )cp x t=

3( 0, )vpp x t=

e
T

p
T

e
T

irJ

irJ
p

T

eT pT vpT sT fT



182 

__________________________________________________________________________________________ 
Formulação de soluções de referência para modelagem dos processos de compactação em bacias sedimentares. 

 
Figura 77: evoluções das pressões de consolidação plástica e viscoplástica na base da 

bacia sedimentar, para os modelos M4 e MEF. 

A trajetória de tensões e a evolução dos módulos de compressão e cisalhamento são apresen-

tados na Figura 78 e na Figura 79, respectivamente.  

Assim como na análise anterior, as trajetórias de tensões apresentam pequenas diferenças rela-

tivas, inferiores à 5% (à exceção do tempo , onde a diferença é de aproximadamente 10%). 

A causa dessas observações diz respeito às diferenças na evolução das componentes vertical e 

horizontal de tensão do modelo MEF. 

 
Figura 78: evolução da trajetória de tensões na base da bacia sedimentar, para os 

modelos M4 e MEF. 

eT pT vpT sT fT
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A evolução dos módulos de compressão e cisalhamento apresentam boa proximidade. Em 

específico, o módulo de compressão apresenta as maiores discordâncias. Ao longo da análise, 

as diferenças relativas são inferiores à 5%, à exceção do tempo final do período de acreção de 

sedimentos, onde a diferença relativa é de 9%. Já o módulo de cisalhamento apresenta dife-

renças inferiores à 3% ao longo da análise. 

 
Figura 79: evoluções dos módulos de compressão e cisalhamento na base da bacia 

sedimentar, para os modelos M4 e MEF. 

A primeira avaliação do processo de simplificação do modelo M4, proposto na seção 4.2.4, é 

apresentada na Figura 80, e trata sobre a evolução do desvio para as partículas situadas na 

base da bacia sedimentar, conforme a definição apresentada na equação (171). 

eT pT vpT sT fT
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Figura 80: evolução do desvio na base da bacia sedimentar, para o modelo M4. 

O desvio apresenta comportamento e valores próximos à análise do modelo M2, na seção 6.4. 

Da avaliação conjunta da evolução do desvio na base da bacia sedimentar e das predições dos 

modelos, verifica-se que a hipótese de simplificação proposta na seção 4.2.4 produz resulta-

dos satisfatórios, que são melhores que os observados na seção 6.4. 

Essa avaliação é estendida aos estudos do modelo M4, expostos no capítulo 5, que apresentam 

evoluções dos desvios de mesma ordem (10-16). Assim, conclui-se que a simplificação propos-

ta produz respostas satisfatórias à fase elástica-viscoplástica do modelo M4. 
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7. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

O presente capítulo apresenta as conclusões acerca dos modelos desenvolvidos, bem como as 

sugestões para os trabalhos futuros a respeito da modelagem de soluções de referência para os 

processos de compactação em bacias sedimentares. 

7.1 CONCLUSÕES 

O trabalho abordou a formulação de soluções semi-analíticas para a simulação dos processos 

de sedimentação e compactação em bacias sedimentares em grandes deformações, que servem 

como referência e benchmarks de modelos e simuladores. O cenário teórico foi baseado em 

uma descrição simplificada dos processos geológicos, da geometria do problema e do com-

portamento constitutivo do material sedimentar. As equações de campo que descrevem a evo-

lução do estado mecânico da bacia sedimentar foram descritas cuidadosamente e as soluções 

para os sistemas de equações diferenciais parciais foram obtidos utilizando os recursos do 

software MAPLE. 

De fato, há uma lacuna de soluções de referência relevantes para o campo da simulação de 

bacias sedimentares que incorporem características essenciais da deformação dos sedimentos 

induzidas por processos de compactação. A esse respeito, ênfase especial foi dedicada à mo-

delagem constitutiva, formulada ao nível do meio poroso, com o objetivo de considerar o au-

mento de rigidez e o endurecimento associados ao adensamento do material sedimentar. 

Do ponto de vista do modelo constitutivo, a equação de estado do material sedimentar foi 

formulada no contexto do acoplamento plástico-viscoplástico em grandes deformações. Em 

escala macroscópica, a compactação puramente mecânica, que predomina nas camadas supe-

riores de uma bacia sedimentar, foi modelada por meio de deformações plásticas independen-

tes do tempo. Já a componente viscoplástica do comportamento se destinou a lidar com a de-

formação diferida, resultado da compactação químico-mecânica que prevalece em camadas 

mais profundas. A modelagem acoplada proposta é capaz de contabilizar automaticamente, 

através da componente irreversível do jacobiano da transformação, a deformação ao longo das 

camadas intermediárias, onde os dois processos de compactação ocorrem simultaneamente. 

Uma das principais vantagens da adoção do cenário oedométrico simplificado foi permitir a 
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investigação e a interpretação clara do papel de cada propriedade relevante do modelo na evo-

lução mecânica da bacia sedimentar. 

Embora as análises se refiram principalmente a problemas acadêmicos e não a bacias reais, as 

simulações mostraram-se capaz de capturar com precisão características fundamentais da de-

formação da bacia nos períodos acreção e pós-deposição sedimentar da bacia. As simulações 

abordaram a resposta geral da bacia, como a previsão da lei de compactação gravitacional, 

perfis de tensões e de porosidade, bem como a evolução no tempo dos parâmetros mecânicos 

relevantes na base da bacia. 

O primeiro modelo desenvolvido, denominado M1, teve como propósito a obtenção de solu-

ções analíticas que ilustrassem as variações espaciais e temporais dos parâmetros que caracte-

rizam o comportamento mecânico da bacia sedimentar. A utilização de leis de endurecimento 

simplificadas, com módulos de endurecimento constantes, viabilizou o desenvolvimento ana-

lítico em detrimento de um comportamento físico mais próximo à realidade, como observado 

no valor assintótico da lei de compactação gravitacional na fase elástica-viscoplástica do perí-

odo de acreção de sedimentos, na variação negativa da porosidade euleriana e no ilimitado 

aumento da massa específica. O modelo também ignorou qualquer efeito do adensamento 

sobre os módulos elásticos do material sedimentar. 

O modelo M2 foi o primeiro a utilizar as leis de endurecimento plástico e viscoplástico basea-

das na análise micromecânica, no contexto das grandes deformações irreversíveis, que previ-

nem o desenvolvimento de porosidades negativas ao material sedimentar. A utilização dessas 

leis proporcionou ao modelo um comportamento físico mais próximo à realidade em detri-

mento à sua formulação, que passa a ter solução numérica. No período de deposição sedimen-

tar, a solução numérica foi obtida a cada passo de tempo em um esquema incremental. Já no 

período de pós-sedimentação, a solução numérica foi obtida de forma contínua. A compara-

ção entre as respostas M1 e M2 demonstrou a grande diferença de comportamento dos mode-

los. Tanto na análise local quanto na análise global as respostas M2 para a variação da porosi-

dade euleriana e da massa específica apresentam tendências finitas aos seus valores, que cor-

respondem às observações físicas. O modelo M2 apresentou uma sensível separação entre a 

dilatação volumétrica e a sua componente irreversível, evidenciando o início da perda de vali-

dade da hipótese de deformações elásticas infinitesimais. Essa ocorrência foi relacionada à 

ausência enrijecimento dos módulos elásticos em função do adensamento do material sedi-

mentar. 
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Em adição às características do modelo M2, os modelos M3 e M4 incorporaram às suas for-

mulações os efeitos do adensamento sobre os módulos elásticos do material sedimentar, de-

correntes das grandes deformações. O modelo M3, que considerou apenas o efeito sobre os 

módulos de compressão e cisalhamento do material sedimentar, não possui justificativa teóri-

ca e foi apresentado apenas para demonstrar a evolução do comportamento entre as respostas 

M2 e M4. O modelo M4 considerou o efeito do adensamento do material sedimentar sobre os 

módulos de compressão e cisalhamento, bem como no termo adicional da equação de estado. 

A comparação entre as respostas M2, M3 e M4 demonstrou que o principal efeito produzido 

pelo adensamento se dá sobre o comportamento da componente horizontal de tensão, que 

apresenta intensidades maiores para o modelo M4. Para o modelo M2, observou-se que, em 

função do distanciamento entre a dilatação volumétrica e sua componente irreversível, a mas-

sa específica apresenta sensível diferença em relação aos modelos M3 e M4. 

Com o objetivo de confirmar a correção e precisão dos modelos M2 e M4, suas as predições 

foram comparadas às do simulador numérico de bacias sedimentares desenvolvido por Brüch 

(2016). O simulador (que incorpora em seu algoritmo os mesmos modelos utilizados para o 

desenvolvimento das soluções) atuou como uma ferramenta auxiliar, possibilitando a análise 

da qualidade da hipótese simplificadora da fase elástica-viscoplástica do período de acreção. 

Parte das diferenças observadas entre as respostas dos modelos M2, M4 e MEF foram associ-

adas à discretização espacial do modelo numérico, à avaliação de respostas nos pontos de 

Gauss do modelo numérico e à hipótese simplificadora para ambos os modelos semi-

analíticos. 

A comparação entre as predições dos modelos M2 e MEF revelou pequenas diferenças, que 

são associadas a um motivo adicional. Conforme observado, a ausência de enrijecimento dos 

módulos elásticos do material sedimentar no modelo M2 provoca um distanciamento entre a 

dilatação volumétrica e sua componente irreversível. Essa característica entra em conflito com 

a hipótese de deformações elásticas infinitesimais, utilizada pelo simulador numérico de ele-

mentos finitos para a atualização da massa específica em função da componente irreversível 

da dilatação volumétrica. Consequentemente, o equilíbrio de forças do modelo MEF é afeta-

do, ocasionando pequenas diferenças em praticamente todas as respostas. Já a comparação 

entre as predições dos modelos M4 (que incorpora os efeitos do adensamento sobre os módu-

los elásticos) e MEF apresentou boa proximidade, com diferenças relativas inferiores aos ob-

servados na comparação anterior. A dilatação volumétrica e sua componente irreversível 
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apresentam grande proximidade e, assim, os problemas relatados na comparação anterior não 

foram observados. 

Todos os modelos desenvolvidos utilizaram a hipótese simplificadora para a obtenção da 

equação diferencial que descreve a variação da componente irreversível da dilatação volumé-

trica. A qualidade das respostas resultantes dessa hipótese foi avaliada pela união de duas me-

todologias. Inicialmente, foi calculado o desvio da expressão resultante da simplificação na 

equação diferencial original. Em todos os casos, os desvios calculados foram pequenos, da 

ordem de 10-16. No capítulo 5.3.2, os desvios dos modelos M2 e M4 foram confrontados com 

a qualidade das respostas obtidas, quando comparadas ao modelo MEF. Da análise das magni-

tudes dos desvios juntamente com boa proximidade entre as respostas semi-analíticas e numé-

ricas, conclui-se que para todos os modelos desenvolvidos a hipótese de simplificação propos-

ta na seção 4.2.4 produz resultados satisfatórios, que afetam muito pouco a precisão das previ-

sões obtidas. 

7.2 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

Como extensões previstas para o futuro, destaca-se a importância de aproximar o modelo a 

situações mais realistas incorporando: 

• O efeito do carregamento de tectônica aplicando, por exemplo, deslocamentos laterais 

prescritos, conforme Maghous et al. (2014); 

• O efeito do campo geotérmico sobre a evolução das tensões e deformações, bem como 

sobre a sua influência sobre os parâmetros mecânicos, conforme a abordagem desen-

volvida por Brüch et al. (2018); 

• O desenvolvimento de leis micromecânicas que possibilitem descrever o comporta-

mento do material devido a anisotropia induzida pelo processo de compactação; 

• O acoplamento hidromecânico, considerando a influência do fluido sobre o compor-

tamento do meio poroso; 

• A simulação dos processos erosivos.  
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APÊNDICE A 

O simulador numérico utilizado corresponde ao desenvolvido por Brüch (2016). 

Discretização temporal 

Dado o carácter transiente da condução de massa fluida através do material poroso, torna-se 

necessário a determinação da evolução temporal dos campos incógnitos. Supõe-se que os 

campos são conhecidos em um tempo t , e que se deseja calculá-los em um tempo 't , dado 

por: 

't t tδ= +  (238) 

O vetor deslocamento U , determinado sobre o volume 
tΩ , é definido entre os tempos t  e 't  

como: 

't t
U x x= −  (239) 

onde t
x  e 't

x  são as coordenadas para uma determinada partícula do esqueleto nos respecti-

vos tempos. 

O gradiente de transformação G  do esqueleto entre os tempos t  e 't  é definido como: 

1 t
G U= + ∇

 (240) 

Essa formulação corresponde ao método Lagrangeano atualizado. A Figura 81 ilustra o méto-

do, onde 
't t

G F
→

= . 

' ' ' 0 0 0 ' 0dett t tt t tt t tG J J J JΩ = Ω = Ω = Ω = Ω  (241) 
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Figura 81: método Lagrangeano atualizado (BRÜCH, 2016). 

Os gradientes em relação às configurações 
tΩ  e 'tΩ  de uma grandeza escalar ou vetorial 't A , 

definida sobre a configuração 't , se relacionam por: 

' ' ' ' ' 1.t t t t t t
A A G

−∇ = ∇
 (242) 

Com o intuito de linearizar o tensor de transformação geométrica G , consideram-se incre-

mentos de tempo tδ  para os quais o gradiente de deslocamento de uma partícula do esqueleto 

entre os tempos t  e 't  é muito pequeno, ou seja, 1t
U∇ << . As seguintes aproximações de 

primeira ordem resultam dessa consideração: 

1

1

1

det 1 tr

t

t

G U

G U

−

−

 ≈ − ∇


≈ − ∇  

(243) 

As variações do tensor de tensões σ , da pressão p  e da temperatura T  entre t  e 't  são cal-

culada de forma implícita, utilizando o método Euler backward: 

' '

' '

' '

t t t

t t t

t t t

t

p p t p P

T T t T

σ σ δ σ
δ
δ

 − =


− = =
 − = = Θ

ɺ

ɺ

ɺ

 

(244) 

Os tensores taxa de deformação Euleriana 
't
d  e taxa de rotação 

't Ω  são aproximados como: 
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{ }
{ }

'

'

1 1

1

t t

s

t t

a

d U
t t

U
t

δ δ

δ

 = ∇ =

 Ω = ∇


E

 

(245) 

A lei de comportamento (57) pode ser reescrita como: 

1'
' ' ' : ( ) : : '

te

irJ te te te te
D

C d d C C
Dt

σ
σ σ σ σ−= + ⋅Ω−Ω⋅ = − + ɺɺ

ɶ ɶ ɶ  
(246) 

onde ' mte Bp K Tσ σ= + + ∆  representa uma generalização termoporoelástica da tensão efetiva de 

Biot. 

Para um material isotrópico na configuração relaxada 
udΩ , o tensor de segunda ordem de Biot 

tem a seguinte forma ( ) 1 ir
B B F b= = , enquanto o tensor dos coeficientes térmicos do esque-

leto é dado por ( ) 3 1 m m ir sK K F Kα= = . Os termos 
ir

F , b  e sα  correspondem ao gradiente 

de transformação irreversível, ao coeficiente de Biot e ao coeficiente de dilatação térmica 

relacionado à porosidade, respectivamente. 

A derivada temporal da tensão efetiva de Biot 'teσ  é definida como: 

' 1 1 3 1 3 1 3 1te s s sbp bp K T K T K Tσ σ α α α= + + + ∆ + ∆ +ɺ ɺ ɺɺɺ ɺ ɺ
 (247) 

Da análise dos termos dos produtos entre a tensão efetiva de Biot e o tensor taxa de rotação e 

da substituição da expressão anterior em (246), resulta: 

1: : ' : ( )

1 1 3 1 3 1 3 1 

irte

s s s

C C C d d

bp bp K T K T K T

σ σ σ σ

α α α

−= + − − ⋅Ω + Ω ⋅

− − − ∆ − ∆ −

ɺɺ

ɶ ɶ ɶ
ɺ ɺ ɺɺɺ  

(248) 

Essa expressão é reescrita para o tempo 't , onde 0 ' '
0

t t
T T T∆ = − : 
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( )' ' ' ' ' ' ' '' ' 1 ' ' '

' ' ' ' 0 ' ' ' 0 ' ' ' '

: : ' : 1 

1 3 1 3 1 3 1 

t t t t ir t t t tt t te t t t

t t t t s t t t s t t t s t

C C C d d b p

b p K T K T K T

σ σ σ σ

α α α

−= + − − ⋅ Ω + Ω⋅ −

− − ∆ − ∆ −

ɺɺɺ

ɶ ɶ ɶ

ɺ ɺɺɺ  
(249) 

Substituindo a variação do tensor de tensões σ  entre t  e 't  definido em (244): 

' ' ' '' ' 1 '

' ' ' ' ' ' ' '

' ' 0 ' ' ' 0 ' ' ' '

: : ' : ( )

1 1 

3 1 3 1 3 1 

t t t t t irt t te t

t t t t t t t t

t t s t t t s t t t s t

t C C C d d

b p b p

K T K T K T

σ σ δ σ

σ σ

α α α

−= + + −

− ⋅ Ω + Ω⋅ − −

− ∆ − ∆ − 

ɺ

ɶ ɶ ɶ

ɺ ɺ

ɺ ɺɺ
 

(250) 

São definidos os seguintes termos: 

' ' '

'

'

' ' '

' ' '

' ' '

'

1
1

'

t t t t

t p p

n
d d

t vp vp vp vp

s

vp vp

t t t t

t t t t

t s t s t s t s

t C C C C

G
t d t

p f
t d t

p

t b b b b

t K K K K

t

δ

δ δ χ
σ

δ δ
η σ

δ
δ
δ α α α α

 = ∆ = −


  ∂= =   ∂  
   ∂
  = = −

∂  
 

 = ∆ = −
 = ∆ = −
 = ∆ = −

ɺ

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɺ

ɺ

ɺ

ɺ

E

E
 

(251) 

Substituindo (244), (245) e (251) em (250), tem-se: 

( ){ }
( ){ } ( ){ }

' '' ' 1 ' ' '

' ' ' ' '

' ' 0 ' ' ' 0 ' ' '

: : ' : : :

1 1 1 

3 1 3 1 3  1 

t t t t p vpt t te t t t

s

t t t t t t t t

a a

t t s t t t s t t t s

C C C U C C

U U bP b p bP

K T K T K

σ σ σ

σ σ

α α α

−= + ∆ + ∇ − −

− ⋅ ∇ + ∇ ⋅ − ∆ − ∆ −

− ∆ ∆ − ∆ ∆ − Θ

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ
E E

 
(252) 

Os termos 
't σ  do lado direito da expressão anterior são aproximados por 

tσ , resultando na 

expressão final: 
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( ){ }
( ){ } ( ){ }

' '' ' 1 ' ' '

' ' '

' ' 0 ' ' ' 0 ' ' '

: : ' : : :

1 1 1 

3 1 3 1 3  1 

t t t t p vpt t te t t t

s

t t t t t t t t

a a

t t s t t t s t t t s

C C C U C C

U U bP b p bP

K T K T K

σ σ σ

σ σ

α α α

−≈ + ∆ + ∇ − −

− ⋅ ∇ + ∇ ⋅ − ∆ − ∆ −

− ∆ ∆ − ∆ ∆ − Θ

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ
E E

 
(253) 

A segunda lei constitutiva, que relaciona a taxa de variação de porosidade à taxa de variação 

de pressão e à taxa de deformação, é dada por (BRÜCH, 2016): 

( ) ( )1 tr : ´  tr 3 3
ir

irte

ir

M
p M b C b d d T T p

J M

φ φφ φ σ α α− −= − − − + ∆ + + 
 

ɺ ɺ ɺ
ɺ ɺɺɺ

ɶ  
(254) 

onde M  é o módulo de Biot e 0
f

td dφ = Ω Ω  é a porosidade lagrangiana. 

Substituindo  tr irir irJ dφ =ɺ  na expressão anterior, tem-se: 

( ) ( )

( )1

tr  tr

 tr : ' 3 3

p vp p vp

ir

te

p M d d b d d d
J

M
b C T T p

M

φ φ

φ

σ α α−


= − + − − −



− + ∆ + +

ɺ

ɺ

ɺ
ɺ ɺɺ

ɶ

 
(255) 

Baseado na hipótese de elasticidade infinitesimal, a parcela elástica da transformação é consi-

derada infinitesimal, ou seja, 1el
F ≈ . Substituindo det detel ir irJ F F J= ≈  e agrupando os 

termos semelhante na expressão anterior, tem-se: 

( ) ( )

( )1

1 tr  tr 

 tr : ' 3 3

p vp

te

p M b d d b d
J

M
b C T T p

M

φ φ

φ

σ α α−


= + − + −



− + ∆ + +

ɺ

ɺ

ɺ
ɺ ɺɺ

ɶ

 
(256) 

Essa expressão é reescrita para o tempo 't : 

( ) ( )

( )

'
' ' '' ' ' '

0 '

'
'' ' 1 ' 0 ' ' ' '

'

1 tr  tr

 tr C : ' 3 3

t
t p t vp tt t t t

t

t
tt t te t t t t t

t

p M b d d b d
J

M
b T T p

M

φ φ

φ

σ α α−


= + − + −



− + ∆ + +


ɺ

ɺ

ɺ
ɺ ɺɺ

ɶ

 
(257) 



199 

__________________________________________________________________________________________ 
Paulo Sérgio Baumbach Lemos. Tese de Doutorado – Porto Alegre: PPGEC/UFRGS 2019 

A partir da variação de pressão apresentada em (244), a expressão anterior é reescrita como: 

( ) ( )

( )

'
' ' '' ' '

0 '

'
'' ' 1 ' 0 ' ' ' '

'

1 tr  tr 

 tr C : ' 3 3

t
t p t vp tt t t

t

t
tt t te t t t t t

t

P t M b d d b d
J

M
b T T t p

M

φ φ

φδ

σ α α δ−


= + − + −



− + ∆ + +


ɺ

ɺ
ɺ ɺɺ

ɶ

 
(258) 

São definidas as seguintes variações: 

´ ´ ´

' ' '

t t t t

t t t t

t M M M M

t φ φ φ φ

δ
δ α α α α
 = ∆ = −


= ∆ = −

ɺ

ɺ  
(259) 

A expressão (258) é reescrita como: 

( ) ( ) ( ){ }

( )

'
' ' '

0 '

' '
'' ' 1 ' 0 ' '

' '

1 tr  tr

 tr : ' 3 3  

t
p vp tt t t

s
t

t t
tt t te t t t t

t t

t
P M b b U

J

M M
b C T P p

M M

φ φ

δ φ

σ α α−


= + − + − ∇



∆ ∆− ∆ + ∆ ∆ + Θ + +


ɺ

ɶ

E E

 
(260) 

Segundo Simo e Hughes (1998), a objetividade incremental do algoritmo é garantida através 

de valores pequenos de tδ  que permitem desprezar os termos de segunda ordem referentes ao 

gradiente de deslocamento, como assumido anteriormente. 

Discretização espacial 

A forma fraca das equações diferenciais é obtida pelo método de resíduos ponderados, utili-

zando o método de Galerkin. A equação de equilíbrio (1) é reescrita para o tempo 't : 

'' 'div 0tt t gσ ρ+ =
 

(261) 

Multiplicando a equação por um deslocamento virtual û  definido em 'tΩ  cujo i-ésimo com-

ponente é zero em '
i

tS
ξ , isto é, cinematicamente admissível com valor nulo em '

i

tS
ξ : 
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' '

'' '
' 'div   0

t t

tt t

t t
û d g û dσ ρ

Ω Ω

⋅ Ω + ⋅ Ω = 
 (262) 

Valendo-se da simetria do tensor σ  e aplicando o teorema da divergência, tem-se: 

' ''

' ' ' '
' ' ':    

T
t tt

dt t t T t

t t t

S

û d T û dS g û dσ ρ
Ω Ω

∇ Ω = ⋅ + ⋅ Ω  
 

(263) 

Com o intuito de escrever o gradiente de û  no tempo t , define-se o produto: 

1 det 1G G
− ≈ + Γ

 
(264) 

onde se desprezou os termos de segunda ordem em tr 1 t t
U UΓ = − ∇ + ∇ . 

Assim, o termo à esquerda da igualdade (263) pode ser reescrito como: 

( )
'

' ' '
':  1 :  

t t

t t t t

t tû d û dσ σ
Ω Ω

 ∇ Ω = + Γ ⋅ ∇ Ω  
 

(265) 

Como a transformação é lenta, o primeiro termo à direita da igualdade (263) pode ser aproxi-

mada através da simples defasagem dos coeficientes de 't  para t : 

'

'
'  

T T
t t

d dt tT T

t t

S S

T û dS T û dS⋅ ≈ ⋅ 
 

(266) 

Com a equação de balanço de massa para o tempo 't  e com (241), o segundo termo à direita 

da igualdade (263) pode ser reescrito para o tempo t : 

´

´
´

´
0 ´

   det  
t t t

t
t t f

t t t

t

t
g û d g û d g û G d

J

δ φρ ρ ρ
Ω Ω Ω

⋅ Ω = ⋅ Ω + ⋅ Ω  
ɺ

 
(267) 

Com as expressões (265), (266) e (267) é possível reescrever (263) como: 
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( ) '

'

0 '

1 :   

  det  

T
t t

t t

dt t t T

t t

S

t
t f

t t

t

û d T û dS

t
g û d g û G d

J

σ

δ φρ ρ

Ω

Ω Ω

 + Γ ⋅ ∇ Ω = ⋅ 

+ ⋅ Ω + ⋅ Ω

 

 
ɺ  

(268) 

O formato desejado para a forma fraca da equação de equilíbrio, onde os coeficientes das ex-

pressões (253) e (260) foram defasados do tempo 't  para o tempo t , é obtido da seguinte ma-

neira: o termo 
´t σ  fornecido pela expressão (253) é substituído na parcela à esquerda da 

igualdade (268); a definição (243) juntamente com o termo 
'

0 '

t

t

t

J

δ φɺ
 fornecido pela expressão 

(260) são substituídos na segunda parcela à direita da igualdade (268). Como resultado final, 

tem-se: 

( ) ( ) ( )

( ) { }( )
( ) { } { }( )

( ) ( )( )
( )

1

0 ' 0

: 1  : 1 : : '  

: 1 : : :  

: 1  

: 1 1  

3 : 1

t t

t

t

t

t t t tt t te

t t

t t p vpt t t

t
s

t t t t t

t
a a

t t t t

t

t t t s t t t s

û d û C C d

û C U C C d

û U U d

û b P p bP d

û K T K

σ σ

σ σ

α α

−

Ω Ω

Ω

Ω

Ω

  ∇ + Γ ⋅ Ω + ∇ + Γ ⋅ ∆ Ω   

 + ∇ + Γ ⋅ ∇ − − Ω  

 + ∇ + Γ ⋅ ∇ ⋅ − ⋅ ∇ Ω  

 − ∇ + Γ ⋅ ∆ + + Ω
 

− ∇ + Γ ⋅ ∆ ∆ + ∆

 







ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ
E E

( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

{ } ( )

'

2

1

   1  

1 1:

1 1:

1 tr 1 1:

 tr 1 1:

 tr :

t

T
t tt

t

t

t

t t t s

t

dt tT t f

t t tt

S

t
tf t

tt

p vp tf t

t

t tf t

t
s

tf t t

T K d

P
û T dS û g d û g U d

M

M
û P p g U d

M

û b g U d

û b U g U d

û b C

α

ρ ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

Ω

Ω Ω

Ω

Ω

Ω

−

 ∆ + Θ Ω 

 = ⋅ + ⋅ Ω + ⋅ + ∇ Ω 
 

 ∆− ⋅ + + ∇ Ω 
 

 − ⋅ − + + ∇ Ω
 

 + ⋅ ∇ + ∇ Ω
 

+ ⋅ ∆



  







ɶ

E E

( ) ( )
( ) ( )0 '

' 1 1:

3  1 1:

t

t

tte

t

tf t t t

t

g U d

û T g U dφ φ

σ

ρ α α
Ω

Ω

  + ∇ Ω
 

 − ⋅ ∆ ∆ + Θ + ∇ Ω 





 

(269) 
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Para a obtenção da forma fraca da equação do balanço de massa fluida, define-se o balanço de 

massa de fluido que passa através de um meio poroso: 

( ) ( ) div 0ff fd
J q

dt
ρ φ ρ+ =

 
(270) 

onde 
f r

q Vϕ=  é o vetor filtração definido pela porosidade euleriana e pela velocidade relati-

va r
V  da partícula de fluido em relação ao esqueleto sólido. 

Adicionalmente, a lei de Darcy define o vetor filtração, onde 
f

K  é o tensor permeabilidade: 

( )f f fq K p gρ= ⋅ −∇ +
 

(271) 

Para um fluido incompressível, a equação (270) é reescrita para o tempo 't : 

'
''

0 '

div 0
t

t ft

t

q
J

φ + =
ɺ

 
(272) 

A equação anterior é multiplicada por uma pressão virtual p̂ , definida em 'tΩ , com valor 

nulo em '
P

tS : 

' '

'
''

' '
0 '

ˆ ˆ div  0
t t

t
t ft

t t

t

p d q p d
J

φ
Ω Ω

Ω + Ω = 
ɺ

 
(273) 

Aplicando uma relação tensorial, juntamente com o teorema da divergência, tem-se: 

' '
'

'
' ' ' ,

' ' '
0 '

ˆ ˆ ˆ   
f

fqt t
t

t
t f t t f d q

t t t

t
S

p d q pd q p dS
J

φ
Ω Ω

Ω − ⋅ ∇ Ω = −  
ɺ

 
(274) 

Substituindo a lei de Darcy, definida em (271) para o tempo 't , e multiplicando por tδ : 
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( )
( )

' '

'
'

'
' ' ''

' '
0 '

' ' ' ,
' '

ˆ ˆ  

ˆ ˆ  

t t

f

fqt
t

t
t f t tt

t t

t

t f tf t f d q

t t

S

t
p d t K p pd

J

t K g p d t q pdS

δ φ δ

δ ρ δ
Ω Ω

Ω

Ω + ⋅ ∇ ⋅ ∇ Ω

− ⋅ ⋅ ∇ Ω = −

 

 

ɺ

 
(275) 

Com o propósito de reescrever no tempo t , realiza-se uma análise termo a termo da expressão 

anterior. Ao primeiro termo à esquerda da igualdade, aplica-se (241): 

'

' '

'
0 ' 0 '

ˆ ˆ det  
t t

t t

t t

t t

t t
p d p G d

J J

δ φ δ φ
Ω Ω

Ω = Ω 
ɺ ɺ

 
(276) 

Define-se o produto: 

( )
( )

' ' 1 1' '

' '' '

ˆ ˆ 

ˆ ˆ 1 2

t t t T tt t

t t t tt t

p p p G G p

p p p p

− − ∇ ⋅ ∇ = ∇ ⋅ ⋅ ⋅ ∇


∇ ⋅ ∇ ≈ ∇ ⋅ − ⋅ ∇ E  
(277) 

onde E  é o tensor deformação definido pela parte simétrica do gradiente de deslocamento, 

conforme equação (245). 

Substituindo o tensor de permeabilidade isotrópica 1f fK = k  e então aplicando as relações 

(277), pode-se transportar o volume 'tΩ  do segundo termo à esquerda da igualdade (275): 

( ) ( )
'

' ' '' ' '
'ˆ ˆ 1 2 det  

t t

t f t t t tt t f t

t tt K p pd t k p p G dδ δ
Ω Ω

⋅ ∇ ⋅ ∇ Ω = ∇ ⋅ − ⋅ ∇ Ω  E

 
(278) 

Ao terceiro termo à esquerda da igualdade (275), aplica-se o tensor de permeabilidade isotró-

pica 1f fK = k , as equações (241) e (242), resultando em: 

( ) ( )
'

' ' 1'
'ˆ ˆ det  

t t

t f t tf t f f

t tt K g pd t k G g p G dδ ρ δ ρ −

Ω Ω

− ⋅ ⋅ ∇ Ω = − ⋅ ⋅ ∇ Ω 
 

(279) 

Para o termo à direita da igualdade (275), realiza-se a simples defasagem dos coeficientes de 

't  para t , resultando em: 
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'

' , ,
'ˆ ˆ  

f f

f fq q
tt

t f d q t f d q

t t

SS

t q pdS t q pdSδ δ− ≈ − 
 (280) 

Com as expressões (276), (278), (279) e (280) pode-se reescrever (275): 

( )

( )

'
'

0 '

1 ,

ˆ ˆdet  1 2 det  

ˆ ˆdet   

t t

f

fqt
t

t
t tt f t

t t

t

tt f f t f d q

t t

S

t
p G d t k p p G d

J

t k G g p G d t q p dS

δ φ δ

δ ρ δ
Ω Ω

−

Ω

Ω + ∇ ⋅ − ⋅ ∇ Ω

− ⋅ ⋅ ∇ Ω = −

 

 

ɺ

E

 
(281) 

Substituindo o termo 
'

0 '

t

t

t

J

δ φɺ
 fornecido em (260), com as relações (243) e com a variação de 

temperatura em (244), tem-se o formato desejado da forma fraca da equação de balanço de 

massa fluida. Os coeficientes da expressão (260) foram defasados do tempo 't  para o tempo t  

resultando em: 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

{ } ( )
( )( )

( )( )
( ) ( ) ( )

2

1

0 '

ˆ ˆ1 1: 1 1:

ˆ 1 tr 1 1:

ˆ  tr 1 1:

ˆ  tr : ' 1 1:

ˆ3  1 1:

ˆ 1 2 1 1:

t t

t

t

t

t

t

t
t tt

t tt t

p vp tt

t

t tt

t
s

t tt t te

t

tt t t

t

t t tt f t

P M
p U d p P p U d

M M

p b U d

p b U U d

p b C U d

p T U d

t p k P p U d

φ φ

σ

α α

δ

Ω Ω

Ω

Ω

−

Ω

Ω

Ω

∆+ ∇ Ω − + + ∇ Ω

− − + + ∇ Ω

+ ∇ + ∇ Ω

+ ∆ + ∇ Ω

− ∆ ∆ + Θ + ∇ Ω

 + ∇ ⋅ ∇ + ⋅ − + ∇ Ω 

 











ɶ

E E

E

( ) ( ) ,ˆ ˆ1 1 1:  
f

fqt
t

t

t t tt f f t f d q

t t

S

t p k U g U d t p q dSδ ρ δ
Ω

 − ∇ ⋅ − ∇ ⋅ + ∇ Ω = −
  

 
(282) 

Para a obtenção da forma fraca, a equação de condução do calor é escrita na forma euleriana 

(conforme as hipóteses introduzidas), onde o vetor 
t

q  é o fluxo de calor por condução euleri-

ano e tr  é o calor interno euleriano: 
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div t tdT
c q r

dt
ρ + =

 
(283) 

No contexto das bacias sedimentares, o calor interno tr  está associado à produção de calor 

por meio de processos radiogênicos. A lei de Fourier define o vetor fluxo de calor por condu-

ção 
t

q , onde 
t

K  é o tensor de condutividade térmica do material: 

 grad t t
q K T= − ⋅

 
(284) 

A equação (283) é reescrita para o tempo 't : 

'' ' ' ' 'div tt t t t tc T q rρ + =ɺ

 
(285) 

A equação precedente supõe que a variação da geometria pode ser desconsiderada para de-

terminar a evolução da temperatura entre os tempos t  e 't . Multiplicando por uma temperatu-

ra virtual T̂  definido em 'tdΩ  com valor nulo em '
T

tS : 

' ' '

'' ' ' ' '
' ' '

ˆ ˆ ˆ div    
t t t

tt t t t t

t t t
c TT d qT d rT dρ

Ω Ω Ω

Ω + Ω = Ω  ɺ

 (286) 

Com a aplicação de uma relação tensorial e do teorema da divergência, a expressão anterior é 

reescrita como: 

' ' '
'

' '' ' ' ' , '
' ' ' '

ˆ ˆ ˆ ˆ     
t

tqt t t
t

t tt t t t t d q t

t t t t

S

c TT d q T dS q T d rT dρ
Ω Ω Ω

Ω + − ⋅ ∇ Ω = Ω   ɺ

 (287) 

Substituindo na expressão anterior a lei de Fourier para o tempo 't , definida na equação 

(284), e multiplicando por tδ : 

( )
'

'

' '

' ' ' ' ,
' '

' ' '' '
´ '

ˆ ˆ   

ˆ ˆ  

t

tqt
t

t t

t t t t t d q

t t

S

t t t tt t

t t

t c TT d t q T dS

t K T T d t rT d

δ ρ δ

δ δ

Ω

Ω Ω

Ω +

+ ⋅ ∇ ⋅ ∇ Ω = Ω

 

 

ɺ

 
(288) 
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Com o tensor de condutividade térmica isotrópica 1t tK k=  e com a variação de temperatura 

em (244), tem-se: 

( )
'

'

' '

' ' ' ,
' '

' '' '
´ '

ˆ ˆ    

ˆ ˆ  

t

tqt
t

t t

t t t t d q

t t

S

t tt t t t

t t

c T d t q T dS

t k T T d t rT d

ρ δ

δ δ

Ω

Ω Ω

Θ Ω +

+ ∇ Θ + ⋅ ∇ Ω = Ω

 

   
(289) 

A forma final da equação é obtida considerando a geometria fixa ( )'t tΩ ≈ Ω e defasando os 

demais coeficientes das propriedades térmicas do tempo 't  para o tempo t : 

( )

,ˆ ˆ   

ˆ ˆ  

t

tqt
t

t t

t t t t d q

t t

S

t tt t t t

t t

T c d t T q dS

t T k T d t T r d

ρ δ

δ δ

Ω

Ω Ω

Θ Ω +

 + ∇ ⋅ ∇ Θ + Ω = Ω 

 

   
(290) 

Após a definição da forma integral das equações que regem o problema, apresentam-se os 

elementos finitos utilizados. Para a solução do problema, é utilizado o método da superposi-

ção de elementos (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000). Utilizam-se elemento com a mesma 

forma geométrica, porém com funções de interpolação de diferentes graus para a representa-

ção das incógnitas do problema. Os elementos são justapostos, definidos pelos mesmos nós 

globais. Com a deformação da malha, os elementos utilizados no cálculo das poropressões e 

temperaturas apresentam a mesma geometria dos elementos usados para o cálculo dos deslo-

camentos. 

Para a aproximação dos deslocamentos, utiliza-se o elemento hexaédrico isoparamétrico qua-

drático de 20 nós, com 3 graus de liberdade nodais relativos aos deslocamentos, conforme 

exposto por Dhatt e Touzot (1984). Já para a aproximação das poropressões e temperaturas, 

utiliza-se o elemento hexaédrico isoparamétrico linear de 8 nós, com 1 grau de liberdade no-

dal. Na Figura 82, apresentam-se os dois elementos finitos, com os eixos locais ξ , η  e ζ , e 

a identificação de cada um de seus nós. 
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Figura 82: elementos finitos hexaédricos de 20 e 8 nós (BRÜCH, 2016). 

Uma vez definido o elemento e suas funções de forma, pode-se finalmente montar o problema 

a partir das expressões (269), (282) e (290). Para cada incremento de tempo, a solução do 

problema termoporomecânico é realizada em duas etapas distintas. Na primeira, calcula-se a 

variação do campo de temperaturas a partir da solução do problema de condução de calor 

(290). Na segunda etapa, calcula-se o campo de deslocamentos e pressões a partir da solução 

do problema poromecânico definido pelas equações de equilíbrio (269) e de balanço de massa 

fluida (282) (BRÜCH, 2016). 

Os sistemas de equações resultantes são: 

TTT

UUU UP UT

PPU PP PT

K F

K K F K

K K F K

⋅ =

− ⋅    
=     − ⋅       

T

TU

P T
 

(291) 

onde 
IJ

K  são as sub-matrizes de rigidez globais, IF  os sub-vetores de força globais, e os 

vetores U , P  e T  são os vetores deslocamentos, variações de pressão e variações de tem-

peratura nodais, respectivamente. 

Para uma dada configuração no tempo t , o sistema poromecânico de equações é altamente 

não-linear devido as não-linearidades físicas (plasticidade e viscoplasticidade) e geométricas 

(grandes deformações). Particularmente, os vetores UF  e PF  são funções das incógnitas do 

problema poromecânico, isto é, ( ),U UF F= U P  e ( ),P PF F= U P . 
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Para um único elemento, a matriz 
UU

K  tem dimensões 60 60× , 
UP

K  e 
UT

K  60 8× , 
PU

K  

8 60× , 
PP

K , 
PT

K  e 
TT

K  8 8× . Assim, UF  tem dimensões 60 1× , PF  e TF  8 1× . O sistema 

de equações (291) tem como incógnitas 8 variações de temperaturas nodais, 60 deslocamentos 

e 8 variações de pressão nodais. 

A matriz 
UU

K  é simétrica positiva definida, 
PP

K  simétrica negativa definida e as matrizes 

T

UP PU
K K= , o que faz com que o sistema poromecânico de equações (291) seja simétrico 

indefinido. A matriz 
TT

K  é simétrica positiva definida. Todos os termos que compõe os sis-

temas de equações (291), assim como todas as matrizes e vetores elementares utilizados na 

formulação do problema termoporomecânico são apresentados em Brüch (2016). 

Fluxograma do programa termoporomecânico 

O fluxograma do programa termoporomecânico é apresentado na Figura 83. Como a simula-

ção de bacias sedimentares consiste em um problema de evolução no tempo, o programa apre-

senta um laço temporal, onde três módulos principais são executados. 

A bacia sedimentar consiste em um sistema aberto, com entrada e saída de massa ao longo da 

escala de tempo geológico. O simulador numérico necessita de ferramentas específicas para 

essa característica do sistema. Em especial, o simulador desenvolvido por Brüch (2016) utili-

za uma técnica de ativação/desativação de elementos. Ela consiste em um método inicialmen-

te desenvolvido para simular os processos de escavação e colocação de revestimento em tú-

neis (Hanafy e Emery (1980); Bernaud et al. (1995)). Nele, o sistema aberto é simulado como 

um sistema fechado fictício, onde a malha inicial permanece inalterada, e a entrada e saída de 

materiais do sistema são simuladas através de mudanças nas propriedades dos elementos. O 

algoritmo foi baseado em no exposto por Bernaud et al. (2006) e expandido para o domínio 

tridimensional no contexto da termoporomecânica. Na Figura 83, o módulo identificado por 

“Algoritmo de ativação dos elementos” é responsável pela incorporação desse algoritmo. 
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Figura 83: fluxograma do programa termoporomecânico (BRÜCH, 2016). 

Em virtude de possíveis diferenças significativas entre o tempo característico de difusão tér-

mica e o tempo característico de difusão da massa fluida, isto é, possíveis diferenças significa-

tivas entre os passos de tempo tδ  necessários à simulação dos problemas térmicos e porome-

cânicos, o programa termoporomecânico possibilita o funcionamento de cada módulo com 

diferentes passos de tempo (um passo de tempo para o problema térmico, 
Ttδ , e um passo de 

tempo para o problema poromecânico, 
UPtδ ). 

Na Figura 84, apresenta-se o esquema de discretização temporal do simulador. Conhecidos 

todos os campos termoporomecânicos no tempo t , o programa repete sucessivamente as eta-

pas 1 a 4 até o fim da análise: 1) o módulo térmico resolve o problema térmico N  vezes com 

passo de tempo 
Ttδ  até o tempo ' UPt t tδ= + ; 2) o módulo térmico passa informações para o 

módulo poromecânico; 3) o módulo poromecânico resolve o problema poromecânico entre t  

e 't  com passo de tempo 
UPtδ ; 4) o módulo poromecânico passa informações para o módulo 

térmico. Nas etapas 2 e 4, as propriedades termoporomecânicas são atualizadas em função da 

temperatura e porosidade do material. 
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Figura 84: discretização temporal e interação entre os módulos térmico e poromecâ-
nico do simulador (BRÜCH, 2016). 

Em termos computacionais, para um aumento na velocidade de processamento dos dados é 

utilizada o OpenMP (Open Multi-Processing). Isso consiste em uma interface de programação 

de aplicativos em ambientes de memória compartilhada que permite a utilização de um de-

terminado número de processadores locais de forma coordenada para se obter uma maior ca-

pacidade global de processamento através da execução simultânea de tarefas, que se comuni-

cam compartilhando os dados da memória (CHAPMAN; JOST; PAS, 2008). Utiliza-se o sis-

tema CSR (Compressed Sparse Row) para o armazenamento de dados. 

A solução do sistema de equações pode ser feita tanto por um método direto quanto por um 

iterativo. O método direto de solução é utilizado diretamente das rotinas MKL PARDISO (Pa-

rallel Direct Sparse Solver Interface) do pacote Intel MKL (Intel Math Kernel Library). A 

solução do sistema térmico de equações é realizada a partir da decomposição   T
L L⋅  de Cho-

lesky e a solução do sistema poromecânico de equações é realizada utilizando a decomposição 

      T
L D L⋅ ⋅ . O método iterativo de solução do sistema de equações adotado é o método dos 

Gradientes Conjugados Pré-condicionado (PCG - Preconditioned Conjugate Gradient) com 

matriz pré-condicionadora M  diagonal. 

Módulo térmico 

Na Figura 85, apresenta-se o fluxograma do módulo térmico. 
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Figura 85: fluxograma do módulo térmico (BRÜCH, 2016). 

O passo de tempo para o problema térmico, 
Ttδ , é baseado no tempo característico de difusão 

térmica (LEWIS; NITHIARASU; SEETHARAMU, 2004): 

2
t

ref

h
t

α
∆ =

 
(292) 

onde tk cα ρ=  é a difusividade térmica do material e h  o tamanho do elemento na direção 

do fluxo de calor. 

Em função da variação das propriedades do material em função de temperatura e porosidade, 

o passo de tempo de referência inicia pode ser drasticamente alterado ao longo do tempo. As-

sim, o algoritmo conta com uma rotina de passo de tempo automático, avaliando a expressão 

(292) para cada elemento a cada novo passo de tempo. 
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Módulo poromecânico 

Na Figura 86, apresenta-se o fluxograma do módulo poromecânico. 

 

Figura 86: fluxograma do módulo poromecânico (BRÜCH, 2016). 

O passo de tempo para o problema poromecânico, 
UPtδ , é baseado no tempo característico de 

difusão da massa fluida 
f

reft∆  (BERNAUD et al., 2002) e, em função do algoritmo para a in-

tegração das deformações viscoplásticas ser condicionalmente estável, no tempo característico 

de relaxação do material 
vp

reft∆  (SIMO; HUGHES, 1998) 
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2

2
com

f
f oed

ref m

m oed

vpvp

ref

oed

k MEh
t c

c E Mb

t
E

η

∆ = =
+

∆ =  
(293) 

onde 
mc  é o coeficiente de difusividade líquida do material poroso e 

4

3oed
E K µ= +  é o mó-

dulo de elasticidade oedométrico. 

Assim como no caso térmico, as propriedades do material variam em função de temperatura e 

porosidade, logo o passo de tempo inicial pode ser drasticamente alterado ao longo da análise. 

Assim, o módulo poromecânico também conta com uma rotina de passo de tempo automático, 

que avalia a expressão (293) para cada elemento a cada novo passo de tempo. 

A convergência do algoritmo não-linear é função dos vetores deslocamento U  e variação de 

pressão P , separadamente. Para um passo de tempo t , a convergência dos deslocamentos é 

verificada através da razão entre a norma do vetor 1i i−∆ = −U U U  e a norma do vetor 0U , 

onde 
iU  é o vetor deslocamento obtido na -ésimai  iteração do processo não linear, 1i−U  é a 

solução da iteração anterior, e 0U  é a primeira solução obtida para o passo de tempo t . 

0

TOL
∆

≤
U

U  
(294) 

De forma equivalente, tem-se para o vetor variação de pressão: 

0

TOL
∆

≤
P

P  
(295) 

A convergência do algoritmo para o tempo t  é obtida quando as duas expressões anteriores 

são satisfeitas. 

Integração das deformações plásticas 

O algoritmo iterativo implementado no simulador para a integração das deformações plásticas 

corresponde a uma generalização do algoritmo descrito por Nguyen (1977). 
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Seja um corpo em equilíbrio com a força generalizada nF  onde todas as grandezas do pro-

blema são conhecidas no passo n : os deslocamentos 
nu , as deformações 

n
ε , as deformações 

plásticas 
p

n
ε , o estado de tensões 

n
σ , e o parâmetro de endurecimento ( )c n

p . Aplica-se um 

incremento de carga Fδ . O estado de tensões 
1n

σ
+  e o parâmetro de endurecimento ( 1)c np +  

estão definidos em (296), onde H  é a função de encruamento que descreve a lei de evolução 

de 
cp : 

( )
( )

1

( 1)

: p

n n

p

c n

C

p H

σ σ δ ε δ ε

δ ε
+

+

= + −

=
ɶ

 
(296) 

Para a determinação do incremento de deformação plástica, resolve-se a equação de equilíbrio 

correspondente ao incremento de carga Fδ : 

K U Fδ⋅ =
 

(297) 

O incremento de deformação δ ε  é então calculado, a partir de U : 

{ }
s

Uδ ε = ∇
 

(298) 

Define-se: 

* :
n

Cσ σ δε= +
ɶ  (299) 

O critério de plasticidade F  é então verificado. Se ( )( )*, 0
c n

F pσ ≤ , então 0pδε =  e o in-

cremento de deformação correspondente ao incremento de carga aplicado é puramente elásti-

co. Assim, tem-se a solução do problema para o passo 1n + : 
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1

1

1

1

( 1) ( )

*

n n

n n

p p

n n

n

c n c n

u u U

p p

ε ε δ ε

ε ε
σ σ

+

+

+

+

+

= +
 = +
 =
 =
 =

 
(300) 

Se o critério de plasticidade for positivo ( )( )*, 0
c n

F pσ > , então 0pδε ≠ , e o incremento de 

deformação tem componentes elástica e plástica. A regra de fluxo é associada e 
pδ ε  é calcu-

lado como: 

( )( )11
,

c np n
F pσ

δε δχ
σ

++
∂

=
∂  

(301) 

Com o incremento de deformações plásticas, calcula-se 
pδ ε  as tensões plasticamente admis-

síveis 
PAσ , e o parâmetro de endurecimento 

cp : 

( )
* :PA p

p

c

C

p H

σ σ δ ε

δ ε

= −

=
ɶ

 
(302) 

Com a finalidade de garantir que 

( ), 0PA

cF pσ =
 

(303) 

O problema de evolução elastoplástico consiste em resolver as quatro equações (301)-(303), 

onde o incremento de deformação plástica 
pδ ε  deve ser determinado. O simulador adota um 

esquema explícito de integração, onde os últimos valores conhecidos de *σ  e 
cp  (neste caso 

( )c n
p ) são utilizados para determinar a derivada de F . Assim: 
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( )( )*,
c np

F pσ
δ ε δχ

σ

∂
=

∂
 

(304) 

A função ( ),PA

cF pσ  é linearizada a partir de uma aproximação de Taylor de primeira ordem 

em torno dos últimos valores *σ  e 
cp  calculados. O valor de δχ  é determinado, possibili-

tando o cálculo de 
pδ ε , utilizando a regra de fluxo explícita. Com 

pδ ε  determina-se 
cp , e 

também o incremento de força plástica ( )p p p
F Fδ δ δε= . Resolve-se novamente o sistema 

de equações com o vetor de forças atualizado: 

p
K U F Fδ δ⋅ = +

 
(305) 

A partir de U  calcula-se novamente δ ε , e as tensões estaticamente admissíveis 
EAσ : 

( ):EA p

n
Cσ σ δε δε= + −
ɶ  

(306) 

Verifica-se então se ( ), 0EA

cF pσ ≤ . Caso isso seja verdadeiro, o incremento de deslocamen-

to U , assim como δ ε , 
pδ ε , 

EAσ  e 
cp  correspondem a solução do passo 1n + . 

1

1

1

1

( 1)

n n

n n

p p p

n n

EA

n

c n c

u u U

p p

ε ε δ ε

ε ε δ ε

σ σ

+

+

+

+

+

= +
 = +
 = +
 =
 =

 
(307) 

Se ( ), 0EA

cF pσ > , calcula-se novamente *σ , δχ , 
pδ ε , 

cp , p
Fδ , U , δ ε , e 

EAσ . O pro-

cesso se repete até que o critério seja satisfeito. Na Figura 87, apresenta-se o algoritmo: 
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Figura 87: algoritmo de integração das deformações plásticas (BRÜCH, 2016). 
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Integração das deformações viscoplásticas 

O algoritmo iterativo de integração das deformações viscoplásticas é apresentado no contexto 

de um material monofásico submetido a deformações infinitesimais. 

Seja um corpo em equilíbrio no tempo t  com a força generalizada t
F  onde todas as grande-

zas do problema são conhecidas: os deslocamentos t
u , as deformações 

tε , as deformações 

viscoplásticas 
t vpε , o estado de tensões 

tσ , e o critério estático associado ao limite elástico 

do material 
t s

vpp , tal que ( ) 0FΦ ≤ . Aplica-se um incremento de carga Fδ . Para um deter-

minado tempo 't t tδ= + , o estado de tensões 
't σ  e o parâmetro 

't s

vpp  são determinados de 

acordo com as expressões (308), onde H  é a função que descreve a lei de evolução de 
s

vpp : 

( )
( )

'

'

:t t vp

vpt s

vp

C

p H

σ σ δ ε δ ε

δ ε

 = + −


=

ɶ

 
(308) 

Para a determinação do incremento de deformação viscoplástica, resolve-se a equação de 

equilíbrio para o incremento de carga 

K U Fδ⋅ =
 

(309) 

O incremento de deformação δ ε  é calculado a partir dos deslocamentos obtidos: 

{ }
s

Uδ ε = ∇
 

(310) 

O estado de tensão associado a esse incremento de deformação é dado por: 

:t
Cσ σ δε= +
ɶ  

(311) 

A função de escala ( ) 1 1d s

vp vpF F p pΦ = − = −  é avaliada para o estado de tensões calculado. 

Se ( ) 0FΦ ≤ , o incremento de deformação correspondente ao incremento de carga Fδ  é 

puramente elástico e tem-se a solução do problema para 't : 
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'

'

'

'

'

:

t t

t t

t vp t vp

t t

t s t s

vp vp

u u U

C

p p

ε ε δε
ε ε
σ σ δ ε

 = +


= +


=


= +
 =

ɶ

 
(312) 

Se ( ) 0FΦ > , o incremento de deformação tem componentes elástica e viscoplástica. O in-

cremento de deformação viscoplástica entre t  e 't t tδ= +  é obtido por meio de um processo 

iterativo a partir do esquema de integração explícito de Euler: 

1

vp vp

i i
tdδε δ

+
=

 
(313) 

onde o índice i  representa a i-ésima iteração do algoritmo. 

Assim, a expressão anterior é definida em função dos últimos valores conhecidos para σ  e 

s

vpp : 

( )1 vp
nvp d

vp

f
t Fδε δ

η σ
 ∂= Φ ∂    

(314) 

Com o incremento de deformação viscoplástica 
vpδε , determina-se 

s

vpp  e o incremento de 

força viscoplástica ( )vp vp vp
F Fδ δ δε= . O sistema de equações com o vetor de forças é no-

vamente calculado: 

vp
K U F Fδ δ⋅ = +

 
(315) 

Em caso de carga viscoplástica, o estado de tensão está localizado fora do domínio de elasti-

cidade definido por vp

sf . O simulador adota um critério de convergência baseado nos deslo-

camentos. 
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Uma vez resolvido o sistema de equações (314), deve-se recalcular o incremento de deforma-

ção δ ε  segundo (310) e verificar a convergência do algoritmo. Se o resultado for positivo, 

tem-se a solução do problema para: 

( )
( )

'

'

'

'

'

:

t t

t t

t vp t vp vp

t t vp

vpt s

vp

u u U

C

p H

ε ε δε
ε ε δ ε

σ σ δ ε δ ε

δ ε

 = +


= +
 = +
 = + −

 =

ɶ

 
(316) 

Em caso de não atendimento do critério de convergência do algoritmo, deve-se calcular no-

vamente σ , 
vpδε , 

s

vpp  e vp
Fδ , e resolver novamente o sistema de equações (315). O proces-

so é repetido até que se obtenha a convergência do algoritmo. Na Figura 88, apresenta-se o 

algoritmo de integração. 
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Figura 88: algoritmo de integração das deformações viscoplásticas (BRÜCH, 2016). 
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Integração simultânea das deformações irreversíveis 

Na Figura 89, apresentam-se os algoritmos de integração das deformações irreversíveis para o 

caso onde as deformações plásticas e viscoplásticas ocorram simultaneamente: 

 

Figura 89: algoritmo de integração simultânea das deformações plásticas e visco-
plásticas (BRÜCH, 2016). 
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