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SINOPSE

Este trabalho contém os conceitos basicos da area
da abstragao de dados e descrigao de varias técnicas para espe-
cificagao de tipos abstratos, sendo que um enfoque especial e
dado para a técnica algébrica-axiomatica. Um exemplo completo,
a Grid, & apresentado desde a sua especificagao até a prova da
corregao de sua implementagao com o objetivo de tratar proble
mas.hecorrentes da abstragao de tipos limitados e estaticos,

bem como suas respectivas solugoes, uma vez que estes proble-

mas, devido a sua complexidade, nao sao comumente abordados.
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ABSTRACT

This paper is concerned with the basic concepts of
data abstraction and describes several techniques for specify-
ing abstract data types; especially it focusses on the alge-
braic-axiomatic technique. A complete example; the Grid, is
presented from its specification to the proof of correctness of
its implementation. The main goal is to deal with problems
steﬁﬁing from abstracting limited and static data types. These
problems, due to its complexity, are not commonly discussed in

the available literature.



1 INTRODUCAQ

Partindo-se de um conceito € possivel encontrar va-
rios programas que o implementem de forma correta. Na pratica,
em geral, os conceitos sao estabelecidos informalmente. Se técni
cas formais para demonstrar a corregao da implementagao de um
conceito devem ser utilizadas, ent3o € necessario inserir uma es
pecificagao entre o conceito e o programa que o implementa; a es
pecificagao consiste de uma descrigdo matematica do conceito e a
corregao de um programa € estabelecida provando que ele satisfaz
a especificagao.

0 estudo de tipos de dados abstratos na Ciéncia da
Computagao teve sua importancia aumentada, nos ultimos anos, de-
vido ao crescente interesse no uso da abstragao como ferramenta
para o desenvolvimento de grandes sistemas de software. A abstra
cao permite reduzir a quantidade de detalhes que devem ser consi
derados num dado momento do projeto.

O uso de abstragao facilita a verificagao da corre-
¢ao de programas, clarifica o problema, melhora a comunicacao en
tre projetistas e entre projetistas e implementadores. _/

Facilita a verificagao da corregao de programas, por
que providencia uma especificagao entre o conceito e o programa.
E conforme Hoare 14, se o programador expressa o seﬁ algoritmo
como um programa abstrato operando sobre dados abstratos, adian-
do a decisao de uma representagao concreta dos dados, a tarefa
de provar a corregao do programa concreto final fica facilitada
(pois, se a representagao dos dados € provada correta, basta pro

var a corregao do programa abstrato original).



Torna mais claro o problema que deve ser programado,
pois permite separar as propriedades essenciais das nao essen-
ciais num dado instante no desenvolvimento de um projeto. Além
disso, da uma visao clara descompromissada do problema, evitando
uma escolha apressada e inadequada de implementagao.

Proporciona um meio de comunicagao entre os projetis
tas pois fornece uma especificagao do conceito independentemente
de sua representacao. Pelo mesmo motivo facilita a  comunicagao
entre projetistas e implementadores.

Estes fatos sao importantes porque propiciam um au-
mento na confiabilidade do software.

Em muitas aplicacoes a complexidade dos dados contri
bui substancialmente na complexidade do programa que manipula os
mesmos e esta € a razao pela qual a abstragao de dados vem sendo
introduzida em linguagens de programagao.

Este trabalho trata de técnicas de especificagao for
mal para tipos abstratos de dados, com énfase para a técnica al-

10'11. Esta técnica € 1i-

gébrica-axiomatica definida por Guttag
lustrada através de um exemplo completo para o qual € apresenta-
do o conceito intuitivo, especificagao formal, implementagao e
prova da corregao da implementagao.

Apresenta-se no capitulo 2, alguns termos técnicos e
definigGées importantes extraidas da bibliografia consultada que
sao necessarias ao estudo de tipos abstratos de dados.

O capitulo 3 apresenta, suscintamente, algumas técni
cas para especificagao de tipos abstratos de dados conforme a di
visao fornecida por Liskov e Zilles 21, com alguns exemplos de
sua utilizagdao. A técnica algébrica-axiomatica definida por

11

Guttag € considerada com mais detalhes, uma vez que ela serve
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de suporte para o desenvolvimento do exemplo. Sao considerados,
também neste capitulo, aspectos referentes a consisténcia e com-
pletude da especificagao algébrica-axiomatica.

Sao exibidas, no capitulo 4, especificacdOes de estru
turas de dados conhecidas. Sao considerados os problemas decor-
rentes da especificacao de tipos limitados sejam eles dinamicos
ou estaticos. Uma estrutura de dados mais complexa , a Grid, @€
definida e € apresentada a prova de que o conjunto dos axiomas
de sua especificagao & suficientemente-completo, de acordo conm
Guttag 10.

No capitulo 5, a Grid € implementada sobre outros ti
pos abstratos de dados cujas especificagoes e implementacOes tam
bém sao fornecidas. A técnica utilizada para provar a  correcao
da implementagao de um tipo abstrato de dados € apresentada atra
vés de um exemplo de implementacao de uma operagao definida para
a Grid.

A prova completa da corregao da implementacao da
Grid € apresentada no Apéndice 1 e a prova da corregao da imple-
mentagao dos tipos abstratos definidos para auxiliarem a imple-
mentagao da Grid é detalhada no Apéndice 2.

0 Apéndice 3 € constituido por um conjunto de termos
utilizados mas nao definidos explicitamente no texto.

O Apendice 4 contém um indice dos nomes_das  opera-
¢oes e fungoes utilizadas na especificagao e implementacio dos
tipos abstratos Grid, Delgrid, Retanggr, List, Retanglist,

Retang e Point, utilizados no desenvolvimento do exemplo.



2 DEFINICOES

Neste capitulo serao apresentadas definigoes impor-
tantes relacionadas com a especificacao de tipos abstratos.

Abstracao: consiste em se considerar um conceito de
forma independente de sua representagao, isto €, € um mecanismo
que permite separar as propriedades essenciais do conceito das
propriedades associadas a sua representagao, reduzindo os deta-
1he§‘que devem ser considerados em um dado instante.

A principal conseqliencia da abstragao € a metodolo-
gia de desenvolvimento de projetos de sistemas que ela sugere.

Um problema que surge no desenvolvimento de proje-
tos de grandes sistemas de software € a redugao da complexida-
de ou da quantidade de detalhes que devem ser considerados de u
ma vez. Dois métodos de solugao sao a decomposicao e a abstra-
gao. Através da decomposigdao uma tarefa fica dividida em  duas
ou mais subtarefas, porém, nem sempre esta decomposicao € sufi-
ciente, pois, para muitos problemas, as subtarefas ainda ficam
muito complexas. A complexidade dessas subtarefas pode ser redu
zida através da abstragao. Portanto, para reduzir a complexida-
de de um projeto top-down € necessario construir, a cada nivel
de refinamento, abstragoes que suprimam todos os detalhes irre-
levantes para aquele nivel enquanto expoem claramente os concei
tos e estruturas relevantes. Assim, pode-se reduzir o numero de
decisoes que devem ser tomadas em um determinado instante.

Objeto de Dados: € um termo que se refere a uma

classe de valores.

Estrutura de Dados: € um conjunto de elementos e u-

ma colecao de relagoes estruturais entre esses elementos.



Tipos de Dados: Segundo Hilfinger B um tipo de da-

dos € visto basicamente como a propriedade de um objeto que de-
fine o seu possivel comportamento. Mais formalmente, um tipo ca
racteriza os valores possiveis de um objeto e o conjunto de ope
ragoes que podem ser aplicadas a ele. Um tipo de dados pode,
portanto, ser definido como um par formado por um objeto de da-
dos e o conjunto de operagoes que tem significado para este ob-
jeto.

Tipo Ahstrato de Dados: € um tipo de dados definido

por uma especificagao independente de sua representagao, isto
€, consiste na abstragdao de um tipo de dados. E também chamada
de "abstragao de dados'".

Todas as técnicas de especificagao para abstracgao
de dados podem ser vistas como definindo uma disciplina matgl
matica 21. A disciplina surge a partir da especificacgao de um
tipo abstrato de dados da mesma forma que a teoria numérica apa
rece a partir das especificagOes para os numeros naturais atra-
vés dos axiomas de Peano.

O dominio da disciplina, isto €, o conjunto no qual
ela € baseada, € a classe de valores pertencentes ao tipo abs-
trato de dados e as operagoes da abstragao de dados sao defini-
das como um mapeamento sobre este dominio.

A teoria da disciplina consiste dos teotemas e le-
mas derivaveis das especificagoes.

Todos os teoremas provados a partir de um conjunto
de axiomas sao verdadeiros para qualquer modelo que satisfaca
os axiomas.

Uma técnica de especificacao deve descrever a sinta

xe e a semantica do tipo abstrato, isto €, deve apresentar  as



operacoes, seus dominios, seus resultados, como os dados se re-
lacionam e como sao acessados. Esta descrigao deve ser feita de
tal forma que se permita ao implementador a liberdade de esco-

lher a maneira como a semantica sera realizada na maquina.

21

Liskov e Zilles apresentam seis requisitos para

que uma técnica de especificagdo possa ser util. Estes criteé-
rios apresentam consideragOes praticas e tedricas ja que o obje

tivo de uma técnica de especificagdo € permitir a escrita de es
pecificagbes para programas praticos. De acordo com estes cri-

térios, um método de especificagao deve:

- ser formal;

- apresentar uma construgao sem dificuldade excessiva;

- ter uma forma de apresentagao que seja facilmente compreendi-
da por pessoas que tenham conhecimento da notacao usada;

- descrever apenas as propriedades que interessam ao conceito;

- ter um numero relativamente grande de aplicagoes;

- permitir que uma pequena troca no conceito também resulte em
uma troca pequena na sua especificagao.

Implementacao de uma Abstracao de Dados: consiste

de uma atribuigao de significado aos valores e operacgoes do ti-
po abstrato de dados em termos de valores e operacgoes de um ou-
tro tipo abstrato ou conjunto de tipos abstratos, ou seja, con-
siderando-se a existencia de uma hierarquia de abst}agaes, onde
as abstragoes de um nivel mais baixo fornecem explanacdes deta-
lhadas para as operagbes que aparecem em uma abstragao de um ni
vel mais alto, pode-se dizer que as abstragdes de nivel mais
baixo implementam a abstragao de nivel mais alto.

Outro aspecto a considerar na formalizacao é o _de-



senvolvimento de metodologias para provar a corregao do uso e
da implementagao de uma abstragao de dados, dada a sua especifi
cagao.

Verificacao: € o processo atraves do qual demonstra

-se que a implementagao de um tipo abstrato de dados satisfaz a

sua especificacao.



TECHICAS PARA ESPECIFICACAO DE TIPO ABSTRATOS DE
DADOS

U

0 uso da abstragao foi introduzido para resolver o
problema criado pela crescente complexidade contida na maioria
do software que se pode criar, que, por sua vez, € muito maior

que a complexidade que uma pessoa pode captar em um determinado

instante.

. Metodologias de programagao, voltadas para estrutu-
ra de algoritmos, como programagao estruturada e programacao
top-down, foram desenvolvidas. Entretanto, um algoritmo € ape-
nas um meio para se atingir o objetivo que € a trans formagao
dos dados. A complexidade dos dados a serem manipulados aumenta
substancialmente a complexidade do problema. Entao mais recente
mente estao sendo desenvolvidas a teoria dos tipos abstratos e
metodologias de implementagao de abstragao de dados. Neste capi
tulo serao apresentadas algumas técnicas de especificacao de ti

pos abstratos.

3.1 CLASSIFICAGAO DE MAJSTER

Segundo Majster 25

, as técnicas existentes para des
crever abstragoes de tipos de dados podem ser agrupadas em duas
classes:

a) - nao construtivas: que caracterizam um tipo por certas pro-
priedades e que podem ser classificadas em axiomaticas e algé-

bricas. Na técnica axiomatica, a implementagao de um tipo pode

ser vista como um modelo. Na técnica algébrica o tipo de dados



¢ definido somente através de suas operagOes que sao mapeamen-

tos satisfazendo certas relagdes. A tecnica de especificagao al

gébrica pode ser considerada um caso especial do método axioma-

tico. Para uma especificagao algébrica, os axiomas sao apresen-

tados em uma forma restrita, por exemplo: so sao permitidas a-
quelas funcoes e predicados que representam operacao explicitas

para tipos de dados, o quantificador existencial nao pode ocor-

rer e os axiomas devem ter a forma de equagoes com os lados es-

quef&o e direito de acordo com regras especificas.

b) - métodos construtivos que estabelecem explicitamente como

os objetos se parecem e como as operagoes afetam estes objetos.

Ex: métodos usando diferentes tipos de grafos ou automatas.
Outra classificacao para técnicas de especificacao

€ dada por Liskov e Zilles que as dividem em cinco categorias.

Apresenta-se, a seguir, cada uma das técnicas e as

fontes onde poderao ser encontradas para um estudo mais minucio

SO.
5.2 CLAss1FIcAgAO DE Liskov E ZILLES
3.2,1 DrsciPLINA FIXA

Esta técnica refere-se ao uso de um dominio fixo de
objetos formais tais como conjuntos e grafos.
2 -
Earley apresenta o uso de grafos na representagao
da semantica de estruturas de dados. Para ele, cada estrutura

de dados € representada por um '"V-graph' que € um grafo dirigi-
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do com arcos rotulados. Cada nodo do grafo representa uma parte
da estrutura de dados. Os arcos entre os nodos representam cami
nhos de acesso na estrutura e o arco de um nodo para um "atomo"

significa que o atomo esta armazenado neste nodo.
Como se pode observar, um V-graph possui trés tipos
de componentes: nodos, arcos e atomos. Atomos sdao objetos  que

nao se dividem, isto €, nao possuem partes que possam ser exa-

minadas ou trocadas. As operagoes e testes permitidos sobre um
atomo sao aqueles que o consideram como um elemento indivisivel
(por ex. = e +). Os arcos sao interpretados como seletores, is-
to €, cada rotulo de arco seleciona um unico caminho de acesso
a partir do nodo, e podem ser dirigidos de um nodo para outro
ou de um nodo para um atomo. Os nodos nao possuem um significa-
do intrinseco; todo seu significado é derivado das relacoes es-
truturais e de acesso representadas pelos arcos. Cada nodo pode
ter um numero arbitrario de arcos originando-se nele, mas dois
arcos que saem de um mesmo nodo nao podem ter o mesmo nome sele
tor.

Uma lista encadeada contendo os atomos 15, 18 e 26

pode ser representada por

NEXT

cont




11

onde NEXT e CONT sao rotulos que selecionam, respectivamente, o
proximo nodo na lista e o conteido deste nodo; o nodo cabega €
. . - . -
o representado por um quadrado, os nodos intermediarios por cir
culos e o nodo que representa o fim da lista por um circulo con
tendo a palavra reservada "NIL'". Neste exemplo, as palavras
NEXT e CONT nao sao necessariamente palavras reservadas pois e-
las poderiam ser substituidas por quaisquer outras duas seqlién-

cias de caracteres. Os triangulos representam os atomos da es-

N

trutura.

A manipulagao de grafos exige que se defina um con-
junto de operagoes primitivas, que devem ser escolhidas de acor
do com o dado abstrato que se quer representar.

Como ilustragao desta técnica apresenta-se a descri
gao de uma fila na qual um elemento € inserido no final e reti-
rado na frente da fila.

As operagoes primitivas usadas neste exemplo sao

INITIAL, TRANS, INSERT e DELETE.

INITIAL - cria uma fila com um nodo cabega onde se
originam duas linhas seletoras FRONT e REAR. Estas linhas apon-
tam para nodos com rotulos NIL indicando, desta forma, que nao
existe elemento na frente da fila nem tampouco no final.

INITIAL -
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TRANS - insere o primeiro elemento na fila, isto €,
re

o elemento inserido estara, ao mesmo tempo, na frente e na

da fila.
TRANS

V2

FROn

INSERT - insere um elemento no final da fila:

INSERT -

CEAR 2, _)’ ( ) NEXT Q REAR 2,

DELETE - retira o elemento que ocupa a posigao

a—

pontada por FRONT
DELETE

i ERONT - ( ) NexT o @ - | |Eowt s
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Pode-se observar que esta técnica apresenta a des-
vantagem de que as especificagoes tornam-se muito longas e algu
mas apresentam muitas dificuldades para a definigao. Liskov e
Zilles e apresentam um exemplo onde estas desvantagens apare-

cem.

3.2.2 DISCIPLINA ARBITRARIA

As técnicas que usam uma disciplina fixa para ex-
pressar especificagoes de tipos de dados podem ser comparadas
com o uso de uma linguagem de programacao que forneca um unico
método de estruturagao de dados (de fato, Earley . define uma
linguagem de programagao, VERS, na qual V-graphs € um mé€todo de
estruturagao de dados). Embora o Unico método possa ser tao po-
deroso que permita a implementagao de todas as estruturas de da
dos definidas pelo usuario, isto nao implica que todas as estru
turas sejam implementadas com igual facilidade. Da mesma forma,
nao se pode esperar que todas as abstragoes de dados sejam i-
gualmente bem especificadas em termos de um disciplina fixa.

Por outro lado, o uso de uma disciplina arbitraria
pode ser comparado com o uso de uma linguagem de programagao
que fornega varias facilidades para estruturagao de- dados,
pois, neste caso, permite-se que as especificagoes sejam escri-
tas em qualquer disciplina conveniente. A experiencia em progra
magao mostra, no entanto, que sempre existirao abstracoes que
nao podem ser representadas idealmente por qualquer dos méto-

dos de estruturagao de dados.
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A técnica de uso de uma disciplina arbitraria €
particularmente util quando a classe dos objetos da abstragao
de dados desejada é um subconjunto de algum dominio matematico
estabelecido.

Como ilustragao desta técnica, considere a especifi
cacao do conjunto de inteiros atraves da teoria dos conjuntos,

que € o dominio natural para operagoes em conjuntos

EMPTY = { }
INSERT (s, i)z s U (i}
DELETE (s, i)z s = {i}

HAS (s, i) = ies

Para que a especificacao acima defina conjuntos de
tamanho limitado, basta que se adicione pré-condigoes para espe
cificar quando & permitido aplicar uma operagao. Um exemplo de
pré-condigao seria estabelecer que a operacao INSERT so pode
ser aplicada quando o tamanho do conjunto € menor que um deter-
minado inteiro positivo N.

Quando pré-condigbes aparecem, € necessario mostrar
que o uso de uma operagao satisfaz as pré-condigbes ou resulta

em um erro.
3:2:3 MopeLo DeE MAQuINA DE ESTADO
Nesta técnica, a maquina de estado € identificada

como um unico objeto representativo e a especificacao descreve

como o estado da maquina € modificado de acordo com o resultado
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da aplicagao de algumas operagoes.

As operagoes sao classificadas em dois grupos: as
V-operagoes, que nao ocasionam troca de estado da maquina  mas
que permitem a observagao de alguns aspectos do estado e as
O-operagoes, que causam uma troca de estado.

A especificagao de cada operagao tem tres partes:

possiveis valores, parametros e efeito. Os possiveis valores

tem significado apenas para as V-operagoes e determinam o tipo
de f&lor retornado pela operagao e sua inicializagao quando a
maquina € criada. Parametros especificam os argumentos de entra
da da operagao. O objeto do tipo a ser definido (no exemplo a
seguir, o conjunto de inteiros) nao € listado como um parametro
porque a maquina € objeto. A parte "efeito" especifica o efeito
da operagao no estado da maquina de estados e as agoes efetua-
das quando erros sao detectados. O efeito de uma O-operacao ¢
especificado em termos das V-operacgoes.

Considere o conjunto de inteiros, definido anterior
mente, na técnica da disciplina arbitraria. A especificacgio pa-
ra este conjunto através do uso de uma maquina de estado é dada

a seguir.

Especificacao para o conjunto de inteiros atraves

de uma maquina de estados:

V-operagao: HAS
possiveis valores: boolean; inicialmente FALSE
parametros: Integer i

efeito: nenhum
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0-operagao: INSERT
possiveis valores: nenhum

parametros: Integer i
efeito:(¥j) HAS (j) = if j = i then TRUE

else 'HAS' (j)

0-operagao: DELETE
possiveis valores: nenhum

parametros: Integer i
efeito: (¥j) HAS (j) = if j = i then FALSE
else 'HAS' (j)

0 efeito de uma O-operagao € especificado em ter-
mos das V-operagoes. O uso de 'HAS' entre aspas, na especifica-
gao de INSERT, significa o valor antigo de HAS (antes da execu-
¢ao de INSERT).

O efeito da operagao EMPTY é dado implicitamente pe
la especificagao do valor inicial da V-operagao (no exemplo HAS
tem valor inicial FALSE) ja que ela significa a atribuicao de
um estado inicial a maquina de estado.

Nem sempre € facil encontrar uma descrigao simples
de uma O-operagao, ja que algumas delas ocasionam efeitos retar
dados sobre as V-operagoes, isto €, algumas propriedades do es-
tado serao verificadas pelas V-operagoes somente apés a aplica-
¢ao de uma O-operagao. Um exemplﬁ desta situagao € dado por
Liskov e Zilles 4 na abstragao de dados '"pilha" que € apresen-

tada a seguir.
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Especificacdo para a pilha atraves de uma maquina

de estados:

V-operagao: TOP
possiveis valores: Integer; inicialmente UNDEFINED
parametros: nenhum

efeito: chamada 1 de erro se 'DEPTH' = 0
V-operagao: DEPTH
possiveis valores: Integer, inicialmente 0

parametros: nenhum
efeito: nenhum
O-operagao: PUSH
possiveis valores: nenhum
parametros: Integer a
efeito: TOP = a
DEPTH = DEPTH + 1
O-operagao: POP
possiveis valeres: nenhum
parametros: nenhum
efeito: chamada 2 de erro se 'DEPTH' = 0
DEPTH = DEPTH - 1
a seqliéncia PUSH (a); POP nao apresenta e-

feito se nenhuma chamada de erro ocorre.

Observe que a operagao PUSH (que coloca-um elemento
no topo da pilha) tem efeito retardado sobre a operaciao TOP
(que fornece o elemento do topo da pilha) pois o elemento situa
do na posigao anterior ao topo da pilha niao € diretamente obser
vavel visando-se TOP, mas sera observavel apés a aplicacao de

POP (que retira o topo da pilha).
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Outra observagao importante a respeito da especifi-
cacao dada para a pilha € que ela estabelece que rotinas para
tratamento de erros serao chamadas caso elas ocorram. Por exem-
plo, a V-operagao DEPTH foi inserida na especificagao para con-
trolar o numero de elementos da pilha. A O-operagao POP tem co-

mo efeito a chamada de uma rotina de erro caso ocorra a condi-
¢ao 'DEPTH' = 0 (Lembre que 'DEPTH' significa o valor anterior

de DEPTH, isto €, antes de POP ser executado).

oy

Ainda com respeito a especificagao da pilha, obser-

ve que na parte '"efeito' da operacao POP, aparece a frase "a
seqllencia PUSH(a); POP nao aﬁresenta efeito se nenhuma chamada
de erro ocorre'" que expressa a tentativa de descrever o efeito
retardado da operagao PUSH sobre TOP.

Esta especificagao pode ser modificada acrescentan-
do-se as ''propriedades de modulo", introduzidas por Parnas 25.
que sao aplicadas sobre todo o grupo de operagoes. Entao, a
parte efeito da operagao POP contera apenas a chamada de erro
se 'DEPTH' = 0 e a decrementagao DEPTH = 'DEPTH' - 1; e na espe
cificagao da pilha, logo apds a definigao da V-operagao POP, se
ra incluido:
Propriedades de modulo:
a seqlencia PUSH(a), POP nao apresenta efeito se nenhuma chama-

da de erro ocorre.

A técnica de especificagao atraves de maquina de
estado apresenta muitas desvantagens; entre elas destaca-se o
fato de que a inclusao de uma nova V-operagao pode requisitar a
tualizagoes em uma grande parte das especificagoes de O-opera-
goes, uma vez que o efeito das O-operagées € dado em termos das

V-operacgoes.
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I'd
3.2.4 SISTEMAS AXIOMATICOS

Nesta técnica a formalizacao para a abstracao de
dados € conseguida expressando-se as propriedades como axiomas.

Considere, como exemplo, a especificacao axiomatica
para a abstracao de Stack:

1. STACK (CREATE)
2. STACK (s) & INTEGER (i) » STACK (PUSH (s, i) ) &
o [POP(s) # STACKERROR » STACK (POP(s)) |

& [TOP(s) = INTEGERERROR -+ INTEGER (TOP
(s))]
3. (¥P) P(CREATE) & (¥s) (¥i) [STACK (s) & INTEGER (i) & [P(s)
+ PUSH(s,i)] &
[s # CREATE » P(POP (s))]]
+ (¥s) [STACK (s) =+ P(s)]

:

4. STACK (s) & INTEGER (i) » TOP (PUSH(s,i))
5. TOP (CREATE) = INTEGERERROR
6. STACK (s) & INTEGER (i) -+ POP(PUSH(s,i))

L}
w

7. POP (CREATE) = STACKERROR

As especificagOes axiomaticas podem, quase sempre,
ser pouco extensas e amplamente aplicaveis, em parte porque e-
xistem poucas limitagoes na forma dos axiomas. A técnica também
suporta a extensibilidade, isto €, para estender o conceito de-
finido basta adiciomar novos axiomas ou, no maximo, modificar
alguns dos axiomas existentes.

Para provar que uma implementacao de uma abstracgao
de dados, especificada por axiomas, € correta, deve-se mostrar
que a implementagao € um modelo dos axiomas.

Uma desvantagem desta técnica € que ela nao define
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diretamente um modelo para a classe de objetos, uma vez que €
definida apenas implicitamente. Isto causa com que muitas vezes
seja dificil ver que os axiomas realmente definem o conjunto de
valores de interesse.

Guttag ? apresenta a técnica de especificacao axio-

matica de HOARE usando uma notagao similar aos modulos de

Euclid encontrada em Guttag e Horning 10.

3:2.:5 S1STEMAS ALGEBRICOS

Nesta técnica, o conjunto de expressdes legais é
constituido por expressoes que podem ser formadas, a partir das
operagoes dadas para a abstragao dos dados, de tal forma que a
corregao do tipo € preservada. Uma expressao 'preserva' a corre
cao do tipo se todo operador tem em seus operandos uma expres-
sao cujo resultado combina com o tipo requerido para aquele ope
rando.

As especificagbes algébricas apresentam uma analo-
gia com as especificagb6es da maquina de estado no sentido de
que os efeitos das operagdes sao dados como propriedades de mo-
dulos.

Liskov e Zilles 21

apresentam uma especificagao al-
gébrica para Stacks e chamam a atengao para o fato de que mui-
tas vezes € necessaria a inclusao de expressoes condicionais na
especificagao. Isto indica que s0 sao fornecidos resultados pa-
ra as substituigoes que satisfagam alguma condigao.

Como exemplo, considere a especificacao algeébrica

para a abstragao do tipo Queue de inteiros.
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funcionalidade:
NEWQ + Queue

ADDQ: Queue x Integer ~ Queue

DELETEQ: Queue + Queue
FRONTQ: Queue + Integer U{INTEGERERROR}
ISNEWQ: Queue + Boolean

APPENDQ: Queue x Queue -+ Queue

equagoes

1. ISNEWQ (NEWQ) = TRUE
2. ISNEWQ (ADDQ (q,i)) = FALSE
3. DELETEQ (NEWQ) = NEWQ
4. DELETEQ (ADDQ (q,i)) = IF ISNEWQ (q) THEN NEWQ

ELSE ADDQ (DELETEQ (q), i)
5. FRONTQ (NEWQ) = INTEGERERROR
6. FRONTQ (ADDQ (q,i)) = IF ISNEWQ (q) THEN i

ELSE FRONT (q)

7. APPENDQ (q, NEWQ) = q
8. APPENDQ (r, ADDQ (q,i)) = ADDQ (APPENDQ (r,q),i)

3.3 TEécnicA ALGEBRICA - AXIOMATICA

Un tipo abstrato € um conjunto de valores e opera-
goes definidas independentemente da sua representagao.

Um sistema algébrico € também um conjunto de valo-
res e operagoes.

Axiomas expressam abstratamente o comportamento e
relagoes que caracterizam operagoes e classes de valores. Por-

tanto, € natural representar uma abstracgao de dados, como um
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sistema algébrico cujas operagoes sao definidas por axiomas.

Majster & considera que a técnica algébrica € um
caso particular da técnica axiomatica onde os axiomas sao apre-
sentados obedecendo certas regras. Ja Guttag 11, chama esta com
binagdo de técnica "algebrica - axiomatica".

A especificagdo de um tipo de dados atraves da tec-
nica algebrica-axiomatica compreende uma especificacao sintati
ca e uma especificagao semantica.

\_‘

Na especificacdo sintatica sao definidos os nomes,

os dominios e os contradominios das operagdes.

A especificagdo semantica contém o conjunto de axio
mas, na forma de equagoes, caracterizando o inter-relacionamen-
to entre as operagoes.

Um exemplo simples de especificagao de um tipo abs-
trato através da técnica algébrica axiomatica € a definicao do

tipo Stack, dada por Guttag 1T

type Stack [elementtype: Type]

sintaxe
NEWSTACK + Stack
PUSH (Stack, elementtype) -+ Stack
POP (Stack) + Stack
TOP (Stack) + elementtype U {UNDEFINED}
ISNEW (Stack) + Boolean

REPLACE (Stack, elementtype) =+ Stack
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semantica

declare stk: Stack, um: elementtype:
POP (NEWSTACK) = NEWSTACK
POP (PUSH (stk, um)) = stk
TOP (NEWSTACK) = UNDEFINED
TOP (PUSH (stk, um)) = um
ISNEW (NEWSTACK) = TRUE
ISNEW (PUSH (stk, um)) = FALSE

REPLACE (stk, um) = PUSH (POP (stk, um))

Com o objetivo de simplificar a especificagao se-
mantica, trabalhos mais recentes de Guttag acrescentam um con-
junto de restrigoes que compreendem uma especificacao de preé-
condigao e uma especificagao de falha. As pré-condigoes limitam
a aplicagao dos axiomas enquanto que as falhas restringem o do-
minio de uma operagao e servem para chamar a atencao do imple-

mentador sobre determinados aspectos a serem considerados.

3.3.1 CONSISTENCIA E “COMPLETENESS”

Uma vez construida a especificagao de um tipo abs-
trato, € importante verificar a consisténcia do conjunto de a-
xiomas. |

A semantica de um tipo abstrato especificado segun-
do a técnica algebrica-axiomatica € descrita por um conjunto de
axiomas. Se estes axiomas podem ser usados para formar uma sen-
tenga que contradiz um dos axiomas da especificagao, o conjunto

dos axiomas da especificagao € inconsistente.
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No caso geral, a determinagao da consistencia de
um conjunto arbitrario de equagdes € um problema insolavel (in-
decidivel)lo. Na pratica, no entanto, € relativamente simples
demonstrar a consisténcia de um conjunto particular. A constru
¢ao de um modelo € talvez a técnica mais comumente usada. Para
mostrar que a axiomatizagdo de um tipo abstrato € consistente,
¢ suficiente construir uma implementagao da abstracao e provar

que esta implementagdo esta correta. Do ponto de vista pratico,

esta é a melhor maneira de se demonstrar consisténcia. A desvan
tagem € que se a especificacao € inconsistente, & possivel dis-
pender um esforgo consideravel na busca de um modelo que nao po
de ser encontrado.

Outro aspecto importante a ser considerado sobre o
conjunto de axiomas € a 'completeness'. A definigao usual de
"completeness' em logica €: "um conjunto de axiomas de um siste

ma € completo se e somente se toda formula bem formada ou sua

negacao pode ser provada como teorema do sistema'. Na teoria
dos tipos abstratos Guttag P 20 usa uma definicao mais fraca
para esta condigao, que ele chama de "suficientemente-comple-

ta''.

Antes de se definir o termo "suficientemente-comple
ta'", € necessario definir para um tipo abstrato T, o conjunto
de operagoes O e o conjunto de palavras L(T):
- 0 € o conjunto das operagdes que executam o mapeamento do ti-
po T em outro tipo.
- L(T) € o conjunto de expressdes que podem ocorrer em aplica-
goes sucessivas de operagoes do tipo abstrato T.

Entao, dado um tipo abstrato T e um conjunto de a-

xiomas A, A € dito uma axiomatizagao de T suficientemente-com-
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ta se e somente se para todo o (el,ez,..., en) € L(T), onde
o € 0, existe um teorema derivavel de A da forma 0(eq,€p,.,
en) = u, onde u nao contém operagoes do tipo T.

Informalmente pode-se afirmar que se a combinagao
dos axiomas ndao apresenta todas as informagOes necessarias para

a captura do significado das operagoes do tipo abstrato, entao
a axiomatizagao nao € suficientemente-completa.

De um modo genérico, o problema de se estabelecer
se um conjunto de axiomas ¢ suficientemente-completo ou nao, €

" » - - 10 . . .

indecidivel, porem Guttag mostra que, limitando-se a maneira
de se especificar o tipo abstrato, existem condigoes suficien-
tes que garantem que a axiomatizagao € suficientemente-comple-

tal

3:3.2 CORREGAO DA IMPLEMENTALAO

A implementagao de um tipo abstrato T consiste de
duas partes: uma parte de programas e uma de representacgao.
- a parte de programas consiste em qualquer interpretacgao das
operagoes de um tipo que resulte em um modelo para os axiomas
da especificagao de T;
- a representagao € uma funcao que mapeia termos do_domfnio do
modelo em seus representantes no dominio abstrato.

Uma implementagao € correta se preserva os axiomas,
isto €, as propriedades das operagoes.

A especificagao de um tipo abstrato T pode ser vis-
ta como a descrigao de uma algébra. Neste caso, uma implemen-

tagao de T, feitas sobre um tipo abstrato T', € correta se € um
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homomorfismo da algébra de T na algébra de T'.

3:3:3 A LINGUAGEM DE ESPECIFICACAO

A escolha da linguagem para expressar as especifi-
cagoes € importante. Ela deve proporcionar facilidades para pro

vas de corregao e portanto deve ser, por si so, definida axioma

ticamente.

Neste trabalho assume-se uma linguagem base com cin
co primitivas: composigao de fungoes, relacgao de igualdade
(=), duas constantes distintas (TRUE e FALSE) e um conjunto ili
mitado de variaveis livres.

A partir destas primitivas pode-se construir uma
linguagem de especificagao na qual uma operagao que tenha sido
definida em termos das primitivas deve ser adicionada a lingua-
gem de especificacgao.

A operagao I[F-THEN-ELSE, por exemplo, pode ser defi
nida pelos axiomas:

IF-THEN-ELSE (TRUE, q, 1) = q

IF-THEN-ELSE (FALSE, q, r) = r

Assume-se, entao, que a operagao IF-THEN-ELSE, es-
crita da forma IF b THEN q ELSE r, € parte da linguagem de espe
cificagao.

Assume-se, também, a disponibilidade dos operadores
booleanos infixados A, V, » (ouD), = (ou =) e o operador preé-
fixado =

Permite-se, ainda, as operagoes convencionais sobre
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os inteiros: adigao (+), subtragao (-), multiplicagao (*), divi

sao (DIV) e resto da divisao (MOD).

3,34 ConsTRUGAO DA ESPECIFICACAO DE UM T1PO ABSTRATO

Uma vez definida a linguagem que sera utilizada pa-

ra a especificagao do tipo abstrato, resta estabelecer as con-

vengoes e regras a serem obedecidas.

A selecgao dos axiomas apropriados depende, princi-
palmente, do tipo a ser definido, Nao existe um procedimento ge
nérico para a construgao de axiomatizagao para algebras de ti-
po. E possivel, no entanto, caracterizar a classe de informa-
¢oes que devem ser fornecidas por uma axiomatizagao, isto €, ge
neralizar a forma que uma axiomatizagao deve tomar.

Qualquer processo que desejar fazer uso do tipo de
dados definido deve poder fazer isto examinando apenas a especi
ficagao, isto €, nao deve ser necessario compreender a implemen
tagao.

Uma boa especificagao deve apresentar uma quantida-
de adequada de informagoes para permitir a definigao do  tipo,
mas estas informagoes nao devem restringir a forma de implemen-
tacao.

Do ponto de vista computacional, € adequado definir
um tipo de dados de forma construtiva, isto €, apresentar ope-
ragoes que criam, modificam e destroem configuragoes do tipo de
dados.

Como exemplo de especificagao de um tipo abstrato a

presenta-se a definigao de um array nao limitado. A notagao con
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vencional exibida nesta especificagao sera usada em todos os e-
xemplos posteriores 11. Os nomes das operacoes serao escritos
com todas as letras maiusculas. O nome de um tipo de dados ini-
cia com letra mailscula. Nas equagoes as variaveis sdo escritas
com letras minisculas e devem ser declaradas de forma que se i-
dentifique a que tipo pertencem.

Para a especificacao de um tipo abstrato, através
da técnica-algébrica-axiomdtica, convenciona-se que existam

duas etapas: a sintaxe e a semantica, A sintaxe € precedida por

uma declaragao,

- a declaragao fornece o nome do tipo que se deseja definir e a
classe de seus elementos., Por exemplo, na declaragao:

type Array (domaintype: Integer, rangetype: Real)
especifica-se que o nome do tipo € Array e que seus elementos
sao bem definidos através de um valor inteiro (indice do array)
e um valor real (conteudo do array). As expressoes domaintype e
rangetype sao reservadas para indicarem, respectivamente. o do-
minio e o contradominio do tipo definido. Sendo assim, a decla-
ragao dada como exemplo, estabelece que o dominio do tipo Array
€ formado por inteiros e o contradominio € formado por reais.

Caso se queira definir um Array de forma mais gené-
rico, isto €, permitindo que os elementos do dominio e do con-
tradominio pertengam a qualquer tipo definido externamente, uti
liza-se a notacgao convencional Type. Por exemplo, a -.declaracgao:

type Array [ﬁomaintype: Type, rangetype: Type]
permite que os elementos do dominio e do contradominio sejam de
qualquer tipo, mas todos do mesmo tipo para domaintype e todos
do mesmo tipo para rangetype.

Se o array a ser especificado € bidimensional, seus
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elementos devem ser identificados atraves de pares ordenados
(i,j) e isto implica que a declaragao do tipo seja dada por
type Array [domaintype: Type x Type, rangetype: Type]

0 uso da expressao Type x Type é convencional e
significa que o dominio do tipo abstrato € composto por pares
ordenados onde os dois elementos sao do mesmo tipo.

Seguindo a declaragao do tipo, descrita acima, apa-
rece a parte sintatica da especificacgao.

Na parte sintatica sdo definidos os nomes das opera
¢oes permitidas sobre o tipo, seus dominios e contradominios.

Por exemplo, a sintaxe do tipo Array pode ser com-
posta das operagoes:

NEWARRAY -+ Array

ASSIGN (Array, domaintype, rangetype) - Array

ACCESS (Array, domaintype) -+ rangetype U{UNDEFINED}

A operagao NEWARRAY nao possui operandos, isto €, e
la serve para criar um Array enquanto que a operagao ASSIGN tem
como operandos um array, um elemento de domaintype e um elemen-
to de rangetype e como resultado um novo array.

Ja a operagao ACCESS possui como operandos um ARRAY
e um elemento de domaintype e devolve um elemento de rangetype
ou uma mensagem de indefinido.

Observe também que, além de criar o Array, apenas
mais duas operagoes sao permitidas sobre o tipo Array: atribuir
um valor a um elemento do Array (ASSIGN) e recuperar o valor de
um elemento caso algum ja lhe tenha sido atribuido (ACCESS).

Note que nao existe preocupagao com o tamanho do

Array e portanto pode-se deduzir que trata-se da especificacgao

de um tipo nao limitado.
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Como ja foi dito anteriormente, a especificacao se-
mantica contém um conjunto de axiomas, na forma de equagoes,
que relacionam as operagoes entre si.

Un Array € definido através de seus elementos e por
tanto a parte de especificagao semantica devera ser apresentada
de tal forma que este aspecto transpareca. Desta forma, a seman
tica das operagOes sera construida tendo por base a operagao

ACCESS. De acordo com o que foi apresentado na seccao 3.3.1, es

ta € realmente a forma de se construir a parte semantica de uma
especificagao para que se garanta a condigao de um conjunto de
axiomas "suficientemente-completo', uma vez que a operagao
ACCESS tem um resultado diferente do tipo que esta sendo defini
do.

Além disso, deve-se ter o cuidado de que as constru
goes recursivas contidas nos axiomas sejam finitas. No caso do
Array, os axiomas contém uma construgao recursiva tendo como ba
se de recursao o axioma ACCESS(NEWARRAY, dl) = UNDEFINED. As-
sim € possivel provar que ACCESS (arr,dl) pode ser expresso sem
conter operagoes definidas na especificagao do Array.

Uma prova de que um conjunto de axiomas & suficien-
temente completo € apresentado na seccgao 4.6.

A parte semantica da especificagao do Array é dada
por:

declare arr: Array, dl’ d2: domaintype

Tr: rangetype
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ACCESS (NEWARRAY, dl) = UNDEFINED
ACCESS (ASSIGN (arr, dl,r),d2)=
= IF d1 = d2
THEN r
ELSE ACCESS (arr, dz)

Olhando a especificagdo sintatica pode-se  verifi-

car que cada uma das expressoes nas equacoes axiomaticas esta

formada corretamente no sentido de que cada operador esta apli-
cado a um numero correto de argumentos e cada argumento & do ti

po correto.
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4 0 PROJETO DE ESPECIFICAQEES DE TIPOS ABSTRATOS

A especificacao de um tipo abstrato da uma defini-
cao formal de cada operagao do tipo, de forma independente da
implementagao. O projeto completo de um tipo abstrato particu-

lar compreende, portanto, uma especificagao seguida de uma im-

plementagao consistente com a especificagao.

4,1 CONSIDERAGOES GERAIS

Na aplicagao de uma técnica de especificacao € u-
sual pressupor a existéncia de outros tipos abstratos definidos
independentemente e usa-los na especificacao. Segundo Guttag e
Horning 10, teoricamente € possivel definir varios tipos abstra
tos através de uma recursao mitua, embora muitas vezes uma sepa
ragao dos tipos fornega uma especificacao mais clara.

A maioria dos exemplos de especificacgao de dados
abstratos, encontrados na literatura existente sobre o assunto,
trata de tipos de dados nao limitados. A justificativa para es-
te fato € que os tipos limitados apresentam maior  dificuldade
de definigao.

Um dos mais simples exemplos de um tipd abstrato
de dados € a pilha. Guttag 11 apresenta uma especificacao da pi
lha nao limitada através de seis operagdes na especificacao sin
tatica e um conjunto de sete equagdoes na especificacio semanti

ca. O exemplo € transcrito a seguir:
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type Stack [elementype: Type]

sintaxe
NEWSTACK + Stack
PUSH (Stack, elementtype) - Stack
POP (Stack) - Stack
TOP (Stack) =+ elementtype U {UNDEFINED}

ISNEW (Stack) =+ Boolean

REPLACE (Stack, elementtype) + Stack

semantica
declare stk: Stack, elm: elementtype
POP (NEWSTACK) = NEWSTACK
POP (PUSH (stk, elm)) = stk
TOP (NEWSTACK) = UNDEFINED
TOP (PUSH (stk, elm)) = elm
ISNEW (NEWSTACK) = TRUE
ISNEW (PUSH (stk, elm)) = FALSE

REPLACE (stk, elm) = PUSH (POP (stk, elm))

Observe que a expressao elementtype € uma variavel
pertencente ao conjunto de tipos e varia sobre elementtype. Is-
to significa que os elementos da Stack sao de qualquer tipo
(mas todos do mesmo tipo). Segundo Guttag 11, esta especifica-
¢ao nao define um unico tipo abstrato mas, um 'esquema de  ti-
po'". Para reduzir o esquema a especificagcao de um uUnico tipo
abstrato, € necessario efetuar a ligagao de elementtype a um ti
po particular. Por exemplo: Stack [elementtype: Integer] reduz
o esquema a especificagao de um tipo abstrato particular: uma

Stack cujo elementos sao inteiros. Uma vez que a transformagao

de um esquema de tipo para uma especificacao de um tipo particu
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lar € muito simples, nao se fara distingao entre estes dois con

ceitos durante o transcorrer deste trabalho, convencionando-se
que ambos serao denominados "especificagao de tipos abstratos'.

Para completar o projeto de especificacao do  tipo
abstrato Stack € necessario fornecer uma implementagao do tipo.
A implementagao apresentada, a seguir, € fornecida por Guttag11
onde cada configuragao do Stack € representada por uma estrutu-

ra com dois componentes: um array (nao limitado) cujos elemen-
tos sao do tipo elementtype e um inteiro que serve para indicar

a posigao do elemento do topo da stack no array. O tipo abstra-

to Array, aqui utilizado foi definido no capitulo anterior.

Implementagao do tipo de dados Stack em termos do

par (Array, Integer)

representagao:
STACK (Array [Integer, elementtype], Integer) =~

> Stack [elementtype]

programas:
declare arr: Array, t: Integer, elm: elementtype;
NEWSTACK = STACK (NEWARRY, 0)
PUSH (STACK (arr, t), elm) = STACK (ASSIGN(arr, t+l1, elm),
t + 1)
POP (STACK (arr, t))

[}

IFt =20
THEN STACK (arr, O)
ELSE STACK (arr, t-1)
TOP (STACK (arr, t))

ACCESS (arr, t)
ISNEW (STCAK (arr, t)) = (t = 0)
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REPLACE (STACK (arr, t), elm) = IFt =0
THEN STACK (ASSIGN (arr, 1, elm),l)
ELSE STACK (ASSIGN (arr, t, elm),t)

Para caracterizar as dificuldades existentes na es-
pecificagdo de um tipo abstrato, € necessario um exemplo mais
completo que a stack. Um bom exemplo € a especificacdo do tipo

Queue (ndao limitada) que € uma lista onde os elementos sdo tra-
tados na forma first-in-first-out, isto €, a ordem da retirada
dos elementos € a mesma que a de insercdo. A especificacgao aprg-
sentada aqui € similar aquela fornecida por Guttag, Horowitz e

Musser 12

Especificagao do tipo abstrato Queue
type Queue [item]
sintaxe
- NEWQ +  Queue
ADDQ (Queue, item) -+ Queue
DELETEQ (Queue) = Queue
FRONTQ ‘(Queue) -~ 1item U {UNDEFINED}
ISNEWQ (Queue) =+ Boolean

APPENDQ (Queue, Queue) -+ Queue

semantica
declare q;, q,: Queue, i: item
ISNEWQ (NEWQ) = TRUE
ISNEWQ (ADDQ) (q;.i) = FALSE
DELETEQ (NEWQ) = NEWQ
DELETEQ (ADDQ (qp,i)) = IF ISNEWQ (q;)
THEN NEWQ
ELSE ADDQ (DELETEQ(q), i)
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FRONTQ (NEWQ) = UNDEFINED
FRONTQ (ADDQ (q,, i)) = IF ISNEWQ (q;)

THEN i

ELSE FRONTQ (q;)
APPENDQ (q,, NEWQ) = q

APPENDQ (q;, ADDQ (aj, 1)) = ADDQ (APPENDQ (a;,d,) i)

A complexidade inserida por este exemplo refere-se
a recursividade exigida nas operagoes DELETEQ, FRONTQ e
APPENDQ. Como se pode observar, a aplicacao da operagao FRONTQ
a uma Queue vazia resulta em um valor indefinido (FRONTQ(NEWQ)=
UNDEFINED); por outro lado, se FRONTQ é aplicada a uma Queue cu
jo Item mais recentemente inserido € i e q; representa o resto
da Queue, entao € feito o teste: Se a, € vazia o resultado é
i, caso contrario, FRONTQ € aplicada recursivamente sobre q .
Portanto, o resultado de FRONTQ (q;), onde q, nao € vazia, € o
item que ocupa a posigao denominada frente da queue.

A mesma situagao € encontrada nas operacgoes DELETEQ
e APPENDQ uma vez que DELETEQ deve eliminar o elemento que esta
na frente da Queue e APPENDQ deve unir as duas Queues inserindo
no fim da primeira os elementos da segunda, em ordem, a partir
do elemento da frente.

Para exemplificar a especificagao de um tipo abstra
to limitado Guttag, Horowitz e Musser 12 apresentam uma Bqueue
de tamanho limitado, nesta especificagao algumas restrigoes im-
postas a definigao dos axiomas para tipos abstratos nao limita-
dos sao desconsideraveis como, por exemplo, € permitida uma no-
tagao que se parece com o uso convencional de procedures e tam-

bém € relaxada a restrigao que todas as operagoes tenham um Uni
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co valor. Faz-se também necessaria a inclusdo de fungoes auxi-
liares, também chamadas "hidden functions", para simplificar a
especificagao, da mesma forma que a introdugao de procedures
nao essenciais podem simplificar e dar maior clareza e um pro-
grama. Estas fungOes sao identificadas colocando-se um asteris-
co na frente da especificagao sintatica para indicar que nao de
vem ser acessiveis ao usuario, uma vez que elas fazem parte a-

penas da especificagao da abstragao e nao da abstragao do tipo

limitado.Bqueue.

type: Bqueue [item: Type]

sintaxe
NEWQ(Integer) -+ Bqueue
*ADDQ (Bqueue, item)- Bqueue
*DELETEQ(Bqueue) -+ Bqueue
FRONTQ(Bqueue) =+ item U {UNDEFINED}
ISNEWQ(Bqueue) - Boolean
APPENDQ (Bqueue,Bqueue) - Bqueue
SIZE(Bqueue) - Integer
LIMIT(Bqueue) -+ Integer
ENQ (var Bqueue, item) -

DEQ (var Bqueue) -+ item

semantica

declare q, r: Bqueue, i: item, in: Integer

ISNEWQ(NEWQ(in)) = true
ISNEWQ(ADDQ(q,i)) = false
DELETEQ(NEWQ(in)) = NEWQ (in)

DELETEQ(ADDQ(q, i) =
if ISNEWQ(q) then NEWQ (in)
else ADDQ (DELETEQ(q),1i)
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FRONTQ(NEWQ(in)) = UNDEFINED |underflow|

FRONTQ(ADDQ(q, 1)) =
if ISNEWQ (q) then i else FRONTQ(q)
APPENDQ(q,NEWQ(in)) = q
APPENDQ(r,ADDQ(q,1)) = ADDQ(APPENDQ(r,q),1)
LIMIT(NEWQ(in) = in
LIMIT(ADDQ(q,i)) = LIMIT(q)
ENQ(q,1) = if SIZE(q)<LIMIT(q)
then q « ADDQ(q,1)
else q + UNDEFINED [overflow]
DEQ(q) = q « DELETEQ(q); FRONTQ(q)
SIZE(NEWQ(in)) = O
SIZE(ADDQ(q,i)) = 1 + SIZE(q)

4,2 UM EXEMPLO MAIS cOMPLETO - A GRrID

0 objetivo desta etapa € propiciar uma visdo mais
ampla na especificacao de tipos limitados.

0 exemplo escolhido para a especificagao, a grid, €
adequado pelo fato de que nao € um tipo com propriedades conhe-
cidas, e além disto apresenta caracteristicas que nao sao en-
contradas em tipos comumente estudados. O sentido de 1limitado,
na grid, € mais amplo que na Bqueue apresentada na secgao ante-
rior pois a partir de sua declaragao, a grid tem um numero fixo
de elementos que € mantido constante durante toda a sua existen
cia, enquanto que na definicao do tipo Bqueue, o sentido de 1li-

mitado refere-se apenas ao numero maximo de elementos.
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Outros problemas surgirao desde a sua especificagao
até a sua implementagao. Estes problemas serao estudados e so-
lugoes serao propostas.

A grid € um estrutura de dados definida por Gehani4
e consiste em um array que pode ter qualquer formato com a pe-
culiaridade que seus elementos nao necessitam estar conecta-

dos. Pode ser visualizada como sendo a uniao de alguns arrays

menos a uniao de outros arrays. Os arrays envolvidos na estrutu

ra de uma grid sao chamados componentes.
A seguir mostra-se alguns formatos de grids e suas

respectivas declaragoes:

1 - Unidimensional

_1'_ i3 2o 4o

l

GRID [1..15 PLUS 20..40] OF real

2 - Bidimensional
1 il 20

33 Lo -

3o

GRID (1..30, 1..20 MINUS 13..17, 11..20] OF Integer
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Como pode ser observado, a expressao PLUS preceden-
do um array componente, indica a inclusao de seus elementos na
grid, enquanto que a expressao MINUS antes de um componente in-
dica que seus elementos nao serao considerados elementos da
Grid.

Por exemplo, a declaracao da Grid cujo formato € a-

presentado abaixo pode ser dada por

I;

\0 W d ¥ ko
1 ; ] I

| |

| i

|
'
i ]
[
|

L

25 T

3€

GRID [1..38, 1..30 MINUS 16..24, 1..9 PLUS 1..15, 30..35 PLUS
1..25, 35..40 MINUS 16..24, 21..29] OF integer

ou

GRID [1..38, 1..40 MINUS 16..24, 1..9 MINUS 16..24, 21..34
MINUS 25..38, 31..35 MINUS 26..38, 35..40] OF integer

ou qualquer outra combinagao de PLUS e MINUS que represente ape

nas os elementos da parte hachuriada.

Outros exemplos:

GRID [1.+1; 1wl PLUS 1..2; 2442 PLUS
1.03, 3!!3

1..99, 99..99 PLUS 1..100, 100..

loo 100] OF real
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- 1) | &

GRID [1..5, 1..5 PLUS 11..15, 11..15] OF complex

3 - Tridimensional

33 4100

50

L S50
GRID [1..50, 1..50, 1..50 PLUS 21..30, 51..100, 21..30]

OF integer
Muitas vezes a declaragao de uma grid fica inconve-
niente como € o caso da declaragao da grid triangular (que é a
uniao de 100 arrays lineares).
A declaragao de grids pode se tornar mais flexivel
se permitirmos que os limites da dimensao de um componente se-

jam funcoes inteiras de outras coordenadas de dimensao.
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Por exemplo, para declararmos a grid triangular fa-

-
r1iamos:

GRID [i IN 1..100, 1..i] OF real

Uma grid n-dimensional pode ser pensada como uma
funcdo cujo dominio € o conjunto de todos os subscritos  vali-
dos.

Seja g uma variavel grid de tipo g, com  componen

tes

q; (1gica) e I (1<j<b)

onde todos os rj sao préfixados com MINUS. Entao o dominio de g

dom(g) = dom(g,)=

conj. dos subscritos conj. dos subscritos
- ﬁ validos definidos _ ﬁ validos definidos
i=1 pelo componente j=1 pelo componente
q; 5

Exemplo:
VAR a: GRID [1..3 PLUS 5..9 MINUS 6..7] OF real

dom(a) = [<1>, <2>, <3>, <5>, <8>, <9>]

Varias aplicagOes computacionais tais como na Enge-
nharia e analise numérica apresentam problemas decorrentes da
necessidade de uma estrutura de dados do tipo grid. Gehani i a
presenta um programa que ilustra algumas vantagens do uso da
grid tais como:

i) a grid reflete claramente o formato a ser representado; e
ii) a alteragao na declaragao da grid permite que o programa

trabalhe sobre qualquer outro formato; e
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iii) existe uma economia de memoria uma vez que oS elementos

dos arrays retirados na declaragao nao ocupam espago fisi-

co.
4,3 UMA RESTRICAO DE GRID

0 subconjunto escolhido para a especificagao sera
restrito aquelas grids bidimensionais cujo formato possa ser

observado a partir da uniao de retangulos, sejam eles disjuntos
ou nao, menos a uniao de outros retangulos. Por exemplo, a con-
figuragao da grid apresentada abaixo, pode ser obtida pela u-

niao dos retangulos especificados na declaragao.

GRID [1..3, -10..10 PLUS 4..5, -10.
..-8 PLUS 4..5, 8..10 PLUS 4..

- N - g8 W
1[_; S L_] 17, -2..2 PLUS 18..20, -5..5]
g 5 —— OF real

ou

GRID [1..20, -10..0 MINUS 4..5, -7
v-_3 MINUS 6-01?, “10--"'3

g
o

i MINUS 18..20, -10..6 PLUS 1..

20, 1..10 MINUS 6..17, 3.. 7
MINUS 6..20, 6..10] OF real
Cada elemento da Grid € representado por um par de
inteiros (i,j) onde i representa a posigao horizontal e j a po-
sicao vertical do elemento. Sendo assim, pode-se verificar que
os elementos (2,8), (4,9), (10,1), (19,5) e (20, -3) pertencem

a Grid declarada anteriormente enquanto que (5,-6), (10, -4),
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(12,6), (19,11) e (20,7) nao pertencem.
As operagOes permitidas sobre uma Grid sao atribui-
¢ao de valor a um elemento e, recuperagdo do valor de um elemen

to.

04 CoNsIDERAGOES SOBRE A ESPECIFICACAO

De acordo com o que foi apresentado na secgao ante-

rior, uma Grid € composta basicamente de uma declaracdo e de o-
peragoes de acesso e atribuigio. de valor aos elementos.

Para que a consisténcia seja preservada a grid sera
definida como uma estrutura estatica, isto €, uma vez terminada
a declaragao nao sera mais permitida a adigao ou retirada de e-
lementos.

Basicamente a Grid poderia ser especificada pelas e
quagoes

DECLARE (Delgrid) -+ Grid

ASSIGNG (Grid, elemento, valor) -+ Grid

ACCESSG (Grid, elemento) =+ valor U {UNDEFINED}
onde Delgrid representa a declaragao dos retangulos pertencen-
tes a Crid. elemento representa o par (i,j) que identifica a
sua posigao na Grid e valor representa a informagiag que se dese
ja atribuir ou acessar.

A operagao ACCESSG apresenta dois possiveis resul-
tados um "valor'" ou "UNDEFINED". O resultado UNDEFINED € forne-
cido quando o enderego do elemento acessado nao € um enderego
valido para a grid, isto €, o elemento nao pertence a grid.

Para que a especificacgao represente realmente o ti-



45

po que se deseja definir optou-se pela definigao de Delgrid co-
mo um tipo abstrato que ira descrever as operacoes realizadas
durante a declaracao da Grid. Desta forma, os elementos de Del-
grid serao retangulos e isto cria a necessidade de especifica-
¢ao de um outro tipo abstrato: o Retanggr. A especificagao de
Retanggr € extremamente particular ja que ¢ apresentada com o

unico objetivo de auxiliar a definigdo do tipo Delgrid.,

0 tipo Retanggr € uma quadripla de nimeros inteiros

dispostos de tal forma que o primeiro € menor ou igual ao segun

do e o terceiro € menor ou igual ao quarto.

Uma especificagao para Retanggr é dada logo a se-
guir da especificacao dos tipos Delgrid e Grid.

A especificagao dos tipos Delgrid e Grid € forneci-
da em um Gnico conjunto de axiomas algébricos pelo fato de que
a existencia de uma Grid ira depender da existéncia de uma Del-
grid. Em outras palavras, somente apos o reconhecimento comple-
to de uma declaragao de Grid € que serao permitidas atribuigoes
e acessos aos elementos da Grid. Da mesma forma, uma vez termi-
nada a declaragao, nao serao mais permitidas adigdes ou retira-
das de elementos da Grid. A Grid €, portanto, uma estrutura es-
tatica.

Na especificagao da Grid, pelo fato dela ser um ti-
po estatico, surgiu a necessidade da definigao de duas opera-
goes que nao devem ser acessiveis ao usuario (""hidden -
functions") ISING e ISINDCL. Estas operacoes devem ser defini-
das para permitir a verificacao da existencia ou nao de um ele-
mento quando € realizada uma operagao ACCESSG ou ASSIGNG. Note-
-se que ISING e ISINDCL fazem parte da especificacao propriamen

te dita apenas para auxiliar a definicao semantica das opera-
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goes ACCESSG e ASSIGNG. Uma vez que a Grid € um tipo estatico,
um ASSIGNG so tem sentido quando realizada sobre um elemento
que realmente pertence a Grid.

Observa-se, ainda, que um ASSIGNG pode ser executa-
do sobre uma Delgrid e portanto, deve ser possivel verificar a
existéncia do elemento e isto & feito atraves de ISINDCL.

Para diferenciar as operacgoes que nao devem ser a-

cessiveis ao usuario, convenciona-se que elas devem aparecer,

na especificagao sintatica, precedidas por um asterisco (*).

Apresenta-se a seguir a especificagao algébrica-a-
xiomatica para os tipos Delgrid e Grid, pressupondo-se a exis-
téncia do tipo Retanggr cuja especificacao sera dada posterior-

mente.

4,5 DEFINIGOES DE GRID E DELGRID

type Grid [domaintype: Type x Type, rangetype: Type|
type Delgrid [Retanggr]

sintaxe

DECLARENEWGRID (Retanggr) -+  Delgrid

DECLAREGPLUS (Delgrid, Retanggr) - Delgrid

DECLAREGMINUS (Delgrid, Retanggr) » Delgrid

ASSIGNG (Delgrid U Grid, domaintype, rangetype) + Grid
ACCESSG (Grid, domaintype) - rangetype U {UNDEFINED}
*ISINDCL (Delgrid, domaintype) - Boolean

*ISING (Grid, domaintype) -+ Boolean



semantica
declare dcl: Delgrid; gr: Grid; rtg,: Retanggr;
(il,jl), (iz,jz): domaintype, r: rangetype

ACCESSG (ASSIGNG(dcl, (il,jl), £), (iZ’jZ)=

=fIF iy =i, A =3,

THEN IF ISINDCL (dcl, (il,le)
THEN r

ELSE UNDEFINED

ELSE UNDEFINED
ACCESSG (ASSIGNG(gr, (i;.j;). 1), (i,.j,)) =
=IFi, =i, A j, =],
THEN IF ISING (gr, (i;,j;))
THEN r
ELSE UNDEFINED
ELSE ACCESSG (gr, (i,.j,))
ISINDCL (DECLARENEWGRID (rtg;), (i;,j;))=ISINR (rtgy,(i;.]j;))
ISINDCL (DECLAREGPLUS(dcl, rtg,), (i;,j;)) =
= ISINDCL (dcl, (iy,j;)) V ISINR (rtg;, (i;,j;))
ISINDCL (DECLAREGMINUS (dcl, rtg;), (i;.j;)) =
= ISINDCL (dcl, (i;,j;)) A ISINR (rtg;, (i;.]j;))
ISING (ASSIGNG (dcl, (iy,J;), 1), (i.3,)) =
= ISINDCL (dcl, (i,.j;))
ISING (ASSIGNG (gr, (i;,j;), 1), (i,.i,)) =

= ISING (gr, (i;,],))

Definigao de Retanggr
type: Retanggr (abscissainfr: Integer, abscissasupr: Integer,

ordenadainfr: Integer, ordenadasupr: Integer)
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sintaxe

CREATERETANG (Integer, Integer, Integer, Integer) =

ABSCISSAINFR(Retanggr)
ABSCISSASUPR(Retanggr)
ORDENADAINFR(Retanggr)
ORDENADASUPR(Retanggr)

>

ES

abscissainfr
abscissasupr
ordenadainfr

ordenadasupr

ISINR (Retanggr, (Integer, Integer)) -

semantica

Boolean

declare rtg,: Retanggr, il. jl' iz, j,+ Integer

ABSCISSAINFR(CREATERETANG (i;, 1,, j;. J;))

ABSCISSASUPR(CREATERETANG(il, iZ‘ iy jZJ)

ORDENADAINFR(CREATERETANG(il, 12’ jl’ j23)

ORDENADASUPR(CREATERETANG(1,, iy, Jp» 33))

IF ilgi

THEN 1

2

1

ELSE i2

IF i;5i,

THEN 12

ELSE il

w LF jlij

THEN j,

ELSE j,

= I¥ jlsz

THEN j,
ELSE j,

Retanggr

ISING (rtg,, (i,,j;)) = ABSCISSAINFR(rtg,)<i, < ABSCISSASUPR
81 1=l 14 2

A

(rtgl)

ORDENADAINFR(rtgl)fj1 < ORDENADASUPR

(rtgl)

As operagoes definidas sobre Retanggr sao

CREATERETANG que tem como parametros quatro numeros inteiros
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devolve um Retanggr; as operacoes AB%ﬁﬁ%@AINFR ABSCISSASUPR,
ORDENADAINFR e ORDENADASUPR que recebem um Retanggr e devolvem,
cada uma, um dos quatro inteiros usados na criagao de Retanggr,
e a operagao ISINR que tem como parametros um Retanggr e um par
de inteiros (i, j) e fornece, como resultado, um valor TRUE ou
FALSE se o elemento (i, j) €, respectivamente, interior ou exte

rior ao Retanggr.

4.6 VERIFICAGAO DA "Surri1cIENT-COMPLETENESS” DA
AXIOMATIZACAO DA GRID

E importante verificar se a combinacao dos axiomas
que definem a semantica da Grid realmente apresentam todas as
informagoes necessarias para o completo entendimento do objeti-

10 trabalha so-

vo das operagoes do tipo abstrato Grid. Guttag
bre este topico e definiu o conceito de suficientemente comple-
to, como foi descrito na secgao 3.3.1 deste trabalho.

A definigao semantica da Grid e da Delgrid sera e-
xaminado aqui, a fim de se verificar se estao suficientemente
completas.

Sejam: dcl, del: Delgrid, gr, grl: Grid, rtgl.rtgz:
Retanggr, (il,jl), (iz,jz): domaintype, r: rangetype

Seja 0 o conjunto das operagoes que executam o ma-

peamento dos tipos Grid e Delgrid em outro tipo, isto &

= {ACCESS, ISINDCL, ISING}

Inicialmente estudar-se-a a operagao ISINDCL
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1) Afirmagao: ISINDCL(dcl, (iZ'jz)) pode se expres-
so sem conter operagoes definidas pela especificagao dos tipos
abstratos Grid e Delgrid.

Prova por indugao no numero de operagoes na defini-

cao de dcl.
Base de indugao: dcl = DECLARENEWGRID (rtgl]

ISINDCL(DECLARENEWGRID[rtgl),(iz.jz))=

ISINR(rtgy, (15.3,))

Hipotese de Inducao: suponha que

ISINDCL(dcl,[iZ,jz))
pode ser expresso sem conter operagoes definidas pela especifi-
cagao dos tipos abstratos Grid e Delgrid, para qualquer dcl, u-
ma aplicacao sucessiva de até n operacoes dos tipos  abstratos
Grid e Delgrid.

Passo de Indugao: suponha dcl uma aplicagao sucessi
va de n+1 operagoes definidas para o tipo abstrato Delgrid.

Dois casos serao considerados.

i) dcl DECLAREGPLUS (del, rtgl)

ii) dcl DECLAREGMINUS (del, rtg,)
onde del é uma aplicagao sucessiva de n operagoes

do tipo abstrato Delgrid, portanto por hipotese de indugao
ISINDCL(del,(iZ,jz)) pode ser expresso sem conter qperagﬁes de-
finidas pela especificagéo dos tipos abstratos Grid e Delgrid.
Logo:
i) dcl = DECLAREGPLUS(del, rtg,)

ISINDCL(dcl.(iz,jZ))=ISINDCL(DECLAREGPLUS(del.rtgl),(iz.jz))

=ISINDCL(del, (i,,j;))V ISINR(rtg,, (i5,j,))
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ii) dcl = DECLAREGMINUS( del, rtg,)
ISINDCL(dcl.(iz.jz))=ISINDCL(DECLAREGMINUS[del,rtgl),
Sy
=ISINDCL ( del{iz,jz)) & = ISINR(ftgl.
(iy03,))
Entao ISINDCL(dcl.(iz,jz)) pode ser expresso sem

conter operagoes definidas pela especificagao dos tipos abstra-

tos Grid e Delgrid.

2) Afirmagao: ACCESSG(gr,(iZ.jZ)) pode ser expresso
sem conter operagoes definidas pela especificagao dos tipos abs
tratos Grid e Delgrid.

Demonstragao:

i) gr=ASSIGNG(del,(iy,j;),T)

ACCESSG(ASSIGNG(del ,(i1,3)) 1), (i,,3,))=
IF i;=i, A j;=i,
THEN IF ISINDCL(dCl,(il,jl))
THEN r
ELSE UNDEFINED
ELSE UNDEFINED
Pela afirmagao 1, segue-se a afirmagao 2,
ii) gr=ASSIGNG(gr, (il.jl),r)

Analogo a 1

3) Afirmagao:
ISING(gr,(iz.jz)) pode ser expresso sem conter ope-

ragoes definidas pela especificagao dos tipos abstratos Grid e

Delgrid.
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Demonstragao:

i) gr=ASSIGNG(del,{il,jl),r)

Analogo ao primeiro caso da afirmagao 2

ii) gr=ASSIGNG [gr,[il,jl),r]

Analogo a afirmacao 1.
Assim fica provado que os axiomas que definem Grid

e Delgrid sao suficientemente completos.

Os conjuntos de axiomas que definem os outros tipos

de dados envolvidos também devem ser provados ser suficiente-

mente completos, entretanto nao sera provado neste trabalho.
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5 IMPLEMENTA;EO DA GRID

Como ja foi dito anteriormente, os elementos de uma

Grid sao tratados da mesma forma que os elementos de um Array

porém com a caracteristica que os elementos da Grid nao estao,

necessariamente, ligados uns aos outros como os elementos de um
Array. Em outras palavras, a Grid pode ser vista como um conjun-
to de varios Arrays, disjuntos ou nao.

A idéia inicial seria, portanto, implementar a Grid
diretamente sobre um Array, porém os problemas surgidos a partir
desta concepgao, justificam a resolugao de se dividir a implemen

tagao em trés etapas que serao tratadas posteriormente.

5.1 CONSIDERA?GES GERAIS

Os tipos abstratos definidos até agora sao  criados
a partir de uma operagao que tem como resultado uma configuragao
vazia do tipo e os elementos sao inseridos, na estrutura, na or-
dem em que aparecem. Mais especificamente, um elemento passa a
existir somente apos a atribuigao de algum valor a ele. A situa-
cao € a mesma para os tipos limitados pois, o sentido de "limita
do" refere-se apenas ao numero maximo de elementos que o tipo po
de possuir mas nao implica na existéncia de tal numero de elemen
tos. Em outras palavras, os tipos abstratos apresentados sao es-
truturas dinamicas. A Grid, ao contrario € uma estrutura estati-
ca, uma vez que seus elementos passam a existir a partir de sua

declaragao.

A declaragao da Grid foi definida sobre um tipo abs-



trato, denominado Delgrid, que € uma estrutura dinamica pois os
elementos sao inseridos ou retirados de acordo com a necessidade
que 0 usuario possa ter quanto ao formato da Grid. Conforme a es
pecificagao dada para a Delgrid, seus elementos sao do tipo
Retanggr e ela € criada a partir da operagao DECLARENEWGRID
(Retanggr). Também pode ser observado que a Delgrid € um tipo
nao limitado pois nao existem restrigoes quanto ao numero de in-
sergoes.

Apos a primeira aplicagao da operagao ASSIGNG nao €
mais permitido a aplicagao de operagoes de declaracao. Isto im-
plica em que sO0 neste momento seja possivel fazer a passagem da
Delgrid para a Grid.

0 problema encontrado na implementacao da Grid diz

respeito exatamente a esta passagem do tipo dinamico, nao limita

do, Delgrid, para o tipo estatico e limitado Grid.

5.2 ANALISE DOS PROBLEMAS SurGIDOS E Possiveils SOLu;Ees

A seguir serao apresentados os problemas decorrentes
da implementagao e as solugoes adotadas. Estas solugoes nao sao
unicas mas foram consideradas pelo fato de simplificarem a tare-

fa da implementagao.

5241 DEFINIgﬂb poS T1PoS RETANG E POINT

E necessario identificar cada componente em uma de-

claragdao de Grid. Estes componentes sao identificados por quatro
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numeros inteiros: il’ iz, 13, 14 que determinam uma regiao no es

paco bidimensional, Z x Z, limitada pelas retas y=il, y=iz,

x=i3. x=i4. Esta aTea representa uma regiao que deve ser adicio-
nada ou retirada da Grid dependendo se a operagao € uma operagao
de PLUS ou MINUS. Para representar abstratamente esta regiao,
optou-se pela definigao do tipo abstrato Retang que sera criado

a partir do fornecimento de quatro numeros inteiros.

Outro problema diz respeito a referéncia a um elemen

to da Grid. Uma vez que a Grid € definida sobre o espago bidimen

sional, nada mais natural que representar seus elementos atraves
de pares ordenados (i,j) onde i e j sao numeros inteiros. Define
-se, entao, um tipo abstrato Point que sera formado a partir de
dois numeros inteiros.

Sao definidas sete operacoes sobre o tipo Retang,
duas sobre o tipo Point e uma sobre Retang e Point. A funcionali
dade destas operagOes € descrita a seguir
Sejam

Ty, Ty, Tg, T, inteiros que definem um Retang ret

1’ 1
Sy» Sp» Sz, 5, 1nteiros que definem um Retang ret,

i, j 1inteiros que definem um Point pt

entdo a operagio

ABSCISSAINF(retl) fornece como resultado o inteiro r
ABSCISSASUP(retl) fornece como resultado o inteiro T,
ORDENADAINF(retl] fornece como resultado o inteiro Ty
1) fornece como resultado o inteiro r,
ISRETANG(retl) fornece como resultado o valor TRUE se ret; re

ORDENADASUP (ret

presenta um retangulo, isto €, ry < r, e Ty £

r, €0 valor FALSE caso contrario
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ret, () ret, tem como resultado um Retang que representa a

regiao de intersegao das regioes definidas por

ret1 e ret,. Caso a intersecao seja vazia, o re

sultado € a quadrupla (1,0,1,0).
ret, - ret, tem como resultado uma lista de Retang's que definem

regioes cuja uniao resulta na regiao representada
por ret, da qual se retirou a intersecao com a re-

giao representada por ret,.

ABSCISSA (pt) fornece como resultado o inteiro i

ORDENADA (pt) fornece como resultado o inteiro j

ISIN(ret,,pt) tem como resultado um valor TRUE se pt € interno a
regiao representada por ret, e um valor FALSE caso

contrario.

Os inteiros que definem um Retang sao chamados na or
dem em que aparecem, de abscissainf, abscissasup, ordenadainf e
ordenadasup.

A especificagao para os tipos Retang e Point € dada
a seguir:

Definigao de Retang e Point
type: Retang [abscissainf:lnteger. abscissasup:Integer

ordenadainf:Integer, ordenadasup:Integer]

type: Point [abscissa: Integer, ordenada: Integer]
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sintaxe:

ABSCISSAINF(Retang) -+ abscissainf
ABSCISSASUP (Retang) ~+ abscissasup
ORDENADAINF(Retang) -+ ordenadainf
ORDENADASUP (Retang) =+ ordenadasup
ISRETANG(Retang) + Boolean

Retang /) Retang + Retang

Retang - Retang + Retanglist
ABSCISSA(Point) + abscissa
ORDENADA(Point) -+ ordenada

ISIN(Retang,Point) + Boolean

semantica:

declare ret,, ret,, rtg,, rtg,, rtgs, rtg4:Retang; pt:Point

ABSCISSAINF(retlf\ret2)=
= IF ISRETANG(retl) A ISRETANG(retZ)
THEN IF ABSCISSAINF(retl)f ABSCISSAINF(retZ)EABSCISSASUP

(retl)

THEN IF ORDENADAINF(retl)§ORDENADAINF(ret2)5
ORDENADASUP(retl)V ORDENADAINF(retZ)f
ORDENADAINF(retl)g ORDENADASUP (ret,)
THEN ABSCISSAINF(retZ)
ELSE 1

ELSE IF ABSCISSAINF(retZ)f ABSCISSAINF(retl)f

ABSCISSASUP(retZ)



THEN IF ORDENADAINF(retl)50RUENADAINF
(ret,)< ORDENADASUP(ret;) V
ORDENADAINF (ret,) <ORDENADAINF
(retljf ORDENADASUP[retZ)
THEN ABSCISSAINF(ret)

ELSE 1

ELSE 1
ELSE 1

ABSCISSASUP(retlfﬂ retz)

= IF ISRETANG (ret;)A ISRETANG(ret,)
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THEN IF ABSCISSAINF(retleABSCISSASUP(retZJSABSCISSASUP

(retl)

THEN IF ORDENADAINF(rctl]SORDENADAINF[ret2)5
ORDENADASUP(retl) \4 ORDENADAINF(retZ)f
ORDENADAINF[retl)SORDENADASUP(retz)
THEN ABSCISSASUP(retZ)
ELSE 0

ELSE IF ABSCISSAINF(retZ)fABSCISSASUP(ret

BE

ABSCISSASUP(ret,)

THEN IF ORDENADAINF(retl)SORDENADAINF
(retz)fORDENADASUP(retl) \')
ORDENADAINF(retz)fORDENADAINP
(retl)SORDENADASUP(retz)

THEN ABSCISSASUP(retl]
ELSE 0
ELSE 0

ELSE 0
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ORDENADAINF(ret1f1 ret,) =
= IF ISRETANG(retl) A ISRETANG(retz)
THEN IF ABSCISSAINF(retl)fABSCISSAINF(retZ)gABSCISSASUP
(rety) V ABSCISSAINF(retz)SABSCISSAINF(retl]5
ABSCISSASUP(retz)

THEN IF ORDENADAINF(ret §ORDENADAINF(ret2) <

1)
ORDENADASUP (ret,)

THEN ORDENADAINF(retZ)

ELSE IF ORDENADAINF(retZ)SORDENADAINP

(ret1)§ORDENADASUP[ret2)
THEN ORDENADAINF(ret;)
ELSE 1
ELSE 1
ELSE 1

ORDENADASUP(retlrﬁ ret2J=
= IF. ISRETANG(ret;) A ISRETANG(ret,)
THEN IF ABSCISSAINF(retl)SABSCISSAINF(retZ}5ABSCISSASUP
(ret;) V ABSCISSAINF(ret,)<ABSCISSAINF(ret;) <
ABSCISSASUP(retz)
THEN IF ORDENADAINF(ret,)<ORDENADASUP (ret,)<
ORDENADASUP (ret )
THEN ORDENADASUP(retZ)
ELSE IF ORDENADAINF(retZ)§0RDENADASUP
[ret!]§ORDENADASUP{ret2)
THEN ORDENADASUP (retl)

. ELSE 0
ELSE 0

ELSE 0
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ISRETANG(ret;) = ABSCISSAINF(ret|) < ABSCISSASUP(ret;) A

ORDENADAINF(ret, )

I A

ORDENADASUP (ret)

ISIN(ret;, pt) = ABSCISSAINF(ret,) <ABSCISSA(pt)<ABSCISSASUP.

(retl)
A ORDENADAINF(retl)50RDENADA(pt]SORDENADASUP

(retl)

retl - ret, IF ABSCISSAINF(rtgl]=ABSCISSAINP(ret1)AABSCISSASUP

(rtg1)=ABSCISSAINF(ret2) -1
A ORDENADAINF(rtgl)=0RDENADAINF(ret1)AORDENADASUP

(rtg,) =ORDENADASUP (ret,)

A ABSCISSAINF(rtgz)=ABSCISSAINF(ret2)AABSCISSASUP
(rtg2)=ABSCISSASUP(ret2)

A ORDENADAINP(rth)=ORDENADAINF(ret2)AORDENADASUP
(rtg,) =ORDENADAINF(ret,) - 1

A ABSCISSAINF(rth)=ABSCISSAINF(ret2}ﬂABSCISSASUP
(rtg3)=ABSCISSASUP(ret2)

A ORDENADAINF(rth)=ORDENADASUP(ret2)+1 A
ORDENADASUP (rtg ) =ORDENADASUP (ret,)

A ABSCISSAINF(rtg4)=ABSCISSASUP(ret2)+1 A
ABSCISSASUP(rtg4) =ABSCISSASUP(ret1)

A ORDENADAINF(rtg4)=0RDENADAINF(ret1)AORDENADSUP
(rtg,) =ORDENADASUF (ret )

THEN INSERT (INSERT(INSERT (NEWLIST (rtg,), rtg,), rtgs],rtg4)

5.2.2 - DEFINIézo po T1Po RETANGLIST

Para que se possa saber quais os elementos que per-
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tencem a Grid € preciso conhecer toda a declaragao, entao surge
a necessidade de uma estrutura que guarde as informagoes forneci
das por sucessivas aplicagoes de operagoes de declaracao. Para
este problema, optou-se pela utilizagao de um tipo abstrato, de-
nominado Retanglist, que ira guardar os limites dos componentes
da Grid e a informagao de tratamento para cada componente (se a-

parecem numa operacao DECLAREGPLUS ou DECLAREGMINUS).

A Retanglist € uma estrutura formada por uma lista

de Retang's precedido por um sinal + ou -. Um Retang precedido

pelo sinal + € chamado retangulo positivo enquanto que um Retang
precedido pelo sinal - € chamado retangulo negativo. O sinal +
precedendo um Retang significa que os pontos internos a este
Retang sao pontos pertencentes a estrutura, e o sinal - preceden
do um Retang significa que os pontos internos a este Retang de
vem ser retirados da estrutura. Portanto, um ponto pertence a u-
ma estrutura definida por uma Retanglist se € interno a um retan
gulo positivo e nao € interno a um retangulo negativo posterior
na lista.

A funcionalidade das operagoes definidas sobre uma
Retanglist € dada a seguir.

Seja ret, um Retang, retlist uma Retanglist e i um

1
inteiro

NEWLIST(retl): se ret1 realmente representa um retangulo, 1isto
é, ISRETANG(ret,)=TRUE, uma Retanglist € criada
e nela sao inseridos o sinal + seguido dos qua-

tro inteiros que identificam ret;, caso contra-

rio, a Retanglist € criada vazia.



INSERT (retlist, retl):

DELETE(retlist, retl):

62

caso ret, represente um retangulo, os in
teiros que identificam ret, sao inseri-
dos em retlist precedidos do sinal +, ca

so contrario, retlist permanece inaltera

da.
Da mesma forma que na operacao  INSERT,
ret, sera inserido precedido pelo sinal

- caso retl represente um retangulo, ca-

so contrario, a retlist permanece inalte

rada.

ISINL(retlist, pt): devolve um valor TRUE caso pt seja interno a

alguma das regioes definidas pelo retlist e

um valor FALSE caso contrario.

SIZE(retlist): devolve um valor inteiro que indica o numero de

Retang's que compoem a Retlist.

RETURN(retlist,i): devolve o i-ésimo Retang inserido na

Retanglist se o inteiro i for menor ou igual

a SIZE(retlist) e uma mensagem de indefinido

caso 1 > SIZE(retlist).

E necessario verificar se um Retang representa real-

mente um retangulo porque Retang € definido simplesmente como u-

ma quadrupla de inteiros e as unicas quadruplas que. interessam

para a formagao de uma Grid sao aquelas que realmente represen-

tam um retangulo, isto e, sao Retanggr's. Observe que na opera-

cao de intersegao de Retang's pode resultar o Retang (1,0,1,0),

que nao representa um retangulo.

A especificagao para o tipo abstrato Retlist & dada a seguir
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Definigao de Retanglist

type: Retanglist

sintaxe:
NEWLIST(Retang) -+ Retanglist
INSERT(Retanglist,Retang) + Retanglist
DELETE(Retanglist,Retang) + Retanglist
ISINL(Retanglist,Point) + Boolean
SIZE(Retanglist) + Integer
RETURN(Retanglist,Integer) - Retang U {UNDEFINED}
RETSIG(Retanglist,Integer) - {+, -, UNDEFINED}

semantica

Declare retlist: Retanglist; rtg,: Retang, pt:Point,i:Integer
ISINL(NEWLIST(rtgl),pt)=IF ISRETANG(rtgl)
THEN ISIN(rtgl.pt)
ELSE FALSE
ISINL(INSERT(retlist,rtglj,pt)=IF ISRETANG(rtgl)
THEN ISINL(retlist,pt) \'
ISIN(rtgl,pt)
ELSE ISINL(retlist,pt)
ISINL(DELETE(retlist,rtgl],pt)=IF ISRETANG(rtgl)
THEN ISINL(retlist,pt) A
sy ISIN(rtgl,pt)
ELSE ISINL(retlist,pt)
SIZE(NEWLIST(rtgl))=IF ISRETANG(rtgl)
THEN 1
ELSE 0
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SIZE(INSERT(retlist,rtg;))=IF ISRETANG(rtg,)
THEN SIZE(retlist) + 1
ELSE SIZE(retlist)

SIZE(DELETE(retlist,rtgl)]=IF ISRETANG(rtgl)
THEN SIZE (retlist) + 1

ELSE SIZE (retlist)
RETURN(NEWLIST(rtgl),i)= IF ISRETANG(rtgl)
THEN IF 1 =1

THEN rtg,
ELSE UNDEFINED
ELSE UNDEFINED
RETURN(INSERT(retlist,rtg;),i) =IF ISRETANG(rtg,)
THEN IF i > SIZE(retlist) + 1

THEN UNDEFINED
ELSE IF i = SIZE

(retlist) + 1
THEN rtg,
ELSE RETURN
(retlist,i)
ELSE RETURN(retlist,i)
RETURN (DELETE (retlist,rtg,),i)=IF ISRETANG(rtg,)
THEN IF i > SIZE(retlist) + 1
THEN UNDEFINED
ELSE IF i = SIZE
(retlist+l)
THEN rtg,
ELSE RETURN
(retlist,i)

ELSE RETURN(retlist,i)



RETSIG(NEWLIST(rtg,),j)=
= IF ISRETANG(rtg,)
THEN IF j = 1
THEN +
ELSE UNDEFINED
ELSE UNDEFINED

RETSIG(INSERT(retlist,rtg,),j)=

= IF ISRETANG(rtg,)
THEN IF j = SIZE(retlist) + 1
THEN +
ELSE IF j > SIZE(retlist) + 1
THEN UNDEFINED
ELSE RETSIG(retlist,j)
ELSE IF j > SIZE(retlist)
THEN UNDEFINED

ELSE RETSIG(retlist,j)

RETSIG(DELETE(retlist,rtgl),j)=
= IF ISRETANG(rtgl)
THEN IF j = SIZE(retlist) + 1
THEN -
ELSE IF j > SIZE(retlist) + 1
THEN UNDEFINED
ELSE RETSIG(retlist,j)
ELSE IF j > SIZE(retlist)
THEN UNDEFINED

ELSE RETSIG(retlist,j)

65
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5.2,3 DEFINI?EO po Tipo LisT

Para determinar os elementos que devem pertencer a
Grid @ necessario percorrer a Retanglist de forma a recuperar ca
da Retang e a informagdo referente a cada um, isto &, se a re-
giao definida pelo Retang deve ser inserida ou retirada da Grid.
Como ja foi dito anteriormente, se o Retang € precedido pelo si-

nal + significa insergao da regido e se for precedido pelo sinal

- significa retirada.

Para cada Retang ret,, precedido pelo sinal - a
Retanglist deve ser percorrida desde o inicio até a posigdo an-
terior a ret; de forma a realizar a retirada da regiao definida
por ret, das outras regioes definidas pelos Retang's anteriores
a ret; na Retanglist. Da mesma forma, cada Retang ret, precedido
pelo sinal +, com excegao do primeiro, também implica em percor-
rer a Retanglist de forma a retirar da regiao definida por ret,
a area que seja comum as regides definidas pelos Retang's que
precedem ret,.

O problema aqui identificado € resultante do fato de
que as retiradas acima referenciadas sao efetuadas através da o-
peragao de diferenga definida em Retang(Retang-Retang) e esta o-
peragao tem como resultado uma lista de Retang's que deve ser in
serida na posigao do Retang alterado. O tipo abstraio Retanglist
nao possui operagao que permita a insergao de Retang's em uma
posigao diferente do final da Retanglist. Isto gerou a necessida
de de criagao de uma estrutura que permitisse a retirada e inser
cao de elementos em qualquer posigao da estrutura. A solugao en-

contrada foi a definigao do tipo abstrato List.
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A List & uma estrutura cujos elementos podem ser de
qualquer tipo (mas todos do mesmo tipo). A List € uma seqllencia
ordenada de elementos cuja principal caracteristica e que os ele
mentos podem ser inseridos em uma determinada posicao estabeleci
da pela especificagao de um valor inteiro i como parametro da o-

peracao de insergao (INLIST). Da mesma forma, pode-se recuperar
o i-esimo elemento da List, (através da operacao ELEMENT) ou sim

plesmente retira-lo da List (através da operagao DELIST).

A funcionalidade das operagoes definidas para o tipo
abstrato List € dada a seguir.
Sejam lst, e Ist, duas List's, i um inteiro (i#0) e elm um

Retang.

CREATE: nao tem parametros e fornece como resultado uma List que
inicialmente € vazia.
INLIST (lstl. i, elm): insere elm em lst; na posicao i + 1 se e-
xiste o0 i-ésimo elemento.
DELIST (lstl. i): suprime de lst1 o elemento que ocupa a i—ésima
posigao, caso exista o i-€simo elemento.
JOIN (lstl, lstz. i): insere os elementos de Ist, em 1st; a par-
tir da posigao i + 1.
SIZEL (lstl): tem como resultado um inteiro que indica o numero
de elementos pertencentes a Ist,.
ELEMENT (lstl, i): tem como resultado o elemento que ocupa a i-
ésima posigao de lstl. Caso 1 seja maior que
SIZEL(lstl], o resultado € uma mensagem de

UNDEFINED.



A especificagdo para o tipo abstrato List € dada a seguir:
Definigao de List

type: List [elementtype: Type]

sintaxe:

CREATE ~+ List

INLIST (List, Integer, elementtype) - List
DELIST (List, Integer) =+ List

JOIN (List, List, Integer) -+ List

SIZEL (List) - Integer

ELEMENT (List, Integer - {0} ) » elementtype U {UNDEFINED}

semantica
declare listl. listz: List; i, j; Integer;
elm: elementtype

DELIST(CREATE, i) = CREATE

JOIN(listl, CREATE, i) = listl

SIZEL(CREATE) = 0

SIZEL(INLIST(list;, i, elm)) = IF i < SIZEL(list;)
THEN SIZEL(list;) + 1
ELSE SIZEL(list,)

SIZEL(DELIST(listl.i]) = IF i < SIZEL(listl)

THEN SIZEL(listl) = 1

ELSE SIZEL(listl)

SIZEL(JOIN(1list listz,i)) = SIZEL(listl)+SIZEL(list2)

1.
ELEMENT (CREATE, i) = UNDEFINED
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ELEMENT(INLIST(listl, i, elm), j)=
= IF j > SIZEL[INLIST(listl, i, elm))
THEN UNDEFINED
ELSE IF 1 + 1 = j
THEN elm
ELSE ELEMENT(1ist,,j)
ELEMENT(DELIST(listl,i), j)=

= IF j > SIZEL(DELIST(listy, i))

THEN UNDEFINED

ELSE IF i = j
THEN ELEMENT(list;, i + 1)
ELSE ELEMENT(list,, j)
ELEMENT(JOIN(1list,, list,, i), j)=
= IF j > SIZEL(JOIN(list;, list,, i))
THEN UNDEFINED
ELSE IF j < i
THEN ELEMENT(list;, j)
ELSE IF j < i + SIZEL(list,)
THEN ELEMENT(list,, j - i)
ELSE ELEMENT(list;, j -SIZEL(list,))

5.2.4 DEFINICAO DO T1PO ARRAY

O problema agora consiste em se reservar um espago
para os elementos da Grid e ao mesmo tempo possibilitar uma for-
ma de acesso a estes elementos. Esta alocagao de espago SO € fei
ta quand& o tipo List ja esta completamente formado, isto €,

quando seus elementos definem, univocamente as regioes que for-
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mam a Grid. Os elementos da List, neste caso especifico, sao do
tipo Retang e como se sabe, um Retang € definido por quatro nime
ros inteiros. Estes quatro numeros inteiros serdo utilizados ago
ra para identificar cada componente da Grid.

0 nimero de elementos de um componente sera calcula-
do a partir dos limites do componente, de acordo com a  expres-

$a0:
n = (ABSCISSASUP(rtgl) - ABSCISSAINF(rtg1]+1)*[ORDENADASUP[rtgl]

- ORDENADAINF(rtgl) + 1)
onde
rtg, € um Retang pertencente a List e ABSCISSAINF(rtgl),
ABSCISSASUP(rthJ. ORDENADAINF(rtgl) e ORDENADASUP(rtgl) sao
respectivamente, os quatro numeros que fornecem os limites de um
componente representado por rtg,.

A alocacdo de espago sera representada atraveés da
criagio de um Array unidimensional cujos elementos serao acessa-
dos por um valor inteiro (indice). Neste Array serao colocados
os limites, obtidos, a partir da recuperacgao dos elementos da
List, na seguinte ordem: os quatro numeros que limitam um compo-
nente e o numero de elementos deste componente. A seguir sao dei
xadas tantas posigoes livres quantos forem os elementos deste
componente para, sO entao, inserir os limites e o numero de ele-
mentos do proximo componente.

Guttag, Horowitz e Musser i apresentam uma especifi
cagao para um Array nao limitado, cujos componentes sao de qual-
quer tipo. Esta especificagao ja foi apresentada, em partes, no
capitulo 3 deste trabalho.

A abstragdo € fornecida, agora, de forma completa:
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type: Array [domaintype: Type, rangetype: Typel

sintaxe:
NEWARRAY -+ Array
ASSIGN(Array, domaintype, rangetype) -  Array
ACCESS (Array, domaintype) » rangetype U {UNDEFINED}
semantica:

declare arr: Array, dl' dys domaintype: r: rangetype

ACCESS (NEWARRAY, d,) = UNDEFINED

ACCESS (ASSIGN(arr,d;,1) ,d,) = IF 4 = d,
THEN r

ELSE ACCESS(arr,dz).

5.2.5 FUNEGES RECURS 1VAS

Examinando-se as implementagoes de tipos abstratos e |
xistentes na bibliografia, observa-se que elas sao simples,
pois, no caso geral, cada tipo abstrato € implementado sobre um
outro tipo abstrato de nivel mais baixo. Em outras palavras, e-
xiste uma hierarquia de modelos para a implementagao de tipos
abstratos. Ja na implementagao da Grid apresentada isto nao o-
corre pois ela € implementada sobre varios tipos abstratos e as-
sume diversas formas no decorrer da implementagao. Mais especifi
caménte: na fase de declaragao, a Grid € implementada como uma
Retanglist, quando a primeira operagao ASSIGNG € executada, a
Grid toma a forma de uma List e logo a seguir, de um Array. Para
efetuar esta transigao € necessario percorrer o tipo anterior pa

ra retirar informagoes que permitam a criagao do proximo. E nes-
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te aspecto que o tipo abstrato Grid apresenta a dificuldade de
implementagao.

A implementagao mostra como a semantica € realizada
na maquina e portanto pode ser vista como um programa. Para faci
litar a prova de corregao de uma implementagao, prefere-se forne
cer esta implementagao em termos de outros tipos abstratos que
se supoe estejam implementados. Portanto, o programa que imple-

menta um tipo abstrato deve ser escrito seguindo as regras de u-

ma linguagem de especificagao de tipos abstratos.

A linguagem de especificagao utilizada foi definida
no capitulo 3 e as unicas facilidades de controle apresentadas
sac: o comando IF-THEN-ELSE e a utilizagao de fungoes recursi-
vas.

No programa que implementa a Grid, faz-se necessaria
a utilizagao de uma estrutura de controle do tipo do comando FOR
do Algol, isto €, um comando que permita a repetigao de um proce
dimento um numero determinado de vezes. Por exemplo, na passagem
da Retanglist para List uma das etapas consiste em percorrer a
Retanglist examinando-se cada um de seus elementos e e¢fetuando-
-se uma série de procedimentds para cada elemento examinado. Uma
vez que nao existe um comando FOR que permita este tipo de agao
na linguagem utilizada, e como qualquer procedimento efetivo po-
de ser definido atraves de fungoes recursivas, a solugao encon-
trada foi a utilizagao de fungoes definidas recursivamente.

Um exemplo facil da definigao de um procedimento e-

fetivo através de fungdes recursivas € apresentado a seguir:
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ISINL(RETLIST(arr, i), pt) =
=JFi=0
THEN FALSE
ELSE IF ACCESS(arr, i - 4) = -
THEN IF ACCESS(arr, i - 3)< ABSCISSA(pt) < ACCESS

(arr, i - 2)A ACCESS(arr, i - 1) <ORDENADA
(pt) < ACCESS(arr,1i)

THEN FALSE
ELSE ISINL(RETLIST(arr, i - 5), pt)

ELSE IF ACCESS(arr, i - 3)< ABSCISSA(pt) < ACCESS
(arr, i - 2)A ACCESS(arr, i - 1) <ORDENADA
(pt) <ACCESS(arr, i)
THEN TRUE
ELSE ISINL(RETLIST(arr, i - 5), pt)

Este procedimento consiste na implementacao da opera
cao ISINL definida para o tipo abstrato Retanglist. Aqui, arr &
um Array, i € um Integer que representa o tamanho de arr e pt €
um Point.

0 processo executa a busca de pt em uma Retanglist

que é representada por RTLIST(arr, i).

5.3 A IMPLEMENTAgﬂb PROPRIAMENTE DITA

Conforme descrito na secgao anterior, a implementa-
gao do tipo abstrato Grid requer a utilizagao dos tipos abstra-

tos Point, Retang, Retanglist, List e Array. Com excecao do tipo



74

abstrato Array, que € considerado um tipo primitivo, todos os ti
pos envolvidos na implementagao da Grid devem possuir, também, u
ma implementagao. Esta implementagao sera fornecida logo apdos a
implementagao da Grid.

Examinando-se a especificagao do tipo Grid, apresen-
tada no capitulo anterior, pode-se notar que ela € dividida em
duas partes logicas: a parte da declaragao, onde se utiliza o ti
po abstrato Delgrid, e a parte das operagoes de acesso e atribui

cdo onde ja € utilizado o tipo abstrato Grid. Da mesma forma, a
implementagao devera preocupar-se com estas duas etapas e, ain-
da, com uma etapa intermediaria que trata da passagem do tipo

Delgrid para o tipo Grid.

. | A GrRID E A DELGRID

representagao: GRD(Array, Integer) - Grid

DCL(Retanglist) + Delgrid

programas:
declare: retlist: Retanglist, rtg,;: Retang, rtgr: Retanggr
arr: Array, i, k: Integer, (il,jl): domaintype

r: rangetype

Gl) DECLARENEWGRID(rtgr) = DCL(NEWLIST(RTG(ABSCISSAINFR (rtgr),
ABSCISSASUPR(rtgr),
ORDENADAINFR(rtgr),

ORDENADASUPR(rtgr)))
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G2) DECLAREGPLUS(DCL(retlist), rtgr) = DCL(INSERT(retlist,RTG
(ABSCISSAINFR(rtgr),

ABSCISSASUPR(rtgr),
ORDENADAINFR(rtgr),
ORDENADASUPR(rtgr))))

G3) DECLAREGMINUS(DCL(retlist), rtgr) =DCL(DELETE(retlist, RTG
(ABSCISSAINFR(rtgr),
ABSCISSASUPR(rtgr),

ORDENADAINFR(rtgr),
ORDENADASUPR(rtgr))))
G4) ISINDCL(DCL(retlist), (i;,j;))=ISINL(retlist, (i;,j;))
GS) ASSIGNG(DCL(retlist), (i;,j;),1)=
IF ISINL(retlist, (i1.31))
THEN IF SIZE(retlist) =1
THEN GRD(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN
(ASSIGN(NEWARRAY,
1,ABSCISSAINFR(RETURN(retlist,1))),
2,ABSCISSASUPR(RETURN(retlist,1))),
3,0RDENADAINFR(RETURN(retlist,1))),
4 ,ORDENADASUPR(RETURN(retlist,1))),
5, (ABSCISSASUPR(RETURN(retlist,1))-
ABSCISSAINFR(RETURN(retlist,1))+1)*
(ORDENADASUPR (RETURN(retlist,1))-
ORDENADAINFR(RETURN(retlist,1))),
(j, ~ORDENADAINFR(RETURN(retlist,1))+1)*
(i,-ABSCISSAINFR(RETURN(retlist,1))+1)+
i,-ABSCISSAINFR(RETURN(retlist,1))+ 6,
r),5)



76

ELSE ASSIGNG(GRD(RESERVM(DOLIST(retlist)),
SIZEARR(DOLIST(retlist))), (iy,j;),1)
ELSE GRD(RESERVM(DOLIST(retlist))),SIZEARR(DOLIST

(retlist)))

G6) ASSIGNG(GRD(arr,i), (il.jl)) =

= IF SCANG(arr,i,i 1) = UNDEFINED

1091
THEN FALSE
ELSE TRUE
G7) ASSIGNG(GRD(arr,i), (i;,j;).T)=
= IF SCANG(arr,i,i;,j;,1) = UNDEFINED
THEN GRD(arr, i)
ELSE GRD(ASSIGN(arr,SCANG(arr,i,iy,j;,1)+ (j-

ACCESS(arr,SCANG(arr,i,i ,jl,1)+2 +1)*

1
(il—ACCESS(arr,SCANG(arr,i,il,jl,l))+l)
+ (il-ACCESS(arr,SCANG(arr.i,il,jl,l))+
1 +4, 1), 1)
G8) ACCESSG(GRD(arr,i), (il,jl)]=
= IF SCANG(arr, i,il,jl) = UNDEFINED
THEN UNDEFINED
ELSE ACCESS(arr,SCANG(arr,i,il,jl,1)+(j1—ACCESS
(arr,SCANG(arr,i,il,j1,1)+2)+1)*(il-
ACCESS(arr,SCANG(arr,i,il,jl,l))+l)+
(il-ACCESS(arr,SCANG(arr,i,il,jl,lj)
+1+4)

Descrigao das fungoes auxiliares da implementagao da

Grid
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1) RTLISTTOLIST(Retanglist, Integer') » List
Seja retlist uma Retanglist e i um Integer+
RTLISTTOLIST (retlist, i) = IF i = 1
THEN INLIST(CREATE, 1,RETURN
(retlist,l))
ELSE INLIST(RTLISTTOLIST
(retlist,i), i+1, RETURN
(retlist, 1 + 1))

Esta fungao forma uma List, a partir de retlist, in-
serindo um a um os i+ 1 elementos de retlist na List que € inici
almente vazia.

2) DELINTFIRST(Retanglist, List, Integer+, Integer+) +
(Retanglist, List, Integer+, Integer+}
Seja retlist uma Retanglist, 1lst uma List e j, k,
dois Trteger+'s
DELINTFIRST(retlist, 1lst, k, j)=
= (retlist,JOIN(1st,RTLISTTOLIST(RETURN(retlist,j)
- RETURN(retlist,j) O RETURN(retlist,1)),4),k), k +
SIZEL(RTLISTTOLIST(RETURN(retlist,j) - (RETURN
(retlist, j)N RETURN(retlist,1)),4), j - 1)

Esta funcao insere na posigao k + 1 de 1st a List
resultante da operagao de diferenga entre o j-ésimo e o primeiro
Retang de retlist. O enderego para a proxima insergao (k), fica
alterado para k + tamanho da List inserida. O proximo Retang a
ser recuperado para a comparagao com o primeiro € aquele que ocu
pa a posigao j - 1 da retlist.

3) DELINTOTHERS(List, Integer+, Integer+) + List

Seja 1st uma List e i, j dois Integer+'s.
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DELINTOTHERS (1st, j, 1) =
=IFi=0
THEN 1st
ELSE DELIST(JOIN(DELINTOTHERS(1st, j, 1 - 1),
RTLISTTOLIST(ELEMENT(DELINTOTHERS (1st, j, 1 -
1), j +1) - (ELEMENT(DELINTOTHERS(1st, j, 1 -
1), j + i)N ELEMENT(DELINTOTHERS (1st, j, i -1),
§),4), j + i), j* i)
Esta fungao retira de cada elemento de lst, desde o
(j*1)-€simo até o (j+i)-€simo, sua intersecgao com o j-€simo ele
mento € devolve uma List onde os elementos das posigoes de (j+1)
até (j+i) foram retirados e em seus lugares foram inseridas

List's obtidas da diferenga entre cada elemento e sua intersec-

cao com o j-€simo elemento.

4) DOMINUS(List, Integer+, Integer+) + List
Seja lst uma List e j, i dois Integer+'s com i<j e
j>1
DOMINUS (1st, j, i) = IF i <1
THEN 1st
ELSE DELIST(JOIN(DOMINUS(1st, j, i -
1), RTLISTTOLIST(ELEMENT (DOMINUS
(1st,j, i - 1), i - 1) - (ELEMENT
(DOMINUS (1st, j, 1 - 1), i - 1)
() ELEMENT (DOMINUS (1st, j, i -
1), 3J)),4,1-1), 1-1)
A funcao DOMINUS(1st, j, i) devolve uma List onde fo
ram inseridas, nas posicbes de 2 até i as List's formadas pela a
plicagao de RTLISTTOLIST sobre cada uma das Retanglist's obtidas

da operacao de diferenga entre o k-ésimo elemento (k = 1, 2,
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i - 1) e sua intersecgao com o j-€simo elemento. Cada k-€simo e-

lemento (k =1, 2, ... i - 1) & retirado de 1st.

5) SCANLIST(List, Integer') = List
Seja 1st uma List e j um Integer+
SCANLIST(1st, j) = IF j <1
THEN 1st

ELSE SCANLIST(DELINTOTHERS(1st, j - 1,
SIZEL(1st) - j - 2), j - 1)
Esta fungao percorre 1lst aplicando a fungao

DELINTOTHERS sobre cada elemento de lst, desde a segunda posigao

até a posigao SIZEL(1lst) - j - 2.

6) SCANRETLIST(Retanglist, List, Integer+, Integer+) ¥
(Retanglist, List, Integer+, Integer+)
Seja retlist uma Retanglist, 1lst uma List e k, j
dois Integer+'s.
SCANRETLIST(retlist, 1st, k, j)=
= IF RETSIG(retlist, j) = +
THEN DELINTFIRST(retlist, 1lst, 1, j)
ELSE (retlist, DOMINUS(1st, j, SIZEL(1lst)+1l) ,
k, j)
Esta funcao examina o sinal do j-€simo elemento de
retlist. Caso o sinal seja +, aplica-se a fungao DELINTFIRST so-
bre o j-ésimo elemento, caso contrario, a fungao DOMINUS € apli-

cada sobre este elemento.

7) FIRSTVERLIST(Retanglist, Integer') - List

i . ; ; +
Seja retlist uma Retanglist e j um Integer
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FIRSTVERLIST(retlist, j) = IF j =1
THEN INLIST(CREATE, 0,  RETURN
(retlist, 1))
ELSE SCANRETLIST (retlist,
FIRSTVERLIST (
retlist, j - 1),1,3)
Esta fungao cria uma List e insere na primeira posi

¢ao, 0 primeiro elemento de retlist. A seguir, percorre retlist,
examinando o sinal de cada elemento atraves da fungao

SCANRETLIST.

8) DOLIST(Retanglist) > List
Seja retlist uma Retanglist
DOLIST(retlist) = SCANLIST(FIRSTVERLIST(retlist, SIZE(
retlist)),SIZEL(FIRSTVERLIST
(retlist, SIZE(retlist))))
Esta funcao fornece, a partir de retlist, uma List

cujos elementos sao dois a dois disjuntos.

9) RM(List, Integer+, Array, Integer+) -

(List, Integer+, Array, Inte er+)
g

Seja 1st uma List, arr um Array e k, j dois
Integer+'s
RM(1st, arr, j) = IF j > 0

THEN RM(1st, k+5 + (ABSCISSASUP(ELEMENT
(1st,j)) - ABSCISSAINF(ELEMENT
(1st,j))+1)* (ORDENADASUP(ELEMENT
(1st,j) - ORDENADAINF(ELEMENT(1st,
j))+1), ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(
ASSIGN(ASSIGN(arr,k, ABSCISSAINF
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(ELEMENT(1st,j))),
k+1,ABSCISSASUP (ELEMENT (1st,j))),
k+2,0RDENADAINF(ELEMENT (1st,j))),
k+3,0RDENADASUP (ELEMENT (1st,j))),
k+4, (ABSCISSASUP (ELEMENT (1st,j)) -
ABSCISSAINF(ELEMENT (1st,j))+1)*

(ORDENADASUP (ELEMENT (1st,j)) -
ORDENADAINF (ELEMENT(1st,j))+1), j-

1)

ELSE (1st, k+4, ASSIGN(arr,k+4,0),0)

A fungao RM(1st,k,arr,j) insere em arr, a partir da
posicao k, os quatro inteiros que identificam cada um dos j ele-
mentos de 1st, seguidos de um valor calculado pela expressao
(ABSCISSASUP (ELEMENT(1st,j))-ABSCISSAINF(ELEMENT(1st,j))+1) *

(ORDENADASUP (ELEMENT(1st,j))-ORDENADAINF(ELEMENT(1st,j)) + 1)

10) n2 (List, Integer+, Array, Integer+) - Integer+
Seja 1st uma List, arr um Array e i, j Integer+'s
iz (18t 1, @Yy, J) = 1
Esta fungao tem como resultado um Integer+ que € ©

segundo elemento da quadrupla.

11) »3 (List, Integer+, Array, Integer+) > Arraf
Seja 1lst uma List, arr um Array e i, j Integer+'s
m3 (1st, i, arr, j) = arr
Esta fungao tem como resultado um Array, que € o]

terceiro elemento da quadrupla.
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12) CREATEARG(List) + (List, Integer+, Array, Integer+)
Seja 1st uma List

CREATEARG(List) = (1st, 1, NEWARRAY, SIZEL(1st))
Esta fungao devolve, a partir de 1st, a propria 1st

o valor 1, um Array vazio e o tamanho de 1st.

13) SIZEARR(List) -+ Integer
Seja 1st uma List

SIZEARR(1st) = 72 (RM(CREATEARG(1st)))

Esta funcao devolve o tamanho do Array criado para

conter informagoes sobre os elementos de 1lst.

14) RESERVM(List) -+ Array
Seja 1st uma List
RESERVM(1st) = w3(RM(CREATEARG(1lst)))
Esta fungao devolve um Array que contém as informa-

goes sobre os elementos de 1st.

5.3.2 0 RETANGGR

O tipo Retanggr sera implementado sobre o tipo
Retang pois todos os elementos de Retanggr sao também elementos
de Retang. Note que a reciproca nao & verdadeira ja que o tipo
Retang permite elementos que nao satisfazem a alguns axiomas da

definigao de Retanggr.

representagao
RGR(Integer, Integer, Integer, Integer) +» Retanggr
programas:

declare i1, 1y, 1g, 1,4, 1, 3¢ Integer

—
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CREATERETANG(il. 1,, 13, 14) =
= IF i1 < i,
THEN IF iy < i,
THEN RGR(iy, i,, i5, 1,)
ELSE RGR(i;, i,, i;, 15)
ELSE IF i; < i,
THEN RGR(i,, iy, iz, ij)

5i3:3 A LisT

O tipo abstrato List sera implementado sobre o tipo

Array, considerando que seus elementos sao do tipo Retang.

representagao:

LST (Array [Integer, Retang|, Integer) - List

programas:
declare: arr, arr, : Array, rtgl: Retang, i, j, k:Integer
L1) CREATE = LST(NEWARRAY, 0)
L2) INLIST(LST(arr.i),j,rtg1]=
= IF j = SIZEL(LST(arr,1i))
THEN LST(ASSIGN(ASSIGN(ASSING(ASSIGN (ASSIGN(ASSIGN
(arr,i+5,i+6), i, i+1), i+1, ABSCISSAINF
(rtgl)], i+2, ABSCISSASUP(rtgl)), I #* 3
ORDENADAINF(rtg,)), i+4, ORDENADASUP
(rtgy)), i+5)
ELSE IF j > SIZEL(LST(arr,1))
THEN LST(arr,i)
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ELSE LST(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN
(ASSIGN(arr,i+5,ACCESS(arr,  NEXT

(arr, i,j-1)+4)),NEXT(arr,i,j-1) +

4, i+1),

i+1,ABSCISSAINF(rtg,)),
i+2,ABSCISSASUP(rtg,)),
i+3,0RDENADAINF(rtg,)),

i+4,0RDENADASUP[rtg1)), i+5)

L3) DELIST(LST(arr, i), j)=
= IF j > SIZEL(LST(arr,i)) V j =0

THEN LST(arr, 1i)

ELSE LST(ASSIGN(arr,NEXT(arr,i,j-2)+4,ACCESS(arr,

NEXT(arr,1,j-1)+4),1)

L4) SIZEL(LST(arr,i))=DOSIZE(LST(arr,i),0)

L5) ELEMENT(LST(arr,i),j)=
= IF SIZEL(LST(arr,i),j) = 0
THEN UNDEFINED
ELSE IF j > SIZEL(LST(arr,i))
THEN UNDEFINED
ELSE RTG(ACCESS(arr,NEXT(arr,i,j-1)),
ACCESS(arr,NEXT(arr,i,j-1)+1),
ACCESS(arr,NEXT(arr,i, j-1)+2),
ACCESS (arr ,NEXT(arr,i,j-1)+3))

L6) FRONT(CREATE) = 0

L7) FRONT (INLIST(LST(arr,i),j,rtg;))
= IF j # 0 THEN FRONT(LST(arr,i))

ELSE 1 # 1
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L8) FRONT(DELIST(LST(arr,i),j))=
= IF j #1 THEN FRONT(LST(arr,i))
ELSE ACCESS(arr, FRONT(LST(arr,i))+4)

L9) FRONT(JOIN(LST(arr,i),LST(arr,j), k)=
= IF k = 0 THEN FRONT(LST(arr;,j))
ELSE FRONT(LST(arr,i))

L10) JOIN(LST(arr,i),LST(arrl,j),k)=
= IF k > SIZEL(LST(arr,i))

THEN LST(LINK(ASSIGN(ASSIGN(arr,i+SIZEL(arr,j))*5,i+
SIZEL(LST[arrl,j))*5+1),NEXT(arr,i,SIZEL(LST
(arr.i)]-1)+4.i+l),i,arrl,j,(SIZEL(LST(arrl,
j))-1)*5),i+SIZEL(LST(arr;,j)))

ELSE IF SIZEL(LST(arrl,j))=O

THEN LST(arr,1i)

ELSE LST(ASSIGN(ASSIGN(LINK(arr.i,arrl,j,(SIZEL
(LST(arr,j))-l)*S),i+SIZEL(LST(arrl,j))
*5, NEXT(arr,i,k))),NEXT(arr,i,k-1)+ 4,

i+1)

L11) NEXT(arr,i,j) = IF i =0
THEN 1
ELSE IF j < DIV(i,5)
THEN IF j = 0
THEN FRONT(LST(arr,i))
ELSE ACCESS(arr,NEXT
(arr,i,j-1)+4)
ELSE IF j = DIV(i,5)
THEN i + 1
ELSE 0
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L12) DOSIZE(LST(arr,i),j)= IF NEXT(arr,i,j) =i + 1
THEN j
ELSE DOSIZE(LST(arr,i), i + 1)

L13) ATRIB(arr,i,arrl,j,k)=
= ASSIGN(ASSIGN(arr,i+SIZEL(LST(arr1,j))*S,NEXT(arr,i,
k)) ,NEXT(arr,i,k-1)+4, i+ 1)

L14) LINK(arr,i,arrl,j.m) =IFm<0
THEN INSERTELM(arr,i,arTl,j,0)
ELSE INSERTELM(LINK(arr,i,arrl,j,

m-5),1i,arr,,j,m)

L1S) INSERTELM(arr,i,arrl,j,m) = ASSIGN(ASSING(ASSIGN(ASSIGN(
(ASSIGN(arr,
i+m+1,ACCESS(arrl,NEXT(arrl,j.DIV(m,S))),
i+m+2,ACCESS(arr1.NEXT(arrl,j.DIV(m,S)J+1),
i+m+3.ACCESS(arr1,NEXT(arrl,j,DIV(m,S))+2),
i+m+4,ACCESS(arr1,NEXT(arrl.j,DIV(m,S))+3),

i+m+5, i+m+6)

5:3.4 A RETANGLIST, 0 RETANG E 0 POINT

representagoes: )
RTLIST(Array[Integer,elementtype],Integer) -+ Retanglist
RTG(Integer,Integer,Integer,Integer) » Retang
PT(Integer,Integer) - Point

programas:

declare arr, arry: Array; rl,rz,rs,r4.51,52,53,54,i,j:Integer;

pt: Point
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RT1) NEWLIST(RTG(rl,rz,rs,r4))=IF ISRETANG(RTG(rl.rz,rs,r4))
THEN RTLIST(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(
NEWARRAY,1,+),2,1,),3,1,),4,7r5),5,1,),5)
ELSE RTLIST(NEWARRAY,0)
RT2) INSERT(RTLIST(arr,i),RTG(ry,1,,75,1,))=1F ISRETANG(RTG(ry,
r2$r3$r4)]
THEN RTLIST(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSING(ASSING(arr i
+1|+) ’i+2lr1) 1i+3ir2) ,i+4,r3J,i+5,r4).,i+5)
ELSE RTLIST(arr,i)

RT3) DELETE(RTLIST(arr,i),RTG(ry,1,,75,1,))=IF ISRETANG(RTG(r,,
Ty, Tq,7,))
THEN RTLIST(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSING(arr,i

+1s_) ti+2 1rl) ,i+3,1"2) ,14'4,1”3J ,'U'-S,r‘d) ,1*5)‘

ELSE RTLIST(arr,i)

RT4) ISINL(RTLIST(arr,i),pt)=
=IFi=20
THEN FALSE
ELSE IF ACCESS(arr,i-4)=-
THEN IF ACCESS(arr,i-3)<ABSCISSA(pt)<
ACCESS(arr,i-2)A ACCESS(arr,i-1)
<ORDENADA(pt) < ACCESS(arr,i)

THEN FALSE )
ELSE ISINL(RTLIST(arr,i-5),pt)

ELSE IF ACCESS(arr,i-3)<ABSCISSA(pt) <
ACCESS (arr,i-2) A ACCESS(arr,i-
1) < ORDENADA(pt) <ACCESS(arr,i)
THEN TRUE

ELSE ISINL(RTLIST(arr,i-5),pt)
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RTS) RTG(rl.rz,rs,r4)f\ RTG(51,52,53,54)=

1 = IF ISRETANG(RTG(rl,rZ,r3,r4)]A ISRETANG(RTGISl.52,53,34))
2 THEN IF ry ¢ s; ¢ 19
3 THEN IF ry < S, < r,
4 THEN IF Iy $Sz <1y
5 THEN IF rs < Sy < Ty
6 THEN RTG(51,52,53,54)
7 ELSE RTG(sl,sz,ss,r4)
< <
8 ELSE IF 5z Ty <5,y
9 THEN IF sz <1, <5,
10 THEN RTG(s,s,,
J
T3:Ty)
11 ELSE RTG(s,,s,,
r3,r4)
12 ELSE RTG(1,0,1,0)
13 ELSE IF r; <83 <1y
14 THEN IF ry <5, < T,
15 THEN RTG(sl,r2,53,54)
16 ELSE RTG(sl,rz,s3,r4)
17 ELSE 1IF Sz STz <5,
18 THEN IF s; <1, <s,
19 THEN RTG(s,T,,
rs,r4)
20 ELSE RTG(sl.rz,
r3,54)
21 ELSE RTG(1,0,1,0)
22 ELSE IF s; < 1; < s,
23 THEN IF s; <1, < s,
24 THEN IF ry < sg <1,



25
26

27

28
29

30

31

32

33

34

35

36

57
38

39

40

41

42
43

89

THEN IF 15 <5, <1,
THEN RTG(rl,rz,
53,54)
ELSE RTG(ry,T,,
53,r4)

ELSE IF s; <15 <5y
THEN IF s; < 1,

<

THEN
RTG(rl,rZ,rS,r4)
ELSE
RTG(rl,rz,r3,54}
ELSE RTG(1,0,1,0)
ELSE IF r; < s, A
THEN IF Tg 28545 T4
THEN RTG(rl,sz,

<r

53,54)

ELSE RTG(rl,s

53,r4)

ELSE IF Sz S Tz S5,
THEN IF s

A
-

3

N
w
=

THEN
RTG(rl,sz,rS,r4)
ELSE
RTG(rl,sz,rS,s4)
ELSE RTG(1,0,1,0)
ELSE RTG(1,0,1,0)

ELSE RTG(1,0,1,0)
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RT6) RTG(ry,r,,T5,74) - RTG(S{,5,,53,5,)=
= IF ISRETANG(RTG(S;,S,,55,5,))

THEN INSERT(INSERT(INSERT(INSERT(NEWLIST(RTG(r,,s; -
1,r3,r4)),RTG(sl,sz,rS,ss-l)], RTG(sl,sz,
s,+1,14)) ,RTG(s,+1,1,,75,14))

ELSE NEWLIST(RTG(r),T),T5,T,))

RT7) ABSCISSAINF(RTG(rl,rZ.rs,r4)) =1
RT8) ABSCISSASUP(RTG(rl,rz,r3,r4)] =T,
RT9) ORDENADAINF(RTG(rl,rZ,r3,r4)) =Ty

RT10) ORDENADASUP(RTG(rl.r2,r3,r4)) =T

RT11) ISRETANG(RTG(rl,rZ,rs,r4)) = (rl STy ATy o< r4)

RT12) ISIN(RTG(ry,T,,T3z,T,),PT(i;,j;))=

=r) 21, T, A rs £J3 £ 7,

|
[

RT13) ABSCISSA(PT(il.jl)) =

1
RT14) ORDENADA(PT(i;,j;)) = i,
RT15) SIZE(RTLIST(arr,i)) = DIV(i,5)

RT16) RETURN(RTLIST(arr,j),i) =
= IF i > DIV(j,5)
THEN UNDEFINED
ELSE IF i = DIV(j,S)
THEN RTG(ACCESS(arr,j-3) ,ACCESS(arr,j -
2) ,ACCESS(arr,j-1) ,ACCESS(arr ,
3))
ELSE RETURN(RTLIST(arr,j-5),1)
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RT17) RETSIG(RTLIST(arr,i),j)=
=IFj<0 V j* §5>i
THEN UNDEFINED

ELSE ACCESS(arr, j*5-4)

5.4 CORRE?RO DA IMPLEMENTACAO

A correcao da implementagao consiste em provar que a
representagao das operagoes de um tipo abstrato em termos de ou
tros tipos abstratos exibe todas as propriedades esperadas pela
especificagao do tipo.

A técnica de prova basica para verificar a implemen-
tagao de um tipo abstrato, definido axiomaticamente, consiste em
mostrar que a especificagao para o tipo € satisfeita quando 0s
axiomas sao substituidos pelos programas correspondentes as ope
ragoes.

Mais especificamente, dada uma especificagao algebri
ca-axiomatica de um tipo de dados T e uma implementagao expressa
em termos de outros tipos abstratos de dados, os quais também
possuem especificagoes algébricas-axiomaticas, a prova da corre-
cao desta implementagao pode ser alcancada se, para cada axioma
de T, forem considerados os seguintes passos:

- Substituir cada ocorréncia de T pela sua representacgao;
- Considerar a seguinte igualdade:
lado esquerdo do axioma= implementagao do lado esquerdo do a-
xioma.
- via uma série de redugbes, usando as propriedades da igualdade

(principalmente simetria e transitividade) e o princinio da in



92

dugao. chegar a implementagao do lado direito do axioma e con
sequentemente. ao lado direito.

Estes passos sao Uteis para se chegar a uma prova de
corregao. Entretanto, nao podem ser diretamente transformados em
regras mecanizaveis,

E importante provar a correcao de uma implementacao
porque nesta fase os erros. que passaram desapercebidos durante

a especificagao e implementagao,sao detectados.

Para provar a corregao da implementagao de um  tipo
de dados que tenha sido implementado em fungao de outros tipos
abstratos, € necessario discorrer apenas sobre as especificacgoes
destes outros tipos e nao sobre suas implementagoes. Portanto u-
ma prova de corregao é fatorada em niveis que correspondem aos
niveis de implementagao. Logo, para demonstrar a corregao da
Grid basta considerar apenas as especificagoes dos tipos Point,
Retang, Retanglist, List e Array sem preocupar-se com suas imple
mentagoes.

Para exemplificar a prova de corregao considere-se o
axioma
ISINDCL(DECLAREGPLUS(dcl,rtgr),(il,jl))=

= ISINDCL(dcl(i,j;)) V ISINR(rtgr, (il’le)
apresentado na especificagao dos tipos abstratos Grid e Delgrid
onde dcl € uma Delgrid, rtgr € um Retanggr e (i;,j;) € um pt.

Mostra-se que este axioma € satisfeito, partindo do
lado esquerdo da igualdade e usando os programas que implementam
o tipo, chega-se a uma expressao equivalente a implementacao do
lado direito da igualdade do axioma. Entao, supondo que existe u

ma Retanglist

retlist tal que dcl DCL(retlist), vem
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ISINDCL (DECLAREGPLUS (dcl, rtgr), (i;,3)) =

"

ISINDCL (DECLAREGPLUS (DCL (retlist),rtgr), (iy,i;)) (por def.)
ISINDCL (DCL (INSERT (retlist,RTG(ABSCISSAINFR(rtgr),
ABSCISSASUPR (rtgr) , ORDENADAINFR(rtgr) ,ORDENADASUPR
(rtgr)))), (iy,37)) (progr. G2)
ISINL(INSERT (retlist,RTG(ABSCISSAINFR(rtgr) ,ABSCISSASUPR
(rtgr],ORDENADAINFR(rtgr).ORDENADASUPR(rtgr)]),(il,jl])

(progr. G4)
ISINL(retlist, (iy,j;)) V ISIN(RTG(ABSCISAINFR(rtgr),
ABSCISSASUPR(rtgr) ,ORDENADAINFR(rtgr) ,ORDENADASUPR
(rtgr)),(i;,37)) (pela def. ISINL e ISRETANG(RTG(
ABSCISSAINFR(rtgr) ,ABSCISSASUPR(rtgr) ,ORDENADAINEFR
(rtgr) ,ORDENADASUPR(rtgr)) =TRUE)

ISINL(retlist,(il,jl)] V (ABSCISSAINFR(rtgr) < i, <

1
ABSCISSASUPR(rtgr) A ORDENADAINFR
(rtgr) < j1 < ORDENADASUPR(rtgr)
(prog. RT12)
ISINDCL(DCL(retliSt],(il,jl)) Vv ISINR(rtgr,(il,jl)} (prog.
G4 e definigcao de ISINR em Retanggr)
ISINDCL(ch,(il,jl)) V ISINR(rtgr.(il,jl)) (por def.)

Pode-se observar que nesta prova de corregao usa-se

0 axioma ISINL(INSERT(retlist,rtgl),(il,jl)) apresentado na es-

pecificagao do tipo Retanglist onde rtg; € um Retang. A prova da

correcao deste axioma € feita em um nivel mais baixo e nao € ne-

cessario apresenta-lo novamente nesta fase.

Da mesma forma, assume-se as igualdades:
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ISIN (RTG(ABSCISSAINFR(rtgr),ABSCISSASUPR(rtgr) ;ORDENADAINFR
(rtrg),ORDENADASUPR(rtgr)), (iy.j;))=

i

ABSCISSAINFR(rtgr) 1

A
A

ABSCISSASUPR(rtgr) A
ORDENADAINFR(rtgr)

A
A

j| < ORDENADASUPR(rtgr)

ISINR(rtgr, (iq.];))

A prova da correcao da implementagao dos tipos Grid
e Delgrid € apresentada no apéndice A e as provas da correcao da
implementacao dos tipos abstratos utilizados na implementagao da

Grid e Delgrid e apresentada no apendice B.

5.5 A UTILIZACAO DO ARRAY NA [MPLEMENTACAO Dos T1PoS
ABSTRATOS

Na teoria dos tipos abstratos, o Array € considerado
um tipo primitivo, isto €, considera-se que ja esteja implementa
do na linguagem de programagao. Neste caso, cada operagao defini
da sobre o Array pode ser vista como um programa diretamente exe
cutavel na maquina. Uma aplicagao sucessiva destas operacoes tam
bém ira consistir em um programa.

Conforme ja apresentado, os tipos abstratos Retang,
Retanglist e List foram implementados sobre o Array e portanto
suas operagoes podem ser vistas como uma aplicagao sucessiva das
operacoes validas sobre o Array.

O tipo abstrato Retanggr € implementado sobre o Re-
tang, o tipo abstrato Delgrid, sobre o Retang, Retanglist e List
e a Grid sobre o Array. Portanto, uma vez que a implementagao €

provada correta, pode-se afirmar que todas as operagoes dos ti-
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pos abstratos citados acima sao executaveis pela maquina. Por es
te motivo, € importante provar a correcao da implementagao.
Convém notar, porém, que o Array aqui definido € um
tipo ilimitado enquanto num Array de uma linguagem de programa-
cao € limitado. Portanto, na passagem da especificagdo abstrata
para uma implementagao através de uma linguagem de programagao,

este aspecto deve ser considerado.
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-

b ONCLUSAQ

Neste trabalho foram apresentadas algumas té€cnicas
para especificagao de tipos abstratos dando-se um enfoque espe-
cial para a técnica algébrica-axiomatica definida por Guttag.

A técnica algébrica-axiomatica foi escolhida para
exemplificar a abstragao de dados por duas razoes:

a) - por ser natural expressar tipos abstratos (conjunto de va-
lores e operagoes) através de uma algebra, que € também
um conjunto de valores e operagoes, e porque axiomas ex-
pressam com facilidade o comportamento e as relacgoes que
caracterizam operagoes e classes de valores.

b) - pela facilidade proporcionada para a prova da correcao da
implementagao, por conter conceitos e formalismos matemati
cos bem definidos.

Confirmou-se a afirmacao de que tipos abstratos 1li-
mitados apresentam maior dificuldade para a especificacao e que
os problemas aumentam quando o tipo limitado € estatico. Isto
pode ser verificado pelo estudo da Grid que possibilitou a exi-
bigao de dificuldades que eram desconhecidas. Foram apresenta-
das solugoes para todos os problemas encontrados embora deva-
-se ressaltar que estas solugOes nao sao unicas.

Na especificagao da Grid surgiu a necessidade de in
clusao de fungoes que nao devem ser acessiveis ao usuario
"hidden functions' uma vez que nao expressam uma operacgao vali-
da sobre o tipo abstrato, mas sao necessarias para clarificar o
funcionamento das outras operagoes.

Surgiram também na especificagao da Grid defini-

goes paralelas. Entretanto, mostrou-se que a definigcao de mais
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de um tipo em uma mesma especificacao, nem sempre aumenta as di
ficuldades e a complexidade da axiomatizagao.

Outra preocupac¢ao que mostrou ser desnecessaria diz
respeito a duplicidade de elementos que pertencam a intersecgao
de componentes da declaracao de uma Grid. A exclusao de elemen-
tos repetidos ja esta implicita na relacao entre as  Operagoes
ACCESSG e ASSIGNG. Quando um acesso € feito, apenas o altimo
valor atribuido ao elemento € que retorna, nao interessando as

atribuicoes anteriores. Portanto, nao tem sentido a existencia
de dois valores para o mesmo elemento o que obriga a implementa
cao a preocupar-se com este fato.

0 fato da Grid ser um tipo estatico gerou alguns
problemas na implementacao. Estes problemas exigiram a utiliza-
gao de mais de um tipo abstrato e fungoes recursivas bem comple
xas (apresentadas no capitulo 5).

Conforme descrito na seccao 5.4, existem etapas bem
definidas a serem seguidas durante o desenvolvimento de uma pro
va de corregao. Entretanto estas regras nao fornecem meios sufi
cientes para uma mecanizacao do processo. Todavia, as etapas a-
presentadas, podem ser exploradas a fim de se consegulir uma ma-
ior automatizagao. Outros requisitos seriam necessarios tais co
mo linguagem de programacao adequada e técnicas de verificacao
de teoremas.

A Grid apresentada € uma restricao da original. 0
estudo dos problemas gerados pela definicao mais completa origi
na um bom trabalho na area.

Esta area ainda apresenta muitos topicos a serem ex
plorados, ja que a maioria dos estudos efetuados sao baseados

em exemplos muito simples (estruturas de dados mais complexas
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certamente trarao problemas ainda nao considerados).
Espera-se que este trabalho seja ponto de partida
para o desenvolvimento de outros trabalhos na area de especifi-

cagao, implementagao e prova de correcao.
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CORRECAO DA IMPLEMENTACAO DA GRID

ACCESSG (ASSIGNG (del, (iy,i{),1),(i,,]5)) =
= ACCESSG(ASSIGNG (dcl (retlist), (il,jl),r),(iz,jz)
Suponha que ISINL (retlist, (il,jl)) = TRUE e SIZE (retlist)=1
Entao
ASSIGNG (DCL(retlist],(il,jl) T)= GRD(arrl,k), onde
arr,; = ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(NEWARRAY,

1, ABSCISSAINFR (RETURN(retlist,l)),

2, ABSCISSASUPR (RETURN(retlist,1)),

3, ORDENADAINFR (RETURN(retlist,1)),

4, ORDENADASUPR (RETURN(retlist,1)),

5, (ABSCISSASUPR(return(retlist,1))- ABSCISSAINFR(RETURN
(retlist,1)) + 1) * (ORDENADASUPR(RETURN(retlist,1))-
ORDENADAINFR(RETURN(retlist,1)) + 1)),
(jl—ORDENADAINFR(RETURN(retlist,l)) + 1) *

[il - ABSCISSAINFR(RETURN(retlist,1)) + 1) + i1 =
ABSCISSAINFR(RETURN(retlist,1) + 6, r)

ek =5 (prog G5)

ACCESSG (ASSIGNG(DCL(retlist), (ll’jl)ar)’(iZ’jZJJ =

= ACCESSG(GRD(arry,5), (i,,j,)) (por definigdo)

Suponha i;=i, 3173, entao SCANG(arrl,S,iz,j2,1]=1

pois ISINL(retlist, (i )) = TRUE e SIZE (retlist) =1 =—

l’jl
ABSCISSAINFR(RETURN(retlist,l))filfABSCISSASUPR[RETURN(retliSt,

1)) A
ORDENADAINFR(RETURN[retlist,1))fjISORDENADASUPR(RETURN[retlist,

1))

N

=
2

A

entao ACCESS(arrl,l) < < ACCESS{arrl,Z] A

N
—_i.
P

ACCESS (arry,3) < < ACCESS(arry,4) (def. SCANG)
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logo,

ACCESSG(GRD(arry,5), (i,,3,))=

=ACCESS(arrl,SCANG(arr1,S,i ,j2,1)+(j2-ACCESS(arr SCANG(arrl,

2 1’
5,15,35,1)+2)+1) *(i,-ACCESS(arry, SCANG(arr,5,1,,],,1)) + 1)

+(i2— ACCESS(arrl,SCANG(arrl,S,iz,jz,l))+1+4]
= ACCESS (arr1,1+(j2-ACCESS(arr1,1+2)+1)*[iz-ACCESS(arr1,1)+1)+

(iZ-ACCESS[arr1,1)+1+4)
(pois SCANG(arrl,S.iz.j2,1)=l)

= ACCESS (arr -ORDENADAINFR(RETURN(retlist,1))+1) *

1092
(i, - ABSCISSAINFR(RETURN(retlist,1))+1)+i, - ABSCISSAINER
(RETURN(retlist,1)+6)

= (® 1)

Se ISINL(retlist,(il,jl]) = TRUE e SIZE (retlist) # 1

tem-se

ASSIGNG (DCL(retlist),(il,jl),r)=

= ASSIGNG(GRD(RESERVM(DOLIST(retlist)) ,SIZEARR(DOLIST
(retlist))),[il,jl},r) (prog G5)

faga: arr1=RESERVM(DOLIST(retlist))
i=SIZEARR(DOLIST(retlist))

entao se il=12 A j1=i, tem-se

ACCESSG(ASSIGNG(DCL(retlist),(il,jl),r),(iz,j2))=

=ACCESSG(ASSIGNG(GRD(arrl,i),(il,jl],r),(iz,jz))

Observe que SCANG(arrl,i,il,jl,l} = UNDEFINED ja que ISINL
(retlist,[il,le) = TRUE e arrl=RESERVM(DOLIST[retIist)) e 1 =
SIZEARR(DOLIST(retlist)) e como il=i2 A j,=), tem-se SCANG

(arry,i,i,,j,,1) # UNDEFINED

Portanto

ASSIGNG(GRD(arry,i),(iy,j;),T) = GRD(arr,,i)
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onde arr, = ASSIGN(arrl,SCANG(arrl,i,il,jl,1)+(j1-ACCESS(arr1 .
SCANG[arrl,i,il,jl,1)+2)+1)*(11~ACCESS(arr1, SCANG
(arrl,i,il,jl,1))+1]+(11—ACCESS(arr1,SCANG(arrl, 1,

i1,31,1))#1%4,1)

Por outro lado,
ACCESSG(GRD[arrZ,i),(iz,jz)) = ACCESSG(GRD(arrz,i],(il,jl))
= ACCESS[arrz,SCANG(arrz,i,il,j1,1)+[j1-ACCESS[arr2,

SCANG(arr,,i,iy,jy,1)+2)+1) * (i, -ACCESS (arr, ,SCANG

(arry,3,q,§,1))+1) (1 -ACCESS (arr , SCANG (arr

4! g

1,11,]1,1))+144)

Observe que

SCANG(arr,,1i,iy, 1) =SCANG(arry,i,i,,j,,1)

By o
entao

ACCESSG(ASSIGNG(GRD(arry,i),(iy,i;).1),(i,,3,)) =

ACCESS(ASSIGN(arrl,SCANG(arrl,i,il,j1,1)+(j1—ACCESS(arr1,SCANG

(arrl,i,il,jl,1)+2J+1J*(11-ACCESS(arr ,SCANG(arr

1 12
i,il,jl,l))+l)+(il-ACCESS(arr1,SCANG(arrl,i,il,jl,
1)]+1+4,r),SCANG(arrl,i,il,j1,1}+(jl—ACCESS( arr,,

SCANG(arrl,i,i ,1)+2)+1)*(11~ACCESS(arr2, SCANG

2k |
(arrl,i,il,jl,1)]+1)+(11—ACCESS(arr2,SCANG( arrq,
1,y 0501))41%4) =7

pela definigao de array e pelo fato que

ACCESS (arr SCANG(arrl,i 1)+k)=ACCESS(arr2,SCANG(arrl, : 1

1 100y
L9 s LT9K)
Se 0 <k <4, k € Z, ja que estas posicoes nao sao alteradas
(* 2)
Suponha agora, que ISINL(retlist(il,jlj=FALSE e que

1715 A 3173,
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Entao
ASSIGNG(DCL(retlist),(il,jl],r)=
= GRD(RESERVM(DOLIST (retlist)),SIZEARR(DOLIST(
retlist)))
Observe que apenas efetuou-se a transformacao da
retlist em um array com a respectiva reserva de espaco para

seus elementos, isto &, nenhum elemento que ja nao pertencesse

a retlist foi incluido no array. Portanto (il,jl) nao ira per-

tencer ao array uma vez que nao pertencia a qualquer elemento

do retlist.
Chame
arr; = RESERVM(DOLIST(retlist))
i = SIZEARR(DOLIST(retlist))
isto e,

ASSIGNG(DCL(retlist),(il,jl),r] = GRD(arrl,i)

entao
ACCESSG(ASSIGNG(DCL(retlist).(il,jl),rJ,(iz,jz))=
= ACCESSG(GRD(arrl,i),[iz,jz))
Temos SCANG(arrl,i,iz,jz,l) = UNDEFINED pois
il=i2 A J1%3, e portanto
ACCESSG(GRD(arrl,i),[iz,jz)) = UNDEFINED (* 3)
Analogamente, se ISINL(retlist,(il,jl))= FALSE mas .
il?iz v jl#j2 tem-se
ASSIGNG(DCL(retlist), (iy,j;),1) =
= GRD(RESERVM(DOLIST(retlist),SIZEARR(DOLIST(retlist)))

Conforme ja foi salientado anteriormente, a  unica

tarefa da fungao RESERVM e reservar espago no array para 0s e-
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lementos da List formada por DOLIST e SIZEARR devolve o tamanho
do array formado. Em nenhum momento € efetuado algum ASSICN
sobre os elementos pertencentes a area reservada aos elementos
da Grid. Logo, se arr, = RESERVM(DOLIST(retlist)) e 1 = SIZEARR

(DOLIST (retlist)) tem-se SCANG(arrl,i,iz.j2,1)=UNDEFINED entao

ACCESSG(ASSIGNG(DCL(retlist), (i,,3;).1).(1,,3,))=

ACCESSG(GRD(arry,1), (i,,5,)) (* 4)

UNDEFINED (programa G8)

Entao, por *1, *2, *3 e *4 tem-se que
ACCESSG(ASSIGNG(dcl, (1;,74),1),(i,.],)=
IF iy = i, A J1 = 33
THEN IF ISINDCL(dcl, (i,,j;))
THEN r (*1 e *2)
ELSE UNDEFINED (*3)

ELSE UNDEFINED (*4)

ACCESSG(ASSIGNG(gr, (i,j7),1),(1,,7,) =ACCESSG(ASSIGNG(GRD (arr,
1)’(11a.]1) \r) |(121J2))

Suponha i, =i A

y 5 iy e que ISING(gr,(i;,j;))=

12
TRUE

entao

ACCESSG(ASSIGNG(GRD(arr,i),(il,jl).r),(iz,jz))=

= ACCESSG(GRD(ASSIGNG(arr,SCANG[arr,i,il,jl,l)+(jI—ACCESS( arr,
SCANG(arr,i,iq,j;,1)+2)*1) *(i;-ACCESS(arr, SCANG
(arr,i,il,jl.l))+1)+(il—ACCESS[arr,SCANG(urr, i
i1.31,1))*1+4,1),1),(1,,3,)) (por G7 e porque
SCANG(arr,i,i],jl) # UNDEFINED
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ja que ISING(GRD(arr,i),(il,jl))=TRUE]

Faca arr1=ASSIGN(arr,SCANG[arr,i,il,jl,1)+(j1-ACCESS(arr,SCANG
(arr,i,il,j1,1)+2)+1)*(il-ACCESS(arr, SCANG
(arr,i,il,jl,l))+1+(il-ACCESS(arr, SCANG( arr,
i’ilijlsl))+1+4ar)

entao

ACCESSG(ASSIGNG(GRD(arr, 1), (iy,31).1),(1,,3,))=

ACCESSG(GRD(arry,1), (i,,],))

[

ACCESSG(GRD(arry,1), (i7,37)) (i;=i, A §;=3y)
=ACCESS(arr1,SCANG(arrl,i,il,jl,1J+[j1—ACCESS(arrl,SCANG

(arr i,il,j1,1)+2)+1)*[il-ACCESS{arrl,SCANG(arrl,i,il,

11
j1,1))+1+ (i, -ACCESS (arr;,SCANG(arry,i,i;,j;,1))+1+4)
(prog. G8)

Observe que SCANG(arrl,i,il,jl,l):SCANG(arr,i,il,jl,l] e que
ACCESS(arrl,SCANG(arrl,i,il,jl,l)+k)=ACCESS(arr,SCANG(arr,i,il,
jl,l]+k) para 0 < k < 4, ke 2

Entao, pela definicao de array, tem-se

ACCESS(ASSIGN(arr,SCANG(arr,i,il,j1,1)+(j1—ACCESS(arr, SCANG
[arr,i,il,j1,1)+2)+1)*(il—ACCESS{arr,SCANG(arr,i,
il,jl,1))+1+(il—ACCESS(arr,SCANG[arr,i,il,jl,1))+
l+4,r),SCANG(arrl,i,il,jl,1}+(j1—ACCESS(arr1,
SCANG(arrl,i,il,j1,1)+2)+1)*(il-ACCESS(arrl.SCANG
(arrl,i,il,jl,1))+1+(11—ACCESS(arr1,SCANG(arrl,i,
il,jl,l))+1+4)=
= ¥ (* 1)

Suponha

i, = i2 A jl = j2 mas ISING[gr,(il,jl))=FALSE
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ACCESSG(ASSIGNG(gr, (i,,3,).1).(1,.3,))=
ACCESSG(ASSIGNG(GRD(arr, i), (iy,31),1),(1,,3,))
tem-se

SCANG(arr, 1,1 1) =UNDEFINED (pois ISING(GRD(arr,i),(i;,j;))=

P
FALSE)

entao
ASSIGNG[GRD(arr,i),{il,jl),r)=GRD(arr,i] (progr. G7)
e

ACCESSG(GRD(arr,i),(iz,jz))=UNDEFINED pois

SCANG(arr, i, i 1) =UNDEFINED (i,

entao

ACCESSG(ASSIGNG(gr, (i,i;).7),(i,,j,)) =UNDEFINED (* 2)

Suponha, agora que i, # i, Vo1 %],

Se SCANG(arr,i,i 1) =UNDEFINED tem-se

191>

ASSIGNG(GRD(arr,i), (i ),r)=GRD(arr,i) (progr. G7)

1091

e portanto,

ACCESSG(ASSIGNG(GRD(arr,i), (iy,3¢),1),(i,.i,))=
= ACCESSG(GRD(arr,i), (i,,3,))

= ACCESSG(gr,(iZ,jZ}) (*3) (por definicao)

Se SCANG(arr,i,i ,1) = UNDEFINED, segue que

1091
ASSIGNG(GRD[arr,i],(il,jl],r)=GRD(arr1,i] onde

arr =ASSIGN(arr,SCANG(arr.i,il,j1,1)+[j}-ACCESS(arf,SCANG[urr,

1
i,il,j1,1)+2)+1)*(il-ACCESS(arr,SCANU(urr,i,iI,jl,
1)}+1+[il-ACCESS(arr,SCANG{arr,i,iI,jl,l)]+l+ 4,
T) (prog. G7)

entao

ACCESSG(ASSIGNG(GRD(arr,i),(il.jl),r),(iz,jz))=
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= ACCESSG(GRD(arr,,1),(i,,j,))
Observe que se SCANG(arrl,i,iz,j2,1)=UNDEFINED entao
SCANG(arr,i,i,,j,,1) = UNDEFINED e tem-se

ACCESSG(GRD(arr,,1), (i,,J,)) =ACCESSG(GRD(arr,1), (i,,3,))  (*3)

por outro lado, se SCANG(arrl,i,iz,jz,l) # UNDEFINED, tem-se
ACCESSG(GRD(arrl,l),(iz,jz]]=

=ACCESS(arr1,SCANG(arrl,i,iz,jz,l)+( -ACCESS(arrl,SCANG

F)
[arrl,i,iz,j2,1)+2)+1)*(iZ-ACCESS(arrl, SCANG
(arrl,i,iz,jz,l))+1)+(iz—ACCESS(arrl,SCANG( arry,
i,i5,55,1))+1+4)

Observe que arry € o array resultante da atribuigao do valor r
ao elemento (il,jl) e como il#i2 V. ji%i, tem-se

ACCESS(arrl,SCANG(arrl,i,i j2.1)+k)=ACCESS(arr,SCANG(arr,i,i

2’ 2’

j2,13+k) como 0 < k < 4
Entao ACCESSG(ASSIGNG(GRD(arr,i],(il,jl),r),(iz,j21):
=ACCESS(ASSIGNG(arr,SCANG(arr,i,il,j1,1)+(j1-ACCESS( arr,

SCANG(arr,i,1 l)+2)+l)*(il—ACCESS(arr, SCANG

yadys
(arr,i,il,j1,1))+1)+(il—ACCESS(arr,SCANG[arr,i,il,
jl,l))+1+&,r],SCANG(arr,i,iz,j2,1)+(j2*ACCESS[arr,
SCANG(arr,i,iz,jz,1)+2+1)*(iZ—ACCESS(arr, SCANG(
arr,i,iz,j2,1))+1+(iz—ACCESS(arr,SCANG(arr,i, 12,
j201))*1+4)
=ACCESS(arr,SCANG(arr,i,i2,j2,1}+[iz—ACCESS(arr, SCANG(
arr,i,iz,j2,1)+2+1)*[iZ—ACCESS{arr,SCANG(arr,i,iz,
jz,1))+1+(i2—ACCESS(arr,SCANG(arr,i,iz,jz,l)J + 1
+ 4) (programa Array)
= ACCESS[GRD(arr,i),(iz,jz]) (prog. G8)
= ACCESS(gr,(iz,jZ)) (*4) (por definigao)
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De (*1), (*2), (*3) e (*4) vem
ACCESSG(ASSIGNG(gr, (i),3),1),(i;,3,))=

THEN IF ISING(gr,(i;.j;))
THEN T (*1)
ELSE UNDEFINED (*2)

ELSE ACCESSG(gr, (i,,],)) (*3) e (*4)

ISINDCL(DECLARENEWGRID(rtgr),(il,jl))=

=ISINDCL (DCL (NEWLIST(RTG(ABSCISSAINFR(rtgr) ,ABSCISSASUPR
(rtgr) ,ORDENADAINFR(rtgr) ,ORDENADASUPR(rtgr)))),
(i1,39)) (progr. Gl)

=ISINL (NEWLIST(RTG(ABSCISSAINFR(rtgr), ABSCISSASUPR
(rtgr) ,ORDENADAINFR(rtgr), ORDENADASUPR(rtgr))),
(i1.37)) (progr. G4)

=ISIN(RTG(ABSCISSAINFR(rtgr) ,ABSCISSASUPR(rtgr),
ORDENADAINFR(rtgr) ,ORDENADASUPR(rtgr), (i;,j;))
(pela definicao de (ISINL e porque ISRETANG
(RTG(ABSCISSAINFR(rtgr) ,ABSCISSASUPR(rtgr),
ORDENADAINFR(rtgr) ,ABSCISSASUPR(rtgr)) ) =TRUE)

=ABSCISSAINFR(rtgr)

I A
LA

il ABSCISSASUPR(rtgr) A

ORDENADAINFR(rtgr) < j,

1A
A

ORDENADASUPR(rtgr) (programa
' RT12)

=ISINR(rtgr,(il,jl)) (por definicao ISINR em Retanggr)
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ISINDCL(DECLAREGPLUS(dcl,rtgr],(il,jl))=
=ISINDCL(DECLAREGPLUS(DCL[retlist),(rtgr),[il,jl)) (por de-
finigao)
=ISINDCL (DCL (INSERT (retlist,RTG(ABSCISSAINFR(rtgr),
ABSCISSASUPR(rtgr) ,ORDENADAINFR(rtgr),
ORDENADASUPR(rtgr)))),(il,jl)) (progr. G2)
=ISINL (INSERT(retlist,RTG(ABSCISSAINFR(rtgr), ABSCISSASUPR

(rtgr),ORDENADAINFR(rtgr), ORDENADASUPR
(Ttgr))]:(ilsjl)] (progr' G4)
=ISINL(retlist,(il,j1J) V ISIN(RTG(ABSCISSAINFR(rtgr),

ABSCISSASUPR(rtgr) ,ORDENADAINFR(rtgr), ORDENADASUPR
(rtgr)]),(il,jl)) (pela definigcao ISINL e ISRETANG
(RTG(ABSCISSAINFR(rtgr) ,ABSCISSASUPR(rtgr),

ORDENADAINFR(rtgr) ,ORDENADASUPR(rtgr))=TRUE)

= ISINL[retlist,(il,jl)) V (ABSCISSAINFR(rtgr) < i1 <
ABSCISSASUPR(rtgr) A ORDENADAINFR(rtgr) < jl <
ORDENADASUPR(rtgr) (progr. RT12)

=ISINDCL(DCL[retlist),(il,jl)) \' ISINR[rtgr,[il,jl)) (pro-
grama G4 e definigao de ISINR em Retanggr)
=ISINDCL(dc1,(il,j1)) V ISINR(rtgr,(il.leJ (por def.)

ISINDCL (DECLAREGMINUS (dcl (rtgr), (i1,3,))=
=ISINDCL (DECLAREGMINUS (DCL(retlist), (rtgr), (iy,j;)) (por
definigao)
=ISINDCL (DCL (DELETE (retlist,RTG(ABSCISSAINFR(rtgr),
ABSCISSASUPR(rtgr) ,ORDENADAINFR(rtgr),
ORDENADASUPR(rtgr)))),(il,jl)). (progra

ma G3)
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=ISINL(DELETE (retlist,RTG(ABSCISSAINFR(rtgr), ABSCISSASUPR
(rtgr) ,ORDENADAINFR(rtgr),
ORDENADASUPR(rtgr))), (iy,71))
(prog. G4)
=ISINL(retlist, (i;,j;)) A = ISIN(RTG(ABSCISSAINFR(rtgr),
ABSCISSASUPR(rtgr),ORDENADAINFR(rtgr),
ORDENADASUPR(rtng),(il,jl)] (pela definicao

de ISINL e porque ISRETANG(RTG(ABSCISSAINFR

(rtgr) ,ABSCISSASUPR(rtgr) ,ORDENADAINER

(rtgr),ORDENADASUPR(rtgr)) =TRUE)
=ISINL(retlist,(il,j1)) A- (ABSCISSAINFR(rtgr)< iy <
ABSCISSASUPR(rtgr) A ORDENADAINFR(rtgr) <
j1 < ORDENADASUPR(rtgr)) (Prog. RT12)
=ISINDCL(DCL(retlist),(il,jl)) A (ISINR(rtgr,(il,jl))
(programa G4 e definigao de ISINR em Retanggr)

=ISINDCL(dcl, (i;,j;)) A = ISINR(rtgr,(i;,j;))  (por def.)

ISING(ASSIGNG(dCl,(il,jl),r),(iz,jz))=
=ISING(ASSIGNG(DCL(retlist),[il,jl),r),(iz,jz)]=
=ISING(GRD(arr,i),(iz,jz)) onde

GRD(arr,1)=ASSIGNG(DCL(retlist), (il ,jl) ,T)

onde arr RESERVM(DOLIST(retlist) e

]

i = SIZEARR(DOLIST(retlist))

Entao se SCANG(arr,i,iz,j2,1}=UNDEFINED tem-se

ISING(GRD(arr,i), (i,,3,)) =FALSE (por G6), ISINL(retlist, s
j,)) = FALSE (por AS5) e

ISINDCL[DCL(retliSt),(iz,jz))z FALSE (por G4)
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Portanto
ISING(ASSIGNG[DCL(retlist),(il,jlj,r],(iz,jz))=
=ISINDCL (DCL(retlist), [iz,jz))

Por outro lado, se SCANG(arr,i,iz,jz,l) # UNDEFINED tem-se

ISING(GRD(arr,i),(iz,jz)) = FALSE (por G6),
ISINL(retlist,(iz,jz))= FALSE

e ISINDCL(DCL(retlist), (i ))=FALSE (por G4).

2037
Logo,

ISING(ASSIGNG(dcl, (i1,3),7), (i,,3,))=ISINDCL(dcl, (i,,5,))

ISING(ASSIGNG(gr, (iy,j;),1),(i,,3,))=

=ISING(ASSIGNG(GRD(arr,i),(il,jl),r),(iz,j7))=

Se SCANG(arr,i,il,jl,l)=UNDEFINED entao
ISING(ASSIGNG(GRD(arr,i), (iy,3,),1),(i,,3,))=

=ISING(GRD{arr,i),(iz,jz)) (*1) (prog. G7)

Se SCANG(arr,i,i 1) # UNDEFINED entao

l’Jl!

ISING(ASSIGNG(GRD(arr,i), (1;,31),1),(i5,7,))=
=ISING[GRD(arr1,i),(iz,jz)) onde

arr; =ASSIGN(arr,SCANG(arr,i,iy,j;,1)+(j;-ACCESS(arr, SCANG

(arr,i,i l)+2+1)*(il—ACCESS(arr,SCANG[ arr,

1’]11
i,il,jl,1))+1)+(il—ACCESS(arr,SCANGﬁarr,i,il,jl,
1))+1+4,71)

note que

SCANG(arrl,i,i l)=SCANG(arr,i,i2,j2,lJ

2’j2‘
ja que na passagem de arr para arr; as posigoes dos elementos

nao foram alteradas.



Entao se SCANG(arrl,i,iz,jq,l)=UNDEFINED tem-se

SCANG(arr,i,iz,jz,l) = UNDEFINED
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isto €,
ISING(GRD(arry,1), (i,,j,))=FALSE ~+ ISING(GRD(arr,i), (i,,
j,))= FALSE (programa G6) (*1)
e se ISING(GRD(arrl,l),(iz,jz))=TRUE + ISING(GRD(arr,1i) (iz,
jz)) = TRUE (programa G6) (*2)

Por (*1) e (*2) vem que
ISING(GRD(arrl,i),(iz.jz))=ISING(GRD(arr,i),(iz,jz))
ou seja,

ISING(ASSIGNG(gT, (i1,31)»1), (i,.3,))=ISING(gr, (i,.],))

DEMONSTRACAO DAS FUNCOES AUXILIARES

(1) RTLISTTOLIST(Retanglist, Integer+) +~ List

Seja retlist uma Retanglist e i um Integer+
RTLISTTOLIST (retlist,i)=

= IFi=1

THEN INLIST(CREATE,1,RETURN(retlist,1))

ELSE INLIST(RTLISTTOLIST(retlist,i-1),i,RETURN

(retlist,i))

Esta funcao forma uma List, a partir de retlist, in

serindo um a um os i+l elementos de retlist na List que & inici

almente vazia.

Se i = 1 entao

RTLISTTOLIST (retlist,1)=INLIST(CREATE,1,RETURN(retlist, 1))
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Sabe-se que a operagao RETURN(retlist,l) tem  como
resultado um Retang que &€ o primeiro elemento de retlist e que

a operagao INLIST insere um Retang em uma List. Neste caso tem-

-se a insercgao do Retang, obtido atraves da operacgao RETURN,
na primeira posicao de uma List vazia, obtida pela operagao
CREATE.

Considerar que para 1 <1 <n, neN a operacao

RTLISTTOLIST(retlist,i) cria uma List e insere nela os i pri-

meiros Retang's de retlist.
Entao, para i = n + 1 tem-se

RTLISTTOLIST(retlist,i + 1)=INLIST(RTLISTTOLIST(retlist,i), i +

1, RETURN(retlist,i + 1))

A operagao RETURN(retlist, i + 1) tem como resulta-
do o (i + 1)-ésimo Retang de  retlist e por hipotese,
RTLISTTOLIST(retlist,i) insere os 1 primeiros elementos de
retlist em uma List. Ent3o, INLIST(RTLISTTOLIST(retlist,i), i +
1, RETURN(retlist, i + 1)) insere o (i + 1)-ésimo Retang de
retlist, na (i + 1)-ésima posicgao de List formada por
RTLISTTOLIST(retlist,i).

Logo RTLISTTOLIST(retlist, 1 + 1) forma uma List, a
partir da Retanglist, retlist, inserindo um a um os i + 1 ele-

mentos de retlist na List que € inicialmente vazia.

(2) DELINTFIRST(Retanglist, List, Integer+, Integer+) -

(Retanglist, List, Integer+, Integer+)
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Sejam retlist uma Retanglist, 1st uma List e j, k

+
Integer 's

DELINTFIRST (retlist,lst,k,j)=(retlist,JOIN(1st,RTLISTTOLIST
(RETURN(retlist,j)- (RETURN(retlist,j) N RETURN
(retlist,1)),4),k),k+SIZEL (RTLISTTOLIST (RETURN

(retlist,j)-(RETURN(retlist,j) N RETURN(retlist,l)),
4), j-1)

A operacao RETURN(retlist,j)-(RETURN(retlist,j) N

RETURN(retlist,1)) da origem a uma Retanglist que é formada pe-
la retirada da secgao do j-ésimo Retang de retlist que corres-
ponde a sua intersecgao com o primeiro Retang de retlist.
RTLISTTOLIST ira criar uma List com todos os Retang's que com-
poem a Retanglist.

A operagao SIZEL(List) devolve o numero de elemen-
tos da List, entao SIZEL(RTLISTTOLIST(RETURN(retlist, j) -
(RETURN(retlist,j) N RETURN(retlist,1)),4) tera como resultado
0 numero de elementos da List formada pela operagao
RTLISTTOLIST.

A operagao JOIN(1st,RTLISTTOLIST(RETURN(retlist,

j) - (RETURN(retlist,j) N (RETURN
(retlist,1)),4),k) insere na posicao k +
1 de 1st a List fornecida por RTLISTTOLIST.

Entao a funcao

DELINTOFIRST(retlist,1st,k,j)
insere na posicao k+1 de 1st a List resultante da operacgao de
diferenga entre o j-€simo e o primeiro Retang da retlist. O en-
derego para a proxima insercao (k) fica alterado para k + tama-

nho da List inserida. O proximo Retang a ser recuperado para a
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comparagao com o primeiro € aquele que ocupa a posigao j - 1 de

retlist.

(3) DELINTOTHERS(List, Integer , Integer') -~ List
Seja lst uma List e i, ] Integer+‘s

DELINTOTHERS (1st,j,i)=
[F1<0  THEN Ist

ELSE DELIST(JOIN(DELINTOTHERS(1st,j,i-1),
RTLISTTOLIST (ELEMENT (DELINTOTHERS
(1st,j,i-1),i+j) - (BLEMENT (
DELINTOTHERS (1st,j,i-1),i+j)N ELEMENT
(DELINTOTHERS (1st,j,1-1),j)), i+j)i +
) |

Se 1 = 0 entao

DELINTOTHERS (1st,j,i) = 1lst

Para 1 = 1 tem-se

DELINTOTHERS (1st,j,1)=DELIST (JOIN(DELINTOTHERS (1st,j,0),
RTLISTTOLIST (ELEMENT (DELINTOTHERS(1st, j,
0),j+1)- (ELEMENT (DELINTOTHERS (1st,j,0),j+
1) ELEMENT (DELINTOTHERS (1st,j,0),4),3+1)j
+1)=DELIST(JOIN(1st,RTLISTTOLIST(ELEMENT
(1st,j+1) - (ELEMENT(1lst,j+1) n (ELEMENT
(lst,])) s4),5+1) . j*1)

onde ELEMENT(1st,j) devolve o j-€simo Retang de 1st e  ELEMENT

(1st,j+1)-(ELEMENT (1st,j+1) N ELEMENT(1st,j)) devolve uma Re -

tanglist formada pela diferenca entre o (j+1)-ésimo Retang de

1st e sua intersecgdao com o j-€simo Retang de 1lst. Esta Retang-
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list sera transformada em uma List pela funcao RTLISTTOLIST.

A operacao JOIN insere a List fornecida por
RTLISTTOLIST apds a posicao j+1 da List. (DELINTOTHERS(lst, j,
0) e a operagao DELIST retira o (j+1)-ésimo elemento da List
resultante do JOIN. Note que o (j+1)-€simo elemento da List re-
sultante € o mesmo que (j+1)-ésimo elemento de lst uma vez que
a insercao € efetuada apos a posicao j+l.

Entdo, para i = 1, a fungao DELINTOTHERS retira o
(j*+1)-esimo elemento de 1lst, inserindo nesta posicao, uma List
obtida a partir de uma Retanglist que & o resultado da diferen
ca entre o (j+1)-ésimo elemento e sua intersecgao com o j-€si-
mo.

Supor que para i < i < n, ne N, a funcao
DELINTOTHERS elimina de 1lst o (j+1)-ésimo elemento de 1lst e in-
sere em seu lugar uma List obtida a partir de uma Retanglist

que € o resultado da diferenga entre o (j+1)-ésimo elemento e

sua intersecgao com o j-€simo, para i = 1,...,n.

Entao, para i = n+l, tem-se
DELINTOTHERS (1st,j,i)=DELIST(JOIN(DELINTOTHERS (1st,j,i-1),
RTLISTTOLIST(ELEMENT (DELINTOTHERS (1st,j,1
-1),j+1) - (ELEMENT (DELINTOTHERS (1st,j, i -
1), (j+1) N ELEMENT(DELINTOTHERS (1st,j,i-

1),j),4), 3*i), J+i)

Por hipotese de indugao DELINTOTHERS(1lst,j,i-1) re-
tira de cada elemento da 1st desde o (j+1l)-ésimo até o (j+i-1)-
€simo sua intersecgao com o j-eésimo elemento e devolve uma List

que satisfaz o que se espera da funcao. Note que a operacao
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JOIN acrescenta a esta List exatamente a diferenga do (j+1)-ési

mo elemento de List com sua interseccao com o j-ésimo elemento

o que prova que a fungao realmente faz o que se espera dela.

(4) DOMINUS(List, Integer , Integer ) -  List
Seja 1st uma List e i, j Integer+‘s comi<je j>1i
Esta € uma fungao parcial, so esta definida por i
<
DOMINUS (1st,j,1)=
= IFi <1
THEN 1st
ELSE DELIST(JOIN(DOMINUS(1st,j,i-1),RTLISTTOLIST
(ELEMENT (DOMINUS (1st,j,i-1),i-1)- (ELEMENT(
DOMINUS(1st,j,i-1),i-1)  ELEMENT (DOMINUS (1st,

j»i-1),j)),1-1),1-1)

Se i < 1 entao por definigao

DOMINUS (1st,j,i)=1st

Para i = 2 tem-se

DOMINUS (1st,j,2)=DELIST(JOIN(DOMINUS(1st,j,1) ,RTLISTTOLIST
(ELEMENT (DOMINUS (1st,j,1),1)-(ELEMENT (DOMINUS
(1st,j,1),i-1) n ELEMENT (DOMINUS (1st,j,1),3)).,
4),1),1)=DELIST(JOIN(1st,RTLISTTOLIST(ELEMENT
(1st,1)-(ELEMENT(1st,1)n ELEMENT(1st,j)) ,4),
1),1)

A operagao ELEMENT(1st,1)-(ELEMENT(lst,1) n ELEMENT
(Ist,j)) resulta em uma Retanglist formada pela diferencga entre

o primeiro elemento de lst e sua intersecgao com o j-ésimo ele-
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mento. Esta Retanglist ¢ transformada em uma List pela  fungao
RTLISTTOLIST. A operacao JOIN junta as duas List's inserindo os
elementos da List obtida pela fungao RTLISTTOLIST apos a primei
ra posicao de 1st. DELIST retira o primeiro elemento de 1st.
Suponha que para n ¢ N, a funcao DOMINUS retire o
(i-1)-ésimo elemento de lst, inserindo a partir da posigao i u-
ma List obtida pela aplicagao da fungao RTLISTTOLIST sobre a Re

tanglist formada pela diferenca entre o i-ésimo elemento de 1st

e sua interseccao com o j-ésimo elemento de lst. Note que o pro
cesso € repetido para i = 2, 3,...n, isto €, i-1 indica o nume-
ro de elementos que devem ser eliminados de 1lst e em cujas posi
gces sao inseridas List's formadas pela aplicagao de

RTLISTTOLIST sobre Retanglist's obtidas de maneira descrita an-

teriormente.
Entao, para i = n+l tem-se:

DOMINUS (1st,j,i)=DELIST(JOIN(DOMINUS (1st,j,i-1) ,RTLISTTOLIST
(ELEMENT (DOMINUS (1st,j,i-1),i-1)-(ELEMENT
(DOMINUS(1st,j,i-1),i-1) N ELEMENT (DOMINUS

(lSt!j!i-l) aj)) a4) ,i—l) ai_l)

A fungao DOMINUS(1lst,j,i-1) devolve uma List onde
foram inseridas, nas posigoes de 2 até i-1 as List's formadas
pela aplicacgao de RTLISTTOLIST sobre cada uma das -Retanglist's
obtidas da operagao de diferenca entre o k-ésimo elemento (k =
1, 2...,i-2) e sua intersecgdao com o j-€simo elemento.

0 resultado final da operagao JOIN €& a insercgao a
List resultante de DOMINUS(1lst,j,i-1) a List formada pela apli-
cagao de RTLISTTOLIST sobre a Retanglist obtida através da ope-

racao de diferenga entre (i-1)-¢ésimo elemento e sua intersecgao
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com o j-€simo elemento, no lugar do (i-1)-ésimo elemento que €
retirado por DELIST.
Portanto, a fungao DOMINUS(1st,j,i) faz o que se es

pera dela.

(5) SCANLIST(List, Integer ) = List
g

Seja 1st uma List e j um Integer+

SCANLIST € uma fungao parcial, nao esta definida para lst se

SIZEL(1st) < 4.

SCANLIST(1st,j)=
«TF j < 1
THEN 1st

ELSE SCANLIST(DELINTOTHERS (1st,j-1,SIZEL(1lst)

-i-2),j-1)

Se j < 1, entao, por definigao,
SCANLIST(1st,j)=1st

Se j = 2, tem-se

SCANLIST(1st,2)=SCANLIST (DELINTOTHERS (1st,1,SIZEL(1st)-2-2),1)=

DELINTOTHERS(1st,1,SIZEL(1st)-4) (por def.)

caso SIZE(1st) < 4 tem-se que

SCANLIST(1st,2) nao esta definida.

Caso contrario, DELINTOTHERS(1st,1,SIZEL(1st)-4) ira percorrer
1st a partir da segunda posigao até a posigao SIZE(lst)-3, fa-
zendo a diferenga entre cada elemento e sua intersecgao com O

primeiro, (isto €, o (j-1)-ésimo elemento) obtendo, assim uma
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Retanglist que sera transformada em uma List de acordo com a de

finicao de DELINTOTHERS.

Supor que para 2 < j <n, n & N, a funcao
DELINTOTHERS seja aplicada sobre os elementos desde a primeira
posicdo em 1st até a posigao n-1.

Entao, para j = n+l, tem-se

SCANLIST(1st,n+1)=SCANLIST(DELINTOTHERS (1st,n,SIZEL(1st)- n-1),

n) onde DELINTOTHERS é aplicada sobre o elemento que ocupa a n-

ésima posigao em lst e por hipotese de indugao DELINTOTHERS € a

plicada aos elementos desde o 22 até a (n-1)-€sima posigao.
Portanto, a funcgao SCANLIST serve para percorrer

lst aplicando a fungao DELINTOTHERS sobre cada elemento de 1st

situado desde a segunda posigao até a posigao SIZEL(lst)-j-2.

(6) SCANRETLIST (Retanglist, List, Integer , Integer ) >
g g

(Retanglist, List, Integer+, Integer+)

Sejam retlist uma Retanglist, lst uma List, i, j Integer+'s

SCANRETLIST(retlist,lst,k,j)=
= IF RETSIG(retlist,j) = +
THEN DELINFIRST(retlist,lst,k,j)

ELSE (retlist,DOMINUS(1st,j,SIZEL(1st),k,j-1)

A fungao RETSIG(retlist,j) examina o sinal do j-ési
mo elemento de retlist. Caso RETSIG(retlist,j) = + a fungao
DELINFIRST € aplicada sobre o j-ésimo elemento de retlist, isto
€, insere em 1lst o j-ésimo elemento de retlist menos sua inter-

secgao com todos os elementos que o precederam em lst. Caso con
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trario, a fungdo DOMINUS € aplicada para todos os elementos
1st, isto €, € retirada de cada elemento de 1st sua intersecgao
com o j-€simo elemento de retlist. Portanto, SCANRETLIST
(retlist,lst,k,j) transmitira a 1st o efeito do j-ésimo elemen-

to de retlist.

(7) FIRSTVERLIST(Retanglist, Integer) =+ List

Seja retlist uma Retanglist e j um Integer

FIRSTVERLIST(retlist,j)=
=IFj =1
THEN INLIST(CREATE,O0,RETURN(retlist,1))
ELSE SCANRETLIST(retlist,FIRSTVERLIST(retlist,

j=1),1,j)

Se j = 1 entao, por definicao,

FIRSTVERLIST(retlist,1)=INLIST(CREATE,O0,RETURN(retlist,1))

que cria uma List e insere na primeira posicao desta List o Re-
tang obtido pela operagao RETURN(retlist,1). Lembre que o pri-
meiro elemento de Retanglist € sempre um Retang positivo, por-
tanto, o efeito de FIRSTVERLIST(retlist,l) € criar uma List e
inserir nela um Retang positivo.

Supor que para n& N, FIRSTVERLIST(retlist,n) cria uma List e
insere nela os Retang's que formam a regiao definida pelos n

primeiros elementos de retlist.
Seja j = n+l

FIRSTVERLIST (retlist,j)=SCANRETLIST(retlist, FIRSTVERLIST

(retlist,n),1l,n+1)
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Por hipotese de indugao FIRSTVERLIST(retlist,n) € u
ma List com os Retang's que formam a regiao definida pelos n
primeiros elementos de retlist. Através de SCANRETLIST € inseri
da a esta List o (n+l)-ésimo elemento de retlist menos sua in-
tersecgao com os outros elementos de List se este elemento € um

Retang positivo e o (n+l)-€simo elemento de retlist e retirado

dos elementos da List em questao.

Portanto, para qualquer efeito de FIRSTVERLIST

(retlist,j) € criar uma List com os Retang's que formam a  re-

giao definida pelos n primeiros elementos de retlist.

(8) DOLIST(Retanglist) = List

Seja retlist uma Retanglist
Entao, DOLIST(retlist)=SCANLIST(FIRSTVERLIST(retlist,SIZE
(retlist)),SIZEL(FIRSTVERLIST

(retlist,SIZE(retlist))))

A funcao FIRSTVERLIST percorre a retlist, criando a
primeira versao da List do modo descrito anteriormente.

A funcao SCANLIST percorre a List obtida a partir
da fungao FIRSTVERLIST retirando as interseccgoes ainda existen-
tes entre os Retang's.

Portanto, DOLIST fornece a partir de uma
Retanglist, uma List de Retang's disjuntos que formam a 7regiao

definida pela Retanglist.
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(9) SCANG(Array, Integer+, Integer,Integer,Integer+ - {0}) =

Integer+ - {0}

Seja arr um Array, 1 jl dois Integer's

1’
e i,k dois 1nteger+'s k #0
SCANG(arr,i,il,jl,k) =IF1>k+4
THEN IF ACCESS[arr,k)filfACCESS(arr,
k+1), A
ACCESS (arr,k+2) <j; <ACCESS
(arr, k+3)
THEN k

ELSE SCANG(arr,i,i k+

123
ACCESS (arr, k+4)+5)

ELSE UNDEFINED

A fungao SCANG foi definida com o objetivo de pro-
curar o ponto (il’jl) no Array arr, percorrendo-o a partir de
posigao k ata a posigao i-4 testando as coordenadas dos
Retang's ali armazenados. Devolve o enderego do cabegalho do
Retang que contém o ponto. Se o ponto [il,jl) nao estiver entre
as posicoes k e i-4 o resultado de fungao ¢ UNDEFINED.

SCANG percorre o Array arr desde a posigao k até a
posicao i-4 testando o conteudo das posigoes k e k+1 com il g
das posigoes k+2 e k+3 com i,. Caso ACCESS(arr,k]gilg ACCESS
(arr,k+1)A ACCESS(arr,k*Z)5j15ACCESS(arr,k+3) entao 0 pProcesso
termina e o resultado de SCANG é o valor k, caso contrario, o)
mesmo teste sera repetido para k valendo k+ACCESS(arr,k+4) +5.
Caso o novo valor de k seja maior que i-4 entao o processo para

e o resultado &€ uma mensagem de indefinido, indicando que o pon
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to (il’jl] nao foi encontrado.
Entao o processo recursivo pode ser interrompido
por dois motivos: uma condicao € satisfeita ou o valor i-4 e

ultrapassado.

Seja K(arr) = {k/k € o endereco de um cabecalho de arr} um con-

junto ordenado de inteiros.

Base de indugao:
Seja k=max K(arr)=i-5 entao o ponto (iy.3q) nao esta entre  as

posicoes k e i-4 portanto SCANG(arr,i,il,jl,k]=UNDEFINED

Suponha que 4% n > k, ne K(arr), SCANG(arr,i,i],jl,n) = posicao
do ponto (il,jl) em arr se este ponto estiver entre as posigoes

n e i-4 ou UNDEFINED caso contrario.

Seja n o elemento logo anterior a k em K(arr).
Se ACCESS[arr,n)gilfACCESS(arr,n+l) e
ACCESS(arr,n+2)fjlfACCESS(arr,n+3)

entao o ponto esta no Retang definido por este cabecalho e o re
sultado € n. Senao SCANG € chamada com o quarto elemento de qud
drupla valendo k+ACCESS(arr,k+4)+5 que € o proximo elemento de

K(arr) e entdo se aplica a hipotese de indugao.

(10) RESERVM(List) =+ Array
Seja 1st uma List
RESERVM(1st) = T3 (RM(CREATEARG(1st)))

m3 (RM(1st,1,NEWARRAY,SIZE(lst))
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A funcao RM devolve uma quadrupla onde o terceiro e
lemento € um Array formado a partir de lst. A funcao rs recebe
uma quadrupla e devolve o terceiro elemento da quadrupla. Entao
m3 (RM(1st,1,NEWARRAY,SIZEL(1st))) tem como resultado um array
que contem as informacoes sobre os elementos de lst mais as po-

sicoes reservadas para os pontos de cada Retang de Ist.
Logo, RESERVM(1st) fornece, a partir de 1st, um

Array que ira conter, para cada Retang de 1st, o cabegalho do

Retang e as posigoes reservadas para os pontos do Retang.

(11) 72 (List, Integer ,Array,Integer') - Integer
Seja 1st uma List, arr um Array e k,j dois Integer+‘s
T2 (1st,k,arr,j)=k
Esta fungao leva um quadrupla no segundo elemento

da quadrupla.

(12) 73 (List, Integer+,Array,Integer+) + Array
Seja 1st uma List, arr um Array e k, j dois Integer+'s
ms (1st,k,arr,j)= arr
Esta fungao leva uma quadrupla no terceiro elemento

da quadrupla.

(13) CREATEARG(List) - (List,1,Array,Integer )
Seja lst uma List

CREATEARG(lst)=(1st,1,NEWARRAY,SIZEL(1st))
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Esta funcao recebe uma List e fornece, como resulta
do, a mesma List, o valor 1, um Array vazio e o tamanho da List
recebida, pois a operagao NEWARRAY cria um Array vazio e a ope-

ragao SIZEL(1st) devolve o numero de elementos de lst.

(14) SIZEARR(List) - Integer
Esta fungao recebe uma List, e devolve o tamanho do

array resultante da reserva de espago para os pontos definidos
pelos Retang's da List.

Seja 1lst uma List

I

SIZEARR(1st) = 2 {RM(CREATEARG(1st))

1

T2 (RM(1st,1,NEWARRAY,SIZEL(1st))
A fungao m, recebe uma quadrupla e devolve o segundo elemento
desta quadrupla. A fungao RM devolve uma quadrupla. Conforme de
finigao de RM o segundo elemento desta quadrupla € o numero to-
tal de posigoes reservadas no array para conter os pontos de
todos os Retang's pertencentes a 1lst mais os cabecalhos para ca
da Retang de 1st.

Entao SIZEARR(1lst) tem como resultado um valor in-
teiro que indica o numero de posig¢oes ocupadas no array formado

pela funcao RM a partir de 1st.

(15) RM(List, Integer,Array,Integer+) + (List,Integer,Array,
Integer).

: . : +
Seja 1lst uma List, arr um Array e j, k dois Integer 's

entao
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RM(1st,k,arr,j)=IF j > 0
THEN RM(1st,k+5+(ABSCISSASUP(ELEMENT (1st,
7)) -ABSCISSAINF (ELEMENT(1st,j)))+1)*
ORDENADASUP (ELEMENT(1st,j)) -
ORDENADAINF (ELEMENT(1st,j))+1),
ASSTGN(ASSIGN (ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN
(arr,k,ABSCISSAINF (ELEMENT(1st,j))),

k+1,ABSCISSASUP (ELEMENT (1st,j))),

k+2,0RDENADAINF(ELEMENT (1st,j))),

k+3,0RDENADASUP (ELEMENT (1st,j))),
k+4, (ABSCISSASUP (ELEMENT(1st,j)) -
ABSCISSAINF(ELEMENT(1st,j))+1)*
ORDENADASUP (ELEMENT (1st,j)) -
ORDENADAINF(ELEMENT (1st,j))+1),j-1)
A operagao ELEMENT(1lst,j) fornece, como resultado,
0 j-ésimo elemento de 1lst. Seja rtg este elemento onde rtg € um
Retang composto pelos inteiros il’iZ’iS’i4 nesta ordem. Entao,
as operagoes ABSCISSAINF,ABSCISSASUP,ORDENADAINF e ORDENADASUP
sobre rtg fornecem quatro inteiros 11,12,13,14, respectiva-
mente. Estes quatro inteiros, mais o valor (izﬂil+1)*{14~i3+ 1)
que € o numero de inteiros do Retang rtg formam o cabecalho da
area que sera reservada para os elementos desse Retang e sao in
seridos em arr nas posigoes k, k+1, k+2 e k+3 respectivamente.
k & entao a primeira posicdo livre de arr e tem portanto que
ser atualizado.
Cada aplicagao de RM para j > 0 altera o valor de k
para k+5+(iz-il+l]*(i4-is+l) e o valor de j para j-1. Entao, en

quanto j decresce, k aumenta. Quando j = 0 a funcao atribui 0
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valor 0(zero) na posigao k+4 de arr e altera o valor de k para
k+4.

Entao, RM recupera cada elemento de lst desde o j-
ésimo até o primeiro inserindo em arr os inteiros que identifi-
cam cada um dos j-elementos de 1lst, seguidos de um valor calcu-
lado a partir destes inteiros conforme mostrou-se anteriormen-
te.

Apos a insercao dos j elementos de 1st em arr, qua-

tro posicoes de arr sao saltadas e na quinta ¢ colocado o valor
Zero.

Supor que para j = n, n € N, a fungao de RM seja
aplicada n+l vezes, inserindo em arr as informacoes obtidas dos

n elementos de lst, da forma descrita anteriormente.

Entao, para j = n+l tem-se

RM(1st,k,arr,n+1)=RM(1lst,k+5(ABSCISSASUP (ELEMENT(1st,n+1))-
ABSCISSAINF(ELEMENT(1lst,n+1))+1)*
ORDENADASUP (ELEMENT (1st,n+1)) -
ORDENADAINF(ELEMENT (1st,n+1))+1) ,ASSIGN
(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(arr,
k,ABSCISSAINF(ELEMENT (1st,n+1)),
k+1,ABSCISSASUP (ELEMENT (1st,n+1)),
k+2 ,0RDENADAINF(ELEMENT (1st,n+1)),
k+3,0RDENADASUP (ELEMENT (1st,n+1)),
k+4, (ABSCISSASUP (ELEMENT(1lst,n+1)) -
ABSCISSAINF(ELEMENT(1st,n+1))+1) * (ORDENADASUP
(ELEMENT(1st,n+1))-ORDENADAINF(ELEMENT(1lst,n+
1))+1),n)
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Pode-se ver que o cabegalho correspondente ao j-ési
mo elemento € inserido em arr e k(segundo elemento da  quadru-

pla) sera atualizado com a primeira posigao livre de arr.
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CORRECAO DA LIST

Suponha que existe

- Um Array arr e um inteiro nao negativo i tal que
list = LST(arr,i)

- 0s inteiros nao negativos j, k

- um Retang rtg,

- uma List list1 € um array arr

1

DELIST (CREATE, i) = DELIST(LST(NEWARRAY,0),j) (por def.)
= LST(NEWARRAY,0) (prog . 3)

= CREATE (por def.)
JOIN(1list,CREATE,j) = JOIN(LST(arr,i),LST(NEWARRAY,0),7) (por
def.)

= LST(arr,i) (prog. 10)

= list (por def.)
SIZEL(CREATE) = SIZEL(LST(NEWARRAY,0)) (por def.)
= DOSIZE (LST(NEWARRAY,0),0) (prog. L4)
=0 (prog. L11 e L21)

SIZEL(INLIST(list,j, elm))=

= SIZEL(INLIST(LST(arr,i),j,rtgl) (por def.)
Suponha j > SIZEL(LST(arr,i)) entao

SIZEL(INLIST(list,i,elm))=SIZEL(LST(arr.i)) (prog. L2)
= SIZEL(1list) (por def.)
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Por outro lado, se i=SIZEL(LST(arr,i)) tem-se

SIZEL[INLIST(LST(arr,i],j.rtﬁl)=
=SIZEL(LST(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN (ASSTGN(ASSIGN(ASSIGN(arr,i+5,
i%0) . Ay i#1),
1+1, ABSCISSAINF(rtgl)).
i+2, ABSCISSASUP(rtgy)),

i+3, ORDENADAINF(rtg,)).
i+4, ORDENADASUP(rtgl)), 1+5) (prog. L2)

= DOSIZE(LST(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN (ASSIGN(ASSIGN(arr,i+5,
ACCESS(arr,NEXT(arr,i,j-1)+4)) .NEXT(arr.i,j-1)+4,i+1),
i+1,ABSCISSAINF(rtgl)).
i+2.ABSCISSASUP(rtg1)),
i+3,0RDENADAINF(rtg1)),

i+4 ,ORDENADASUP (rtg,)),i+5),0)

Observe que o programa DOSIZE percorre a lista desde
o primeiro até o enésimo elemento com a utilizagao do  programa
NEXT que fornece o elemento seguinte a um determinado elemento.

A iteracao termina quando o programa NEXT devolve o
enderego do proximo elemento como sendo o tamanho do Array acres
cido de uma unidade.

Para observar o funcionamento do DOSIZE suponha, em
primeiro lugar, que rtg, seja inserido no final da lista, isto
e, j = SIZEL(list).

Entao, na posigao i+5 sera atribuido o valor i+6 e
na posigao i, o valor i+l.

Desta forma, o programa DOSIZE ira percorrer o array

resultante do INLIST da mesma maneira como percorreria o array
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arr até a posicao i com a diferenga de que no array resultante
havera mais uma iteracao (mais um NEXT) para acessar o Ultimo e-
lemento inserido. Entao o valor de SIZEL(INLIST(list,j,elm)) se-
ra igual ao SIZEL(list) + 1.

Da mesma forma, se rtg, ¢ inserido em uma posicao in
termediaria de list, na posicao i+5 sera atribuido o endereco
do elemento que segue o j-ésimo elemento ACCESS(arr NEXT(arr, i,
j-1)+4)) e na posicao NEXT(arr,i,j-1)+4 sera atribuido o valor

i+l. 0 Ultimo elemento de list nao sera alterado e continuara

_sendo o ultimo elemento da nova lista.

Assim, o programa DOSIZE percorrera a List resultan-
te da mesma forma que a List original até encontrar o elemento
inserido. Neste ponto sera efetuado um NEXT a mais que fornecera
o enderego do j+1-ésimo elemento da lista original que passa a
ser, depois da insergao, o j+2-€simo elemento da List resultan-
te, isto €, todos os elementos que seguem o elemento inserido o-
cuparao uma posicao, na List resultante, uma unidade acima dague
la que ocupavam na List original. Isto significa que o programa
DOSIZE terminara de percorrer a List resultante quando encontrar
o ultimo elemento da List original, que também sera o ultimo ele
mento da List resultante, e que ocupara a posicao SIZEL(list)+1.

Portanto, SIZEL{INLIST(list,j,rtgl))=

IF j < SIZEL(list)
THEN 'STZEL(list) # 1

ELSE SIZEL(1list)
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SIZEL(DELIST(list,j)) =

= SIZEL(DELIST(LST(arr,i),j)) (por definigao)

Suponha j = 0 entao

SIZEL(DELIST(list,0))=SIZEL(DELIST (LST (arr,i),0))

SIZEL(LST(arr,1)) (prog. L3)

SIZEL(1list) (por definigao)

Por outro lado, se j > SIZEL(list) tem-se

SIZEL(DELIST(list,j))=SIZEL(DELIST(LST(arr,i),j))

SIZEL(LST(arr,i)) (prog. L3)

SIZEL(list) (por definicgao)
Suponha, agora j < SIZEL(list), entao

SIZLL(DELIST(list,j))=SIZEL(DELIST(LST (arr,i),j))
= SIZEL(LST(ASSIGN(arr,NEXT(arr,i,j-2)+4,ACCESS(arr ,NEXT (arr,

i,J-1)+4), 1)

Observe que NEXT(arr,i,j-2)+4 € a posigao, no Array
arr, do elo do (j-1)-€simo elemento de List. Nesta posicao sera
atribuido o valor fornecido por ACCESS(arr,NEXT (arr,i,j-1)+4),1is
to &, o valor do elo do j-ésimo elemento (o elemento retirado da
list). Portanto, o elemento que precedia o elemento retirado,
precedera o sucessor do elemento retirado, ou seja, ao percorrer
-se a list resultante, através da funcao NEXT, obter-se-a uma
iteracdo a menos do que na Lista original.

Hfitdo, chamando de arr; ao Array resultante da opera
gdo ASS1ON(dtr,NBXT(arr,i,j-2)+4,ACCESS(arr,NEXT(arr,i,j-1)+ 4),
1), tem=ge
SIZEL[DBLIST(list,j)J-SIZEL(LST(arrl,i))

= SIZBL(LST(arr,i)) - 1
= SIZEL(1list) - 1
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Portanto, SIZEL(DELIST(list,j))=
IF j > SIZEL(1list) V. j =0
THEN SIZEL(list)

ELSE SIZEL(list) - 1

SIZEL(JOIN(liSt,listl,k))=

= SIZEL(JOIN(LST(arr,i),LST(arrl,j),k)) (por definigao)

Suponha:
1) k > SIZEL(LST(arr,i))
Entao, SIZEL(JOIN(LST(arr,i),LST(arr;,j),k))=
= LST(LINK(ASSIGN(ASSIGN(arr,i+SIZEL(LST(arrl,j})*5, 1 G 4
SIZEL(LST(arry,j)) *5+1) ,NEXT(arr,i,SIZEL(LST (arr,i))
—l)+4,i+1),i,arrl.j,(SIZEL(LST(arrl,j))—l]*5), i+
SIZEL(LST(arrl,j))]

Observe que sobre o Array arr sao feitos dois
ASSIGN'S: o primeiro € na posigao que ocupara o ultimo elemento
da lista resultante, atribuindo ao seu elo o enderego da proxi-
ma posigao livre no Array resultante (i+SIZEL(LST(arr1,j))*5+l],
o segundo ASSIGN € feito sobre o elo do ultimo elemento da List
LST(arr,i), atribuindo a ele o valor i+l que &€ o endereco do pri
meiro elemento da List LST(arrl,j) a ser inserido na List LST(
arr,i).

Chame de arr, ao Array resultante destes dois
ASSIGN'S, isto €, arr, = ASSIGN(ASSIGN(arr,i+SIZEL(LST(arrL,j)J
*5,i+SIZEL[LST(arr1,j])*5+1},NEXT[arr,i,SIZEL(LST(arr,i))—l)+ 4,

i+1).
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A seguir, sobre arr, € aplicado o programa LINK com
parametros (arr,,i,arr),j, (SIZEL(LST(arry,j))-1)*5). Isto fara
com que se tenha SIZEL(LST(arrl,j)) aplicagoes do programa
INSERTLM com parametros (arrz,i,arrl,j,m) onde m varia de 0 ateé
SIZBL(LST(arrl,j))-l)*S.

Cada INSERTLM ira atribuir valores a cinco elemen-
tos consecutivos de arr,, onde os quatro primeiros sao obtidos

do acesso ao Array arry € o quinto € o elo (i+m+6).

Portanto, a List resultante ira possuir todos os ele
mentos de list e todos os elementos de 1istl.
Logo, SIZEL(JOIN(LST(arr,i),LST[arrl,j),k))=
= SIZEL(LST(arr,i)) + SIZEL(LST(arry,j))
2) k < SIZEL(LST(arr,i))
Se SIZEL[LST(arrl,j)) = (0 entao
SIZEL(JOIN(LST(arr,i), LST(afrl,j),k}]z SIZEL(LST(arr,i)) (pro

grama L10)

SIZEL(list)

SIZEL(list) + 0

I

SIZEL(1list) + SIZEL(list,)

Se SIZEL(LST(arry,j)) # 0 entdo
SIZEL(JOIN(LST(arr,i),LST(arry,j),k)) =
= SIZEL(LST(ASSIGN(ASSIGN(LINK(arr,i,arr,,j,(STZEL(LST (arr,
j))-1)*5) ,i+SIZEL(LST(arry,j)) *5,NEXT(arr,i,k)),

NEXT (arr,i,k=-1)+4,i+1)) (prog. L10)

Observe que a diferenca entre este caso e aquele em
que k > SIZEL(LST(arr,i)) € que os ASSIGN'S sao feitos apos a a
plicagao do programa LINK. Isto €, o programa LINK copia os ele-

mentos de list1 para list a partir da posigao i+l no Array arr e
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a seguir € atribuido o enderego do elemento que seguia o k-€simo
elemento de list ao elo do Gltimo elemento de 1ist1 ao elo do k-
-ésimo elemento de list € atribuido o valor i+l, indicando que o

elemento que o segue € o primeiro elemento de listl.

Desta forma a List resultante tera os k primeiros e-

lementos de list, seguidos dos elementos de list1 e estes dos e-

lementos de k+1 ate SIZEL(list).

entdo SIZEL(JOIN(list,listy,k))=SIZEL(1list) +

SIZEL(listy)

ELEMENT (CREATE, j) =ELEMENT (LST (NEWARRAY,0) , j) (por def.)

= UNDEFINED pois SIZEL(LST(NEWARRAY,0),j) =0

ELEMENT(INLIST(list,i,rtgl),j]SELEMENT(INLIST(LST(arr,k),i,

rtgy),j)

Suponha

1) i+l = j e j < SIZEL(INLIST(LST(arr,k),i,rtg]}}

Entao i+l < SIZEL(INLIST(LST(arr,k),i,rtglj)

-+ i < SIZEL(LST(arr,k))

Chame arry = ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN[ASSIGN(ASSIGN[ASSfGN(arr,k +
5,ACCESS (arr,NEXT(arr,k,i-1)+4)) NEXT(arr,k,i-1)+4,
k+1),
k+1, ABSCISSAINF(rtg;)),
k+2, ABSCISSASUP(rtg,)),
k+3, ORDENADAINF(rtg,)),

k+4, ORDENADASUP(rtg,))
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Entao,

ELEMENT (INLIST(LST (arr,k),i,rtg),j) =ELEMENT (LST (arr,,k*5),j)
Observe que:

NEXT(arrl,k+S,j—l)=NEXT(arr1,k,j~1] (por Al)
=NEXT(arr1,k,i) (pois j=i+1)
=ACCESS(arr1,NEXT(arrl,k,i—l)+4) (por A2)

- k1 (*

Entao por (*) e definicao de arr,
ACCESS(arrl,NEXT(arrl,k,j-l))=ACCESS(arr1,k+1):
=ABSCISSAINF(rtg,)
ACCESS(arrl,NEXT[arrl,k,j-1)+l)=ACCESS(arr1,k+2]=
=ABSCISSASUP (rtg,)
ACCESS(arrl,NEXT[arrl,k,j—l)+2}=ACCESS(arr1,k+3)=
=ORDENADAINF(rtg,)
ACCESS(arry,NEXT(arry,k,j-1)+3) =ACCESS (arr,,k+4)=

=ORDENADASUP (rtg;) (**)

Logo:
ELEMENT(INLIST(LST(arr,k),i,rtgll,j)=

RTG(ABSCISSAINF(rtglJ,ABSCISSASUP(rtgl),
ORDENADAINP(rtgl),ORDENADASUP(rtgl)) (prog. LS (**))

rtg]L (F**) (programas R7, R8, R9 e R10)

2) j # i+l e j < SIZEL(INLIST(LST(arr,k),i,rtg;))

Seja arr, como definido acima e suponha i<SIZEL(LST(arr,k))

Entao

ELEMENT (INLIST (LST (arr,k),i,rtg,),j) =ELEMENT (LST (arr, ,k+5),j)

l ]

Seja NEXT(arrl,k+5,j—l)=NEXT(arr,k,j—1) (pois j-1 < k e por A3)



139

Entao ELEMENT(LST(arrl,k+5,j)=ELEMENT(LST(arr,k),j)

=ELEMENT(1list, j)

Por outro lado, se i = SIZEL(LST(arr,k)), tem-se

arr, =ASSIGN(ASSIGN (ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN (ASSIGN(arr,k+5,k+6), Kk,

1
k+1),

k+l,ABSCISSAINF(rtgl),

k+2,ABSCISSASUP(rtgl),
k+3,0RDENADAINF(rtg1),

k+4,0RDENADASUP(rtg1]J

Entao,

ELEMENT (INLIST (LST (arr,k),i,rtg,), j) =ELEMENT (LST (arr; ,k+5) , j)

Observe que o elemento rtg, foi inserido no final da
lista e portanto, para todo inteiro nao negativo n, n < SIZEL
(1list)-1 tem-se

NEXT(arr,k,n)=NEXT(arrl,k+5,n)

Logo ELEMENT (LST(arr,,k+5),j)=ELEMENT(LST(arr,k),j)=
ELEMENT(1list,j)

3) Suponha j > SIZEL(INLIST[LST(arr,k),i,rtgl))
entao ELEMENT(INLIST(LST(arr,k),i,rtglj,j)=UNDEFINED (pelo pro-

grama L5)

Portanto,
ELEMENT(INLIST(list,i,rtgl),j)=
I1E 3 » SIZEL([list) # ]
THEN UNDEFINED
ELSE IF i+l = j
THEN rtg,

ELSE ELEMENT(list,j) (por 1,2 e 3)
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ELEMENT (DELIST(list,1), )

Sejam arr um Array e k um inteiro tal que
list=LST(arr,k)

ELEMENT (DELIST(1list,i),j)=ELEMENT (DELIST(LST (arr,k),1i),j)

1) Suponha i > SIZEL(LST(arr,k))
entao DELIST(LST(arr,k),i)=LST(arr,k)
Portanto ELEMENT (DELIST(LST(arr,k),1i),])=
ELEMENT (LST (arr,k),j)
2) Suponha j > SIZEL(DELIST(LST(arr,k),i)

entao ELEMENT (DELIST(LST(arr,k),i),j)=UNDEFINED (prog. L5)

3) Suponha j < SIZEL(DELIST(LST(arr,k),i))) e i = j

entao 1 SIZEL(DELIST(LST(arr,k),1)))

I A

Chame arr; ASSIGN(arr,NEXT(arr,k,i-2)+4,
ACCESS(arr,ACCESS(arr,NEXT(arr,i,j-2)+4)+4)
entao
DELIST(LST(arr,k],i)=LST(arr1,k)
Observe que i = j e que

NEXT(arrl,k,j—lJ:ACCESS(arr NEXT(arrl,k,j-2)+4) (A2)

1!

=ACCESS (arr,ACCESS (arr,NEXT(arr,k,j-2)+4)+4)
(A3.e def. arrl)

=ACCESS(arr,NEXT(arr,k,j-1)+4)

=NEXT (arr,k,j) (A2)

Logo, ELEMENT(LST(arr,,k),j)=ELEMENT (LST(arr,k), j+
1) - ELEMENT(DELIST(LST(arr,k),i),j)=

ELEMENT (LST (arr,k),j+1)
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4) Suponha j < SIZEL(DELIST(LST(arr,k),i)), i # j
e 1 < SIZEL(LST(arr,k))
Considere arr, como definido em (3)
NEXT(arrl,k,j-1)=ACCESS(arr1,NEXT[arrl,k,j—2]+4) (A2)

=ACCESS(arr,NEXT(arr,k,j-2)+4) (def. de arr;)
=NEXT (arr,k,j-1)

ELEMENT (LST (arr; ,k) , ) =ELEMENT (LST(arr k) , j)
ELEMENT (DELIST(LST(arr,k),i),j) =ELEMENT (LST (arr,k) ,j)

Logo:
ELEMENT(DELIST (1list,i),j)=
= IF j > SIZEL(DELIST(list,i))
THEN UNDEFINED (caso 2)

ELSE IF 1 = j

THEN ELEMENT(list,i+1) (caso 3)
ELSE ELEMENT(list,j) (caso 1
e 4)
ELEMENT(JOIN(listI,1ist2,i),j)

Sejam arr e arr, Arrays e k, 1 inteiros tais que

1
listl = LST(arr,k) e list2 = LST(arrl,lj

1) Suponha j > SIZEL(listl) + SIZEL(listz)
SIZEL(listl)+SIZEL[list2)=SIZEL(JOIN(li5t1,1ist,,i} (def.

de SIZEL)

ELEMENT(JOIN(LST[arr,k],LST(arrl,l),i),j)=UNUEFINED (prog. LS)
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2) Suponha j < SIZEL(listlJ + SIZEL(listZ) e j <1
2.1) Suponha i < SIZEL(LST(arr,k))

Se SIZEL(LST(arrl,l]) = 0 entao
JOIN(LST(arr,k),LST(arrl,l},i)=LST(arr,k) (prog. L10)
entao
ELEMENT (JOIN(LST (arr k) ,LST(arry,1) ,1),j) =ELEMENT(LST (arr k) , j)

(pois j < 1)
Se SIZEL(LST(arrl,l)] > 0 entao

JOIN(LST(arr,k],LST(arrl,l],i)=LST(ASSIGN(ASSIGN(LINK(arr,k,
arrl,l,(SIZEL(LST(arrl,IJ)—l
*5, k+SIZEL(LST(arry,1)*5,NEXT
(arr,k,i)) ,NEXT(arr,k,i-1)+4,k
+1)

Observe que os elementos de LST(arrl,l) serao inseri
dos apds a posigao i e como j < i tem-se que sO serao atribuidos
valores a elementos de arr com indice maior que k exceto na posi
cao NEXT(arr,k,i-1)+4 que sera atribuido o valor NEXT(JOIN(LST(
arr,k),LST(arrl,l),i],k+SIZEL(LST(arr1,1)}*S,i]. Entao NEXT(JOIN
(LST(arr,k),LST(arrl,l},i),k+SIZEL(LST(arr1,1))*S,j—l]= NEXT
(arr,k,j-1). Entao ELEMENT(JOIN(LST(arr,k),LST(arrl,l],i),j} =

ELEMENT(LST(arr,k),j)

2.2) Suponha i > SIZEL(LST(arr,k))

JOIN(LST (arr,k) ,LST(arr,,1),1) =JOIN(LST(arr,k) ,LST(
arr;,1),SIZEL(LST(

(arr,k))

Analogamente ao caso 2.1 tem-se
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ELEMENT[JOIN(LST(arr,k),LST(arrl,l),i],j)=ELEMENT(LST(arr,k,j)

3) Suponha j < SIZEL[listl) + SIZEL(listz), i < j < i+SIZEL

(1ist,)

Observe que:
0 segundo ASSIGN do programa ATRIB(arr,k,arrl,l,i] a
tualiza o elo do i-ésimo elemento e o programa LINK, através do

programa INSERTELM copia a list2 em arr a partir da posigao i+l,
logo o j-€simo elemento estava originariamente em list,.

Os primeiros elementos de arr continuam inalterados.
0 (j+1)-ésimo elemento sera atribuido ao Array arr na posicgao k+
1 (segundo o ASSIGN do programa ATRIB, o inicialmente j-€simo e-
lemento sera o j+SIZEL(list2) (primeiro ASSIGN do programa
ATRIB))

Entao
NEXT(JOIN(LST(arr,k),LST(arrl,l),i),k+SIZEL(LST(arr1,1)},j—l) =

= NEXT(LST(arry,1),1,j-i-1)

ELEMENT (JOIN (LST (arr,k) ,LST(arry,1),1i),j) =ELEMENT (LST (arr; 1), j

- i)
4) Suponha j < SIZEL(listl)+SIZEL(1ist2) e j > i+SIZEL(list2)

Analogamente ao caso 3
NEXT(JOIN(LST(arr,k),LST(arrl,l),i),k+SIZEL{LST(arrl,l)),j—l)z
= NEXT(LST(arr,k),k,j—SIZEL(LST(arrl,l)) - 1)
ELEMENT{JOIN(LST[arr,k),LST(arrl,l),i),j)=
= ELEMENT(LST(arr,k),j—SIZEL(LST(arrl,l)))
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Logo:

ELEMENT(JOIN(listl,listz,i),j)=

= IF j > SIZEL(list))+SIZEL(1ist,)

THEN UNDEFINED (caso 1)
ELSE IF j < i
THEN ELEMENT(listl,j)) (caso 2)
ELSE IF j <1 + SIZEL(listZ)
THEN ELEMENT(listZ,j-l) (caso 3)

ELSE ELEMENT(liStl,j—SIZEL[liStz)] (ca-
so 4)

PROVA DA CORRE;AO po T1Po RETANG

Sejam Ty, Ty, Tz, Ty Sy, Sy, Sz, Sy inteiros tais que

I‘etl = RTG(I‘I, I‘z, rs; r4) € r8t2 = RTG(SI\ SZa 53| 54)

e iy, jl inteiros tais que pt = PT(il,jl)

entao:

ISIN(retl.pt]=ISIN[RTG[r1,r2,r3,r4),PT(il,jl) (pelo progr. RT12)

& il < T, < Ty (pelos programas de RT7 a

L )
a RT10 e RT13 a RT14)

I

ABSCISSAINF(RTG(ry,T,,T5,T,)) < ABSCISSA(PT(i;,j;)) %
ABSCISSASUP(RTG(%l,rz,rs,r4))

A ORDENADAINF(RTG(ry,r,,r3,r,)) < ORDENADA(PT(iy,j,)) <

ORDENADASUP (RTG(r{,T,,T7,T,))

ABSCISSAINF(retl) < ABSCISSA(pt) < ABSCISSASUP(retl] A

ORDENADAINF(retl)

A

ORDENADA(pt) < ORDENADASUP(ret)
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ISRETANG(retl) = ISRETANG(RTG(TI,rz,r3,r4))=(pelo prog. RTI11)

r; <1, A ry < 1, (pelos programas de RT7 a RT10)

ABSCISSAINF(RTG(ry,7,,75,7,)) < ABSCISSASUP(RTG(r ,T,,T5,1,)) A

ORDENADAINF(RTG(Ty,T,,T5,7,))< ORDENADASUP (RTG(r ,T,,T5,1,))

ABSCISSAINF(retljf ABSCISSASUP(retl) A ORDENADAINF(retl) <

ORDENADASUP(retl)

retl—ret2=RTG(r1,rz,rs,r4)-RTG(sl,sz,53,54)= (pelo programa RT6)

=INSERT(INSERT(INSERT[NEWLIST(RTG(rl,51-1,r3.r4]},

RTG(sl,sz,r3,s3-1)), RTG(51,52,54+1,r4)),

RTG(s +1,r2,r3,r4)) (1)
Note que ABSCISSAINP(RTG[r -1, r3,r4)) ABSCISSAINF[let )

ﬂBSCISSASUP(RTG(rl,S —l,r3,r4))=ABSLISSAINF(ret7)—l

1

ORDENADAINF(RTG(r S -1,rﬂ,r4))=ORDENADAINP(ret )

1

ORDENADASUP(RTG[r Sy w iy Ty 3)) ORDENADASUP(ret )

ABSCISSAINF(RTG(s{,5,,T5,55-1)) =ABSCISSAINF(ret,)

ABSCISSASUP(RTG(Sl 1)} ABSCISSASUP(retz)

39
ORDENADAINP(RTG(SI,sZ,rS,ss—l))=ORDENADAINF(ret1)

ORDENADASUP (RTG(s;,S,,T5,55-1)) =ORDENADAINF (ret,) -1

ABSCISSAINF(RTG(SI,SZ,S4+1,r4)}=ABSCISSAINF(ret2)

ABSCISSASUP (RTG(s s

157> 4+1,r4))=ABSCISSASUP(ret2)

ORDENADAINF(RTG(s ,s4+l,r4))=ORDENADASUP(ret2]+l

1°°2

ORDENADASUP(RTG(Sl,S S +l,rq))=ORDENADASUP(ret1}

274



Chame

ABSCISSAINF(RTG(52+1,r )) =ABSCISSASUP(ret

2)
,1,)) =ABSCISSASUP (ret, )

2'T3: 1y
ABSCISSASUP (RTG(S,*1,1,, T+

ORDENADAINF(RTG(52+1,r )=ORDENADAINF[retl)

2|r3!r4)

ORDENADASUP[RTG[52+1,T ))=ORDENADASUP(ret1)

2273 7y
rtg, de RTG(rl,sl-l,r3,r4)
rtg2 de RTG(sl,sz,rS,ss-l)
rtgs de RTG(51,52,54+1,r4)

rtg, de RTG(sz+l,r2,r3,r4)

entao a expressao (1) € igual a INSERT(INSERT(INSERT (NEWLIST(

rtgl), rtgz), rtgs), rtg4J e como a expressao:

ABSCISSAINP(rtgl)=ABSCISSAINF[retl) A ABSCISSASUP(rtg1)=

ORDENADAINF(rtgl)=ORDENADAINF(ret1)

ABSCISSAINF(rth)ﬂABSCISSAINF(retz]

ORDENADAINF(rthJ=ORDBNADAINF(ret1)-

ABSCISSAINF(retZ) = 4

b

ORDENADASUP[rtg1)=

ORDENADASUP (ret;)

o

ABSCISSASUP (rtg,) =

ABSCISSASUP(ret,)

=

ORDENADASUP(rth)=

ORDENADAINF(retZJ—l

ABSCISSAINF(rth)=ABSCISSAINF[ret2) A ABSCISSASUP[rtg3)=

ABSCISSASUP (ret,)

ORDENADAINF (rtg) =ORDENADASUP (ret,) +1A\ORDENADASUP (rtgz) =

ORDENADASUP(retl)

ABSCISSAINF(rtg4]=ABSCISSASUP(ret2)+lhABSCISSASUP(rtg4)=

ABSCISSASUP(retl)

ORDENADAINF(rtg4)=ORDENADAINF{retl) A ORDENADASUP(rtg4)=

ORDENADASUP(retl)

& TRUE temos finalmente que a expressao (1) € igual a
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IF ABSCISSAINP(rtgl)=ABSCISSAINF[ret1) A

A ORDENADAINF(rtgl]=ORDENADAINP(ret1) A

A ABSCISSAINF(rtgz)=ABSCISSAINF(ret2) A

=

ORDENADAINF (rtg,) =ORDENADAINF (ret ) A

ABSCISSASUP (rtg, ) =

ABSCISSAINF(ret ) -1

ORDENADASUP (rtg,) =

ORDENADASUP (ret; )

ABSCISSASUP(rtg,) =

ABSCISSASUP (ret )

ORDENADASUP(rtg2]=

ORDENADAINP(retz)-l

A ABSCISSAINF(rtg3)=ABSCISSAINF{ret2] A ABSCISSASUP(rtg4) =

ABSCISSASUP(retZ)

-

ORDENADAINF(rth)=0RDENADASUP[ret2] A ORDENADASUP(rtg3)=

ORDENADASUP(retl)

A ABSCISSAINF(rtg4)=ABSCISSASUP[ret2)+lA ABSCISSASUP(rtg4)=

ABSCISSASUP(retl)

A ORDENADAINF(rtg4)=0RDENADAINF(retl) A ORDENADASUP(rtg4)=

THEN INSERT(INSERT(INSERT(NEWLIST(rtgl), rtgz), rtgs],

ret; = RTG(rl.rz,rS,r4] e

entao

ABSCISSAINF(ret1)=r1
ABSCISSASUP(retl)=r2
ORDENADAINF(retl)=r3

ORDENADASUP(ret1)=r4

ORDENADASUP[retl)

ret, = RTG(SI’SZ’SS’

ABSCISSAINF(ret2)=s1
ABSCISSASUP(ret2)=52
ORDENADAINF(ret2)=S3

ORDENADASUP (ret,)=s,

54)

(prog.
(prog.
(prog.

(prog.

Para provar que o programa RT5 implementa

cao deve-se mostrar que ele satisfaz os 4 axiomas que

intersecgao:

rtg4)

RT7)
RTS)
RT9)
RT10)

147

a intersec

definem

a
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1) ABSCISSAINF(retlfﬂ retz) 2) ABSCISSASUP(retl N retz)
3) ORDENADAINF(ret, N ret,) 4) ORDENADASUP(ret; /\ ret,)
Entao

1) ABSCISSAINF(retl!ﬁ ret2)=

= ABSCISSAINF(RTG(rl,rz,rs,r4)(W RTG(51,52,53,54))

Entao se ISRETANG(RTG(rl,rz,r3,r4)) A TSRETANG(RTG(

51155:53,5,)) & falso, examinando-se a linha 43 do programa RTS,

que corresponde ao ELSE do IF da linha 1 observa-se que o resul-
tado € um Retang onde o primeiro elemento da quadrupla € o valor
1 o que prova que

ABSCISSAINF(ret, O ret2)= 1l se ISRETANG(retl) A ISRETANGCretZ)

1
é falso. (*1)

Supor que ISRETANG(RTG(rl,rz.ra,rd)) A ISRETANG(RTG
(51.52,53,54J) é verdadeiro e além disto:

i) ry <5y <1, A (rgs sz <1y V sz <rs<5,)

No programa RT5, as linhas que satisfazem esta condi
gao sao 6, 7, 10, 11, 15, 16, 19 e 20 e pode-se observar que em
todas elas o primeiro elemento da quadrupla é $1 < ABSCISSAINF

(ret2) o que prova que ABSCISSAINF(ret, M ret2)=ABSCISSAINF

1
[retz) se ABSCISSAINF(retl} s ABSCISSAINF(retZJ < ABSCISSAINF

1A

(retl) ¢ verdadeiro e se ORDENADAINF(retl) < ORDENADAINF(retZ)

ORDENADASUP (ret V ORDENADAINF(ret,) < ORDENADAINF(ret;)

1A

1)
ORDENADASUP (ret,) também & verdadeiro.

11:) ry <8y 51, A — (r3 sz Ty, V S3 < Ty < 54)

Pode-se observar que esta condigao & satisfeita pe-
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las linhas 12 e 21 do programa RTS5 o que mostra que ABSCISSAINF

(retl(W ret,)=1 se ABSCISSAINP(retI) < ABSCISSAINF(retz) <

2
ABSCISSASUP (ret,) e verdadeiro mas falha a condi¢ao (ORDENADAINF

(ret

I'A

ORDENADAINF(retz)

EA

l) ORDENADASUP(retl) v ORDENADAINF

(retz]

LIVaN

ORDENADAINE (ret,) ¢ ORDENADASUP(ret,)).

11i) sy <1y <55 A (r7 <sg <1y Vosg <1y <)

No programa RT5, as linhas que satisfazem esta condi

¢ao sao as linhas 26, 27, 30, 31, 35, 36, 39 e 40 e pode-Se ob-
servar que em todas elas O primeiro elemento da quadrupla & Ty *
ABSCISSAINF(retl), 0 que prova que ABSCISSAINF[retl ret2)=
ABSCISSAINF(ret,) se ABSCISSAINF(ret,) < ABSCISSAINF(rety) <
ABSCISSASUP (ret,) ¢ verdadeiro e se ORDENADAINF(ret,) <

ORDENADAINF(retz)

LA

ORDENADASUP(retI) V ORDENADAINF(retz) <

ORDENADAINF(ret;) < ORDENADASUP(ret,) também € verdadeiro.

S

A

iv) sy <ry <s, A (rg<sz;<r, Vsgc<r 1)

Esta condigao € satisfeita pelas linhas 32 e 41 do
programa RTS o que mostra que ABSCISSAINF(ret, () ret,)=1 se
ABSCISSAINF[retZ) < ABSCISSAINF(retl) < ABSCISSASUR(retZ) é ver-

dadeiro mas falha a condigao (ORDENADAINF(retl) ORDENADAINF

A

A

[retz) < ORDENADASUP(retl) \' ORDENADAINF(retZJ ORDENADAINF

(retl) < ORDENADASUP(retz))

v) = (rl < sy % rz) A s (51 < ry s 52)

Esta condigao € satisfeita pela linha 42 do programa
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RTS5 e o primeiro elemento da quadrupla é o valor 1 o que mostra

que ABSCISSAINF(retl N ret2)=1 se ABSCISSAINF(ret

<

1)

ABSCISSAINF(retZ) < ABSCISSASUP(retl) ¢ falso e ABSCISSAINF

(ret,) < ABSCISSAINF(retl) < ABSCISSASUP(retZJ também € falso.

De (*1), 1, ii, 1ii, iv e v resulta que

ABSCISSAINF(retlf7 ret2)=

= [F ISRETANG(retl)

A ISRETANG(retZJ

THEN IF ABSCISSAINF(retl] < ABSCISSAINF[retZ) <
ABSCISSASUP (ret, )
THEN IF ORDENADAINF(ret,) < ORDENADAINF(ret,) <

ELSE 1

ELSE IF

ORDENADASUP(retI) v ORDENADAINF(retZ}
< ORDENADAINF(retl) < ORDENADASUP(retZ)
THEN ABSCISSAINF(retZ) (1)

ELSE 1 (ii)

ABSCISSAINF(retZ) < ABSCISSAINF(retI) <

ABSCISSASUP(retZ)

THEN IF ORDENADAINF(retl) < ORDENADAINF
(retz) < ORDENADASUP(retl) vV
ORDENADAINF(retz) < ORDENADAINF
{retl) < ORDENADASUP(retz)

THEN ABSCISSAINF(rety) (iii)
ELSE 1 _ (iv)

ELSE 1 (v)

(*1)

Analogamente demonstra-se que o programa RTS5 satis-

faz os axiomas ABSCISSASUP(retlfW retz). ORDENADA[NF(retIP

retz) e ORDENADASUP(retlfﬁ retz).
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CorREGAO DA RETANGLIST

Sejam

- retlist uma Retanglist

- Ty,T),T4,T,, Inteiros tais que rtg1=RTG(r1,r2,r3,r4)
- i;,j;, inteiros tais que pt=PT(ij,j,)

- arr um Array e i, j inteiros positivos.

entao:

ISINL(NEWLIST(rtgl],pt]=ISINL(NEWLIST(RTG(r1,rz,rs,rd)),pt](defi
nicao rtg,)
Suponha ISRETANG(rtg1)=TRUE entao ISRETANG(RTG(rI,rz,rs,r4))
TRUE o que implica
ISINL(NEWLIST(RTG(rl,rZ,rs.r4)),PT(il,jl))=
= ISINL(RTLIST(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(NEWARRAY,1,
+), 2,1y).3,15),4,1r3),5,1,),5),PT(i1,i)) (pelo pro-
grama RT1)

Como i=5(#0) e ACCESS(arr,i-4)= + (-),

chamando ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(NEWARRAY,1,+), Z,
Tl),3,r2),4,r3],5,r4) de arr e

ACCESS(&TT,5-3)=T1, ABSCISSA(PT(il,jl))=il (prog. RT13)

ACCESS (arr,5-2) =15, ORDENADA(PT(i;,j;))=j, (prog. RT14)

ACCESS(arr,5-1)=r3 e

ACCESS(arr,S)=r4

entao pelo programa 4

Se 1) ¥ <r A ry < j1 < ry, = TRUE =

1 2% 2%
ISIN(RTG(rl,rZ,rS,rd),PT(il,jl)) (programa RT12)

[}

ISIN(rtgl.pt] (pela definigao)
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2) 1y £ i <1 A ry < j; ¢ 1, = FALSE entao tem-se
ISINL(RTLIST(arr,i-5),pt) (programa RT4)
=ISINL(RTLIST (arr,0),PT(i1,j;)) (por definicao)

=FALSE (1=0 programa RT4)

=r; < i, <1 A ry < j1 STyt ISIN(RTG(rl,rZ,rS,rd),

PT(i1,3;))

Entao conclui-se que se rtg1 e um Retang tem-se

ISINL (NEWLIST (rtg) ,pt) =ISIN(rtg; ,pt)

Suponha, agora, que ISRETANG(rtg,)=FALSE entao

ISINL (NEWLIST (rtg;),pt) =ISINL(RTLIST(NENARRAY,0) ,pt) (pelo pro-

grama RT1)

= FALSE (pelo programa 4, pois i = 0)

logo

ISINL(NEWLIST(rtg,),pt)= IF ISRETANG(rtg;)
THEN ISIN(rtg;.pt)
ELSE FALSE

ISINL(INSERT(retliSt,rtgl),pt)=
= ISINL(INSERT (RTLIST(arr,i) ,RTG(ry,T,,T5,7,)),PT(i;,j;))
Suponha que:

(1) ISRETANG(RTG(rl,r r4)) = TRUE entao tem-se

2!r3l i

ISINL(INSERT(RTLIST[arr,i),RTG(rl,rz,rS,r4)), PT(il,jl))=

= ISINL(RTLIST(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(arr,1+1,+),
2,17),i+3,1,),i+4,15),i+5,1,),i+5), PT(iy,i;))

chamando ASSIGN{ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(arr,i+l,+),i+2,rl)

+3,r2),i+4,r3),i+5,r4) de arry

i+

e |
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tem-se
140

ACCESS (arry, (i+5)-4) # -
ACCESS (arry, (i+5)-3) =
ACCESS (arry, (1+5)-2) =

ACCESS(arrl,(i+5)-1) =7

3
ACCESS(arrl,(i+5)) = T
ABSCISSA[PT(il,j1J)=il (prog. RT13)
ORDENADA(PT(1,,],)) =}, (prog. RT14)
entao se
r, £ i, <1, A ry < j; ¢ 14 = TRUE
entao
ISINL(RTLIST (arr;,i+5),pt) =TRUE=ISIN(rtg, ,pt) (*1)
Se ry < i, <7, A ry < jq ¢ r,=FALSE

entao, pelo programa RT4
ISINL(RTLIST(&TT1,1+5),pt)=ISINL[RTLIST(arrli+5*5,pt]

= ISINL(RTLIST(arr,i),pt)=ISINL(retlist,pt) (*2)

Por (*1) e (*2) segue

ISINL(INSERT(retliSt,rtgl),pt]=ISINL(retlist,pt) v ISIN(rtgl,pt)

2) ISRETANG(RTG(rl,rz,rs,r4)] = FALSE
entao tem-se
ISINL(INSERT(RTLIST(arr,i),RTG(ry,T,,T5,1,)) ,PT (i ,j )=

= ISINL(RTLIST(arr,i),PT(iy,j;))
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logo
ISINL(INSERT(retlist,rtgl),pt)=
= IF ISRETANG(rtglJ
THEN ISINL(retlist,pt) V ISIN(rtgl,pt)
ELSE ISINL(retlist,pt)

Analogamente prova-se que

ISINL(DELETE(retlist,rtgl),pt)=

= IF ISRETANG(rtg,)
THEN ISINL(retlist,pt) A ~1 ISIN(rtg ,pt)

ELSE ISINL(retlist,pt)

SIZE(NEWLIST(rtgl))=SIZE(NEWLIST(RTG(r1,rz,rs,r4)])
Suponha que (1) ISRETANG[RTG(TI,r,,rS,r4)) = TRUE
entao
SIZE(NEWLIST(RTG(rl,rz.rS,r4))) =
=SIZE(RTLIST (ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(NEWARRAY, 1,

+),2,r1),3,r2),4,r3),5,r4),5))

chamando ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(NENARRAY,l,+],Z,rl),
S,rz),4,r3),5,r4) de arr e

substituindo-se tem-se

SIZE(NEWLIST(RTG(rl,rz,rS,ra]}} = SIZE(RTLIST(arr,5))

pelo programa 15

SIZE(RTLIST(arr,5))=DIV(5,5) =1

2) ISRETANG(RTG(rl,rz.r3,r4)) = FALSE

entao
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SIZE(NEWLIST(RTG(rl,rz,rs,r4))) = SIZE(RTLIST (NEWARRAY,0)) (pelo
programa RT1)
= DIV(0,5) = 0 (pelo programa 15)
Logo
SIZE(NEWLIST(rtg1)=IF ISRETANG(rtgl)
THEN 1
ELSE 0

SIZE(INSERT(retlist,rtgl])=
=SIZE(INSERT(RTLIST(arr,i),RTG(rl,rz,rS,raj]}
Suponha que:
(1) ISRETANG(RTG(rl,rZ,r3,r4)J = TRUE
entao
SIZE(INSBRT(RTLIST(arr,i),RTG(rl,rz,rs,r4)))=

=SIZE(RTLIST(ASSIGN(ASSIGN (ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(arr,i+1,+),

i+2,r1},i+3,r2),i+4,r33,i+5,r4),i+5)) (prog. RT2)
=DIV(i+5,5) (prog. RT15)
=DIV(i,5) + 1

=SIZE(RTLIST(arr,i)) + 1
=SIZE(retlist) + 1

(2) ISRETANG(RTG(r ) = FALSE

1#Fgs Tty

entao

SIZE[INSERT(RTLIST(arr,i),RTG(rl,rz,rS,r4J]]:
=SIZE(RTLIST(arr,1i)) (prog. RT2)

=SIZE(retlist)
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Logo
SIZE(INSERT(retlist,rtgl)=
IF ISRETANG(rtg,)
THEN SIZE(retlist) + 1

ELSE SIZE(retlist)

Analogamente prova-se que:

SIZE(DELETE (retlist,rtgy))=

IF ISRETANG(rtg,)
THEN SIZE(retlist) + 1

ELSE SIZE(retlist)

RETURN(NEWLIST(rtg;),i) =RETURN(NEWLIST(RTG(r ,r,,r5,1,),1))
Suponha que:
(1) ISRETANG(RTG(ry,r,,r5,1,)) = TRUE
entao
RETURN(NEWLIST(RTG(r,T,,T3,T,),1i))=
=RETURN (RTLIST(ASSIGN (ASSIGN (ASSIGN (ASSIGN (ASSIGN (NEWARRAY ,

1‘!+)s21r1)331r2)14!r3}!53r4)15)’1)) {prog' RTl)

Chamando ASSIGN[ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN[NBWARRAY,1,+),Z,TI],
S,rz),d,rS},S,rd} de arr temos
RETURN(NEWLIST(RTG(rl,rz‘rs,rd},i}}=

= RETURN(RTLIST(arr,5),1i)
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Se i > DIV(5,5) entdo RETURN(RTLIST(arr,5),i)=
= UNDEFINED (*3) (prog. RT16)
Se i = DIV(5,5) entao RETURN(RTLIST(arr,5),1)=

RTG(ACCESS (arr,i-3),ACCESS(arr,i-2),  ACCESS
(arr,i-1),ACCESS(arr,i)) (prog. RT16)

RTG(rl.rz,rS,r4) = rtg, (*4)
Como DIV(5,5) = 1 nao pode ocorrer i < DIV(S,5) e
portanto, o ELSE da ultima linha do programa 16 nunca sera atin-

gido.

(2) ISRETANG(RTG(r;,r,,rsz,r,)) = FALSE

entao

RETURN(NEWLIST(RTG(rl,rz,rs,r4)),i)=RETURN(RTLIST(NEWARRAY,0),i)
como sempre i > DIV(0,5) entao

RETURN(RTLIST (NEWARRAY,0),i) = UNDEFINED (*5)

Logo, por (*3), (*4), (*5) tem-se
RETURN (NEWLIST(rtg,),i) = IF ISRETANG(rtg,)
THEN IF i1 =1
THEN rtg,
ELSE UNDEFINED

ELSE UNDEFINED

RETURN[INSERT(retlist,rtgl],i)=
=RETURN(INSERT(RTLIST(arr,j),RTG(rl,r7,r;,r4)),i)
Suponha que

(1) ISRETANG(RTG(II,rz,rs,r4]) = TRUE
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entao
RETURN(INSERT(RTLIST[arr,j),RTG[rl,rz,rs,r4)),i)=
=RETURN (RTLIST(ASSIGN (ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(arr,j+1,
£),542,1),343,1,) 344, 15),345,1,),§+5) 1)
chamando ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(arr,j+1,+),j+2, 1;),
j+3,r2),j+4,r3),j+5,r4) de arr, e substituindo,

Vem:

RETURN[INSERT(RTLIST(arr,j),RTG(rl,rz.rS,rd)),i)=
= RETURN(RTLIST(arrl,j+5),i) (*6)

Se i > DIV(j+5,5)=SIZE(retlist) + 1 (pelo programa 15)

entao RETURN(RTLIST(arrl,j+S),i)=UNDEFINED (prog. RT16)
Se i = DIV(j+5,5) entao RETURN(RTLIST[arrl,j+5),i)=
=RTG(ACCESS(arr1,j+5—3),ACCESS(arrl,j+5-2),ACCESS(arrl,j+ 5~

1),ACCESS(arrl,j+S)]=RTG(r1,r2,r3,r4) (programa RT16)

(*7)
Se i < DIV(j+5,5) entdo RETURN(RTLIST(arry,j+5),i)=
= RETURN(RTLIST(arr,j),1) (x8)
(2) ISRETANG(RTG(rl,rz.r3,r4)) = FALSE
entao
RETURN(INSERT(RTLIST(arr,j),RTG[rl,rz,rB,r4)],i)=
=RETURN (RTLIST(arr,j),i) | (*9)
Logo,
RETURN(INSERT{retlist,rtgl),i)=
IF ISRETANG[rtgl)
THEN IF i > SIZE(retlist) + 1
THEN UNDEFINED (de (*6))

ELSE IF 1 = SIZE(retlist) + 1
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THEN rtg, (de (*7))
ELSE RETURN(retlist,i) (de (*8))
ELSE RETURN(retlist,i) (de (*9))

Analogamente, mostra-se que
RETURN(DELETE(retlist,rtgl),i)=
= IF ISRETANG(rtgl)

THEN IF 1 > SIZE(retlist) + 1

THEN UNDEFINED

ELSE IF i = SIZE(retlist) + 1
THEN rtg,
ELSE RETURN(retlist,i)

ELSE RETURN(retlist,i)

RETSIG(NEWLIST (rtg),j) =RETSIG(NEWLIST (RTG(ry.T,,75,74)),])

Supor que ISRETANG(rtg,) = TRUE entdo
por q g

RETSIG(NEWLIST(RTG(TI,rz,rs,r4)),j)=RETSIG(RTLIST(ASSIGN(ASSIGN(
ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(NEWARRAY,1,+),2,r ),S,rz),4,r3), 5.
r,).5).3)

Se j #1 entao j =0 V j*5 > 5 e tem-se
RETSIG(NEWLIST(rtg,),j)=UNDEFINED | (*1)
Se j = 1 entao

RETSIG(NEWLIST(rtg,),j)=
=ACCESS (ASSIGN (ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(NEWARRAY,1,+), 2,
rl)sssrz) 14sr3)15!r4) ,5) 11)
- (*2)



Por outro lado, se ISRETANG(rtgl) = FALSE tem-se
RETSIG(NEWLIST(rtgl),j)=RETSIG(RTLIST(NEWARRAY,0],j)=

ACCESS (NEWARRAY, j)

1

il

UNDEFINED (*3)
De (*1), (*2), (*3) resulta que
RETSIG(NEWLIST(rtgy),])=
=IF ISRETANG (rtglJ
THEN IF j = 1
THEN + (de *2)

ELSE UNDEFINED (de *1)

ELSE UNDEFINED (de *3)

RETSIG(INSERT(retlist,rtg,),]j)=
=RETSIG(INSERT(RTLIST (arr,i) ,RTG(ry,T,.75,7,)),])
Suponha ISRETANG(rtg1]= TRUE entao

RETSIG(INSERT(RTLIST(arr,i),RTG[rl,TQ,rs,r4)),j) =

160

=RETSIG(RTLIST(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(arr,i+l,+),

i+2,r1),i+3,r2),i+4,r3),i+5,r4]i+5),j)
Note que SIZE(retlist)=DIV(i,5) entao
Se j = DIV(i,5)+1 entdo j = SIZE(retlist) + 1
e tem-se j*5=(DIV(i,5)+1)*5 = DIV(i,5)*5+5 = 145
e tem-se
RETSIG(INSERT(retlist,rtgl).j)=
=ACCESS (ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(arr,i+l,+), i+

rl),i+3,r2),i+4,r3),i+5,r4},i+5),i+5—4j

2,
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Por outro lado, se_j > SIZE(retlist) + 1 tem-se
j > SIZE(retlist) + 1 e
RETSIG(INSERT(retlist,rtgl),j)=
RETSTIG(RTLIST(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(arr, 1i+1,

+) L] i+2:r1) 1 i+33r2) ai+4sr3] 1i+51r4] &i+5) 1j]

n

UNDEFINED pois se j > DIV(i,5) + 1 entdo

* 5 > (DIV(i,5)+1)*5

L S

i * 5 > (DIV(i,5)*5+5

*0 >1+ 5§

.

Supor j < SIZE(retlist) + 1 entao j < DIV(i,5)+1 e
ainda j * 5 <1 + 5
Se j = 0 entao fazendo arrl:ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(

ASSIGN(ASSIGN(arr,i+1,+),i+2,r1),i+3,r2),i+4.r3),i+5,r4)

tem-se

RETSIG(INSERT(retliSt,rtgl),0)z

I

RETSIG(RTLIST (arry,i+5),0)

ACCBSS(arrl,O)

n

UNDEFINED = RETSIG(retlist,j)

Se j = 0 tem-se

RETSIG(INSERT(retliSt,I‘tgl},j)z

ACCESS (ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(arr,i+l,+), i+2,

rl),i+3,r2],i+4,r3),i+5,r4),i+5),j*5—4)

ACCESS(arr,j*5-4)= RETSIG(retlist,j)
Supor j > SIZE(retlist) entao j > DIV(i.5) =~
%5 >3 = RETSIG(INSERT(retlist,Ttg1),j)=UNDEF1NED
Supor j < SIZE(retlist) ~» j < DIV(i,5) - j*5 < i

j =0 ja foi estudado.
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i F 0~ RETSIG(INSERT(retlist,rtgl),jJ=

ACCESS (ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(ASSIGN(arr,i+l,+), 142,

rl) "i+3’r2) ’i+41r3) si+51r4] si+5) ) JiS“‘l) =

ACCESS(arr,j*5-4)

RETSIG(retlist,j)

Analogamente demonstra-se que

RETSIG(DELETE (retlist,rtg,),j)=

= IF ISRETANG(rtg,)
THEN IF j = SIZE(retlist) + 1
THEN -
ELSE IF j > SIZE(retlist) + 1
THEN UNDEFINED
ELSE RETSIG(retlist,]j)
ELSE IF j > SIZE(retlist)
THEN UNDEFINED
ELSE RETSIG(retlist,j)
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APENDICE 3 - EXPLICACOES SOBRE ALGUNS TERMOS
UriLizApos
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~ EXPLICACOES SOBRE ALGUNS TERMOS UTILIZADOS

Algebra - & um par [C,F], onde C € um conjunto nao vazio de

valores e F € um conjunto finito de operagoes com um numero fi-

nito de argumentos, fi: s g

Klgebra heterogénea - € um par [V,F] onde V € um conjunto de

conjuntos nao vazios V. e Fun conjunto finito de operagoes com

un ndmero finito de argumentos f.: Vi; x Viy x ... x Vi =+ V)

onde ¥1 <h <n [vihe Vaye.

Formula Bem Formada - em uma especificagao, existem regras que

diferem na aplicagao de operagoes, por exemplo, a primeira ope-
gao a ser aplicada deve ser uma operagao de criacao. Uma se-

qUéncia de operacoes que satisfacam estas regras é chamada uma

formula bem formada.

Homomorfismo - & uma mapeamento de um sistema algébrico em ou-

tro sistema algébrico que preserva a estrutura, isto €, sejam
(S, & e (S',® dois sistemas algébricos
h:S + S' € um homomorfismo sss

Aa, b€ S, h(a ® b) =h(a) ® h(b)

Isomorfismo - € um homomorfismo biunivoco, isto &, se

f: S + S' €& um homomorfismo e f é biunivoco, entao
f € um isomorfismo.

Objetos que sao isomorfos sao matematicamente indis
“tinguiveis, portanto, propriedades conhecidas para um sao carre

gadas imediatamente sobre o outro.
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Modelo - uma interpretagao para uma especificacao de um  tipo
abstrato € um modelo se toda formula bem formada satisfaz a se-

mantica da especificagao.

Recursao mutua - o principio de inducao pode ser usado para de-

finir um objeto, entdo se diz que o objeto € definido indutiva-
mente ou recursivamente, por exemplo:

ax0=20

ax (btl) =axb +b

Mas se duas fungoes sao definidas como:

£, (x,0) = g (x)
£, (x,0) = g,(x)
£, (x, y*1) = h; [x, ¥, £f3(x.7), £,(x.¥)]
£, (% y#1) =W, [z, v, £0x7): £,0(x.5)]

se diz que £; e f, sao definidas por recursao mutua.

Tipo primitivo - um tipo abstrato € dito um tipo primitivo  se

nao € implementado em fungao de outro. Por exemplo, nesse tra-

balho o array foi considerado um tipo primitivo.
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APENDICE 4 - INDICES DOS NOMES DE OPERAGOES, FUNGOES E
REPRESENTACOES USADOS NO DESENVOLVIMENTO
DO EXEMPLO.
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INDICE DOS NOMES DE OPERACOES, FUNCOES E

REPRESENTA@BES USADOS NO DESENVOLVIMENTN DO EXEMPLO

Com o objetivo de facilitar a leitura do capitulo
5 e dos apéndices 1 e 2 € fornecido, neste apendice, um indice
dos termos utilizados na especificagao e implementacao dos tipos

abstratos de dados Grid, Delgrid, Retanggr, Point, Retang,

Retanglist, List e Array.

Na coluna "codigo'" utiliza-se a seguinte convengao:

OP para identificar uma operagao

FM para identificar uma funcao de mapeamento

FA para identificar uma fungao auxiliar

Cada tipo abstrato de dados sera identificado por
duas letras conforme a convencao dada a seguir:

GR - Grid

DG o Delgrid

RG > Retanggr

PT - Point

RT -+ Retang

RL -+ Retanglist

LT > List

AR -+ Array
assim, um codigo dado por OP/GR ira identificar uma operagao (OP)
sobre o tipo Grid (GR).

Os numeros das paginas fornecidas para cada termo
dizem respeito ao local onde pode ser encontrada a sua definicao

(informal e formal) e a sua implementagao.
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O oo - O L S o

-

Nome

. ABSCISSA

ABSCISSAINF
ABSCISSAINFR
ABSCISSASUP

. ABSCISSASUPR
. ACCESS

ACCESSG
ASSIGN
ASSIGNG

. ATRIB

[ S S
(T2 I oS
- - -

[ S
o 3 S~ A
. . . .

SO
o W

CREATE
CREATEARG
CREATERETANG
DCL

DECLARE GMINUS

DECLAREGPLUS

DECLARENEWGRID
. DELETE

DELINTFIRST

. DELINTOTHERS

[SE TN R e
(S
-

DELIST

. DOLIST
. DOMINUS

[n S oS
(92 T

DOSIZE

. ELEMENT

(5 B oS T oS B oS T o ]
o W o N O

(TS ¥ I 7
[ T ¥ o B = 'S T oG T

FIRSTVERLIST
FRONT

. GRD

INLIST

. INSERT

INSERTLM .

. ISIN
. ISINDCL
. ISING

ISINL

. ISINR

Codigo
OP/PT
OP /RT
OP/RG
OP/RT
OP /RG
OP/AR
OP/GR
OP /AR
OP/GR
FA/LT
OP/LT
FA/GR
0P /RG
FM/DG
OP /DG
OP /DG
0P /DG
OP /RL
FA/GR
FA/GR
OP/LT
FA/GR
FA/GR
FA/LT
OP/LT
FA/GR
FA/LT
FM/GR
OP/LT
OP/RL

FA/LT
OP/RT
OP/DG
OP/GR
OP/RL
OP/RG

Paginas
5b, 57,
59, 97,
48
55, 57,
48
71
46, 76
71
46, 75,
86
67, 68,
82
48, 83
74
46, 75
46, 75
46, 74
62, 63,
77
T
67, 68,
80
78
86
67, 68
79
84, 85
74
67, 68,
62, 63,
86
56 « 57
46, 75
46
62, 63,
48

90

90

83

84

, 84

83
87

87

168



37,

38 .

39.
40 .
41.
42.
43,
44,

45.

46.
47.
48.
49.
50.
ol
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59,
60.
61.
62.
63.
64.

Nome

ISRETANG
JOIN
LINK

LST
NEWARRAY
NEWLIST
NEXT

ORDENADA

ORDENADAINF

ORDENADAINFR
ORDENADASUP
ORDENADASUPR
PT

RGR

RESERVM
RETSIG
RETURN

RM

RTG

RTLIST
RTLISTTOLIST
SCANLIST
SCANRETLIST
SIZE

SIZEARR
SIZEL

T2

M3

Codigo
OP/RT
OP/LT
FA/LT
FM/LT
OP/AR
OP/RL
FA/LT
OP/PT

OP/RT
OP/RG
OP/RT
OP/RG
FM/PT
FM/RG
FA/GR
OP/RL
OP/RL
FA/GR
FM/RT
FM/RL
FA/GR
FA/GR
FA/GR
OP/RL
FA/GR
OP/LT
FA/GR
FA/GR

Paginas

58, 5T, 90
67, 68, 85

86
83
71
Bl
85
56,

55,
48
5b;
48
86
82
82
63,
62,
80
86
86
7
79
79
62
82
67,
81
81

ol
57,

91

63, &

87

90

90

90

, 84

169
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