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Resumo

Nesta dissertacao analisamos o formalismo para se obter estimativas da precisao
(ou barras de erro) de parametros cosmoldgicos que um dado survey fotométrico
futuro tem potencial de restringir. Isso é feito por meio da funcao de correlagao
angular, a qual nos permite obter a matriz de covariancia e por conseguinte a ma-
triz de Informacao de Fisher, cuja inversa possui a previsao destes erros. Utilizamos
o Legacy Survey of Space and Time (LSST) como background para ilustrar algu-
mas partes desse formalismo. Para o LSST, estudamos a fungao de distribuigao de
galdxias e a funcao de selecao fotométrica. Com isso, analisamos a funcao de cor-
relacao angular e o espectro de poténcia angular em termos dos parametros dessas
funcgoes, seus comportamentos em faixas de redshift, bem como em funcao de alguns
parametros cosmologicos.

Para atingir os objetivos supracitados, inicialmente introduzimos o modelo cos-
molégico padrao, baseado na métrica e equagoes de Friedmann-Robertson-Walker,
e posteriormente estudamos a formacgao de estruturas no Universo no regime linear
das pertubagoes. Dessa andlise decorrem naturalmente a funcao de crescimento, a
funcao de transferéncia e o espectro de poténcia. Isso nos levou a aprofundar o
estudo do espectro de poténcia bem como da fungao de correlacao espacial de dois
pontos. Posteriormente consideramos as velocidades peculiares, o que nos levou ao
efeito de distor¢ao no espaco de redshift (RSD). Abordamos esse assunto em mais
detalhes do que outros trabalhos. Posteriormente realizamos algumas das mesmas
andlises para a contraparte angular, isto é, a funcao de correlagao angular e o es-
pectro de poténcia angular. A partir dos coeficientes do contraste de densidade no
espaco de Fourier com o efeito de RSD, obtivemos ambas as grandezas, funcao de
correlagao angular e espectro de poténcia angular, com o RSD embutido.

Apresentamos o arcabouco estatistico no que concerne os surveys de galdxias.
Para isso, comecamos apresentando uma estimativa do espectro de poténcia e sua
variancia. Argumentamos que isso é um caso particular do estimador de Feldman,
Kaiser & Peacock (FKP), generalizado no Apéndice desta dissertagdo. Apresen-
tamos o método da Likelihood da qual decorrem naturalmente as matrizes de co-

variancia, e portanto a matriz de Fisher, previamente citadas.



Abstract

In this dissertation, we analyzed the formalism to obtain estimates of the pre-
cision (or error bars) of cosmological parameters that a given future photometric
survey has the potential to constrain. This is done through the angular correlation
function, which allows us to obtain the covariance matrix and therefore the Fisher
Information matrix, whose inverse bears the predictive power of these errors. We
used the Legacy Survey of Space and Time (LSST) as a background to illustrate
some parts of this formalism. For LSST, we studied the galaxy distribution function
and the photometric selection function. With those, we analyzed the angular corre-
lation function and the angular power spectrum in terms of the parameters of these
functions, their behavior in redshift bins as well as a function of some cosmological
parameters set.

To achive the aforementioned goals, we initially introduced the standard cosmo-
logical model, based on the metrics and equations by Friedmann-Robertson-Walker
(FRW). We then studied the formation of structures in the Universe in the linear
regime of pertubations. From this analysis, the growth function, the transfer func-
tion, and the power spectrum naturally follow. This lead us to a more in-depth
study of the power spectrum as well as the spatial two point correlation function.
Later we considered the peculiar velocities, which lead us to the effect of distortion
in the redshift space (RSD). We approached this subject in unprecedented detail.
Subsequently, we performed some of the same analyzes for the angular counterpart,
that is, the angular correlation function and the angular power spectrum. From the
density contrast coefficients in the Fourier space with the effect of RSD, we obtained
both quantities, angular correlation function and angular power spectrum, with the
RSD built into them.

We present the statistical framework regarding galaxies surveys. For this, we
start by presenting an estimate of the power spectrum and its variance. We argue
that this is a particular case of the Feldman, Kaiser & Peacock estimator (FKP)
method, generalized in the Appendix of this dissertation. We present the Likelihood
method from which the covariance matrices, and therefore Fisher’s matrix, both

previously mentioned, naturally originated.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Breve historia da cosmologia

Cosmologia Antiga

O desejo por conhecer o Universo como um todo, sua origem, forma, constituintes e
evolucao, sempre motivou o ser humano, ao longo dos séculos, a formular modelos
tedricos para o Universo, e pelo método cientifico buscar por evidéncias para as
predicoes feitas pelos mesmos. Isso pode ser visto através de uma breve retrospectiva
ao longo da histéria da ciéncia. O geocentrismo e o heliocentrismo (e.g., [42]) s@o
uma das concepcoes mais antigas de modelos cosmoldgicos.

O geocentrismo, que tinha como principal apoiador o filésofo grego Aristételes
(384-322 a.C.), surgiu por volta do século 11, e se baseia na hipdtese de que o pla-
neta Terra é o centro do Universo, sendo que todos os demais planetas, inclusive
o Sol, giram em torno dela. A descricao matematica desse modelo foi apresentada
por Claudio Ptolemeu (100-178 d.C.) em um tratado astronémico denominado por
De Almagesto. Utilizando os conceitos de epiciclos e deferentes, Ptolomeu conse-
guiu descrever, com grau moderado de precisao, o movimento dos astros pela forma
como inferido por um observador na Terra. Esse modelo perdurou por muito tempo
(aproximadamente treze séculos), pois além de descrever, dentro de suas limitagoes,
o Universo observavel da época, também satisfazia convenientemente a ideia e as
crengas teoldgicas associadas com a uniformidade do movimento circular (conceito
associado a “perfeigdo”), também atribuia ao planeta Terra, e portanto ao ser hu-
mano, um lugar privilegiado, a saber, o centro de todo o Universo.

Com o passar do tempo, aumentava-se o conhecimento sobre as equagoes que

regem os movimentos (cinemética) dos corpos. Também havia o questionamento



sobre o agente responsavel por causar esses movimentos (dinamica). Paralelamente,
ocorria o aprimoramento dos instrumentos de observagoes, e por consequéncia, o me-
lhoramento em quantidade e precisao dos dados observacionais. Com isso, tornava-se
mais dificil explicar, através do modelo Ptolomaico, as novas questoes que surgiram.

Dessa forma, o geocentrismo passou a ser cada vez mais contestado, e em oposicao
a esse modelo, por volta do século XVI, surgiu o heliocentrismo. Esse modelo tem
como hipotese o Sol, ao invés da Terra, como ocupando o centro do Universo, ou mais
estritamente, o centro do Sistema Solar. O precursor desse modelo foi o astronomo
polonés Nicolau Copérnico (1473-1543), sendo suas ideias apresentada no livro De
Revolutionibus (As revolugoes). O modelo de Copérnico, por tratar o Sol como
sendo o centro do sistema, conseguia descrever o movimento dos astros de maneira
muito mais simples do que o geocéntrico. Entretanto, Copérnico também utilizou
os epiciclos e deferentes, e portanto o seus sistema era tao preciso quanto o de
Ptolomeu.

Um dos principais criticos contra o geocentrismo foi o astronomo e fisico Galileo
Galilei (1564-1642). Seus estudos sobre as manchas solares, as fases de Vénus,
dos satélites de Jupiter e dentre vérios outras contribuicoes importantes, cons-
tituiam a época fortes evidéncias em prol do modelo heliocéntrico copernicano. Ou-
tro astronomo bastante importante foi o dinamarqués Tycho Brahe (1546-1601).
Tycho construiu vérios equipamentos que o permitiram revisar varios dados as-
tronomicos antigos obtidos por Ptolomeu, bem como obter novos dados e observar
novos fenomenos, e assim aumentar a quantidade e melhorar a qualidade da precisao
dos dados astronomicos que constituiam as Tabelas Alfonsinas.

As tabelas precisas de Tycho Brahe, em particular para o planeta Marte, per-
mitiram verificar que havia muitas discrepancias entre o modelo de Ptolomeu e os
dados observacionais. Entao, o astronomo alemao Johannes Kepler (1571-1630), ao
longo da sua vida, chegou nas hoje conhecidas Trés Leis de Kepler, sendo, a titulo
de exemplo, Mysterium Cosmographicum (Mistérios do Universo), Epitome Astrono-
miae Copernicanae (Compéndio da Astronomia copernicana) e Harmonices Mundi
(Harmonia do Mundo) algumas de suas obras mais conhecidos, onde ele apresenta
o heliocentrismo bem como as suas proprias descobertas.

Embora alguns modelos cosmolégicos supracitados possam estar em mais con-
cordancia com os dados observacionais em detrimento dos demais modelos, algo que
todos eles tem em comum, é o fato de buscarem descrever da melhor forma possivel,
e dentro das suas respectivas limitagoes, o movimento dos astros no céu. Porém,

uma vez estabelecida a cinematica béasica dos corpos celestes através das trés Leis



de Kepler, o préximo passo foi tentar encontrar um agente responsavel por causar
esses movimentos.

A formulacao matematica da dinamica bésica como a conhecemos hoje, surgiu
com Isaac Newton (1643-1727). Algumas de suas obras extremamente importantes
sao De Methodis Serierum et Fluzionum (Método dos fluzions, a base do cdlculo
diferencial e integral), Opticks (()tica) e Philosophiae naturalis principia mathema-
tica ou simplesmente Principia, que é reconhecidamente um dos trabalhos cientificos
mais importantes ja escritos. A ideia genial de Newton foi atribuir como causa dos
movimentos celestes, um agente denominado por forca gravitacional, o que culminou

na origem da Teoria da Gravitacao Universal, e que matematicamente escrita como

Mm, (1.1)

F:=G—

r

onde G é denominada de constante gravitacional, M e m sao as massas dos corpos

celestes, r a distancia entre os corpos e T o vetor unitario na direcao de r. Ao

combinar todas essas quantidades de acordo com o lado direito da Eq. (1.1), defini-
se a quantidade F denominada por for¢a gravitacional.

Assim, as Leis de Kepler e as Leis de Newton, eram as formulagoes matematicas
mais precisas que se tinha na época para descrever o Universo. Portanto, restava
testar esses modelos com os mais diversos tipos de observagoes, até que surgissem
novos problemas que essas Leis nao conseguissem explicar satisfatoriamente, gerando
assim a necessidade de outra teoria. Uma questao em particular, e muito importante
para se comecar a pensar em uma alternativa a teoria da gravitacao universal de
Newton, foi o problema da Precessao do periclio de Mercirio, e s6 veio a ser resolvido
com a formulagao da teoria da Relatividade Geral (RG) desenvolvida por Albert

Einstein.

Cosmologia Moderna

Albert Einstein (1879-1955) em seu annus mirabilis apresentou vérias contribuigoes
de extrema importancia e que tiveram grandes impactos na visao e no desenvol-
vimento futuro da Fisica. Em particular, entre os anos de 1914-1916, Einstein
apresentou a teoria da Relatividade Geral e as equagoes de campo' [Albert Eins-
tein, Sitzungsberichte der PreufBische Akademie der Wissenschaften® (Berlin), 844

(1915)]. Essa teoria é baseada no Principio da FEquivaléncia de Einstein. Esse

Weja Egs. (2.1) e (2.2).
2https://einstein-annalen.mpiwg-berlin.mpg.de/related_texts/sitzungsberichte
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segundo® postulado da teoria da relatividade estabelece que o resultado de experi-
mentos fisicos e de qualquer natureza, independem destes serem realizados em um
referencial inercial, K, imerso em um campo gravitacional uniforme, ou de serem
realizados em outro referencial nao inercial, K’, com aceleracao igual ao campo em
K e relativo a ele.

Nos anos que se sucederam a publicacao do seu trabalho sobre a Relatividade
Geral, Einstein publicou um trabalho sobre Cosmological Considerations in the Ge-
neral Theory of Relativity, onde ele apresenta um modelo cosmolégico do Universo
partindo das suas préprias equagoes de campo da RG. Entao, a partir desse periodo
se deu inicio a cosmologia moderna, ou cosmologia relativistica, (doravante simples-
mente cosmologia) tal como a conhecemos hoje.

Como na época ainda nao havia evidéncias suficientes para prova-lo do contrario,
Einstein entao propos um modelo cosmolégico que consiste em um Universo estatico
e fechado (curvatura positiva como em uma esfera). Entretanto, para que isso fosse
possivel a partir da RG, foi necessério a inclusao de um termo extra nas suas equacoes
de campo, que ficou conhecido por constante cosmologica e denotada por A. Esse
termo foi incluido para que pudesse contrabalancear o efeito de atracao da gravidade,
caso contrario o Universo entraria em colapso, e portanto nao seria estatico.

No decorrer dos anos subsequentes, juntamente com outros cientistas de extrema
importancia, tais como, a titulo de exemplo, o holandés Willem de Sitter (1872-
1934), o russo Alexander Alexandrovitch Friedmann (1888-1925), o belga Georges-
Henri Edouard Lemaitre (1894-1966), o americano Howard Percy Robertson (1894-
1979), o inglés Arthur Geoffrey Walker (1909-2001) e dentre varios(as) outros(as)
contribuiram para o comec¢o da cosmologia moderna. Assim iniciava-se o periodo
da cosmologia moderna tedrica, que sobre o alicerce da RG, pode se desenvolver-se
a niveis bastantes sofisticados de fisica e mateméatica. Veja §2.1 para uma breve
introdugao sobre o modelo cosmoldgico de Friedmann-Robertson-Walker.

Dentre véarios modelos cosmoldgicos, surgiu aquele que permitisse que o Universo
pudesse se expandir ou se contrair. Se esse fosse o caso, era inevitavel concluir que
o Universo, por exemplo estando em expansao, e portanto com seus objetos se
afastando uns dos outros bem como o proprio espaco-tempo, no passado estivessem
mais proximos. A extrapolacao dessa ideia para o instante em que ocorreu uma
singularidade do espago-tempo e de tudo o que nele ha, deu origem ao modelo do
Big Bang. Essa ideia de que tudo comecgou com um “dtomo primordial” foi proposta

primeiro por Lemaitre em 1927, mas foi desenvolvida principalmente por volta de

30 primeiro se refere a constancia da velocidade da luz no vacuo em qualquer referencial.



1940 pelo fisico russo George Antonovich Gamow (1904-1968) e colaboradores.
Para estudar o Universo em seus momentos iniciais a partir dessa ideia do big
bang, pode-se intuir que necessariamente precisaremos utilizar a relatividade geral
juntamente com a fisica de particulas. Com efeito, durante os instantes iniciais,
o Universo era extremamente quente e denso e seus constituintes eram particulas
elementares. A partir desse estado inicial, o Universo passou a evoluir e a sua
temperatura tornava-se cada vez menor a medida que esse se expandia. Isso implica
em uma historia térmica para o nosso cosmo, de modo que ele passou por varias

fases até atingir o seu estagio atual, como mostrado na Figura 1.1.

Dark Energy
Accelerated Expansion

Afterglow Light
Pattern Dark Ages Development of
375,000 yrs. Galaxies, Planets, etc.

Inflation

Fluctuations

1st Stars
about 400 million yrs.

Big Bang Expansion
13.77 billion years

Figura 1.1: Concepcao artistica sobre a evolugao do Universo. A passagem do tempo é
indicado da esquerda para a direita, e a modificacao do espaco é indicado pelas porgoes cir-
culares. Apds o Big Bang o Universo passou por um periodo de rdpida expansao conhecido
por periodo Inflacionério (isso é indicado na figura por uma curva quase vertical). Poste-
riormente, com a formagcao de estrelas e galdxias, a taxa de expansao passou a diminuir
gradativamente devido & acao atrativa da gravidade (curva quase horizontal). Apenas re-
centemente o Universo entrou na era da expansao acelerada devido a energia escura, como
mostrado na figura por uma curva crescente. Crédito: NASA / WMAP Science Team.

Apenas como cardter informativo, citaremos mais alguns eventos marcantes da
cosmologia moderna. A primeira é sobre a expansao do Universo. Evidéncias
para isso comecaram a surgir a partir de 1929 com as observagoes conduzidas pelo
astronomo americano Edwin Powell Hubble (1889-1953) com um telescépio locali-
zado no Monte Wilson, Califérnia. Como descrito em seu artigo [34], Hubble efetuou
a estimativa do redshift, z, para 24 galaxias, e apds estimar as distancias ele demons-

trou que existe uma relacao linear entre a velocidade do objeto com sua distancia até


https://map.gsfc.nasa.gov/media/060915/index.html

nés. Isso indica, portanto, que ao menos os objetos do Universo local (z < 1) estao
se afastando de nos (confira a Eq. (2.34)) com velocidade de recessao proporcional
a distancia. A comprovacao da expansao acelerada do Universo veio posteriormente
através de varios projetos envolvendo grandes colaboragoes, tal como o estudo de
Supernovas do Tipo la por Riess et al. (1998) [50], Perlmutter et. al (1999) [48] e
mais recentemente por Abbott et al. (2019) [1] da colaboragao DES (Dark Energy
Survey).

Em 1948, Gamow, Ralph Asher Alpher (1921-2007) e Robert Herman (1922-
1997) fizeram uma previsdo, a partir do modelo do Big Bang, de que o Universo
deveria ser preenchido por uma radiagdo eletromagnética (denominada por Cos-
mic Microwave Background, CMB) praticamente uniforme, fitando o espectro de
um corpo negro com uma temperatura de aproximadamente 3K (mais precisamente
2.725K). A explicagdo simplificada é que, quando o Universo era muito jovem e
sua temperatura altissima, 7' > 10*K, a matéria barionica era ionizada e portanto
formava essencialmente um plasma de nicleos atomicos de elementos leves (princi-
palmente H e He) com elétrons fortemente acoplados aos f6tons, tornando o Universo
opaco, caracteristica de um corpo negro. Com o passar do tempo, a temperatura
do Universo diminufa gradativamente, e quando atingiu 7" ~ 3000K, os fétons ja
nao tinham energia suficiente para manter, em média, a matéria ionizada. Portanto,
os elementos se juntaram para formar atomos neutros. Esse periodo em que o Uni-
verso deixou de ser opaco para se tornar transparente é conhecido por Recombinagao.
Dessa forma, a CMB nada mais é do que o resquicio dessa radiacao eletromagnética
desde o comeco dos tempos, mas agora, com uma temperatura muitissimo menor
estimada em ~ 3K.

A primeira confirmagao (acidental) da existéncia da CMB ocorreu em 1964 pelos
radioastronomos Arno Allan Penzias (1933-) e Robert Woodrow Wilson (1936-) do
Bells Labs. Por isso, essa descoberta constitui uma forte evidéncia prol do modelo
do Big Bang. Apods essas descobertas preliminares, houve investimentos tecnolégicos
para investigar em mais detalhes a CMB. Em 1989 a NASA* lancou o satélite deno-
minado Cosmic Background Explorer® (COBE) (-1992). Posteriormente um mape-
amento mais preciso da distribuigao de temperatura da CMB foi obtida pelo satélite
Wilkinson Microwave Anisotropy Probe® (WMAP) (2001-2008). Na Figura 1.2 ¢
mostrado um grafico da distribui¢do de temperatura obtido pelo WMAP.

O COBE e o WMAP foram apenas dois exemplos de muitas outras investidas

4https://www.nasa.gov
Shttps://science.nasa.gov/missions/cobe
Shttps://map.gsfc.nasa.gov
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Figura 1.2: Mapa de temperatura da CMB obtido pelo satélite WMAP. As regices mais
azuis e mais vermelhas representam, respectivamente, regioes mais frias e mais quentes
do que a média. Tais flutuagoes de temperaturas em relacdo a média sao da ordem de
+200 pK. Crédito: NASA / WMAP Science Team.

tecnolégicas. A partir daf muitos outros vieram, tal como o satélite Planck” (2009-
2014) da European Space Agency® (ESA). O Planck obteve medidas ainda mais
precisas do que o seus predecessores COBE e WMAP. Veja, e.g., [4] e [5].

O modelo ACDM

Para finalizar essa breve visao geral sobre a cosmologia moderna, é imprescindivel
mencionar sobre as duas componentes mais misteriosas do Universo, a saber: matéria
escura e energia escura. A ideia da matéria escura, assim denominada por nao inte-
ragir com a radiacao eletromagnética, foi concebida pela primeira vez pelo astronomo
suigo Fritz Zwicky (1898-1974) em 1937 [68]. Uma forte evidéncia para a matéria es-
cura veio a partir de 1980 através dos estudos das curvas de rotacao (veja Figura 1.3)
das galdxias realizado por Vera Cooper Rubin? (1928-2016) e colaboradores (Veja,
e.g., Rubin; 1979 [51], Rubin and Ford; 1969 [52] e Rubin, Forde and Thonnard,
1979 [53]).

Todas as descobertas observacionais supracitadas (e dentre varias outras), forne-
cem hoje a base para o sustento de um dos modelos cosmolégico que melhor descreve
o nosso Universo. Tal modelo denomina-se por ACDM (Lambda-Cold Dark Matter).

Vale ressaltar que energia escura e matéria escura sao nomes genéricos dados a uma

Thttps://sci.esa.int /web /planck

8https://www.esa.int

9Vale ressaltar que “Vera C. Rubin” é o nome dado ao observatério (Rubin Observatory) onde
se hospeda o Legacy Survey of Space and Time. Confira em https://www.lsst.org/science.
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Figura 1.3: Curva (velocidade orbital v) de rotagao para estrelas OB em fungao do raio
na galaxia M31. A forga centripeta, de acordo com a teoria da gravitagao newtoniana,
implica que a velocidade v em fung¢ao da distancia r de um corpo de massa m, ao gravitar
em torno de outro corpo com massa M > m, seja dada por v = /GM/r. Como a
massa da galdxia cresce proporcional ao seu volume (assumindo densidade constante por
simplicidade), temos, M (r) o r® = v(r)  r, como pode ser visto pela reta quase vertical
proximo a origem. Porém, para r > R, sendo R o raio da galdxia, é de se esperar
v < r~/2. Contudo, a curva mostrada, nas regioes mais externas, nao sé de M31, mas
de outras galaxias espirais, decai mais lentamente do que esse comportamento Kepleriano
previsto. Dessa forma, somos impelidos a postular a existéncia de uma matéria escura que
explique essa (e vérias outras) curva(s) de rotacao. Fonte da imagem: Rubin and Ford,;
1969 [52].

familia de modelos que pretendem explicar a aceleragao do Universo e a massa nao
barionica presente nas galaxias, respectivamente. Assim, o A que aparece nesses
modelos se refere & mesma constante cosmoldgica proposta por Einstein, mas essa é
meramente uma dentre varias possibilidades para explicar a energia escura. Temos,
e.g., gravidade modificada -teorias f(R)-, quintesséncia e etc sao outros candidatos
a energia escura. Da mesma forma, a matéria escura fria (cold dark matter) ¢ um
dentre vérios outros candidatos e.g., hot dark matter (HDM), warm dark matter
(WDM), MAssive Compact Halo Objects (MACHOS), Weakly interacting massive
particles (WIMPs).

Como explicado em Aghanim et al. [5] da colaboragao Planck, o modelo ACDM
¢ determinado por no minimo 6 parametros, sendo portanto os outros parametros
derivados a partir destes. A fenomenologia do modelo ACDM tém permitido explicar

com sucesso grande parte da histéria do nosso Universo, em escala de tempo cdsmico
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(10 Gyr) e de espago (de ~Mpc a escalas de Hubble). De acordo com a §3 de [5], esse
modelo repousa sobre 8 principais premissas, a partir das quais se deriva a predicao
para grande quantidades de resultados que sao observados pelo satélite e demais

levantamentos astronomicos.

1.2 (Galaxy Surveys

Na secao anterior mencionamos alguns satélites que, a partir da andlise estatistica
das flutuacoes de temperatura da radiacao césmica de fundo, puderam estimar os
parametros cosmolégicos para selecionar o melhor modelo que descreve o nosso Uni-
verso. Entretanto, a CMB nao é a tnica fonte da qual podemos extrair informacoes
cosmolégicas. Muito da tecnologia investida é também direcionada ao estudo da
distribuicao de galaxias.

Para acessar a informacao disponivel nas galdxias, imediatamente intuimos que
o meio para isso é captar a luz que delas foi emitida. Existem basicamente dois
métodos para se analisar a luz de uma galdxias: espectroscopia e fotometria (veja
§6.3). Em esséncia, a espectroscopia é o método que consiste de estudar o espec-
tro eletromagnético da luz da fonte (passando-a, e.g., por um prisma). Com esse
método, embora se possa obter medidas precisas de redshift, o nimero de obje-
tos que compoem a amostra, dependendo dos propoésitos, é pequeno. Se desejamos
analisar estatisticamente a distribuicao de galaxias e suas propriedades em gran-
des escalas, devemos amostrar o maior niimero possivel de objetos. Isso pode ser
alcancado lancando mao da fotometria. Em esséncia, a fotometria consiste em estu-
dar de forma aproximada a distribuicao espectral de energia (SED: spectral energy
distribution) da luz recebida (e.g., passando a luz por filtros em diferentes bandas).
Dessa forma é possivel estimar o redshift para uma grande quantidade de galaxias
em um tempo razoavel de exposi¢ao do telescopio, mas o preco que se paga é que o
erro (erro de foto-z) associado ao redshift serd maior. Existem maneiras refinadas
(que fogem do escopo da dissertagdo) de modelar esse erro, e.g., através de uma
gaussiana truncada para blueshift (veja §6.3).

Para citar alguns galaxy surveys, temos o Two-degree-Field Galaxy redshift Sur-
vey'? (2dFGRS) operado de 1997 & 2002 e conduzido pela Anglo-Australian Obser-
vatory (AAO). Durante seus 5 anos de operacao, esse survey espectroscépico obteve
medidas de redshift (z < 0.2) para aproximadamente 250000 galdxias (e.g., [17]).

Alguns dos objetivos desse survey foram: (i) obter o espectro de poténcia P(k) (veja

Whttp://www.2dfgrs.net
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§3.1.4) das galdxias para escalas ~ 100 Mpc. (ii) Medidas do parametro g = (€2, )
onde € e b sdo os parametros de densidade da matéria e de viés (bias), respecti-
vamente. Esse parametro, , quantifica a intensidade do efeito de redshift-space
distortion provocado pelas velocidades peculiares (veja §3.2). Para mais detalhes
dos objetivos e resultados do 2dFGRS confira, e.g., [17].

Um outro galaxy survey espectroscépico muito importante é o Sloan Digital Skey
Survey!! (SDSS). Esse survey iniciou suas operagoes com a sua primeira geragao, o
SDSS-T (2000-2005), mas a partir daf outras geragoes vieram: SDSS-II, SDSS-III, e
SDSS-IV com um data release final para 2021. Porém, a nova geracao SDSS-V, com
um cronograma de 2020 a 2025, ja estd se desenvolvendo e tem a pretensao, por
exemplo, de ampliar e aprofundar os nossos conhecimentos sobre a Via Lactea por
meio de refinadas analises dos elementos quimicos, da estrutura interna das estrelas,
da origem dos planetas bem como manter o acompanhamento das atividades do
buraco negro no centro da galdxia. Veja, e.g., [39]. Cada geracao do SDSS deu
origem a projetos muito importantes, alguns dos quais: Supernova do SDSS-1/1I,
Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (BOSS) do SDSS-III, Mapping Nearby
Galaxies at APO (MaNGA) e o extended Baryon Oscillation Spectroscopic Survey
(eBOSS) sendo ambos do SDS-IV.

Em contrapartida a estes dois surveys espectroscépicos supracitados, 2dFGRS
e SDSS, temos o Dark Energy Survey'? (DES; [27]), que se trata de um levanta-
mento fotométrico. O telescépio Blanco do projeto DES, localizado no Cerro Tololo
International Observatory no Chile, operou de 2013 a 2019 cobrindo um intervalo
em redshift 0.4 < z < 1.4. Um dos principais objetivos do projeto era estudar a
energia escura, mas a grande quantidade de dados permitiu realizar outros tipos de
ciencias. Perceba que o limite superior em redshift do DES é cerca de 7 vezes o
limite superior do 2dFGRS.

Por fim, citamos o Vera C. Rubin Observatory Legacy Survey of Space and
Time'® (LSST), localizado no Pico El Penén do Cerro Pachén ao norte dos Andes
do Chile. O LSST esta previsto para entrar em operacao em 2022, e a partir dai
conduzird observacoes por um periodo de dez anos. O LSST pretende observar fontes
de até redshift 6 [2], aproximadamente 4.286 vezes maior que o limite superior do
redshift do DES. Mais detalhes sobre o LSST sao discutidos no capitulo 6.

Hhttps://www.sdss.org
2https:/ /www.darkenergysurvey.org
Bhttps://www.Isst.org/about
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1.3 Dissertacao: visao geral

No capitulo 2 apresentamos brevemente o modelo cosmolégico de Friedmann-Robertson-
Walker (FRW), que descreve Universos que satisfazem o principio cosmolégico de
homogeneidade e isotropia. Apresentamos também algumas defini¢cées de distancias
cosmoldgicas, com o intuito de introduzir algumas terminologias recorrentes em cos-
mologia. Em seguida, sob certas premissas simplificadoras, apresentamos a teoria
linear da pertubacao. Essa abordagem permite que possamos descrever a formacgao
de estruturas em larga escala do Universo tomando pequenas pertubagoes a partir
do modelo de FRW.

A partir do capitulo 3 iniciamos uma descricao mais robusta de quantidades
importantes em cosmologia, tais como a funcao de correlacao de dois pontos e o
espectro de poténcia. Algumas consideracoes advindas de efeitos observacionais
também devem ser incluidas nessas quantidades, tal como a distorcao no espaco de
redshift.

No capitulo 4 apresentamos a contraparte angular do capitulo 3, isto é, a funcao
de correlacao angular e o espectro de poténcia angular. Um conceito importante que
aparece € o da funcgao de selecao. Os parametros envolvidos nessa funcao determinam
a forma como o survey seleciona seus tracadores, isto é, os objetos no céu que servem
como meio de tragarmos a distribuicao de matéria no Universo.

O capitulo 5 apresenta alguns métodos estatisticos que sao empregados para efeti-
vamente extrairmos informagoes cosmolégicas das grandezas definidas nos capitulos
anteriores. Esse é um tema que por si s6 depende da finalidade da pesquisa que
se esteja conduzindo. Portanto, embora alguns conceitos sejam gerais, nao preten-
demos esgotar o assunto. Ademais, expomos os conceitos que nos servirao para o
capitulo final.

No capitulo 6 apresentamos os nossos resultados obtidos. Comecamos dando uma
visao geral sobre o LSST. Em seguida, apresentamos o método geral para se obter
estimativas dos erros de um conjunto de parametros cosmolégicos a partir da fungao
de correlacao angular. Esse método é aplicavel nao s6 ao LSST, e sim, de modo
geral, para qualquer levantamento fotométrico. A implementagcao numérica da parte
tedrica introduz complicagoes que devem ser solucionadas com técnicas especiais.
Por isso, discutimos alguns do principais problemas que aparecem naturalmente e o
que fizemos para tentar contornar.

Por fim, no capitulo 7, fazemos a conclusao. Com o conhecimento aprendido ao
longo do projeto de mestrado, projetamos algumas perspectivas futuras. Pretende-

se dar prosseguimento a pesquisa, com aprofundamento tedrico e uma familiarizagao



mais robusta dos métodos e técnicas numeéricas.
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Capitulo 2

A estrutura em larga escala do

Universo

Um dos fundamentos teéricos da cosmologia moderna é a teoria da Relatividade
Geral (RG) formulada por Albert Einstein em 1915. Essa teoria estabelece uma
intima ligacao entre matéria e as propriedades do espaco-tempo, e atribui a existéncia
da gravidade como sendo uma consequéncia da curvatura desse espaco-tempo. A
partir das equacoes de campo de Einstein ¢ possivel deduzir modelos que descrevem
a cinematica do Universo bem como os constituintes responsaveis pela dinamica.
Neste capitulo fazemos uma breve revisao dos conceitos béasicos da cosmologia,
as equacoes e as principais componentes da matéria. O ponto de partida é a hipétese
de homogeneidade e isotropia do Universo em grandes escalas. A partir dai, para
analisar a formagao de estrutura no Universo, sera necessario tomar pequenas per-
tubacoes em torno das grandezas inicialmente assumidas uniformes. Isso faz com
que surja a necessidade de quantificar a intensidade dessas pertubagoes (a partir
do capitulo 3), de modo que possamos analisar o impacto delas na formacao da
estrutura em larga escala do Universo. E entao, por meio de analises estatisticas,
comparar as previsoes para o nosso Universo observado através de grandes levanta-

mentos astronoémicos.
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2.1 Modelo de Friedmann-Robertson-Walker

As equacoes de campo de Einstein descrevem a relacao entre a curvatura do espago-

tempo com a distribuigdo de matéria e sao dadas por [40]

GMV = /{Tuyy (21)

1
G = R, — §ng,, (2.2)

onde as quantidades G, R,,, R e g, sao o tensor de Einstei, tensor de Ricct,
escalar de Ricci e o tensor métrico, respectivamente. O lado esquerdo da Eq. (2.1),
portanto, representa a descricao da curvatura do espago-tempo.

No lado direito da Eq. (2.1) temos a constante de proporcionalidade x que é

determinada para recuperar o limite Newtoniano!, e portanto é dada por
k=—, (2.3)

onde G ¢ a constante de gravitacao universal de Newton e ¢ ¢ a velocidade da luz no
véacuo. Por fim, temos o tensor de energia-momento, T,,, que descreve a distribuicao
da matéria pelo Universo.

Um ponto no sistema de coordenadas do espaco-tempo ¢é definido pelo 4-vetor
posicao dado por X* = (X0 X1 X2 X3) = (¢,2,0,¢). Dessa forma, a maneira como
se medem distancias no espaco-tempo entre dois pontos X* e X" é determinada
pelo intervalo invariante, ds?, e esse depende das componentes do tensor métrico

da seguinte maneira
ds® = g, dX"dX", (2.4)

onde o lado direiro acima, por envolver indices repetidos (ditos também mudos),
envolve a soma sobre as 16 possiveis combinacoes de e v. Um dos modelos cos-
moldgicos mais basicos parte da premissa de que o Universo é homogéneo e isotrépico
em grandes escalas (maiores do que 100 Mpc). Tal modelo denomina-se modelo

cosmolégico de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) e é dado pelo seguinte tensor

LA forma local da equacdo de Newton é dado pela equacdo de Poisson: V2® = 47Gp.
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métrico
-2 0 0 0
0 a’(t) 0 0
Ju = 9 9 (25)
0 0 a*(t)S;(x) 0
0 0 0 a(t)2S3(z)sin?0

Usando a Eq. (2.5) na Eq. (2.4), temos que o intervalo invariante (ou métrica)

de FRW ¢ dada por
ds? = —*dt* + a*(t) [da? + S} (x) (A6 + sin®0d¢?)] , (2.6)

onde a(t) é denominado fator de escala e descreve a cinematica do Universo, permi-
tindo que ele se contraia ou se expanda. Si(z) é uma fungdo da coordenada x e da

geometria espacial k e é dada por

sinhx se k= —1,
Si(z) =<z se k=0, (2.7)

sinx se k=1.

A constante de curvatura k pode assumir um dos trés valores —1, 0 ou +1, e nos
referimos a esses casos dizendo que o Universo é aberto, plano ou fechado, respecti-
vamente.

O modelo de FRW tem como premissa fundamental o principio cosmoldgico, se-
gundo o qual o Universo é homogéneo e isotrépico em grandes escalas. Por Universo
homogéneo e isotrépico entende-se nao so6 a distribuicao de matéria, mas também
a propria estrutura do espago-tempo, pois essas duas grandezas, matéria e espago-
tempo, estao interligadas pelas equagoes de Einstein.

E possivel mostrar que as componentes do tensor de Einstein sao dadas por

2 2
Goo = 3%—2”“, (2.8)

a? + 2k
2

Gu= 22— i=1,2,3. (2.9)
a

a

Por outro lado, partindo da premissa de homogeneidade e isotropia é possivel

mostrar que o tensor energia-momento de um Universo compativel com essas carac-
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teristicas deve ser descrito por um fluido perfeito, logo

Ty = (p¢ + p)upty + PGuvs (2.10)

onde p é a densidade de matéria e p (positiva ou negativa) é a pressao. A homoge-
neidade implica que p e p devem ser funcoes independentes da posicao espacial, e
portanto dependem somente do tempo cosmico t. Por outro lado, a isotropia implica
que o 4-vetor velocidade u, deva ter a componente temporal nao nula (ug = 1) e
todas as componentes espaciais devem ser nulas (u; = 0, ¢ = 1,2, 3), caso contrario
esse fluido teria uma diregao preferencial, contrariando o principio cosmolégico. Por-
tanto, no sistema de coordenadas comdveis, o tensor energia-momento é diagonal e

dado por

Tw/ = dlag (pczvpap7p) . (211)

Dessa forma, combinando as componentes do tensor de Einstein dadas pelas Eqs.
(2.8) e (2.9) com as componentes do tensor energia-momento dada pela Eq. (2.11)

temos a equacao de Friedmann e a equacgao da aceleracdo, respectivamente

81G kc?

a 4G
o= —T(P+3p/02)7 (2.13)

onde H = a/a é o parametro de Hubble.

Vale salientar que a densidade de matéria total p = >, p; é a contribuicdo de
todas as componentes existentes no Universo.

Por meio da conservacao da energia aplicada ao tensor energia-momento, pode-
mos obter uma relagao entre as propriedades do fluido, p e p, com o fator de escala

a, dado por

p= —3% (p+p/c?). (2.14)

A relagao entre a densidade e a pressao do fluido é conhecida como equacdo de estado

dada por

pi=wpi? = p;= pioa 0T (2.15)

onde w é uma constante e possui valores diferentes caracterizando cada componente
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do fluido. O cendrio mais simples é aquele que considera que as componestes do

fluido podem ser subdividas, de modo geral, em trés categorias

Matéria w=20 = Pm = pm,oa_‘g
Radiacao w=1/3 = pr = pnoa_ﬂ‘
Energia de Vacuo w=—1 = PA = PAO

Avaliando a equacao de Friedmann (2.12) para o tempo presente, t = tg, temos
que k = 87G /3 [po — 3HZ/(87G)]| onde Hy := H(ty), po = p(to) e a(ty) = 1. Como
podemos observar, o que determina se o Universo é plano, fechado ou aberto é o
valor de pg. Dessa forma, é natural definir uma densidade critica, p.., que delimita

esses trés casos

3H?
Per = .
8¢

(2.16)

Portanto, tomando a razao entre py e p.. teremos uma forma bastante 1til, e

livre de unidades, de quantificar a contribuicao de cada componente do fluido do

Universo. Esse é o denominado parametro de densidade e é definido por €y = ;’0 .
cr

Porém, é claro que podemos estender esse conceito para cada uma das componentes

do fluido, e portanto, teremos o seguinte:

Qm = ma QT = @7 QA = pAyO‘ (2]‘7)
pcr pCT pC?“

Portanto, a equacao de Friedmann pode ser reescrita na sua forma mais comum,
dada por

H*(a) = Hy [Qa™ + Qna™ + Qua™ + Qu] (2.18)
onde definimos o parametro €2, que satisfaz a seguinte equacao de restricao

Qe =1—(2 + Q. + Q). (2.19)

A partir da equacao de Friedmann e da equacao de aceleracao é possivel estudar
varios cenarios possiveis para a evolucao do Universo, bastando para isso atribuir
diversos valores, restritos a Eq. (2.19), para os parametros de densidade (2.17). Tais
cenarios podem variar de modelos que consideram Universos com apenas uma unica

componente a modelos com multiplas componentes. Isso resulta, por exemplo, em
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Universos fechados, abertos, planos, com ou sem Big Bang, que se expandam para
sempre ou os que atingem um fator de escala maximo e depois entram em colapso.
Existem varias possibilidades tedricas interessantes. Em contrapartida, na pratica,
por meio de grandes levantamentos astronomicos, o que interessa ¢ obter estimativas
sobre essas grandezas para determinar as propriedades do nosso Universo, e assim

restringir o modelo que melhor o descreve.

2.2 Redshift e distancias cosmolégicas

O fator de escala presente na métrica de FRW é uma forma de quantificar a ci-
nematica do espago-tempo, em particular, a expansao acelerada do Universo. A
primeira evidéncia observacional dessa expansao do Universo foi apresentada por
Edwin Hubble em 1929 [34] e posteriormente largamente evidenciada por outras
observagoes, por exemplo, através do estudo de Supernovas do Tipo Ia (SNe Ia) por
A. G. Riess et al. em 1998 [50], S. Perlmutter et al. em 1999 [48] e por T. M. C.
Abbott et al. em 2019 [1] pela colaboragao DES (Dark Energy Survey).

2.2.1 Redshift

A grande maioria das informagoes em que estamos interessados esta contida na luz
que recebemos hoje e foi emitida por fontes distantes em um tempo passado. Em
particular, se o Universo esta em expansao, tal como se depreende da Lei de Hubble,
entao isso deve se manifestar de alguma forma na radiacao eletromagnética. Com
efeito, o que se observa é que o comprimento de luz da onda emitida (\.) pela
fonte é diferente do comprimento de onda da luz observado (\,) por nds. Devido a
expansao do Universo, temos que A\, > A.. O redshift é uma forma de quantificar o

deslocamento A\, — A,. Ele é definido como

2= . (2.20)

Para relacionar o redshift com o fator de escala comecamos considerando a tra-
jetoria de um feixe de luz, que no espaco-tempo é uma linha geodésica nula. Por-

tanto, a Eq. (2.6) se reduz a

cdt =a(t)dz = cdt dz. (2.21)
a(t)

O lado esquerdo da Eq. (2.21) é uma fungao do tempo e em contrapartida, o lado
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direito ¢ independente do tempo, pois em um Universo homogéneo e isotropico a
velocidade dos objetos relativa a um observador comdvel a expansao (denominada
de wvelocidade peculiar veja, §2.3) é nula.

Vamos considerar que uma fonte distante (e.g., uma galdxia) estd emitindo ra-
diacao eletromagnética com comprimento de onda A\, como medido por um obser-
vador localizado nessa fonte. Fixemos nossa atencao em uma crista dessa radiacao
emitida em um instante ., e posteriormente observada por nés em um instante t,.

Portanto, integrando a Eq. (2.21) temos

to o dt /xo
—_— = dx. 2.22
/tﬁ a0 ., (2.22)

Em seguida, consideremos a proxima crista imediatamente apds a primeira.
Dessa forma, em relacao ao observador na fonte, a crista é emitida em ¢, + dt,
onde 0t, = \./c e posteriormente observada por nés em t, + dt, onde 0t, = A\,/c,
sendo que no geral temos 0t, # dt,. Portanto, integrando novamente a Eq. (2.21)

para esses novos limites, temos

to+0to To
/ cdt / da. (2.23)
tet6te a(t) Te

Como a distancia comovel entre a fonte e o observador é constante, podemos

igualar as Eqs. (2.22) e (2.23), de modo que temos o seguinte resultado

to to+dto
/ A / . (2.24)
te CL(t) te+0te a(t)
i
/to dt +/te+5te dt _/te+5te dt +/to+5to dt
te a(t) to a(t) to a(t) te+6te a(t)’
i}

te+0te dt to+dto dt
/ B / < (2.25)
o oalt) S, a)

O fator de escala é uma funcao suave do tempo, isto é, nao sofre variagoes abruptas.

E além disso estamos considerando cristas consecutivas, de modo que ambas as
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quantidades 0t. e 0t, sdo < 1. Entao a integral (2.25) se torna

1 t€+)\e/c 1 to+)\o/c
/ dt = / dr, (2.26)
e to

a(to)

at) ~ alt,) (2.27)

Usando a defini¢ao de redshift dada pela Eq. (2.20), podemos reescrever a Eq. (2.27)

na relagao desejada,

1
1+2= =, (2.28)

onde a(t,) = a(ty) =1 e a(t.) =: a.
Dessa forma, quando observamos uma fonte com redshift z, inferimos o valor do

fator de escala a época em que a fonte emitiu a radiagao que nos alcanca no presente.

2.2.2 Distancias cosmoldgicas
Distancia comadvel

Existem varias formas de definir distancias em cosmologia. Na se¢ao anterior surgiu
a distancia comovel dx ao considerarmos a linha geodésica nula para a trajetéria
de particulas relativisticas. Na auséncia de velocidades peculiares essa quantidade

é constante. Podemos facilmente generalizar a Eq. (2.22) para qualquer distancia

o(t) = /Dx de’ = /tto 28}; (2.29)

sendo comumente denominada por line-of-sight ou radial comoving distance.

comovel

Alternativamente, podemos escrever a relacao entre distancia comével em termos
do redshift, bastando para isso, lembrar que da/dt = aH(a), a = (1 + 2)7! e
dt/dz = — [H(2)(1 4 2)]'. Portanto, a Eq. (2.29) pode ser reescrita na conhecida

relacao distance-redshift

(2.30)
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Distancia fisica
Como mencionado anteriormente, a distancia comdvel (na auséncia de velocidades
peculiares) é constante e portanto é a mesma em qualquer estdgio da expansdo do
Universo. Entretanto, a distancia entre os objetos aumenta constantemente devido
a essa expansao. Para levar isso em consideracao defini-se a distancia fisica ou

distancia propria que é obtida a partir da métrica de FRW tomando-se dt = 0,
df* =0 e d¢* = 0 em (2.6), logo, temos

dr :=ds = a(t)dz. (2.31)

Portanto, a distancia fisica dr, nada mais é do que o comprimento de uma geodésica
espacial entre dois pontos na hiper-superficie tipo-espaco, ¥, isto é, de ¢t constante.

Podemos integrar a relagao (2.31) para obter

r(t) = a(t) /OI d2’ = a(t)z, (2.32)

e portanto, se hoje a distancia fisica entre nés e uma determinada fonte é de r(tg) =
a(tp)r = x, entdo no passado essa distancia era menor por um fator a(t.), isto é,
r(te)/r(to) = a(t.) < 1.

Embora tenhamos fixado a hiper-superficie, podemos, é claro, determinar o
quanto a distancia fisica entre dois pontos muda de um instante para outro. Essa
taxa de variacao fornece a welocidade de recessio entre os objetos. Tomando a

derivada da Eq. (2.32) em relac¢do ao tempo, temos

v(t) = 7r(t) : T a(t)x = —=r(t) = H(t)r(t), (2.33)

e avaliando para t =ty temos a Lei de Hubble

=< qy

vy = HoD = H,
0 0 0 ; H(Z)

R cz (2.34)

onde vy == v(tg) é a velocidade de recessao e D = r(ty) é a distancia do observador
até a fonte, sendo que a segunda igualdade em (2.34) é valida somente para fontes

proximas a nossa vizinhanca, para as quais vale z < 1.
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Distancia de luminosidade

Embora a distancia fisica seja um conceito util para a intuicdo, na pratica essa
quantidade nao é mensuravel, pois precisariamos, e.g., efetuar leituras simultaneas
(relativa ao instante em que se define a hiper-superficie de ¢ constante) para ambas
as extremidades de uma régua ligando os dois pontos distantes do Universo. Como
o que de fato medimos é a luz de fontes distantes, precisamos de um conceito que
relacione a ideia de distancia com as propriedades/caracteristicas intrinsecas desses
objetos que observamos.

Se um objeto no céu possui uma luminosidade bem definida L. (uma standard
candle), como medido por um observador localizado nessa fonte, entdao o fluxo ob-

servado Fy é dado por

Le

Fo=——
0 4rd?’

(2.35)
onde a defini-se a distancia dj e denominada por distancia de luminosidade. Em
contrapartida, o fluxo observado Fj se relaciona com a luminosidade observada L
(em geral diferente de L) por
Ly Ly
Fh="—=_""—_ 2.36
T AT 4xS2(x) (2.36)
onde A é a area de uma esfera centrada no observador em um Universo descrito pela
métrica de FRW, portanto, A = 47S%(z). Logo, igualando (2.35) com (2.36), temos
L.
Ly
Por outro lado, a luminosidade é a energia por unidade de tempo, mas essas
duas quantidades, energia e tempo, sofrem impacto da expansao do Universo. Para
ver isso, seja E. = hc/)\. a energia emitida pela fonte durante um intervalo de
tempo dt. = A./c entre duas cristas consecutivas da radiacao. Analogamente, seja
Ey = hc/)Ao a energia observada por nés em um intervalo de tempo 0ty = Ao/c
entre as mesmas duas cristas consecutivas. Usando a definicao de redshift dada pela
Eq. (2.20), temos

E.
0t
O _ (14 )L, (2.39)
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A luminosidade emitida é dada por L. = E./dt. e a luminosidade observada é dada
por Lo = Ey/dty, logo, combinando a Egs. (2.38) e (2.39), temos

L

= =(1+2)% (2.40)

Ly
donde, a partir de (2.37), tiramos a relagdo entre distancia de luminosidade e
redshift, dada por

dp = Sp(z)(1+ 2). (2.41)

Distancia de diametro angular

A distancia de luminosidade faz uso de uma caracteristica intrinseca da fonte que
é a sua luminosidade. A distancia de diametro angular, d4, pode ser obtida caso
conhecemos o seu comprimento préprio (uma standard yardstick) transversal, [, em

relacao a linha de observagao. Essa é definida de maneira usual por

= — 2.42
= (242

onde 06 é o angulo subtendido pelo objeto de comprimento préprio (.

Para obter a relacao entre d4 e o redshift z, comecamos considerando que ambas
as extremidades do objeto de comprimento proprio [ estao situadas nas coordenadas
coméveis (z, 60, ¢) e (z,0 + 60, ¢). O comprimento préprio desse objeto pode ser ob-
tido a partir da métrica de FRW. Para isso basta considerar dois evento simultaneos
(por exemplo, a emissao de fétons no tempo t.), no referencial de repouso do objeto,
ocorrendo em ambas as extremidades do mesmo. Portanto, a métrica de FRW dada

pela Eq. (2.6), resulta em
I =ds = a(te)Sk(z)d0. (2.43)

Por fim, usando que a(t.) = (14 2)7', a Eq. (2.42) se torna

dy = .
A 142

(2.44)

Comparando as Egs. (2.41) e (2.44), temos a relagao entre distancia luminosidade
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e distancia angular, dada por

dr,

et (2.45)

da =

Portanto, de modo geral as distancias envolvidas sao todas distintas entre si, por

exemplo, para o Universo plano (k = 0) temos que d4q # D # dr. Com efeito

onde, como j& definido antes, D = r(ty) é a distancia fisica avaliada em ¢ = t.

2.3 Formacao de estruturas

O modelo de FRW se baseia no principio de que a distribui¢ao de matéria no Universo
¢, em média, homogéneo e isotrépico em escalas maiores que R ~ 100h~'Mpc, onde
h é um parametro adimensional definida via a seguinte relagao

Km/s

Hy = 100h ) 2.47
0 Mpc ( )

Por outro lado, em escalas menores, a densidade média das estruturas pode ser
ordens de grandeza maiores que a densidade média do Universo. Objetos que se
enquadram nessa categoria sao galdxias, grupos, aglomerados e super aglomerados
de galdxias. No sentido oposto, existem os wvoids (vazios ou voids sao regices do
Universo com baixa quantidade de matéria luminosa em relagao a densidade média
do Universo).

De modo geral, costuma-se usar o termo estrutura em grande escala do Universo
para se referir a essas aglomeragoes de matéria. Até mesmo a cosmic microwave
background apresenta flutuacoes relativas de temperatura da ordem de AT /T ~ 107°
para z ~ 1000. Essas pertubacoes, ao longo da histéria do Universo, evoluiram por
instabilidade gravitacional até atingir as atuais estruturas que vemos hoje.

Nessa secao fazemos uma breve apresentacao da teoria da formacao de estrutura
no Universo. Primeiramente, comecamos salientando que a analise feita aqui consi-
dera as seguintes simplificagoes: (i) de regime linear das pertubagoes, (ii) a época
posterior ao equilibrio entre barions e fotons, i.e., quando a densidade do Universo
passou a ser dominada por matéria nao relativistica, e (iii) pertubagoes com escalas
caracteristicas menores do que o raio de Hubble & época correspondente (conheci-

das como subhorizon scales). Descrigbes mais aprofundadas podem ser encontradas,
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e.g., em [6], ou §2.2 e Apéndice B de [14].

As premissas supracitadas nos permitem fazer uma anélise da teoria da evolucao
das pertubacoes cosmoldgicas considerando a matéria como sendo descrita por um
fluido perfeito. Sendo assim, a demonstracao apresentada aqui segue os passos de
[56] e [54].

As principais grandezas que caracterizam esse fluido sao: a densidade de matéria
ps(t) = pm(t), o campo de velocidade nao-relativistico ditado pela expansao de
Hubble vy(r,t) = H(t)r, o potencial gravitacional na aproximagao newtoniana
associado com a distribuigdo de matéria, ®,(¢), e uma pressao, ps(t) = 0, que é
identicamente nula, uma vez que estamos na aproximagao de fluido perfeito. O
subindice “f” significa que essas sao as grandezas de “fundo”, isto é, satisfazem o
principio cosmolégico de homogeneidade e isotropia em larga escala.

O método da teoria linear de pertubagao consiste em tomar pequenos desvios em
relacao a essas grandezas de fundo, e por fim realizar a linearizagao das equagoes

resultantes desse processo. Portanto, podemos escrever

p(r,) = py(t) + 3p(x, ) (2.43)
v(r,t) = ve(r,t) + ov(r,t) (2.49)
O(r,t) = p(t) + 0O(r, 1) (2.50)
p(r,t) = py(t) + op(r,t) (2.51)

As equagoes basicas que governam a dinamica do fluido (para as quantidades de

fundo e para as quantidades perturbadas) sao:

e Equacao da continuidade

dp
- . =0 2.52
L4V () =0, (2:52)
e Equacao de Euler
ov Vp
— . — ®=0 2.53
8t+(v V)v+ p+v , (2.53)
e Equagao de Poisson
V20 — 47Gp = 0. (2.54)

A pressao p = p(p, s) é, em geral, uma fun¢ao da densidade p e da entropia s,
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entao temos o seguinte:

_9p
-

9p

5p+as

op 08 = 0pa + Opna, (2.55)
onde dp4 = (Op/0p) dp e dpya = (Op/Ds) ds sao, respectivamente, as contribuigoes
adiabdticas e nao-adiabdticas para a pressao. Entretanto, estamos considerando que
o fluido é barotrépico (barotropic fluid, veja [6]). Logo temos que ds = 0. Portanto,
as pertubagoes se propagam pelo fluido com velocidade do som dada por v2 := dp/dp.
Sendo assim, a partir dessas consideragoes, podemos reescrever a Eq. (2.55) como

simplesmente
§p = pa = v20p. (2.56)

Substituindo as Eqgs. de (2.48) a (2.51) nas Eqs. de (2.52) a (2.54), aplicando nova-
mente estas mesmas equacoes para as quantidades de fundo, linearizando as equacgoes
resultantes, e usando a condigao de processo adiabético dado pela Eq. (2.56), tere-

mos o seguinte

6
%—l—pfvrﬂvjtvr- (0pvy) =0, (2.57)
Géitv + (v Vo) 6V + (0v - Vi) vy + V0P + 02 V;(Sp =0, (2.58)
f
V25® — 4nGép = 0. (2.59)

Nas equagoes (2.57), (2.58) e (2.59), mudamos a nota¢do V — V, para deixar
explicito que as derivadas espaciais envolvidas sao tomadas em relagao a coordenada
fisica r. Por outro lado, a derivada parcial em rela¢ao ao tempo césmico, 9/0t =
(0/0t),, é para r fizo.

Do ponto de vista da hidrodindmica, pode-se dizer que as Eqgs. (2.57)-(2.59)
estao escritas em termos das coordenadas Fulerianas (fisicas r) [56]. Dessa forma,
podemos expressar essas mesmas equacoes em termos de coordenadas Lagrangianas
(coméveis x). Para isso, basta lembrar que ambos os sistemas de coordenadas se

comunicam através da seguinte relagao

onde D/Dt é a notagao usual para representar a derivada material no contexto da

hidrodinamica, mas que no contexto da cosmologia tratado aqui, definimos como
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sendo simplesmente (0/0t), . E por fim, v¢(r,t) = H(t)r, é o fluxo de Hubble.
Por outro lado, aplicando a divergéencia e usando a regra da cadeia na relacao

r(t) = a(t)x, é possivel mostrar que
V = Vy = a(t)V,. (2.61)

Aplicando as equagdes (2.60) e (2.61) nas equagoes (2.57)-(2.59), temos que

ddp Py _
E + 3H5p + ;V . (5V = O, (2.62)
OV 4 fsv 020 4 Lgse — o, (2.63)
ot ap;y  a

1
?v%cb — 47Gép = 0. (2.64)

E 1til reescrever as Egs. (2.62)-(2.64) em termos de uma quantidade adimensional

denominado por contraste de densidade, e definida por

o p) e PXt) = pp(t) _ Op(x,t)
R 0 o 26

que nada mais é do que uma maneira de medir o quanto a quantidade perturbada
p se desvia da quantidade de fundo py.

Como dito anteriormente, estamos considerando um fluido ideal, pds era do
equilibrio entre barions e fétons, e portanto correspondente a época do Universo
dominado por matéria. De acordo com a Eq. (2.15), a densidade de fundo para a

matéria evolui de acordo com a seguinte equacao
pr(t) = pm(t) oca™®. (2.66)

Dessa forma, utilizando as Eqgs. (2.65) e (2.66) nas Eqgs. (2.62)-(2.64), temos

00 1

AL v N S 2.
8t+av ov =0, (2.67)
2
1
OV | Hsv+ vs+ Lvss — o, (2.68)
ot a a
V20® — 4na*Gp,,0 = 0. (2.69)

Essas sao as equagoes diferenciais, escritas em termos das coordenadas comoveis,
que regem a dinamica das propriedades, {9, dv, d®}, das pertubagoes cosmologicas.

Porém, estamos interessados em analisar a evolucao do contraste de densidade, § =
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d(x,1), pois a partir dela podemos estudar, ao menos no regime linear, a evolugao e
a formagcao das estruturas no Universo.

Portanto, é de grande interesse obter uma equagao diferencial que envolva so-
mente essa quantidade fisica. Isso pode ser alcangado substituindo a Eq. (2.67) e
a sua derivada em relagdo ao tempo, bem como a (2.69), na equacao resultante ao
tomar a divergéncia da Eq. (2.68), o que no leva ao seguinte resultado

0(x,1) 4+ 2H (1)0(x,t) — 4wGpn (1)6(x, 1) — 2—§V25(x, t)=0. (2.70)

A Eq. (2.70) assume uma forma mais compacta ao tomar a sua transformada de

Fourier (veja Eq. (3.11)). Nessa representacao, temos V — ik. Logo

o(k,t) + 2H(t)d(k, t) + w?d(k,t) = 0, (2.71)

2
US
w? = 3 k? — 4nGpn(t). (2.72)

Aqui vale um paralelo interessante com a astrofisica, em particular, sobre o
estudo do equilibrio hidrostatico no interior de uma estrela. Em primeira apro-
ximagao, costuma-se tratar o interior estelar como um gas ideal, assumindo-se a
simetria esférica e ignorando uma possivel rotacao, campos magnéticos, forca de
maré e etc. Exigindo que as propriedades da estrela tal como massa, luminosidade,
raio e composicao quimica nao mudem de forma abrupta com tempo, pode-se apli-
car as mesmas equagoes (2.48)-(2.54). Em esséncia, a ideia é a mesma: toma-se
pequenas pertubagcoes do gas que compoem o interior estelar. A sua auto-gravidade
gera um tendéncia de ocorrer o colapso em direcao ao centro, mas que é compen-
sada pela pressao do gas. A partir dai, ao exigir o equilibrio mecéanico, é possivel
extrair varios critérios interessantes (e.g., critério de Jeans) para que a condigao de
equilibrio ocorra.

No contexto da cosmologia, na Eq. (2.72) ocorre novamente a competigao entre
a tendéncia do colapso gravitacional, regido pelo termo 47Gp,,, com a pressao do
fluido, regido pelo termo v2k?/a®. Porém, a expansao do Universo também influen-
cia, uma vez que aparece o fator de escala a(t).

O limiar entre a colapso gravitacional e a restauracao do equilibrio pela pressao
do fluido, pode ser determinado tomando-se w = 0 na Eq. (2.72). Isso nos fornece

uma escala caracteristica denominado por comprimento de onda fisico de Jeans,
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dado por
Ay = 0— = Vsy | = (2.73)

onde o subindice r se refere ao comprimento fisico. Portanto, é natural definir o
comprimento de onda comovel de Jeans por \j, = 2w /k;, logo, Aj, = ak ;.

Para analisar a condicao de equilibrio, consideremos por simplicidade uma esfera
de raio A e densidade p,,. Denomina-se por tempo dinamico, tqy,, 0 tempo que uma
pertubacao levaria para colapsar, por efeito da gravidade, até atingir o centro. Esse

tempo dinamico escalona com a densidade de matéria da seguinte maneira:

1

N 2.74
Gpm (2.74)

tdyn ~
Por outro lado, a pressao no fluido tende a restaurar o equilibrio. A informacao
se propaga pelo fluido com a velocidade do som dada por v,. Logo, o tempo para

que o gradiente de pressao percorra uma escala correspondente a A, é dado por

tprc ~ i (275)
S

Portanto, podemos concluir que se a escala A da pertubacao for maior do que
a escala de Jeans Aj,, entao o tempo dinamico, t4yn, serd menor do que o tempo
de pressao, tye, acarretando no colapso gravitacional da pertubacao, e por con-
sequéncia, formando as estruturas em larga escalas do Universo. Por fim, em con-
trapartida, se A ¢ menor do que o comprimento de Jeans, entao a pressao consegue
impedir o colapso gravitacional, gerando apenas ondas sonoras no fluido.

Estamos interessados em analisar a evolugao do contraste de densidade para o
caso em que ocorre o colapso gravitacional. Dessa forma, tomando o limite A >
AJr, podemos aproximar w? ~ —4wGp,,(t). A partir dai, por meio do método de
separacao de variaveis, podemos encontrar uma solucao para a equagcao diferencial

(2.71). A ideia é comegar com uma solugao da forma
0(k, 1) = do(K)T (k) D(t), (2.76)

onde D(t) e T(k) sdao denominadas por fun¢ao de crescimento e fungdo de trans-

feréncia, respectivamente. As pertubagoes iniciais sao caracterizadas por dg(k).
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Funcgao de crescimento

Para analisar a fungdo de crescimento, comegamos substituindo a Eq. (2.76) na
Eq. (2.71), temos

D(t) +2H(t)D(t) — 47Gp,,(t)D(t) = 0, [crescimento de estruturas].  (2.77)

Como o redshift é um parametro que pode ser estimado de levantamentos as-
trondmicos, pode ser 1til reescrever a Eq. (2.77) em termos de z. Para isso, a partir
da Egs. (2.28), (2.15) (para a matéria), (2.16) e (2.17) (para a matéria), ¢ imediato

ver que

C Hago), (2.78)

-
30,,H?

pm(2) = pmoa™>(2) = .o 4t 2)°. (2.79)

Utilizando as Egs. (2.78) e (2.79) é possivel mostrar que a Eq. (2.77), em termos do
redshift, é dada por

d’D(2) <dlnE(z) 1 ) dD(z)  3Q,, (1+2)D(z)

. . - 2,
dz? dz 1+2) dz 2 E2(2) 0, (280)

onde definimos E(z) := H(z)/Hy, que é o parametro de Hubble normalizado.
Podemos expressar a Eq. (2.77) em termos do fator de escala. Utilizando da/dt =

Ha é imediato verificar que

d*D(a) (dlnE(a) N 3) dD(a) 3% Dla) _, (2.81)

da? da a) da 2 aE?%*(a)

onde reescrevemos o parametro de Hubble normalizado, E(a) = H(a)/Hy, em ter-
mos do fator de escala. Por substituicao direta é possivel verificar que a seguinte

expressao analitica (veja, e.g., [21]) para a fungdo de crescimento

a da/
Dla) = 2" B(a) /0 T (2.82)

é solucao da Eq. (2.81), desde que o Universo, além de matéria, possua curvatura
e/ou constante cosmoldgica.

Na Figura 2.1 obtemos a funcao de crescimento utilizando o Core Cosmology
Library, e o comparamos com a solucao analitica dada pela Eq. (2.82). Ademais,

utilizamos a cosmologia fiducial dada pela Tabela 6.1.
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Os cédigos existentes hoje em cosmologia para computar as grandezas de inte-
resse sao bastante refinados, e podem levar em consideragoes outros tipos de compo-
nentes do Universo (e.g., neutrinos) bem como corregdes nao lineares importantes.
Tais componentes e correcoes nao sao levadas em consideragao pela solucao analitica
dada por (2.82), pois a obtivemos partindo da teoria linear de pertubagoes. Porém,
como a funcao de crescimento é relativamente simples, nesse caso a concordancia

entre a solucao analitica e a numérica possuem nitida concordancia.

R p— Solugdo analitica

-=-=CCL

0.8

<
(o
T

©
e
T

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.1: Comparacao entre as fungoes de crescimento obtido com o cédigo Core Cos-
mology Library, CCL, e com a solugao analitica dada pela Eq. (2.82).

Na Figura 2.2 obtemos a fungao de crescimento a partir da Eq. (2.82) conside-
rando trés cosmologias diferentes. Para o modelo de Einstein-de Sitter (linha verde)
a fungao de crescimento é simplesmente dada por D(a) = a. Para obter a repre-
sentagao da funcao de crescimento em termos do redshift, basta usar a mudanca de

varidveis dada pela equagao (2.28).

Funcgao de transferéncia

Embora se possa fornecer uma solugao analitica relativamente simples para a fungao
de crescimento, tal como descrito pela Eq. (2.82), o mesmo nao serd verdade para

a fungao de transferéncia T'(k). No inicio desta se¢do, para que as aproximagoes
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—_— 0, =03, 0, =07
-—= 0, =10,Q,=00
—= 9, =03, Q, =07

Figura 2.2: Fungao de crescimento em funcao do fator de escala, a, e do redshift, z, para
trés modelos cosmolégicos. A linha verde (tracejado) corresponde ao modelo de Einstein-
de Sitter. A linha azul (continua) é uma representagao aproximada do Universo real. A
linha vermelha (ponto-trago) simula um Universo sem energia escura. Para todos os trés
modelos assumimos que a densidade de radiagao é zero. Esse resultado também é obtido
por [54].

utilizadas fossem satisfeitas, mencionamos que as pertubagoes deveriam ter esca-
las caracteristicas menor do que o raio de Hubble. Entretanto, uma analise mais
completa deve levar em consideracao essa transicao de escalas maiores do que o
raio de Hubble para escalas iguais e menores do que esse raio (horizon crossing).
Além disso, a funcao de transferéncia deve descrever a evolucao das pertubacoes na
transicao de radiacdo para a matéria e épocas posteriores (transfer epoch).

Em geral, estas e outras consideragoes podem tornar a funcao de transferéncia
suficientemente complicada, de modo que o uso de métodos numéricos se faz ne-
cessario. Um ajuste bastante conhecido para a funcao de transferéncia é denominado

por BBKS, devido a Bardeen, Bond, Kaiser, and Szalay [7], e é dada por

k In(1+0.171 -1
7= ) 2 n(+01712) [1+0.284x + (1.182)* + (0.3992)* + (0.490)"] *,
keq 0.171x

(2.83)

onde keq = eqH (aeq) é 0 nimero de onda correspondente a escala na época do



34

equilibrio entre radiacao e matéria. Tomando a razao entre a densidade de radiagao
e densidade de matéria, temos: p.(a)/pm(a) = [(proa™)/per]/[(Pmoa™)/per] =
Q./(Qna) =1 = aeq = Q,./Q,. Por fim, préximo a época do equilibrio, pode-
mos desprezar o termo de curvatura e de constante cosmoldgica. Logo, a partir da
Eq. (2.18) e usando as definigao de aeq € keq ¢ imediato ver que keq = [2Q,, H3/ aeq]l/ 2,
Na Figura 2.3 mostramos a funcao de transferéncia BBKS e seu comportamento

assintético. Para z < 1 temos T'(z) ~ 1 e para x > 1 temos T'(z) ~ In(z)z 2 [6]*.

B T2 — i
X

Figura 2.3: Fungao de transferéncia BBKS, Eq. (2.83), e seu comportamento assintético.

Dessa forma, uma vez que se tem a funcao de crescimento, a funcao de trans-
feréncia e as pertubagdes iniciais, o contraste de densidade dado pela Eq. (2.76)
pode ser caracterizado. Entretanto, na pratica, precisamos fazer um tratamento
estatistico do contraste de densidade para comparar com as observacoes.

Uma maneira de se fazer isso é pela fun¢ao de correlagao, &(z, z), e/ou espec-
tro de poténcia, P(k, z), introduzidos a partir do préximo capitulo. O espectro de
poteéncia, por exemplo, é uma maneira de medir a variancia do contraste de densi-

dade. Portanto, a menos de normalizagoes, a partir da Eq. (2.76) temos

P(k,z) ~ (|8(k, 2)*) ~ Po(k)T2(k) D*(2), (2.84)

2 Algumas referéncias utilizam apenas a aproximaciao T'(x) ~ 2 para x > 1. Veja, e.g., [54].
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onde a dependéncia com a direcao do vetor k foi eliminada por consideracoes de
isotropia. Py(k) ~ k™ denomina-se espectro de poténcia primordial (previsto pela
teoria inflacionaria) e ns; denomina-se indice de espectral. Quando ng = 1 temos
o caso particular do indice de Harrison—Zel’dovich que d& origem ao espectro de
poténcia invariante por escala Py(k) ~ k. Entretanto, vale salientar que o termo
“invariante por escala” se refere ao potencial gravitacional, isto é, quando ny =1 a

amplitude das flutuagoes do potencia gravitacional sdo constantes (veja, e.g., [54].)



Capitulo 3

Funcao de correlacao e espectro de

poténcia

Na §2.3 obtivemos equagoes interessantes que descrevem a formacao estruturas no
Universo no regime linear. O contraste de densidade dado pela equagao (2.65)
foi ponto de partida que tornou essa analise possivel. Entretanto, na pratica (a
partir de observagoes astronoémicas) o que se obtém sao as propriedades estatisticas
do contraste de densidade, e nao o seu valor exato ponto a ponto do espaco. Neste
capitulo vamos apresentar a fungao de correlagao espacial de dois pontos e o espectro
de poténcia (introduzido brevemente no final do capitulo anterior). Tais quantidades
sao extremamente titeis para conectar a teoria com as observagoes. Ademais, iremos
discutir o efeito de distorcao no espaco de redshift que ocorre devido ao campo de

velocidades peculiares.

3.1 Correlacao espacial de galaxias

No capitulo anterior, nés desenvolvemos a teoria geral para descrever a evolucao no
tempo e no espaco das flutuacoes de pertubacgao no contexto da métrica de FRW,
e descritas pelas equagao diferencial (2.71). Para resolver essa equagao diferencial
e determinar uma solucao para a funcao que descreve a flutuacao de pertubacao é
necessario fornecer as condigoes iniciais. Essas condigoes iniciais, por vezes chama-
das de primordial seed fluctuations, teriam surgido na época da Inflacao e evoluido
por instabilidade gravitacional ao longo de toda a histéria cosmica do Universo até
chegar nas estruturas como as conhecemos hoje. O problema que enfrentamos na
cosmologia é exatamente o fato de nao termos acesso a estas condicoes iniciais, o

que torna dificil a missao de determinar univocamente as fungoes para as flutuagoes

36
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de densidade.

Além de nao conhecermos as condicoes iniciais, acrescente-se o fato de que escalas
de tempo cosmolégicas sao extremamente grandes, o que torna inviavel analisarmos
a evolucao temporal do crescimento das estruturas no Universo. Estas caracteristicas
sao suficientes para fazer com que as flutuagoes de pertubacao sejam tratadas como
varidveis aleatdrias ao invés de varidveis deterministicas (veja, e.g., [14, p. 38]).

Nao ¢ preciso ir tao longe para nos depararmos com situacoes semelhantes a
essa. Por exemplo, nenhum modelo descreve em detalhes a distribuicao de matéria
na vizinhanga da Via Léctea [54, p. 347], mas sim as suas propriedades estatisticas.
No estudo da estrutura em grande escala do universo ocorrera exatamente isso, de
modo que estaremos interessados nas descricoes estatisticas das propriedades do

Universo, e nao na expressao analitica das flutuacoes de pertubacao.

3.1.1 Hipodteses: ergodic & fair sample

De modo mais consistente e/ou em prol de estabelecer ideias mais organizadas,
costuma-se classificar o que foi dito acima em duas hipdteses, conhecidas como
ergodic hypothesis e fair sample hypothesis que discutiremos apenas brevemente.

Como ja dissemos, a teoria inflaciondria pressupoe que as pertubacgoes de den-
sidade §(x) tenham surgido de um processo aleatério. Entretanto, independente-
mente do mecanismo que tenha fornecido ao nosso Universo uma determinada forma
analitica para d(x), o fato é que, esse §(x) é uma tnica realiza¢ao estocéstica desse
mecanismo. Em outras palavras, para que tenhamos condigoes de extrair proprieda-
des estatisticas, tal como os momentos, do conjunto (ensemble) de 6(x) é necessario
que tenhamos mais realizagoes desse mesmo mecanismo, ou seja, precisariamos de
mais Universos. Obviamente temos apenas um tnico Universo, logo a média sobre
o ensemble de alguma forma deve ser convertida em outro tipo de média, a saber, a
média sobre o sample (amostra). Decorre dai que assumir que a média sobre varias
regioes distintas do Universo com um certo volume tipico V' é igual a média sobre
o conjunto é o mesmo que assumir a hipétese ergddica (veja, e.g., [6, p. 29], [24,
p. 307]), esquematicamente:

only Universe

< >many Universes
sample average *

ensemble average

— (9)

Por outro lado, ao mapear varias regioes finitas do Universo com volume tipico V',
extraimos as propriedades estatisticas para um determinado observavel cosmolégico

no qual estamos interessados. E a partir dai assumimos que essa propriedade vale
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para todo o Universo. Entretanto, fazer isso é o mesmo que assumir a hipdtese
que essas regioes de volume V' sao uma amostra justa do Universo como um todo,
dai a denominacao fair sample hypothesis. Analogamente, seguindo o argumento de
Peebles [47], dizemos que se as regioes do espago a partir do qual um survey constroi
um catalogo é um fair sample do Universo como um todo, e se a forma/técnica como
esse survey constroéi esses catalogos é a mesma, entao as propriedades estatisticas
seriam as mesmas, esquematicamente:

parts of Universe

< >whole Universe
sample average

sample average

— (9)

Independentemente das possiveis criticas pro ou contra essa hipdtese, Peebles
[47] chama a atengao para o fato de que a fair sample hypothesis é passivel de testes
empiricos, e que as evidéncias tém mostrado que essa é na verdade uma afirmacao
bastante razoavel e de boa aproximacao. FEsta fora do escopo dessa dissertacao
fornecer uma descricao detalhada e rigorosa acerca dessas hipoteses, mas uma vez
que temos pelo menos ciéncia da existéncia das premissas por de tras das andlises,

podemos iniciar o formalismo.

3.1.2 Funcao de correlacao espacial de dois pontos

Continuando a linha de raciocinio da subsecao anterior, mas agora do ponto de vista
matematico, estamos interessados em construir uma maneira de extrair informagao
(estatistica) do campo de densidade sem conhecer o valor de ¢ para todo ponto (x,t).
Como estamos interessados em estudar como a matéria se distribui no Universo,
nada mais justo do que comegar com a pergunta sobre quantas galaxias, em média,
estao a uma distancia comovel x e a uma dada direcao X de uma outra galéxia.
Denominamos esse processo de contagem de pares (counting pairs).

Seja n(x) o numero de galdxias por unidade de volume (densidade numérica)
em uma dada posicao x do espaco. A priori n(x) é diferente para diferentes x e
portanto dizemos que a densidade numérica de galaxias pode flutuar em torno do
seu valor médio n. Essa flutuagao é quantificada pelo contraste de densidade §(x)

de modo que podemos escrever:
n(x) =n(l+§(x)). (3.1)

e Se (x) > 0 entdo n(x) > n e dizemos que trata-se de uma regiao de sobre-

densidade.
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e Se 0(x) < 0 entao n(x) < n e dizemos que trata-se de uma regiao de subden-

sidade.
e Se §(x) = 0 entao n(x) = n e dizemos que trata-se de uma regiao neutra.

Agora, consideremos uma regiao de volume dV; em torno do ponto x; e outra
regiao dV; em torno do ponto x. O nimero de galaxias em dV; é n(xy)dV;. Ana-
logamente, o nimero de galaxias em dVs é n(x2)dVs. Entdo o nimero de pares de

galédxias que podemos formar a partir desses dois volumes é dado por
ANpair (X1, X2) = n(x1)dVin(xz)dVs. (3.2)
Substituindo (3.1) em (3.2) temos
ANpair (X1, %2) = 1* [1 4 6(x1) + 6(x2) + 6(x1)d(x2)] dVidVa. (3.3)

Agora aplicamos a fair sample hypothesis na equacao (3.3) para determinar a média,
tomada em relacao a todos os elementos de volume possiveis, do niimero de pares
de galdxias separadas por uma distancia z = |x| = |x2 — x31| na direcdo % = x/x.

Decorre dai que
(ANpair (x1,%2)) = 7% [1 + (0(x1)6(x2))] dVidV, (3.4)

onde (§(x1)) = (6(x2)) = 0 por defini¢ao.

Primeiramente observe que se a distribuicao de galaxias nao apresenta flutuacao,
§(x) = 0, entdo (dNpeir(x1,%2)) = (dNpair) = n?dVidVa = const.. Ou seja, é
independente da posicao das galaxias, e dizemos que nesse cenario as galaxias sao
nao correlacionadas.

Entretanto, quando levamos em consideracao que a distribui¢ao de galaxias no
Universo apresenta flutuacoes, entao vemos que dependendo da regiao do espaco que
estamos analisando, existira, de modo geral, uma probabilidade de haver um excesso
(ou uma escassez) de pares de galdxias. Em outras palavras, dizemos que a distri-
buigao de galaxias é correlacionada e denominamos de fung¢ao de correlag¢ao espacial
de dois pontos &, ou simplesmente, funcdao de correlagao, a grandeza que serve para
quantificar a intensidade dessa correlacao. Ela é definida a partir da equagao (3.4)

como sendo o segundo momento (a variancia) do contraste de densidade, ou seja

§(x1,%2) = (0(x1)d(x2)) - (3.5)
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3.1.3 Homogeneidade e isotropia estatistica

O ponto de partida basico para tratar da teoria perturbativa cosmoldgica é por
6bvio supor que o Universo é nao homogéneo e nao isotrépico, ou seja, o principio
cosmoldgico nao é mais valido em geral. Entretanto, ainda assim podemos perguntar
se em média o Universo é homogéneo e isotrépico. Isto seria algo como uma hipotese
mais fraca! do que o principio cosmoldgico. Com efeito, costuma-se assumir que
estatisticamente o Universo é homogéneo e isotrépico. Para definir essa afirmagao
em termos matematicos, primeiramente vamos reescrever a funcao de correlacao de
modo conveniente.

Dado x; e xo podemos escrever X = Xp — X1 = X = X7 + #X. Entao a equacao

(3.5) pode ser reescrita como

€(x1, %) = (6(x1)d(x1 + 2X)) . (3.6)

Dizemos que o Universo é estatisticamente homogéneo se a fungao de correlagao (3.6)

¢ invariante por translacao em relagao ao seu primeiro argumento
£(x1 + a,7%) = £(x1,2%) Va € R%. (3.7)

Dizemos que o Universo é estatisticamente isotrdpico se a func¢ao de correlagao (3.6)

¢é invariante por rotacao em relacao ao seu segundo argumento

§(x1, 2R(X)) = £(x1, 2R), (3.8)

onde R é um operador de rotagao.

Dizemos que o Universo é estatisticamente homogéneo e isotropico se (3.6) satis-
faz simultaneamente (3.7) e (3.8). Se isso ocorre, entao a fungao de correla¢ao nao
depende da posicao x; e nem da direcao unitaria X. Logo ela é fungao somente da

separacao entre os pontos, isto é

E(z) = (0(x1)d(x1 + X)) . (3.9)

'Pois se o Universo é homogéneo e isotrépico, entdo ele é estatisticamente homogéneo e
isotropico, porém, a reciproca nao é necessariamente verdadeira. Para fins de ilustracao, seja
f: R — R. Digamos que f(z) =0 Vx, entdo (f(x)) = 0. Por outro lado, se f(x) # 0, por exemplo,
se f(z) = sin(z), = € [0,2n], entdo (f(z)) = 5= fo% dasin(z) = 0, ou seja, f(x) = sin(z) é nao
nula em [0, 27r] e mesmo assim sua média nesse intervalo é zero.
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Veja discussao em [14, p. 42] e [24, p. 307].

3.1.4 Espectro de poténcia

Como veremos no decorrer deste trabalho, é muito comum e conveniente trabalhar-
mos no espaco de Fourier. Essa sera uma maneira alternativa, mas completamente
equivalente, de olharmos para as grandezas fisicas que antes foram expressadas no
espaco real, o que facilita algumas manipulacoes matemaéticas e também permite
novos insights e interpretacoes.

Para estabelecer a desejada conexao entre o espago real e o espaco de Fourier,
comegamos escrevendo o contraste de densidade §(x,z) como uma superposigao
de ondas planas ¢*. Se denominarmos por d(k, z) os coeficientes (ou modos de
Fourier) dessa superposicao, entdo no sistema de coordenadas cartesianas e para
o caso particular de uma hiper-superficie plana [14, p. 43], podemos simplesmente

escrever
1 3, = K.
= —— [ @k d(k, 2) e 1
5(X72> (271')3/(1 5( 7Z) e ) (3 0)

sendo os coeficientes dados por

ok, z) = /dgx 5(x, z) e kX, (3.11)

Primeiramente, vamos observar que o contraste de densidade dado pela Eq. (3.10)

¢ uma funcao real. Isto é, se * denota o conjugado complexo, entao
d(x,2) = 0%(x, 2). (3.12)

Isso faz sentido, uma vez que 0 é uma quantidade fisica que descreve a distribuigcao
de matéria no Universo. Por consequéncia, isso faz com que a sua contraparte na
representacao de Fourier seja uma funcao complexa de simetria par?. Com efeito,

tomando o conjugado complexo da Eq. (3.11), usando (3.12) e trocando k por —k,

20bserve que se escrevemos 5 = SRe + iSIm como uma parte real e imaginaria, entao a parte
real é uma funcio par e a parte imagindria é uma funcio fmpar. Com efeito, & k) = 5*(7k) =
Ore(k) + 001 (k) = Ore(—k) — i 0rm(—k). Para que a igualdade seja verdadeira ¥V k temos que
impor as seguintes condigoes: i) Ore(K) = Ore(—k), logo dre é par; ii) o (k) = —0m(—k), logo
Oim € impar. Omitimos a dependéncia em z sem perda de generalidade.
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temos
o(k, z) = 6*(—k, 2). (3.13)

Assim como fizemos para o contraste de densidade, gostariamos de expressar a

kx " Deno-

fungao de correlagao &£(x, z) como uma superposi¢ao de ondas planas e
minamos de espectro de poténcia P(k,z) os coeficientes dessa superposigao. Dessa
forma, o andlogo da equagao (3.10) para a fungao de correlagao é naturalmente dado

por

1
(2m)?°

E(x,2) = /d3k P(k, z) >, (3.14)

Por outro lado, podemos perguntar se existe um andlogo da equacdo (3.9) para o
espectro de poténcia. Para determinar essa relacao, substituimos (3.10) em (3.9) e

usamos (3.12), logo
E(x, 2) = (6(x1, 2)0(x1 + 2%, 2)) = (6" (X1, 2)0(x1 + 2%, 2))

1 N —ik-x1 1 I, ik (x14TR
:<(2w)3/d3k5(k72)6 § (QT)g,/d3k O(K/, z) e bat )>
! L (5 5(k' —i(k—K')-x1 —ik’-z%
= ok /d3k((2ﬂ)3 /d3k (0*(k, 2)d (K, 2)) e ikk)xa =ik )’ (3.15)

Para recuperarmos (3.14), precisamos impor que o integrando entre parénteses
da equagao (3.15) seja igual ao integrando da equagao (3.14), isso é equivalente a

definir o espectro de poténcia como
(2m)°5(k — ) P(k, 2) = (6" (k, 2)0(K', 2)) , (3.16)

e por substituigao direta de (3.16) em (3.15) vemos que recaimos em (3.14), como
tinha que ser. Dessa forma, (3.16) é o andlogo da equacao (3.9) no espago de Fourier.

Ademais, usando a equagao (3.13) podemos reescrever (3.16) como
(2m)36% (k + K ) P(k, 2) = (6(k, 2)0(K, 2)) . (3.17)

Espectro de poténcia: fenomenologia basica

A fisica envolvida no espectro de poténcia é rica em conceitos, e podemos analisar
seu comportamento para os mais diversos tipos de cendrios cosmoldgicos. Aqui

queremos analisar apenas o comportamento béasico dessa grandeza em termos de
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suas variaveis (espago k e tempo z) bem como em relagao a alguns dos principais

parametros cosmologicos.

1055'

P(k) [h™" Mpc?]

102

]...I " " PR T T T T | " " PR T R T | " " PR T T T T |
10 1073 102 101 109

k [hMpc ']

Figura 3.1: Comportamento do espectro de poténcia linear para trés diferentes épocas da
historia do Universo, isto é, diferentes redshifts.

Na Figura 3.1 analisamos o comportamento do espectro de poténcia P(k, z)
para trés valores de redshift. O espectro de poténcia, de acordo com a Eq. (2.84)
é dado por P(k,z) ~ kT?(k)D?*(z) onde, por simplicidade, assumimos n, = 1.
Para grandes escalas (k pequeno) podemos utilizar a aproximagao para a funcao
de transferéncia como mostrado na Figura 2.3, isto é T'(k) ~ 1. Portanto, temos
P(k,z) ~ kD?*(z) para k < 1. De acordo com a teoria linear de pertubagao, a fungao
de crescimento pode ser aproximada® por D(z) ~ (1 + z)~! = a. Assim, o espectro
de poténcia para k < 1 pode ser reduzido a P(k,z) ~ k(1 + 2)~2 ou simplesmente
P(k,a) ~ ka®. A medida que z aumenta, o fator de escala a diminui, logo o espectro
de poténcia é linear com k com amplitude suprimida por a?. Portanto, a funcao de
crescimento apenas descola verticalmente o espectro de poténcia. Essa andlise pode
ser igualmente estendida para pequenas escalas (k grande).

Na Figura 3.2 temos o comportamento do espectro de poténcia em funcao dos

3Se tratando do modelo de Einstein-de Sitter, o valor é exato, e ndo uma aproximacdo. Mas para
o periodo do Universo no inicio da era dominada pela matéria, podemos tomar essa aproximacao,
pois na era a 2 doq & densidade de matéria é dominante sobre as demais componentes.
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Figura 3.2: Espectro de poténcia em fungao da densidade de matéria escura 2. e matéria
barionica {2, mantendo a densidade total de matéria constante €2, = Q. + €, = 0.039 e
redshift z = 0.

parametros de densidade de matéria escura, €2, e matéria barionica €2,. A curva azul
mostra o espectro de poténcia que mais se aproxima do nosso Universo observavel,
dado que a densidade de matéria escura é €2, = 0.260, e de matéria barionica é
apenas €, = 0.049, como determinado pelo satélite Planck [4]*. A medida que €
aumenta, vemos que as oscilagoes actuisticas de barions se tornam mais pronunciadas.
Isso acontece pois antes da recombinacao, fétons e barions estavam acoplados por
interacoes eletromagnéticas formando o baryon-photon fluid. A competicao entre
gravidade (tentando colapsar as pertubagoes) e gradiente de pressdo (contrabalan-
cear, impedindo o colapso) geravam ondas nesse meio denominadas por baryonic
acoustic oscillations.

Apo6s a recombinagao, o Universo tornou-se transparente, na média os fétons e
barions ja nao interagiam de forma tao intensa. Assim, as oscilagoes foram congela-
das em torno de um raio (comével) caracteristico, s, denominado por horizonte de
som (sound horizon). E possivel mostrar [54] que a distancia comével méxima que

uma pertubacao no fluido barions-fétons pode percorrer até a época da recombinacgao

4Consulte a Tabela 6.1 para os valores fiduciais dos parametros cosmolégicos.
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é dada por
. Grec cda N 120h~*Mpc (3.18)
*Jo VB3O +R@)a2H(a)  Vm/1+ (R) '
30

sendo (R) a média de R no intervalo de integragao [54]. A funcdo de transferéncia
depende de r,, mas como €2, é constante = r, = constante como podemos ver pela
Eq. (3.18). Por outro lado, como explicado por D. J. Eisenstein e W. Hu em [22], o
acoplamento entre barions e fétons nao é perfeita, o que gera um amortecimento nas
oscilagoes actsticas de barions. Esse efeito é denominado por Silk damping. Dessa
forma, existe uma escala ks = ksine (Qmh?, Qh?) que depende explicitamente da
densidade de barions. A funcao de transferéncia (que pode ser decomposta na soma
da contribuicdo entre bérions, T,(k), e matéria escura fria, T.(k)) também depende
dessa escala, o que explica, ao menos fenomenologicamente, o comportamento amor-
tecido das oscilagoes mostrado na Figura 3.2 quando se varia (2.

As Figuras 3.1 e 3.2 foram feitas considerando o espectro de poténcia linear
(quando a amplitude das pertubagdes sdo < 1). Entretanto, corre¢oes nao lineares
(quando a amplitude das pertubagoes sao ~ 1) sdo importantes de serem analisadas.
Existem métodos analiticos (e.g. teoria de pertubagao renormalizada apresentada
por M. Crocce e R. Scoccimarro (2006) em [19]) e numéricos (através de simulagoes
de N-corpos) para o tratamento dessas pertubagoes no regime nao linear. Varios
codigos de cosmologia, em particular o CCL, computam o espectro de poténcia com a
opcao de introduzir a nao linearidade. Podemos observar o efeito da nao linearidade

na Figura 3.3 que é relevante apenas para k > 0.1AMpc ™ ".

3.2 Distorcao no espaco de redshift

As distorgoes no espago de redshift (redshift space distortions RSD) surgem como
consequencia direta das velocidades peculiares v, das galdxias. Desse modo, a veloci-
dade relativa das galdxias no Universo se deve a superposicao da expansao acelerada
(fluxo de Hubble) com o movimento préprio desses objetos que surge devido a in-
teragao gravitacional com outros objetos préximos a este, por exemplo, em grupos
e aglomerados de galaxias.

Uma possivel definicao para o espaco de redshift é a seguinte: considerando que

a posicao de um objeto no espago é dada em coordenadas esféricas x = (z,0, ¢), e
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Figura 3.3: Comparacao entre os espectros de poténcia linear e nao linear.

que o efeito de RSD nao afeta as coordenadas angulares, entao denomina-se espaco
de redshift o espaco real tal que a coordenada radial é perturbada (distorcida) pro-
porcionalmente a velocidade peculiar desse objeto. Dessa forma podemos escrever
(x,0,0) RSD, (x + dz,0,¢), e definindo x; = (x4, 0, ¢) onde x4 == x + dz, dizemos
que X, representa o conjunto de vetores que gera [54, p. 399] o espago de redshift.
Assim, estamos interessados em encontrar a funcao que estabelece a relagao entre
Ts €T, 0.6

Ty = x5(x, 2, V). (3.20)

3.3 Coordenadas no espaco de redshift

O redshift observado z,s possui uma contribuicao do redshift cosmoldgico z, devido
a expansao acelerada do Universo, e uma contribuicao do redshift peculiar z,, devido

as velocidades peculiares, dessa forma, podemos escrever [6, p. 46]:

Zobs = Zobs(za Zp) =2z + 2p. (321)
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Para encontrar a forma que a fungao (3.21) assume em termos da velocidade peculiar,

comecemos com a relacao entre a coordenada fisica r e a coordenada comédvel x
r(t) = a(t)x(t) = r = ax + ax = Hr + ax. (3.22)

O segundo termo de (3.22) possui informacao sobre a velocidade peculiar entdo
podemos definir

X
1+ 2z

O vetor v, pode ter uma orientagao arbitraria em relacao a um observador qualquer,

(3.23)

vV, = axX =

mas somente a parcela de v, que estd orientada paralelamente a linha de visada do
observador é a que contribui para o redshift. Assim, é natural definir o redshift

peculiar como

X-T Vp-I
== pc (14 z). (3.24)

Substituindo (3.24) em (3.21) temos que [14, p. 51]:

Vp - T

C

(1+2). (3.25)

Zobs = 2+

A equacao (3.25) nos diz que qualquer medida do redshift de um objeto no céu, car-
rega informacao sobre o fluxo de Hubble, mas também informacao sobre a velocidade
peculiar. Isso implica que estamos necessariamente confinados ao espaco de redshift
e que portanto, medidas de distancias sao feitas nesse espaco. Em particular, para

descobrir a forma da funcao (3.20) utilizamos a defini¢ao de distancia comével:

obs ¢ dz’ Ao dy
w0= [ mm= e
z CdZ/ z+zp CdZ/
~Jo H(%) 1 H(2')
~a(2) + o (G4 2) =2
= 2(z) + 2 <'j (1+2) (3.26)

sendo a aproximacao em (3.26) permitida devido a que z, < z, e na tltima linha
foi usado (3.24).



48

3.4 Distribuicao de galaxias no espaco de redshift

A equagao (3.26) nos diz que as medidas de distancias estimadas por meio do redshift
observado sofrem um desvio, para mais ou para menos, em torno do seu valor real
devido a velocidade peculiar. Isso significa que uma distribuicao de matéria, e.g
grupo ou aglomerado de galdxias, pode ter a sua forma observada alterada em
relacao a sua forma real. Em particular, uma distribuicao esférica de matéria pode
ter sua morfologia alterada, dilatada ou comprimida, ao longo da direcao radial
de observacao, e tudo isso ainda depende do observador. Em outras palavras, as
velocidades peculiares sao fontes de nao-homogeneidades.

Para estudar como a forma de uma distribuicao de galaxias é alterada do espago
real para o espaco de redshift, comegamos distinguindo, de modo geral, entre duas
situagoes: pequenas e grandes escalas. Em pequenas escalas ocorre o efeito conhe-
cido como “Dedos de Deus” (“Fingers of God”) como mostrado na figura 3.4. Nesse
cenario, um aglomerado de galdxias ocupa uma pequena regiao do espaco de modo
que podemos considerar que todas as galaxias estao aproximadamente a uma mesma
distancia do observador. Como o campo gravitacional é inversamente proporcional
ao quadrado da separacao, é natural esperar que as galaxias desse aglomerado pos-
suam alta dispersao de velocidades, como esta representado na parte inferior da
figura 3.4 pelo comprimento da seta. Isso faz com que o observador, situado na
parte inferior da figura, perceba a forma da distribuicao como sendo esticada ao
longo da direcao da linha de visada, como representado na parte inferior direita de
3.4, resultado na forma do finger of God.

Por outro lado, em grandes escalas, ocorre o efeito oposto. As galaxias que estao
mais distantes do observador, em relacao ao centro do aglomerado, parecem mais
proximas no espaco de redshift em comparagao com sua posicao no espago real. O
oposto acontece para as galdxias que estao mais proximas. Como podemos ver pela
parte superior da figura 3.4, isso faz com que a matéria distribuida de forma esférica
no espaco real, pareca achatada ao longo da linha de visada no espaco de redshift,
dando origem ao chamado “squashing effect”, também conhecido como efeito Kaiser.

Por fim, temos o efeito intermediario denominado “turnaround”, que ocorre por-
que as velocidades peculiares sao tais que a posicao de galdxias diametralmente
opostas em relacao a uma linha paralela a linha de visada aparenta serem iguais
no espaco de redshift, fazendo com que a distribuicao dessas galdxias no espaco de
redshift aparente estar colapsada ao longo de uma linha perpendicular a linha de

visada do observador.
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Figura 3.4: Representagao de como as velocidades peculiares influenciam na distribuicao
de galdxias do espago real (& esquerda) para espago de redshift (a direita). As galdxias
sdo representadas por pontos pretos e as setas indicam as velocidades peculiares. As
setas apontam para o centro indicando que as galdxias estdo sendo atraidas por efeito da
gravidade. O tamanho da seta representa a magnitude da velocidade. Em grandes escalas
(parte superior) a velocidade peculiar das galdxias é suficientemente pequena para que a
galaxia mais préxima a nds, pareca estar um pouco mais distante do que de fato estd e o
efeito oposto ocorre com a galdxia mais distante. Dessa forma, no espaco de redshift, a
distribuigao parece estar “amassada/achatada” (Squashin effect) em ao longo da linha de
visada. Em pequenas escalas (parte inferior), ocorre o efeito oposto. Ja o meio da figura
representa o caso intermediario. Fonte [31].
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3.5 Jacobiano do efeito Kaiser

Estamos interessados em analisar o efeito das velocidades peculiares no espectro de
poténcia sob a lente da teoria de pertubagao no regime linear. Portanto, a partir
desse ponto, vamos nos limitar ao efeito Kaiser. Sabemos que o espectro de poténcia
P é definido em termos do contraste de densidade §. Dessa forma, conhecendo o
impacto do efeito Kaiser em 6 automaticamente determinaremos o impacto desse

efeito em P, isto é:

0— 0= P — P,.

A comunicacao, no regime linear, entre o espaco real e o espaco de redshift
é feita por intermédio do operador de distor¢ao linear de redshift S [31], ou por
simplicidade, operador distor¢cao. Dessa forma, dado o contraste de densidade o
no espaco real, podemos determinar como é essa distribuicao no espaco de redshift

aplicando o operador distorcao S, isto é:
ds =S9. (3.27)

Para determinar a forma de S comegamos com uma suposicao fundamental pro-
posta por Kaiser em 1987 [36], de que a quantidade de galdxias, ou de modo mais
geral, o nimero de tragadores de matéria, deve ser uma quantidade que se conserva

localmente entre o espaco real e o espago de redshift, isto é:
ne(x,)d*x, = n(x)d*x, (3.28)

onde ns e X, sao a densidade numérica e o vetor posicao no espago de redshift,
respectivamente, e o mesmo para n e X no espago real. Dessa forma, a equagao

(3.28) pode ser escrita como
ns(xs) = Jn(x), (3.29)

sendo J o Jacobiano da transformagao definido por

d3x

J = .
d3x,

(3.30)




51
Os elementos infinitesimais de volume sao dados por
d’x, = 22dx,dQ, d’x = 2%dzdQ, (3.31)

onde o elemento de angulo sélido, dQ) = sen(f)dfd¢, é o mesmo para ambos os

espagos [14, p. 52]. Dessa forma, substituindo (3.31) em (3.30) temos

dz 2?
J = —. 3.32
da, 2?2 (3:32)
Utilizando a equagao (3.26) o Jacobiano (3.32) pode ser reescrito como:
g 2 (e ] iy L d] (3.33)
B ox \H(z) " ’ H(z) =z ' ‘

Seguindo o argumento de Kaiser [36] vamos mostrar que na equagao (3.33) podemos

tomar a seguinte aproximacao

0 (1—|—z A) 1—|—zvp-33°‘ (3.34)

w\H= ") T HE 1

Se expressarmos as pertubagoes como ondas planas, entao no espaco de Fourier o
operador % ¢é associado com o numero de onda k, isto é, a% <> k. Dessa forma o
primeiro termo de (3.34) sera da ordem de kv,(1+ z)/H e o segundo termo serd da
ordem de v,(1 + z)/(Hzx), portanto o primeiro é kz vezes o segundo termo. Assim,
para que (3.34) seja valida, precisamos argumentar que kz > 1. A profundidade
do survey é da ordem de z, e k estd associado ao comprimento de onda A ~ 1/k
das pertubacoes que conseguimos medir a partir dos dados. Para o efeito Kaiser,
portanto no regime linear, temos duas situacgoes para considerar: o nimero de modos
de Fourier com A ~ x e o nimero de modos de Fourier com A\ < x. Estamos
interessados no regime que possui o maior niimero de modos, pois este serd o que
mais contribui para a pertubagao, e portanto serd o que mais contribui para a
formacao de estruturas. O que ocorre é que modos com A\ ~ x estao em menor
nimero do que modos com A < z, e como a onda plana é a superposi¢cao dos modos
de Fourier, entao os modos com A < x contribuem muito mais para a formagao
de estrutura do que os modos com A\ ~ x. Na pratica é feita uma média sobre
todos os modos de Fourier para estimar o espectro de poténcia. Entao os modos
que estao em menor nimero,\ ~ x, sao pobremente determinados pelo survey, e a

contribui¢cao maior vem dos modos com A < x que sao, por consequéncia, os que
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mais contribuem para a formagao de estruturas no Universo.
Além da aproximacao (3.34) devemos lembrar que o médulo da velocidade pe-
culiar de uma galaxia é muito menor do que a taxa de expansao do Universo, pois

¢é considerada apenas uma pertubacao perante ao fluxo de Hubble, ou seja

0 (1+=z R

Por fim, as aproximagoes (3.34) e (3.35) nos permitem escrever o Jacobiano (3.33)

0 (1+=z )

Ccomo

3.6 Contraste de densidade no espaco de redshift

O Jacobiano dado pela equacao (3.36), juntamente com a expressao (3.29), nos per-
mite determinar como a densidade de galaxias no espaco de redshift é determinada
por meio da densidade de galaxias no espacgo real. Essa relacao também pode ser
estabelecida para os contraste de densidade no espago de redshift e no espago real,

que sao definidos, respectivamente, por

0s(xg) = ——= — 1, d(x) = ——=—1, (3.37)

sendo 7, a densidade média de galdxias, a mesma em ambos os espagos [14, p. 53].
Substituindo (3.37) e (3.36) em (3.29) temos

1+ 0,(x,) = [1 0 (Hz

-2 (3 x)] (14 6(x)), (3.38)

e expandindo o lado direito vemos que o termo a% (%Vp . i’) X ¢ é de ordem
0?(8,v,). Como estamos considerando a teoria de pertubagdo linear, a equagdo

3.38) até primeira ordem em § e v, é simplificada para
p

54(x,) = 6(x) — % <ZL(Z§VP . x) . (3.39)

Para escrever a equacdo (3.39) na forma (3.27) vemos que precisamos encontrar uma
relacdo entre v, e §(x). Isso é alcancado recorrendo a equagao da continuidade, que

¢é dada por
dd(x,t) 1
T + EV : Vp(X, t) = 0, (340)



23

Por outro lado, no ambito da teoria de pertubagao linear, a expressao analitica para
o contraste de densidade é dada por separacao de variaveis, isto é, o produto entre
uma parte temporal, descrita pela funcao de crescimento, D(t), e uma parte espacial

estacionéria descrita pelo contraste de densidade avaliado em ¢ = 0, 4(x,0). Ou seja

d(x,t) = D(t)d(x,0). (3.41)

Substituindo (3.41) no primeiro termo de (3.40) e reorganizando os termos de forma

conveniente, temos

04(x,t)  dD(t) dadD(a) .D a dD(a)
ot dt 00 =g qa =0 =475 00
85(5;’ ) _ <g) ( D‘(‘a) dgi”) (8(x,0)D(1)) = H(a)f(a)d(x,1),  (3.42)
onde definimos a funcao adimensional
 dinD(a)
fla) = “dina (3.43)

que é denominada por taza de crescimento dos modos de Fourier, como descrito
por Hamilton (1992) em [30]. Dessa forma, substituindo (3.42) em (3.40) temos a
relagao

V- v,(x,t) = —aH/(a) f(a)d(x,1), (3.44)

veja, por exemplo, [14, p. 24].

A equacao (3.44) diz que a divergéncia do campo v,, é proporcional ao contraste
de densidade. Poderiamos nos perguntar se existe uma relacao semelhante para o
rotacional de v,. De modo geral, sob certas circunstancias, um vetor pode ser de-
composto em uma parte escalar e em uma parte vetorial. Entretanto, no contexto
da teoria relativistica das pertubacoes lineares, estamos assumindo implicitamente
pertubacoes escalares [14, p. 25] ou [6, p. 57]. Logo v, é curl-free, isto é, seu rota-
cional é nulo. Analogamente, como estamos supondo um fluido ideal, sem pressao,
para descrever o campo de velocidade peculiar, qualquer vorticidade linear inicial
nesse campo, decaira inversamente proporcional ao fator de escala a medida que o

Universo se expande, como mostrado em [9, p. 17]. Assim, podemos escrever
1
V X v, x i 0. (3.45)

A equagao (3.45) nos permite escrever a velocidade peculiar somente em termos de
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um campo escalar [56, p. 45], isto é
vy(x,t) = VU(x,1), (3.46)
dessa forma, substituindo (3.46) em (3.44) temos
V20 (x,t) = —aH(a)f(a)d(x,t), (3.47)

e aplicando a inversa do operador Laplaciano, V=2, em (3.47), seguido pelo gradiente

de (3.46), chegamos que
vp(x,t) = —aH (a) f(a)V (V28(x,1)) . (3.48)

Finalmente, substituindo (3.48) em (3.39) temos que

) o) 2[5 (950 0)]

— {1 + f(a)%f: : vvﬂ 5(x, 1), (3.49)

e comparando a ultima linha de (3.49) com a equacdo (3.27) concluimos que o

operador distor¢ao é dado pela equacao integro-diferencial

S=1+ f(a)(%:% SAVAVALS (3.50)

onde 1 é o operador identidade, e o ultimo termo de (3.50) é o responsavel pela

distorcao do espaco real para o espaco de redshift.

Taxa de crescimento

De acordo com a Eq. (3.43) a funcao taxa de crescimento é fun¢ao somente de
a. Entretanto, podemos deixar a densidade de matéria, €2,,, e de energia escura,
), como parametros livres. Nesse caso, temos a seguinte generalizagao f(a) —
f(a; €y, Q4). Isso nos permite investigar a intensidade da distorgao no espago de
redshift também em funcao da densidade de matéria no Universo.

Considere que a densidade de radiacao é zero, 2, = 0, e que o Universo é plano,
Q = 0. Entao, a partir da Eq. (3.43) para a taxa de crescimento, e da Eq. (2.82) para

a funcao de crescimento, é possivel mostrar com alguns passos simples o seguinte
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resultado

0O, 5 3
Q,, Q) = Cal” o
f(a, ms A) 2a2E2(a;Qm79A) D(a;Qm,QA) a (35>

Estamos interessados em computar a Eq. (3.51) para o tempo presente, a(ty) = 1,

e considerando que €, + 2y, = 1. Dessa forma, podemos simplificar a notacao para
f(Qm) = f(la Qma - Qm)

Na literatura podemos encontrar as seguintes aproximacgoes
1-9 Q
Q) =064 - " (4™ 3.52
) =g+ 1o (1452, (3.52)
F( Q) = Q55 (3.53)

Na Figura 3.5 mostramos trés curvas para a taxa de crescimento. A curva em
azul foi obtida pela Eq. (3.51). A curva em verde foi obtida pela Eq. (3.52) [21]°, e
a curva em vermelho foi obtida pela Eq. (3.53) [30].
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Figura 3.5: Comparacao de trés curvas para a taxa de crescimento f.

°A equacao (3.52) é apresentada no exercicio 7 do capitulo 9: Probes of Inhomogeneities.
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3.6.1 Bias entre galaxias e matéria escura

O contraste de densidade com o qual lidamos nas demonstragoes anteriores é o campo
de contraste de densidade da matéria total. Portanto, o contraste de densidade para
a matéria luminosa (galaxias), d,, pode ser modela como sendo uma certa porgao b

do contraste de densidade total §, isto é
0g = b0, (3.54)

onde b = b(x, z) denomina-se por parametro de viés (bias), e no caso geral pode
depender da posicao bem como do redshift.

Como o que observamos ¢ a luz das galaxias, queremos reescrever as equagoes em
termos do contraste de densidade de galaxias. Portanto, devemos tomar a mudanca
§ = 64/b. Porém, para a notacao nao ficar carregada com o subindice g, vamos sim-
plesmente reescrever § — 0/b. Portanto, como podemos ver a partir da Eq. (3.47),

o fator f fica dividido por b, portanto, definimos:

b= =. (3-55)

Dessa forma, doravante as equacoes serao expressadas em termos de f3.

3.7 Aproximacao de observador distante

Como dito no comeco da subsecao 3.4, os efeitos observados no espaco de redshift de
uma distribuigao de galdxias dependem da escala e do observador. Naquela subsecao,
discutimos apenas o efeito da escala da distribuicao. Agora estamos interessados em
analisar como esses efeitos dependem da posicao relativa do observador em relacao a
distribuigao de galdxias. Se na subsecao 3.4 dividimos a distribuigao entre pequenas
e grandes escalas, aqui faremos algo analogo para a posicao relativa do observador
a fonte. Consideraremos, de modo geral, que o observador possa estar perto ou
distante da distribuicao de galaxias.

O impacto da posigao relativa do observador a fonte na distorcao da distribuicao
no espago de redshift pode ser visto pela figura 3.6. Os pontos pretos representam
as galdxias e ambas as figuras sao distorcoes, de uma distribuicao esférica no espago
real, representadas no espaco de redshift. A diferenca entre as figuras é a posicao
relativa do observador a fonte. O painel da esquerda de 3.6 representa um observador

distante da fonte e localizado na parte de baixo da figura. Por outro lado, o painel
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Figura 3.6: Ambas as figuras, direita e esquerda, estdao representado uma distribuicao
de galdxias no espago de redshift. No espago real, essa distribuicao é esférica, e nao
estd sendo representada aqui. A figura da esquerda representa o regime linear, e ocorre
quando o observador esta longe da distribuicao. A figura da direita representa o regime
nao linear, e ocorre quando o observador (indicado pelo pequeno circulo na parte inferior)
estd proximo da distribuicao. Nesse caso, o observador percebe o efeito denominado por
“finger of God”. Fonte [31].

da direita de 3.6 representa um observador prorimo da fonte, também localizado na
parte de baixo da figura e representado pelo ponto preto envolto pelo circulo. Em
ambas as figuras podemos ver as pequenas e as grandes escalas, com a diferenca que
quando o observador esta proximo a fonte, em pequenas escalas, a parte do “finger

of God” préxima ao observador é mais aguda. Por outro lado, em grandes escalas,
31, p. 4],

—

a “squashed-shaped” do efeito Kaiser agora aparece como “kidney-shaped”
isto é, na forma de “rim”.

Na subsecao 3.5 tomamos o efeito Kaiser com a finalidade de tratar o RSD no
regime linear. Complementarmente, para simplificar, assumiremos que o observador
estd distante da fonte. Isso é equivalente a dizer que estamos sob a hipdtese da
aprorimacao de observador distante, o que sera muito 1til para deduzir a equacao

do espectro de poténcia no espago de redshift.

3.8 Espectro de poténcia no espaco de redshift

O espectro de poténcia no espaco de redshift é dado por

Ps(k) = |Ss(k)|2’ (356)
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Portanto, precisamos obter a relagao entre a transformada de Fourier do contraste
de densidade no espaco real e sua equivalente aplicada no espaco de redshift. Esta
ultima pode ser obtida de (3.39), mas como podemos ver a partir dessa equagao,
primeiramente precisaremos da transformada de Fourier da velocidade peculiar, que
por sua vez pode ser obtida de (3.44).

A transformada de Fourier de uma fungao f(x,t) é dada por

flk,t)=F{f(x,t)} = /R3 APz f(x,t)e” ™, (3.57)
Aplicando (3.57) ao lado direito da equagao (3.44) é imediato ver que
F{—aH(a)B(a)d(x,t)} = —aH(a)B(a)F{6(x,t)} = —aH(a)B(a)d(k,t). (3.58)

Analogamente, a transformada de Fourier do lado esquerdo da equacao (3.44) é dado

por
F{V -v,(x,t)} = g dPr [V - vy(x,t)] e ™ (3.59)

= /]RS &Pz V- [vy(x, t)e ™ ] + ik - /R3 A’z v, (x,t)e ™ *  (3.60)

- SIEEO ) dS - v,(x,t)e ™ * + ik - F{v,(x,t)} (3.61)

=ik - v,(k,t), (3.62)

onde de (3.59) para (3.60) usamos integracao por partes, de (3.60) para (3.61) usa-
mos o teorema do Divergente, e de (3.61) para (3.62) utilizamos o fato que o campo
de velocidade peculiar de uma certa distribuicdo de matéria (e.g, aglomerado de
galdxias), que ocupa uma regiao finita do espaco, vai a zero a medida que nos
afastamos da distribuig¢ao. Por isso a integral de superficie, no limite, é nula.

Combinando as equagoes (3.58) e (3.62), temos que a representagdo no espago
de Fourier de (3.44) é dado por

k- v,(k,t) =iaH(a)B(a)d(k,1). (3.63)

O lado esquerdo da equagao (3.63) ¢ a projecao de v, em k, o que nos diz que, a pri-
ort, vV, teria uma componente nao colinear ao vetor k. Entretanto, essa componente
seria a responsavel por gerar vorticidade no campo de velocidade peculiar, s6 que

dessa vez, na representacao de Fourier. Porém, o mesmo argumento da se¢ao 3.6
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vale aqui: como vy, é curl-free, 0 mesmo valerd para a sua transformada de Fourier.
Logo, v, deve ser necessariamente colinear ao nimero de onda k. Assim, a equagao
(3.63) se reduz a (confira [14, pgs. 25 e 54|, [6, p. 57] e [56, p. 45])

~ . < k

Vp(k,t) =i aH(a)B(a)d(k, t)ﬁ (3.64)
Agora, como temos Vv, podemos aplicar a transformada de Fourier em (3.39) (veja
[56, p. 46]).

5. (k) = F{3,(k)} = /R S [5(){) - a% (;I*TSV,, . zﬂ ik (3.65)

. 0 K - K y :
=4(k) — i B(a) /R3 d*x p [/RS (27r)35(k,)ﬁ .5 ek 'x} e kx (3.66)

= 4(k) —i B(a) / (C;TIC)/BS(k/) <£z) (iK' - 2) /R 3 B K% (367)

RS k'
= d(k) + B(a) g ((;:“)/35&’)(1%' - 2)%0p (k' — k) (3.68)
= (1+ Bpt.) o(k). (3.69)

Detalhando os passos acima: i) da equacao (3.65) para (3.66), usamos (3.64),
pois pela transformada de Fourier inversa, temos que v,(x) = F~*{v,(k)}. ii) De
(3.66) para (3.67) comutamos a derivada parcial em x com a integral em &', o que
nos da o termo ¢k’ - Z, a qual, usando a aproximacao de observador distante, se
transforma em ¢k’ 2. iii) Comutamos as integrais entre x e k', fazendo com que, de
(3.67) para (3.68), apareca o delta de Dirac tridimensional. iv) Por fim, de (3.68)
para (3.69), definimos o cosseno do angulo entre entre ke z, isto é, uy, = k-2

Uma demonstragao alternativa da equagao (3.69) pode ser obtida diretamente
do operador distorgao [31, p. 32]. Na aproximagao de observador distante, a equagao

(3.50) se reduz a
2

o)
S=1+ 5@?2, (3.70)

e a representagao de Fourier do segundo termo de (3.70) é g—; ke V™o 1)k
logo, g—;V’2 & kK2Jk2 = (k- 2)? = p2.. Assim, a transformada de Fourier do
operador distor¢ao (3.70) é

S =1+pBu.. (3.71)

Logo, usando (3.27) e (3.71), temos F{d,} = F{S6} = 6, = S6 = (1 + B12.)o.

Finalmente, substituindo a equagao (3.69) em (3.56), encontramos a relagao entre
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entre o espectro de poténcia no espaco real e no espaco de redshift,

P,(k) = |6,()]* = (1 + Bui.)*10(k)]* = (1 + Bui.)* P(k), (3.72)

onde P(k) é o espectro de poténcia da matéria no espago real.

A equagdo (3.72) nos diz que se o numero de onda k da pertubagao estiver
direcionada ao longo da linha de visada, entao a amplificacao da distor¢ao, dada
por (1 + )2, serd maxima. Reciprocamente, se k for perpendicular & linha de
visada do observador, entdo nenhuma distor¢ao é percebida, isto é, P(ks) = P(k).
De modo geral, se cos™!(pux.) ¢ 0 angulo entre k e 2, entdo a amplificacao da distorgao

é proporcional a (1 + Buz,)?.

3.9 Funcao de correlacao no espaco de redshift

Agora que temos o espectro de poténcia no espacgo de redshift, podemos encontrar a
sua transformada de Fourier, que nada mais é do que a funcao de correlacao espacial

de dois pontos no espaco de redshift, isto é

£u(x) = /R 3 %&(k)eik*. (3.73)

Primeiramente, introduzimos a expansdo de Rayleigh da onda plana que é a expo-

nencial escrita em termos dos harmonicos esféricos denominada por
WZ Z iCGo(kx) Y™ (K) Y™ (R). (3.74)
=0 m=—¢
Substituindo (3.72) e (3.74) em (3.73) temos

&(X)=//O RO+ 54 )P 0SS iy RV 5

£=0 m=—¢

o

M

el / L1+ B2 )Y (), (3.75)

=0
onde definimos os chamados multipolos da funcao de correlagao dados por

) = / Tk K2 jo(ka). (3.76)

2
214 ),
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0 200 400 600 800

x [Mpch™!]
Figura 3.7: Os trés primeiros multipolos pares referente & equagao (3.76). As pequenas
oscilagoes para x grande (2 200) sdo provocadas pelas fungoes esféricas de Bessel. Veja a

§6.4 para uma discussao mais detalhada sobre as dificuldades impostas pelas fungoes de
Bessel a programacao.

Por outro lado, os harmonicos esféricos em termos dos polinomios associados de

Legendre, sao dados por

20+ 1 (4 —m)! .
Y"(X) =Y, (0, 0x) = \/ 4;: Eg " Z;Pg”(cos Oz )™ (3.77)
~ 20+ 14 —m)! .
Vi) = YO 05) = \/ PR st (3T

sendo 6z e 6 os angulos polares e ¢z e ¢ os angulos azimutais. Substituindo (3.77)
e (3.78) em (3.75), temos

oo +L
600 =3 i) (26 +1(0- m)i) Pr(cos O)

— =, dr (L +m)

T 27
X / dbg sin 0 (1 + Bui,)* Py (cos ;) / depge™ 9% (3.79)
0 0
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Agora fazemos uma mudanca de varidavel tomando a seguinte identificacao

[z = cos O (3.80)
bz, = COS O (3.81)
2m
oMo = / dgge™Pk=9%) (3.82)
0
Py =P (3.83)

Substituindo as equagoes (3.80) - (3.83) em (3.79) temos

(1+ Bz )*Polprz)- (3.84)

E(x) = 320 + D)é(@)Pelpaz) / o dpe

2
£=0 -1

A expansao do termo quadratico da equagao acima, em termos dos polindmios de

Legendre Py, é dada por

2 2 2
(14 Bui.)?* = (1 + L + B—) Po(pur) + (ﬁ + ﬂ) Po(pinz) + %7’4(%)-

3 5 3 7
(3.85)
Os polinomios de Legendre satisfazem a seguinte relacao de ortogonalidade
+1 9
dper. Py (14 L) = Opry. 3.86
[ Pt Pin) = 5o (3.80)

Dessa forma, utilizando a equagao (3.85) em conjunto com (3.86), podemos mostrar
que a soma infinita em ¢ na equagao (3.84) se reduz a somente trés fatores, a saber
28 B

60 = |14 2+ ] P

_ {? + g] &o(2)Pa(fi-)

+ o] ciorPine (387)

Ademais, substituindo (3.85) em (3.72) podemos reescrever o espectro de poténcia

CcOo1mo

P = (142 + D) Putn) + (4 +220) Pt + S Put) | PO

377
(3.88)
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onde podemos definir os termos harmonicos dos espectro de poténcia no espago de

redshift, P s(k), que se relaciona com a sua contraparte nao distorcida, P(k), por

Py (k) = <1 + ? + %2> P(k), (3.89)
P, (k) = (% + g) P(k), (3.90)
Py (k) = 8—621’3(/{7). (3.91)

35

A Figura 3.8 é uma representacao geométrica de cada um dos trés primeiro multi-

polos pares, Prs — Pos, Pos, Pis, em relagdo a parte nao perturbada P(k).

Monopole Quadrupole = Hexadecapole

Figura 3.8: Representagao do termo de monopolo (¢ = 0), quadrupolo (¢ = 2) e hexade-
capolo (¢ = 4) para a pertubagao (linha grossa) em relacdo & sua respectiva contraparte
nao perturbada (linha fina). Fonte [31].

Ambas as equagoes, (3.87) e (3.88), nos dizem que o efeito de RSD faz com
que o observador, ao analisar a distribuicao de matéria no Universo, detecte nao-
homogeneidades, ja que & depende de x e P, depende de k, mas também aniso-
tropias, ja que & depende da direcao de x, quantificada por u,., e P, depende da
diregao de k quantificada por p..

A interpretagao de ji,, e pg, é a que se segue: i, é o cosseno do angulo entre o
vetor separacao x de duas fontes (e.g, galaxias) e a linha de visada 2 do observador.
Reciprocamente, quando se toma a transformada de Fourier da funcao de correlagao
para obter o espectro de poténcia, entao p, é entendido como o cosseno do angulo

entre o vetor numero de onda k da pertubacao e a linha de visada Z.



Capitulo 4

Funcao de correlacao angular e

espectro de poténcia angular

No capitulo anterior analisamos o impacto de alguns efeitos observacionais na funcao
de correlacao espacial de dois pontos e na sua respectiva representagao de Fourier,
isto é, o espectro de poténcia. Essas duas grandezas, de modo geral, descrevem a
distribuicao tridimensional de matéria. Entretanto, o estudo da estrutura em grande
escala do Universo também é possivel de ser feito quando dispomos somente da
informacao da posicao angular das galdxias. Portanto, somos levados a necessidade
de criar ferramentas que possam ser capazes de fornecer uma descri¢ao bidimensional
da distribuicao de matéria no Universo e que fornecam tantas informagoes quanto
o seu analogo tridimensional. Desse modo, nesse capitulo vamos analisar a funcao
de correlacao angular e sua transformada de Fourier, isto é, o espectro de poténcia

angular.

4.1 Funcao de correlacao angular

Para introduzir de maneira natural e intuitiva as funcoes que queremos descrever
aqui, comecemos analisando uma situacao real. A figura 4.1 mostra um mapa de
distribuicao da posicao angular de galaxias feito pelo Automated Plate Measuring
(APM) survey em uma drea de aproximadamente 100 x 50 graus? no Polo Galdctico
Sul. A cor e intensidade de cada pixel depende diretamente do nimero de galaxias
por pixel, e este por sua vez é o nimero de galaxias, ao longo de uma dada direcao,
projetado na esfera. As areas escuras sao regioes nao observadas pelo survey.

A medida do numero de galaxias ao longo de uma dada direcao fixa, i.e, a linha de

visada, nada mais é do que a contagem (soma) do ntiimero de galdxias ao longo dessa

64
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direcao. Entretanto, essa contagem nao é feita de maneira uniforme pelo survey, pois
quanto mais longe uma galaxia estiver do observador, menor serd a probabilidade
dela ser observada, pois seu brilho sera muito fraco. Ja no extremo oposto, isto é,
galdxias muito préximas do observador, também sao menos observadas, mas agora
pelo motivo de estarem em menor niimero, simplesmente porque o volume amostrado

¢ menor.

Figura 4.1: Mapa da distribuigdo de galaxias feita pelo APM-survey. A cor/intensidade
de cada pixel escalona com o niimero de galdxias no respectivo pixel. As pequenas regices
pretas sao lugares nao observado pelo survey. Fonte [54].

Em outras palavras, dizemos que exite um efeito de selecao de observacao que é
intrinseco do survey em questao.

Em termos do contraste de densidade tridimensional d, essa contagem/soma de
galdxias se transforma em uma integral ao longo da linha de visada (que geralmente
é descrita pela distancia comével ou pelo redshift). O efeito de sele¢ao é descrito pela
chamada funcdo de sele¢ao (selection function) e denotada por ¢. Em outras pala-
vras, a funcao de selecao é a probabilidade do survey detectar uma sobredensidade
(ou a falta dela) a um dado redshift z (ou a uma dada distancia comével).

Desse modo, somos conduzidos naturalmente a definir o contraste de densidade
angular (ou o contraste de densidade projetado na esfera) como a média ponderada

do contraste de densidade tridimensional ao longo de uma dada direcao fixa no céu

(%) = /000 dz ¢(z) 0(x, 2). (4.1)

Veja, por exemplo, [14, p. 47], [20], [21, p. 263], [45], [55] e [56, p. 34].
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Em completa analogia com o que foi desenvolvido em 3.1.2, podemos definir,
a partir do contraste de densidade angular, a func¢do de correlagio angular (ACF:
angular correlation function).

Para isso, consideremos uma regiao de angulo sélido d€2; em torno do ponto no
céu (ou seja, dire¢ao no espago dada pelo vetor unitario) X; e outra regiao df2, em
torno do ponto X5. Digamos que ng seja a densidade média de galdxias por unidade
de angulo solido. Assim, o nimero médio de pares de galaxias, projetado na esfera,
separadas por um angulo § = cos™(X; - X2), e delimitadas por angulos sélidos d§);

e d€)y fornece o andlogo angular da equagao (3.4), que é dado por
(ANpair (X1, R2)) = gy [1 + (677 (%1)0*" (%2))] d21ds. (4.2)

Dessa forma, a funcao de correlacao angular, com os principios de homogeneidade

e isotropia estatistica incorporados, é definida de modo geral por
w(f) = (0%P(%1)6*P*(%2)) . (4.3)

A relacao entre a funcao de correlacao angular e a funcao de correlacao espacial é
conhecida por equagao de Limber [54, p. 405] e pode ser obtida substituindo (4.1)
em (4.3)

w(6) = (5% ()92 (%))
- / a1 (=) / Qo B(z2) (8(0c1, 2)6" (X2, 22))
_ /0 T d () /0 " s 6(20) E(a(z1, 20, 0)), (4.4)

onde x = x(21, 22,0) é o mdédulo do vetor separagao comével entre fontes a redshifts
21 € zy, e separadas por um angulo € em relagao a um dado observador. No Universo

com curvatura nula, essa distancia é dada pela lei dos cossenos

1 =1z(21, 20,0) = \/x% + 2% — 2z1 39008 6, (4.5)
“ocedz

= | £ i1 (4.6)
o H(z)

cosf = X1 - Xa. (4.7)
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4.2 Espectro de poténcia angular

Em analogia com a subsecao 3.1.4 podemos definir o espectro de poténcia angu-

lar (APS: angular power spectrum). Para isso, lembremos que 627

é um campo
escalar definido na esfera. Portanto, podemos decompor o contraste de densidade
angular como uma superposi¢ao de harménicos esféricos (que seria o andlogo da

decomposi¢ao em modos de Fourier, veja, e.g., equacao (3.10))

0?P (% Z Z 52Dy (%), (4.8)

{=0 m=—/

sendo 020 os coeficientes (os “pesos”) dessa combinacao linear, podendo ser enten-
didos como os analogos de 6 em (3.10).
Substituindo (4.8) em (4.3) temos

w(f) = (0°P (%1)6°7* (% ZZn Ra) (Gm 0y, (4.9)

Im 'm

decorre dai que podemos definir o espectro de poténcia angular, denotado por Cy,

como o segundo momento (a variancia) dos coeficientes &gy, isto é
<5 62D*> - 5€€’5mm’ CE; (410)

sendo dpyr € O, 0s deltas de Kronecker. Portanto, nao confundir com os coeficientes
do contraste de densidade angular. Desse modo, a equagao (4.10) é o analogo de
(3.16). A isotropia estatistica implica que o espectro de poténcia tridimensional
independe da dire¢ao do vetor nimero de onda, isto é, P(k) = P(k). De maneira
analoga, a isotropia estatistica implica que o espectro de poténcia angular independe
do indice m, isto é, Cy,, = Cy, (veja, e.g., [47], [63]).

Para determinar a relagao entre a ACF e a APS, comecamos substituindo (4.10)

em (4.9) o que nos deixa com

/

Z %)Y (%2) 806 Sy Cl

— /

%) 0
=0 m=—¢/¢
¢

fj > Y %2)| Cr. (4.11)

{=0 Lm=—/
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e utilizando o teorema da adicao dos harmonicos esféricos dado por

4

a a 47T m (L mx* (5
Pl %a) = 5 D V(%)Y (%), (4.12)

m=—

temos que (4.11) se reduz a

1

T 4r

> (20 + 1)Py(cos 0)C, (4.13)
=0

onde P, sao os polinomios de Legendre. Podemos ainda, determinar a relagao en-
tre a APS e o espectro de poténcia. Para isso, tomamos o produto da equacao
(4.8) pelo harménico esférico Y;*(X), e em seguida integramos no angulo sélido

correspondente, o que resulta em

/ PP PP R)YR) =D 0> ok / 20 Y (R)Y 4 (R). (4.14)

£=0 m=/{

Os harmonicos esféricos satisfazem a seguinte condicao de ortogonalidade
/ A2Qq Y™ ()Y (01) = Ggpr O (4.15)

onde i denota um vetor unitario, que em nosso caso pode ser tanto X ou k. Portanto,
(4.14) se reduz a

62 = / d?Qg 6P (%) Y™ (%). (4.16)
Substituindo (4.1) em (4.16) temos
52D — / L0, V™ (%) / dz 6(2) 6(x, 2). (4.17)

Usando a transformada de Fourier de 0(x, z) dado pela equagao (3.10), e lembrando

que §(x,z) = §(x)D(z), entdao (4.17) pode ser escrita como

520 _ / P05 V™ (%) / dz ¢(2)D(2) / P §(k) (4.18)

1
(27)?

e utilizando a expansao de Rayleigh da onda plana (3.74), podemos escrever (4.18)
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CcOo1mo

d’k
(2m)3

Agora substituimos (4.19) no lado esquerdo de (4.10) e reorganizando os termos,

6(K) e (k) Y7 (ko). (4.19)

62 = 4mit / dz ¢(2)D(2) /

temos

Rt = (=) [ az0(:)DG) [ skl

/ / / d3k/ . / /
X /dz gb(z)D(z)/ (27T>3]g/(k3 x(2))
XY (k)Y (K) (5(k)o* (K')) - (4.20)
O espectro de poténcia é dado por
(S(k)g*(k’)) = (27)%6p(k — K ) P(k). (4.21)

A funcao delta de Dirac, na equagao acima, elimina a integral em k’ na Eq. (4.20).

Portanto, utilizando (4.10) em conjunto com (4.20), temos

8001 O Cp = (47r)2i£_£//dqu(z)D(z)/dz’gb(z')D(z’)

< (;733 (o=l ) PR [ 20537 (R0Y (R)

~

e usando (4.15) com @ = k, a expressao acima se reduz a

=2 / dz 6(2)D(2) / d=' ¢(=')D() / Qe 12, (ke (2)) ok () P(R). (4.22)

E conveniente comutar as integrais em (4.22) e escrever a APS da seguinte forma:

Cy = 2 / dk k2P (k) [Ty (k) (4.23)

™

onde definimos
U, (k) = /dz o(2)D(2)ge(kz(2)). (4.24)

Para sintetizar o que ja foi discutido até aqui, podemos construir um diagrama

ilustrativo que mostra as principais grandezas e como elas se relacionam
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£(x) 2 w(h)

o

P(k) P, ¢,

onde “proj.” significa a projecao na esfera de £(z) e de P(k) para obtermos w(6) e Cy,
respectivamente. Por outro lado, para obter P(k) de £(z) expandimos em modos de

Fourier (F.T.), e para obter Cy de w(f) expandimos em harmoénicos esféricos (S.H.).

4.3 Correlacao angular no espaco de redshift

A partir da secao 3.2 discutimos sobre o fenomeno de distor¢ao no espago de redshift
(RSD) devido a velocidade peculiar, o que nos permitiu estudar o impacto do RSD
no contraste de densidade tridimensional (3.6), no espectro de poténcia (3.8) e na
funcao de correlagao espacial (3.9).

Agora estamos interessados em analisar o efeito do RSD na ACF e na APS. Para
fazer isso é natural que utilizemos de algumas equagoes que ja foram desenvolvidas
a partir da se¢ao 3.2. Mas primeiramente precisamos estabelecer uma conexao entre
o “mundo” tridimensional com a sua contraparte bidimensional e também com a
transformada de Fourier. Isso é alcancado fazendo uma descricao em coordenadas
esféricas do contraste de densidade d(x, z) (veja, e.g., [14, p. 44-46]).

Portanto, comegamos substituindo a axpansao de Rayleigh da onda plana, (3.74),

na expansao em modos de Fourier do contraste de densidade dado por (3.10)

x.) = / P d(k, 2)e
— 4”3?;;:@/& / dk k20 (k, 2)i% o (k) Y™ (k) Y™ (%)
-y Z g (1 [ et @) sgres

(=0 m=

5% [ b bt 1 ik ), (4.25)

=0 m=—/

Onde definimos a quantidade

Sy (ke 2) = (—i)f / PS5 (K, 2)Y;™ (R), (4.26)
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Logo, invertendo (4.26), temos

Ok, 2) =i " bk, 2)Y"(K). (4.27)

=0 m=—¢

Observe que devemos ter o cuidado de nio confundir 672 dado por (4.16) com &gy,
descrito por (4.26). Assim, os 022 sdo os coeficientes da expansao em harmonicos
esféricos do campo de densidades projetado no céu. J& os duy sdo essencialmente o
resultado da mesma expansao aplicada aos componentes de Fourier do espectro de
poténcias em 3D. De modo completamente andlogo ao que foi feito para o contraste
de densidade 0(x, z) em (4.25), também podemos fazer para a sua contraparte de
Fourier, s6 que nesse caso, substituimos o complexo conjugado de (3.74) em (3.11),

0 que nos leva ao seguinte resultado

o(k,z) =4r> Y /0 T 2280 (2, 2) (= 1) (k) Y (k), (4.28)

=0 m=—¢

dom(x, 2) = iE/d2Q;((5(X, 2)Y,™(%X), (4.29)

onde definimos 4, (2, 2) de modo andlogo a (4.26).

Como ficard evidente mais adiante, é de interesse inverter a equagao (4.25). Para
isso, multiplicamos (4.28) por 1/[’71/*(1}), integramos no angulo sélido correspondente,
depois usamos a ortogonalidade dos harmonicos esféricos (4.15) e identificamos um
dos lados da equagdo como sendo a quantidade dado por (4.26). Essas operagoes

nos levam ao seguinte resultado
Om (k, z) = dmit /000 dx 228 (, 2)jo(k). (4.30)
Por fim, usando (4.29) em (4.30), chegamos na inversa de (4.25)
Som(k, 2) = 4m /OOO da xz/dQQ;{é(x, 2)(=1) o (kx) Y™ (R). (4.31)

E interessante observar que o fator (£i) carrega uma informacao dupla, a saber,

i* vem da expansao de Rayleigh da onda plana, e por outro lado, a alternancia 41
vem da transformada de Fourier. Desse modo, temos uma descricao do contraste de
densidade em coordenadas esféricas tanto em x como em k.

A equagao (4.31) relaciona o contraste de densidade angular com o contraste de
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densidade espacial. Ademais, na se¢ao 3.6 vimos que o campo de velocidade peculiar
origina o efeito de distorcao no espago de redshift o que faz com que a amplitude
do contraste de densidade seja modificado. O operador distor¢ao dado pela equacgao
(3.50) é o responsavel por ditar a intensidade dessa distorgao.

Denotando ¢, e 55 pelo contraste de densidade espacial e os modos de Fourier
com RSD, respectivamente, entao a equagao (4.31), levando em considera¢ao o RSD,

pode ser reescrita como

o5 (k,z) = 4n /OOO dx:cz/d2Q,~<§s(x,z)( D) (k) Y™ (%). (4.32)

Usando a Eq. (3.49), podemos reescrever (4.32) como

o5 (k,2) = 4n /00 dz :BQ/dQQ;( [(14 B2V 2) 6(x, 2)] (1) je(kz) Y™ (X)

= Sy, 2 +47r@/ da 2? /d29»85—"’2)(—1)fjg<mmm*(>z) (4.33)

Gy 2 +47r6/ dz 22 /d2Q 5(x, 2)(~1 )QJ;_WWW (4.34)

onde de (4.33) para (4.34) aplicamos a integracao por partes duas vezes. Observe

que j/(kx) = dj{,@i’gi) = 839';&’“). Por outro lado, as fungoes Esféricas de Bessel

satisfazem a seguinte relacao de recorréncia
(20 + 1)jy = Ljer — (€ + 1), (4.35)

0 que nos permite escrever a derivada de segunda ordem como

L, @erau—1) -1 C+1)(C+2)
T TRy 0 T i -0 T i i)t

(4.36)

As fungoes esféricas de Bessel jy1o sdo uma consequéncia do acoplamento [45]
entre k e x por meio da dependéncia angular k - x para os polinomios de Legendre
V4 oy x (A
Pelk - %) = 517 3, Y (R)Y]™ ().
Isso faz com que tenhamos trés termos adicionais a quantidade nao perturbada

ng, um proporcional ao préprio ng e outras duas definidas por g(gig)m. Dessa
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forma, substituindo a Eq. (4.36) na Eq. (4.34), podemos escrever

20+ 20 -1 -
(20 +3)(20 — 1) Oem (k)
-1
@+ 1)(20-1) O-2m ()
(L+1)(6+2) -

iy Dt g k)| (4.37)

Ot (k) = Oom (k) + B(2)

Esse resultado é til, pois nos permite determinar a ACF e a APS considerando
o efeito de RSD. Para isso, comegamos substituindo a Eq. (4.25) na Eq. (4.1). Dessa

forma, temos
k% -
&) = [z 6(2) 3 [ dh b DY R, (03
Im

onde Sjm(k,z), implica em defirmos o contraste de densidade angular com RSD,
denotado por §2P(X).

Antes de prosseguir, também serd necessario obter o espectro de poténcia, P(k, z),
a partir dos coeficientes ggm(k', z). Para isso, basta tomar a média do quadrado da

Eq. (4.26), e em seguida utilizar a Eq. (4.21) para simplificar. Desse modo, temos

(Berm (e, 2)8j1s (K, 2)) = / "0y / QY™ (k)Y (K) (9(k)3" (k) (4.39)

= (27’(’)3(5(4/5mm/(5p(]{7 — k/)k72p(1€, Z), (440)

onde de (4.39) para (4.40) utilizamos a representagdo em coordenadas esféricas da
fungao delta de Dirac, d(k — k'), e em seguida utilizamos a ortogonalidade dos
harmonicos esféricos dado pela Eq. (4.15).

Para obter a ACF com o efeito de RSD, primeiramente é preciso substituir a
Eq. (4.37) na Eq. (4.38). Em seguida, utilizando a defini¢ao (4.3), podemos escrever
a ACF com RSD como

ws () = (037 (%1)0.7" (%2)) - (4.41)

Depois, basta utilizar a Eq. (4.40) para cada combinacao da média do produto entre

os coeficientes 0y, € O+2)m. Por fim, utilizando o teorema da adi¢ao dos harmonicos



74

esféricos dado por (4.12), temos

wa(6) = i (20 + 1)734(0080){% / dk K2P(k) [Uy(k) + W3 (k)2 } (4.42)

onde U, (k) é dado pela Eq. (4.24) e WU$(k) é definido da seguinte maneira

202 + 20— 1
(20+3)(20 — 1)
-1
T2 -1’
(C+1)(0+2)

20+ 1) (20 + 3)%2(’%)}- (4.43)

v = [ dZﬁ(Z)cb(Z)D(Z){ (k)

(k)

Por fim, para obter a APS com o efeito de RSD, basta comparar a Eq. (4.42)
com a Eq. (4.13). E imediato ver que

=2 / dk K2P(k) (U, (k) + (k). (4.44)

™

Na Figura 4.2 mostramos a APS com e sem o efeito de RSD. Essa efeito é
relevante apenas para multipolos pequenos, ¢ < 20 — 30, pronunciando a amplitude
da APS. A informacao sobre o intervalo de redshift estd contida nas fungdes W, (k) e
U3 (k), pois estas dependem da fungao de selecdo ¢(z). A dependéncia das fungoes
com o intervalo de redshift é abordado em mais detalhes no capitulo 6.

Na Figura 4.3 representamos a ACF com e sem o efeito de RSD. Como podemos
observar, no espaco de redshift o pico do BAO é pronunciado pelo efeito de RSD. Em
principio, esse efeito pode ser mais ou menos intenso dependendo dos parametros de
modelagem envolvidos, bem como do préprio intervalo de redshift em que estamos

computando a fungao de sele¢do. Veja, e.g., a figura 4.2 da referéncia [56].
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Figura 4.2: Espectro de poténcia angular obtido com o Core Cosmology Library com e
sem o efeito de RSD. A funcao de selegao foi calculada considerando o seguinte intervalo
de redshift: z € [0.9, 0.95].
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Figura 4.3: Fungao de correlacdo angular feira com o Core Cosmology Library com e
sem o efeito de RSD. A funcao de selecao foi calculada considerando o seguinte intervalo
de redshift: z € [0.9, 0.95].



Capitulo 5

Métodos estatisticos em
cosmologia para surveys de

galaxias

Nos dois capitulos anteriores fizemos um tratamento (incorporando corre¢oes como
o RSD e o bias) das fungoes de correlagdo e dos espectros de poténcia, tanto no
dominio espacial como no dominio angular. Além disso, usamos extensivamente
a transformada de Fourier para comunicar as funcgoes de correlacao com os seus
respectivos espectros de poténcia, e como nao ha perda de informagao em tomar
a T.F. de uma funcao em outra, poderiamos nos perguntar se todo o formalismo
desenvolvido anteriormente nao seria redundante, ou seja, serd que nao bastaria
descrever as flutuacoes de densidade apenas em termos da funcao de correlagao ou
do espectro de poténcia? De fato, no ambito tedrico, se conhecemos uma das duas
funcgoes, entao a outra é completamente determinada, mas observacionalmente isso
nao ocorre.

No mundo real, ao lidar com surveys, temos que fazer estimativas dessas grande-
zas, e embora P e £ possuam as mesmas informacgoes, na medida que sao T.F. uma
da outra, o mesmo nao é verdade para seus estimadores' P e f . Estes sao obtidos
através da andlise estatistica de uma amostra de galaxias e, portanto, naturalmente
possuem ruido (noise), que se sobrepoe ao sinal (signal) que traz a informagao

desejada do estimador que se deseja analisar.

IPor isso é comum falar em estimador do espectro de poténcia, ao invés de simplesmente
espectro de poténcia, ou estimador da fungao de correlagao, ao invés de simplesmente fungao de
correlagao. Para diferenciar um caso do outro, costuma-se usar o simbolo " acima da letra que
representa a fungao para diferencid-la da sua contraparte tedrica. Assim, e.g., P ¢ o estimador do
espectro de poténcia P.
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Esse ruido pode ser devido ao préprio instrumento, mas como veremos, também
pode ser um ruido que é totalmente inerente a natureza discreta pela forma como
se da a distribuicao de galaxias pelo espago. Isso significa que, por mais que pos-
samos melhorar a performance do instrumento e reduzir as interferéncias devidas a
aparelhagem, o mesmo nao pode ser feito com o ruido intrinseco a distribui¢cao. Em
outras palavras, mesmo que as galaxias fossem distribuidas de forma perfeitamente
homogénea e isotropica, de modo que a auto-correlagao fosse identicamente nula em
todos os pontos do espaco, o espectro de poténcia medido ainda assim seria diferente
de zero. Portanto, daqui para frente, ruido se refere a esse ruido de fundo e inerente
da distribuicao.

Por isso é importante saber quantificar a contribuicao desse ruido, para que pos-
samos assim subtrai-lo das medidas e obter uma estimativa do espectro de poténcia
verdadeiro. Além disso, como toda estimativa, estaremos interessados em anali-
sar a variancia do estimador do espectro de poténcia. No final, como sempre foi
feito nos capitulos anteriores, estenderemos essa andlise para a contraparte angular
(ACF e APS). Sobretudo, nesse capitulo, vamos apresentar de modo geral algumas
ferramentas estatisticas para andlise cosmolégica de surveys de galaxias, tais como
fungoes de distribuigao de probabilidade, matrizes de covariancia e o formalismo
para a estimativa das incertezas dos parametros cosmologicos.

Diga-se de passagem que, embora estejamos sempre focados na analise de dados
da distribuicao de galaxias, a maior parte do formalismo apresentado aqui, com
uma ou outra diferenca, também é aplicado para o caso da andlise da anisotropia de
temperatura do CMB. Com efeito, o conceito de pizel ([21] e [57]) que aparece de
forma natural no estudo da CMB, essencialmente bi-dimensional, foi generalizado
para trés dimensoes, de forma a poder incluir a analise de galaxias, veja e.g., Tegmark
et al. (1998)[60], Tegmark et al. (2004)[62] e para o conceito de pixel aplicado para

a contraparte angular do espectro de poténcia veja e.g. Tegmark et al. (2002)[61].

5.1 Sinal vs Ruido

O ponto de partida é considerar que a posicao das galaxias pelo espaco segue de
forma aleatdria um processo pontual®*de Poisson [46]. Dessa forma, comegamos
considerando uma colecao de N particulas dentro de um volume V', sendo que a

1-ésima particula ocupa a posicao x;. Vamos recordar a definicao do contraste de

2Processo pontual (point process) é um processo que coloca pontos de forma aleatéria no espaco
e segue uma distribuigcao de probabilidade particular, em nosso caso, uma distribuicao de Poisson.
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densidade dado pela Eq. (3.1)
d(x)=—=>-—1. (5.1)

Em geral, o nimero médio de galaxias i é uma fungao n(x) que leva em consi-
deragao varios efeitos, tais como efeitos de sele¢ao e classificagao de galaxias (ja que
detectamos varios objetos ao mesmo tempo, e geralmente estaremos interessados em
analisar as propriedades de somente um tipo de objeto por vez). Também se evitam
regioes do céu com alta concentragao de poeira ou estrelas (entao, dependendo da
direcao de observagao X, precisaremos fazer cortes no céu, de modo que passaremos
a ter uma dependéncia angular). Além disso, questdes geométricas relacionadas ao
survey também sao levadas em consideragao. Isso tudo pode tornar a fungao n(x)
bastante complicada, mas para os nossos propésitos, sera suficiente trata-la como
constante.

No apéndice A [7] fizemos o caso geral do estimador do espectro de poténcia P,
conhecido como estimador de Feldman, Kaiser e Peacock [25] (ou, estimador FKP).
Nesse caso, considera-se que n é uma fungao da posigao. Além disso é introduzido
um peso arbitrario w para minimizar a variancia 0% do estimador.

Voltando ao nosso caso, inicialmente dissemos que as particulas estavam con-
finadas ao volume V| para garantir essa condigao, podemos reescrever a Eq. (5.1)

CcOo1mo

300 = W) |70 -] 52)

n

Uma possivel definicao para para W, e suficiente para nossos propésitos, é conhecida

como funcao top-hat

1, dentro do volume do survey V,

W(x)

0, caso contrario,

sendo a normalizacao dada por

/d3x W(x)=1. (5.4)

Por outro lado, o campo de densidade nao é mais continuo, e sim discreto, e para

levar isso em consideracao podemos escrevé-lo como uma superposicao de fungoes
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Delta de Dirac
N
n(x) =Y 6p(x—x,). (5.5)
i=1
Portanto, a Eq. (5.2) se torna
1
i(x)=— op(x —x;) — : :
(x) =~ Z:W(X) p(x —x;) = W(x) (5.6)
Tomando a T.F. da equagao acima, seguindo a definigao (3.11), temos:
. 1 . .
i(k) = - /dgx Z W(x)dp(x — x;) e &> — /d3x W (x)e ™
1 —ik-x; 774
= = Z’)’Lie v v — Wk, (57)
e

onde definimos n; == W (x;) logo n;, =0 ou 1, e a T.F. da Eq. (5.3) como

B rsen(kx)

W,= [ &xW Tikex - T de ————=. 5.8
o [t wige o [ae B 5.9
Essa integral foi calculada considerando um volume esférico V' de raio R, e utilizando

integracao por partes, chegamos em

= 3[sen(kR) — kR cos(kR)]
e (R

(5.9)

Observe que essa funcdo decresce rapidamente a medida que £ — 1/R. Com
efeito, no caso geral, se uma fungao é limitada em volume, (W (x), |x| < R), entao
sua transformada de Fourier, (Wk), serd limitada em k& < 1/R, no sentido de que
a funcao tem um pico na regiao central e tende a zero rapidamente para k > 1/R.
Um tratamento semelhante ao que fizemos aqui pode ser encontrada em [6], porém,
um formalismo utilizando pixelizagao de Fourier® pode ser encontrado em [21].

O espectro de poténcia pode ser calculado tomando-se a média do quadrado do

3Resumidamente, a Eq. top-hat (5.3) é generalizada para a Fourier pizelization dada por
pourier(x) = W (x)eki* e mantendo o mesmo dominio de W(x). Ao tomar a T.F. dessa nova
fungdo teremos {/;Z k) = W|k_ki|, ou seja, o efeito da T.F. na Eq. (5.9) é causar um deslocamento
k = k| — |k — k;|, o que desloca o pico de méximo valor da funcdo, e t;(k) possui amplitude
significativa somente quando |k — k;| < R.
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contraste de densidade dado pela Eq. (5.7)

n - n -
? J

1 —ik-(x;—x; 774 1
— ﬁz<nmj>e k(i =) _W,€2+%Z<n?>, (5.10)
i#j i

<S(k)g*<k)> _ <% Z ninje—ik-(xi—xj) . WT Z nie—ik.xi . % njez‘k.xj + Wk2>
1j

onde separamos o primeiro somatorio para os casos i # j e ¢ = j, e além disso usamos
que W, = <% Do nie_"k‘xi>. A Eq. (5.10) nos diz que o espectro de poténcia de um
conjunto de particulas limitada em um volume, nada mais é do que a contribuigao
de dois termos, sendo um deles independente da escala k. Dessa forma, é natural
definir

A%(k) = §(k)0* (k) (5.11)

Py(k) == (A*(k)), (5.12)

P(k) = % > (ningpe i) W, (5.13)
i#j

1 1
Pyi=— Z (nf) = -, (5.14)

onde os sub-escritos d e n significam discreto e shot-noise, respectivamente, e P(k)
geralmente ¢ denominado de espectro de poténcia verdadeiro. Logo, podemos sim-

plificar a Eq. (5.10) para
P,(k) = P(k) + P,. (5.15)

A quantidade P, também é dito um espectro de poténcia (ou um dado) bruto
(raw power spectrum ou raw data) no sentido de que ele é a superposi¢ao de um sinal
P com um ruido P,. Vale observar dois extremos da Eq. (5.15): primeiramente, e
como ja dito antes, mesmo que o sinal fosse nulo, P(k) = 0, ainda assim mediriamos
um espectro de poténcia nao nulo P; = P,. Por outro lado, o ruido é desprezivel
somente no limite de grande densidade n > 1/V.

O estimador do espectro de poténcia é obtido descontando o termo de shot-noise

~

P(k) = A*(k) — P,. (5.16)

Dessa forma, o espectro de poténcia verdadeiro pode ser estimado tomando-se a
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média do seu estimador, isto €,
P(k) = (P(k)) = (A*(k)) — P, (5.17)

A dispersao em torno do seu valor médio pode ser analisada tomando-se a variancia

200 = ( [P0 - P ) = ([4%00)°) — (220", (519

onde na ultima igualdade usamos a Eq. (5.16). Usando a hipdtese de flutuagoes
Gaussinas (veja, e.g., [6], apéndice B de [25], ou o apéndice A [7]*), é possivel

mostrar que

r , (5.19)

ou seja, & menos do shot-noise, o desvio padrao (op = y/0%) é da ordem do espectro

de potencia.

5.2 Funcao Likelihood

Na secao anterior lidamos com o estimador do espectro de poténcia e com a sua
variancia, que nos permite determinar o erro associado, e com isso podemos carac-
terizar a estrutura do Universo em larga escala. De modo geral, em cosmologia,
sempre estaremos interessados em estimar uma fungao (£(x), P(k), w(#), Cy, etc.)
ou, No Nosso caso a partir de agora, os parametros (h, w, Qegm, U, 03, N, etc.).

Estes parametros pertencem ao que se chama espaco de parametros, e para man-
ter a notagao usual das principais referéncias da literatura utilizadas ([6], [33], [38],
[43], [64]), denotaremos um wvetor desse espago por © = (61,6,,...). Mas atengao
para nao confundir, por exemplo, com o angulo da fungao de correlagao angular w(6),
que ira aparecer em breve. Estes parametros que descrevem uma certa teoria podem
ser estimados através de dados. Mais especificamente, denota-se por € = (z1, za, ...)
um vetor de dados com média dada por p = (1, pi2, ...) onde p; = (;).

A conexao entre os parametros da teoria com o conjunto de dados é estabelecida
pela funcao distribuicao de probabilidade condicional que descreve um conjunto de
dados condicionado a um conjunto de parametros. KEssa funcao é denotada por

f(z;0©). Em uma sucessao de eventos (repeticdo de medidas), a probabilidade

4Tomando-se 7i(r) e w(r) como constantes.
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conjunta, P, de obtermos x; em um intervalo dz;, ro em um intervalo dx,, e etc. é

dada por
P = f(z;0)d"c =[] fiz:;©)dz; = fi(2x1;0)fa(x2:0)..dz1dzy..,  (5.20)

Naturalmente a probabilidade P varia ao variar o ponto multidimensional no
espago de parametros, i.e., o vetor ®. Por outro lado, sabemos que distribuicoes
de probabilidade sao, em geral, fungoes muito bem comportadas e suaves, i.e., di-
ferenciaveis, e além disso probabilidades sao nao negativas e convergentes no limite
dos extremos do dominio. De modo que, se a fungao tem um maximo em algum
lugar, entao ela deve, em algum momento, decrescer. Portanto, é intuitivo pensar
que existe um valor no espago de parametros, denotado por Oy, tal que maxi-
miza a probabilidade (méxima likelihood (ML)), e determinar esse ponto é o que se
denomina por método de maxima verossimelhanca para estimativa de parametros
(mazimum likelihood method of parameter estimation). Esse entdo seria vetor dos
parametros que melhor descreve a teoria com a qual se esta trabalhando. A partir
dai, pode-se ir além e determinar os momentos, como por exemplo, a variancia,
sendo que esta ultima fornece as barras de erro. Quantitativamente, encontrar o

ponto de ML equivale a resolver o sistema
=0, 7=1,2,....,m. (5.22)

Se denotarmos a solugao desse sistema por Oy, = (él, 9;, ...) ent@o naturalmente
a j-ésima componente, éj, serd funcao do conjunto {x}. Porém, fungdes de varidveis
aleatorias também sao variaveis aleatorias, o que nos leva ao préximo nivel, mais
especificamente ao problema inverso, i.e., qual a distribuicao de probabilidade dos
parametros condicionado aos dados? Esse problema pode ser resolvida pelo teorema

fundamental das probabilidades condicionais, a saber, o teorema de Bayes®.

®Reverend Thomas Bayes (1702 - 1761).
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Teorema de Bayes

O teorema de Bayes é uma consequéncia da definicao de probabilidade condicional.

Sejam T' e D dois eventos. Entao a probabilidade de T' dada a ocorréncia de D é

P(T A D)

P(I; D) = TP

(5.23)

onde P(T'A D) é a probabilidade adjunta de ocorrerem ambos 7" e D e P(D) é a
probabilidade de D ocorrer. Por simetria, temos que a probabilidade de D dada a

ocorréncia de 1" é

P(D AT)

P(D|T) = DT (5.24)
Combinando as Egs. (5.23) e (5.24), temos
P(T|D)P(D)=P(T'N\D)=P(DAT)=P(D|T)P(T),
logo, o teorema de Bayes é dado por
P(D|T)P(T)
P(T|D) = —————= 2

Traduzindo para o contexto da cosmologia, cada uma das probabilidades na

Eq. (5.25) passa a ter um nome, um significado e uma notagao prépria
e T é a teoria descrita pelo conjunto de parametros {@},
e D é o dado descrito pelo conjunto de dados do experimento {x},

e P(T) — p(®) é denominado prior, e quantifica o que ja sabemos a respeito
dos parametros por meio de experimentos realizados no passado. Dessa forma,
podemos dar um peso (em maior ou menor grau) para uma certa regiao do
espaco de parametros baseados no conhecimento acumulado previamente. O
prior também pode levar em consideracao aquilo que consideramos ser solugoes
nao fisicas, e.g., sabemos que existe matéria no Universo, logo p(Qgg) <0)=0.
O prior é de extrema importancia em cosmologia, pois nos permite utili-
zar conhecimentos passados para restringir melhor o valor de um parametro.

Quando nao se conhece nada a priori, entao podemos assumir um prior flat,
i.e., P(T) = 1.
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e P(D) — g(x) é denominado evidence. Essa distribui¢ao de probabilidade nao
depende dos parametros, e portanto nao influencia nas estimativas dos mes-
mos. Para nos, esse termo serd entendido meramente como uma normalizacao.
A evidence pode entrar em cena quando se tem mais de um modelo e deseja-se

fazer uma selecao de modelos (model selection).
e P(D|T) — f(x;©) é distribuigao de probabilidade ja discutida anteriormente.

e P(T|D) — L(®;x) é denominado posterior, e por simplicidade, as vezes é
escrito simplesmente como L(©). E a distribuicdo de probabilidades dos
parametros condicionada a um conjunto de dados observados e que contém

(ou ndo) algum conhecimento a priori de experimentos passados.

Dessas defini¢oes é intuitivo concluir que, de modo geral, todo prior utilizado
hoje, no passado foi um posterior, e todo posterior determinado hoje, podera vir a
se tornar um prior no futuro.

O teorema de Bayes (5.25) pode ser reescrito como

L(©: a) - %. (5.26)
A normalizacio da posterior
/ L(©;2)d"e =1, (5.27)
exige que
@) = [ f@i@m(©)d"e. (5.28)

Observe que se tivermos um prior unitario, entao, dado que a evidence é um fator

de normalizacdo, é comum reescrever a Eq. (5.26) como simplesmente
L(®) =L(0O;z) x f(r;0), (5.29)

e por isso a posterior L eventualmente também é chamada de likelihood.

De modo geral, o que nos interessa ¢ determinar algumas propriedades da like-
lihood L, em particular, o ponto de maximo, a largura da distribuicao e regioes de
confianca. Entretanto, na pratica, devido a grande quantidade de dados, e a prépria

evolucao dos surveys com capacidade de amostrar cada vez mais regioes do céu em
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area e profundidade, acaba sendo necessario e indispensavel desenvolver métodos
numeéricos que facilitem esses célculos.

Uma dessas técnicas se denomina Karhunen-Loéve Techniques (KL) (veja, e.g.,
[12], [21], [65]) que em esséncia consiste em simplificar a likelihood ao nao utilizar
modos contaminados por ruido. Isso facilita, pois diminuir o nimero de modos
implica em diminuir a dimensao da matriz de covariancia, e a sua inversa pode ser
calculada mais rapidamente. A técnica de KL ajuda justamente a identificar esses
modos.

Por outro lado, resolver o sistema de equagoes dado por (5.22) significa encontrar
o pico da distribuicao, ou equivalentemente, encontrar as raizes da derivada primeira
da likelihood. Nesse sentido, existe um método chamado optimal quadratic estima-
tor que, de modo geral, é um algoritmo para encontrar raizes (root-finding). Um
bastante conhecido é a técnica de Newton-Raphson, que basicamente consiste em
expandir o logaritmo da likelihood® por uma série de Taylor em torno de um ansatz
inicial, i.e., um palpite de qual é a raiz. O método consiste em fazer vérias iteragoes
até que 0; convirja para éj. O numero de iteracoes € finito e além disso nao se usam
todos os termos infinitos da série de Taylor. Entao o algoritmo é truncado depois
de um numero suficientemente grande de iteragoes e, portanto, éj é uma estimativa
do valor real do parametro que maximiza a likelihood.

O método descrito brevemente acima serve para determinar o parametro cos-
moldgico que maximiza a likelihood. Porém, em simulagao de experimentos futuros
(que é o nosso caso para o LSST) nao precisamos estimar o ponto de ML pois ele
ja é conhecido, e.g., de experimentos passados’. Entao nos resta analisar a capa-
cidade do survey em restringir esses parametros. Isso pode ser feito deslocando a
nossa atencao da derivada primeira da likelihood, que consiste em estudar o seu
ponto de maximo, para a derivada segunda, que consiste em estudar a largura da
distribuigao, que nos fornecera estimativas (forecasts) das incertezas esperadas para

os parametros. Esse tipo de analise é feita pela matriz de Fisher.

5.3 Matriz de Fisher

Para poder estudar regioes de confianca e fazer forecasts das incertezas esperadas

nos parametros, é necessario saber a forma analitica da likelihood (5.29). Entre-

6 Assumindo que a likelihood é uma funcdo Gaussina dos parametros, entdo o logaritmo da
likelihood sera quadratica, i.e., um polinémio de grau dois nos parametros, que é o que se usa para
aplicar o método.

"Por exemplo, em Sobreira et. al. [55] se assume trés cosmologias: fiducial, pessimista e otimista.
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tanto, em relacao ao espaco de parametros, nos interessa somente a regiao em torno
do valor de ML. Isso nos permite aproximar o logaritmo da [likelthood por uma
funcao quadratica, ou equivalentemente, aproximar a likelihood por uma Gaussiana
(mais especificamente, func¢ao verossimilhanca dada por uma distribuigao Gaussiana

multivariada), de modo que podemos escrever
1
L(@) ~ Nexp _5 (9 - @ML)t H (@ — @ML) , (5.30)

onde ¢ significa a transposta do vetor (@ —@yy,), e H ¢é a chamada matriz Hessiana
(para a matriz Hessiana no contexto da cosmologia da forma como é introduzida
aqui, veja, e.g., [33]. Para uma abordagem mais geral e com manipulag¢oes numéricas
com a matriz de Hessiana, veja e.g., [49]). Podemos também reescrever a Eq. (5.30)

em termos das componentes dos vetores e das entradas da matriz Hessiana
1 A .
tj

Expandindo em série de Taylor o argumento da exponencial (equivalente a ex-

pandir o logaritmo de L), na equacdo acima, em torno do seu ponto de méximo,

temos
OolnL(©® N
1 821nL(@) \
02000, |, T TO

onde definimos a log-likelihood por L = —InL.

Como estamos no pico da distribuicao, a derivada de primeira ordem é zero.
Além disso, como se trata de uma aproximacao quadratica, podemos desprezar os
termos de ordem igual ou maior que O3. Dessa forma, comparando a Eq. (5.32)
com a Eq. (5.31), temos que o ij-ésimo elemento da matriz Hessiana é dado por

_0’L(©)

H,=—F——= . .
‘ 00;00; g, .. (5.33)

Introduzida por Fisher® (1935)[26], a matriz de informagao de Fisher (ou sim-

8Ronald Aylmer Fisher (1890 - 1962).
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plesmente, matriz de Fisher), ¢ definida (veja, e.g., [33], [29] ou TTH [59]) como a

média da matriz Hessiana sobre o conjunto de dados, isto é
Fy; = (Hy). (5.34)

Como a matriz de Fisher é construida a partir das derivadas segundas da funcao
L avaliada no ponto de ML, entao Fj; é uma medida do quao rapido, em média, a
likelihood decai a partir do seu ponto de maximo, o que é equivalente a uma medida
da largura da [likelthood. Se o decaimento é rapido o suficiente, entao a largura
da likelihood é curta, de forma que a regiao delimitada no espago de parametros
é pequena e dizemos que a likelihood impoe uma forte restrigdo (constraint) no
parametro cosmoldgico em questao. Ou, analogamente, dizemos que a likelihood

possui alto conteido de informacao a respeito desse parametro.

5.3.1 Propriedades da Matriz de Fisher

A matriz de Fisher aparece com frequéncia nas andlises estatisticas em varios con-
textos da cosmologia, desde experimentos envolvendo o CMB [10] até distribuigao
de galdxias [29], [58], bem como surveys de miltiplos tragadores da estrutura em
larga-escala [3]. Para fazer essas anédlises sao utilizadas vérias propriedades interes-
santes e importantes da matriz de Fisher. Coe (2009)[16] fornece um guia répido e

conciso sobre essas principais propriedades.

Elipses de Confianca

Para fins de elucidagao, vamos nos restringir a uma espago de parametros bi-
dimensional, e como ficara mais claro adiante, vamos comecar definindo a matriz de

Fisher da seguinte maneira

1 1/02 —
F— . /o1 ol (012"2) . (5.35)
1=p%|=p/(o102)  1/o3
E possivel mostrar que sua inversa é dada por
1 U% pPO102
C,=F = s |- (5.36)
pPO102 05y

A inversa da matriz de Fisher ¢ denominada de matriz de covariancia, C)p, onde
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o subindice p serve para deixar claro que se refere aos parametros’. Assim, o; é a
incerteza de 1-0 no parametro ¢; quando marginalizado sobre 5, e analogamente
09 € a incerteza de 1-0 no parametro #, quando marginalizado sobre #,. Por outro
lado, na diagonal secundaria da Eq. (5.36), a quantidade pojoy = 015 mede a
intensidade de correlacao entre os parametros. Essa intensidade é quantificada pelo
coeficiente de correlagdo p, que varia no intervalo [0, 1]. Em particular, se p = 0, os
parametros sao ditos totalmente independentes (ou descorrelacionados), e se p = 1,
os parametros sao ditos totalmente dependentes (ou correlacionados).

Dessa forma, a distribuicao de probabilidade Gaussiana bi-variada, denotada por

GG, pode ser escrita em termos da inversa da matriz de covariancia

1
G(é’l, 82) = Nexp [—§<01, Hg)thl(Ql, ‘92):|

2 2
= Nexp {—; <9—1 + % _ ,00192)} , (5.37)

2(1 —p?) \o} o3 01072

onde, por simplicidade, consideramos 0, = 0y = 0. Portanto, podemos identificar
facilmente que o argumento da exponencial na Eq. (5.37) é a equagao de uma elipse,
tal que seus semi-eixos, maior a € menor b, sao orientados ao longo dos autovetores de
C,, e o quadrado de seus comprimentos sao iguais aos seus respectivos autovalores
correspondentes a C)p,. Sendo assim, resolvendo a equacao de autovalor para a

Eq. (5.36) é possivel mostrar que

2 2 2 _2\2

o = J1‘;‘72 +\/(‘71 402) —i—U%Q, (5.38)
2

p o o er % _ \/_(0% _403) + o2, (5.39)

O angulo que os semi-eixos da elipse formam com os eixos coordenados (a base

canonica de R?) ¢ dado por

. 2012

Além disso, generalizando para o caso em que a elipse esteja centrada no valor

fiducial (él, ég), temos que o contorno da regiao de confianca é descrita pela equacao

9Como veremos mais adiante, existe também a matriz de covariancia das medidas, que é di-
ferente da matriz de covariancia dos pardmetros C), e é muito importante manter em mente que
existe essa diferenca.
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paramétrica da elipse [56]

01 + o [a cos(t)cos(¢) — bsin(t)cos(e)] , (5.41)
0 + a [a cos(t)cos(¢) + bsin(t)cos(¢)] , (5.42)

61(t)
6>(t)

onde 0 < t < 27 e a é uma constante que determina o nivel de confianga (CL:

confidence level) que estamos interessados como mostrado na tabela abaixo

o} CL n-o
1.52 | 68.3%
2.48 | 95.4%
3.44 | 99.7%

Marginalizacao

As vezes ocorre de a likelihood incorporar constantes e/ou fatores multiplicativos que
nao nos interessam em um primeiro momento (veja, e.g., [6]). Ou entdo, desejamos
analisar a likelihood para um niumero menor de parametros, por exemplo, 1 ou 2
deles, o que nos permite visualizar os graficos das elipses para as regioes de confianca.
Em qualquer que seja o caso, denominamos de marginalizacao o procedimento de
reduzir o nimero de parametros dos quais a likelithood depende.

Dessa forma, se a likelihood dada pela Eq. (5.29) depende de ©® = (04,65, ...,0,,)

entao, por exemplo, a marginalizacao sobre m — 2 componentes quaisquer é
L(6;,0;) = / L(®)d"*"e, (5.43)

e embora estejamos utilizando a mesma letra L para a likelihood antes e depois da
marginalizacao, deve-se manter em mente que sao duas fungoes diferentes.
Considerando a marginalizacao sobre o parametro f; da Gaussiana dada pela

Eq. (5.37) temos o seguinte
G(Q)—N/G(G e)de—N/e b 9_f+9_§_ 0102 49
1) = 1,Y2)dUz = Xp 2(1—,02) U% a% 0105 2

02 1 poabi\?
= ——L (6, - d6
Nexl’{ 20%} /ooeXp[ 2(1—p2>aa<2 o ’

= N'ex _o (5.44)
- p 20_% ) .

onde N’ = 27(1 — p?)o3 é uma constante, portanto, independente de 3. Se
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reescrevermos a equacao acima da seguinte maneira
/ 1 2\—1
G(61) = N'exp —591(‘71) 01, (5.45)

e compararmos com as Egs. (5.36)-(5.37), concluimos que a marginaliza¢ao é equi-
valente a remover a linha e a coluna da matriz F~! correspondente & varidvel mar-
ginalizada, nesse caso, fy. Esse processo pode ser generalizado para um numero de
parametros e de marginalizacao arbitrarias.

Isso nos mostra que a diagonal principal da inversa da matriz de Fisher contém
os erros de 1-0 do i-ésimo parametro quando marginalizado sobre todos os outros,

de modo que podemos definir o erro marginal (marginal error [43]) como

1

o = (F7),. (5.46)

E embora seja aparentemente um resultado simples, isso ¢ uma propriedade
muito importante e ttil. Na verdade, a Eq. (5.46) é um caso particular de um
teorema estatistico mais geral conhecido como inequagdo de Cramér-Rao [32].

O teorema de Cramér-Rao afirma que nenhum método pode medir o erro de um
estimador unbiased menor do que o limite inferior imposto pela Eq. (5.46), portanto,

no caso geral, temos
o > (F1)... (5.47)

Em relagao ao exemplo inicial, se 6; e 05 formam nossa cosmologia fiducial para os

parametros 6; e 0y, respectivamente, entao poderemos escrever

=0 t0, =0, /(F"),, (5.43)

92 = ég + 09 = ég + (F_1)22. (549)
Isso significa que, se a1 for ;% (e.g., 10%) de 0, e se o for no% (e.g., 30%) de Oy,
entao, depois que as observagoes forem realizadas, é impossivel que o melhor ajuste
das andlises estatisticas, a partir desses dados observacionais, retornem barras de

erro menor do que 7;% e 1% para os parametros 6; e 0, respectivamente.
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Figura de Mérito

Seria interessante se tivéssemos uma forma quantitativa de medir a intensidade
do vinculo que o experimento impoem sobre os parametros. Intuitivamente, uma
maneira de fazer isso é determinar a area da regiao de confianca delimitada pela

elipse. Essa area é dada por

A =7 (aa) (ab)
= ma’ab. (5.50)

Usando as Egs. (5.38)-(5.39) é possivel mostrar que

a-b= o109/ (1 — p?), (5.51)

por outro lado, o determinante da matriz de Fisher dada pela Eq. (5.35) é

1
detF = ———— (5.52)

2 2 2\
o3 (1 —p?)
portanto, a area da elipse pode ser reescrita da seguinte maneira

A = 1> FOM, (5.53)

onde defini-se a figura de mérito (figure of merit) por

~1/2

FOM := (detF) (5.54)

Dessa forma, se o determinante da matriz de Fisher é grande (pequeno) a FOM
é pequena (grande), logo a drea da elipse é pequena (grande) e o vinculo sobre os
parametros é maior (menor). Se tivermos mais parametros, entao para obter as elip-
ses sera necessario marginalizar sobre os demais. Dessa forma, podemos obter com-
binagoes 2 a 2 e determinar as FOM dos pares, e assim saberemos quais estao mais
bem vinculados. Pode-se até comparar FOM dos mesmos pares de parametros cos-
moldgicos, porém de experimentos diferentes, para saber qual impos maior vinculo

sobre 0os mesmos.
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Transformacao de Variaveis

Vamos comegar considerando a likelihood dada pela Eq. (5.31)
1 ~ o)A
L(®) = Nexp [—5 > eing.)ej] , (5.55)
ij

onde definimos él =0, — 91 e H,L-(f) serve para indicar a matriz Hessiana em relagao
aos parametros do conjunto {©}.

Suponha que queremos fazer uma mudanca de parametros cosmolégicos, indo do
sistema @ = (01,05, ...) para um novo sistema ¥ = (11,1, ...), de modo que cada
componente do conjunto {¥} se relaciona com as componentes do conjunto {@}
por meio de fungoes ¢; = 1;(®). Lembrando que Oy, = (él, 0, ...) é o ponto de

maxima ltkelithood. Entao, expandindo 1; em série de Taylor em torno do ponto QAI»,

temos
(O .
V;(0) ~ 1 (Onr) + Y % (6, —6,), (5.56)
i ? OML
definindo
;= 1;(Ow), (5.57)
by = by — 1y, (5.58)

portanto, a Eq. (5.56) pode ser reescrita como

P; = Z ?ﬁj i 0;. (5.59)
i ML
Observe que 0v;/00; nada mais sdo do que as componentes da inversa da matriz
Jacobiana da transformacao entre os sistemas de parametros computada no ponto
de ML.
Se as equagoes de transformagcao podem ser invertidas, entao a inversa da Eq. (5.59)

é simplesmente dada por

Vj. (5.60)

WL

~ 90
b, = Z
— 0y

Substituindo a equacdo acima na Eq. (5.55), temos que a likelihood em termos do
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novo sistema é dada por

_ ' o
[ 1 - 0 00 .
= Nexp |—3 Py, ij A (0
2 % (Z awk ’ awg WL
- ' ) )
= Nexp | —3 meﬁ;@w] : (5.61)
L Y
onde definimos a matriz Hessiana do novo sistema
00; 00;
g .y Y% © 1 (5.62)
K zz]: 81’”” WL ’ 8¢g YL

Por fim, como a matriz de Fisher se relaciona com a matriz Hessiana de acordo

com a Eq. (5.34), entdo uma transformacdo equivalente para a matriz de Fisher é

dada por
) 00;
Fy = N o (5.63)
Z a¢k WL ’ 81’” ‘I’ML
Em termos de multiplicagdo de matrizes (veja, e.g., [16]), temos
FY = J'FO g, (5.64)

onde t indica transposta e J é a matriz Jacobiana da transformacao.

Adigao de Priors

A relacao de proporcionalidade na Eq. (5.29) ocorre quando assumimos um flat
prior, mas no caso geral terfamos que utilizar a Eq. (5.26). Se o prior também for
descrito por uma Gaussiana, entao a posterior, i.e., a likelihood, seria um produto
de Gaussianas. Porém, realizando os mesmos procedimentos do inicio da secao,
concluiriamos que em termos da matriz de Fisher, levar os priors de multiplos ex-
perimentos em consideragao, supondo-se que os experimentos possuem 0s mesmos

valores fiduciais, equivale a realizar uma adigao de matrizes, (veja, e.g., [6], [56])

F.=F+F, (5.65)
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onde F, ¢é a matriz de Fisher de outras observacoes.

Embora a Eq. (5.65) nos forne¢a um método simples para levar em consideracao
resultados de experimentos passados, vale salientar que existem algumas sutilezas as
quais que devemos nos atentar. Por exemplo, a soma de matrizes s6 é definida se as
matrizes tiverem as mesmas dimensoes. Isso significa que se um dos experimentos
impoem vinculo somente em um subconjunto do nimero total de parametros do
outro experimento, entao, para deixar as matrizes com as mesmas dimensoes, sera
necessario preencher com zeros (o que se traduz na auséncia de informagao sobre
esses parametros) as linhas e colunas correspondentes ao conjunto complementar dos
parametros ausentes. Além disso, também ¢é importante garantir que as matrizes

sejam construidas associando as linhas e as colunas aos mesmos parametros.

5.4 Matriz de Fisher & surveys de galaxias

Na segao anterior introduzimos a matriz de Fisher e mostramos algumas de suas
varias propriedades. Nessa secao estamos interessados em ir um pouco além na
teoria de forecasts. Para isso, iremos assumir a premissa de que as observagoes
futuras de um survey particular fornecerao os dados de suas observacoes para a
distribuigao de galdxias descritos por uma Gaussiana multivariada (veja, e.g., [6],

[32], [43]). Comecemos entao escrevendo

1 1
L= —(z—p)'C Yz — 5.66
onde n é o numero total de medidas, x = (x1, s, ...,2,) é um vetor de dados e
po= (f1, 2, .oy b)) € a média tal que p; = (;). Se definirmos a matriz de dados

D = (x — p)(x — p)" entdo a matriz de covariancia das medidas é o valor esperado

da matriz de dados, isto é,

01 012 ... O1n
g O'2 ... O

c=(py=|" ", (5.67)
On1t Op2 ... O'?L

de modo que 0;; = ((x; — ;) (x; — 1)) e oF = oy
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Aplicando a defini¢ao da log-likelihood na Eq. (5.66) temos

2L = —2InL =IndetC + (z — p)'C™'(z — p) + nin2
=Tr [InC + C~' D] + nln2, (5.68)

onde, na equagao acima, utilizamos a identidade matricial em que Indet C' = TrInC,
e a propriedade de associatividade do trago.

O ponto importante, e de certa forma sutil, é que a média g = pu(©) e a matriz
de covariancia C = C(0©) s@o dependentes dos parametros cosmoldgicos (veja, e.g.,

[6], [43]). Sendo assim, podemos calcular a matriz de Fisher dada por

0*L
- <8T‘9@> (L)), (5.69)

onde, por simplicidade, definimos a notacao £; := 0L/06; para indicar a derivada
de £ em relagdo ao i-ésimo parametro do conjunto {@}.
Considerando que a matriz de covariancia é invertivel, e utilizando a regra da

cadeia, é possivel mostrar duas propriedades tteis

(c'), =-clc,c, (5.70)
(mC).=C'C,. (5.71)

Tomando a primeira derivada da Eq. (5.68) e utilizando as duas propriedades acima,

temos
2£;=Tx[C'Ci(I-C'D)+ C'D,, (5.72)

onde I é a matriz identidade. Utilizando sucessivas vezes a Eq. (5.70), é possivel

mostrar que a derivada segunda da Eq. (5.72) é dada por

2 =Te[~ CC,07'C, (I- C'D)+ C7'C (I~ C7'D)
+c'c,c'c,c'D-Cc'Cc,C'D;
—c'c,c7'D, + C—lp,ij]. (5.73)
Para obter a matriz de Fisher dada pela Eq. (5.69), tomamos a média da

Eq. (5.73) e vemos que alguns termos se anulam, pois a média ( ) atua somente

na matriz de dados, enquanto as derivadas parciais 06; e 06;00; atuam somente na
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média e na matriz de covariancia. Portanto, podemos escrever

(I-C'D)=0 (5.74)
(D)= C (5.75)
(D;)=0 (5.76)

(5.77)

(D) = pip'; + b 5.77

e como consequéncia, temos (£ ;) = 0.
Tomando a média da Eq. (5.73) e utilizando as Egs. (5.74)-(5.77) obtemos a

matriz de Fisher
;= (L) = %Tr[clc,iclc,j + C*1<D,ij>]. (5.78)

Para o bem da clareza, reservamos os indices gregos « e § para representar a matriz
de Fisher, e os indices latinos para as demais grandezas. Usando a notacgao usual de

derivada e expandindo o trago, podemos escrever a Eq. (5.78) da seguinte maneira

o :1 flacmncflacpl O 1 Otim
T 00, T 905 T 98, ™ 06,

(5.79)

onde trocamos os vérios somatérios » ;. em favor da convengio da soma de
Einstein (veja, e.g., [6], [23], [59]).

Na §8§5.3.1 lidamos com a matriz de covariancia dos parametros C, e nessa se¢ao
introduzimos a matriz de covariancia das medidas C. E muito importante ressaltar
que essas matrizes de covariancia sao distintas. Com efeito, a dimensao de C), ¢
igual a dimensao da matriz de Fisher e essa por sua vez, tem dimensao igual ao
nimero total de parametros que se deseja analisar. Por outro lado, como veremos
na proxima §5.5, a matriz C' tem dimensao igual ao nimero total de subdivisoes
de cada bin do dominio da grandeza que se deseja medir através do experimento.
Essa grandeza, na Eq. (5.79), é representada pela quantidade p e pode ser qualquer
uma das funcoes estudadas nos capitulos anteriores, a saber, a funcao de correlagao

11

£(2)", o espectro de poténcia P(k), a funcao de correlagao angular w(f)' ou o

espectro de poténcia angular C,'? (veja, e.g., [56]).

- - - . , . v
0Para evitar confusdo entre as notacdes desse capitulo com as dos capitulos anteriores, vale
ressaltar que, = na fungdo de correlagao £(x) é distancia comdvel, e ndo uma medida, ...

1. 6 na ACF w(#), é um angulo, e ndo um parametro cosmoldgico, ...

12 e £ na APS C, é o multipolo, e ndo uma das componentes da matriz de covaridncia na
Eq. (5.79).
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5.5 Matrizes de covariancia

Nos capitulos anteriores, todas as grandezas P, &, Cy e w foram consideradas fungoes
que dependem de variaveis continuas k, x, £ e , respectivamente. Entretanto, na
préatica, em um survey de galaxias, temos que discretizar o dominio dessas fungoes.
Isso é feito dividindo o levantamento de galdxias em bins (ou faizas) de redshift [55].
Um bin de redshift (por vezes também chamado de shell) nada mais é do que um
sub-intervalo do intervalo total de redshift considerado pelo survey. Dessa forma,
por exemplo, se z € [Zinf, Zsup) € 0 intervalo de redshift, entdo podemos discretizar
esse intervalo da seguinte maneira z = [21, 22, ..., %, ...2,) onde 21 = Zins € 2, = Zgyp.
Portanto, um bin de redshift pode ser definido como Az; == z; — z;_1, Vi =2,...,n.
Na verdade, a ideia de bin nao se limita somente ao redshift. Como veremos, para
a ACF, aparecera naturalmente o bin angular.

Dessa forma, o nimero de bins de redshift e o nimero de bins do dominio da
grandeza (em mnosso caso, bin angular) determinam o numero de sub-matrizes e
a dimensao da matriz de covariancia, respectivamente. Isso ficara mais claro no
decorrer dessa secao.

Neste trabalho iremos nos aprofundar na matriz de covariancia para o caso em
que u = w(0)", mas veremos brevemente a matriz de covariancia para todas as

quatro grandezas citadas anteriormente.

Matriz de covariancia para P(k)

A matriz de covariancia para o espectro de poténcia P(k), denotada por Cov[PS]%.,
(¢ e j determinam os bins de redshift) ja foi obtida (mas nao explicitada) na §5.1, em
particular, pela Eq. (5.19). Seguindo algumas referéncias como guia, e.g., [14], [21],
[25] e [56], podemos generalizar a Eq. (5.19) para construir a matriz de covariancia

(por simplicidade, CM, covariance matriz) do espectro de poténcia, dada por

[P(k) ¥ 5—} ik~ k),

n;

Cov[PSI, = (PRPI(K)) — (P(R) (P = 2

(5.80)

13Lembre-se que p depende dos parametros cosmoldgicos ©, portanto w(f) também dependers,
mas aqui temos um quase conflito de notacdo, pois 6 representa angulo na ACF, e por outro lado,
cada componente 6; do vetor ® é um parametro cosmolégico. Para ficar mais evidente, deveriamos
escrever 1 = w(f|©®), mas como nessa se¢ao trabalharemos apenas com os bins angulares da ACF,
podemos por hora omitir a dependéncia com o conjunto de parametros {@}, de modo que podemos
escrever pu = w(6).
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onde o Delta de Kronecker J;; garante que a matriz de covariancia do shot-noise,
quantificada pelo termo 1/n;, seja diagonal. O termo 1/V, onde V é o volume, é
uma correcao devido ao fato do survey cobrir apenas uma parte limitada do céu
(veja, e.g., [67]).

Matriz de covariancia para ()

Vamos utilizar a funcdo de correlagdo angular de dois pontos dada pela Eq. (3.76)

para £ = 0, isto é

= [ 2 Pbyika), (5.81)

onde £ = . Utilizando a Eq. (5.81) juntamente com a Eq. (5.80) podemos obter a

CM para a fungao de correlacao

Cov[CFY, = (€'(2)€(2')) — (é”( )><€J( )

/ dk/ dk’ 2]0 (kx)jo(K'z")Cov[PS]7,,

_2 / dk: ~ K k) ok {P(kz) 4 %r. (5.82)

n;
Matriz de covariancia para C,
O andlogo angular da Eq. (5.80) é dada por (veja, e.g., [14], [56])

2z Ci %ij 25 (5.83)
(20 + 1) fay a; | '

onde 1/fgy € uma correcao (andloga a corregao 1/V) devido ao fato do survey

Cov[APS]y, = (CiCh) — (i) (C}) =

cobrir apenas uma regiao limitada do céu (veja discussao em [13]) e dg é 0 Delta de
Kronecker. O termo C}” na Eq. (5.83) é a generalizacao da Eq. (4.23) para permitir

o cruzamento entre bins de redshift distintos, ou seja
9 ‘ .
cii = 2 / e 12 P (k) W (k) 0 (). (5.84)
T

A informagao sobre em qual bin de redshift nés estamos esté contida em W¥}. Para

o caso particular sem a correcao de RSD, temos

W (k) = / dz 6:(2)D(2)ju(kx(2)). (5.85)
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Matriz de covariancia para w(6)

De modo equivalente ao que foi feito para determinar a CM para a fungao de cor-

relagao, podemos obter a CM para a sua contraparte angular utilizando a Eq. (4.13)

1

T 4r

> (20 + 1)Py(cos 0)C, (5.86)
=0

dessa forma, em conjunto com a Eq. (5.83), podemos escrever

Cov[ACF]g, = (w'(0)uw’ (6 ( ) — <wi(9)> (w’(¢))

(=0 ¢'=0
_ 2 2€ + ]. , 7,] 5 2
B fSky EZ(; (477)2 ,PE(COS G)IPZ(COSH ) {C n2‘| . (587)

Apenas para fins de ilustracao, podemos sintetizar tudo o que foi dito acima por

meio de um diagrama esquematico

() prog, w(#) 3 Cove Py Covy,
Covyl =(u' ) = (') ()
F.Ti lS‘H. F.Tl lS,H. :

P(k) —>p7'oj‘ Cy Covp ﬂ) COVCZ




Capitulo 6

Analise para o LSST

Nesta parte do trabalho estamos interessados em aplicar o formalismo matematico
e os conceitos fisicos desenvolvidos nos capitulos anteriores para o Legacy Survey of
Space and Time (LSST).

Este capitulo tem um propédsito duplo; (i) descrever e manter a generalidade
do método de se fazer estimativas (forecasts) dos erros dos parametros cosmolégicos
para grandes levantamentos fotométricos por meio da analise da funcao de correlagao
angular, (ii) e simultaneamente, no decorrer do texto, apresentar os nossos resultados
obtidos decorrentes do mestrado. A justificativa para isso é que queremos ir do mais
geral, para que se possa ter uma ideia de como esse método pode ser aplicado para
outros surveys fotométricos futuros, e recair sobre o caso particular do LSST, de
modo que se possa ver na pratica como os métodos sao empregados, bem como, por

6bvio, a apresentacao dos nossos resultados.

6.1 Legacy Survey of Space and Time: Visao Ge-

ral

O LSST! (Figura 6.1) estd sendo construido no Pico El Penién do Cerro Pachén ao
norte dos Andes do Chile. Para se ter um ideia da dimensao temporal do planeja-
mento da construcao do LSST, a sua concepgao surgiu no final do ano de 1990 (veja
§1.3 de [2]). Em 2002, a LSST Corporation foi criada para gerenciar o projeto. No
inicio de 2007, a proposta de construcao foi submetida para a divisao de astronomia
da National Science Foundation (NSF) e, de acordo com o LSST Project Schedule,

a construcao privada iniciou-se em 2011. O LSST esta previsto para iniciar as suas

thttps:/ /www.lsst.org/
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operacoes no ano de 2022, e a partir dai conduzird observacoes por um periodo de

dez anos.

Figura 6.1: Concepcao artistica do exterior do LSST. No canto superior esquerdo vé-se
o domo, que é o local onde efetivamente ficard o telescépio. Fonte: galeria de fotos do
Isst.org.

Com essas observacoes e o grande volume de dados previsto para serem gera-
dos, o LSST terd o objetivo de contemplar uma enorme categoria de pesquisadores,
mas que de modo geral, podem ser divididos em quatro grandes areas das ciéncias
astrondmicas (veja §1.4 de [2]): (i) Estudo profundo do Sistema Solar (Capitulo 5
de [2]). (ii) Anélise da estrutura e do conteudo estelar da Via Léctea (Capitulos 6
e 7 de [2]). (ili) A caracterizagao de fenémenos varidveis e transientes do Universo,
que por serem de dificil observagao, hoje é um dos campos que reside na fronteira
da astrofisica observacional (Capitulos 8 de [2]). (iv) E uma compreensao mais pro-
funda sobre os atuais modelos cosmoldgicos, as propriedades da Energia Escura e da
Matéria Escura, componentes estas que sao os constituintes de maior porcentagem
do contetido do nosso Universo, mas em torno das quais, também residem grandes
questionamentos (Capitulos 11-15 de [2]).

Para alcancar esses e outros objetivos o LSST conta com um espelho primario 8.4

metros de diametro, uma camera digital de 3.2 Gigapixel e um notéavel mecanismo
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que realiza a troca dos filtros. A &rea coberta serd de 20.000 deg® e o imageamento
seré feito em seis bandas distintas: w, g, 7, i, z e y (ou simplesmente ugrizy, veja
Figura 6.2), o que corresponde a uma cobertura de comprimento de onda que varia
aproximadamente de 320 a 1050nm [35]. Esse sistema de filtros do LSST ¢ baseado
no sistema dos filtros de outro levantamento fotométrico, o Sloan Digital Sky Survey

(SDSS) [28], devido as experiéncias de sucesso do passado em uma grande variedade

de aplicagoes [35].
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Figura 6.2: No painel da esquerda temos a eficiéncia de transmissao para os filtros do
LSST como obtida por meio de modelos de desempenho do sistema de filtros. O painel
da direita mostra que ocorre um decréscimo na transmissao devido a véarios efeitos provo-
cados,e.g., pela atmosfera, reflexao e transmissividade da 6ptica do telescépio e a propria
eficiéncia quantica dos sensores. Fonte: [2].

Durante seus dez anos de observagoes, cada caminho do céu serd visitada 1000
vezes, sendo que cada wisita é definido como consistindo de duas exposigoes (back
to back) de 15 segundos em um tnico filtro [2]. Com isso, o LSST sera capaz de
gerar da ordem de dezenas de terabytes de dados a cada noite de observacao. Ao
término dos seus dez anos de operacao, estima-se que o LSST ird observar da ordem
de dezenas de bilhoes de galdxias. Esse telescopio serd o mais potente coletor de
radiacao eletromagnética na regiao do optico. Acrescentando-se a velocidade com
que ele vai realizar as observacoes, fenomenos que antes eram raros de ser observados
passarao a ser comuns, e mesmo fendmenos novos e nao previstos serao descober-
tos. Serao fornecidos da ordem de uma dezena de milhoes de alertas por noite, de
modo que fenomenos mais interessantes serao delegados para outros telescopios para

continuagao e complementagao das investigagoes.
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6.2 Caracterizacao geral do método

Como dito no inicio deste capitulo, estamos interessados, na medida do possivel, em
manter a generalidade do método de se fazer estimativas do erro dos parametros
cosmolégicos para um determinado survey fotométrico. Isso permite que o método,
no futuro, possa ser aprimorado e aplicado para outros grandes levantamentos fo-
tométricos. Acreditamos que isso pode ser melhor alcancado quando se mantém um
panorama mais amplo, conciso e organizado sobre o método em si. Além do mais,
existem muitos detalhes e sutilezas que em um primeiro contato com o formalismo,
podem ser entendidos tao bem quanto melhor for a organizacao das ideias.

Para manter a clareza do método, antes de comegcarmos a apresentar os nossos
resultados, primeiramente apresentamos de maneira sintetizada, na Figura 6.3, todo
0 processo e o0s principais passos que percorremos ao longo do desenvolvimento deste
trabalho. Dessa forma, uma analise que siga as ideias apresentada aqui, para fazer a
estimativa do erro dos parametros cosmologicos por meio da ACF, tera que percorrer,

de modo geral, trés grandes passos (subdivididos por seus sub-passos):
e Definir o bin de redshift e o bin angular;

— Definir o ntimero de bins de redshift,
— Definir o nimero de bins angulares para cada bin de redshift,

— Definir o intervalo angular correspondente a cada bin de redshift.

e Calcular a matriz de covariancia (CM);

Calculo da funcao de selecao entre dois bins de redshift,
— Célculo das fungoes Wy (k) entre dois bins de redshift,

— Calculo do shot-noise para um dos bins de redshift,

Célculo da APS para esses dois bins de redshift,
— Calculo da CM,

— (Célculo da inversa da matriz da CM.
e Calcular as derivadas da ACF;

— Determinar a ACF para dois bins angulares,

— Determinar a derivada da ACF em relagdo aos parametos cosmoldgicos.
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Photometric Survey

LSST
n° | Bin de Redshift N Bin Angular Largura
1 AZl = [%1, %2 Nl Ael — [0%7 79?[1] A91/N1
2 | Az = [z, 23 Ny Aby = [63, ...,67"] Afy /N,
i | Az = [z, 2] N; ||d| a6 =1[6L,...,67, ..., 00 AB; /N;
i Az =z, 2] || ||V AY; = 16;,...,07, ...,ijj] ||| AY;/N;
t | Az = [2, 211] Ny A, = [0}, ..., 0] AG; /Ny
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Figura 6.3: Diagrama sintetizando os principais passos do método de estimativa do erro
dos parametros cosmolégicos para um survey fotométrico, nesse caso, o LSST.
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Ao fim desses trés processos, combinam-se os resultados obtidos para obter a
matriz de Fisher de acordo com a Eq. (5.79), e assim, por meio da inversa da matriz

de Fisher, determinar a estimativa do erro dos parametros cosmolégicos.

6.3 Funcao de Selecao fotométrica

Devido a expansao acelerada do Universo, o comprimento de onda da radiacao ele-
tromagnética emitida por um objeto astronomico, ao percorrer o espaco e chegar
até nos, os observadores, sofre um deslocamento para o vermelho (redshift). Com
isso, um dos principais objetivos de um survey ao captar a luz dessas fontes é de-
terminar o seu redshift. Existem, de modo geral, duas técnicas que permitem fazer

a estimativa do redshift: espectroscopia e fotometria.
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Violet Photo-
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(a) Espectroscopia (b) Fotometria

Figura 6.4: Comparagao do principio fundamental do funcionamento entre as técnicas de
espectroscopia e fotometria para realizar estimativas de redshift. Fonte: [37].

A Figura 6.4 mostra o principio fundamental do funcionamento dessas duas
técnicas. Na espectroscopia, o método se baseia em analisar o espectro de um
objeto. Isso pode ser feito fazendo com que a luz recebida passe por um prisma
ou por uma rede de difracao. Essa técnica fornece uma medida muito precisa do
redshift, mas em contrapartida é necessario dedicar muito tempo de observacao,
de modo que ao final possuiremos comparativamente poucas medidas. O redshift
estimado através desse processo geralmente é denominado de espec-z (ou spec-z:
spectroscopic redshift).

Alternativamente a espectroscopia, como mostrado no painel (b) da Figura 6.4,
temos a fotometria. Essa técnica, introduzida por Baum (1962) [8], consiste basica-
mente em fazer com que a luz recebida de uma fonte astronémica passe por varios
filtros em diferentes bandas (como o sistema de filtros do LSST mostrado na Figura

6.2). Dessa maneira ¢é possivel obter de forma aproximada a distribui¢ao espectral
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de energia (comumente chamado de SED: spectral energy distribution) desses ob-
jetos (e.g., galdxias), a partir da qual se estima o redshift. O redshift estimado
através desse processo geralmente é denominado de foto-z (ou photo-z: photometric
redshift).

A fotometria permite obter uma amostra em ntimero de objetos observados muito
maior em relacao a espectroscopia. Em contrapartida, esse ganho no aumento do
nimero de objetos observados e incorporado ao catalogo, também vem acompa-
nhado por um erro maior na estimativa do redshift. Dessa forma, podemos dizer
que o espec-z (mais preciso) se aproxima muito do redshift verdadeiro de uma dada
fonte no céu, e por outro lado, o foto-z (menos preciso) flutua em torno do seu valor
verdadeiro. Essa flutuacao é modelada por uma distribuigao de probabilidade Gaus-
stana truncada para blueshift, ou seja, valores de foto-z negativos sao descartados
da amostra (discussoes mais profundas podem ser encontradas em [11], [18] e [41]).

Para o LSST (veja §13.3.3 de [2]) temos

202

Po(zp;2) = { V2™ : (6.1)
0 zp <0,

sendo o parametro dz representando o bias (viés) entre z e z,. Por outro lado, a
dispersao do redshift fotométrico z, em torno do seu valor verdadeiro z ¢ quantificada
pelo desvio padrao que depende do préprio valor do redshift. Este é modelado de

acordo com a seguinte equagao
0, =0.(1+ 2). (6.2)

Por outro lado, a distribuicao do nimero de galdrias em fungao do seu redshift

¢ modelada de acordo com (veja, e.g., [2], [55] e [66])

n(z) = d]\(;g;z) o (;)aexp [—(2/2")"], (6.3)

sendo os parametros para o LSST dados por z* = 0.5, « =2 e § = 1. Para o Dark
Energy Survey temos 5 = 1.5, e os demais parametros, z* (denominado de 2) e «,
iguais aos do LSST, veja, e.g., [55].

A Figura 6.5 mostra n(z) para o LSST e o DES, ambos normalizados em relagao
as suas respectivas areas totais. Podemos ver que a curva correspondente ao DES
decai rapidamente para z > 1 e é praticamente nula para z =~ 2. Isso faz sentido, uma

vez que as observacoes do DES foram realizadas limitadas ao intervalo de redshift
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de 0.4 a 1.4. Em contrapartida, as observagoes do LSST serao feitas para valores de

redshift que variam de z = 0 e se estendem até z = 6 [2].
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Figura 6.5: Comparagao entre a funcdo que modela a densidade de galdxias para dois
surveys: Legacy Survey of Space and Time (LSST) e Dark Energy Survey (DES). A
normalizacao é tomada em relagao a area abaixo do gréafico de suas respectivas curvas.

A partir da Eq. (6.3) ¢é facil mostrar que o maximo da distribuigdo de galaxias

OCcorre em
2 (B/a) @ com a # B, (6.4)
(6.5)

Zmax

1 Zmax ) X (5/a)a/(a—5) exp [_(Wa)ﬁ/(a—ﬁ)} )

Nas Figuras 6.6 e 6.7 mostramos o comportamento de n(z) em relacdo aos
parametros z* e «, respectivamente. Em consisténcia com as Eqgs. (6.4) e (6.5)
podemos ver que para ambos os parametros, na medida que aumentam, o maximo
de n(z), zmax, Ocorre para valores de z cada vez maiores. Além disso, ambos os

parametros tendem a atenuar o pico de n(z), n(zmax), sendo este pico mais sensivel

ao parametro z*.
Em relagao a Eq. (6.3), vale observar que z* é o valor do redshift para o qual

n(z*) oc 1/e e Ny(2*) = foz* n(z) dz serd uma certa porcentagem do nimero total de
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Figura 6.6: n(z) paraa=2e¢ = 1. Figura 6.7: n(z) para z* =0.5e g = 1.

galdxias. Mais precisamente, é possivel mostrar o seguinte resultado

z* Z\a 2\ B z* 1 a+1
N,(z* (—) — (—) dz = —/ t 5 exp|—t]dt
,(27) o /0 ) exp [ ~ z 7/, exp|—t]
2* a+ 1) (a +1 )}

~Zr (&), 6.6
7 r(*5 E 60

onde I'(u) e I'(u, v) sao as fungdes Gama e Gama Incompleta, respectivamente.
Uma vez modelado o erro de foto-z dado pela densidade de probabilidade descrita
pela Eq. (6.1), e a distribui¢do do nimero de galdxias dada pela Eq. (6.3), podemos

obter a fungao de sele¢ao fotométrica no i-ésimo bin de redshift, denotada por ¢;(z).

Essa funcao é a probabilidade de que, em um levantamento fotométrico, se atribua a

uma galdxia com redshift verdadeiro z, o redshift fotométrico z,, sendo esse limitado
entre uma cota inferior z,; e uma cota superior 2,,41, isto é, confinado em um bin

de redshift Az,;. Dito isso, é natural definir a fungao de selecao fotométrica da
seguinte maneira

¢i(2) = n(2) Pa(Azp; 2)

Zp,i+1
—n(e) [ Palaiz) ds, (6.7
2p,i
onde Pu(Azpi;2) = [ Po(zy;2)dz, (veja, e.g., §13.3.3 de [2]). De maneira
P,

andloga, se diz que ¢;(z) é a probabilidade de que uma galdxia seja incluida em
dado bin na amostra do levantamento realizado pelo survey.

Agora podemos efetuar algumas anélises basicas da fungao de selegao em relagao
aos parametros envolvidos. Na Figura 6.8 mostramos como a funcao de selecao se

comporta em relacao ao erro de foto-z, o, parametrizado pelo parametro o,y dado
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pela Eq. (6.2). Para isso utilizamos a Eq. (6.7) calculada para Az,; = [0.5,0.7].
Podemos observar algo interessante: a medida que 0,0 — 0 a funcao de selecao
decai cada vez mais rapido préximo dos extremos do intervalo delimitado por Az, ;.

Para ser mais exato, temos o seguinte

lim ¢(z) — Wi(2), (6.8)

— 0, =0.01
0.0 = 0.03
0,0 = 0.05
0.9 1.0

Figura 6.8: Fungao de sele¢ao fotométrica do LSST para diferentes valores do erro de foto-
z calculada para 0.5 < 2z, < 0.7. A medida que 0,9 — 0 todas as curvas tendem a ficar
confinadas ao intervalo delimitado pelo pontilhado preto. Da curva vermelha, passando
para a verde e finalmente a azul, estamos mostrando o processo limite da Eq. (6.8).

A medida que o erro de foto-z diminui, a funcao de selecao fotométrica tende a
funcao de selecao espectroscopica.

Para fins de comparacao, na Figura 6.9 fazemos as fungoes top-hat para ambos
os surveys, LSST e o DES. Podemos observar que a funcao top-hat para o LSST
comega a crescer enquanto a funcao top-hat do DES comeca a decrescer. Isso ocorre
pois o parametro S do LSST é menor do que o parametro [ para o DES, o que
permite que o LSST cubra um intervalo em redshift (0 < z < 6) maior que o
intervalo correspondente para o DES (0.4 < z < 1.4), veja também a Figura 6.5.

Ja na Figura 6.10 investigamos como a funcao de sele¢ao para o LSST se com-
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Figura 6.9: Comparacao entre as fungoes de selegdo espectroscépicas (top-hat) para o
LSST e o DES no intervalo de redshift 0.5 < z, < 0.9. O LSST observard objetos até
redshift 6, enquanto o DES alcangou até redshift de 1.4, por isso a top-hat do DES decai
mais rapido que a top-hat do LSST.

porta em termos da espessura do bin de redshift Az,;. Nesse gréfico mostramos
¢i(z) para trés diferentes espessuras do bin de redshift, sendo todos estes centrados
em z, = 0.7 e com erro de foto-z padrao o, = 0.05.

Podemos observar que a medida em que a espessura do bin de redshift diminui, a
largura da funcao de selegao torna-se cada vez mais estreita. Isso significa que, dada
uma galaxia com redshift verdadeiro z, a probabilidade desse objeto ser incluido no
levantamento atribuindo-lhe um redshift fotométrico z,, depende da prépria espes-
sura do bin de redshift adotado pelo survey, sendo tal probabilidade cada vez menor
a medida que se faz o bin de redshift cada vez mais estreito.

A analise sobre a escolha da espessura do bin de redshift é de extrema im-
portancia, pois ela se refletird no calculo de todas as outras grandezas que dependem
da funcao de selecao. Por exemplo, fazemos esse estudo para determinar a espessura
minima do bin de redshift para o qual a ACF deixa de ser suficientemente sensivel.
Analogamente, a escolha do bin de redshift se reflete diretamente na quantidade de
bins do intervalo total de redshift assumido pelo survey. Quanto maior o nimero de
bins de redhshift, maior se torna o custo computacional, pois maior serd o niimero

de sub-matrizes da matriz de covariancia total. Veremos essas e outras implicacoes
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Figura 6.10: Andlise do comportamento da funcao de selecao fotométrica para o LSST
em termos da espessura do bin de redshift, todos centrados em z, = 0.7 e com o9 = 0.05.

quando lidarmos com essas grandezas posteriormente.

Por fim, podemos também explorar como a funcao de selecao se comporta em
termos de varios bins de redshift, sendo todos esses com a mesma espessura, porém
espalhados dentro do intervalo de redshift de 0 a 6 assumido pelo LSST. Essa anélise
é mostrada na Figura 6.11, por onde podemos observar quatro bins de redshift
disjuntos e todos com uma espessura fixa de 0.05. Como podemos observar, ao
transladar o bin de redshift dentro do intervalo de 0 a 6, o pico da funcao de selegao
também translada de modo a acompanhar o centro do seu respectivo bin Az, ;.
Comparando com o passo a passo da Figura 6.3, variar o bin de redshift, equivale a
efetuar uma varredura ao longo do intervalo total de redshift que sera coberto pelo
survey. Dessa forma o survey vai bin a bin incluindo objetos em seu catdlogo de
acordo com a probabilidade associada ao seu redshift.

Pela Figura 6.11 podemos notar que nos extremos do intervalo de 0 a 2.5 (que
se estende até 6) a funcao de selecao tem amplitude menor do que na regiao central.
Isso ocorre pois de acordo com a Eq. (6.7) temos ¢;(z) = n(z)Pa(Azy;; %), e com o
auxilio da Figura 6.5 podemos observar que a fungio n(z) e Pg(Az,;; 2) modelam a
amplitude e a posigao do pico de ¢;(2), respectivamente. Para ser mais exato, temos
que, se z — 0 ou z — 0o = n(z) — 0 entao ¢;(z) — 0. Equivalentemente podemos

dizer que a fungao n(z) encapsula a fungao ¢;(z) para todo i.
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Figura 6.11: Andlise do comportamento da func¢ao de selecao fotométrica para o LSST
em termos da posicdo do bin de redshift ao longo do intervalo de redshift de 0 a 6. A
espessura de todos os quatro bins é [Az, ;| = 0.05 e além disso assumimos 0.9 = 0.05.

6.4 Complexidade de tempo na cosmologia

Consultando novamente a Figura 6.3, podemos observar que, apds obter a funcao

de sele¢ao, o préximo passo seria obter as fungdes W;(k) para em seguida obtermos

o espectro de poténcia angular Cé’j . A partir daqui entremos na questao da im-

plementacao computacional das fungoes apresentadas nos capitulos anteriores. Na
verdade, na secao anterior nés também implementamos, com a linguagem de pro-
gramacao Python®, a funcao de selecao fotométrica. Mas essa funcao dada pela
Eq. (6.7), além de ser simples, ainda nao exige que efetuemos manipulagoes mais
complexas. Portanto, a parte referente a funcao de selecao nao tem grandes impactos
sobre os recursos computacionais.

Entretanto, para calcularmos as principais funcoes apresentadas nos capitulos
anteriores, tais como a funcao de correlacao espacial e angular, o espectro de poténcia
angular ou até mesmo a fungao de crescimento, precisaremos envolver varias operagoes,
tais como multiplas integragoes ou resolver sistemas de equagoes diferenciais (para
a funcdo de crescimento, por exemplo). Além disso, como essas fungoes estao to-

das interligadas entre si por meio da transformada de Fourier e/ou dos harmonicos

2https://www.python.org/
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esféricos, entramos em uma espécie de “cascata”’ ou de “hierarquia”’, no sentido de
que precisaremos computar varias grandezas predecessoras da grandeza principal
em que estamos interessados.

Dessa forma, claramente dependemos de estabelecer uma cota inferior para uma
ou mais funcoes a partir da qual derivaremos todas as outras. Caso contrario pre-
cisarfamos solucionar as equacoes de Boltzmann com as equacoes da teoria da Re-
latividade Geral para obtermos a funcao de transferéncia [56] e a partir dai obter
o espectro de poténcia. Sé entao, em principio, estariamos aptos a obter todas
as demais grandezas das quais do espectro de poténcia dependem. Isso por si s
demanda tempo, recursos, e mais importante, conhecimento prévio. Precisamos,
portanto, estabelecer a partir de que ponto queremos comegar.

Nesse sentido, ao longo do desenvolvimento desse trabalho, exploramos apenas
de modo geral as funcionalidades de alguns principais programas extremamente
refinados e ja existentes na cosmologia, por exemplo, Code for Anisotropies in the
Microwave Background CAMB?, o Cosmic Linear Anisotropy Solving System CLASS*
e cosmological parameter estimation code CosmoSIS®.

Entretanto, utilizamos efetivamente somente o CAMB. Com esse programa noés
geramos o espectro de poténcia P(k), a distancia comével z(z), o parametro de
Hubble H(z), e a fungao de crescimento D(z). A partir dessas grandezas, todo o
restante das operagoes nés implementamos com o Python. Dessa forma, por exem-
plo, se desejassemos computar o espectro de poténcia angular dado pela Eq. (5.84),
precisariamos exatamente das grandezas citadas anteriormente e também da funcao
Ui(k) dada pela Eq. (5.85). Com efeito, D(z) faz parte do integrando de W(k) e
x(z) aparece como argumento das funcoes esféricas de Bessel j,(kx(z)). Podemos
observar também que aparece a fungao de selegao fotométrica ¢;(z), mas essa foi
facilmente implementada na secao anterior. Por fim, combinamos todas estas gra-
dezas e, por meio da biblioteca SciPy®, utilizamos a ferramente quad (uma técnica
de integracao oriunda da biblioteca QUADPACK advindo da linguagem Fortran) para
finalmente obter a fungao completa ¥i(k) para cada valor de /.

Agora, para demonstrar exatamente o ponto que queremos chegar logo adiante,

vamos analisar o panorama geral da estrutura do cédigo para computar a APS:

for ell in ell_range:

for k in k_range:

3https://camb.info/
4https://lesgourg.github.io/class_public/class.html
Shttps://bitbucket.org/joezuntz/cosmosis/wiki/Home
Shttps://www.scipy.org/
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Psi_ell_k = [codel]
APS_ell = [code2]

E claro que existem muito mais linhas, comandos e calculos implicitos do que o
simplesmente apresentado nessa estrutura. Vamos assumir que esses e outros de-
talhes estao subtendidos em [codel] e [code2]. O ponto realmente importante é
que, ao seguir essa linha de raciocinio, somos naturalmente conduzidos e for¢cados a
computar duas integrais (diz-se que estas sao as operacies dominantes do c6digo);
uma integral nos fornece W% (k) e outra integral nos fornece a APS, C.

Essas duas integrais se traduzem no aparecimento de dois comandos for. Aqui,
como estamos em varidveis distintas (¢ e k), iremos efetuar um nimero também dis-
tinto de integracao para o caso geral, mas por simplicidade vamos assumir que temos
que computar N integrais. Como temos dois loops, a complexidade do algoritmo,
mais especificamente’, a complezidade de tempo do cédigo no limite assintético é
de O(N?). Quando isso ocorre dizemos que estamos efetuando uma operagao de
complexidade quadratica, ou mais comumente, de forca-bruta.

Se por um lado cédigos dessa classe podem ser relativamente de facil compre-
ensao, por outro lado, a consequéncia do fato da sua complexidade de tempo ser
de no minimo O(N?) implica que ele demanda uma grande quantidade de tempo a
medida que a sua entrada N aumenta. De modo geral, temos as seguintes classes

de complexidade
O(1), O(loglog N), O(log N), O(N), O(Nlog N), O(N?), O(N"), O(NY),

sendo que da esquerda para a direita varia-se da melhor a pior complexidade. Mani-
pulagoes corriqueiras com matrizes podem, dependendo do algoritmo, cair facilmente
em casos de alta complexidade. Por exemplo, o produto de matrizes escalona com
O(N3), enquanto que o cdlculo do determinante pelo método dos cofatores escalona
com O(N!). E como vimos no capitulo 5, célculos com matrizes de covariancia sao
bastante comuns ao lidarmos com forecasts de parametros cosmologicos.

Ao longo desse trabalho enfrentamos exatamente esse tipo de problema. Algumas
grandezas foram computadas pelo método da forca-bruta e foi possivel experimentar
na pratica a imensa quantidade de tempo consumida por esse processo. Na Figura
6.12 mostramos um espectro de poténcia angular que foi obtido por esse método.

O tempo demandando para obter essa APS foi da ordem de horas, e mesmo assim

"Existem também a complezidade de espaco que se refere a quantidade de meméria demandada
pelo computador para salvar as saidas do cédigo.
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podemos observar pelas regides de zoom que a APS para ¢ cada vez maior fica cada
vez mais ruidosa. Isso ocorre devido as funcoes esféricas de Bessel de primeiro tipo
Je(ka(z)).

Essas funcoes esféricas de Bessel contribuem para o aumento do consumo de
tempo e também da imprecisao de modo que o método de forca-bruta nao consegue
lidar muito bem, principalmente no limite de kxz(z) e/ou ¢ grande.

Na Figura 6.13 mostramos algumas fungoes j,(u) para trés valores de ¢ =
0, 50, 500. Como se pode observar, a amplitude dessas fungoes tornam-se maxima
quando a magnitude de u tende a ¢, e depois, para o mesmo valor de ¢, a fungao
oscila com amplitude decrescente para u maior que . Com isso queremos mostrar
que ao lidar com operacoes envolvendo integragoes das funcoes esféricas de Bessel,
naturalmente estaremos confinados a lidar com as complexidades intrinsecas dessas
funcoes.

Como alternativa para melhorar a rapidez das operagoes envolvendo integracao,
exploramos o fato das fungoes esféricas de Bessel oscilarem. A ideia geral foi aproxi-
mar a integral em um dado intervalo Au por uma soma de integrais, onde a i-ésima
integral é computada entre os limites inferiores e superiores dados pela i-ésima e
i + 1-ésima raiz de j,(u), respectivamente. Isto é, I, = . fui"“ f(u)je(u) du, onde

Je(u;) = 0 Vi e f(u) sendo suave e nao nula para u € [u;, u;11]. Para fazer isso
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Figura 6.13: Andlise do comportamento geral das fungoes esféricas de Bessel do primeiro
tipo para trés valores do multipolo 4.

precisamos conhecer as raizes de j,(u). Porém j,(u) ndo sao periddicas, a grosso
modo elas sao assintoticamente periodicas. Independentemente disso, ainda preci-
sarfamos efetuar centenas de integragoes, e portanto estaremos confinados ao caso
de complexidade de tempo O(N?).

Para contornar essas e outras dificuldade é necessario baixar a ordem de com-
plexidade de O(N?) para pelo menos a ordem imediatamente mais baixa, que de
acordo com o que foi descrito acima é O(N log N). Para isso, passamos a utilizar o
Core Cosmology Library CCL®. Com o CCL é possivel computar grandezas padroes
da Cosmologia. Além disso, essa biblioteca sera empregada nas analises pelo LSST
Dark Energy Science Collaboration [15]. Em particular para a ACF, esse programa
utiliza o método de FFTLog (veja, e.g., [14]) cujo tempo escalona justamente com

O(Nlog N) e, por isso, em relagao a for¢a-bruta, computa as grandezas que estamos
interessados em um tempo muito inferior.

8https://github.com/LSSTDESC/CCL
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6.5 Espectro de poténcia angular & CCL

Da mesma forma que fizemos para a funcao de selegao na §6.3, nesta secao estamos
interessados em analisar o impacto de alguns dos principais parametros na APS.
Para gerar essa funcao iremos utilizar o CCL. Antes de prosseguir, é importante
salientar que

Inicialmente, consultando a Figura 6.3 vemos que primeiramente é necessario in-
formar a cosmologia para posteriormente obter a APS e as demais grandezas. Nesse
sentido, iremos adotar como cosmologia fiducial os parametros cosmologicos obtidos
pela missao Planck [4] que obtiveram restri¢oes nos parametros cosmolégicos por
meio de medidas das anisotropias de temperatura da cosmic microwave background

(CMB). Na Tabela 6.1 mostramos os parametros utilizados

Densidade de matéria escura O.h% | 0.11907 £+ 0.00094
Densidade de matéria barionica Oh? | 0.02234 + 0.00014
Indice espectral N 0.9671 + 0.0038
Constante de Hubble [km s_lMpc_l} Hy 67.66 + 0.42
EoS da Energia escura Wy -1.028 4+ 0.032
Amplitude de flutuagao da matéria o) 0.8083 £ 0.0060

Tabela 6.1: Parametros cosmoldgicos fiduciais assumidos para obter grandezas como APS
e ACF.

A primeira analise que podemos fazer é em relagdo ao comportamento da APS
em termos da Eq. (6.2) parametrizada pelo coeficiente 0,9. A Figura 6.14 mostra a
APS obtida no bin de redshift [0.9,0.95]. Como podemos observar, & medida que
0.0 aumenta, a amplitude da APS é suprimida. Isso estd de acordo com o que se
espera ao analisar as Eqgs. (5.84) e (5.85) juntamente com o grafico da funcao de
selecao dado pela Figura 6.8. Além disso, podemos observar as Oscilagoes Acusticas
de Bérions (BAOs) que, por intermédio da Eq. (5.84), se propagam do espectro de
poténcia P(k) para a sua contrapartida angular Cj.

Consultando a Eq. (6.1) podemos observar a presenca do parametro de bias entre
o foto-z e o spec-z quantificado por §z. Como mencionado, seu valor padrao é nulo.
No entanto gostariamos de explorar o impacto dessa quantidade tomando pequenas
variagoes em torno do seu valor padrao para verificar se de fato isto nao altera muito
a APS. A Figura 6.15 demonstra que pequenas flutuagoes dz em torno do seu valor
padrao nao produzem grandes impactos na forma e/ou amplitude da APS, como
esperado. Portanto, para nossos propositos, sera suficiente assumir dz = 0.

Uma anadlise de extrema importancia é a dependéncia do espectro de poténcia,
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Figura 6.14: Anélise do comportamento do espectro de poténcia angular em termos de
variagdes do parametro de erro de foto-z. A APS foi obtida para o bin de redshift fixo
Az = [0.9,0.95]. Como o bin de redshift é fixo, entdo i = j, e por isso a notagao foi
simplificada de C,” para simplesmente Cj.
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Figura 6.15: Impacto de dz na APS para o bin de redshift Az = [0.90,0.95] e 0,0 = 0.05.
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3D ou 2D, em relagao aos parametros cosmolégicos. Com efeito, a fungao de trans-
feréncia, e portanto o espectro de poténcia, dependem do parametro de forma dado
por I' = Q,,h. Matsubara (2004)[44] avalia e discute o impacto de alguns parametros
cosmoldgicos, em particular a densidade total de matéria €, e a fragao de densidade

de bérions em relacdo a densidade total de matéria f, = €/, em P(k) e &(x).
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Figura 6.16: Espectro de poténcia angular em fungéo dos principais parametros cos-
molégicos: Densidade de matéria escura e barionica (). e {1, respectivamente, constante
de Hubble h = Hy/100 e EoS para a energia escura wy. Todos foram calculados conside-
rando o bin de redshift Az = [0.90,0.95], 0,0 = 0.05 e 6z = 0.

Na Figura 6.16 computamos a APS em funcao dos quatro principais parametros
cosmoldgicos. Podemos observar que para ¢ pequeno (e portanto grandes escalas an-
gulares), a medida que a densidade de matéria escura, (2., aumenta, a amplitude da
APS diminui. Pode-se dizer que C herda esse comportamento da sua contrapartida
espacial, pois algo semelhante também ocorre com P(k). O comportamento oposto,
porém em menos intensidade, acontece quando se aumenta a densidade de matéria
barionica €2,. Por outro lado, um Universo com uma taxa de expansao acelerada
maior tende a suprimir a intensidade da APS, como podemos observar quando se
aumenta a constante de Hubble h. Por fim, temos o efeito da EoS da energia escura.
wy nao afeta o espectro de poténcia primordial, mas seu efeito se propaga para a

contrapartida angular do espectro de poténcia por meio da funcao de crescimento
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D(z), como indicado por meio das Egs. (5.84) e (5.85).

Agora que ja fizemos uma breve discussao sobre o comportamento geral da
APS em termo dos principais parametros (cosmoldgicos e os advindos da fungao
de sele¢ao), podemos retornar ao passo-a-passo dado pela Figura 6.3. Vale observar
que o CCL nos permitiu obter a APS sem necessidade de adentramos nos detalhes da
modelarmos computacionalmente (pelos motivos citados na §6.4) as fungoes Wi (k).
Portanto, o préximo passo é avaliar a APS para diferentes bins de redshift Az;. Para

fins de ilustracao, vamos assumir que os bins de redshift seguem a distribuicao dada
pela Tabela 6.2

o

n Bin de Redshift

1 | Az =[0.90, 0.95]
2 A22 [0.95, 1.00]
3 = [1.00, 1.05]
4 Az4 = [1.05, 1.10]

Tabela 6.2: Divisao simplificada de bins de redshift.

Em termos de nomenclatura e notacao, vale mencionar que quando a APS é
calculada para o mesmo bin de redshift, entao i = j, de modo que escrevemos C’Z’j
como simplesmente C/, e essa é dita espectro de poténcia angular de auto correlagao
(auto—correlation angular power spectrum). No caso de i # j mantemos a notacao
Ce , e essa é dita espectro de poténcia angular de cross correlagao (cross-correlation
angular power spectrum).

Na Figura 6.17 temos a APS de auto correlagao calculada para os quatro bins
de redshift da Tabela 6.2. Nesse caso, como todos os demais parametros estao
fixados nos valores padroes, temos que a amplitude da APS é ditada totalmente
pelo comportamento da funcao de selecao nesses bins de redshift. Como podemos
observar claramente pelas Figuras 6.10 e 6.11, se a amplitude da APS vai aumentar
ou diminuir & medida que se muda de bin e/ou a largura do préprio bin de redshift,
vai depender da regiao do intervalo da funcao de selecao, que por sua vez depende
da forma como os bins de redshift sao definidos.

Por fim, na Figura 6.18 fazemos o grafico da APS para o caso geral da Tabela
6.2. Dessa forma, por exemplo, a segunda linha e a terceira coluna da Figura 6.18
corresponde ao espectro de poténcia angular cruzado entre as faixas (bins) de redshift
para i = 2 e j = 3, o que resulta em Cf’g (no grafico suprimimos a virgula entre
i e j por simplicidade). Vale observa ainda que, de acordo com a Eq (5.84) temos

que C;7 = C}"* e indicamos essa propriedade com cores iguais em relacdo a diagonal
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Figura 6.17: APS de auto-correlagao para os quatro bins de redshift da Tabela 6.2.
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Figura 6.18: Espectro de poténcia angular, C;’j , para todas as combinacoes dos bins de
redshift da Tabela 6.2. A diagonal principal corresponde a APS de auto correlagao, e fora
da diagonal principal temos a APS de cross correlacao.
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principal. Vale observar ainda que a diagonal principal da Figura 6.18 ¢ exatamente

a Figura 6.17.

6.6 Funcao de correlagao angular & CCL

De acordo com a Figura 6.3, uma vez de posse do espectro de poténcia angular, o
proximo passo antes de obter a matriz de covariancia é obter a fungao de correlagao
angular (ACF), w(#). Ha duas maneiras de se obter a ACF em termos do forma-
lismo desenvolvido nos capitulos anteriores: por meio da Eq. (4.4) (nesse caso serd
necessario determinar £(x) dado pela Eq. (3.87)), ou por meio da Eq. (4.13). Para
a obtengao da ACF por meio do primeiro modo, veja e.g. [55]. Aqui utilizaremos
o CCL, que por meio da técnica de FFTLog realiza os cdlculos em um tempo que

escalona com O(N log N).
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Figura 6.19: Fungao de correlagao angular (multiplicada pelo seu respectivo angulo ao
quadrado) para diferentes valores do erro de foto-z. Assumimos Az = [0.90, 0.95].

Semelhante ao que foi feito para a APS na Figura 6.14, realizamos uma analise do
impacto do parametro 0,9 na ACF como mostrado na Figura 6.19. Como podemos
observar, quanto maior é o erro de foto-z, menor sera a intensidade do pico de BAO.

Na Figura 6.20 mostramos que o impacto do bias 6z na ACF também é pequeno

quando se toma pequenas variacoes em torno do seu valor padrao.
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Figura 6.20: Impacto de §z na ACF para o bin de redshift Az = [0.90, 0.95] e 0,0 = 0.05.
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Figura 6.21: ACF em termos dos principais parametros cosmol4gicos.
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Todos foram

calculados considerando o bin de redshift Az = [0.90,0.95], 0.0 = 0.05 e 6z = 0.
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Na Figura 6.21 exploramos o comportamento da ACF em termos dos principais
parametros cosmoldgicos. Como discutido em [55], a forma como os parametros
cosmoldgicos podem influenciar na fungdo de correlagao angular (e portanto a ACF
é fonte de informagao para esses parametros) sao divididas, de modo geral, em quatro
categorias: (i) por meio do espectro de poténcia primordial da matéria B, (k), (ii) a
fungao de crescimento D(z), (iii) o parametro que quantifica a distor¢do no espago
de redshift f = dlnD/dIna, (vi) e a distancia radial comével x(z), que aparece
principalmente como argumento das fungoes esféricas de Bessel do primeiro tipo.

O espectro de poténcia sofre pouca influéncia da equacgao de estado da energia
escura wy. Portanto, a dependéncia da ACF com o parametro wy advém da fungao
de crescimento D(z) e da distancia radial comdvel, pois estes dois dependem de wy.
Podemos observar ainda que wq influencia no pico do BAO, mas também em sua
posicao: para valores menores de wg o pico do BAO se desloca para pequenas escalas
angulares, e para valores maiores de wy o pico do BAO se desloca para grandes
escalas angulares. Por outro lado, a posicao do pico do BAO ¢ pouco influenciada
pela densidade de matéria escura 2., mas sua amplitude é fortemente correlacionada
por esse parametro (confira, e.g., [55]).

Observamos também que quanto maior a densidade de matéria barionica, €2,
mais pronunciado se torna o pico do BAO (efeito oposto ao da densidade de matéria
escura). Por fim, quanto maior a taxa de expansao acelerada do Universo (quan-
tificado pelo parametro de Hubble h), mais suprimido se torna o pico do BAO a
medida que se desloca para escalas angulares maiores.

Assim como foi feito para o espectro de poténcia angular, agora computamos a
funcao de correlagao angular dentro de cada um dos quatro bins de redshift indicados
na Tabela 6.2. Os resultados sao mostrados na Figura 6.22. Novamente, como todos
os parametros (cosmolégicos e os advindos da funcdo de selegao fotométrica) estao
fixos, isso significa que a forma e amplitude da ACF é totalmente modelada pelo
comportamento da funcao de selecao dentro da cada bin Az; bem como do préprio
bin de redshift.

Seguindo o argumento de [55], a largura ideal para um dado bin de redshift,
indicado aqui por |Az|, é aquela a partir da qual, usando-se larguras menores, nao
influenciam-se de forma significativa no sinal (na amplitude) da fungao de correlagao

angular. Matematicamente, a ideia é a seguinte:
|Az|; = max{|A°%;|} tal que |w(Ofa0; |A2i 1]) — w(0ha0; |AZ])| < M,  (6.9)

onde |Az|; é a largura ideal, |A°z;| é a i-ésima largura do bin de redshift centrado
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Figura 6.22: Fungao de correlagao angular calculada para os quatro bins de redshift da

Tabela 6.2.
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Figura 6.23: Impacto da largura do bin de redshift na regidao préximo ao pico do BAO
da ACF. Todos bins estao centrados em ¢ = 1.0.
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em c e tal que |A°z;_1| > |A°%;|, 0510 € 0 valor do angulo correspondente ao pico
do BAO para a i-ésima largura do bin de redshift e M é uma constante positiva.
Isso é expressado pela Figura 6.23. Podemos observar que quanto menor é a
largura do bin de redshift, menor é a variagdo da altura (e portanto menor é a
diferenga entre dois picos consecutivos) do pico do BAO. Portanto, nesse caso, existe
uma espessura |A°z;| méxima tal que a Eq. (6.9) é verdadeira. Vale observar que,
para M fixo, em principio podemos ter que |Az|; = |Az|/(c), i.e., a largura pode

depender da posicao do centro do bin de redshift.

6.7 Representacao da matriz de covariancia

Uma vez obtido o espectro de poténcia angular, C*/, e a funcao de correlacao
angular, w'(#), o préximo passo em dire¢ao a determinagao da matriz de Fisher, em
termos da Figura 6.3, é obter a matriz de covariancia dada por meio da Eq. (5.87)

reproduzida na Eq. (6.12) onde fizemos a mudanca de notagao ¢ — 67" e " — 0.

[SCov'! SCov'? ... SCov'
SCov?'! SCov* ... SCov*
Cov[ACF] = ' . . ' , (6.10)
_SCovt1 SCov? ... SCov"
COV[ACF]ZJ}G} COV[ACF];JgQJZ COV[ACF];]%H;\,].
N Cov[ACF]i}]éal. COV[ACF](ZJ#, o COV[ACF]MQ N;
SCov" = t o %57, (6.11)
_Cov[ACF];JZNm]l_ COV[ACF]Z\,ZH? Cov[ACF]ZVie;Vj_
2 2041 . o [ i 05
COV[ACF}QJZ,HH? = o 2= (42 Pe(cos 0" )Py(cos 07) {CZ’J + T_L—Z} : (6.12)

Onde Cov[ACF] é a matriz de covariancia total, SCov" sdo sub matrizes de
covariancia fixada a i-ésima e a j-ésima faixa de redshift, onde cada elemento é dado

por COV[ACF]%nG?. Vale observar ainda que

dim (SCov¥) = N; x Nj,
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e por tanto
dim (Cov[ACF]) =Y "N, x Y N; =) Nix Y N,
i J i i

pois a matriz de covariancia é quadrada.

Podemos observar pela Eq. (6.12) que Cov[ACF] é uma matriz simétrica em
relacdo a diagonal principal, logo SCov?” = SCov?". Isso pode ser itil em termos
de calculos computacionais, pois significa que nao precisamos computar todos os
elementos da matriz, sendo suficiente que calculemos a matriz de covariancia trian-
gular superior (ou inferior), e depois tomemos a transposta. Esse argumento pode
ser estendido para as sub matrizes de covariancia desde que N; = N;, pois nesse

caso, mesmo que ¢ # j, ainda teremos que SCov "™ é uma matriz quadrada.

x1078

»

\7-

h

Figura 6.24: Matriz de covariancia diagonal para o DES obtida a partir da divisdo de
bins de redshift e bins angulares de acordo com a tabela I disponivel na referéncia [55].
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Figura 6.25: Matriz de covariancia para o DES obtida a partir da divisao de bins de
redshift e bins angulares de acordo com a tabela I disponivel na referéncia [55].

As Figuras 6.24 e 6.25 mostram o que foi dito acima. Primeiramente, antes de
discutir os detalhes dessas matrizes, esclarecemos que a ideia inicial era reproduzir
os resultados da referéncia [55] para verificarmos a confiabilidade dos nossos c6digos.
Por isso, ambas as figuras foram obtidas a partir da divisao de bins de redshift e
de bins angulares tal como disposto na tabela I de [55]. Uma vez feito esse teste
de reprodutibilidade, dado que o formalismo teérico de forecasts é o mesmo (salvo
pequenas mudancas, principalmente na fungao de selecao fotométrica, na divisao de
bins de redshift e angulares e na escolha da cosmologia fiducial) o préximo passo
seria aplicar para o LSST. Porém, dado as circunstancia, a aplicabilidade dos nossos
codigos para o LSST tiveram que ser postergadas e inclusas em perspectivas futuras.

A Figura 6.24 mostra a matriz de covariancia triangular superior da Eq. (6.10),

pois foi utilizado a propriedade SCov¥” = SCov’". Dessa forma, a transposta
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da matriz 6.24 nos fornece os elementos abaixo da diagonal principal da matriz
de covariancia 6.25, formando assim a matriz de covariancia completa dada pela
Eq. (6.10).

De acordo com a referéncia [55], foram tomados 20 bins de redshift de 0.4 & 1.4.
Em cada bins de redshift foi definido uma binagem angular, e a soma de todos esses
bins angulares é 445. Portanto, a matriz de covariancia mostrada na Figura 6.25
tem dimensao 445x445, entretanto, desprezamos correlacao para além de dois bins
de redshifts consecutivos (assim como feito em [55]) e por isso que, em relacdo a
diagonal principal da Fig. 6.25, sempre existem apenas duas submatrizes matrizes a
direita e a esquerda, e acima e abaixo. Por fim, na Figura 6.25 mostramos um zoom
na submatriz de covariancia SCov ?® obtida a partir da correlacio entre o segundo e
o terceiro bin de redshift da tabela I de [55]. Essa submatriz em particular, SCov*,
tem dimensao de 26x25, pois o segundo bin de redshift tem 26 bins angulares e o

terceiro bin de redshift tem 25 bins angulares.



Capitulo 7
Conclusoes e perspectivas futuras

Neste trabalho exploramos o formalismo matemético bem como os conceitos fisicos
envolvidos no método, e nos assuntos correlatos, de se obter estimativa dos erros
para os parametros cosmologicos. Isso é feito a partir da modelagem adequada
da funcao de correlagao angular para o levantamento fotométrico futuro em que
estamos interessados, nesse caso, o Legacy Survey of Space and Time. Portanto,
apenas logramos realizar tal estudo se conhecemos de antemao as especificagoes do
survey em questao, tais como o intervalo de redshift pretendido a ser observado, a
porcao do céu pretendida a ser coberta, os parametros da funcao de selecao, bem
como qualquer outra informacao que possa ser relevante para esse estudo.

Algo fundamental envolvido nestes estudos sao as funcgoes de correlagao e os
espectros de poténcia, tridimensional e bidimensional. Estes sao formas de medir
estatisticamente a intensidade do quanto a distribuicao de matéria pelo Universo
se distancia da premissa de homogeneidade e isotropia tal como o proposto pelo
modelo cosmolégico de FRW. Na cosmologia, isso constitui o estudo da Estrutura
em Grande Escala do Universo. Em um primeiro contato, a maneira mais simples de
aproximar o modelo de FRW do nosso Universo real fora pela Teoria da Pertubagao
Linear.

Essa abordagem nos permite obter varias equagoes tteis, e algumas das quais
com até boas aproximacoes para descrever o nosso Universo. Entretanto, algumas
corregoes de cardter fisico e/ou observacional, bem como a nao linearidade, podem
se tornar importantes de ser levadas em consideragao. Nesses casos, é de extrema
importancia realizar um estudo mais aprofundado do quanto a grandeza em questao
que queremos medir é sensivel a estes efeitos e correcoes.

Os dois paragrafos imediatamente supracitados por si s6 sao embebidos por uma

descricao tedrica bastante refinada em nivel matemadtico, e algumas passagens se
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respaldam em argumentos fisicos sutis. Por isso nessa dissertagao nos concentramos
bastante na demonstracao de cada equagao. Esse foi um dos objetivos perseguidos
com bastante insisténcia, e cujo éxito esperamos ter logrado.

Uma vez de posse da descrigao tedrica, para efetivamente realizarmos a estima-
tiva dos erros dos parametros cosmologicos a partir da fungao de correlagao angular,
¢é necessario adentrar no formalismo estatistico, que é o meio pelo qual podemos
interligar a teoria com as observagoes, nesse caso, com estimativa de observagoes
futuras. Assim sugiram naturalmente as matrizes de covariancia e a matriz de in-
formagao de Fisher.

Nesse caso, é indispensavel e extremamente necessario o uso de cédigos que pos-
sam computar tais grandezas que cumpram com dois requisitos basicos: precisao
e rapidez. Neste trabalho nds tentamos desenvolver os nossos préprios codigos.
Realizar essa tarefa foi de extrema importancia para que pudéssemos ter uma assi-
milagao mais solida do formalismo teérico bem como nos aproximar do que é feito
corriqueiramente em cosmologia. Em termos de aprendizado e experiéncia o objetivo
foi alcancado. Entretanto, lidar com o desenvolvimento desses cédigos a partir do
“zero” nos mostrou a necessidade de buscar por conhecer c6digos ja existentes a anos
e em constante desenvolvimento por parte de uma grande comunidade envolvida em
cosmologia.

Nesse sentido, imediatamente procuramos buscar tomar ciéncia da existéncia
desses codigos. Porém, as duvidas que se sucederam a partir do estudo de tais
codigos nao puderam ser sanadas na velocidade necessaria que era preciso para
realizarmos o progresso que tinhamos em mente. O cédigo que se mostrou mais
acessivel aos nossos conhecimentos, dada as circunstancias, foi o Core Cosmology
Library. A partir dai certo progresso fora de fato feito, uma vez que ja tinhamos
tentado incessantemente desenvolver nossos proprios cédigos. Dessa forma criamos
uma juncao entre partes dos codigos que ja tinhamos desenvolvidos com as grandezas
fornecidas pelo CCL.

Dado que se trata apenas de uma primeira versao do cédigo completo, as es-
timativas dos erros dos parametros cosmoldgicos obtidas seguindo a prescricao do
capitulo 6 com esse cédigo foi insatisfatéria. Em outras palavras, precisamos reali-
zar novos testes e identificar possiveis lapsos nos cédigos. Isso, portanto, constitui
apenas uma das nossas varias perspectivas futuras.

Algumas questoes que nao foram respondidas satisfatoriamente, e que se mostra-
ram relevantes para a analise da estimativa dos erros dos parametros cosmologicos

Sa0:
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e Qual o critério para se definir a espessura dos bins angulares para um dado
bin de redshift?.

e Dado que a tecnologia tem permitido aos grandes surveys cobrir intervalos
de redshift cada vez maior, e dado que a matriz de covariancia aumenta sua
dimensao a medida que se aumenta a quantidade de bins de redshift (e portanto
o custo computacional), é necessério sempre mantermos o intervalo de redshift
total?.

e Ha maneira de reduzir o intervalo de redshift sem prejuizo a estimativa dos

erros dos parametros cosmoldgicos?.

e A funcao de correlagao angular e o espectro de poténcia angular dependem
da escolha dos parametros cosmoldgicos. Portanto, dado duas cosmologias,
A e B, qual o critério objetivo para se escolher A como sendo a cosmologia
fiducial ao invés de B?. Tal escolha pode influenciar na estimativa dos erros

dos parametros para o survey em questao?.

No futuro pretendemos responder satisfatoriamente a essas questoes. Além disso
vamos continuar aprofundando os conhecimentos sobre cosmologia, estrutura em
larga escala com extensao da abordagem da teoria linear de pertubacao para a
nao linear, que considera a inclusao de termos de altas ordens para uma melhor
aproximacao das grandezas que descrevem o nosso Universo real. Pretendemos
também nos apropriar dos progressos e desafios acerca do estudo da energia escura,

componente misteriosa que provoca a atual expansao acelerada do Universo.
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Apéendice A: Estimador de

Feldman, Kaiser & Peacock

Neste apéndice apresentamos brevemente uma generalizagao da analise estatistica do
espectro de poténcia 3D para surveys de galaxias que foi desenvolvido inicialmente
no capitulo 5. Em particular, focamos apenas nas §2.1, §2.2 e o inicio da §2.3 do
trabalho desenvolvido em 1994 por H. A. Feldman, N. Kaiser e J. A. Peacock [25]
(por simplicidade, FKP).

Em suma, FKP apresentam um método geral e rigoroso de estimar o espectro
de poteéncia 15(/{) e sua variancia 0%, com isso, e sob a hipGtese (empiricamente
verificada) de flutuagoes Gaussianas, é possivel minimizar a variancia impondo que
a fungao peso w(r) (weight function), inicialmente arbitraria, assuma uma forma
analitica particular wy(r) (optimum weighting).

O ponto de partida para toda a anélise, comega pela definigdo de uma fungao F'(r)
que representa a flutuacao, i.e., a diferenga entre a densidade do nimero de galaxias
de um catélogo, representado por ny(r), pela densidade do nimero de galdxias de

um catalogo sintético n(r)

w(r) [ny(r) — an,(r)]
F(r) = I (7.1)
[ &r w2(r)n2(r)]"

sendo w(r) a fungao peso mencionada acima, « é um fator que estabelece a proporgao

entre o nimero médio de galdxias do catalogo com o sintético, i.e, n,(r) = amn4(r),

e por fim, F(r) é convenientemente normalizada pelo fator [ [ d*r w?(r)n?(r)] 2,
Para relacionar a Eq. (7.1) com o espectro de poténcia, calculamos a transfor-

mada de Fourier de F'(r) para determinar F'(k), e depois tomamos a média do seu
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quadrado, i.e

J & [ Er w(r)w (') ([ng(r) — ang(r)] [ng(r') — any(r)]) et
[ &r w(r)n2(r) '

(|F(k)[*) =
(7.2)

Expandindo a média em (7.2), aparecerd trés fungoes de correlagao distintas.
O primeiro termo, (ny(r)ny(r’)), é a funcdo de correlagao do catdlogo de galdxias
que ¢ derivada considerando um processo de Poisson (veja apéndice A de [25]), e
portanto apresenta uma auto-correlagao, quantificada por £(r — r’), mas também
um ruido de Poisson (shot-noise). O segundo termo, (ns(r)ns(r’')), é a funcdo de
correlacao do catalogo sintético, e por ser aleatério, nao apresenta auto-correlagao,
ie, &(r —1r’) = 0, mas o shot-noise ainda é diferente de zero. Por fim, teremos
o termo de cross-correlagao (n,(r)ns(r’)), que é o mais simples, pois ndo apresenta
auto-correlacao e nem shot-noise, trata-se apenas da média do produto do niimero
de galaxias do catdlogo real pelo catalogo sintético. E possivel mostrar que cada um

desses termos sera

(ng(r)ng(r')) = n(r)n(r') [1 + {(r — r')] + n(r)dp(r — r') 7.3
(ng(r)ns(r)) = a*n(r)n(r’) + a 'a(r)dp(r — '), 7.4
(ny(r)ny(r)) = o 'a(r)n(r’) 7.5

Portanto, a Eq. (7.2) pode ser reduzida na soma de dois termos

o [ &r [ wr)w)n(r)a(r)E(r — r)el =)
<‘F(k)| > - fd?)r w2(r)ﬁ2(r)
[ &r w(r)n(r)

+(1+ ) 7.6
A o) o w0y (r) (7.6)
Escrevendo & como a T.F. de P, isto é, {(r = [ (dgk P(k)e™ =) ¢ além disso,
definindo
d3 = ik-r
Gk) = [ d’r w(r)n(r)e (77

[ d*r w2(r) n2(r)] >

podemos escrever a Eq. (7.6) na forma padrao do resultado obtido por FKP, dado



por

d3k’ f d*r w? )ﬁ(r)
FkZ:/ P(K) |Gk — K[ + (1 + : 7.8
O segundo termo de (7.8) nao depende de P, portanto é o espectro de poténcia de

shot-noise, de modo que podemos definir

e ) ace)

Paot = (1 + .
o = (0 ) )

(7.9)

Se a funcao G é suficientemente compacta na regiao do espago-k em que o es-

pectro P é suficientemente suave, entdo podemos aproximar a Eq. (7.8) por
(|F(k)[*) ~ P(k) + Pao- (7.10)

Portanto, o estimador P do espectro de poténcia verdadeiro P é o espectro total

|F |2 com a subtracao do ruido de fundo Py, isto é:
P(k) - |F(k>|2 - Pshot' (711)

Na pratica, o espaco-k é dividido em sub-volumes (sampling grid), entdo é de
interesse considerar o valor médio do estimador para todos os nimero de onda

pertencentes a regiao delimitada por esse sub-volume, i.e.,

N

1

P(k) = / k' P(K'). (7.12)
Vi

A variancia do estimador é dada por

o2 (k) = < [P(k) - <15(k)>]2> _ < [P(k) - P(k)]2 > (7.13)

Usando a Eq. (7.11) e definindo § P(k) :=

CcOomo

5

(k) — P(k), podemos escrever a variancia

o(k) = Vi,f /V A’k /V k' (§P(k)6P(K')) . (7.14)

Para calcular (JP(k)0P(K')) precisamos assumir um modelo. O mais aceito (e

que concorda com as observagoes) é a hip6tese de flutuagoes Gaussianas. Nesse caso,



¢ possivel mostrar (veja apéndice B de [25]) que

(6PI)OP(K)) = ]<F(k)F*(k’)> :

(7.15)

Para calcular ( F(k)F*(kK')) seguimos os mesmos passos que nos levaram a Eq. (7.2),

portanto, do lado direito da Eq. (7.6), a exponencial do primeiro termo passa a ser

e'kr=K"1) & 1o integrando do segundo termo aparecers a exponencial e!®¥)* por
fim, usando novamente £ como a T.F. de P, vamos encontrar que
d3k//
(F(k)F*(X)) = / WP(k”)G(k - k")G* (K — k") + Sk’ — k), (7.16)
onde S, definido por
d3 = ik-r
S(k) = (14 a4 )A€ (7.17)

fdger (r)n2(r) ’

é a generalizagao do termo de shot-noise, com efeito, se k' = k entao S(0) = Pipos-
Ademais, seguindo o mesmo argumento que nos conduziu a Eq. (7.10), é possivel

mostrar que (7.16) pode ser aproximada por
(F(k)F*(k + 0k)) ~ P(k)Q(dk) + S(0k), (7.18)

onde 0k =k’ —k e

[ &®r w?(r) n?(r
[ &% w?(r) A2(r)

) eik-r

Q(k) == (7.19)

Novamente, observe que se k' = k entao Q(0) = 1 e a Eq. (7.18) recai na Eq. (7.10).
Por fim, da Eq. (7.15), temos que

(5P(R)OP(K) ) = |PIIQUK) + S(3K) i

(7.20)

Usando a equagao acima, as definigoes de Q(k), S(k) e a identidade de Parseval®

podemos determinar a variancia

ob(k) _ (2m)°* [ d’r wi(r)nt(r) [1 41/ (n(x) P(k))]"

PAk) Vi [ dr w?(r) a2(r )}2 (7.21)

1Se ®(r) e ¥(k) sdo transformada de Fourier uma da outra, entdo a identidade de Parseval
estabelece que [ d’r |<I>(r)|2 x [d’k ’\Il(k)|2
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