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Polinomios Capitulo 2

Ada Maria de Souza Doering
Luisa Rodriguez Doering

Muitos dos problemas praticos que surgem no cotidiano de uma pessoa ou de alguma
empresa ou, ainda, provenientes de questoes com que se depara um cientista ou um
assistente de um centro tecnolégico, podem ser modelados em termos matemadticos e
ter, entao, a posteriori, encontrada sua solucdo mediante a resolucao de algum tipo
de equacdo matemdtica. Essas equagoes matemadticas, por sua vez, podem ser de na-
tureza diversa; o objeto principal neste capitulo é entender, e muitas vezes resolver,
as equagoes polinomiais. Para isso, veremos algumas nogoes basicas sobre polinomios,
mais precisamente, do ponto de vista de funcgoes.

Iniciamos com um exemplo de problema pratico que pode ser modelado, em termos
matematicos, através de uma equagao polinomial.

Digamos que um fabricante necessite construir
I ; uma embalagem em forma de uma caixa sem tam-
pa, de base quadrada, de tal maneira que o vo-
lume seja 1 (uma unidade de volume, que pode ser
centimetros cubicos, metros cibicos, etc). Para tal
fim sera utilizada uma superficie quadrada de pa-
pelao com lados de comprimento a: dele devemos
retirar quatro quadrados iguais de lados de com-
primento x, como mostra a figura. O valor des-
conhecido de x deve, entdo, satisfazer a equacao
z(a — 2x)? = 1, que pode ser escrita na forma

4o — dax® +a*r —1=0, (2.1)

0 que constitui um exemplo de uma equagao polinomial de grau 3.

Sera possivel construir uma tal caixa? Caso afirmativo, havera diferentes maneiras
de fazé-lo? Ou seja, diferentes valores de x para os quais obtenhamos essa caixa com 1
unidade de volume? Em termos matematicos, essas perguntas equivalem a questionar
a existéncia e, respectivamente, a unicidade de solugoes dessa equagao polinomial (2.1).

Para entendermos melhor essas questoes, e para resolvé-las, necessitamos de algu-
mas definicoes e resultados.



Expressoes do tipo
2 7
322 4+ 62+ 1, z5, (z —2)4, 4ZE3—§JE2—|—§JE+5,

> 4
%+5x4—|—5:p2, $3—\/§:E2+\/3:E—7,

(x —3)(x —1)3(z —5)* e 425 — 2iat + (4 — i)z — 9
sao exemplos de polinémios; todas podem ser reescritas na forma geral

ant" + ap_12" '+ ap_oz" 2 + -+ + asx® + a1z + ao,

onde x é uma variavel e a,,an—1,...,a2,a1,a9 sdo numeros reais (ou até, na ultima
expressao, numeros compleros), denominados coeficientes do polinomio.

Dizemos que dois polinémios sao iguais se, e somente se, os coeficientes dos termos
de mesmo grau sao iguais. Neste texto, tratamos principalmente com polinémios reais,
ou seja, com coeficientes em R, dando maior énfase aos polindmios com coeficientes
racionais, de Q (ver Secao 1.1).

Podemos interpretar os polindomios como funcées reais. Dado um polindémio a,x™ +
an_laj"_l + -+ a1z + ag, dizemos que

p(z) = apz"™ + ap_12" 1+ - + a1z + ao,
com z € R, define uma fung¢ao polinomial p : R — R. Por outro lado, p(xz) = 0 define

uma equac¢do polinomial.

Dizemos que um polinémio p(z) = a,z™ + An_12" Y+ 4 a1z + ap tem grau n se
a, # 0, o que denotamos por d(p) = n. Ao polinémio nulo p(x) = 0x™ + -+ + 0x + 0,
com todos coeficientes iguais a zero, nao atribuimos grau algum. Entretanto, observe
que todos os demais polindmios constantes p(x) = k, com k # 0, tém grau 0.

O produto de um polinébmio por um ndmero nao nulo é um polinémio de mesmo
grau, isto é, se p é um polinémio e k é uma constante nao nula, entao

Ik -p) = 0(p).

A soma e o produto de polinémios sdo, ainda, polinémios e o grau da soma e
do produto dependem dos graus de cada um dos polinémios envolvidos, da seguinte
maneira. Se p,q sao duas funcgodes polinomiais, entao

d(p +q) <max{d(p),d(q)} e Jd(p-q)=09(p)+I(q).

Uma outra nogao importante sobre polinémios é a de raiz. Dizemos que um nimero
a é uma raiz de um polinémio p se for uma solugao da equagao polinomial p(x) = 0,
ou seja, se p(a) = 0.

52 « PRE-CALCULO + 8



2.1 - A FAMILIA "

Iniciamos nosso estudo com polindémios bastante simples, as poténcias de z, que sao
polinémios do tipo p(x) = 2", com n € {1,2,3,...}.

Vejamos os grificos das fungoes y = p(z) = z", com n fixado, para 2 < n < 7. Com
a excecao de n = 1, ou seja, y = x, vemos que é possivel classificar as poténcias de x
em dois tipos: poténcia com n par e poténcia com n impar. Quando n for par, o grafico
de y = 2™ serd “semelhante” ao gréafico da pardbola y = 22 e, quando n for fmpar, o

grafico de y = 2" serd “semelhante” ao grafico da cibica y = z3.
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A seguir comparamos entre si os trés graficos das poténcias ™, com n par, dados
acima, esbogando-os no mesmo sistema de eixos, bem como os trés com n impar.

Identifique esses graficos.
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2.2 - TRANSLACOES

Os gréficos das poténcias de (z — 1) podem ser esbogados utilizando os graficos das
poténcias de x, bastando transladar os respectivos graficos de y = z' uma unidade
para a direita, como podemos ver nas figuras seguintes.

Esse procedimento é vélido para um numero real qualquer, ou seja, os graficos
das poténcias de (z — a) sao obtidos transladando, horizontalmente, os gréficos das
poténcias de x para a direita ou esquerda, dependendo de a ser positivo ou negativo.

Vejamos os graficos das poténcias de (z + 1). Note que, aqui, a translacdo é para a
esquerda, pois a = —1,jAque z + 1 =x — (—1).
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Também podemos fazer translacoes verticais dos gréficos das poténcias de x, caso
em que a constante aparece fora da poténcia. Observe os exemplos seguintes.

y=a1+3
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Assim, o gréfico da fungéo polinomial y = ™ + k é uma translagdo vertical por k
unidades do grafico de y = 2™, para cima ou para baixo, dependendo de k ser positivo
ou negativo, respectivamente.

3\4
Exemplo 2.1. Esbocemos o grifico do polinémio p(x) = (m + 5) — 16, indicando os

pontos de interse¢ao do grafico com os eixos coordenados.

Combinando as duas técnicas, podemos ver que o grafico desse polindémio p(x) vem a

ser uma translacdo horizontal, seguida de uma translacio vertical, do grafico de y = z.

Inicialmente, efetuamos uma translagdo para a esquerda de % de unidade no gréfico
de y = z*, conforme figuras abaixo.
Yy

Em seguida, efetuamos uma translacao vertical para baixo de 16 unidades no grafico
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Y

y=(c+3)"

|
oleo

LN g6

Determinemos os pontos de intersecao do grafico de p com os eixos coordenados. O
corte do gréafico com o eixo y ocorre exatamente com x = 0, ou seja, em

81 —256 175

334 81
p(o)_(0+§) —16=105 7 10= 75 16

na proximidade de y = —11, como pode ser observado no ultimo gréafico acima. J4 os
cortes do grafico de p com o eixo x sao as raizes de p, ou seja, as solucoes da equagao

p(z) = 0 ou, equivalentemente, as raizes de (a: + %)4 — 16 = 0. Como

<x+g)4—16:0 — (x—|—§)4:16 — (x+g‘=<*/ﬁz2

2
3 3
<> — :2 - = —27
r+ 5 ou z-+ 5
, . 3 1 3 .y
temos que as ralzes de p sa0 xr = 2 — 5 - 5 exr = —2— 5 - —5, O que tambem €

coerente com o ultimo gréafico acima.
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2.3 - REFLEXAO EM TORNO DO EIXO z

Vejamos o esboco do grafico de y = —z2. E fécil constatar que esse grafico é o que
chamamos de uma reflexdo do gréafico de y = z? pelo eixo z, pois a funcdo polinomial
aplicada em cada ponto tem o mesmo valor, sé6 que com o sinal oposto, ao de y = z2.

Isso vale também para as outras poténcias de x, como era de se esperar.

2.4 — ALONGAMENTO E COMPRESSAQ

A ideia, agora, é entender o que acontece quando multiplicamos o polinémio p(x) = z"

por uma constante. Por exemplo, comparemos o grafico de p(z) = x? com o dos

polinémios ¢(z) = 3z e r(z) = 327

a() = 322

g « POLINOMIOS
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Como p(z) = 22 < 322 = ¢(z) para cada z, verificamos que o grafico de y = 32
estd sempre acima do de y = 22, exceto na origem, onde ocorre uma intersecdo, ja que

3r2 =22 = 2’=0 <= 2z=0.
Dizemos que o grifico de ¢(z) = 322 é um alongamento (vertical) do gréfico de y = 22,
conforme o grafico da esquerda ao pé da péagina anterior.

De maneira andloga podemos verificar que o gréfico de r(z) = %:172 estd sempre

abaixo do grafico de p(z) = 22, pois a tnica intersecdo entre os dois gréficos ocorre em
xz =0, ja que
L o 2 L 9
Y= 53: =z <— —533 =0
ep(l) =1>0,5=r(1). Dizemos, entdo, que o gréfico de r(z) = 322 é uma compressdo
(vertical) do gréfico de y = 2, conforme o gréfico da direita ao pé da pagina anterior.

<— x=0

Em geral, o grafico de ¢(x) = k-2™ é um alongamento ou uma compressao do gréfico
de p(z) = 2", dependendo do valor do médulo de k; se |k| > 1, é um alongamento e,
se 0 < |k| < 1, é uma compressao. Além disso, se k for negativo, entdo temos, ainda,
uma reflexdo em torno do eixo .

Por exemplo, observe os gréficos de p(z) = 23, q(z) = —423 e de r(x) = 423 a
seguir.

r(r) = 423

1) = —42?

1
Exemplo 2.2. Esbocemos o grafico de g(x) = —5(:17 —1)* 4 8, indicando os pontos de

intersecao com os eixos coordenados.
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Combinando todas as técnicas desenvolvidas até aqui, partimos do gréfico de p(z) =
2% e obtemos, com uma translacdo horizontal de 1 unidade para a direita, o gréafico de
p1(z) = (z — 1)* como pode ser visto na figura acima, & esquerda. Em seguida,

multiplicamos essa ultima funcao por %, obtendo o grifico da compressao po(z) =
1

5(x — 1)* de py(x), como pode ser visto na figura acima, & direita.
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Agora efetuamos uma reflexdo desse gréafico em torno do eixo x, obtendo o gréafico

de p3(z) = —3(x — 1)* e, finalmente, transladamos esse tiltimo gréfico verticalmente 8

unidades para cima, chegando ao gréfico de ¢(x) = —%(az —1)* + 8, conforme a tltima

figura, na pagina precedente.

Determinemos os cortes do grafico de g com os eixos coordenados. O corte do grafico
de ¢ com o eixo y ocorre com x = 0, ou seja, o grafico cruza o eixo y em

1 1 —1+416 15
= _—_(0-1)* =_Z - _2*
a(0) = —50- ' +8=—Z+8=—— =22,

0 que é coerente com a figura dada. J& os cortes do grafico de ¢ com o eixo x sdo as

1
raizes de ¢, ou seja, as solugoes de g(x) = 0 ou, entao, de —§(x —1)*+8=0. Como

—%(m—1)4+820 = —%(az—l)4=—8
= (r-1)'=(-8)(-2)=16 <= |z—1=V16=2

<— xx—1=2 ou xz—1=-2

temos que as raizes de gsao x =2+ 1=3ex = -2+ 1= —1, o que também pode ser
conferido no grafico esbocado acima.

1
Observe que podemos expandir a expressao polinomial ¢(z) = —§(x —1*+8do

exemplo precedente usando a férmula do binémio, como segue’.

1
q(z) = —5(z — 1" +8
1
= =5 (' 4D +6 (=12 + 4 (-1 + (-1)F) +8
1 1 1
=—3 (z* —42® 4+ 62 — 4z +1) + 8 = —§x4+2x3—3x2+2x+—25.

Assim, podemos dizer que no ultimo exemplo obtivemos o grafico do polinémio

1 15
q(x) = —5:174 + 223 — 32 + 22 + Y

através de uma translacdo horizontal do grafico de y = %, seguida de uma compressao,
seguida de uma reflexdo em torno do eixo x, seguida de uma translacao vertical.

1Com a férmula do binémio calculamos as poténcias de um binémio, a saber,

(a—|—b)” :an+ (?)an71b+ (;)an—2b2+”.+ (7lﬁ2)a2bn72+( n )abn—l +bn,

n—1

|
onde (" n

) = ————— ¢é a combinagao de n elementos, tomados k a k, com k < n.
k kl(n —k)!
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Entretanto, devemos ressaltar que s6 foi possivel obter, com relativa facilidade, o

grafico de ¢(x) = —%az‘l + 223 — 32 + 22 + 12—5 a partir do grafico de y = z? porque foi

possivel expressar ¢(z) na forma ¢(z) = k(x — ¢)* +d (que foi, alids, a expressdo da
qual partimos).

Sera que todo polinémio p(x) = asx* + azx® + az2® + a1z + ag de grau 4 pode ser
reescrito na forma
p(z)=k(z—c)t+d,

para certas constantes reais k,c,d? Ocorre que, em geral, isso nao é possivel, pois
os polinomios desse tipo terao, no maximo, duas raizes reais, ja que sao translacoes
verticais do polinémio z*. Por exemplo, o polinémio p(z) = (z —1)(z —2)(z — 3)(x — 4)
é um polinomio de grau 4 com quatro raizes distintas que nao pode ser expresso na
forma k (z — ¢)* + d.

Além disso, mesmo para polinémios que podem ser assim reescritos, em geral ndo
hd um método que nos fornega tal expressdo. A excecdo sdo os polindmios de grau
2. O método do completamento de quadrados, que ja vimos na Secao 1.6, sempre nos
permite expressar qualquer polinémio de grau 2 na forma k (z — ¢)? + d.

2.5 — POLINOMIOS DE GRAU 2

As funcoes polinomiais de grau 2, ou funcdes quadrdticas a 1 variavel, sao fungoes do
tipo p(z) = ax? + bxr + ¢, com a,b,c € R e a # 0. J4 sabemos esbocar o grafico de
varias fungoes polinomiais de grau 2, usando translagoes, reflexdes, alongamentos e

compressoes do grafico do polinémio de grau 2 bésico, a saber, y = z2.

Vimos na segdo anterior que se soubermos escrever um polinémio de grau 2 na
forma

p(z) = k(z — ¢)® + d, (2.2)

entao saberemos esbocar seu gréafico, usando translacoes, reflexoes, alongamentos ou
compressoes do grafico de y = 2. Serd que sempre é possivel escrever um polinémio
de grau 2 na forma (2.2)7 Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.3. Esbocemos o grifico do polinémio p(z) = 322 + 12z + 7.

Primeiramente evidenciamos o 3 para obter um alongamento.

7
p(x):3x2+12x+7:3(x2+4x+§).

Agora, para obter uma translacio horizontal, completamos quadrados em z? + 4z e
a translacao vertical aparecerd naturalmente. O coeficiente do termo em x é 4, logo
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devemos olhar para o quadrado de z + 2. Como (z + 2)? = 22 + 4z + 4, temos que
2?2 4 4z = (2 + 2)? — 4, portanto, substituindo essa igualdade em p(z), resulta

p(x)=3x2+12w+7:3[(x2+4w)+g] :3[<(x+2)2_4) +a
:3[(:5”)2*(_4*;” :3(a:+2)2+3<—4+g>

= 3@ +2)*+ (- %) = 3(z +2)2 — 5.

Assim, o gréfico de p(z) = 322+ 122 +7 = 3(z +2)? — 5 é dado por uma translagao
horizontal de 2 unidades para a esquerda do grafico de f(x) = x2, resultando py(x) =
(z + 2)2, seguido de um alongamento de 3 unidades, resultando po(x) = 3(z + 2)?,
conforme graficos acima. Finalmente, efetuamos uma translacao vertical de 5 unidades
para baixo, obtemos o gréfico de p(z), como na figura da pagina seguinte.

Note que o vértice na origem da pardbola inicial f(z) = z? foi transladado para o
vértice de p(z), de coordenadas (—2,—5). As raizes de p, agora, também sao faceis de
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calcular. De fato, temos

p(x)=3(x+2)?°*-5=0 < 3@x+27’=5 — (x+2)2:g

— \(w+2)\:\/§ — (a:+2):\/§ ou (v+2)=-— g
5

= ZE:\/;—Z ou x:—\/g—z

Y

Dado um polinémio quadratico qualquer p(z) = ax? + bz + ¢, com a,b,c € R
e a # 0, vamos seguir um raciocinio similar ao do exemplo anterior para responder
afirmativamente a questao associada a (2.2).

Como a # 0, podemos evidenciar a, obtendo

b
p(a:):ax2+bx+c:a(a:2+—x+g).
a a

g « POLINOMIOS -« 65



. b
Agora, como no exemplo acima, completamos o quadrado de <ZE2 + —3:); €como o Co-
a

b
eficiente do termo em x é —, devemos olhar para o quadrado de (a: + 2—) Como
a a

(o L) = a2 Do 2 st
:E2a —:E :E42,resua

(#57) = (o 3) g
Substituindo essa igualdade em p(z), obtemos
p(a:):ax2+bx+c:a[<x2+2x ] K 2—%)—#2]
“ol(eg) (g )] =alrr ) +a( o)
=afeg) + () =l )+ (PR

b2 — dac

. ) _ b \2
Assim, o gréfico de p(x) = ax +b:n—|—c-a(3:+2a> —|—<— "

) é dado por
. . , 9 b .
uma translacdo horizontal do grafico de y = z“ de o unidades para a esquerda ou
a

b
a direita, dependendo de o ser positivo ou negativo, seguido de um alongamento
a

ou compressao desse grafico de a unidades (com reflexao se a < 0), seguido de uma

b2 — dac
translacao vertical de <—7> unidades para cima ou para baixo, dependendo do
a
b2 —4 b v —4
sinal de (—7a6). Note que o vértice de p tem coordenadas ( ~ 24’ _Tac).
a a

Antes de proceder ao esbogo do grafico, vejamos como se comportam as raizes do
polinémio quadratico p. Temos

p(x) = a(a:+ £>2 + (—%) =0

2a a

= aferg) = (55)

= (g = ()
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O lado esquerdo da igualdade na ultima equacdo acima, por ser um quadrado, é
sempre positivo ou nulo e, portanto, o mesmo deve ocorrer com o lado direito, se
quisermos que p(z) = 0 tenha solucio. Como 4a? > 0, estabelecemos que p(z) = 0 se,
e somente se, b?> — 4ac > 0 e valer a tltima igualdade acima.

Assim, se b> — 4ac > 0, nossa equacio tem solucdo e, para obté-la, extraimos a raiz
quadrada dos dois lados da 1ltima equacao acima,

N b b2 —dac  Vb? — dac Vb2 — dac
T+ —| = = =
2a 4a? 2|al 2a
ou seja,
n b b? — 4dac n b b? — 4dac
T+ —=— ou T+ —=—-——"
2a 2a 2a 2a
e, portanto,
b +\/b2—4ac_—b+\/b2—4ac
 2a 2a N 2a
ou
b Vb2 —dac  —b— Vb? — dac
2 2a N 2a ’

que € a conhecida férmula de Bhaskara do Ensino Médio.
Para facilitar a escrita, denotemos A = b? — 4ac. Temos trés casos.

Se A < 0, entao p(z) = 0 ndo tem solucao real, ou seja, p nao tem raizes reais.

b\2 (—b*+4ac
_ 2 — — h2 —
Como p(z) = ax +b3:+c-a<:n+2> +< 1 >eA b* — dac < 0, a

a
translacao vertical serd para cima ou para baixo, dependendo somente do sinal de a,
que também indicard se ha uma reflexao pelo eixo x, ou nao.

Se A = 0, entao p(z) = 0 tem uma unica solugao, ou seja, p s6 tem a tnica raiz
< b\2 - .
% e sua equagao é da forma p(x) = a(az + 2—> , nao havendo a translacao vertical,
a a

de modo que o grafico de p tangencia o eixo x em ~5g e havera, ou nao, uma reflexao
a

pelo eixo x, dependendo do sinal de a.

Se A > 0, entdao p(z) = 0 tem duas solugoes distintas (explicitadas acima) e,
nessas raizes, o grafico de p ndo tangenciard o eixo x mas sim atravessard esse eixo.
Note que, nesse caso, p tomara tanto valores positivos quanto negativos (o que nao

) 9 b\2 —b% + dac
ocorre nos demais casos). Como p(z) = az®*+br+c=alz+—) +(——
2a 4a
e A = b? — 4ac > 0, a translacio vertical serd para cima ou para baixo, dependendo
somente do sinal de a, que também indicard se hd uma reflexao pelo eixo x, ou nao.
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Resumimos os resultados com uma tabela contendo todos os possiveis gréficos de

p(x)za;p2+bx+c:a(x+%)2+(#24%)‘

A>0 A=0 A <O
a>0
—b/2a !
\/ - —b/2a - —b/2a -

—b/2a —b/2a

—b./2a g g
a<0

Note que, nessa tabela, nao tracamos o eixo y, ja que nao analisamos o sinal de ~5a"
a

Y

Vemos, assim, que sempre podemos esbocar o grafico de um polinémio de grau 2, usando
apenas translacoes, reflexdes e alongamentos ou compressoes do grifico de y = 2. Além
disso, quando houver raizes reais (caso A > 0), essas poderao ser computadas pela
férmula de Bhaskara, demonstrada acima. Isso tudo porque sempre podemos escrever

P(x):ax2+bx+c:a(x+%>2+<_%>'

Para polindémios de grau 3 ja nao teremos tanta sorte: nao serd possivel representa-
los apenas através de translacoes, reflexoes e alongamentos ou compressoes do grafico
de y = 23 e tampouco teremos suas raizes expressas de uma maneira simples em termos
dos coeficientes do polinémio.

68 « PRE-CALCULO « &



Nas préximas segoes, apresentaremos um resultado fundamental no estudo de poli-
nomios, que nos permitird entender melhor os polindmios de grau maior do que ou igual
a 3, a saber, o algoritmo da divisao, bem como algumas de suas consequéncias.

2.6 — O ALGORITMO DA DIVISAO

O algoritmo da divisd@o polinomial é muito semelhante ao algoritmo da divisao de
numeros naturais. Ao dividirmos dois nimeros naturais, por exemplo, quando divi-
dimos 3275 por 15, encontramos um quociente, que nesse caso é 218, e um resto, que
exigimos ser menor que 15 (caso contrério, ainda poderfamos continuar a divisao) e
que, nesse caso ¢ 5. Escreve-se, entao,

3275 = 15 - 218 + 5. (2.3)

Com polindémios com coeficientes reais (ou complexos, ou racionais) acontece o
mesmo. O exemplo abaixo mostra como efetuar a divisdo do polindomio de grau 5
42 + 62 + (2v/2 — 1)2? + 2z — 1 pelo quadratico 222 + 2z — 1.

4a° +6z* 4023 +(2v2—1)2? 2z -1 | 222 4+ 22 — 1
—4z° —dzt 4223 203 + 22 + /2

+2xt +22% +(2v2 - 1)2?
—2z% 223 422

+2v/222 +2z -1
—2v/222 —2V/2x +2

(2-2v2)z +(vV2-1)

Portanto, o quociente da divisdo é 22° + 22 + v/2 e o resto é (2 — 2v/2)z + (V2 — 1).
Analogamente a (2.3), podemos escrever
47° + 62* + (2v2 — 1)2? + 22 — 1
= (2% + 20 -1)(20% +27 + V2) + (2 - 2v2) o + (V2 - 1)).

Confira! Essa divisdo sempre pode ser feita, segundo o algoritmo da divisdo de po-
linomios, que podemos enunciar da seguinte forma.

Teorema 2.1 (Divisao de Polinémios). Sejam f(x) e g(x) dois polindmios com coe-
ficientes reais, sendo g(x) # 0. Existem polinémios q(x) e r(x) com coeficientes reais
tais que f(x) = g(z)-q(z) +r(z) e r(x) =0 ou Ir < dg. Além disso, esses polinomios
540 1Unicos.
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Note que, quando g(x) tem grau 1 entdo, ou o resto da divisdo é nulo ou é um
polinémio de grau zero. Logo, se o divisor g(z) tem grau 1, entao o resto é um polinémio
constante. Observamos, também, que o teorema é vélido para polindémios f(z) e g(z)
com coeficientes complexos, caso em que o quociente e o resto terdo coeficientes reais
ou complexos.

Exemplo 2.4. Determinemos o quociente e o resto da divisao de
flx)y=a—a® -2 -5z +6
pora) (z—1)eb) (z—3).

a) f(z) =a* — 23— 22 —524+6 = (xr—1)- (2> —x —6), pois o quociente é 23 — 2 — 6
e o resto é zero, ja que
zt —23 22 —5r +6 z—1
—zt 423 23— 1 —6
0z —22 —b5x
+2? —z
—6z +6
+6x —6
0
Assim, obtivemos
f)=a'—a23 -2 -5 +6=(x—1)- (23— 2z —6) (2.4)

Observe que se calcularmos o valor de f(z) quando z =1 em (2.4), teremos
fy=1-1)1%-1-6)=0.
Logo, 1 é raiz de f(z).

b) f(z) = 2* — 23— 22 5046 = (x—3) - (2> + 222 + 52+ 10) + 36, pois o quociente
é x3 + 222 + 52 + 10 e o resto é 36, ji que

2t -3 -2 —bhxr 46 | x—3
—zt 4323 23 4222 + 524+ 10
4223 —x?
—223  +622
+522 —bhx
—52% 415z
+10x —+6
—10x +30
36
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Assim, obtivemos
flz)=a'—23 -2 =52 +6=(z—3) (23 + 22 + 52+ 10) + 36 (2.5)
Observe que se calcularmos o valor de f(z) quando = 3 em (2.5), teremos
f(3)=(3B-3)(3%+2-32+5-3+10) + 36 = 36,

portanto, f(3) =36 # 0, e 3 nao é raiz de f(x).

O que acabamos de ver nesse exemplo vale de maneira geral.

Proposicao 2.2. Sejam f(x) um polindmio de grau n e o um nimero qualquer (que
pode até ser complexo). O resto da divisao de f(x) por (z — ) é f(a).

E facil justificar essa afirmacdo, pois quando dividimos f (z) por (z — ), obtemos
um quociente ¢(z) e um resto r, que sabemos ser constante (pelo que vimos acima).
Escrevemos, entao, f(x) = (z — «) - q(x) + r e segue que

fla)=(a—a)qla) +r=0+r=r

é o resto da divisao de f(z) por (z — «).

Em particular, decorre dai que « é raiz de f(x) se, e somente se, r = 0. Assim,
temos o seguinte resultado importantissimo sobre polinémios.

Proposicao 2.3. Sejam p(x) um polindmio de grau n e o um nimero qualquer (que
pode ser complexo). Entao, o € uma raiz de p(x) se, e somente se, existe um polindmio
q(z), de grau n — 1, tal que p(z) = q(z) - (z — ).

Decorre dessa proposicao que se p(z) é um polindémio de grau n e o é uma raiz de
p(z), entao existe um polindémio ¢;(z), de grau n — 1, tal que p(z) = ¢1(z) - (x — ).
Se a também é raiz de ¢1(x), existe um outro polinémio ga(x), de grau n — 2, tal que
q1(z) = q2(x) - (v — @) e, consequentemente, p(z) = q2(z) - (r — a)?. Se a também é raiz
de g2(x), existe um outro polindémio ¢3(z), de grau n — 3, tal que ga2(z) = g3(x) - (x — @)
e, consequentemente, p(z) = ¢3(z) - (x — a)3. Prosseguindo dessa maneira, acabamos
encontrando um polindémio gx(x) de grau n — k que nao tem « como raiz e satisfaz
p(z) = qr(z) - (x — @)*. Nesse caso, dizemos que k é a multiplicidade da raiz a.

Assim, dizemos que uma raiz « de um polindémio p(z) de grau n é uma raiz de
multiplicidade k > 1 se existir um polinémio g(x) de grau n — k tal que g(a) # 0 e

p(z) = q(z) - (& —a)".
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Exemplo 2.5. Fatoremos o polindmio p(x) = 2° — 32* — 23 + 1122 — 122 + 4.

Uma raiz desse polinomio é 1 pois p(1) =1° —3-1* - 13 4+11-12 -12-1+4 = 0.
Procedemos a divisao.

x® =3zt —23  +112? —122 +4 | x—1
—z5 4t at =223 — 322 +8x—4
—oxt —3
422t 243
—323 41122
+323  —3a?
82 —12z
—8x% 48z
—4x 44
+4xr —4
0

Assim, p(z) = 2° — 32t — 2% + 112? — 120 + 4 = (z — 1)(z* — 223 — 322 + 8z — 4).
Também é facil ver que 1 é raiz de q(z) = z* — 223 — 322 + 8z — 4, pois ¢(1) =
11—-2.13-3.124+8-1—4 = 0. Procedemos, agora, a divisao de ¢(x) por (z — 1).

rt 223 322 +8r —4 | x—1
—zt 423 23— 2 —4x 4+ 4
—z3  —3z2
+23 —x?
—4z? 48z
+4x?2  —4x
+4xr —4
—4xr +4
0

Desse modo, q(r) = 2% — 223 — 322 + 8x — 4 = (v — 1)(a® — 22 — 42+ 4) e, portanto,
p(z) = (x —1)(2* — 223 — 322 + 82 — 4) = (x — 1)?(2® — 22 — 4z +4). S6 que 1 também
éraiz de t(z) = 2% — 2% —4dx + 4, jd que ¢(1) =13 — 12 — 4.1+ 4 = 0. Agora,

3 —x? —dr +4 r—1

—z% 422 22 —4
0 —4x +4
+4r —4
0
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de modo que t(z) = 23 — 2% — 4z +4 = (z — 1)(2? — 4) e, portanto, p(z) = (z —1)(z* —
223 — 322 + 8z —4) = (v — 1)?(23 — 2% — 42 + 4) = (z — 1)3(2% — 4). Mas o polinémio
(r? — 4) é uma diferenca de quadrados e podemos fatora-lo como o produto da soma
pela diferenca, (22 —4) = (v — 2)(z + 2).

Assim, conclufmos que p(r) = (x — 1)3(z — 2)(z + 2) tem trés raizes distintas, a
saber, 1, 2 e —2, sendo a7 = 1 uma raiz de multiplicidade 3 e ap = 2 e a3 = —2 de
multiplicidade 1.

Serd que sempre é possivel fatorar um polinémio totalmente, como no exemplo
precedente?

Iniciamos com o caso mais simples possivel, o de polinémios de grau 1. Tomando
p(z) = 4z + 3, sua raiz é —%. Pela Proposigao 2.3, existe um polinémio ¢(x) de grau

0 (logo, uma constante) tal que p(z) = (m + %) ¢(z). Podemos proceder com a divisao

mostrada acima, sé que nesse caso é mais facil evidenciar o 4 em p(z) para obter

p(x):4x+3:4<$+z).

Assim, com polindmios de grau 1, a multiplicidade da raiz é sempre 1. Se p(z) = ax+b,

b
coma,beRea##0, entéop(x):ax—i-b:a(a:—i-a).

Agora, vejamos como funciona essa fatoragdo para polindmios de grau 2 e 3 to-
mando, inicialmente, exemplos.

Exemplo 2.6. Fatoremos p(z) = 522 — 6z + 1.

E facil ver que o = 1 é raiz de p(z), uma vez que p(1) =5 — 6+ 1 = 0, de modo
que p(x) é divisivel por x — 1. Procedemos a divisao.

502 —6x +1 x—1

—522  +5z or — 1
—-zr +1
+r -1
0
Desse modo, ¢(z) = 5z — 1 e escrevemos p(r) = 522 — 6z +1 = (z — 1)(5z — 1). J&
sabemos como fatorar ¢(z) =5z —1 =15 ( - %), logo
1
p(x) =522 —6x+1=(x—1)(bz —1) =5(x — 1)(3:— 3)
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Se usarmos a férmula de Bhaskara para determinar as raizes de p(z), também
encontraremos a1 = 1 e ap = % Logo, para obter a fatoragao de p(z) em termos de
suas raizes, basta multiplicar os fatores (r — 1) e (m — %) pelo coeficiente do termo de
maior grau que, no caso, € b.

Assim, para fatorar um polinémio p(z) de grau 2, determinamos suas raizes «; e
s e escrevemos p(r) = a(x — a1)(x — o), onde a é o coeficiente de 2. No caso em que
A > 0, cada raiz tem multiplicidade 1. Se A = 0, temos a1 = as e p(x) = a(z — a1)?,
logo a7 tem multiplicidade 2. Se A < 0, esse tipo de fatoragao nao é possivel nos reais.

Note que, no exemplo acima, a1 - ag = 1 - % = % que é o termo independente
dividido pelo coeficiente do termo em z? (termo de maior grau). Também a soma,
altas =1+ % = g é o simétrico do coeficiente do termo em x dividido pelo coeficiente

do termo em 22 . Esse é mais um resultado que vale em geral.

Proposicao 2.4. Sejam p(z) = 2% + bz + ¢ um polinémio com b,c € R e a e (3 suas
raizes. Entaob=—(a+08) ec=a-f.

De fato, como « e (3 sao raizes de p(x), sabemos que, p(z) = (z — a)(x — ) ; mas
(r—a)(z—pB)=2*-pr—ar+a-f=22—(8+a)r+a-[. Agora basta igualar os
coeficientes de mesmo grau.

E se o coeficiente de 22 do polinémio p(z) for diferente de 1?7 Como no exemplo
precedente, observe que p(z) = ax?+bxr+c = CL(ZE2+§33+§) e, agora, q(z) = x2+3:17+§
tem coeficiente de z? igual a 1.

Exemplo 2.7. Fatoremos o polinémio p(z) = 1523 + 1722 + = — 1.
E f4cil ver que —1 € raiz, pois
p(—1) =15(=1)3 +17(-1)2 =1 -1=-15+17-2=0

e, portanto, p(x) é divisivel por x — (—1) = = + 1. Efetuemos a divisao.

1523 +1722 42 -1 x+1
—152% —15a2 1522 + 22 — 1
212 “+x
— 92 —2x
—x -1
+x +1
0

Assim, escrevemos p(z) = 1523 + 1722 + 2 — 1 = (z + 1) - (1522 + 22 — 1). Sera que
p(z) tem outras raizes? Se tiver, elas serdo as raizes de q(x) = 1522 + 2z — 1. As raizes
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de g(z) sao faceis de determinar, pela férmula de Bhaskara; como A = 22 —4(15)(—1) =
4(1+415) = 4 - 16, temos
—2+8 6 1 —2-8 10 1

MTH5 215 5 O T 915 T 2-15 3

Assim, pelo que vimos no exemplo precedente, tanto (m— %) quanto (x+%) sao divisores

de g(z) e podemos escrever ¢(z) = 15(z — 1) (z + 3).
Voltando ao polinomio p(z) original, obtivemos

p(a:):15a:3+17a:2+x—1:15(x+1)(x—%)(a:+%>.

Observe que, pensando da mesma maneira, podemos mostrar que um polinémio
p(z) de grau 3 qualquer tem, no méximo, trés raizes e, se esse polindmio tiver as trés
raizes aq, o € ag, podemos escrevé-lo como

p(x) = k(z — an)(z — ag)(z — a),

onde k é o coeficiente de 3 em p(z). Se a1 = ag = a3, temos p(z) = k(z — 1) e aq

tem multiplicidade 3. Se a; = as # ag, temos p(z) = k(r — a1)?(z — a3) e a; tem
multiplicidade 2 e a3 tem multiplicidade 1. Se a1, as e ag, sao duas a duas distintas,
temos p(z) = k(z — aq)(z — az)(z — a3) e todas as raizes tém multiplicidade 1.

Note que, também nesse caso, o termo independente é o simétrico do produto das
raizes multiplicado por k (que é o coeficiente do termo de maior grau) e que, agora, a
soma das raizes é o simétrico do coeficiente em 22 dividido por k. Verifique!

Exemplo 2.8. Fatoremos o polindomio p(x) = 22 + 2.

Esse polinomio admite —1 como raiz, pois p(—1) = 2(—1)3 +2 = 0 e, portanto,
p(z) = 223 4 2 é divisivel por (x — (—1)). Efetuemos essa divisdo.

223 4022 +0x +2 x+1

—22% —222 202 — 2z 41
—22% 40z
+222 2z
+2x 42
—2r -2
0

Podemos, entdo, escrever p(z) = 22° + 2 = (z + 1)(22% — 2z + 1). Como ¢(z) =
222 — 2r + 1 ndo tem raizes reais, j4 que A =4 —4-2-1 = —4 < 0, entdo p(z) =
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223 +2 = (r+1)(22% — 22 + 1) nado pode ser fatorado como produto de polindémios com
coeficientes reais de grau 1. Resulta que esse polinébmio tem apenas uma raiz real.
Esse resultado vale em geral.

Proposicao 2.5. Um polinémio p(x) de grau n, com coeficientes reais, possui, no
maximo, n raizes reais. Se ai,qa, ..., sao todas as raizes reais distintas de p(z) e
ni,na,...,NnE suas respectivas multiplicidades, entdo podemos escrever

p(x) = (z—a1)" (z — a2)™ - (x — o)™ t(2),

onde t € uma fungdo polinomial de grau n — (nq +ng + -+ + ny), desprovida de raizes
reais. Se p(x) possuir exatamente n raizes reais, ay, g, ..., 0y, entao

px)=a(x—ar)(z—az) - (x — ay),

onde a € o coeficiente de z".

2.7 — RAIZES RACIONAIS DE POLINOMIOS COM COEFICIENTES INTEIROS

Vimos na secao anterior que, se conhecermos as raizes de um polinémio nao nulo, sua
fatoracao é facilmente determinada através do algoritmo da divisao. Uma pergunta que
surge de maneira natural é a seguinte: dado um polinémio qualquer, serd que existem
raizes? Como determinar uma dessas raizes?

Para polinémios de grau 2, essa pergunta ja foi respondida em secGes anteriores.
No entanto, é muito dificil respondé-la no caso geral, mesmo para polinémios de graus
pequenos como 3 ou 4, por exemplo. Para polinomios de grau maior do que ou igual a
5 nao existe uma férmula que funcione sempre, como a férmula de Bhaskara funciona
para grau 2. Assim, vamos nos limitar a casos particulares.

Exemplo 2.9. Fatoremos o polinémio p(z) = 92° + 18z* 4 823 + 1622 — z — 2.

Observe que todos os coeficientes de p(z) estdo em Z, ou seja, sao inteiros. Inici-
almente vamos tentar determinar as possiveis raizes inteiras de p(z). Se a € Z é uma
raiz de p(x), entao

0=p(a) = 9a° +18a* + 8a® + 160 — a — 2.

Podemos reescrever essa equacao colocando todas as parcelas que tém « de um mesmo
lado da igualdade, obtendo

a(9a* +180° 4 80 4+ 16 — 1) = 90 + 18a* 4 8a® + 1602 — a = 2.
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Como 9o 4 1802 + 80 + 16ac — 1 € Z, podemos concluir que « é um divisor de 2,
logo « € igual a —1,1,—2 ou 2. Temos, assim, que apenas 4 numeros inteiros podem
ser raizes de p. Testando, verificamos que
p(—1) = 9(—1)° + 18(—1)* + 8(—1)* + 16(—1)* — (—1) — 2
=—-9+18—-8+4+164+1-2=16#0,
p(1) = 9(1)% + 18(1)* +8(1)% + 16(1)% — (1) — 2
=9+4+184+8416—1—-2=48 #£0,
p(2) =9(2)° +18(2)* +8(2)° +16(2)> — (2) —2=2°(9+9+2+2) — 4
=32-22-4=740+74 —4 =810 # 0,
p(—2) = 9(—2)° + 18(—2)* + 8(—2)" + 16(—2)> — (—2) — 2
=2°(-94+9-2+2)+0
=2°.0+0=0.

Logo, —2 é a unica raiz de p(x) em Z. Dividindo p(z) por (x—(—2)) = (z+2), obtemos

p(x) = (x +2) - (92% + 822 — 1).

Agora, para obter as outras raizes de p(z) é necessério (e também suficiente) obter
as raizes do polinémio quociente g(z) = 9z* + 822 — 1. Note que ¢(z) = 9z* + 822 — 1
86 possui poténcias pares de x. Assim, para obter suas raizes, ou seja, as solugoes da
equacdo 9z + 822 — 1 = 0, podemos fazer uma mudanca de varidveis, denotando 22
por z e, com isso, essa equacao fica equivalente a 922 + 8z — 1 = 0. Mas essa equacao,
por sua vez, é uma equacao do segundo grau, que ja sabemos resolver. Pela formula de
Bhaskara, as solucdes de 922 4+ 8z — 1 = 0 sdo

Z:—8+\/64—4-9-(—1):—8+10:3:1 .
2.9 18 18 9
'2:—8—\/64—4-9'(—1):—8—10:_§:_1
2.9 18 18 )
Logo,
x2:z:$ ou z?=z=-1

e as solucdes de 9z 4 822 — 1 = 0 sdo

1 1 .
r==, xT=—7, T=1 € T=—i
3 3
Portanto, conhecemos as quatro raizes de ¢(z) e obtemos
8 1
gz) =927 + 822 —1=9- [m4+§x2—§]

=9- (w—%) <x+%>(az—z)(w+z)
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Assim,

p(a:):(a:+2)-(9x4+8x2—1):(a:+2)-9-(m—%)(az—k%) (x —i)(z +1)

e obtivemos todas as raizes de p(z). Note que o passo inicial foi descobrir se p(x) tinha,
ou nao, raizes inteiras e, para isso, o que fizemos foi selecionar as possiveis raizes inteiras

de p(z).
O método utilizado vale no caso geral e temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.6. Seja p(z) = ant™ + ap_ 12" '+ ap_ox" 2+ +agx?® +ayx 4+ ag um
polinémio com coeficientes inteiros, ou seja Gy, ap—1,0n—2,...,a2,a1,a9 € Z. Se p(x)
possui uma Taiz o em Z entdo o deve ser um divisor de ag.

E facil justificar essa proposi¢do, mesmo no caso geral, bastando seguir os passos
do exemplo. Se o € Z é uma raiz de p(z), entao

p(a) = ana™ + ap 10" Fa, 20" % 4 -+ aga® + aja+ag = 0.
Reescrevendo essa expressao, como no exemplo, resulta
n—1 n—2 n—3 _
a(ana ™+ ap_10" 7+ ap_0d" P 4 asa + ar) = —ag

e, como a,a" ' 4+ a,_10" 2+ ap_00" 3 + -+ asa + a; € Z, podemos concluir que o

¢ um divisor de —ayg, logo um divisor de ay.

Exemplo 2.10. Determinemos, se existirem, as raizes inteiras do polinémio
p(z) = 32° + 22 — 1623 + 822 — 19z + 6.
Primeiramente, vemos que ag = 6 e que, entdo, as possibilidades para a(s) raiz(es)

a inteira(s) de p(z) sdo os divisores de 6, que sao —1, 1, —2, 2, —3, 3, —6 e 6. Agora
testamos esses valores em p(x) (ou, entao, podemos dividir p(x) por (z — «)), obtendo

p(1) #0; p(=1) #0; p2)=0; p(=2)#0;
p(3) #0; p(=3)=0; p(6)#0; p(—6)F#0.

Assim, vemos que as raizes inteiras de p(x) sao 2 e —3. Podemos tentar determinar,

. , . . . C , .
agora, se p(x) possui raizes racionais. Seja p um numero racional com c e d # 0

, . . . . & .
numeros inteiros relativamente primos. Se p for raiz de p(z), teremos

5 4 63 C2

C C C C
p(5)=3Z+2-5-16-5+8. 5-19-Z+6=0.
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Multiplicando essa igualdade por d° obtemos
3¢® 4 2¢td — 163 d? + 82 d® — 19¢d* + 6d° = 0,
que tanto pode ser reescrito como
(3¢ +2¢%d — 16¢*d* + 8cd® — 19d*) = —6d° (2.6)
quanto também como
(2¢* — 16¢°d + 8c*d® — 19¢d® + 6d*)d = —3¢° (2.7)
Como ¢ e d sdo numeros inteiros relativamente primos, podemos concluir de (2.6)
que ¢ é divisor de 6 e, de (2.7), que d é divisor de —3. Logo, ¢ pode ser —1, -2, —3, —6, 1,
2,3 ou 6 e d pode ser —1,—3,1 ou 3.

c
Desse modo, as possibilidades para p Sa0

11 2 2 33 6 6
~1, -2, -3, —6, 1, 2 S
) ) 37 67 ) ) 37 67 37 37 37 37 37 37 37 3
e, retirando as duplicidades, restam apenas
11 2 2
~1, =2, -3, =6, 1, 2, 3,6, ——, =, —=, =.
) ) ) ) ) ) ) ) 37 37 37 3

Observe que —1,—2,—-3,—6,1,2,3 e 6 j4 haviam aparecido antes, como candidatos a
raizes inteiras de p(z). Como ja conhecemos as raizes inteiras de p(z), que sao 2 e
—3, podemos concluir que os tUnicos possiveis nimeros racionais nao inteiros que tém
chances de ser raizes de p(z) sao

L
33

Aplicamos, agora, o polinémio p(x) nesses pontos, obtendo

p(5)20 w0 o(Hro e a0

Lo . . <
Logo, 3 € a linica raiz racional nao inteira de p(z).

22
33

Se repetirmos esse argumento para o caso geral teremos o seguinte resultado.

Proposicao 2.7. Seja p(z) = ant™ + apn_ 12" 1 + ap_ox™ 2 4+ - + agz? + a12 + ag
um polinémio com coeficientes inteiros, isto €, an,ap_1,0n_2,...,02,01,00 € Z. Se c e

- , o, . . , c , .
d # 0 sdo numeros inteiros relativamente primos tais que P é uma raiz de p(x), entao

c é um divisor de ag e d € um divisor de a,.
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Exemplo 2.11. Determinemos, se existirem, as raizes racionais do polinémio

p(z) = 623 + 1722 + 11z + 2.

.~ . c , . ~ p ..
Pela proposicao acima, sabemos que se — é uma raiz de p(x), entao ¢ é um divisor
d

de 2, de modo que pode ser —2,—1,1 ou 2, e d é um divisor de 6, de modo que pode

ser —6,—3,—2,—1,1,2,3 ou 6. Assim, as possibilidades para 2 Sa0

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
-2,2, -1,1, —=, =, —=, =, —=, =, —=, =, —=, =, —=, —
) ) 7 7 67 67 37 37 27 27 67 67 37 37 27 2
e, retirando as duplicidades, restam apenas
_27 27 _17 17 _17 l7 _17 17 _17 l7 _27 g
6" 6 3" 3 2° 2 33

Note que podemos reduzir essas possibilidades pela metade, pois como o polindmio
possui todos os coeficientes positivos, suas raizes sé podem ser negativas; desse modo,
86 restam as possibilidades

1 1 1 2
_27 _17 T Ly T 9y T oY ot
6 3 2 3

Aplicando esses valores no polinémio, obtemos

. , . . 1 1 e
Assim, as raizes racionais de p(z) sao —2, —3¢ 5 Observe que, como o polinémio

p(z) tem grau 3, essas sao todas as raizes de p(z), e, portanto, podemos escrever

p(x) =6-(x+2) (a:—k%) <a:+%>

2.8 — O SINAL DE UM POLINOMIO

Em Calculo, para estudar o comportamento de um polinémio e esbocar seu grafico,
é muito importante analisar o sinal do polinémio. No caso de polindmios lineares

p(z) = ax + b, ja vimos que trocam de sinal em sua raiz, que é dada por « = ——.
a
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Exemplo 2.12. Determinar o sinal do polinémio p(x) = x + 3 de grau 1.

Se p(z) = = + 3, temos que a« = —3 Y
é a raiz de p(z) e sabemos que o sinal de
p(z) depende somente de x > —3 ou = <
—3, conforme a figura dada. Nesse caso,
é facil resolver a desigualdade = + 3 > 0,
que equivale a x > —3. Assim,

p(x) >0sex e (—3,+00)

p(x) <0sex e (—o0,—3).

p(z) = 42% + 3z — 10
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Os polinémios de grau 2 também tém a
mesma caracteristica: quando trocam de sinal
(embora isso nem sempre aconteca; confira na
Segao 2.5), fazem isso em suas raizes.

Exemplo 2.13. Determinar o sinal do po-
linémio p(z) = 422 + 3z — 10 de grau 2.

)
As rafzes a1 = —2 e ag = 1 de p(x) podem

ser obtidas pela férmula de Bhaskara. Como o
coeficiente do termo em z2 é 4 > 0 sabemos,
pela Secao 2.5, que o gréfico de p(z) é como o
dado na figura ao lado. Pelo grafico, podemos
concluir que p () > 0 se

x € (—o0,—2) U (Z,—i—oo)

ep(z) <0se

5
e (-2 —>.
¢ ( 1
A diferenca agora é que nao podemos isolar

o x na desigualdade 422 4 3z — 10 > 0, como o
fizemos no exemplo precedente.



Uma outra maneira de determinar o sinal de p(x) é utilizar a regra de sinais de um
produto. Para isso, escrevemos p(z) em termos de suas raizes, p(z) = 422 4+ 3z — 10 =
4(z+2)(z — 2). Como 4 > 0, temos que

p@)>0 < (z+2) (m—g) > 0.

Agora, analisamos o sinal de cada fator linear separadamente e, depois, usamos a regra
de sinais do produto, representada esquematicamente da seguinte maneira.

(z +2) = >
(w—5/d) —— — — - - F * *
5/4
(2 +2)( — 5/4) A — B S S S
h 5/4

E claro que obtivemos o mesmo resultado que utilizando o grafico, s6 que esse dltimo
procedimento pode ser generalizado, mesmo quando o polinémio tiver raizes complexas
nao reais, conforme veremos no proximo exemplo.

Exemplo 2.14. Determinar o sinal do polinémio de grau 3 dado por

p(x) = 2% + 32 + 4z + 12 = (v + 3) (2% + 4).

Y

(22 + 4)

Y

(x+3)

Y

(z+3)(z* +4) .
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Desse modo, temos que

p(x) <0 se xz€(—00,—-3) e p(x) >0 se z¢€(—3,+0)

Neste exemplo, 22 +4 > 0 para todo = € R, logo, nesse caso, o sinal de p(z) é o
mesmo que o sinal de x 4+ 3. Observe que um polinémio de grau 2 que nao tem raizes
reais nao muda de sinal (ver Segao 2.5) e, portanto, é sempre ou positivo ou negativo.

Exemplo 2.15. Determinar o sinal do polinémio de grau 4 dado por

p(z) =2t + 223 — 522 — 6z = z(x + 3)(z — 2)(z + 1).

Para determinar o sinal de p(x) analisamos o sinal de cada fator linear e, depois,
usamos a regra de sinais do produto, como no exemplo anterior.

43 >
(z+3) ~
— — — — — — — + + +
T — 2 >
@-2) .
(54 1) — — — — + + + + + +
z >
-1
() + + — — + — — + + +
p(x >
-3 -1 0 2

Desse modo, temos que
p(z) >0 se z € (—o0,—3)U(—1,0)U (2,+00)

e p(z)<0 se ze(-3,-1)U(0,2).

Assim, para analisar o sinal de um polinémio, é fundamental conhecer sua fatoracao.
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Confira, agora, todos os exemplos de graficos com translagbes que vimos anterior-
mente, e verifique se ocorrem trocas de sinais: observe que isso sempre ocorre nas raizes.
Essa caracteristica decorre do fato das func¢des polinomiais serem fungoes continuas, ou
seja, seus graficos nao tem saltos ou cortes (o conceito de continuidade serd visto na
disciplina de Calculo). Podemos resumir nossas observacoes da maneira seguinte.

Proposicao 2.8. Uma func¢ao polinomial sé pode trocar de sinal nas suas raizes.

Entretanto, observe que uma funcao polinomial nem sempre troca de sinal numa

raiz, por exemplo, y = z2.

A regra de sinais utilizada nos exemplos anteriores também é valida para o quociente
de polinémios.

-2
Exemplo 2.16. Analisemos o sinal da funcao Q(x) = z T3
T
Observe que Q(x) nao estd definida em = = —3.
- - 4+ o+ 4+ 4+ o+ 4+ o+ o+
(x +3) >
-3
- - - - - - - 4+ o+
T —2 >
(z —2) 5
@-2 + + - - - - - + 4+ +
(x+3) -3 2 -

Desse modo, temos que

Q(x) >0 se x€(—00,—3)U(2,+00)

e Q(r)<0 se z€(-3,2).

Uma observagao importante e, também, interessante é que essa regra de sinais que
utilizamos vale nao sé para produtos e quocientes de polinémios, mas também para
produtos e quocientes de funcées quaisquer.
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2.9 — FRACOES PARCIAIS

Uma funcao como a do dltimo exemplo é denominada fun¢do racional, ou seja, uma
funcao racional é o quociente de dois polinémios. Como o polindémio constante 1 pode
ser um denominador de tal quociente, vemos que os proprios polinéomios estao incluidos
entre as fungoes racionais. Sdo exemplos de fungdes racionais,

5 3 = Tx

Qi(z) = Q2(z) = T2 _ o

x—2’ 2 -2’

S5zt — 423

Qs(z) = 2° —Te, Qu(z) = 2% w8

Uma fungao racional é dita prdpria se o grau de seu numerador é menor que o grau
de seu denominador; caso contrario, essa fungao racional é dita imprdpria. Sempre
podemos expressar uma func¢ao racional improépria como uma soma de um polinémio
com uma fungao racional prépria (preservando-se o denominador da fungao imprépria);
ver Exercicio 2.13. Por esse resultado, é suficiente estudar as fungoes racionais préprias.

No Ensino Médio, aprendemos como reduzir fragoes a um mesmo denominador. Por
exemplo, é facil ver que

3 5  3(x—2)+5(x+1) 8r —1

i+l 72 @4D@-2  @i)@-2)"

A ideia, agora, é inverter esse processo e escrever uma dada fracdo como uma soma
de fracoes, cada uma das quais tendo um denominador mais simples. Esse procedimento
¢é denominado decomposicao em fragoes parciais e ¢ um dos métodos mais importantes
para calcular integrais de fungdes racionais que vocé verd em Célculo.

Vejamos, por exemplo, como partir do lado direito da expressao dada acima e chegar
no lado esquerdo.

8r —1
Exemplo 2.17. Determinemos a decomposicao em fracoes parciais de % .
(x4 1)(x —2)
O objetivo é encontrar constantes A e B tais que
8r —1 A B
= + (2.8)

(z+1)(z—2) x+1 z-2
Ora, ja sabemos que A = 3 e B = 5 mas, para entendermos o método, calcularemos A
e B como se nao soubéssemos seus valores. Somando as fragoes de (2.8), obtemos

8z —1 A N B Alx—2)+ B(zx+1)
(x+1)(x—-2) z+1 x-2  (z+1)(z—2)
Assim, temos duas fragoes iguais com o mesmo denominador; decorre que essas fracoes
também tém necessariamente o mesmo numerador e, portanto, temos a seguinte igual-

dade de polinémios.

8r—1=A(x—2)+ B(zx+1)=(A+ B)z+ (—2A + B).

g « POLINOMIOS -« 85



Resolvendo a igualdade de polinomios, chegamos ao sistema seguinte,

A+B=38
—2A+ B =-1,

cuja solugao nao é dificil de encontrar, A = 3 e B = 5. Assim, obtivemos a decomposi¢ao
em fracoes parciais da nossa func¢ao racional, isto é,

8r —1 3 n 5
(z+1D)(x—-2) x+1 z-2°

Exemplo 2.18. Determinemos a decomposicao em fracoes parciais de

622 — 24z — 18
(x —1)(z+2)(z—4)°

Considere

622 — 24x — 18 A B C

G- D@t )@—4) o-1 7242 -4

Alx+2)(z —4)+Blx—1)(z —4)+ C(x — 1)(z + 2)
N (x—1)(z+2)(z—4)

Novamente, temos duas fragoes iguais com o mesmo denominador, portanto ambas
também tém o mesmo numerador, de modo que chegamos a seguinte igualdade de
polinémios.

612 — 24z — 18 = A(x +2)(x —4) + Bz — 1)(z — 4) + C(z — 1)(z + 2)
= A(z? =20 —8)+ B(z? — bz +4) + C(2® +z —2)
= (A+B+0)z* 4 (—24 - 5B+ C)x + (—8A + 4B — 20),
que nos leva ao sistema seguinte,

A+B+C=6
—2A-5B+C=-24
—8A+4B —2C = —18.

Somando as trés linhas acima obtemos —9A4 = —36 e, portanto, A = 4. Substituindo
o valor de A e subtraindo a primeira linha da segunda, obtemos 68 = 18, ou seja, B = 3.
Substituindo o valor de A e B na primeira linha, resulta que C = —1. Assim,
622 — 24z — 18 4 3 -1

(z—1)(z+2)(x —4) Tr 1 zi2 a4
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Esse método vale para um numero qualquer de fatores lineares distintos. Sejam
a1, Qs, ..., 0, numeros reais distintos e consideremos o polinémio

q(z) = (x —ar)(@ —ag) -+~ (& — an)

e um polinémio nao nulo p(z), de grau menor do que n. Entao existem numeros
Ay, Ay, ... A, € R tais que

p(z) p(z) A A A,
q(z) (x—al)(a:—ag)--'(w—an)_a:—a1+x—a2+ +a:—an'

A demonstracao dessa afirmacao é semelhante a resolucao dos exemplos precedentes.

A afirmacao que acabamos de apresentar tem um requisito importante: os fatores
devem ser lineares distintos. E se nao forem? Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.19. Determinemos a decomposicdao em fragoes parciais de

—423 + 1022 —= 32+ 3
(x —1)3(z+2)

Procuramos constantes A, B,C' e D tais que

—42% 4+ 1022 — 32 + 3 A B C D
= + + + .
(x —1)3(z +2) (x—1)3 (zx—12 2z-1 x+2

Daqui em diante, procedemos da mesma maneira que nos exemplos anteriores. A
partir do desenvolvimento
—42® + 1022 =32 +3 A +2)+Bl@—1)(x+2)+Cle—1)*(x +2) + D(x — 1)
(x—1)3(x+2) (x—1)3(x+2)

podemos verificar que sao iguais os numeradores

—42% 4 102% — 3z + 3
=A(x+2)+ Bz —1)(z+2)+C(z — 1)*(z +2) + D(z — 1)
= Az +2)+ Bz + 2 —2) + C(2® — 3z + 2) + D(a® — 322 + 32 — 1)
= (C + D)z* 4+ (B —3D)x* + (A+ B — 3C 4+ 3D)z + (2A — 2B + 2C — D),

0 que nos leva ao sistema seguinte,

C+D=-4
B—-3D =10
A+B-3C+3D=-3
2A-2B+2C —-D =3.
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Substituindo a primeira e a segunda linhas na terceira e na quarta linhas, obtemos

A+4+9D = -25
2A —-9D = 31.
Somando essas linhas, obtemos 3A = 6, ou seja, A =2 e, entdo, D = -3, B=1¢
C = —1. Assim,
—42® +102% — 3z + 3 2 1 -1 -3
= + + + .
(x—1)3(x+2) (=13 (z—1)2 z-1 x+2

Tente entender a generalizacao desse procedimento.

E se o polinémio do denominador tiver raizes complexas nao reais? Espere por
Calculo!

2.10 — RAIZES COMPLEXAS (Leitura complementar)

A Proposi¢ao 2.5 do final da Segao 2.6 diz que um polinémio p(x) de grau n, com
coeficientes reais, possui, no maximo, n raizes reais. Se «i,qa,...,q; sa0 todas as
raizes reais distintas de p(x), e ni,na,...,n; suas respectivas multiplicidades, entao
podemos escrever

p(r) = (z —a)" - (z — )™ - (& — o)™ - 1),

onde ¢ é uma funcao polinomial de grau n — (ny + ng + - - - + ny), desprovida de raizes
reais.

Agora vamos investigar essa funcao polinomial ¢(x).

Voltando ao polinémio p(x) = 223 + 2 = (z + 1)(22% — 22 + 1) do Exemplo 2.8 e
usando a férmula de Bhaskara para t(x) = 222 — 22 + 1, vemos que

24 2-2 1

:2+\/—4:2+2i:1+i g = _
4 4 2

4 4 2

a1

sao as raizes de t(x). Assim, escrevemos,

p(m):2x3+2:2(a:+1)<x—1;—i><x—1;i>.

De fato, o que se mostrou nesse exemplo vale em geral, sendo uma consequéncia do
Teorema Fundamental da Algebra, como segue.
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Teorema 2.9. Se p(x) é um polinémio com coeficientes reais e de grau n > 1, entao
p(x) possui exatamente n raizes em C.

Olhando mais uma vez para o polinémio p(z) = 223 + 2, vemos que suas raizes
sao —1, %(1 +i)e %(1 —1). Observe que as duas raizes complexas sao conjugadas. Isso

ocorre em geral.

Proposicao 2.10. Seja p(x) = anz” +an_ 12" +ay_02" 24 - +asz? +ayx +ag um
polindémio com todos coeficientes an,ap_1,...,a3,a1,a0 reais. Se o numero complexo
a = a+ bi for uma raiz de p(z), entao o complexo conjugado @ = a — bi de « também
¢ uma raiz de p(x).

Podemos justificar essa afirmacdo do seguinte modo. Como « = a + bi é raiz de
p(z), temos

p(a) = ana™ + ap_10™ "+ ap_20" 2 4 - 4 aza® + aja+ag = 0

e, portanto,

An Q" + ap_10" 1+ ay_00" 2 4 -+ + aga? + a1+ ag = 0.

Usando que o conjugado da soma é a soma dos conjugados, obtemos

An0™ + ap_10™ 1 +a, 00" 2+ +asal +aja+ag =0
e usando que o conjugado do produto é o produto dos conjugados, resulta
G a4 a, o a" s av 4 4@l +ar-a+ag =0.
Finalmente, usando que o conjugado de um ntmero real é ele mesmo, concluimos que
—n —n—1 —n—2 —2 — _
ap O +Ap—1 -« +ap—o- @ +--+a-a”+a;-a+ay=0.
Assim, p(a@) = 0, ou seja, @ também é raiz de p(z).

Como consequéncia, temos que, num polinémio com coeficientes reais, as raizes
complexas que nao sao reais aparecem conjugadas, aos pares, de modo que o nimero
total dessas raizes é, sempre, um numero par. Em particular, obtemos o seguinte
resultado.

Proposicao 2.11. Todo polinémio com coeficientes reais de grau impar possui, pelo
menos, uma raiz real.

Exemplo 2.20. Sem efetuar qualquer calculo, ja podemos afirmar que o polinémio
p(z) = 2° + 32* — 62% + 7z + 1

possui, pelo menos, uma raiz real.
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Continuando, se &« = a + bi é um numero complexo, com a,b € R, e @ = a — b,
entdo o polinémio f(z) = (x — a)(x — @) tem coeficientes reais. De fato,

f(@)=(z—a)(z—a@) = (z — (a+bi)) (z — (a — bi))
= 2% — 2(a —bi) — x(a + bi) + (a + bi)(a — bi)
= 2% 4 (—a +bi —a— bi)x + (a* — abi + abi — b*?)
= 2% — 2ax + (a® + b?).

Esse resultado pode ser utilizado para fatorar polindmios, pois, se &« = a + bi € raiz de
um polindémio p(x) com coeficientes reais, entdo @ = a — bi também é raiz e, portanto,

p(z) = (- a)(z —@) g(x) = f(z) g(),

onde f(x) é o polindémio de grau 2 obtido acima.

Exemplo 2.21. As raizes do polinémio p(z) = z* + 1 satisfazem a equacio z* = —1.
Como todo numero real elevado a uma poténcia par é sempre positivo, ou zero, te-
mos que as quatro raizes de p(z) sdo complexas, sendo duas a duas conjugadas. Pela
observacao acima, sabemos que p(x) = f(x) g(x), onde f(z) e g(x) sdo polinémios de
grau 2. Como o coeficiente de x4 em 2% 41 é 1, podemos escolher f(z) e g(z) com essa
mesma propriedade, isto é, podemos supor que seus coeficiente de 22 sejam iguais a 1.
Nesse caso, existem a,b,c,d € R tais que

2t +1 = (2% + azx 4 b)(2® + cx + d).

Como
(2% + az + b)(2® + cx + d)
= 2% + cx® + dz? + az® + acx® + adx + ba® + bex + bd
=2t + (a+ )2 + (ac + b+ d)z? + (ad + be)z + bd,
obtemos

2t + 1= (2% 4+ ax +b)(2* + cx + d)
= 2%+ (a+ &) + (d+ ac + b)z? + (ad + be)z + bd.

Igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau somos levados ao seguinte sistema.

a+c=0 coeficiente do termo z°
ac+b+d=0 coeficiente do termo 2
ad+bec =0 coeficiente do termo x

bd =1 termo independente
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Da primeira equagao obtemos a = —c. Substituindo nas demais equagoes, resulta o

sistema
—a’>+b+d=0 (2.9)
ad —ab =10 (2.10)
bd=1 (2.11)

Como ad — ab = a(d — b), vemos que (2.10) é equivalente a a(d — b) = 0 e, portanto,
a=0oud=b. Se a =0, substituindo em (2.9) obtemos d + b = 0, ou seja, b = —d.
Substituindo em (2.11), obtemos > = —1, mas, como procuramos coeficientes reais,
essa solucao nao serve.

Assim, a # 0 e, portanto, b = d. Substituindo em (2.10) e (2.11), obtemos a? = 2b
eb?> =1.Se b= —1, entdo a®> = —2 e isso, novamente, ndo Nos serve, por Nao pPossuir
solucio em R. Desse modo, estabelecemos que b = d = 1 e, portanto, a®> = 2. Logo,

a=+v2oua=—2,.

Como a = —c¢, se a = V2, temos 2% + 1 = (22 + V2zx + 1)(z? — V22 + 1) e, se
a = —2, temos ' 4+ 1 = (2 — 22 + 1)(2? + v/2x + 1). Vemos que, nos dois casos
temos a mesma decomposicio de z* + 1. Assim,

et 1= 22+ V2 +1)(2® — V2 +1)

e, se vocé quiser determinar as raizes complexas desse polinémio, basta aplicar a férmula
de Bhaskara nos dois fatores encontrados.

Concluimos esta segdo com uma proposi¢ao que descreve o polinémio ¢(x) da Pro-
posigao 2.5, a saber, que t(x) sempre pode ser fatorado em poténcias de fatores qua-
draticos.

Proposicao 2.12. Seja p(x) um polinémio de grau m, com coeficientes reais. Se-

jam ai,Qa,...,q todas suas raizes reais distintas, com respectivas multiplicidades
niy,na,...,ng. Entdo existem s,my,ma,...,ms € N e a,a1,...,as,b1...,bs,€ R tais
que

p() = (. —a1)™ (z — a2)™ - (z — ag) "™ t(z),
com
t(z) = a(xz +ajz+by)™ (332 + agx + bg)™? - - - (a:2 + asx + bs)™.

Exemplo 2.22. Temos
p(x) = 32° — 32* + 62 — 627 + 32 — 3
=3(z — 1) (z* + 222 +1) = 3(z — 1) (2% + 1)
Observamos que, embora esses fatores tenham sua existéncia assegurada pela pro-

posicao, sua efetiva determinacao para polinémios especificos dados ainda pode dar
muito trabalho, sendo objeto de estudo até hoje.

g « POLINOMIOS -« 91



2.11 - EXERCICIOS

Exercicio 2.1. Faca o esboco do grafico das funcoes polinomiais abaixo usando trans-
lagoes horizontais e/ou verticais, alongamentos ou compressoes e reflexdes, conforme

a) f(z) =2’ -8 b) f(x) = (v +3)*
¢) fx)=(x—1)° -4 d) f(z) =5(z —2)°

e) fz)=-3(x+3)3+5

Exercicio 2.2. Faca o esboco do grafico das pardabolas abaixo usando translacées ho-
rizontais e/ou verticais, alongamentos ou compressoes e reflexdes, conforme necessario.

a) f(r)=2>+4z +5 b) f(z) =2? —3x+3
c) f(x) =5— 6z — 22 d) f(z) =222 + 8z + 10

Exercicio 2.3. Determine as expressées das
parabolas cujos gréaficos, dados ao lado e a seguir,
foram obtidos através de translagoes horizontais e/ou
verticais, alongamentos ou compressoes e reflexées do e B
grafico dey:xQ. c) Gl
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Exercicio 2.4. Determine a expressao da funcao polinomial p(x) cujo grafico, dado
a seguir, foi obtido através de translagoes horizontais e/ou verticais, alongamentos ou
compressdes e reflexdes dos graficos das funcdes g(z) = 23 e g(x) = z*.

a) b)

Exercicio 2.5. O grafico do polinémio
p(z) = 423 — 4 22 — 4z é dado ao lado.
Faga um esbogo do gréfico dos polinémios
definidos a seguir.

a) p1(x) = p(z) + 4 e determine suas
raizes.

b) pa(z) = p(x) + 6. Quantas raizes re-
ais po(x) possui?

¢) ps3(x) = p(x) — 3. Quantas raizes re-
ais ps(x) possui?
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Exercicio 2.6. Determine a expressao do polindémio de grau minimo cujo grafico é

dado na figura.

12!

12!

y Y =P (z)
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Exercicio 2.7. Determine o quociente e o resto na divisao de f(x) por g(z).
a) f(z) = 2>+ 522 — 20z + 4 e g(z) =2® — 4z +5
b) f(z) = 1025 + 152 — 1023 — 822 e g(x) =22 + 42® — 172 — 6

Exercicio 2.8. Determine o resto da divisao de f(z) por g(x).

()
a) f(z) = 2* + 523 — 202% + 4 e g(x) =
b) f(z) = 25 + 52t — 23 — 8z e g(x) =
c) f(z) = 25 + 32* 4 22 e g(x) =2 -5
d) f(z) =327 +52° + 223 —22+1 e g(x) =

Exercicio 2.9. Fatore completamente os polinomios dados a seguir.

a) 2% + 22 — 17z + 15 b) 3z* + 1823 — 2722 — 42z
c) 102° + 27z* — 102 — 322 d) 32° +4a* — 1423 — 222 — 172 — 6
e) 4zt + 322 — 1 f) 925 — 51at + 9423 — 742% + 2520 — 3

Exercicio 2.10. Determine todos os valores reais de x que satisfazem as desigualdades
dadas.

a) 22 —-5<0 b) 4 — 2% >0 ¢) 22 —5x+6>0

d) 42 — 64 < 0 e) 23 — 222 + 2 <0 f) 2% — 2% — 222 +40 > 0
g) 2zt —4x3 +42% — 42 +2 >0 h) 32° — 221 — 423 — 422 -T2 -2 < 0

i) (22 +4)(—2> -2 —1) <0 j) 2e?+x+5) (a2 +x+1)<0

Exercicio 2.11. Tente justificar a afirmacao da Proposicao 2.7.

Exercicio 2.12. Estude o sinal das fungoes racionais seguintes.

T — 2 2r —5
il b) ——— <
a)x2+3 )x2—2x+1
222 — 10z + 12 22 —4x+3
c) ———— d) ————
x3 + 4 x3 + z2
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Exercicio 2.13. Dados os polinémios f(z) e g(z) com g(z) # 0 e df > dg, temos que
f(z)
9(z)
com uma funcao racional prdpria, cujo grau do numerador é menor do que o grau do
denominador. Para determinar esses polinémios, fazemos a divisao de f(x) por g(z)
e encontramos os polinomios ¢(x) # 0 e r(x) tais que f(z) = g(x) - ¢(x) + r(x), com
r(x) =0 ou JOr < dg. Agora é s6 substituir na funcao racional,

a funcao racional (imprépria) pode ser reescrita como a soma de um polindémio

Utilize esse procedimento para reescrever as funcoes racionais seguintes como somas
de polinémios com fungoes racionais préprias.

):174—|—x3—2:172—|-4 b) 32% 4+ 2% — 22% — 8z

a
3+ 3 2 —2x+1

o) 20 — 5t + 222 q) 2l =35+ 23—z +5
x3 + 4z 3+ 222+ 2

Exercicio 2.14. Faca a decomposicao em fragoes parciais das seguintes fungoes racio-
nais.
a)

8x + 4 b) 23 — 52 + 222 + 18
2 4+4x—5 x4 — 223 — 922 + 22+ 8

922 —4x + 3 2 +5x2—x+3
d)
3 +22 —-bx+3 x4 —222+1

c)

Nos FEzxercicios 2.15 e 2.16 utilizamos o conceito de velocidade média, como seque.

Em Cinemadtica, um conceito importante é o de velocidade de uma particula em
movimento retilineo. Se uma particula tem sua posi¢ao no instante ¢ dada por p(t), a
velocidade média vy, 4,1 entre um tempo inicial #; e um tempo final ¢, distinto de ¢y,
é definida por

_ p(t2) —p(t)
(S

Com o conceito de derivada, que desenvolveremos na disciplina de Célculo, poderemos
definir também a velocidade instantanea da particula, como um limite dessas velocida-
des médias quando ty — t1 tende a 0.
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Exercicio 2.15. Uma particula em movimento retilineo tem sua posi¢do, no instante
t, dada por
t3 — 5t2 + 6t

t) =
p(t) R

para t > 0.
Determine
a) os instantes em que p(t) = 0;

b) os intervalos de tempo nos quais a particula encontra-se a direita de zero e aqueles
nos quais encontra-se a esquerda de zero;

¢) a velocidade média vy 4y entre o tempo inicial 2 e o tempo final ¢;

< 0 e aqueles onde v >0

d) os valores de t > 0 para os quais v 2.1) .

{2,t}

e) o que ocorre com vy 4, a medida que ¢ se aproxima de 27

Exercicio 2.16. As particulas A e B movimentam-se em linha reta; no instante ¢, a
particula A encontra-se na posicao pa(t) = t* — 2 e a particula B na posicio pg(t) =
3 — 2t.

a) Encontre a posi¢ao de cada uma delas no instante ¢ = 1.

b) Encontre a velocidade média de cada uma delas entre os tempos t = 1 e t = z,

que denotaremos por v ev respectivamente.

A{l,z} B{1,z}’

> v

c) Determine os valores de = para os quais v, oy 2

B{l,z}"

d) A medida que z se aproxima de 1, o que ocorre com as velocidades v e

? Dé uma interpretacao para os valores encontrados.

A{l,z}
UB{l,ac}

e) Resolva o mesmo problema substituindo ¢ = 1 por t = 3.

Exercicio 2.17. Apds s minutos do inicio de uma reacdo quimica, a temperatura da
mistura resultante é dada por T'(s) = s* — 453 + 7s? — 16s + 12, para s > 0.

a) Determine os valores de s > 0 para os quais T'(s) = 0.

b) Determine quando a temperatura é negativa.

Exercicio 2.18. Um campo serd delimitado no formato de um retangulo. Determine as
dimensoes do campo de drea maxima que podera ser cercado utilizando 100 m lineares
de cerca.
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Exercicio 2.19. Mostre que, dentre todos retangulos de perimetro p, o que possui

maior area é o quadrado.

Observacdo: Este problema é um modelo matemaéatico que generaliza o anterior e,
uma vez resolvido, da as solucoes para todos os possiveis valores do perimetro.

Exercicio 2.20. Um fazendeiro tem 500 m line-

celeiro

ares de tela para cercar um terreno retangular.
Um celeiro de 20m de largura serd usado como
parte da cerca, conforme a figura ao lado. De-
termine as dimensoes do terreno de area maxima

que podera ser cercado.

Exercicio 2.21. Um terreno retangular devera ser cercado de modo que dois lados
opostos recebam uma cerca reforcada, que custa R$ 5,00 por metro, enquanto que os
outros dois lados receberao uma cerca padrao que custa R$ 3,00 por metro. Determine
as medidas dos lados do terreno de maior area com estas caracteristicas, sabendo que

custo total para cercé-lo serd de R$ 8.000,00.

2.11.1 — EXERCICIOS da SECAO 2.10 (Leitura Complementar)

Exercicio 2.22. Determine um polindmio com coeficientes reais de grau 3 que admita

2 e 2 — 1 como raizes. Quantos polindmios desses existem?

Exercicio 2.23. Construa um polinémio com coeficientes reais de grau 5 com

a) apenas uma raiz real;
b) apenas uma raiz real e que tenha multiplicidade 1;

c) apenas uma raiz real e que tenha multiplicidade 3.

E possivel construir um polinémio com coeficientes reais de grau 5 que possui apenas

uma raiz real e que tenha multiplicidade 27 Porqué?
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