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Resumo

Este trabalho pretende introduzir os campos de estudo das álgebras de Hopf,

módulos de Yetter-Drinfeld e álgebras de Hopf trançadas de forma que um sólido e

concreto conhecimento possa ser desenvolvido. São apresentados os conceitos funda-

mentais relacionados a álgebras, coálgebras, álgebras de Hopf, módulos, comódulos,

módulos de Yetter-Drinfeld, espaços vetoriais trançados e álgebras de Hopf trançadas.

Abstract

This work is intended to be an introduction to the subjects of Hopf algebras,

Yetter-Drinfeld modules and braided Hopf algebras in such a manner that a solid

and concrete grasping of it shall be attained. It presents the fundamental concepts

related to algebras, coalgebras, Hopf algebras, modules, comodules, Yetter-Drinfeld

modules, braided vector spaces and braided Hopf algebras.
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Prefácio

Da dualização do conhecido conceito de uma álgebra com unidade sobre um

espaço vetorial concebe-se o conceito de uma coálgebra sobre um espaço vetorial. De

natureza contrária à multiplicação de uma álgebra, que opera um par de elementos

para resultar em um outro, a comultiplicação de uma coálgebra opera um elemento e

resulta em uma soma finita de pares de elementos da coálgebra; especificamente, em

uma soma de produtos tensoriais destes últimos. Da existência da unidade segue

a existência de uma transformação linear entre a coálgebra e o espaço vetorial,

chamada counidade. Ainda estão relacionadas as álgebras e coálgebras de maneira

que o espaço dual de uma coálgebra é uma álgebra e o espaço dual de uma álgebra

de dimensão finita é uma coálgebra. Resulta que o dual do dual de uma álgebra

de dimensão finita é isomorfo a esta última e que o dual do dual de uma coálgebra

de dimensão finita é isomorfo à segunda. A teoria de coálgebras é semelhante à

teoria de álgebras; são apresentados os conceitos de coideal, elemento group-like

e elemento primitivo. No entanto, uma certa propriedade de finitude estranha às

álgebras apresentam as coálgebras. Tal propriedade é enunciada e demonstrada no

teorema fundamental das coálgebras.

Estudando relações de compatibilidade entre objetos que são simultaneamente

uma álgebra e uma coálgebra formula-se o conceito de uma biálgebra: uma álgebra

e coálgebra tal que sua comultiplicação e sua counidade são homomorfismos de

álgebras. Uma classe particular de biálgebras é a das álgebras de Hopf, que possuem
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uma transformação linear de si e em si que é a inversa da identidade no espaço

das transformações lineares de si sobre si mesma, sob o produto convolução. O

primeiro exemplo de álgebra de Hopf foi o anel de cohomologia de uma variedade

orientável de dimensão finita possuindo um produto cont́ınuo, por Heinz Hopf, em

seu artigo de 1941 Über die Topologie der Gruppen–Mannifaltigkeiten und ihrer

Verallgemeinerungen [7]. Concebido de forma pouco diferente da atual e chamadas

de hiper álgebras, o segundo exemplo de álgebras de Hopf foi a álgebra envolvente

universal de uma álgebra de Lie, por Jean Dieudonné em seu artigo de 1954 Groupes

de Lie et hyperalgèbres de Lie sur un corps de caractéristique p > 0 [5]. Este último

é neste trabalho apresentado no exemplo 2.1.5. A álgebra de Hopf do anel de

cohomologia não é apresentada, pois a apreensão deste exemplo repousa sobre o

conhecimento de fundamentos de topologia algébrica, um campo fora do escopo

deste texto. Álgebras de Hopf tornaram-se um campo de pesquisa importante da

álgebra moderna e possuem vastas aplicações em áreas da matemática e f́ısica, tais

como topologia algébrica, geometria algébrica, álgebras de Lie, teoria de Galois,

f́ısica quântica, f́ısica de part́ıculas e teoria das cordas.

De maneira análoga à construção do conceito de coálgebra, dualiza-se o conceito

de módulo sobre uma álgebra para conceber-se o conceito de comódulo sobre uma

coálgebra; este último possui uma coação que opera um elemento do comódulo em

uma soma finita de produtos tensoriais de elementos da coálgebra com elementos do

comódulo. São apresentadas propriedades fundamentais de comódulos e algumas

relações entre módulos e comódulos. Um módulo de Yetter-Drinfeld são espaços

vetoriais que são simultaneamente módulos e comódulos sobre uma álgebra de Hopf

que possuem uma propriedade de compatibilidade entre sua estrutura de módulo,

de comódulos e a ant́ıpoda da álgebra de Hopf base.

Um espaço vetorial trançado é um espaço vetorial que possui uma transformação

linear chamada trança de natureza semelhante à da aplicação twist; todo módulo
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de Yetter-Drinfeld é naturalmente um espaço vetorial trançado. Tal trança induz

no produto tensorial de álgebras que são módulos de Yetter-Drinfeld um produto

trançado. Uma álgebra de Hopf trançada será, neste trabalho, um módulo de Yetter-

Drinfeld que é uma álgebra de Hopf, com suas relações de compatibilidade tomadas

para o produto trançado do produto tensorial, e as aplicações que definem sua

estrutura são homomorfismos de módulos de Yetter-Drinfeld. Tal definição não é a

usual, porém esta abordagem mais restrita serve melhor ao escopo pedagógico deste

trabalho. As álgebras de Hopf trançadas são importantes para grupos quânticos e

álgebras de Nichols.

A inspiração deste trabalho foi o desenvolvimento de um texto que introduza

as noções fundamentais destes tópicos de maneira intuitiva e concreta, devido à

insatisfação do autor com a maneira em que são escritos maioria dos livros sobre

estes campos. Abundam, portanto, exemplos; esses são apresentados de forma

tanǵıvel, para que seja revelada ao leitor a substância senśıvel dessas entidades

matemáticas, e reserva-se o texto da linguagem categórica.

São imprencind́ıveis para a compreensão dos conceitos neste texto apresentados o

conhecimento de álgebra linear de dimensão finita, produto tensorial e familiaridade

com grupos, anéis, módulos e sobretudo com o modus operandi da álgebra abstrata.

4



Caṕıtulo 1

Álgebras e coálgebras

1.1 O conceito dual ao de uma álgebra

Pode o conceito natural de álgebras sobre um corpo K ser concebido na forma

de diagramas.

Definição 1.1.1. Uma álgebra é um espaço vetorial A munido de duas trans-

formações lineares m : A ⊗ A → A e u : K → A, chamadas correspondentemente

de multiplicação e unidade, tais que são comutativos os seguintes diagramas:

A⊗ A⊗ A m⊗I //

I⊗m

��

A⊗ A

m

��
A⊗ A m

// A

A⊗ A

m

��

K ⊗ A

u⊗I
99

A⊗K

I⊗u
ee

A

φ1
ee

φ2
99

em que φ1 e φ2, definidos, para a ∈ A, por φ1(a) = 1K ⊗ a, φ2(a) = a ⊗ 1K,

são os isomorfismos canônicos. São os diagramas acima equivalentes às seguintes

identidades:

m((a⊗ b)⊗ c)) = m(a⊗ (b⊗ c)), (associatividade)
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u(1K) = 1A. (unidade)

O leitor poderá facilmente perceber que acima está descrita a noção usual de

álgebra. Observe que, dado um espaço vetorial A, para definir uma álgebra, basta

definir uma multiplicação associativa com unidade. Usaremos a tradicional notação

m(a⊗ b) = ab.

Concebe-se dualizando os diagramas a noção dual à de álgebra: a de coálgebra.

Definição 1.1.2. Uma coálgebra é um espaço vetorial C munido de duas trans-

formações lineares ∆ : C → C ⊗ C e ε : C → K, chamadas comultiplicação e

counidade, correspondentemente, tais que são comutativos os seguintes diagramas:

C
∆ //

∆

��

C ⊗ C

∆⊗I

��
C ⊗ C

I⊗∆
// C ⊗ C ⊗ C

C

∆

��

K ⊗ C

φ1

99

C ⊗K

φ2

ee

C ⊗ C
ε⊗I

ee

I⊗ε

99

em que φ1 e φ2, definidos, para k ∈ K, c ∈ C, por φ1(k ⊗ c) = φ2(c ⊗ k) = kc,

são os isomorfismos canônicos. São os diagramas acima equivalentes às seguintes

identidades:

(∆⊗ I) ◦∆ = (I ⊗∆) ◦∆, (coassoatividade)

φ1 ◦ (ε⊗ IC) ◦∆ = φ2 ◦ (IC ⊗ ε) ◦∆ = IC . (counidade)

Introduziremos a seguinte notação para a comultiplicação de C. Para um ele-
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mento c ∈ C, temos

∆(c) =
n∑
i=1

ci1 ⊗ ci2.

Observe que esta soma é finita. Passemos a escrever simplesmente

∆(c) =
∑

c1 ⊗ c2.

Ficam desta forma as identidades escritas

∑
c1 ⊗ c21 ⊗ c22 =

∑
c11 ⊗ c12 ⊗ c2 (coassociatividade)∑

ε(c1)c2 =
∑

c1ε(c2) = c. (counidade)

Podemos devido à primeira identidade escrever indistinguivelmente
∑
c1⊗c2⊗c3

e, em geral,
∑
c1⊗c2⊗ . . .⊗cn. Tal notação é conhecida como notação de Sweedler.

Devido a coassociatividade da comultiplicação, em uma fórmula linear contendo

c1, . . . , cn podemos considerar quaisquer dois ı́ndices adjacentes i, i− 1 como o re-

sultado da comultiplicação de ci−1; os ı́ndices maiores que i são subtráıdos em 1.

Por exemplo,
∑
ε(c1)ε(c2)c3ε(c4) =

∑
ε(c1)ε(c21)c22ε(c3) =

∑
ε(c1)c2ε(c3). Analo-

gamente,
∑
ε(c1)c2ε(c3) =

∑
ε(c1)c21ε(c22) =

∑
ε(c1)c2 = c.

Uma fórmula linear contendo c1, . . . , ci−1,∆(ci), ci+1, . . . , cn pode ser escrita adi-

cionando 1 aos ı́ndices maiores que i e substituindo ∆(ci) por
∑
ci ⊗ ci+1. Por

exemplo,
∑
c1 ⊗∆(c2)ε(c3) ⊗∆(c4) =

∑
c1 ⊗ c2 ⊗ c3ε(c4) ⊗∆(c5) =

∑
c1 ⊗ c2 ⊗

c3ε(c4)⊗ c5 ⊗ c6.

Pode-se naturalmente escrever o conceito de uma álgebra comutativa através de

diagramas; dualizando-o, concebe-se seu conceito dual.
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Definição 1.1.3. Uma álgebra A é comutativa se é satisfeito o seguinte diagrama:

A⊗ A τ //

m

##

A⊗ A

m

��
A

em que τ : A⊗A→ A⊗A definida, para a, b ∈ A, por τ(a⊗b) = b⊗a é a aplicação

twist. Equivalentemente, A é comutativa se ab = ba, para todos a, b ∈ A.

Definição 1.1.4. Uma coálgebra C é cocomutativa se é satisfeito o seguinte dia-

grama:

C
∆ //

∆

!!

C ⊗ C

τ

��
C ⊗ C

em que τ : C ⊗ C → C ⊗ C definida, para c, d ∈ C, por τ(c ⊗ d) = d ⊗ c é a

aplicação twist. Equivalentemente, C é cocomutativa se
∑
c1⊗c2 =

∑
c2⊗c1, para

todo c ∈ C.

Apresentaremos alguns exemplos de álgebras e coálgebras.

Exemplo 1.1.1. O corpo K é uma coálgebra cocomutativa definindo, para k ∈ K,

∆(k) = k1K ⊗ 1K , ε(k) = k.

Exemplo 1.1.2. Sejam A e B álgebras. Então A ⊗ B é uma álgebra, de unidade

1A ⊗ 1B, com a multiplicação definida por mA⊗B = (mA ⊗ mB) ◦ (IA ⊗ τ ⊗ IB),

em que τ : A ⊗ B → B ⊗ A, definida, para a ∈ A, b ∈ B por (a ⊗ b) = b ⊗ a é a

aplicação twist. Tem-se, para a, a′, b, b′ ∈ A,

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′.
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Exemplo 1.1.3. Seja C uma coálgebra. Então C⊗D é uma coálgebra com ∆C⊗D =

(IC ⊗ τ ⊗ ID) ◦ (∆C ⊗ ∆D) e εC⊗D = φ ◦ (εC ⊗ εD), em que φ : K ⊗ K → K é

definida por φ(k ⊗ l) = kl, para k, l ∈ K. Tem-se, para c ∈ C, d ∈ D

∆C⊗D(c⊗ d) =
∑

(c1 ⊗ d1)⊗ (c2 ⊗ d2), εC⊗D(c⊗ d) = εC(c)εC(d).

Exemplo 1.1.4. Seja V o espaço vetorial de base B. Tem-se que V é uma coálgebra

cocomutativa definindo, para v ∈ B,

∆(v) = v ⊗ v, ε(v) = 1K .

Observe que é suficiente definir as transformações lineares na base e estendê-las

linearmente.

Exemplo 1.1.5. Seja G um grupo e KG o espaço vetorial com base G. O espaço

vetorial KG é uma álgebra com multiplicação definida, para α, β ∈ K, g, h ∈ G,

por

(αg)(βh) = (αβ)(gh).

Tem-se que é KG uma coálgebra cocomutativa com

∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1K .

Exemplo 1.1.6. A álgebra de polinômios K[X] é uma coálgebra cocomutativa com

∆(Xn) =
n∑
i=0

(
n

i

)
X i ⊗Xn−i, ∆(1K) = 1K

ε(Xn) = 0, ε(1K) = 1K .
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De fato, tem-se

(I ⊗∆) ◦∆(Xn) =
n∑
i=0

(
n

i

)
X i ⊗∆(Xn−i)

=
n∑
i=0

n−i∑
j=0

(
n

i

)(
n− i
j

)
X i ⊗Xj ⊗Xn−(i+j)

=
n∑
i=0

n∑
k=i

(
n

i

)(
n− i
k

)
X i ⊗Xk−i ⊗Xn−k

=
n∑
k=0

k∑
i=0

n!

i!(n− i)!
(n− i)!

(k − i)!(n− k)!
X i ⊗Xk−i ⊗Xn−k

=
n∑
k=0

k∑
i=0

n!

i!(k − i)!(n− k)!
X i ⊗Xk−i ⊗Xn−k

=
n∑
k=0

k∑
i=0

n!

k!(n− k)!

k!

i!(k − i)!
X i ⊗Xk−i ⊗Xn−k

=
n∑
k=0

k∑
i=0

(
n

k

)(
k

i

)
X i ⊗Xk−i ⊗Xn−k

=
n∑
k=0

(
n

k

)
∆(Xk)⊗Xn−k

= (∆⊗ I) ◦∆(Xn)

e, ainda,

∑
ε((Xn)1)(Xn)2 =

n∑
i=0

(
n

i

)
ε(X i)Xn−i

=

(
n

0

)
1KX

n−0

= Xn

=

(
n

n

)
Xn1K

=
n∑
i=0

(
n

i

)
X iε(Xn−i).

Exemplo 1.1.7. Seja Mn o espaço vetorial das matrizes n×n sobre K. Então Mn
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é uma coálgebra definindo, para a base {Ei,j}ni,j=1, por

∆(Ei,j) =
n∑
k=1

Ei,k ⊗ Ek,j, ε(Ei,j) = δi,j,

em que δi,j é o delta de Kronecker. De fato, tem-se

(∆⊗ I) ◦∆(Ei,j) =
n∑
k=1

∆(Ei,k)⊗ Ek,j

=
n∑
k=1

n∑
l=1

Ei,l ⊗ El,k ⊗ Ek,j

=
n∑
l=1

Ei, l ⊗ (
n∑
k=1

El,k ⊗ Ek,j)

=
n∑
l=1

Ei,l ⊗∆)El,j)

= (I ⊗∆) ◦∆(Ei,j).

Escreveremos M coalg
n para distingúı-la de sua estrutura de álgebra.

Exemplo 1.1.8 (Coálgebra corta-palavras). Sejam X um conjunto de śımbolos e

C o conjunto de palavras (listas-ordenadas) compostas por śımbolos de X. Nota-

mos [x1, . . . , xn] a palavra x1 . . . xn e [ ] a palavra vazia. Então C é uma coálgebra

cocomutativa com

∆([x1, ..., xn]) =
n∑
i=0

[x1, . . . , xi]⊗ [xi+1, . . . , xn],

ε([ ]) = 1K ,

ε([x1, . . . , xn]) = 0.

De fato, tem-se

((∆⊗ I) ◦∆)([x1, . . . , xn]) =
n∑
i=0

∆([x1, . . . , xi])⊗ [xi+1, . . . , xn]

=
n∑
i=0

i∑
k=0

[x1, . . . , xk]⊗ [xk+1, . . . , xi]⊗ [xi+1, . . . , xn]
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=
n∑
i=0

n∑
k=i

[x1, . . . , xi]⊗ [xi+1, . . . , xk]⊗ [xk+1, . . . , xn]

=
n∑
i=0

[x1, . . . , xi]⊗∆([xi+1, . . . , xn])

= ((I ⊗∆) ◦∆)([x1, . . . , xn]),

e

n∑
i=0

ε([x1, . . . , xi])[xi+1, . . . , xn] = ε([ ])[x1, . . . , xn] +
n∑
i=1

ε([x1, . . . , xi])[xi+1, . . . , xn]

= [x1, . . . , xn]

=
n−1∑
i=0

[x1, . . . , xi]ε([xi+1, . . . , xn]) + [x1, . . . , xn]ε([ ])

=
n∑
i=0

[x1, . . . , xi]ε([xi+1, . . . , xn]).

Exemplo 1.1.9 (Coálgebra trigonométrica). Seja C o espaço vetorial de base

{s, c}. Definimos em C uma estrutura de coálgebra por

∆(s) = s⊗ c+ c⊗ s, ∆(c) = c⊗ c− s⊗ s,

ε(s) = 0, ε(c) = 1.

De fato, tem-se

(∆⊗ I) ◦∆(s) = (∆⊗ I)(s⊗ c+ c⊗ s)

= ∆(s)⊗ c+ ∆(c)⊗ s

= (s⊗ c+ c⊗ s)⊗ c+ (c⊗ c− s⊗ s)⊗ s

= s⊗ c⊗ c+ c⊗ s⊗ c+ c⊗ c⊗ s− s⊗ s⊗ s

= s⊗ c⊗ c− s⊗ s⊗ s+ c⊗ c⊗ s− c⊗ s⊗ c

= s⊗ (c⊗ c− s⊗ s) + c⊗ (s⊗ c+ c⊗ s)

= s⊗∆(c) + c⊗∆(s)
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= (I ⊗∆)(s⊗ c+ c⊗ s)

= (I ⊗∆) ◦∆(s).

A identidade ((∆⊗I)◦∆)(c) = ((I⊗∆)◦∆)(c) é analogamente demonstrada. Para

a counidade, tem-se

∑
ε(s1)s2 = ε(s)c+ ε(c)s = s = sε(c) + cε(s) =

∑
s1ε(s2)

e, ainda,

∑
ε(c1)c2 = ε(c)c− ε(s)s = c = cε(c)− sε(s) =

∑
c1ε(c2).

Observe a relação entre a comultiplicação e a counidade de C e as seguintes

fórmulas de somas de senos e cossenos, para θ, ϕ ∈ R:

sen(θ + ϕ) = sen(θ)cos(ϕ) + cos(θ)sen(ϕ),

cos(θ + ϕ) = cos(θ)cos(ϕ)− sen(θ)sen(ϕ),

sen(0) = 0,

cos(0) = 1.

A comultiplicação ∆ expressa relações entre as funções seno e cosseno. Por

exemplo, de (∆ ⊗ I) ◦ ∆(s) = s ⊗ c ⊗ c − s ⊗ s ⊗ s + c ⊗ c ⊗ s + c ⊗ s ⊗ c

decorre que, para θ, ϕ, φ ∈ R, tem-se sen(θ + ϕ + φ) = seno(θ)cos(ϕ)cos(φ) −

sen(θ)sen(ϕ)sen(φ) + cos(θ)cos(ϕ)sen(φ) + cos(θ)sen(ϕ)cos(φ).

Exemplo 1.1.10. O exemplo acima pertence a uma interessante classe de exem-

plos. Seja G um grupo e seja V um espaço vetorial. Uma representação de G é um

homomorfismo de grupos ρ : G→ GL(V ), isto é, que, para g, h ∈ G,

ρ(gh) = ρ(g) ◦ ρ(h),
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em que GL(V ) é o grupo de transformações lineares bijetivas de V em V . É uma

prática comum dizer que V é uma representação de G.

Se V é de dimensão finita, seja {vi}ni=1 uma base de V . Consideremos a matriz

(ρi,j(g))ni,j=1, em que ρ(g)(vj) =
n∑
j=1

ρi,j(g)vi, da transformação ρ(g). As aplicações

ρi,j : G→ K definem um espaço vetorial de funções Cρ = 〈ρi,j〉.

Seja {ci}mi=1 uma base de Cρ resultante da redução do conjunto {ρi,j}ni,j=1 a um

conjunto linearmente independente, e seja c ∈ Cρ. Como (ρi,j(g))ni,j=1 é uma matriz,

para quaisquer g, h ∈ G, satisfazem ρi,j a relação

ρi,j(gh) =
n∑
k=1

ρk,i(g)ρi,j(h),

portanto existem únicos escalares ki,j ∈ K tais que

c(gh) =
m∑

i,j=1

ki,jci(g)cj(h).

De fato, se ai,j ∈ K são tais que c(gh) =
m∑

i,j=1

ai,jci(g)cj(h), para todos g, h ∈ G.

Então
m∑
j=1

(
m∑
i=1

(ki,j − ai,j)ci(g))cj(h) = 0, donde segue, da independência linear, que

m∑
i=1

(ki,j − ai,j)ci(g) = 0, para todo j. Da independência linear, segue que ai,j = ki,j,

para todos i, j. Escrevamos kci,j.

É Cρ uma coálgebra com

∆(c) =
m∑

i,j=1

kci,jci ⊗ cj, ε(c) = c(eG).

De fato, seja θ : Cρ ⊗ Cρ ⊗ Cρ → Hom(KG⊗KG⊗KG,K), definida, para c, d,

e ∈ Cρ, g1, g2, g3 ∈ G, por

θ(c⊗ d⊗ e)(g1 ⊗ g2 ⊗ g3) = c(g1)d(g2)e(g3),

É θ injetiva. Tem-se

θ((∆⊗ I) ◦∆(c))(g1 ⊗ g2 ⊗ g3) = θ(
m∑

i,j=1

kci,j∆(ci)⊗ cj)(g1 ⊗ g2 ⊗ g3)
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= θ(
m∑

i,j=1

kci,j(
m∑

r,s=1

kcir,scr ⊗ cs)⊗ cj)(g1 ⊗ g2 ⊗ g3)

= θ(
m∑

i,j,r,s=1

kci,jk
ci
r,scr ⊗ cs ⊗ cj)(g1 ⊗ g2 ⊗ g3)

=
m∑

i,j,r,s=1

kci,jk
ci
r,scr(g1)cs(g2)cj(g3)

=
m∑

i,j=1

kci,jci(g1g2)cj(g3)

= c(g1g2g3)

=
m∑

i,j=1

kci,jci(g1)cj(g2g3)

=
m∑

i,j,r,s=1

kci,jci(g1)kcjr,scr(g2)cs(g3)

= θ(
m∑

i,j,r,s=1

kci,jci ⊗ kcjr,scr ⊗ cs)(g1 ⊗ g2 ⊗ g3)

= θ(
m∑

i,j=1

kci,jci ⊗ (
m∑

r,s=1

kcjr,scr ⊗ cs))(g1 ⊗ g2 ⊗ g3)

= θ(
m∑

i,j=1

kci,jci ⊗∆(cj))(g1 ⊗ g2 ⊗ g3)

= θ((I ⊗∆) ◦∆(c))(g1 ⊗ g2 ⊗ g3).

Segue da injetividade de θ que (∆⊗ I) ◦∆ = (I ⊗∆) ◦∆. Ainda,

(
∑

ε(c1)c2)(g) = (
m∑

i,j=1

kci,jε(ci)cj)(g)

= (
m∑

i,j=1

kci,jci(eG)cj)(g)

=
m∑

i,j=1

kci,jci(eG)cj(g)

= c(eGg)

= c(g),
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donde segue que
∑
ε(c1)c2 = c. A identidade

∑
c1ε(c2) = c é analogamente de-

monstrada.

A coálgebra trigonométrica é desta forma; G é o ćırculo unitário e V = R2 é

uma representação de G definida, para eiθ ∈ G, θ ∈ R, por

ρ(eiθ) =

 cos(θ) sen(θ)

−sen(θ) cos(θ)

 .

As aplicações ρ11(eiθ) = cos(θ), ρ12(eiθ) = sen(θ), ρ21(eiθ) = −sen(θ) e ρ22(eiθ) =

cos(θ) definem um espaço vetorial Cρ de funções, gerado pela base {s, c}, em que

s = ρ12 e c = ρ11. Seguem das relações de seno e cosseno que, para eiθ, eiϕ ∈ G,

θ, ϕ ∈ R, tem-se

s(eiθeiϕ) = s(ei(θ+ϕ)) = s(eiθ)c(eiϕ) + c(eiθ)s(eiϕ),

c(eiθeiϕ) = c(ei(θ+ϕ)) = c(eiθ)c(eiϕ)− s(eiθ)s(eiϕ),

donde segue que

∆(s) = s⊗ c+ c⊗ s, ∆(c) = c⊗ c− s⊗ s.

A comultiplicação ∆ da coálgebras Cρ expressa fórmulas de funções relacionadas

à representação ρ do grupo G.

Seja V um espaço vetorial. O seu espaço dual V ∗ é definido como o espaço

das transformações lineares f : V → K. Mostraremos que pode-se induzir sobre o

dual de uma coálgebra uma estrutura de álgebra e sobre o dual de uma álgebra de

dimensão finita uma estrutura de coálgebra. Para tanto, precisaremos de algumas

construções.

Sejam V e W espaços vetoriais. Dada uma transformação linear f : V → W ,

definimos f ∗ : W ∗ → V ∗, para g : W → K, por

f ∗(g) = g ◦ f.
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Seja ρ : V ∗ ⊗W ∗ → (V ⊗W )∗ definida, para f ∈ V ∗, g ∈ W ∗, v ∈ V e w ∈ W ,

por

ρ(f ⊗ g)(v ⊗ w) = f(v)g(w).

Tem-se que ρ é injetiva e, quando V é de dimensão finita, bijetiva.

Agora podemos definir a álgebra dual de uma coálgebra. Seja C uma coálgebra.

Definimos m : C∗ ⊗ C∗ → C∗ por m = ∆∗ ◦ ρ, chamada produto convolução e

denotada por m(f ⊗ g) = f ∗ g, e u : K → C∗ por u = ε∗ ◦ φ, em que φ : K → K∗

é o isomorfismo dado por (φ(k))(v) = kv. Dados c ∈ C e f ,g ∈ C∗, tem-se:

(f ∗ g)(c) = ((∆∗ ◦ ρ)(f ⊗ g))(c)

= (ρ(f ⊗ g))(∆(c))

=
∑

f(c1)g(c2).

Proposição 1.1.1. Seja C uma coálgebra. Então é C∗ um álgebra com o produto

convolução acima definido. Tem-se ainda que é εC o elemento neutro da convolução.

Demonstração: De fato, dados c ∈ C e f ,g, h ∈ C∗, tem-se

((f ∗ g) ∗ h)(c) =
∑

(f ∗ g)(c1)h(c2)

=
∑

f(c1)g(c2)h(c3)

=
∑

f(c1)(g ∗ h)(c2)

= (f ∗ (g ∗ h))(c).

Para verificar a segunda propriedade, basta mostrar que u(1K) = εC é o elemento

neutro da convolução. De fato,

(u(1) ∗ f)(c) =
∑

u(1)(c1)f(c2)

=
∑

ε(c1)f(c2)
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=
∑

f(ε(c1)c2)

= f(
∑

ε(c1)c2)

= f(c).

A identidade (f ∗ u(1))(c) = f(c) é analogamente demonstrada.

Exemplo 1.1.11. Sejam A uma álgebra e C uma coálgebra. Pode-se generalizar

a construção acima para o espaço Hom(C,A). É Hom(C,A) uma álgebra com o

produto convolução definido, para c ∈ C, f , g ∈ Hom(C,A), por

(f ∗ g)(c) =
∑

f(c1)g(c2).

O elemento neutro do produto convolução é uA ◦ εC.

Exemplo 1.1.12. Seja K[X] a coálgebra de polinômios. Então K[X]∗ é uma

álgebra com multiplicação definida, para f , g ∈ K[X]∗, P (X) =
n∑
i=0

aiX
i ∈ K[X],

por

(f ∗ g)(P (X)) =
n∑
i=0

ai

(
n

i

)
f(X i)g(Xn−i).

Exemplo 1.1.13. Seja M coalg
n a coálgebra de matrizes n × n. Então sua álgebra

dual (M coalg
n )∗ é isomorfa à álgebra de matrizes Mn.

De fato, seja φ : M∗
n →Malg

n definida, para f ∈M∗
n, por

φ(f) = (f(Ei,j))
n
i,j=1.

Claramente φ é um isomorfismo de espaços vetoriais. Mostremos que φ é um ho-

momorfismo de álgebras. Sejam f , g ∈M∗
n. Tem-se

(f ∗ g)(Ei,j) =
∑

f((Ei,j)1)g((Ei,j)2) =
n∑
k=1

f(Ei,k)g(Ek,j),
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donde segue que φ(f ∗ g) = φ(f)φ(g). Tem-se ainda que

φ(ε) = (ε(Ei,j))
n
i,j=1 = (δi,j)

n
i,j=1 = Id.

Construamos a coálgebra dual de uma álgebra A. Devido à inexistência, em

geral, de uma transformação linear canônica de (A ⊗ A)∗ a A∗ ⊗ A∗ é necessário

que A seja de dimensão finita. Assim, ρ : A∗ ⊗ A∗ → (A ⊗ A)∗ definida, para f ,

g ∈ A∗, a, b ∈ A, por

ρ(f ⊗ g)(a⊗ b) = f(a)g(b)

é bijetiva e ρ−1 nos basta.

Sejam ∆ : A∗ → A∗ ⊗ A∗ definida por ∆ = ρ−1 ◦m∗. Seja f ∈ A∗. Tem-se que

∆(f) =
∑
f1 ⊗ f2 é a única soma em A∗ ⊗ A∗ satisfazendo a propriedade de que,

para todos a, b ∈ A,

∑
f1(a)f2(b) = f(ab).

Chamá-la-emos de propriedade de ∆(f). Satisfaz ∆(f) tal propriedade, pois

∑
f1(a)f2(b) = (ρ(∆(f)))(a⊗ b)

= (m∗(f))(a⊗ b)

= (f ◦m)(a⊗ b)

= f(ab).

Para demonstrar a unicidade, seja
∑
gk⊗hk ∈ A∗⊗A∗ tal que

∑
gk(a)hk(b) = f(ab).

Tem-se

(ρ(
∑

gk ⊗ hk))(a⊗ b) =
∑

gk(a)hk(b)

= f(ab)
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=
∑

f1(a)f2(b)

= (ρ(
∑

f1 ⊗ f2))(a⊗ b).

Da injetividade de ρ segue que
∑
gk ⊗ hk =

∑
f1 ⊗ f2.

Seja ε : A∗ → K definida por ε = ψ ◦ u∗, em que ψ : K∗ → K é o isomorfismo

dado por ψ(k∗) = k∗(1K), para k∗ ∈ K∗. Tem-se, para f ∈ A∗,

ε(f) = ψ(u∗(f)) = ψ(f ◦ u) = f(u(1K)) = f(1A).

Proposição 1.1.2. Seja A uma álgebra de dimensão finita. Então é A∗ uma

coálgebra com ∆ e ε acima definidas.

Demonstração: De fato, seja f ∈ A∗. Provemos que
∑
f1 ⊗ f21 ⊗ f22 =

∑
f12 ⊗

f12 ⊗ f2. Seja θ : A∗ ⊗ A∗ ⊗ A∗ → (A⊗ A⊗ A)∗ definida, para a∗, b∗, c∗ ∈ A∗, a, b,

c ∈ A, por

θ(a∗ ⊗ b∗ ⊗ c∗)(a⊗ b⊗ c) = a∗(a)b∗(b)c∗(c).

A transformação linear θ é bijetiva. Tem-se

(θ(
∑

f1 ⊗ f21 ⊗ f22))(a⊗ b⊗ c) =
∑

fi(a)f21(b)f22(c)

=
∑

f1(a)f2(bc)

= f(abc)

=
∑

f1(ab)f2(c)

=
∑

f11(a)f12(b)f2(c)

= (θ(
∑

f11 ⊗ f12 ⊗ f2))(a⊗ b⊗ c).

e ainda

(
∑

ε(f1)f2)(a) =
∑

ε(f1)f2(a) (ε(f1) ∈ K)
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=
∑

f1(1A)f2(a)

= f(1Aa)

= f(a).

A identidade
∑
f1ε(f2) = f é analogamente demonstrada.

Proposição 1.1.3. Seja A uma álgebra de dimensão finita. Então A é comutativa

se, e somente se, é A∗ cocomutativa.

Demonstração: Seja f ∈ A∗. Se A é comutativa, então tem-se f(ab) = f(ba) =∑
f1(b)f2(a) =

∑
f2(a)f1(b), logo

∑
f2⊗ f1 satisfaz a propriedade de ∆(f), donde

segue que
∑
f1 ⊗ f2 =

∑
f2 ⊗ f1.

Reciprocamente, se A∗ é cocomutativa,
∑
f2⊗f1 satisfaz a propriedade de ∆(f),

donde segue que f(ab) =
∑
f2(a)f1(b) =

∑
f1(b)f2(a) = f(ba). Como a identidade

é válida para todo f ∈ A∗, segue que ab = ba (de fato, basta considerar uma base

B = {bi}i∈I , que existe pelo lema de Zorn, e considerar as aplicações definidas, para

x =
∑

i αbibi ∈ A, por fbi(x) = αbi).

Pode-se escrever a comultiplicação da coálgebra dual de maneira simples. Sejam

{ei}ni=1 uma base de A, {e∗i }ni=1 sua base dual, isto é, e∗i (ej) = δi,j e f ∈ A∗. Segue

que existem ak,l ∈ K tais que ∆(f) =
n∑

k,l=1

ak,le
∗
k ⊗ e∗l . Decorre da observação feita

acima que f(eiej) =
n∑

k,l=1

ak,le
∗
k(ei)e

∗
l (ej) = ai,j. Assim, tem-se

∆(f) =
∑

f(elek)e
∗
k ⊗ e∗l .

Exemplo 1.1.14. Seja G um grupo finito. Então KG é uma álgebra de dimensão

finita e portanto (KG)∗ é uma coálgebra. Consideremos a base dual pg definida por
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pg(h) = δg,h, onde δg,h é o delta de Kronecker. Tem-se que

∆(pg) =
∑

pg(hh
′)ph ⊗ ph′ =

∑
hh′=g

ph ⊗ ph′ =
∑
h

ph ⊗ ph−1g,

logo, para x, y ∈ G, ∆(pg)(x⊗y) =
∑
h

ph(x)⊗ph−1g(y) = pg(xy)eG⊗eG, em que eG

é a unidade de G. Por linearidade, segue que ∆(f)(x⊗ y) = f(xy)eG⊗ eG. Assim,

a comultiplicação e counidade de KG∗ são definidas, para f ∈ KG∗, g, h ∈ G, por

∆(f)(g ⊗ h) = f(gh)eG ⊗ eG, ε(f) = f(eG).

Podemos naturalmente definir homomorfismos de álgebras e de coálgebras e

fazemo-lo da seguinte forma:

Definição 1.1.5. i) Sejam A e B álgebras. Uma transformação linear f : A→

B é um homorfismo de álgebras se são comutativos os seguintes diagramas:

A⊗ A f⊗f //

mA

��

B ⊗B

mB

��
A

f
// B

K
uA //

uB

��

A

f

��
B

Equivalentemente, é f um homomorfismo de álgebras se, para a, b ∈ A, tem-se

f(ab) = f(a)f(b) e f(1A) = 1B.

ii) Sejam C e D coálgebras. Uma transformação linear f : C → D é um homo-

morfismo de coálgebras se são comutativos os seguintes diagramas:

C
f //

∆C

��

D

∆D

��
C ⊗ C

f⊗f
// D ⊗D

C
f //

εC

��

D

εD

��
K
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Equivalentemente, é f um homomorfismo se, para c ∈ C, tem-se

∑
f(c)1 ⊗ f(c)2 =

∑
f(c1)⊗ f(c2) e εD(f(c)) = εC(c).

Exemplo 1.1.15. Seja Mn a álgebra de matrizes n× n. Então sua coálgebra dual

(Mn)∗ é isomorfa a coálgebra de matrizes M coalg
n . De fato, seja φ : (Mn)∗ →M coalg

n

definida por

φ(E∗i,j) = Ei,j.

É φ um isomorfismo de espaços vetoriais. Tem-se que

∆(E∗i,j) =
n∑

k,l,p,q=1

E∗i,j(Ek,lEp,q)E
∗
k,l ⊗ E∗p,q

=
n∑

k,l,q=1

E∗i,j(Ek,q)E
∗
k,l ⊗ E∗l,q

=
n∑
l

E∗i,l ⊗ E∗l,j

e, ainda,

ε(Mn)∗(E
∗
i,j) = E∗i,j(I) = δi,j.

Assim, tem-se∑
φ((E∗i,j)1)⊗ φ((E∗i,j)2) =

n∑
l=1

φ((Ei,l)
∗)⊗ φ((El,j)

∗)

=
n∑
l=1

Ei,l ⊗ El,j

=
∑

φ(E∗i,j)1 ⊗ φ(E∗i,j)2

e, ainda,

ε(Mn)∗(φ((Ei,j)
∗) = εMcoalg

n
(Ei,j),

donde segue que φ é um homomorfismo de coálgebras.
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São escassos os homomorfismos de coálgebras entre coálgebras cujas comulti-

plicações têm distintas naturezas, como ilustram os próximos exemplos.

Exemplo 1.1.16. Seja f : KG→ R[X] definida por f(gn) = Xn, em que G é um

grupo ćıclico gerado por g. Então tem-se

∑
f(g)1 ⊗ f(g)2 =

∑
X1 ⊗X2

= X ⊗ 1K + 1K ⊗X

6= X ⊗X

= f(g)⊗ f(g)

=
∑

f(g1)⊗ f(g2),

logo não é f um homomorfismo de coálgebras.

Exemplo 1.1.17. Seja f : M2 → R[X] definida por f(A) = pA(X), em que

pA(X) = det(XI − A) é o polinômio caracteŕıstico de A. Tem-se

(f ⊗ f)(∆(E1,1)) = (f ⊗ f)(E1,1 ⊗ E1,1 + E1,2 ⊗ E2,1)

= (X2 −X)⊗ (X2 −X) +X2 ⊗X2

= 2X2 ⊗X2 −X ⊗X2 −X2 ⊗X +X ⊗X

6= 1⊗X2 + 2X ⊗X +X2 ⊗ 1− 1⊗X −X ⊗ 1

= ∆(X2)−∆(X)

= ∆(X2 −X)

= ∆(f(E1,1)),

logo não é f um homomorfismo de coálgebras.
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Proposição 1.1.4. i) Sejam f : A → B e g : B → C homomorfismos de

álgebras. Então g ◦ f é um homomorfismo de álgebras.

ii) Sejam f : A → C e g : B → D homomorfismos de álgebras. Então f ⊗ g :

A⊗B → C ⊗D é um homomorfismo de álgebras.

iii) Sejam f : C → D e g : D → E homomorfismos de coálgebras. Então g ◦ f é

um homomorfismo de coálgebras.

iv) Sejam f : C → E e g : D → F homomorfismos de coálgebras. Então

f ⊗ g : C ⊗D → E ⊗ F é um homomorfismo de coálgebras.

Demonstração: Omitiremos a demonstração de i) e ii). Para iii), seja c ∈ C.

Tem-se∑
g(f(c))1 ⊗ g(f(c))2 =

∑
(g(f(c)1)⊗ g(f(c)2) =

∑
g(f(c1))⊗ g(f(c2))

e também

εE(g(f(c))) = εD(f(c)) = εC(c).

Para iv), sejam c ∈ C, d ∈ D. Tem-se∑
((f ⊗ g)(c⊗ d))1 ⊗ ((f ⊗ g)(c⊗ d))2 =

∑
(f(c)⊗ g(d))1 ⊗ (f(c)⊗ g(d))2

=
∑

f(c)1 ⊗ g(d)1 ⊗ f(c)2 ⊗ g(d)2

=
∑

f(c1)⊗ g(d1)⊗ f(c2)⊗ g(d2)

=
∑

(f ⊗ g)(c1 ⊗ d1)⊗ (f ⊗ g)(c2 ⊗ d2)

=
∑

(f ⊗ g)((c⊗ d)1)⊗ (f ⊗ g)((c⊗ d)2)

e, ainda,

εE⊗F ((f ⊗ g)(c⊗ d)) = εE⊗F (f(c)⊗ g(d))
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= εE(f(c))εF (g(d))

= εC(c)εD(d) = εC⊗D(c⊗ d).

As construções de álgebras e coálgebras duais têm importantes propriedades

acerca de homomorfismos de álgebras e de coálgebras.

Proposição 1.1.5. i) Se f : C → D é um homomorfismo de coálgebras, então

f ∗ : D∗ → C∗ é um homorfismo de álgebras.

ii) Se f : A → B é um homorfismo de álgebras de dimensão finita, então f ∗ :

B∗ → A∗ é um homomorfismo de coálgebras.

Demonstração: i) De fato, sejam d∗, e∗ ∈ D∗ e c ∈ C. Tem-se

(f ∗(d∗ ∗ e∗))(c) = (d∗ ∗ e∗)(f(c))

=
∑

d∗(f(c)1)e∗(f(c)2)

=
∑

d∗(f(c1))e∗(f(c2))

=
∑

(f ∗(d∗))(c1)(f ∗(e∗))(c2)

= (f ∗(d∗) ∗ f ∗(e∗))(c)

e, ainda,

f ∗(εD) = εD ◦ f = εC ,

o que conclui a primeira parte.

ii) Para a segunda parte, seja b∗ ∈ B∗. Provemos que ∆A∗ ◦f ∗ = (f ∗⊗f ∗)◦∆B∗ .

Escrevendo (∆A∗ ◦f ∗)(b∗) = ∆A∗(b
∗ ◦f) =

∑
gi⊗hi, com gi, hi ∈ A∗, tem-se,

para a, b ∈ A

ρ((∆A∗ ◦ f ∗)(b∗))(a⊗ b) = ρ(
∑

gi ⊗ hi)(a⊗ b)
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=
∑

gi(a)hi(b)

= (b∗ ◦ f)(ab)

e, ainda,

ρ((f ∗ ⊗ f ∗) ◦∆B∗)(b
∗))(a⊗ b) = ρ((f ∗ ⊗ f ∗)(

∑
b∗1 ⊗ b∗2))(a⊗ b)

= ρ(
∑

(f ∗ ◦ b∗1)⊗ (f ∗ ◦ b∗2))(a⊗ b)

= ρ(
∑

(b∗1 ◦ f)⊗ (b∗2 ◦ f))(a⊗ b)

=
∑

b∗1(f(a))b∗2(f(b))

= b∗(f(a)f(b))

= b∗(f(ab))

= (b∗ ◦ f)(ab).

Segue da injetividade de ρ que ∆A∗ ◦ f ∗ = (f ∗⊗ f ∗) ◦∆B∗ . Tem-se ainda que

(εA∗ ◦ f ∗)(b∗) = εA∗(b
∗ ◦ f) = (b∗ ◦ f)(1A) = b∗(1B) = εB∗(b

∗),

o que conclui a demonstração.

Sabemos da álgebra linear que se V é um espaço de dimensão finita, tem-se

que θV : V → V ∗∗ definido, para v ∈ V , v∗ ∈ V ∗, por θV (v)(v∗) = v∗(v) é um

isomorfismo. São ainda verdadeiras as seguintes propriedades:

Proposição 1.1.6. i) Seja A uma álgebra de dimensão finita. Então θA : A→

A∗∗ é isomorfismo de álgebras.

ii) Seja C uma coálgebra de dimensão finita. Então θC : C → C∗∗ é um isomor-

fismo de coálgebras.
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Demonstração: i) Resta mostrar que θA é um homomorfismo de álgebras. Sejam

a,b ∈ A e a∗ ∈ A com ∆(a∗) =
∑
fi ⊗ gi. Tem-se

(θA(a) ∗ θA(b))(a∗) =
∑

θA(a)(fi)θA(b)(gi)

=
∑

fi(a)gi(b)

= a∗(ab)

= θA(ab)(a∗).

Tem-se ainda que (θA(1))(a∗) = a∗(1) = εA∗(a
∗).

ii) Provemos que ∆C∗∗ ◦ θC = (θC ⊗ θC) ◦∆. Para tanto, consideremos

ρ : C∗∗⊗C∗∗ → (C∗⊗C∗)∗ o isomorfismo canônico. Sejam c ∈ C, c∗,d∗ ∈ C∗.

Tem-se que

(ρ(∆C∗∗(θC(c)))(c∗ ⊗ d∗) =
∑

(ρ(θC(c)1 ⊗ θC(c)2))(c∗ ⊗ d∗)

=
∑

θC(c)1(c∗)θC(c)2(d∗)

= (θC(c))(c∗ ∗ d∗)

= (c∗ ∗ d∗)(c)

e, ainda,

(ρ((θC ⊗ θC) ◦∆(c)))(c∗ ∗ d∗) =
∑

(ρ(θC ⊗ θC)(c1 ⊗ c2))(c∗ ∗ d∗)

=
∑

(ρ(θC(c1)⊗ θC(c2)))(c∗ ∗ d∗)

=
∑

(θC(c1))(c∗)(θC(c2))(d∗)

=
∑

c∗(c1)d∗(c2)

= (c∗ ∗ d∗)(c).

Da injetividade da ρ segue a identidade. Tem-se, ainda,

(εC∗∗ ◦ θC)(c) = εC∗∗(θC(c))
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= θC(c)(εC) (definição de εC∗∗ e de 1C∗ = εC)

= εC(c).

1.2 Um estudo de coálgebras

São bem conhecidas as noções de subálgebras e ideais de uma álgebra. Introdu-

ziremos brevemente um estudo de suas análogas noções no campo das coálgebras.

Para tanto, serão necessários os seguintes resultados de álgebra linear, que podem

ser facilmente demonstrados tomando bases dos subespaços vetoriais evocados e

completando-as para uma base de seus respectivos espaços vetoriais.

Proposição 1.2.1. i) Sejam V , W espaços vetoriais, X ⊆ V , Y ⊆ W su-

bespaços vetoriais. Então (V ⊗ Y ) ∩ (X ⊗W ) = X ⊗ Y .

ii) Sejam f : V1 → V2, g : W1 → W2 transformações lineares. Então Ker(f ⊗

g) = Ker(f)⊗W1 + V1 ⊗Ker(g).

.

Definição 1.2.1. Seja C uma coálgebra. Uma subcoálgebra de C é um subespaço

vetorial D ⊆ C tal que ∆(D) ⊆ D ⊗D.

É D uma coálgebra com as restrições ∆D = ∆
∣∣
D

e εD = ε
∣∣
D

.

As noções de ideal de uma álgebra podem ser escritas na forma de contenções.

Definição 1.2.2. Seja A uma álgebra.

i) Um ideal à esquerda de A é um subespaço vetorial I ⊆ A tal que m(R⊗I) ⊆ I.
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ii) Um ideal à direita de A é um subespaço vetorial I ⊆ A tal que m(I ⊗R) ⊆ I.

iii) Um ideal de A é um subespaço vetorial I ⊆ A tal que m(R⊗I)+m(I⊗R) ⊆ I.

Dualizando as contenções, tem-se a noção de coideal.

Definição 1.2.3. Seja C uma coálgebra.

i) Um coideal à esquerda de C é um subespaço vetorial I ⊆ C tal que ∆(I) ⊆

C ⊗ I.

ii) Um coideal à direita de C é um subespaço vetorial I ⊆ C tal que ∆(I) ⊆ I⊗C.

i) Um coideal de C é um subespaço vetorial I ⊆ C tal que ∆(I) ⊆ (I⊗C)+(C⊗I)

e I ⊆ Ker(ε).

A condição I ⊆ Ker(ε), omitida na definição de ideal, é necessária para que o

espaço quociente C/I seja uma coálgebra.

Se I é um coideal à esquerda e à direita, então I é uma subcoálgebra, pois

∆(I) ⊆ (C ⊗ I) ∩ (I ⊗ C) = I ⊗ I. No entanto, se I é um coideal, então I

não necessariamente é uma subcoálgebra, tampouco um coideal à esquerda ou um

coideal à direita. O seguinte exemplo mostra esse fato.

Exemplo 1.2.1. Seja K[X] a coálgebra de polinômios. Então I = 〈X〉, o ideal

gerado por X, é um coideal, mas não é uma subcoálgebra, nem um coideal à esquerda

e nem um coideal à direita. De fato, ∆(X) = X ⊗ 1K + 1K ⊗X é tal que ∆(X) ∈

(I ⊗ C) + (C ⊗ I), mas ∆(X) 6∈ I ⊗ I, ∆(X) 6∈ C ⊗ I e ∆(X) 6∈ I ⊗ C.

Naturalmente, a imagem e o núcleo de um homomorfismo de coálgebras são

subestruturas de suas respectivas coálgebras. Além disso, o quociente de uma

coálgebra por um coideal é uma coálgebra.
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Proposição 1.2.2. Seja f : C → D um homomorfismo de coálgebras. Então Im(f)

é uma subcoálgebra de D e Ker(f) é um coideal de C.

Demonstração: Seja c ∈ C. Tem-se ∆D(f(c)) = (f⊗f)(∆C(c)) ∈ (f⊗f)(C⊗C) =

f(C)⊗ f(C) = Im(f)⊗ Im(f), logo Im(f) é uma subcoálgebra de D.

Seja c ∈ Ker(f). Então 0 = ∆D(f(c)) = (f ⊗ f)(∆C(c)), logo ∆C(Ker(f)) ⊆

Ker(f⊗f) = Ker(f)⊗C+C⊗Ker(f). Ainda, tem-se εC(c) = εD(f(c)) = εD(0) =

0, logo Ker(f) ⊆ Ker(εC), portanto Ker(f) é um coideal de C.

Proposição 1.2.3. Sejam C uma coálgebra e I ⊆ C um coideal. Então existe uma

única estrutura de coálgebras em C/I tal que a projeção canônica p : C → C/I é

um homomorfismo de coálgebras.

C
p //

∆

��

C/I

∆

��
C ⊗ C

p⊗p
// C/I ⊗ C/I

Tem-se, para c ∈ C,

∆(c) =
∑

c1 ⊗ c2.

Demonstração: Seja c ∈ I. Como I é um coideal, ∆(c) =
∑
i

di ⊗ ci + c′i ⊗ d′i, di,

d′i ∈ I, ci, c
′
i ∈ C, logo (p ⊗ p) ◦ ∆(c) =

∑
i

p(di) ⊗ ci + c′i ⊗ p(d′i) = 0. Assim,

I ⊆ Ker((p⊗ p) ◦∆). Segue do teorema dos homomorfismos que existe uma única

transformação linear ∆ : C/I → C/I ⊗ C/I tal que ∆ ◦ p = (p ⊗ p) ◦ ∆, isto é,

∆(c) =
∑
c1 ⊗ c2.

Analogamente, como I ⊆ Ker(ε), existe única ε : C/I → K tal que ε ◦ p = ε,

isto é, ε(c) = ε(c). Tem-se

((∆⊗ I) ◦∆)(c) =
∑

∆(c1)⊗ c2
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=
∑

c12 ⊗ c12 ⊗ c2

=
∑

c1 ⊗ c21 ⊗ c22

=
∑

c1 ⊗∆(c2)

= ((I ⊗∆) ◦∆)(c)

e, ainda, ∑
ε(c1)c2 =

∑
ε(c1)p(c2) = p(

∑
ε(c1)c2) = p(c) = c.

A igualdade
∑
c1 ε(c2) = c é analogamente demonstrada.

Proposição 1.2.4 (Teorema dos homomorfismos para coálgebras). Sejam f : C →

D um homomorfismo de coálgebras e p : C → C/Ker(f) a projeção canônica.

Então existe um único homomorfismo de coálgebras f : C/Ker(f) → D tal que

f = f ◦ p. Além disso, f é um isomorfismo entre C/Ker(f) e Im(f).

Demonstração: A existência e unicidade de uma transformação linear f : C/Ker(f)→

D, definida por f(c) = f(c), e o fato de que f é um isomorfismo entre C/Ker(f) e

Im(f), decorrem do teorema dos homomorfismos para espaços vetoriais. Mostremos

que f é um homomorfismo de coálgebras. Tem-se

∆D(f(c)) = ∆D(f(c))

=
∑

f(c1)⊗ f(c2)

=
∑

f(c1)⊗ f(c2)

= (f ⊗ f)(∆C(c))

e, ainda,

εD(f(c)) = εD(f(c)) = εC(c) = ε(c).
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O leitor deve haver observado que comultiplicações de numerosas coálgebras

apresentadas são de uma das formas

∆(c) = c⊗ c ou ∆(c) = c⊗ 1K + 1K ⊗ c.

Esta observação leva a noção de dois objetos importantes no estudo de coálgebras.

Definição 1.2.4. Seja C uma coálgebra. Um elemento group-like é um elemento

não-nulo c ∈ C tal que ∆(c) = c ⊗ c. O conjunto dos elementos group-like de C é

denotado por G(C).

Da propriedade da counidade de C, segue que, para c ∈ G(C), tem-se c = ε(c)c,

logo ε(c) = 1K . Os elementos de G(C) são linearmente independentes. De fato,

suponha que exista n minimal tal que existam c, g1, . . ., gn ∈ G(C) linearmente

dependentes, com c =
n∑
i=1

kigi. Então c ⊗ c =
n∑
i=1

kigi ⊗ gi, logo c ⊗
n∑
i=1

kigi =

n∑
i=1

kigi⊗gi. Assim,
n∑
i=1

ki(c−gi)⊗gi = 0. Pela minimalidade de n, {gi} é linearmente

independente, donde segue que, para todo i, ki(c− gi) = 0 e ki = 0, um absurdo.

A seguinte proposição mostra uma relação importante entre a coálgebra dual de

uma álgebra de dimensão finita e seus elementos group-like.

Proposição 1.2.5. Seja A uma álgebra de dimensão finita. Então G(A∗) é o

conjunto dos homomorfismos de álgebra entre A e K.

Demonstração: Seja f ∈ A∗. Se ∆(f) = f ⊗ f , segue da propriedade de ∆(f)

que f(ab) = f(a)f(b). Ainda, de ε(f) = 1K segue que f(1A) = 1K . Logo f é

um homomorfismo de álgebras. Reciprocamente, se f(ab) = f(a)f(b), então f ⊗ f

satisfaz a propriedade de ∆(f), donde segue que ∆(f) = f ⊗ f . Além disso, como

f(1A) = 1K , f é não-nula. Logo f ∈ G(A∗).
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Exemplo 1.2.2. Seja KG a coálgebra de grupos. Então G(KG) = G.

Exemplo 1.2.3. Seja M coalg
n a coálgebra de matrizes n × n. Então, se n > 1,

G(M coalg
n ) = ∅. De fato, suponha que exista A =

n∑
i,j=1

ai,jEi,j group-like, então de

∆(A) = A⊗ A, tem-se

n∑
i,j,k=1

ai,jEi,k ⊗ Ek,j =
n∑

i,j,k,l=1

ai,jak,lEi,j ⊗ Ek,l.

Sejam i0, j0 com i0 6= ij e f ∈ (Mn)∗ definida por f(Ei,j) = δi,i0δj,j0, em que δ é

o delta de Kronecker. Aplicando f ⊗ f na identidade acima, segue que a2
i0,j0

= 0,

logo ai0,j0 = 0. Seja g ∈ (Mn)∗ definida por g(Ei,j) = δi,j0δj,i0. Aplicando f ⊗ g na

identidade acima, segue que ai0,i0 = ai0,j0aj0,i0 = 0. Logo tem-se ai,j = 0, para todos

i, j, donde segue que A = 0, um absurdo.

Pode-se alternativamente provar que G(M coalg
n ) = ∅ através da Proposição 1.2.5

e o Exemplo 1.1.15.

Exemplo 1.2.4. Seja C a coálgebra trigonométrica. Então, sobre R, G(C) = ∅ e,

sobre C, G(C) = {is+ c,−is+ c}. De fato, se g = as+ bc é group-like, calculando

∆(g) e g ⊗ g resulta na identidade

as⊗ c+ ac⊗ s− bs⊗ s+ bc⊗ c = abs⊗ c+ bac⊗ s+ a2s⊗ s+ b2c⊗ c.

Da independência linear de {s ⊗ c, c ⊗ s, s ⊗ s, c ⊗ c} segue que a = ab, ba = a,

a2 = −b e b2 = b. De ε(g) = 1, resulta que b = 1. Tem-se

a2 = −1, b = 1,

que não tem solução em R e tem soluções a = i e a = −i em C, donde segue que

g1 = is+ c e g2 = −is+ c são elementos group-like.
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Definição 1.2.5. Seja C uma coálgebra e seja u ∈ C tal que ε(u) = 1K. Um

elemento u-primitivo de C é um elemento c ∈ C tal que ∆(c) = c ⊗ u + u ⊗ c. Se

C é também uma álgebra, um elemento primitivo de C é um elemento c ∈ C tal

que ∆(c) = c⊗ 1K + 1K ⊗ c. O conjunto dos elementos u-primitivos é denotado por

Pu(C) e o conjunto dos elementos primitivos de C é denotado por P (C).

Observe que 0 ∈ P (C). Além disso, se c ∈ P (C), c =
∑
ε(c1)c2 = ε(c) + c, logo

ε(c) = 0.

Exemplo 1.2.5. Seja K[X] a álgebra e coálgebra de polinômios. Então P (K[X]) =

{0, X}.

Exemplo 1.2.6. Seja K um corpo de caracteŕıstica 0 e seja C uma álgebra e

coálgebra de dimensão finita tal que ∆ é um homomorfismo de álgebras. Então

P (C) = {0}. De fato, suponha por absurdo que c ∈ P (C) é tal que c 6= 0. Mos-

tremos, por indução, que {ci}ni=0 é linearmente independente, para todo n ∈ N,

contradizendo a finitude da dimensão de C.

Para n = 1, se a1C + bc = 0, aplicando ε, segue de ε(c) = 0 que a = 0, logo

b = 0 e {1C , c} é linearmente independente. Suponha a hipótese de indução válida

para n− 1. Se
n∑
i=0

kic
i = 0, aplicando ∆, segue de ∆(ci) = ∆(c)i que

n∑
i=0

i∑
j=0

ki

(
i

j

)
cj ⊗ ci−j = 0

Sejam i, j0 com 0 ≤ j0 ≤ i, i < n, e fj0, gi,j0 ∈ C∗ definidas, para todo p ≤ n − 1

fj0(x
p) = δp,j0, gi,j0(x

p) = δi−j0,p, que existem pela hipótese de indução. Aplicando

sucessivamente fj0 ⊗ gi,j0 na identidade acima, tem-se que kn
(
n
j

)
= 0, pois, exceto

por este, cada termo da soma possui uma potência de c que é anulada ou por fj0

ou por gi,j0. Como a caracteŕıstica de K é 0, segue que kn = 0. Da hipótese de

indução segue que 0 = k0 = . . . = kn−1.
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Exemplo 1.2.7. O exemplo acima é falso para K com caracteŕıstica prima. De

fato, considere K = Z2 e C = Z2[X]. Então I = 〈X2〉 é um coideal, pois ∆(X2) =

1⊗X2 + 2X ⊗X +X2 ⊗ 1 = X2 ⊗ 1 + 1⊗X2. Segue que Z2[X]/I é uma álgebra

e uma coálgebra de dimensão 2, e X é um elemento não-nulo primitivo.

Encerramos este caṕıtulo demonstrando uma certa propriedade de finitude que

coálgebras apresentam a qual nas álgebras não há uma equivalente.

Proposição 1.2.6. (Teorema fundamental das coálgebras) Seja C uma coálgebra.

Então todo o elemento de C pertence a uma subcoálgebra de dimensão finita.

Demonstração. Seja c ∈ C. Tem-se ∆(c) =
∑
i

ci ⊗ di e (I ⊗ ∆)(∆(c)) =
∑
i,j

ci ⊗

di,j ⊗ c′i,j. Seja D = 〈di,j〉i,j. De
∑
i,j

ε(ci)di,jε(c
′
i,j) =

∑
i

ε(ci)di = c, decorre que

c ∈ D. Mostremos que D é uma subcoálgebra.

De fato, podemos supor que {ci}i, {c′i,j}i,j são conjuntos linearmente indepen-

dentes. Da coassociatividade de ∆, segue que
∑
i,j

∆(ci) ⊗ di,j ⊗ c′i,j =
∑
i,j

ci ⊗

∆(di,j)⊗c′i,j. Como {c′i,j}i,j é linearmente independente, segue que
∑
i,j

∆(ci)⊗di,j =∑
i,j

ci ⊗ ∆(di,j) ∈ C ⊗ C ⊗ D. Como {ci}i é linearmente independente, segue que

∆(di,j) ∈ C ⊗D, e D é um coideal à esquerda. Analogamente é demonstrado que

D é um coideal à direita, portanto D é uma subcoálgebra.

Considere a álgebraK[X]. Suponha que o elementoX pertence a uma subálgebra

de dimensão finita A. Então A contém todos os elementos da forma
n∑
i=0

kiX
i, ki ∈ K,

e segue que A = K[X], um absurdo, pois K[X] possui dimensão infinita. Portanto

a proposição acerca de álgebras análoga à Proposição 1.2.6 não é verdadeira.
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Caṕıtulo 2

Álgebras de Hopf

2.1 Relações de compatibilidade

Diante de estruturas duais é natural a investigação de suas relações de compati-

bilidade. Estudemo-las.

Seja A uma álgebra. Como visto no Exemplo 1.1.2, tem naturalmente A ⊗ A

uma estrutura de álgebra definida, para a, a′, b, b′ ∈ A, por

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′.

É 1A ⊗ 1A a unidade de A⊗ A.

Definição 2.1.1. Uma biálgebra é uma álgebra e coálgebra B tal que ∆ : B → B⊗B

e ε : B → K são homomorfismos de álgebras. Equivalentemente, B é uma biálgebra

se tem-se, para b, c ∈ B,∑
(bc)1 ⊗ (bc)2 =

∑
b1c1 ⊗ b2c2,

∑
(1B)1 ⊗ (1B)2 = 1B ⊗ 1B,

ε(bc) = ε(b)ε(c), ε(1B) = 1K .

Resulta um fato importante o dual de uma biálgebra de dimensão finita ser

também uma biálgebra.
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Proposição 2.1.1. Seja B uma biálgebra de dimensão finita. Então B∗ é uma

biálgebra com a estrutura de álgebra dual da estrutura de coálgebra de B e estrutura

de coálgebra dual da estrutura de álgebra de B.

Demonstração: Sejam b∗, c∗ ∈ B∗. Tem-se, para b, c ∈ B,

(b∗ ∗ c∗)(bc) =
∑

b∗(b1c1)c∗(b2c2)

=
∑

b∗1(b1)b∗2(c1)c∗1(b2)c∗2(c2)

=
∑

b∗1(b1)c∗1(b2)b∗2(c1)c∗2(c2)

=
∑

(b∗1 ∗ c∗1)(b)(b∗2 ∗ c∗2)(c),

logo ∆B∗(b
∗ ∗ c∗) =

∑
b∗1 ∗ c∗1 ⊗ b∗2 ∗ c∗2 = ∆B∗(b

∗) ∗∆B∗(c
∗). Ainda, da propriedade

de ∆B∗ , tem-se que ∆B∗(ε) = ε ⊗ ε, pois ε(bc) = ε(b)ε(c). Conclui-se que ∆B∗ é

um homomorfismo de álgebras. Ainda, tem-se

ε(b∗ ∗ c∗) = (b∗ ∗ c∗)(1B)

= b∗(1B)c∗(1B)

= ε(b∗)ε(c∗)

e, também, ε(ε) = ε(1B) = 1K , donde segue que é também εB∗ um homomorfismo

de álgebras.

Definição 2.1.2. Um homomorfismo de biálgebras é um homomorfismo de álgebras

e de coálgebras.

As seguintes proposições decorrem imediatamente das similares proposições acerca

de homomorfismos de álgebras e de coálgebras.

Proposição 2.1.2. i) Sejam f : B → C e g : C → D homomorfismos de

biálgebras. Então é g ◦ f um homomorfismo de biálgebras.
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ii) Sejam f : B → D e g : C → E homomorfismos de biálgebras. Então é f ⊗ g

um homomorfismo de biálgebras.

iii) Seja f : B → C um homomorfismo de biálgebras. Então é f ∗ um homomor-

fismo de biálgebras.

Seja H uma biálgebra. Tem Hom(H,H) uma estrutura de álgebra, considerando

H como coálgebra na primeira entrada e como álgebra na segunda entrada, com a

multiplicação convolução (f ∗ g)(h) =
∑
f(h1)g(h2), conforme o Exemplo 1.1.11.

A unidade da convolução é u ◦ ε. Nem sempre possui a identidade IH uma inversa;

quando tal única inversa existir, chamá-la-emos de ant́ıpoda e diremos que H é uma

álgebra de Hopf.

Definição 2.1.3. Uma álgebra de Hopf é uma biálgebra H possuindo uma in-

versa da identidade no produto convolução. Chamamos tal inversa S : H → H

de ant́ıpoda.

Escreve-se da propriedade da ant́ıpoda S ∗ I = I ∗ S = u ◦ ε a identidade

∑
S(h1)h2 =

∑
h1S(h2) = ε(h)1H .

O dual de uma álgebra de Hopf é uma álgebra de Hopf e também o é o quociente

de uma álgebra de Hopf por um subespaço vetorial que é um ideal e coideal tal que

S(I) ⊆ I.

Proposição 2.1.3. Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita com ant́ıpoda

S. Então H∗ é uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda S∗.
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Demonstração: Seja h∗ ∈ H∗. Tem-se

(
∑

S∗(h∗1) ∗ h∗2)(h) =
∑

(S∗(h∗1))(h1)h∗2(h2)

=
∑

h∗1(S(h1))h∗2(h2)

=
∑

h∗(S(h1)h2)

= h∗(
∑

S(h1)h2)

= h∗(ε(h)1H)

= h∗(1H)εH(h)

= εH∗(h
∗)1H∗(h),

donde conclui-se que
∑
S∗(h∗1)∗h∗2 = εH∗1H∗ . A identidade

∑
h∗1∗S∗(h∗2) = εH∗1H∗

é analogamente demonstrada.

Proposição 2.1.4. Sejam H uma álgebra de Hopf e I um ideal e coideal de H tal

que S(I) ⊆ I. Então H/I é uma álgebra de Hopf com a ant́ıpoda S : H/I → H/I

definida, para h ∈ H, por S(h) = S(h).

Demonstração: Sabemos que H/I é uma álgebra e uma coálgebra. Tem-se, para x,

y ∈ H,

∆(x y) = ∆(xy)

=
∑

(xy)1 ⊗ (xy)2

=
∑

x1y1 ⊗ x2y2

=
∑

x1 y1 ⊗ x2 y2

= ∆(x)∆(y),

e, ainda, ∆(1H) = 1H ⊗ 1H , que é a identidade de H/I ⊗H/I. Ainda,

ε(x y) = ε(xy) = ε(xy) = ε(x)ε(y) = ε(x)ε(y),

40



e, ainda, ε(1H) = ε(1H) = 1H . Para a ant́ıpoda, S(I) ⊆ I ⊆ Ker(p), donde

segue, pelo teorema dos homomorfismos para espaços vetoriais, que existe única

S : H/I → H/I tal que S = S ◦ p, em que p : H → H/I é a projeção canônica.

Assim, tem-se∑
S((x)1)(x)2 =

∑
S(x1)x2 =

∑
S(x1)x2 =

∑
S(x1)x2 = ε(x)1H = ε(x)1H .

A igualdade
∑

(x)1S((x)2) é analogamente demonstrada.

Apresentaremos exemplos de álgebras de Hopf.

Exemplo 2.1.1. É KG uma álgebra de Hopf cocomutativa definida, para α, β ∈ K

e g, h ∈ G, por

(αg)(βh) = (αβ)(gh), ∆(g) = g ⊗ g,

ε(g) = 1, S(g) = g−1.

Além disso, se G é um grupo finito, (KG)∗ é uma álgebra de Hopf definida, para

f , g ∈ (KG)∗, x, y ∈ G, por

(f ∗ g)(x) = f(x)g(x), ∆(f)(x⊗ y) = f(xy)eG ⊗ eG,

ε(f) = f(eG), S(f)(x) = f(x−1).

Exemplo 2.1.2. Sejam K um corpo com caracteŕıstica diferente de 2 e H a álgebra

gerada pelos elementos c e x sujeitos às relações

c2 = 1, x2 = 0, xc = −cx.

H tem dimensão 4 como espaço vetorial com a base {1, c, x, cx} e é uma álgebra

de Hopf com

∆(c) = c⊗ c, ∆(x) = c⊗ x+ x⊗ 1,
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ε(c) = 1, ε(x) = 0,

S(c) = c−1, S(x) = −cx.

Esta álgebra é conhecida como álgebra de Sweedler e foi o primeiro exemplo de

uma álgebra de Hopf não-comutativa e não-cocomutativa.

Exemplo 2.1.3. A álgebra de polinômios K[X] é uma álgebra de Hopf comutativa

e cocomutativa com

∆(Xn) =
n∑
i=0

(
n

i

)
X i ⊗Xn−i, ∆(1K) = 1K ⊗ 1K

ε(Xn) = 0, ε(1K) = 1K ,

S(Xn) = (−1)nXn, S(1K) = 1K .

Provemos, por indução em n, que ∆(Xn) = ∆(X)n, donde seguirá que ∆ é um

homomorfismo de álgebras. Para n = 1, a identidade é claramente verdadeira.

Suponhamos que a identidade vale para n. Então

∆(X)n+1 = ∆(X)n∆(X)

= ∆(Xn)∆(X)

= (
n∑
i=0

(
n

i

)
X i ⊗Xn−i)(X ⊗ 1K + 1K ⊗X)

=
n∑
i=0

(
n

i

)
X i+1 ⊗Xn−i +

n∑
i=0

(
n

i

)
X i ⊗Xn−(i−1)

=
n+1∑
i=1

(
n

i− 1

)
X i ⊗Xn−(i−1) +

n∑
i=0

(
n

i

)
X i ⊗Xn−(i−1)

=

(
n

0

)
X0 ⊗Xn+1 +

n∑
i=1

(
n

i− 1

)
+

(
n

i

)
X i ⊗Xn−(i−1)

+

(
n

n

)
Xn+1 ⊗X0

=

(
n+ 1

0

)
X0 ⊗Xn+1−0 +

n∑
i=1

(
n+ 1

i

)
X i ⊗Xn+1−i (∗)
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+

(
n

n+ 1− 1

)
Xn+1 ⊗Xn+1−(n+1)

=
n=1∑
i=0

(
n+ 1

i

)
X i ⊗Xn+1−i

= ∆(Xn+1),

onde em (∗) foi utilizada a relação de Stifel. Provemos que K[X] é uma álgebra de

Hopf. Por um lado, tem-se∑
S((Xn)1)(Xn)2 =

n∑
i=0

(
n

i

)
S(X i)Xn−i

=
n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)iX iXn−i

= Xn

n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)i (∗)

= 0

= ε(Xn)1K ,

onde em (∗) foi utilizado o fato de que
n∑
i=0

(
n
i

)
(−1)i = 0. Por outro lado,

∑
(Xn)1S((Xn)2) =

n∑
i=0

(
n

i

)
X iS((Xn−i)2)

= Xn

n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)n−i

= Xnp(n)
n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)i

= 0

= ε(Xn)1K ,

em que p(n) = 1, se n é par, e p(n) = 0, se n é ı́mpar.

Exemplo 2.1.4. Seja V um espaço vetorial. Sua álgebra tensorial é o espaço

vetorial T (V ) =
∞⊕
n=0

V ⊗n, em que V ⊗0 = K e V ⊗n = V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
n vezes

, n > 1, com a
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multiplicação definida, para v = v1 ⊗ . . . ⊗ vn ∈ V ⊗n, w = w1 ⊗ . . . ⊗ wm ∈ V ⊗m,

por

vw = v1 ⊗ . . .⊗ vn ⊗ w1 ⊗ . . .⊗ wm,

vw ∈ V ⊗n+m. A unidade desta álgebra é 1K.

Sejam x ∈ V ⊗n, y ∈ V ⊗m. Escrevamos x⊗ y = x⊗y ∈ T (V )⊗T (V ). Com esta

notação, elementos em T (V )⊗T (V ) de semelhante escrita são distingúıveis, como,

por exemplo, v1 ⊗ v2⊗v3 = (v1 ⊗ v2)⊗ v3 de v1⊗v2 ⊗ v3 = v1 ⊗ (v2 ⊗ v3).

Possui T (V ) a seguinte propriedade universal: seja f : V → A uma trans-

formação linear, em que A é uma álgebra. Então existe um único homomorfismo

de álgebras f : T (V )→ A tal que f = f ◦ i, em que i : V → T (V ) é a inclusão. A

estrutura de álgebra de Hopf em T (V ) é definida aplicando a propriedade universal

às transformações lineares ∆ : V → T (V ) ⊗ T (V ), ε : V → K e S : V → T (V )op

definidas, para v ∈ V , por

∆(v) = v⊗1K + 1K⊗v, ε(v) = 0, S(v) = −v,

em que T (V )op é a álgebra oposta de T (V ), com multiplicação definida, para v,

w ∈ T (V ) por v · w = wv.

Seja v = v0 +
∞∑
n=1

v
(n)
1 · · · v

(n)
n ∈ T (V ), com v0 ∈ K, v

(n)
i ∈ V , para 1 ≤ i ≤ n.

Note que a soma é finita. Tem-se

∆(v) = v0 +
∞∑
n=1

(v
(n)
1 ⊗1K + 1K⊗v(n)

1 ) · · · (v(n)
n ⊗1K + 1K⊗v(n)

n )

ε(v) = v0,

S(v) = v0

∞∑
n=1

(−1)nv(n)
n . . . v

(n)
1 .

É T (V ) com ∆ cocomutativa. Observe que em T (V ) o produto tensorial é a multi-

plicação e portanto é distributivo. Por exemplo, para v, w ∈ V ,

∆(v ⊗ w) = ∆(v)⊗∆(w)
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= (v⊗1K + 1K⊗v)⊗ (w⊗1K + 1K⊗w)

= (v⊗1K)⊗ (w⊗1K) + (v⊗1K)⊗ (1K⊗w)

+ (1K⊗v)⊗ (w⊗1K) + (1K⊗v)⊗ (1K⊗w)

= (v ⊗ w)⊗(1K ⊗ 1K) + (v ⊗ 1K)⊗(1K ⊗ w)

+ (1K ⊗ w)⊗(v ⊗ 1K) + (1K ⊗ 1K)⊗(v ⊗ w)

= (v ⊗ w)⊗1K + v⊗w + w⊗v + 1K⊗(v ⊗ w).

Pela propriedade universal de T (V ), ∆, ε e S são homomorfismos de álgebra, e

basta verificar as propriedades da coassociatividade, counidade e ant́ıpoda.

(∆⊗ I) ◦∆(v) = (∆⊗ I)(v⊗1K + 1K⊗v)

= ∆(v)⊗1K + ∆(1K)⊗v

= v⊗1K⊗1K + 1K⊗v⊗1K + 1K⊗1K⊗v

= v⊗∆(1K) + 1K⊗∆(v)

= (I ⊗∆)(v⊗1K + 1K⊗v)

= (I ⊗∆) ◦∆(v).

Como as aplicações (∆⊗ I) ◦∆ e (I ⊗∆) ◦∆ são homomorfismos de álgebras, e V

gera T (V ) como álgebra, segue a identidade para todo elemento de T (V ). Tem-se

ainda

(ε⊗ I) ◦∆(v) =
∑

ε(v1)v2 = ε(v)1K + ε(1K)v = 1Kv = I(v).

Como as aplicações (ε ⊗ I) ◦∆ e I são homomorfismos de álgebras, segue a iden-

tidade para todo elemento de T (V ). A identidade (I ⊗ ε) ◦∆ = I é analogamente

demonstrada. Tem-se ainda∑
S(v1)v2 = S(v)1K + S(1K)v = −v + v = 0 = ε(v)1K .

A igualdade
∑
v1S(v2) = ε(v)1K é analogamente demonstrada. Para provarmos

que a igualdade vale para todo elemento de T (V ), basta provarmos que vale para
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elementos da forma vw, em que v, w ∈ V . De fato,

∑
S((vw)1)(vw)2 =

∑
S(v1w1)v2w2

=
∑

S(w1)S(v1)v2w2

=
∑

S(w1)ε(v)1Kw2

=
∑

ε(v)S(w1)w2

=
∑

ε(v)ε(w)1K

=
∑

ε(vw)1K .

Tem-se P (T (V )) = V .

Exemplo 2.1.5. Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial g com um produto bili-

near [ , ] : g⊗ g→ g, nomeado colchete de Lie, tal que, para x, y, z ∈ g,

[x, x] = 0

[x, [y, z]] + [z, [x, y]] + [y, [z, x]] = 0.

Observe que da bilinearidade e de [x, x] = 0, decorre que g é anti-comutativa, isto

é, [x, y] = −[y, x].

A álgebra envolvente universal A(g) de g é a álgebra tensorial T (g) sujeita à

relação [x, y] = xy − yx. Podê-mo-la induzir em T (g) construindo o ideal I =

〈[x, y]− (x⊗ y − y ⊗ x)〉x,y∈g. I é um coideal de T (g), pois

∆([x, y]− (x⊗ y − y ⊗ x)) = ∆([x, y])− (∆(x)∆(y)−∆(y)∆(x))

= ∆([x, y])− ((x⊗1K + 1K⊗x)(y⊗1K + 1K⊗y)

−(y⊗1K + 1K⊗y)(x⊗1K + 1K⊗x))

= [x, y]⊗1K + 1K⊗[x, y]

− (x⊗ y⊗1K + x⊗y + y⊗x+ 1K⊗x⊗ y
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− y ⊗ x⊗1K − y⊗x− x⊗y − 1K⊗y ⊗ x))

= [x, y]⊗1K − (x⊗ y⊗1K − y ⊗ x⊗1K)

+ 1K⊗[x, y]− (1K⊗x⊗ y − 1K⊗y ⊗ x)

= ([x, y]− (x⊗ y − y ⊗ x))⊗1K

+ 1K⊗([x, y]− (x⊗ y − y ⊗ x))

e, ainda,

ε([x, y]− (x⊗ y − y ⊗ x)) = 0,

donde segue que ∆(I) ⊆ (I ⊗ T (V )) + (T (V ) ⊗ I) e I ⊆ Ker(ε). Tem-se, ainda,

que S([x, y]− (x⊗ y− y⊗x)) = −([x, y]− (x⊗ y− y⊗x), logo S(I) ⊆ I. Portanto

A(g) = T (g)/I é uma álgebra de Hopf.

Observe que para que I fosse um coideal, foi necessário que ∆ fosse multiplicativa

em relação ao produto tensorial em T (g). Como T (g) é cocomutativa, A(g) também

o é.

Exemplo 2.1.6. Seja Mn o conjunto de matrizes n × n. Então para n > 1, sua

estrutura de álgebra e nem sua estrutura de coálgebra podem ser estendidas para

uma estrutura de álgebra de Hopf.

De fato, suponha por absurdo que a álgebra Mn possui uma estrutura de álgebra

de Hopf. Então como Mn é uma álgebra simples, o homomorfismo de álgebra ε :

Mn → K é tal que Ker(ε) = 〈0〉 ou Ker(ε) = Mn. Como ε(I) = 1K, Ker(ε) = 〈0〉,

logo ε é injetiva. Segue que dim(Mn) ≤dim(K) = 1, um absurdo.

Suponha por absurdo que a coálgebra M coalg
n pode ser estedida para uma álgebra

de Hopf. Então seu espaço dual (M coalg
n )∗ é uma álgebra de Hopf. Do Exemplo

1.1.13, segue que é (M coalg
n )∗ isomorfo à álgebra de matrizes Mn isomorfa como

álgebra, um absurdo, pois Mn não admite estrutura de álgebra de Hopf.
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2.2 Propriedades da ant́ıpoda

A seguinte proposição mostra que é a ant́ıpoda aquilo que é nomeado como anti-

homomorfismo de álgebras e anti-homomorfismo de coálgebras.

Proposição 2.2.1. Seja H uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda S. Então,

i) S(hg) = S(g)S(h), para h, g ∈ H.

ii) S(1H) = 1H .

iii) ∆(S(h)) =
∑
S(h2)⊗ S(h1).

iv) ε(S(h)) = ε(h).

Demonstração: i) Consideremos a álgebra Hom(H⊗H,H) com a convolução. O

elemento neutro da convolução é uH ◦εH⊗H , conforme Exemplo 1.1.11. Sejam

F , G : H ⊗H → H dadas para h, g ∈ H por:

F (h⊗ g) = S(g)S(h), G(h⊗ g) = S(hg).

Provemos que m ∗ F = uH ◦ εH⊗H = G ∗m, donde seguirá que F = G, o que

conclui a demonstração. Tem-se

(m ∗ F )(h⊗ g) =
∑

m((h⊗ g)1)F ((h⊗ g)2)

=
∑

m(h1 ⊗ g1)F (h2 ⊗ g2)

=
∑

h1(g1S(g2))S(h2)

=
∑

h1(ε(g)1H)S(h2)

=
∑

h1S(h2)(ε(g)1H)

= ε(h)ε(g)1H

= εH⊗H(h⊗ g)1H

= uH ◦ ε(h⊗ g)
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e, ainda,

(G ∗m)(h⊗ g) =
∑

G(h1 ⊗ g1)m(h2 ⊗ g2)

=
∑

S(h1g1)h2g2

=
∑

S((hg)1)(hg)2

= ε(hg)1H

= ε(h)ε(g)1H

= εH⊗H(h⊗ g)1H

= uH ◦ εH⊗H(h⊗ g).

ii) Temos, da propriedade de S, que

S(1H) = S(1H)1H =
∑

S((1H)1)(1H)2 = ε(1H)1H = 1K1H = 1H .

iii) Consideremos a álgebra Hom(H,H⊗H) com a convolução. O elemento neutro

da convolução é uH⊗H ◦ ε, conforme Exemplo 1.1.11. Consideremos F,G :

H → H ⊗H dadas para h ∈ H por:

F (h) = ∆(S(h)), G(h) =
∑

S(h2)⊗ S(h1).

Provemos que ∆ ∗ F = uH⊗H ◦ ε = G ∗∆, donde seguirá que F = G, o que

conclui a demonstração. Tem-se

(∆ ∗ F )(h) =
∑

∆(h1)F (h2)

=
∑

∆(h1)∆(S(h2))

= ∆(
∑

h1S(h2))

= ∆(ε(h)1)

= ε(h)∆(1)

= ε(h)(1⊗ 1)
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= uH⊗H(ε(h))

e, ainda,

(G ∗∆)(h) =
∑

G(h1)∆(h2)

=
∑

[S((h1)2)⊗ S((h1)1)][(h2)1 ⊗ (h2)2)]

=
∑

S((h1)2)h21 ⊗ S((h1)1)h22

=
∑

S(h3)h4 ⊗ S(h1)h3 (∗)

=
∑

ε(h2)1H ⊗ S(h1)h3

=
∑

1H ⊗ S(h1)ε(h2)h3

=
∑

1H ⊗ S(h1)ε((h2)1)(h2)2

=
∑

1H ⊗ S(h1)h2

= 1H ⊗
∑

S(h1)h2

= 1H ⊗ ε(h)1

= ε(h)(1H ⊗ 1H)

= uH⊗H(ε(h)).

O leitor que realiza sua primeira visita às noções de coálgebra pode encontrar-

se confuso com a expressão (∗), cuja elucidação reside na introdução da

notação de Sweedler, na página 7.

iv) Tem-se da definição de S,
∑
h1S(h2) = ε(h)1. Aplicando ε, tem-se as seguin-

tes identidades:

ε(
∑

h1S(h2)) = ε(ε(h)1H)∑
ε(h1)ε(S(h2)) = ε(h)ε(1H)

ε(S(
∑

ε(h1)h2)) = ε(h)1K
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ε(S(h)) = ε(h).

Decorre que é também S−1, quando existe, um anti-homomorfismo de álgebras

e de coálgebras.

Proposição 2.2.2. Seja H uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda bijetora S. Então,

i) S−1(hg) = S−1(g)S−1(h), para h, g ∈ H.

ii) S−1(1) = 1.

iii) ∆(S−1(h)) =
∑
S−1(h2)⊗ S−1(h1).

iv) ε(S−1(h)) = ε(h).

Demonstração:

i) Sejam h, g ∈ H. Então, escrevendo h = S(S−1(h)), g = S(S−1(g)), tem-se que

S−1(hg) = S−1(S(S−1(h))S(S−1(g))) = S−1(S(S−1(g)S−1(h))) = S−1(g)S−1(h).

ii) Tem-se que S−1(1H) = S−1(S(1H)) = 1H .

iii) Tem-se
∑
h1⊗h2 = ∆(S(S−1(h))) =

∑
S((S−1(h))2)⊗S((S−1(h))1). Aplicando

na identidade acima τ ◦ (S−1 ⊗ S−1), em que τ é a aplicação twist, tem-se que∑
S−1(h2)⊗ S−1(h1) =

∑
(S−1(h))1 ⊗ (S−1(h))2 = ∆(S−1(h)).

iv) Tem-se que ε(h) = ε(S(S−1(h))) = ε(S−1(h)).

Proposição 2.2.3. Seja H uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda S. As seguintes

propriedades são equivalentes:
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i)
∑
S(h2)h1 = ε(h)1.

ii)
∑
h2S(h1) = ε(h)1.

iii) S−1 = S.

Demonstração. Mostraremos que são equivalentes i) e iii). A equivalência das

propriedades ii) e iii) é analogamente demonstrada.

i)⇒ iii) Basta provar que S2 é uma inversa à direita de S no produto convolução, de

onde seguirá que S2 = I, pela unicidade da inversa.

(S ∗ S2)(h) =
∑

S(h1)S(S(h2))

=
∑

S(S(h2)h1) (por i) de Prop. 2.2.1)

= S(
∑

S(h2)h1)

= S(ε(h)1) (hipótese)

= ε(h)S(1)

= ε(h)1 (por ii) de Prop. 2.2.1)

= u ◦ ε(h)

iii)⇒ i) Da definição de S, tem-se
∑
S(h1)h2 = ε(h)1. Aplicando S, tem-se as seguin-

tes identidades.

S(
∑

S(h1)h2) = S(ε(h)1)

⇒
∑

S(S(h1)h2) = ε(h)S(1)

⇒
∑

S(h2)S2(h1) = ε(h)1 (de i e ii) de Prop. 2.2.1)

⇒
∑

S(h2)h1 = ε(h)1 (hipótese)

Note que se é H uma álgebra de Hopf comutativa ou cocomutativa, sua ant́ıpoda

possui uma, e portanto todas, das propriedades acima descritas.
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Definição 2.2.1. Um homomorfismo de álgebras de Hopf é um homomorfismo de

biálgebras.

Um homomorfismo de álgebras de Hopf preserva ant́ıpodas da seguinte forma:

Proposição 2.2.4. Sejam H e G álgebras de Hopf com ant́ıpodas SH e SG e seja

f : H → G um homomorfismo de álgebras de Hopf. Então f ◦ SH = SG ◦ f .

Demonstração: Consideremos a álgebra Hom(H,G) com o produto convolução, cujo

elemento neutro é uG ◦ εH . Provemos que f ∗ (f ◦ SH) = uG ◦ εH = (SG ◦ f) ∗ f ,

donde seguirá a tese. De fato, para h ∈ H, tem-se

(f ∗ (f ◦ SH))(h) =
∑

f(h1)f(SH(h2))

= f(
∑

h1SH(h2))

= f(εH(h)1H)

= εH(h)1G

= uG(εH(h))

e, ainda,

((SG ◦ f) ∗ f)(h) =
∑

SG(f(h1))f(h2)

=
∑

SG((f(h))1)(f(h))2

= εG(f(h))1G

= εH(h)1G

= uG(εH(h)).

Proposição 2.2.5. O dual H∗ de uma álgebra de Hopf de dimensão finita H é uma

álgebra de Hopf com ant́ıpoda S∗.
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Demonstração. De fato, seja h∗ ∈ H∗. Tem-se, para h ∈ H,

(
∑

S∗(h∗1) ∗ h∗2)(h) =
∑

(S∗(h∗1))(h1)h∗2(h2)

=
∑

h∗1(S(h1))h∗2(h2)

= h∗(
∑

S(h1)h2)

= h∗(ε(h)1H)

= ε(h)h∗(1H)

= εH∗(h
∗)ε(h),

donde segue que
∑
S∗(h∗1) ∗ h∗2 = εH∗(h

∗)ε. A identidade
∑
h∗1 ∗S∗(h∗2) = εH∗(h

∗)ε

é analogamente demonstrada.
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Caṕıtulo 3

Módulos de Yetter-Drinfeld

3.1 Módulos e comódulos

De maneira semelhante àquela realizada anteriormente no caṕıtulo de álgebras

e coálgebras, o leitor poderá facilmente conceber em forma de diagramas a noção

natural de A-módulos sobre uma álgebra A.

Definição 3.1.1. Um A-módulo à esquerda é um espaço vetorial M com uma trans-

formação linear µ : A⊗M →M tal que são comutativos os seguintes diagramas:

A⊗ A⊗M IA⊗µ //

m⊗IM

��

A⊗M

µ

��
A⊗M µ

//M

K ⊗M u⊗IM //

φ

$$

A⊗M

µ

��
M

nos quais φ é definida, para k ∈ K, m ∈ M , por φ(k ⊗ m) = km. Usaremos a

tradicional notação µ(a ⊗ m) = a · m. Os diagramas acima são equivalentes às

seguintes identidades, para a, b ∈ A e m ∈M :

a · (b ·m) = (ab) ·m, 1A ·m = m.
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Por facilidade de escrita, omitiremos o ponto quando não implicar em falta de

clareza. Podemos analogamente realizar através de diagramas a noção de um A-

módulo à direita.

Definição 3.1.2. Um A-módulo à direita é um espaço vetorial M com uma trans-

formação linear µ : M ⊗ A→M tal que são comutativos os seguintes diagramas:

M ⊗ A⊗ A µ⊗IA //

IM⊗m

��

M ⊗ A

µ

��
M ⊗ A µ

//M

M ⊗K IM⊗u //

φ

$$

M ⊗ A

µ

��
M

nos quais φ é definida, para k ∈ K, m ∈ M , por φ(m ⊗ k) = km. Usando a

tradicional notação µ(m ⊗ a) = m · a, para a ∈ A e m ∈ M , os diagramas acima

são equivalentes às seguintes identidades, para a, b ∈ A e m ∈M :

(m · a) · b = m · (ab), m · 1A = m.

Se dualizados os diagramas que definem as noções de A-módulos à esquerda e

de A-módulos à direita, tem-se as noções de um C-comódulo à direita e de um

C-comódulo à esquerda, respectivamente, em que C é uma coálgebra.

Definição 3.1.3. Um C-comódulo à esquerda é um espaço vetorial M com uma

transformação linear ρ : M → C ⊗M tal que são comutativos os seguintes diagra-

mas:

M
ρ //

ρ

��

C ⊗M

∆⊗IM

��
C ⊗M

IC⊗ρ
// C ⊗ C ⊗M

M
ρ //

φ

""

C ⊗M

ε⊗IM

��
K ⊗M
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nos quais φ é definida, para m ∈M , por φ(m) = 1K ⊗m. Os diagramas acima são

equivalentes às identidades:

(∆⊗ I) ◦ ρ = (I ⊗ ρ) ◦ ρ, (ε⊗ I) ◦ ρ = φ.

Definição 3.1.4. Um C-comódulo à direita é um espaço vetorial M com uma trans-

formação linear ρ : M →M ⊗ C tal que são comutativos os seguintes diagramas:

M
ρ //

ρ

��

M ⊗ C

IM⊗∆

��
M ⊗ C

ρ⊗IC
//M ⊗ C ⊗ C

M
ρ //

φ

""

M ⊗ C

IM⊗ε

��
M ⊗K

nos quais φ é definida, para m ∈M , por φ(m) = m⊗ 1K. Os diagramas acima são

equivalentes às identidades:

(I ⊗∆) ◦ ρ = (ρ⊗ I) ◦ ρ, (I ⊗ ε) ◦ ρ = φ.

Usaremos a seguinte notação: seja M um C-comódulo à esquerda. Notamos

ρ(m) =
∑
m(−1) ⊗ m(0), em que os elementos m(−1) estão em C e os elementos

m(0) estão em M . Observe que é no parênteses no ı́ndice onde se faz a distinção da

notação de ρ da notação da comultiplicação.

Com esta notação, a definição de um C-comódulo à esquerda escreve-se∑
m(−1) ⊗m(0)(−1)

⊗m(0)(0) =
∑

m(−1)1 ⊗m(−1)2 ⊗m(0)∑
ε(m(−1))m(0) = m,

e podemos escrever indistinguivelmente∑
m(−2) ⊗m(−1) ⊗m(0) =

∑
m(−1) ⊗m(0)(−1)

⊗m(0)(0)

57



=
∑

m(−1)1 ⊗m(−1)2 ⊗m(0)

e, de forma geral,∑
m(−n) ⊗m(−(n−1)) ⊗ . . .⊗m(0)

=
∑

m(−(n−1)) ⊗ . . .⊗ ρ(m(0))

=
∑

m(−(n−1)) ⊗ . . .⊗m(−(i+1)) ⊗∆(m(−i))⊗m(−(i−1)) ⊗ . . .⊗m(0),

em que i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Analogamente, seja M um C-comódulo à direita. Notamos ρ(m) =
∑
m(0) ⊗

m(1), em que os elementos m(0) estão em M e os elementos m(1) estão em C.

Com esta notação, a definição de um C-comódulo à direita escreve-se∑
m(0)(0) ⊗m(0)(1) ⊗m(1) =

∑
m(0) ⊗m(1)1 ⊗m(1)2 ,∑

ε(m(1))m(0) = m,

e podemos escrever indistinguivelmente∑
m(0) ⊗m(1) ⊗m(2) =

∑
(m(0))(0) ⊗ (m(0))(1) ⊗m(1)

=
∑

m(0) ⊗ (m(1))1 ⊗ (m(1))2

e, de forma geral,∑
m(0) ⊗m(1) ⊗ . . .⊗m(n) =

∑
ρ(m(0))⊗m(1) ⊗ . . .⊗m(n−1)

=
∑

m(0) ⊗ . . .⊗m(i−1) ⊗∆(m(i))⊗m(i+1) ⊗ . . .⊗m(n−1),

em que i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Porquanto equivalentes são às suas análogas propriedades de C-comódulos à es-

querda as propriedades de C-comódulos à direita, são os estudos de C-comódulos
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à direita e à esquerda congruentes. De fato, demonstra a Proposição 2.1.10 de

[4] que a categoria dos C-comódulos à esquerda é isomorfa à categoria oposta dos

C-comódulos à direita, isto é, à categoria obtida invertendo-se os domı́nios e con-

tradomı́nios dos morfismos na categoria dos C-comódulos à direita.

Trabalha-se tradicionalmente com C-comódulos à direita. Este texto, no en-

tanto, pretende introduzir a noção de módulos de Yetter-Drinfeld, campo de estudo

onde maneja-se tradicionalmente C-comódulos à esquerda. Trabalharemos com es-

ses últimos.

Exemplo 3.1.1. Seja B uma biálgebra. Então K é um B-módulo e B-comódulo

com ação e coação definida, para k ∈ K, por

b · k = ε(b)k, ρ(k) = k1B ⊗ 1K .

Exemplo 3.1.2. (Ação regular à esquerda) Seja A uma álgebra. Então A é um

A-módulo com ação definida, para a, x ∈ A, por

a · x = ax.

Exemplo 3.1.3. Seja C uma coálgebra. Então C é um C-comódulo com coação

definida, para c ∈ C, por

ρ(c) =
∑

c1 ⊗ c2.

Exemplo 3.1.4. Seja H uma álgebra de Hopf. Um espaço vetorial V é um H-

módulo e H-comódulo com ação e coação definidas, para h ∈ H, v ∈ V , por

h · v = ε(h)v ρ(v) = 1H ⊗ v.
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Exemplo 3.1.5. Sejam M e N H-módulos. Então M ⊗ N é um H-módulo com

ação definida, para h ∈ H, m ∈M , n ∈ N , por

h · (m⊗ n) =
∑

h1 ·m⊗ h2 · n.

De fato, sejam h, g ∈ H, m ∈M , n ∈ N . Tem-se

h · (g · (m⊗ n)) = h · (
∑

g1 ·m⊗ g2 · n)

=
∑

h1 · (g1 ·m)⊗ h2 · (g2 · n)

=
∑

(h1g1) ·m⊗ (h2g2) · n

=
∑

(hg)1 ·m⊗ (hg)2 · n

= (hg) · (m⊗ n)

e, ainda,

1H · (m⊗ n) = 1H ·m⊗ 1H · n = m⊗ n.

Exemplo 3.1.6. Sejam M , N H-comódulos. Então M⊗N é um H-comódulo com

coação definida, para m ∈M , n ∈ N , por

ρ(m⊗ n) =
∑

m(−1)n(−1) ⊗ (m(0) ⊗ n(0)).

De fato, tem-se

∑
(m⊗ n)(−1) ⊗ (m⊗ n)(0)(−1)

⊗ (m⊗ n)(0)(0)

=
∑

m(−1)n(−1) ⊗ (m(0) ⊗ n(0))(−1) ⊗ (m(0) ⊗ n(0))(0)

=
∑

m(−1)n(−1) ⊗m(0)(−1)
n(0)(−1)

⊗ (m(0)(0) ⊗ n(0)(0))

=
∑

m(−1)1n(−1)1 ⊗m(−1)2n(−1)2 ⊗ (m(0) ⊗ n(0))

=
∑

(m(−1)n(−1))1 ⊗ (m(−1)n(−1))2 ⊗ (m(0) ⊗ n(0))

=
∑

(m⊗ n)(−1)1 ⊗ (m⊗ n)(−1)2 ⊗ (m⊗ n)(0)
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e, ainda,

∑
ε((m⊗ n)(−1))(m⊗ n)(0) =

∑
ε(m(−1)n(−1))m(0) ⊗ n(0)

=
∑

ε(m(−1))ε(n(−1))m(0) ⊗ n(0)

=
∑

ε(m(−1))m(0) ⊗ ε(n(−1))n(0)

= m⊗ n.

Exemplo 3.1.7. Seja C uma coálgebra. Então é C um C∗-módulo à esquerda com

ação definida, para c ∈ C, f ∈ C∗, por

f · c =
∑

f(c2)c1.

De fato, sejam f , g ∈ C∗, c ∈ C. Tem-se

f · (g · c) = f · (
∑

g(c2)c1)

=
∑

g(c2)f · c1

=
∑

g(c2)f(c12)c11

=
∑

f(c21)g(c22)c1

=
∑

f ∗ g(c2)c1

(f ∗ g) · c,

e, ainda,

ε · c =
∑

ε(c2)c1 = c.

Exemplo 3.1.8. (Ação adjunta à esquerda) Seja H uma álgebra de Hopf. Então

H é um H-módulo e H-comódulo com ação e coação definidas, para h, x ∈ H, por

h · x =
∑

h1xS(h2), ρ(h) =
∑

h1 ⊗ h2.

61



De fato, tem-se, para h, g, x ∈ H,

h · (g · x) = h · (
∑

g1xS(g2))

=
∑

h1g1xS(g2)S(h2)

=
∑

h1g1xS(h2g2)

=
∑

(hg)1xS((hg)2)

= (hg) · x

e, ainda,

1H · h = 1HhS(1H) = h.

A propriedade da coação decorre do Exemplo 3.1.3.

Exemplo 3.1.9. (Coação adjunta à esquerda) Seja H uma álgebra de Hopf. Então

H é um H-módulo e H-comódulo com ação e coação definidas, para h, x ∈ H, por

h · x = hx, ρ(h) =
∑

h1S(h3)⊗ h2

A propriedade da ação decorre do Exemplo 3.1.2. Para a coação, tem-se

∑
h(−1) ⊗ h(0)(−1)

⊗ h(0)(0) =
∑

h1S(h3)⊗ h21S(h23)⊗ h22

=
∑

h1S(h5)⊗ h2S(h4)⊗ h3

=
∑

h11S(h32)⊗ h12S(h31)⊗ h2

=
∑

h11S(h3)1 ⊗ h12S(h3)2 ⊗ h2

=
∑

(h1S(h3))1 ⊗ (h1S(h3))2 ⊗ h2

=
∑

h(−1)1 ⊗ h(−1)2 ⊗ h(0)

e, ainda,

∑
ε(h(−1))h(0) =

∑
ε(h1S(h3))h2
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=
∑

ε(h1)ε(S(h3))h2

=
∑

ε(h1)ε(h3)h2

=
∑

ε(h1)h2

= h.

Exemplo 3.1.10. Seja G um grupo e V um espaço vetorial. Então V é um KG-

comódulo se, e somente se, V =
⊕
g∈G

Vg, em que Vg = {v ∈ V | ρ(v) = g⊗ v}. Neste

caso, a coação é definida, para vg ∈ Vg, por

ρ(vg) = g ⊗ vg.

Se V =
⊕
g∈G

Vg, temos, para vg ∈ VG,

∑
vg(−1)

⊗ vg(0)(−1)
⊗ vg(0)(0) = g ⊗ g ⊗ vg

= ∆(g)⊗ vg

=
∑

vg(−1)1
⊗ vg(−1)2

⊗ vg(0)

e, ainda, ∑
ε(vg(−1)

)vg(0) = ε(g)vg = 1Kvg = vg.

Segue da linearidade de ρ a tese.

Se V é um H-comódulo, podemos sem perda de generalidade escrever, para

v ∈ V , ρ(v) =
∑
g

g⊗vg. Como V é um KG-comódulo, temos v =
∑
g

ε(g)vg =
∑
g

vg.

Seja g ∈ G. Provemos que vg ∈ Vg. Escrevamos ρ(vg) =
∑
h

h ⊗ vg(h). Como V é

um KG-comódulo, temos∑
g ⊗ g ⊗ vg =

∑
∆(g)⊗ vg =

∑
g ⊗ ρ(vg) =

∑
g ⊗ h⊗ vg(h)

Seja h ∈ G e sejam g∗, h∗ ∈ (KG)∗ tal que, para x ∈ G, g∗(x) = δg,x, h∗(x) = δh,x,

em que δ é o delta de Kronecker. Aplicando g∗⊗h∗⊗IV à identidade acima, tem-se
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que vg(h) = vgδg,h, donde segue que ρ(vg) = g ⊗ vg. Resta mostrar que a soma é

direta. Tem-se que 0 ∈ Vg, para todo g ∈ G, pois 0 = ρ(0) = g ⊗ 0. Ainda, se

v = vg =
∑
h6=g

vh, tomando g∗ ∈ (KG)∗ como acima definido, tem-se

vg = (g∗ ⊗ IV )(g ⊗ vg) = (g∗ ⊗ IV )(ρ(v)) = (g∗ ⊗ IV )(
∑
h6=g

h⊗ vh) = 0,

donde segue que Vg
⋂ ∑

h6=g
Vh = 0.

Seja H uma álgebra de Hopf. Pode-se induzir sobre o dual de um H-módulo

uma estrutura de H-módulo e, se H tem ant́ıpoda bijetora, sobre o dual de um

H-comódulo de dimensão finita sobre H, uma estrutura de H-comódulo.

Proposição 3.1.1. Seja H uma álgebra de Hopf e seja M um H-módulo. Então

M∗ é um H-módulo com ação definida, para h ∈ H, m ∈M e f ∈M∗, por

(h · f)(m) = f(S(h) ·m).

Demonstração: De fato, tem-se que

(h · (g · f))(m) = (g · f)(S(h) ·m)

= f(S(g) · (S(h) ·m))

= f(S(g)S(h) ·m)

= f(S(hg) ·m)

= ((hg) · f)(m)

e, ainda,

(1 · f)(m) = f(S(1) ·m) = f(1 ·m) = f(m).
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Seja H uma álgebra de Hopf de ant́ıpoda bijetora e seja M um H-comódulo de

dimensão finita sobre H. Seja {mi}i∈I uma base de M sobre H. Consideremos em

M∗ = Hom(M,K) sua base dual {fi} definida por fi(mj) = δi,j, em que δ é o delta

de Kronecker. Definimos a coação, para f ∈M∗, por

ρ(f) =
∑

S−1(mi(−1)
)⊗ f(mi(0))fi.

É ρ assim definida a única soma em H ⊗M∗ satisfazendo a propriedade

(
∑

f(−1)f(0))(m) =
∑

S−1(m(−1))f(m(0)),

para todo m ∈ M . Nomea-la-emos de propriedade de ρ(f). De fato, ρ satisfaz tal

propriedade, pois, escrevendo m =
∑

j ajmj, tem-se

(
∑

f(−1)f(0))(m) =
∑

S−1(mi(−1)
)f(mi(0))fi(m)

=
∑

S−1(mi(−1)
)f(mi(0))fi(

∑
j

ajmj)

=
∑∑

j

S−1(mi(−1)
)f(mi(0))ajfi(mj)

=
∑

S−1(mi(−1)
)f(mi(0))ai

=
∑

S−1(aimi(−1)
)f(mi(0))

=
∑

S−1(m(−1))f(m(0)),

em cuja última identidade segue de
∑
aimi(−1)

⊗mi(0) =
∑
aiρ(mi) = ρ(

∑
aimi) =

ρ(m) =
∑
m(−1) ⊗ m(0). Seja

∑
hk ⊗ gk ∈ H ⊗ M∗ tal que

∑
hkgk(m) =∑

S−1(m(−1))f(m(0)), para todo m ∈M . Tem-se

∑
f(−1) ⊗ f(0) =

∑
S−1(mi(−1)

)⊗ f(mi(0))fi

=
∑

S−1(mi(−1)
)f(mi(0))⊗ fi

=
∑∑

k

hkgk(mi)⊗ fi
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=
∑∑

k

hk ⊗ gk(mi)fi

=
∑
k

hk ⊗
∑

gk(mi)fi

=
∑
k

hk ⊗ gk,

o que demonstra a unicidade de
∑
f(−1) ⊗ f(0).

Proposição 3.1.2. Sejam H uma álgebra de Hopf de ant́ıpoda bijetora e M um H-

comódulo de dimensão finita sobre H. Então M∗ é um H-comódulo com a coação

acima definida.

Demonstração. Sejam f ∈M∗, m ∈M . Tem-se

(∆⊗ I) ◦ ρ(f) = (∆⊗ I)(
∑

S−1(mi(−1)
)⊗ f(mi(0))fi)

=
∑

∆(S−1(mi(−1)
))⊗ f(mi(0))fi

=
∑

S−1(mi(−1)2
)⊗ S−1(mi(−1)1

)⊗ f(mi(0))fi (por iii) de Prop. 2.2.2)

=
∑

S−1(mi(−1)2
)f(mi(0))⊗ S

−1(mi(−1)1
)⊗ fi

=
∑

S−1(mi(0)(−1)
)f(mi(0)(0)

)⊗ S−1(mi(−1)
)⊗ fi

=
∑

f(−1)f(0)(mi(0))⊗ S
−1(mi(−1)

)⊗ fi

=
∑

f(−1) ⊗ S−1(mi(−1)
)⊗ f(0)(mi(0))fi

=
∑

f(−1) ⊗ ρ(f(0))

= (I ⊗ ρ) ◦ ρ(f)

e, ainda,

∑
ε(f(−1))f(0)(m) =

∑
ε(f(−1)f(0)(m))

=
∑

ε(S−1(m(−1))f(m(0)))

=
∑

f(m(0))ε(S
−1(m(−1)))
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=
∑

f(m(0))ε(m(−1)) (de iv) de Prop. 2.2.2)

= f(
∑

ε(m(−1))m(0))

= f(m).

Podemos naturalmente definir homomorfismos de A-módulos e de C-comódulos

e fazemo-lo da seguinte forma:

Definição 3.1.5. Seja A uma álgebra e M , N dois A-módulos à esquerda com

ações µM e µN . Uma transformação linear f : M → N é um homomorfismo de

A-módulos à esquerda se é comutativo o seguinte diagrama:

A⊗M I⊗f //

µM

��

A⊗N

µN

��
M

f
// N

Equivalentemente, é f um homomorfismo de A-módulos à esquerda se, para m ∈M ,

f(a ·m) = a · f(m).

Definição 3.1.6. Seja C uma coálgebra e sejam M ,N dois C-comódulos à direita

com as coações ρM e ρN . Uma transformação linear g : M → N é um homomor-

fismo de C-comódulos à esquerda se é comutativo o seguinte diagrama:

M
g //

ρM

��

N

ρN

��
C ⊗M

I⊗g
// C ⊗N

Equivalentemente, é g um homomorfismo de C-comódulos à esquerda se tem-se,

para m ∈M , ∑
g(m)(−1) ⊗ g(m)(0) =

∑
m(−1) ⊗ g(m(0)).
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Proposição 3.1.3. i) Sejam f : M → N e g : N → L homomorfismos de

H-módulos. Então g ◦ f é um homomorfismo de H-módulos.

ii) Sejam f : M → L e g : N → O homomorfismos de H-módulos. Então

f ⊗ g : M ⊗N → L⊗O é um homomorfismo de H-módulos.

iii) Se g : M → N , h : N → L são homomorfismos de H-comódulos, então h ◦ g

é um homomorfismo de H-comódulos

iv) Sejam g : M → L e h : N → O homomorfismos de H-comódulos. Então

f ⊗ g : M ⊗N → L⊗O é um homomorfismo de H-comódulos.

v) Seja f : M → N um homomorfismo de H-módulos. Então f ∗ : N∗ → M∗ é

um homomorfismo de H-módulos.

vi) Seja f : M → N um homomorfismo de H-comódulos. Se H tem ant́ıpoda

bijetora, então f ∗ : N∗ →M∗ é um homomorfismo de H-comódulos.

Demonstração: Omitiremos a demonstração de i) e ii). Para iii), seja m ∈ M .

Tem-se ∑
h(g(m))(−1) ⊗ h(g(m))(0) =

∑
g(m)(−1) ⊗ h(g(m(0)))

=
∑

m(−1) ⊗ h(g(m(0))).

Para iv), sejam m ∈M , n ∈ N . Tem-se∑
((g ⊗ h)(m⊗ n))(−1) ⊗ ((g ⊗ h)(m⊗ n))(0) =

∑
(g(m)⊗ h(n))(−1) ⊗ (g(m)⊗ h(n))(0)

=
∑

g(m)(−1)h(n)(−1) ⊗ (g(m)(0) ⊗ h(n)(0))

=
∑

m(−1)n(−1) ⊗ (g(m(0))⊗ h(n(0)))

=
∑

(m⊗ n)(−1) ⊗ (g ⊗ h)((m⊗ n)(0)).

Para v), sejam h ∈ H, n∗ ∈ N∗, m ∈M . Tem-se

(f ∗(h · n∗))(m) = (h · n∗)(f(m))
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= n∗(S(h) · f(m))

= n∗(f(S(h) ·m)) (f é homomorfismo de módulos)

= (n∗ ◦ f)(S(h) ·m)

= (f ∗(n∗))(S(h) ·m)

= (h · f ∗(n∗))(m).

Para vi), sejam h ∈ H, n∗ ∈ N∗. Tem-se

((I ⊗ f ∗) ◦ ρ)(n∗) = (I ⊗ f ∗)(
∑

n∗(−1) ⊗ n∗(0))

=
∑

n∗(−1) ⊗ f ∗(n∗(0)).

Mostremos que satisfaz
∑
n∗(−1)⊗f ∗(n∗(0)) a propriedade de ρ(f ∗(n∗)), donde seguirá

que é f um homomorfismo de H-comódulos. Seja m ∈M . Tem-se

(
∑

n∗(−1)f
∗(n∗(0)))(m) =

∑
n∗(−1)n

∗
(0)(f(m))

=
∑

S−1(f(m)(−1))n
∗(f(m)(0)) (propriedade de ρ(n∗))

=
∑

S−1(m(−1))n
∗(f(m(0)))

=
∑

S−1(m(−1))(f
∗(n∗))(m(0)).

Pode-se induzir em um H-módulo à esquerda uma estrutura de H-módulo à

direita e em um H-comódulo à esquerda uma estrutura de H-comódulo à direita

da seguinte forma:

Proposição 3.1.4. Seja H uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda S. Então

i) Seja M um H-módulo à esquerda Então podemos definir em M uma estrutura

de H-módulo à direita definida, para h ∈ H, m ∈M , por m · h = S(h) ·m.
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ii) Seja M um H-comódulo à esquerda. Então podemos definir uma estrutura de

H-comódulo à direita definida, para m ∈M , por ρ′(m) =
∑
m(0)⊗S(m(−1)).

Demonstração: i) Sejam g, h ∈ H, m ∈M . Tem-se

(m · h) · g = S(g) · (m · h)

= S(g) · (S(h)m)

= (S(g)S(h)) ·m

= (S(hg)) ·m

= m · (hg)

e, ainda,

m · 1 = S(1) ·m = 1 ·m = m.

ii) Seja m ∈M . Tem-se

(ρ′ ⊗ I) ◦ ρ′(m) = (ρ′ ⊗ I)(
∑

m(0) ⊗ S(m(−1)))

=
∑

ρ′(m(0))⊗ S(m(−1))

=
∑

m(0)(0) ⊗ S(m(0)(−1)
)⊗ S(m(−1))

=
∑

m(0) ⊗ S(m(−1)2)⊗ S(m(−1)1)

=
∑

m(0) ⊗ S(m(−1))1 ⊗ S(m(−1))2

= (I ⊗∆)(
∑

m(0) ⊗ S(m(−1)))

= (I ⊗∆) ◦ ρ′(m)

e, ainda,

(I ⊗ ε) ◦ ρ′(m) = (I ⊗ ε)(
∑

m(0) ⊗ S(m(−1)))

=
∑

ε(S(m(−1)))m(0)
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=
∑

ε(m(−1))m(0)

= m.

Definição 3.1.7. Seja M um C-comódulo à esquerda. Um subespaço vetorial N ⊆

M é um subcomódulo se ρ(N) ⊆ C ⊗N .

Observe que N é um C-comódulo com a restrição ρN = ρM
∣∣
N

.

Os comódulos comportam-se de forma semelhante a módulos em relação a ho-

momorfismos. O leitor poderá facilmente demonstrar as seguintes proposições, uti-

lizando o análogo resultado para espaços vetoriais.

Proposição 3.1.5. Sejam M um C-comódulo à esquerda e N ⊆ M um sub-

comódulo. O espaço vetorial quociente M/N possui uma única estrutura de C-

comódulo à esquerda ρ : M/N → C ⊗ M/N tal que a projeção canônica p :

M → M/N é um homomorfismo de C-comódulos, definida, para m ∈ M , por

ρ(m) =
∑
m(−1) ⊗m(0).

M
p //

ρ

��

M/N

ρ

��
C ⊗M

I⊗p
// C ⊗M/N

.

Proposição 3.1.6 (Teorema dos homomorfismos para comódulos). Sejam f : M →

N um homomorfismo de C-comódulos à esquerda e p : M →M/Ker(f) a projeção

canônica. Então existe um único homomorfismo f : M/Ker(f) → N tal que

f = f ◦ p. Além disso, f é um isomorfismo entre M/Ker(f) e Im(f).
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.

3.2 Módulos de Yetter-Drinfeld

Apresentaremos uma importante relação de compatibilidade entre a estrutura de

H-módulo e de H-comódulo de um mesmo espaço vetorial.

Definição 3.2.1. Seja H uma álgebra de Hopf. Um módulo de Yetter-Drinfeld à

esquerda sobre H é um espaço vetorial M que é um H-módulo à esquerda e um

H-comódulo à esquerda possuindo a seguinte propriedade de compatibilidade, para

h ∈ H e m ∈M :

ρ(h ·m) =
∑

(h ·m)(−1) ⊗ (h ·m)(0) =
∑

h1m(−1)S(h3)⊗ h2 ·m(0).

Os módulos de Yetter-Drinfeld possuem grande importância para álgebras de

Nichols e grupos quânticos.

Exemplo 3.2.1. Seja V um espaço vetorial. Então V é um H-módulo de Yetter-

Drinfeld com ação e coação definidas, conforme o Exemplo 3.1.4, para h ∈ H,

v ∈ V ,

h · v = ε(h)v, ρ(v) = 1H ⊗ v.

De fato, ∑
h1v(−1)S(h3)⊗ h2 · v =

∑
h11HS(h3)⊗ ε(h2)v

=
∑

h1S(h3ε(h2))⊗ v

=
∑

h1S(h2)⊗ v

= 1Hε(h)⊗ v

= 1H ⊗ ε(h)v

= 1H ⊗ h · v

= ρ(h · v).
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Exemplo 3.2.2. Sejam M , N dois H-módulos de Yetter-Drinfeld. Então M⊗N é

um módulo de Yetter-Drinfeld com ação e coação definidas, conforme os Exemplos

3.1.5 e 3.1.6, para h ∈ H, m ∈M e n ∈ N , por

h · (m⊗ n) =
∑

h1 ·m⊗ h2 · n, ρ(m⊗ n) =
∑

m(−1)n(−1) ⊗ (m(0) ⊗ n(0)).

De fato, sejam m ∈M , n ∈ N , h ∈ H. Tem-se

ρ(h · (m⊗ n)) =
∑

ρ(h1 ·m⊗ h2 · n)

=
∑

(h1 ·m)(−1)(h2 · n)(−1) ⊗ (h1 ·m)(0) ⊗ (h2 · n)(0)

=
∑

h11m(−1)S(h13)h21n(−1)S(h23)⊗ h12 ·m(0) ⊗ h22 · n(0)

=
∑

h1m(−1)S(h3)h4n(−1)S(h6)⊗ h2 ·m(0) ⊗ h5 · n(0)

=
∑

h1m(−1)ε(h3)n(−1)S(h5)⊗ h2 ·m(0) ⊗ h4 · n(0)

=
∑

h1m(−1)n(−1)S(h5)⊗ (h2ε(h3)) ·m(0) ⊗ h4 · n(0)

=
∑

h1m(−1)n(−1)S(h4)⊗ h2 ·m(0) ⊗ h3 · n(0)

=
∑

h1m(−1)n(−1)S(h3)⊗ h21 ·m(0) ⊗ h22 · n(0)

=
∑

h1(m(−1)n(−1))S(h3)⊗ h2 · (m(0) ⊗ n(0))

=
∑

h1(m⊗ n)(−1)S(h3)⊗ h2 · (m⊗ n)(0).

Exemplo 3.2.3. (Ação adjunta à esquerda de H) Seja H uma álgebra de Hopf. H é

um H-módulo de Yetter-Drinfeld com ação e coação definidas, conforme o Exemplo

3.1.8, para h, x ∈ H por

h · x =
∑

h1xS(h2), ρ(x) =
∑

x1 ⊗ x2.

De fato,

ρ(h · x) = ρ(
∑

h1xS(h2))
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=
∑

(h1xS(h2))1 ⊗ (h1xS(h2))2

=
∑

h11x1S(h2)1 ⊗ h12x2S(h2)2

=
∑

h11x1S(h22)⊗ h12x2S(h21)

=
∑

h1x1S(h4)⊗ h2x2S(h3)

=
∑

h1x1S(h3)⊗ h2 · x2

=
∑

h1x(−1)S(h3)⊗ h2 · x(0).

Exemplo 3.2.4. (Coação adjunta à esquerda de H) Seja H uma álgebra de Hopf.

Então H é um H-módulo de Yetter-Drinfeld com ação e coação definidas, conforme

o Exemplo 3.1.9, para h, x ∈ H por

h · x = hx, ρ(x) =
∑

x1S(x3)⊗ x2.

De fato,

ρ(h · x) = ρ(hx)

=
∑

(hx)1S((hx)3)⊗ (hx)2

=
∑

h1x1S(h3x3)⊗ h2x2

=
∑

h1x1S(x3)S(h3)⊗ h2x2

=
∑

h1(x1S(x3))S(h3)⊗ h2 · x2

=
∑

h1x(−1)S(h3)⊗ h2 · x(0).

Exemplo 3.2.5. Seja G um grupo. Sabemos do Exemplo 3.1.10 que um espaço

vetorial V é um KG-comódulo se, e somente se, V =
⊕
g∈G

Vg, em que Vg = {v ∈

V | ρ(v) = g ⊗ v}. Tem-se que V , com ação definida, para h ∈ H, v ∈ V , por
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h · v = ε(h)v e coação definida, para vg ∈ Vg, por ρ(vg) = g ⊗ vg é um módulo de

Yetter-Drinfeld sobre KG se, e somente se, g · vh ∈ Vghg−1, para todos g, h ∈ G.

De fato, se V é um H-módulo de Yetter-Drinfeld, tem-se

ρ(g · vh) =
∑

g1vh(−1)
S(g3)⊗ g2 · vh(0)

= ghg−1 ⊗ g · vh

= ghg−1 ⊗ ε(g)vh

= ghg−1 ⊗ vh,

logo g · vh ∈ Vghg−1. Reciprocamente, se g · vh ∈ Vghg−1, tem-se

ρ(g · vh) = ghg−1 ⊗ g · vh

=
∑

g1vh(−1)
S(g3)⊗ g2 · vh(0) ,

donde segue que V é um H-módulo de Yetter-Drinfeld.

Exemplo 3.2.6. Seja V o espaço vetorial gerado pela base {x(ij)}1≤i,j≤n, em que

(ij) é a transposição que leva i em j e j em i. V é um módulo de Yetter-Drinfeld

sobre KSn com ação e coação definidas para g ∈ Sn por

g · x(ij) = sgn(g)x(g(i)g(j)), ρ(x(ij)) = (ij)⊗ x(ij),

em que sgn(g) é o sinal da permutação g. De fato,

ρ(g · x(ij)) = ρ(sgn(g)x(g(i)g(j)))

= sgn(g)(g(i)g(j))⊗ x(g(i)g(j))

= sgn(g)g(ij)g−1 ⊗ x(g(i)g(j))

= g(ij)g−1 ⊗ sgn(g)x(g(i)g(j))

= g(ij)g−1 ⊗ g · x(ij)

= g1x(ij)(−1)
S(g3)⊗ g2 · x(ij)(0) .
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Seja H uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda bijetora e seja M um H-módulo de

Yetter-Drinfeld de dimensão finita. Então tem M∗ uma estrutura de H-módulo e de

H-comódulo definida, conforme as Proposições 3.1.1 e 3.1.2, para h ∈ H, f ∈ M∗,

m ∈M , por

(h · f)(m) = f(S(h) ·m), ρ(f) =
∑

S−1(mi(−1)
)⊗ f(mi(0))fi,

em que {mi}i∈I é uma base de M e {fi}i∈I é sua base dual.

Proposição 3.2.1. Sejam H uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda bijetora e M um

H-módulo de Yetter-Drinfeld de dimensão finita. Então M∗ é um H-módulo de

Yetter-Drinfeld com a ação e a coação acima definidas.

Demonstração: Sejam h ∈ H, f ∈ M∗ e m ∈ M . Mostremos que satisfaz∑
h1f(−1)S(h3)⊗ (h2 · f(0)) a propriedade de ρ(h · f). De fato,∑

h1f(−1)S(h3)(h2 · f(0))(m)

=
∑

h1f(−1)S(h3)f(0)(S(h2) ·m)

=
∑

h1f(−1)f(0)(S(h2) ·m)S(h3)

=
∑

h1S
−1((S(h2) ·m)(−1))f((S(h2) ·m)(0))S(h3) (prop. de ρ(f))

=
∑

h1S
−1(S(h2)1m(−1)S(S(h2)3))f(S(h2)2 ·m(0))S(h3) (M é YD)

=
∑

h1S
−1(S(h23)m(−1)S(S(h21))f(S(h22) ·m(0))S(h3)

=
∑

h1S
−1(S(h4)m(−1)S(S(h2)))f(S(h3) ·m(0))S(h5)

=
∑

h1S(h2)S−1(m(−1))h4S(h5)f(S(h3) ·m(0))

=
∑

1Hε(h1)S−1(m(−1))1Hε(h3)f(S(h2) ·m(0))

=
∑

S−1(m(−1))f(S(ε(h1)h2ε(h3)) ·m(0))

=
∑

S−1(m(−1))f(S(h) ·m(0))

=
∑

S−1(m(−1))(h · f)(m(0)).
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Encerramos esta sessão apresentando a noção de homomorfismos de módulos de

Yetter-Drinfeld e algumas de suas propriedades, que decorrem imediatamente das

análogas propriedades de homomorfismos de módulos e de comódulos.

Definição 3.2.2. Um homomorfismo de H-módulos de Yetter-Drinfeld é um ho-

momorfismo de H-módulos e de H-comódulos.

Proposição 3.2.2. i) Sejam f : M → N e g : N → O homomorfismos de

H-módulos de Yetter-Drinfeld. Então é g ◦ f : M → O um homomorfismo de

H-módulos de Yetter-Drinfeld.

ii) Sejam f : M → L e g : N → O homomorfismos de H-módulos de Yetter-

Drinfeld. Então é f ⊗ g : M ⊗N → L⊗O um homomorfismo de H-módulos

de Yetter-Drinfeld.

iii) Seja f : M → N um homomorfismo de H-módulos de Yetter-Drinfeld. Se

H tem ant́ıpoda bijetora, então é f ∗ : N∗ → M∗ um homomorfismo de H-

módulos de Yetter-Drinfeld.
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Caṕıtulo 4

Álgebras de Hopf trançadas

4.1 Espaços vetoriais trançados

Apresentaremos neste caṕıtulo o conceito de tranças e espaços vetoriais e álgebras

de Hopf trançadas. Tais conceitos são de grande importância no estudo de álgebras

de Nichols, teoria das representações e grupos quânticos.

Definição 4.1.1. Seja V um espaço vetorial. Uma trança de V é um isomorfismo

linear c : V ⊗ V → V ⊗ V satisfazendo a equação de tranças

(c⊗ I) ◦ (I ⊗ c) ◦ (c⊗ I) = (I ⊗ c) ◦ (c⊗ I) ◦ (I ⊗ c).

Um espaço vetorial possuindo uma trança é chamado de espaço vetorial trançado.

Exemplo 4.1.1 (Trança diagonal). Seja V um espaço vetorial. Então é V um

espaço vetorial trançado com c definida, para u, v ∈ V , por

c(u⊗ v) = qu,vv ⊗ u,
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em que qu,v ∈ K é não-nulo. Claramente c é uma transformação linear. Sejam u,

v, w ∈ V . Tem-se

((c⊗ I) ◦ (I ⊗ c) ◦ (c⊗ I))(u⊗ v ⊗ w) = ((c⊗ I) ◦ (I ⊗ c))(qu,vv ⊗ u⊗ w)

= (c⊗ I)(qu,wqu,vv ⊗ w ⊗ u)

= qv,wqu,wqu,vw ⊗ v ⊗ u

= qu,vqu,wqv,ww ⊗ v ⊗ u

= (I ⊗ c)(qu,wqv,ww ⊗ u⊗ v)

= ((I ⊗ c) ◦ (c⊗ I))(qv,wu⊗ w ⊗ v)

= ((I ⊗ c) ◦ (c⊗ I) ◦ (I ⊗ c))(u⊗ v ⊗ w).

Uma vasta e importante classe de exemplos de tranças são da forma acima.

Exemplo 4.1.2. Seja H uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda bijetora e seja M

um H-módulo de Yetter-Drinfeld. Então M é um espaço vetorial trançado com c

definida, para m, n ∈M , por

c(m⊗ n) = m(−1) · n⊗m(0).

Claramente c é uma transformação linear. Ainda, é um isomorfismo, cuja inversa

é definida por c−1(n⊗m) = m(0) ⊗ S−1(m(−1)) · n. De fato, tem-se

c−1 ◦ c(m⊗ n) = c−1(
∑

m(−1) · n⊗m(0))

=
∑

m(0)(0) ⊗ S
−1(m(0)(−1)

) · (m(−1) · n)

=
∑

m(0) ⊗ (S−1(m(−1)2)m(−1)1) · n

=
∑

m(0) ⊗ (S−1(m(−1)2)S
−1(S(m(−1)1))) · n

=
∑

m(0) ⊗ (S−1(S(m(−1)1)m(−1)2)) · n

=
∑

m(0) ⊗ (S−1(ε(m(−1))1H)) · n

=
∑

ε(m(−1))m(0) ⊗ S−1(1H) · n
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= m⊗ 1H · n

= m⊗ n

e, ainda,

(c ◦ c−1)(n⊗m) = c(
∑

m(0) ⊗ S−1(m(−1)) · n)

=
∑

(m(0)(−1)
· (S−1(m(−1)) · n)⊗m(0)(0)

=
∑

(m(−1)2S
−1(m(−1)1)) · n⊗m(0)

=
∑

ε(m(−1))1H · n⊗m(0)

= n⊗ (
∑

ε(m(−1))m(0))

= n⊗m.

Provemos que c satisfaz a equação da trança. De fato, sejam m, n, l ∈ M .

Tem-se

((c⊗ I)◦(I ⊗ c) ◦ (c⊗ I))(m⊗ n⊗ l)

=((c⊗ I) ◦ (I ⊗ c))(
∑

m(−1) · n⊗m(0) ⊗ l)

=(c⊗ I)(
∑

m(−1) · n⊗m(0)(−1)
· l ⊗m(0)(0))

=
∑

((m(−1) · n)(−1) · (m(0)(−1)
· l))⊗ (m(−1) · n)(0) ⊗m(0)(0)

=
∑

(m(−1)1n(−1)S(m(−1)3) · (m(0)(−1)
· l)⊗m(−1)2 · n(0) ⊗m(0)(0)

=
∑

(m(−1)1n(−1)S(m(−1)3)m(0)(−1)
) · l ⊗m(−1)2 · n(0) ⊗m(0)(0)

=
∑

(m(−1)1n(−1)S(m(−1)3)m(−1)4) · l ⊗m(−1)2 · n(0) ⊗m(0)

=
∑

(m(−1)1n(−1)S(m(−1)31
)m(−1)32

) · l ⊗m(−1)2 · n(0) ⊗m(0)

=
∑

(m(−1)1n(−1)ε(m(−1)3)1H) · l ⊗m(−1)2 · n(0) ⊗m(0)

=
∑

(m(−1)1n(−1)) · l ⊗ (ε(m(−1)3)m(−1)2) · n(0) ⊗m(0)

=
∑

(m(−1)1n(−1)) · l ⊗m(−1)2 · n(0) ⊗m(0)

=
∑

(m(−1)n(−1)) · l ⊗m(0)(−1)
· n(0) ⊗m(0)(0)
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=(I ⊗ c)(
∑

(m(−1)n(−1)) · l ⊗m(0) ⊗ n(0))

=(I ⊗ c)(
∑

m(−1) · (n(−1) · l)⊗m(0) ⊗ n(0))

=((I ⊗ c) ◦ (c⊗ I))(m⊗ n(−1) · l ⊗ n(0))

=((I ⊗ c) ◦ (c⊗ I) ◦ (I ⊗ c)(m⊗ n⊗ l).

O exemplo acima pode ser generalizado no seguinte sentido: sejam M e N H-

módulos de Yetter-Drinfeld. Definimos cM,N : M ⊗ N → N ⊗M , para m ∈ M ,

n ∈ N , por

cM,N(m⊗ n) = m(−1) · n⊗m(0).

A classe de aplicações c satisfaz a seguinte equação generalizada da trança: para

quaisquer H-módulos de Yetter-Drinfeld M , N e L, tem-se

(cN,L ⊗ IM) ◦ (IN ⊗ cM,L) ◦ (cM,N ⊗ IL) = (IL ⊗ cM,N) ◦ (cM,L ⊗ IN) ◦ (IM ⊗ cN,L).

A trança cM,N possui inversa c−1
M,N : N ⊗M →M ⊗N definida por c−1

M,N(n⊗m) =

m(0) ⊗ S−1(m(−1)) · n. Além disso, para cada M , N , cM,N é um isomorfismo de

H-módulos de Yetter-Drinfeld. De fato, sejam h ∈ H, m ∈M , n ∈ N . Tem-se

c(h · (m⊗ n)) = c(
∑

h1 ·m⊗ h2 · n)

=
∑

(h1 ·m)(−1) · (h2 · n)⊗ (h1 ·m)(0)

=
∑

(h11m(−1)S(h13)) · (h2 · n)⊗ h12 ·m(0)

=
∑

(h11m(−1)S(h13)h2) · n⊗ h12 ·m(0)

=
∑

(h1m(−1)S(h3)h4) · n⊗ h2 ·m(0)

=
∑

(h1m(−1)ε(h3)1H) · n⊗ h2 ·m(0)

=
∑

(h1m(−1)) · n⊗ (ε(h3)h2) ·m(0)

=
∑

h1 · (m(−1) · n)⊗ h2 ·m(0)

= h · (
∑

m(−1) · n⊗m(0))
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= h · c(m⊗ n)

e, ainda,∑
c(m⊗ n)(−1) ⊗ c(m⊗ n)(0) =

∑
(m(−1) · n)(−1)m(0)(−1)

⊗ (m(−1) · n)(0) ⊗m(0)(0)

=
∑

m(−1)1n(−1)S(m(−1)3)m(0)(−1)
⊗m(−1)2 · n(0) ⊗m(0)(0)

=
∑

m(−4)n(−1)S(m(−2))m(−1) ⊗m(−3) · n(0) ⊗m(0)

=
∑

m(−3)n(−1)S(m(−1)1)m(−1)2 ⊗m(−2) · n(0) ⊗m(0)

=
∑

m(−3)n(−1)ε(m(−1))⊗m(−2) · n(0) ⊗m(0)

=
∑

m(−3)n(−1) ⊗ (m(−2)ε(m(−1))) · n(0) ⊗m(0)

=
∑

m(−2)n(−1) ⊗m(−1) · n(0) ⊗m(0)

=
∑

m(−1)n(−1) ⊗m(0)(−1)
· n(0) ⊗m(0)(0)

=
∑

(m⊗ n)(−1) ⊗ c((m⊗ n)(0)).

Em linguagem de categorias, tal fato significa que a categoria dos H-módulos

de Yetter-Drinfeld é uma categoria trançada, o que justifica o nome das noções

apresentadas nesta seção.

4.2 As álgebras trançadas

Introduziremos neste caṕıtulo o conceito de álgebras de Hopf trançadas. Não

obstante estas são usualmente definidas como uma álgebra de Hopf em uma catego-

ria trançada, restringiremos esta noção à categoria dos módulos de Yetter-Drinfeld

sobre uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda bijetora.

Definição 4.2.1. Seja H uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda bijetora. Uma álgebra

trançada sobre H é uma álgebra R que é um H-módulo de Yetter-Drinfeld e as

transformações lineares que definem sua estrutura, m e u, são homorfismos de

módulos de Yetter-Drinfeld.
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Seja R uma álgebra trançada. Sua multiplicação m é um homorfismo de H-

módulos e de H-comódulos, donde segue, para h ∈ H, r, s ∈ R, que

h · (m(r ⊗ s)) = m(h · (r ⊗ s)),∑
m(r ⊗ s)(−1) ⊗m(r ⊗ s)(0) =

∑
(r ⊗ s)(−1) ⊗m((r ⊗ s)(0)),

u(h · 1K) = h · u(1K),∑
u(1K)(−1) ⊗ u(1K)(0) =

∑
1K(−1)

⊗ u(1K(0)
).

Satisfaz, portanto, R as propriedades

h · (rs) =
∑

(h1 · r)(h2 · s),∑
(rs)(−1) ⊗ (rs)(0) =

∑
r(−1)s(−1) ⊗ r(0)s(0),

h · 1R = ε(h)1R,

ρ(1R) = 1H ⊗ 1R.

Definição 4.2.2. Seja H uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda bijetora. Uma coálgebra

trançada sobre H é uma coálgebra R que é um H-módulo de Yetter-Drinfeld e

as transformações lineares que definem sua estrutura, ∆ e ε, são homorfismos de

módulos de Yetter-Drinfeld.

Seja R uma coálgebra trançada. Sua comultiplicação ∆ e sua counidade ε são

homomorfismos de H-módulos e de H-comódulos, donde segue, para h ∈ H, r ∈ R,

que

∆(h · r) = h ·∆(r),∑
∆(r)(−1) ⊗∆(r)(0) =

∑
r(−1) ⊗∆(r(0)),

ε(h · r) = h · ε(r),∑
ε(r)(−1) ⊗ ε(r)(0) =

∑
r(−1) ⊗ ε(r(0)).

Satisfaz, portanto, R as propriedades∑
(h · r)1 ⊗ (h · r)2 =

∑
h1 · r1 ⊗ h2 · r2,
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∑
r1(−1)

r2(−1)
⊗ r1(0) ⊗ r2(0) =

∑
r(−1) ⊗ r(0)1 ⊗ r(0)2 ,

ε(h · r) = ε(h)ε(r),∑
r(−1) ⊗ ε(r(0)) = ε(r)1H ⊗ 1R.

Sejam R e S álgebras trançadas. Então tem R ⊗ S através da trança cS,R,

definida, para r ∈ R, s ∈ S, por, cS,R(s ⊗ r) = s(−1) · r ⊗ s(0), uma estrutura de

álgebra trançada definida por

mR⊗S = (mR ⊗mS) ◦ (I ⊗ cS,R ⊗ I), uR⊗S = (uR ⊗ uS) ◦ φ,

em que φ : K → K ⊗K definida, para k ∈ K, por φ(k) = k ⊗ 1, é o isomorfismo

canônico. Chamaremos essa multiplicação de multiplicação trançada e escreveremos

R⊗S para R⊗ S com a estrutura de álgebra descrita acima.

Sejam r, r′ ∈ R, s, s′ ∈ S. Tem-se

(r ⊗ s)(r′ ⊗ s′) = ((mR ⊗mS) ◦ (I ⊗ cS,R ⊗ I))(r ⊗ s⊗ r′ ⊗ s′)

= (mR ⊗mS)(
∑

r ⊗ s(−1) · r′ ⊗ s(0) ⊗ s′)

=
∑

r(s(−1) · r′)⊗ s(0)s
′.

De fato, tal multiplicação é associativa. Sejam r, r′, r′′ ∈ R, s, s′, s′′ ∈ S. Tem-se

((r ⊗ s)(r′ ⊗ s′))(r′′ ⊗ s′′) = (r(s(−1) · r′)⊗ s(0)s
′)(r′′ ⊗ s′′)

= r(s(−1) · r′)((s(0)s
′)(−1) · r′′)⊗ (s(0)s

′)(0)s
′′

= r(s(−1) · r′)((s(0)(−1)
s′(−1)) · r′′)⊗ s(0)(0)s

′
(0)s
′′

= r(s(−1)2 · r′)((s(−1)1s
′
(−1)) · r′′)⊗ s(0)s

′
(0)s
′′

= r(s(−1)2 · r′)(s(−1)1 · (s′(−1) · r′′))⊗ s(0)s
′
(0)s
′′

= r(s(−1) · (r′(s′(−1) · r′′)))⊗ s(0)(s
′
(0)s
′′)

= (r ⊗ s)(r′(s′(−1) · r′′)⊗ s′(0)s
′′)

= (r ⊗ s)((r′ ⊗ s′)(r′′ ⊗ s′′)).
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É 1R ⊗ 1S a unidade de mR⊗S, pois

(1R ⊗ 1S)(r ⊗ s) =
∑

1R(1S(−1)
· r)⊗ 1S(0)

s = 1R(1H · r)⊗ 1Ss = r ⊗ s

e, ainda,

(r ⊗ s)(1R ⊗ 1S) =
∑

r(s(−1) · 1R)⊗ s(0)1S

=
∑

rε(s(−1))1R ⊗ s(0)

= r ⊗
∑

ε(s(−1))s(0)

= r ⊗ s.

Definição 4.2.3. Seja H uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda bijetora. Uma biálgebra

trançada sobre H é uma álgebra trançada e coálgebra trançada R sobre H tal que são

as transformações lineares que definem sua estrutura de coálgebra, ∆ : R → R⊗R

e ε : R→ K são homorfismos de álgebras.

Seja R uma biálgebra trançada. Sua comultiplicação ∆ e sua counidade ε são

homorfismos de álgebras, donde segue, para r, s ∈ R, que

∑
(rs)1 ⊗ (rs)2 =

∑
r1(r2(−1)

· s1)⊗ r2(0)s2,

∆(1R) = 1R ⊗ 1R,

ε(rs) = ε(r)ε(s),

ε(1R) = 1K .

Definição 4.2.4. Seja H uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda bijetora. Uma álgebra

de Hopf trançada R sobre H é uma biálgebra sobre H que possui uma ant́ıpoda

S : H → H que é um homomorfismo de H-módulos e de H-comódulos.

Em resumo, uma álgebra de Hopf trançada R sobre uma álgebra de Hopf H, com

ant́ıpoda bijetora, é uma álgebra de Hopf que é um H-módulo de Yetter-Drinfeld
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satisfazendo, para r, s ∈ R, h ∈ H, as propriedades

(álgebra trançada)

h · (rs) =
∑

(h1 · r)(h2 · s),∑
(rs)(−1) ⊗ (rs)(0) =

∑
r(−1)s(−1) ⊗ r(0)s(0),

h · 1R = ε(h)1R,

ρ(1R) = 1H ⊗ 1R,

(coálgebra trançada)∑
(h · r)1 ⊗ (h · r)2 =

∑
h1 · r1 ⊗ h2 · r2,∑

r1(−1)
r2(−1)

⊗ r1(0) ⊗ r2(0) =
∑

r(−1) ⊗ r(0)1 ⊗ r(0)2 ,

ε(h · r) = ε(h)ε(r),∑
r(−1) ⊗ ε(r(0)) = ε(r)1H ⊗ 1R,

(biálgebra trançada)∑
(rs)1 ⊗ (rs)2 =

∑
r1(r2(−1)

· s1)⊗ r2(0)s2,

∆(1R) = 1R ⊗ 1R,

ε(rs) = ε(r)ε(s),

ε(1R) = 1K ,

(álgebra de Hopf trançada)∑
S(r1)r2 = ε(r)1R =

∑
r1S(r2),

S(h · r) = h · S(r),∑
S(r)(−1) ⊗ S(r(0)) =

∑
r(−1) ⊗ S(r(0)).

A seguinte proposição mostra que a existência de uma ant́ıpoda numa biálgebra

trançada garante que esta é uma álgebra de Hopf trançada.

Proposição 4.2.1. Seja H uma álgebra de Hopf com ant́ıpoda bijetora e seja R

uma biálgebra trançada sobre H. Se R possui uma ant́ıpoda S, então é S um
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homomorfismo de H-módulos de Yetter-Drinfeld e, portanto, é R uma álgebra de

Hopf trançada.

Demonstração: Mostremos que S é homorfismo de H-módulos. Para tanto, consi-

deremos a álgebra Hom(H ⊗R,R) com o produto convolução, que possui unidade

uR ◦ εH⊗R, e sejam F , G, P : H ⊗R→ R definidas, para h ∈ H, r ∈ R, por

F (h⊗ r) = S(h · r), G(h⊗ r) = h · S(r), P (h⊗ r) = h · r.

Provaremos que G ∗ P = uR ◦ εH⊗R = P ∗ F , donde concluiremos que F = G e

seguirá a tese. Tem-se

(G ∗ P )(h⊗ r) =
∑

G((h1 ⊗ r1)P (h2 ⊗ r2)

=
∑

(h1 · S(r1))(h2 · r2)

= h · (
∑

S(r1)r2) (m é hom. de H-módulos)

= h · (εR(r)1R)

= εR(r)εH(h)1R

= εH⊗R(h⊗ r)1R

= uR ◦ εH⊗R(h⊗ r)

e, também,

(P ∗ F )(h⊗ r) =
∑

P (h1 ⊗ r1)F (h2 ⊗ r2)

=
∑

(h1 · r1)S(h2 · r2)

=
∑

(h · r)1S((h · r)2) (∆ é hom. de H-módulos)

= εR(h · r)1R

= h · εR(r)1R (εR é hom. de H-módulos)

= εR(r)εH(h)1R

= uR ◦ εH⊗R(h⊗ r).
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Mostremos que S é morfismo de H-comódulos. Para tanto, consideremos a

álgebra Hom(R,H ⊗R) com o produto convolução, que possui unidade uH⊗R ◦ εR,

e sejam F , G : R→ H ⊗R definidas, para r ∈ R, por

F (r) =
∑

S(r)(−1) ⊗ S(r)(0), G(r) =
∑

r(−1) ⊗ S(r(0)).

Provemos que G ∗ ρ = uH⊗R ◦ εR = ρ ∗F , donde concluiremos que F = G e seguirá

a tese. Tem-se

(G ∗ ρ)(r) =
∑

G(r1)ρ(r2)

=
∑

(r1(−1)
⊗ S(r1(0)))(r2(−1)

⊗ r2(0))

=
∑

r1(−1)
r2(−1)

⊗ S(r1(0))r2(0)

=
∑

r(−1) ⊗ S(r(0)1
)r(0)2

(∆ é hom. de H-comódulos)

=
∑

r(−1) ⊗ εR(r(0))1R

= εR(r)1H ⊗ 1R (εR é hom. de H-comódulos)

= uH⊗R ◦ εR(r)

e, também,

(ρ ∗ F )(r) =
∑

ρ(r1)F (r2)

=
∑

(r1(−1)
⊗ r1(0))(S(r2)(−1) ⊗ S(r2)(0))

=
∑

r1(−1)
S(r2)(−1) ⊗ r1(0)S(r2)(0)

=
∑

(r1S(r2))(−1) ⊗ (r1S(r2))(0) (m é hom. de H-comódulos)

=
∑

(εR(r)1R)(−1) ⊗ (εR(r)1R)(0)

= ρ(εR(r)1R)

= εR(r)ρ(1R)

= εR(r)1H ⊗ 1R (u é hom. de H-comódulos)

= uH⊗R ◦ εR(r).
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A seguinte proposição decorre imediatamente do fato de que a projeção sobre o

espaço quociente é um homomorfismo de módulos de Yetter-Drinfeld.

Proposição 4.2.2. Sejam R uma álgebra de Hopf trançada e I um ideal, coideal,

submódulo e subcomódulo de R tal que S(I) ⊆ I. Então é R/I uma álgebra de Hopf

trançada.

.

Exemplo 4.2.1. Seja M um H-módulo de Yetter-Drinfeld. Então sua álgebra

tensorial T (M) =
∞⊕
n=0

M⊗n, em que M⊗0 = K e M⊗n = M ⊗ . . .⊗M︸ ︷︷ ︸
n vezes

, n > 1,

com sua estrutura de álgebra definida no Exemplo 2.1.4, é uma álgebra de Hopf

trançada. Sua estrutura de álgebra de Hopf trançada é definida aplicando a propri-

edade universal às transformações lineares ∆ : M → T (M)⊗T (M), ε : M → K e

S : M → T (M)op definidas, para m ∈ V , por

∆(m) = m⊗1K + 1K⊗m, ε(m) = 0, S(m) = −m,

em que T (M)⊗T (M) é uma álgebra com a multiplicação trançada. Note como essa

estrutura é diferente da apresentada no Exemplo 2.1.4. Para ilustrarmos esse fato,

sejam m, n ∈M . Então tem-se

∆(mn) = ∆(m)∆(n)

= (m⊗1K + 1K⊗m)(n⊗1K + 1K⊗n)

= (m⊗1K)(n⊗1K) + (m⊗1K)(1K⊗n)

+ (1K⊗m)(n⊗1K) + (1K⊗m)(1K⊗n)

= m((1K)(−1) · n)⊗(1K)(0)1K +m((1K)(−1) · 1K)⊗(1K)(0)n

+ 1K(m(−1) · n)⊗m(0)1K + 1K(m(−1) · 1K)⊗m(0)n

= mn⊗1K +m⊗n+m(−1) · n⊗m(0) + ε(m(−1))1K⊗m(0)n
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= mn⊗1K +m⊗n+m(−1) · n⊗m(0) + 1K⊗ε(m(−1))m(0)n

= mn⊗1K +m⊗n+m(−1) · n⊗m(0) + 1K⊗mn.

É T (M) um módulo de Yetter-Drinfeld com ação e coação definidas, para h ∈ H,

m = m0+
∞∑
n=1

m
(n)
1 ⊗. . .⊗m

(n)
n ∈ T (M), em que m0 ∈ K, m

(n)
i ∈M , para 1 ≤ i ≤ n,

por

h · (m) = ε(h)m0 +
∞∑
n=1

h1 ·m(n)
1 ⊗ . . .⊗ hn ·m(n)

n ,

ρ(m) = m01H ⊗ 1K +
∞∑
n=1

(m
(n)
1 )(−1) . . . (m

(n)
n )(−1) ⊗ ((m

(n)
1 )(0) ⊗ . . .⊗ (m(n)

n )(0)).

Note que as somas acima são finitas. Esta estrutura de H-módulo de Yetter-

Drinfeld é obtida através das estruturas dos Exemplos 3.2.1 e 3.2.2 (estendida para

uma quantidade finita de tensoriais).

Analogamente ao Exemplo 2.1.4, T (M) é uma álgebra de Hopf com as aplicações

acima. Basta verificarmos as propriedades de álgebra e de coálgebra trançada;

as propriedades de biálgebra trançada decorre da propriedade universal da álgebra

tensorial e a existência da ant́ıpoda implicará que T (M) é uma álgebra de Hopf

trançada. De fato, sejam h ∈ H, m = m[1] . . .m[k] ∈ M⊗k, n = n[1] . . . n[l] ∈ M⊗l,

m[i], m[j] ∈M , i ≤ k, j ≤ l. Tem-se

h · (mn) = h · (m⊗ n) = h · (m[1] ⊗ . . .⊗m[k] ⊗ n[1] ⊗ . . .⊗ n[l])

=
∑

(h1 ·m[1] ⊗ . . .⊗ hk ·m[k])⊗ (hk+1 · n[1] ⊗ . . .⊗ hk+l · n[l])

=
∑

(h1 · (m[1] ⊗ . . .⊗m[k]))(h2 · (n[1] ⊗ . . .⊗ n[l]))

=
∑

(h1 ·m)(h2 · n),

e, ainda,

∑
(mn)(−1) ⊗ (mn)(0) =

∑
(m[1] ⊗ . . .⊗m[k] ⊗ n[1] ⊗ . . .⊗ n[l])(−1)

⊗ (m[1] ⊗ . . .⊗m[k] ⊗ n[1] ⊗ . . .⊗ n[l])(0)
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=
∑

(m[1](−1)
. . .m[k](−1)

)(n[1](−1)
. . . n[l](−1)

)

⊗ ((m[1](0) ⊗ . . .⊗m[k](0))⊗ (n[1](0) ⊗ . . .⊗ n[l](0)))

=
∑

(m[1] . . .m[k])(−1)(n[1] . . . n[l])(−1)

⊗ ((m[1] ⊗ . . .⊗m[k])(0)(n[1] ⊗ . . .⊗ n[l])(0))

=
∑

m(−1)n(−1) ⊗m(0)n(0),

donde seguem as igualdades h · (rs) =
∑

(h1 · r)(h2 · (s)) e
∑

(rs)(−1) ⊗ (rs)(0) =∑
r(−1)s(−1) ⊗ r(0)s(0), para todos r, s ∈ T (M). Mais ainda, h · 1K = ε(h)1K e,

finalmente, ρ(1K) = 1H ⊗ 1K. Logo é T (M) uma álgebra trançada.

Provemos que T (M) é uma coálgebra trançada. Sejam h ∈ H, m ∈ n. Tem-se

h ·∆(m) = h · (m⊗1K + 1K⊗m)

=
∑

h1 ·m⊗h2 · 1K + h1 · 1K⊗h2 ·m

=
∑

h1 ·m⊗ ε(h2)1K + ε(h1)1K⊗h2 ·m

=
∑

(h1ε(h2)) ·m⊗1K + 1K⊗(ε(h1)h2) ·m

= h ·m⊗1K + 1K⊗h ·m

= ∆(h ·m).

Para demonstrar a identidade para todo elemento de T (M), é suficiente mostrar

que vale para todo elemento da forma mn, em que m, n ∈M . De fato,

∆(h · (mn)) = ∆(
∑

(h1 ·m)(h2 · n))

=
∑

(h1 ·m)(h2 · n)⊗1K + h1 ·m⊗h2 · n

+ (h1 ·m)(−1) · (h2 · n)⊗(h1 ·m)(0) + 1K⊗(h1 ·m)(h2 · n)

=
∑

h · (mn)⊗1K + h1 ·m⊗h2 · n

+ (h11m(−1)S(h13)) · (h2 · n)⊗h12 ·m(0) + 1K⊗h · (mn)

=
∑

h · (mn)⊗1K + h1 ·m⊗h2 · n

+ (h1m(−1)S(h3)h4) · n⊗h2 ·m(0) + 1K⊗h · (mn)
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=
∑

h · (mn)⊗1K + h1 ·m⊗h2 · n

+ (h1m(−1)ε(h3)1H) · n⊗h2 ·m(0) + 1K⊗h · (mn)

=
∑

h · (mn)⊗1K + h1 ·m⊗h2 · n

+ (h1m(−1)ε(h3)) · n⊗h2 ·m(0) + 1K⊗h · (mn)

=
∑

h · (mn)⊗1K + h1 ·m⊗h2 · n

+ (h1m(−1)) · n⊗(h2ε(h3)) ·m(0) + 1K⊗h · (mn)

=
∑

h · (mn)⊗1K + h1 ·m⊗h2 · n

+ h1 · (m(−1) · n)⊗(h2ε(h3)) ·m(0) + 1K⊗h · (mn)

=
∑

(h1ε(h2)) · (mn)⊗1K + h1 ·m⊗h2 · n

+ h1 · (m(−1) · n)⊗(h2ε(h3)) ·m(0) + 1K⊗(ε(h1)h2) · (mn)

=
∑

h1 · (mn)⊗ε(h2)1K + h1 ·m⊗h2 · n

+ h1 · (m(−1) · n)⊗(h2ε(h3)) ·m(0) + ε(h1)1K⊗h2 · (mn)

=
∑

h1 · (mn)⊗h2 · 1K + h1 ·m⊗h2 · n

+ h1 · (m(−1) · n)⊗(h2ε(h3)) ·m(0) + h1 · 1K⊗h2 · (mn)

= h · (
∑

(mn⊗1K +m⊗n+ (m(−1)⊗m(0) + 1K⊗mn)

= h ·∆(mn).

Tem-se, ainda,

ρ(∆(m)) = ρ(m⊗1K + 1K⊗m)

=
∑

m(−1)(1K)(−1) ⊗m(0)⊗(1K)(0) +m(−1)(1K)(−1) ⊗ (1K)(0)⊗m(0)

=
∑

m(−1)1H ⊗m(0)⊗1K +m(−1)1H ⊗ 1K⊗m(0)

=
∑

m(−1) ⊗ (m(0)⊗1K + 1K⊗m(0))

=
∑

m(−1) ⊗∆(m(0))

= (I ⊗∆) ◦ ρ(m).

Similarmente, para demonstrar a identidade para todo elemento de T (M), é sufi-
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ciente mostrar que vale para todo elemento da forma mn, em que m, n ∈ M . De

fato,

ρ(∆(mn)) = ρ(mn⊗1K) + ρ(m⊗n) + ρ(m(−1) · n⊗m(0)) + ρ(1K⊗mn)

=
∑

(mn)(−1)(1K)(−1) ⊗ (mn)(0)⊗(1K)(0) +m(−1)n(−1) ⊗m(0)⊗n(0)

+ (m(−1) · n)(−1)m(0)(−1)
⊗ (m(−1) · n)(0)⊗m(0)(0)

+ (1K)(−1)(mn)(−1) ⊗ (1K)(0)⊗(mn)(0)

=
∑

(mn)(−1)1H ⊗m(0)n(0)⊗1K + (mn)(−1) ⊗m(0)⊗n(0)

+m(−1)1n(−1)S(m(−1)3)m(0)(−1)
⊗m(−1)2 · n⊗m(0)(0)

+ (mn)(−1)1H ⊗ 1K⊗m(0)n(0)

=
∑

(mn)(−1) ⊗m(0)n(0)⊗1K + (mn)(−1) ⊗m(0)⊗n(0)

+m(−4)n(−1)S(m(−2))m(−1) ⊗m(−3) · n⊗m(0) + (mn)(−1) ⊗ 1K⊗m(0)n(0)

=
∑

(mn)(−1) ⊗m(0)n(0)⊗1K + (mn)(−1) ⊗m(0)⊗n(0)

+m(−3)n(−1)ε(m(−1))1H ⊗m(−2) · n⊗m(0) + (mn)(−1) ⊗ 1K⊗m(0)n(0)

=
∑

(mn)(−1) ⊗m(0)n(0)⊗1K + (mn)(−1) ⊗m(0)⊗n(0)

+m(−3)n(−1) ⊗ ε(m(−1))m(−2) · n⊗m(0) + (mn)(−1) ⊗ 1K⊗m(0)n(0)

=
∑

(mn)(−1) ⊗m(0)n(0)⊗1K + (mn)(−1) ⊗m(0)⊗n(0)

+m(−2)n(−1) ⊗m(−1) · n⊗m(0) + (mn)(−1) ⊗ 1K⊗m(0)n(0)

=
∑

(mn)(−1) ⊗m(0)n(0)⊗1K + (mn)(−1) ⊗m(0)⊗n(0)

+m(−1)n(−1) ⊗m(0)(−1)
· n⊗m(0)(0) + (mn)(−1) ⊗ 1K⊗m(0)n(0)

=
∑

(mn)(−1) ⊗ (m(0)n(0)⊗1K +m(0)⊗n(0)

+m(0)(−1)
· n(0)⊗m(0)(0) + 1K⊗m(0)n(0))

=
∑

(mn)(−1) ⊗∆(m(0)n(0))

=
∑

(mn)(−1) ⊗∆((mn)(0))

= (I ⊗∆) ◦ ρ(mn).
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Seja m = m0 +
∞∑
n=1

m
(n)
1 ⊗ . . . ⊗ m

(n)
n ∈ T (M), em que m0 ∈ K, m

(n)
i ∈ M , para

1 ≤ i ≤ n. Tem-se

ε(h ·m) = ε(h · (m0 +
∞∑
n=1

m
(n)
1 ⊗ . . .⊗m(n)

n ))

= ε(h ·m0) + ε(h · (
∞∑
n=1

m
(n)
1 ⊗ . . .⊗m(n)

n ))

= ε(h ·m0)

= ε(ε(h)m0)

= ε(h)ε(m0)

= h · ε(m0)

= h · ε(m)

e, ainda,∑
m(−1) ⊗ ε(m(0)) = (m0)(−1) ⊗ ε((m0)(0))

+
∞∑
n=1

(m
(n)
1 )(−1) . . . (m

(n)
n )(−1) ⊗ ε((m(n)

1 )(0) . . . (m
(n)
n )(0))

= m01H ⊗ 1K

= ε(m)1H ⊗ 1K .

Exemplo 4.2.2. Seja V o K-espaço vetorial gerado pela base {x(ij)}1≤i,j≤n, em que

(ij) é a transposição que leva i em j e j em i. Como no Exemplo 3.2.6, V é um

KSn-módulo de Yetter-Drinfeld com ação e coação definidas para g ∈ Sn por

g · x(ij) = sgn(g)x(g(i)g(j)), ρ(x(ij)) = (ij)⊗ x(ij),

em que sgn(g) é o sinal da permutação g. A álgebra de Fomin-Kirillov é a álgebra

tensorial T (V ) sujeita às relações

x2
(ij) = 0,
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x(ij)x(kl) = x(kl)x(ij),

x(ij)x(jk) + x(jk)x(ki) + x(ki)x(ij) = 0, x(jk)x(ij) + x(ki)x(jk) + x(ij)x(ki) = 0,

para i, j, k, l ≤ n distintos. Podemo-las induzir em T (V ) tomando o quociente

T (V )/I, em que I é o ideal gerado pelos elementos

x2
(ij),

x(ij)x(kl) − x(kl)x(ij),

x(ij)x(jk) + x(jk)x(ki) + x(ki)x(ij),

com i, j, k, l distintos. Claramente I é um submódulo e subcomódulo de T (V ).

Além disso, S(x(ij)x(kl)) = S(x(kl))S(x(ij)) = x(kl)x(ij), para i, j, k, l quaisquer,

donde segue evidentemente que S(I) ⊆ I. Provemos que I é também um coideal.

Para tanto, calculemos ∆(x(ij)x(kl)), para i, j, k, l quaisquer.

∆(x(ij)x(kl)) = (x(ij)⊗1K + 1K⊗x(ij))(x(kl)⊗1K + 1K⊗x(kl))

= (x(ij)⊗1K)(x(kl)⊗1K) + (x(ij)⊗1K)(1K⊗x(kl))

+ (1⊗x(ij))(x(kl)⊗1K) + (1K⊗x(ij))(1K⊗x(kl))

= x(ij)x(kl)⊗1K + x(ij)(1K(−1)
· 1K)⊗1K(0)

x(kl)

+ 1K(x(ij)(−1)
· x(kl))⊗x(ij)(0)1K + 1K⊗x(ij)x(kl)

= x(ij)x(kl)⊗1K + x(ij)(ε(Id)1K)⊗1Kx(kl)

+ 1K(sgn(ij)x((ij)(k),(ij)(l)))⊗x(ij) + 1K⊗x(ij)x(kl)

= x(ij)x(kl)⊗1K + x(ij)⊗x(kl)

− x((ij)(k),(ij)(l))⊗x(ij) + 1K⊗x(ij)x(kl)

Tem-se, portanto, para i, j, k, l distintos,

∆(x2
(ij)) = x2

(ij)⊗1K + x(ij)⊗x(ij) − x(ji)⊗x(ij) + 1K⊗x2
(ij)
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= x2
(ij)⊗1K + x(ij)⊗x(ij) − x(ij)⊗x(ij) + 1K⊗x2

(ij)

= x2
(ij)⊗1K + 1K⊗x2

(ij)

e, ainda,

∆(x(ij)x(kl) − x(kl)x(ij)) = (x(ij)x(kl) − x(kl)x(ij))⊗1K + x(ij)⊗x(kl) − x(kl)⊗x(ij)

+ x(kl)⊗x(ij) − x(ij)⊗x(kl) + 1K⊗(x(ij)x(kl) − x(kl)x(ij))

= (x(ij)x(kl) − x(kl)x(ij))⊗1K + 1K⊗(x(ij)x(kl) − x(kl)x(ij))

e, mais ainda,

∆(x(ij)x(jk) + x(jk)x(ki) + x(ki)x(ij)) = (x(ij)x(jk) + x(jk)x(ki) + x(ki)x(ij))⊗1K

+ x(ij)⊗x(jk) − x(ik)⊗x(ij)

+ x(jk)⊗x(ki) − x(ji)⊗x(jk)

+ x(ki)⊗x(ij) − x(kj) − x(ki)

+ 1K⊗(x(ij)x(jk) + x(jk)x(ki) + x(ki)x(ij))

= (x(ij)x(jk) + x(jk)x(ki) + x(ki)x(ij))⊗1K

+ (x(ij) − x(ji))⊗x(jk)

+ (x(jk) − x(kj))⊗x(ki)

+ (x(ki) − x(ik))⊗x(ij)

+ 1K⊗(x(ij)x(jk) + x(jk)x(ki) + x(ki)x(ij))

= (x(ij)x(jk) + x(jk)x(ki) + x(ki)x(ij))⊗1K

+ (x(ij) − x(ij))⊗x(jk)

+ (x(jk) − x(jk))⊗x(ki)

+ (x(ki) − x(ki))⊗x(ij)

+ 1K⊗(x(ij)x(jk) + x(jk)x(ki) + x(ki)x(ij))

= (x(ij)x(jk) + x(jk)x(ki) + x(ki)x(ij))⊗1K
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+ 1K⊗(x(ij)x(jk) + x(jk)x(ki) + x(ki)x(ij)).

A pertinência ∆(x(jk)x(ij)+x(ki)x(jk)+x(ij)x(ki)) ∈ (T (V )⊗I)+(I⊗T (V )) é análoga.

Segue que ∆(I) ⊆ (I ⊗ T (V )) + (T (V )⊗ I). Claramente, I ⊆ Ker(ε). Decorre que

a álgebra de Fommin-Kirillov é uma álgebra de Hopf trançada.

Seja R uma álgebra de Hopf trançada sobre H de dimensão finita. Construire-

mos sua álgebra de Hopf trançada dual. Para tanto, faremos primeiramente algu-

mas construções. Sejam V , W H-módulos de Yetter-Drinfeld de dimensão finita.

Definimos Φ : W ∗ ⊗ V ∗ → (V ⊗W )∗, para f ∈ W ∗, g ∈ V ∗, v ∈ V , w ∈ W , por

(Φ(f ⊗ g))(v ⊗ w) = g(v)f(w).

É Φ um isomorfismo. Provemos que Φ é um homomorfismo de H-módulos de

Yetter-Drinfeld. Seja h ∈ H. Tem-se

(Φ(h · (f ⊗ g)))(v ⊗ w) = (Φ(h1 · f ⊗ h2 · g))(v ⊗ w)

= (h2 · g)(v)(h1 · f)(w)

= g(S(h2) · v)f(S(h1) · w)) (definição de · no módulo dual)

= (Φ(f ⊗ g))(S(h2) · v ⊗ S(h1) · w)

= (Φ(f ⊗ g))(S(h)1 · v ⊗ S(h)2 · w) (de ii) de Prop. 2.2.1)

= (Φ(f ⊗ g))(S(h) · (v ⊗ w))

= (h · (Φ(f ⊗ g)))(v ⊗ w).

Seja {vi} uma base de V , {wj} uma base de W e {v∗i }, {w∗j} as bases duais de

V ∗ e W ∗. Então {vi ⊗ wj} é uma base de V ⊗W e {fi,j = (vi ⊗ wj)∗} a base dual

de (V ⊗W )∗. Tem-se

ρ(Φ(w∗ ⊗ v∗))

=
∑

S−1((vi ⊗ wj)(−1))⊗ (Φ(w∗ ⊗ v∗))((vi ⊗ wj)(0))fi,j
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=
∑

S−1(vi(−1)
wj(−1)

)⊗ (Φ(w∗ ⊗ v∗))(vi(0) ⊗ wj(0))fi,j

=
∑

S−1(wj(−1)
)S−1(vi(−1)

)⊗ v∗(vi(0))w
∗(wj(0))fi,j (i) de Prop. 2.2.2)

=
∑

S−1(wj(−1)
)w∗(wj(0))S

−1(vi(−1)
)v∗(vi(0))⊗ fi,j

=
∑

w∗(−1)w
∗
(0)(wj)v

∗
(−1)v

∗
(0)(vi)⊗ fi,j (propriedade de ρ(w∗)

=
∑

w∗(−1)v
∗
(−1) ⊗ v∗(0)(vi)w

∗
(0)(wj)fi,j e de ρ(v∗))

=
∑

w∗(−1)v
∗
(−1) ⊗ (Φ(w∗(0) ⊗ v∗(0)))(vi ⊗ wj)fi,j

=
∑

w∗(−1)v
∗
(−1) ⊗ Φ(w∗(0) ⊗ v∗(0)) (escrita de

= (I ⊗ Φ) ◦ ρ(w∗ ⊗ v∗). Φ(w∗(0) ⊗ v∗(0)) na base)

Seja ζ : K → K∗ definido, para k, l ∈ K, por

(ζ(k))(l) = kl.

É ζ um isomorfismo. Provemos que ζ é um homomorfismo de H-módulos de Yetter-

Drinfeld. Seja h ∈ H. Tem-se

(h · ζ(k))(l) = (ζ(k))(S(h) · l)

= (ζ(k))(ε(S(h))l)

= (ζ(k))(ε(h)l)

= ε(h)kl

= (h · k)l

= (ζ(h · k))(l)

e, também,

(I ⊗ ζ) ◦ ρ(k) = (I ⊗ ζ)(1H ⊗ k) = 1H ⊗ ζ(k).

Provemos que 1H ⊗ ζ(k) satisfaz a propriedade de ρ(ζ(k)), donde seguirá a identi-

dade. De fato,

S−1(l(−1))(ζ(k))(l(0)) = S−1(1H)(ζ(k))(l) = 1H(ζ(k))(l).
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Seja η : K∗ → K definido, para f ∈ K∗, por

η(f) = f(1K).

Afirmamos que η = ζ−1, donde seguirá que η é um isomorfismo de H-módulos de

Yetter-Drinfeld. De fato,

(ζ ◦ η(f))(k) = ζ(f(1K))(k) = f(1K)k = f(k),

logo ζ ◦ η = IK∗ . Tem-se, ainda,

η ◦ ζ(k) = ζ(k)(1K) = k1K = k,

donde segue que η ◦ ζ = IK .

Seja R uma álgebra de Hopf trançada sobre H de dimensão finita. Definimos

em R∗ a multiplicação mR∗ = ∆∗R ◦ Φ. Sejam f , g ∈ R∗. Notaremos mR∗ = f∗g.

Tem-se, para r ∈ R

f∗g(r) = (∆∗R(Φ(f ⊗ g)(r)

= (Φ(f ⊗ g))(∆R(r))

=
∑

g(r1)f(r2)

=
∑

f(r2)g(r1).

Definimos a unidade por uR∗ = ε∗R ◦ ζ. Tem-se

(uR∗(1))(r) = (ζ(1))(εR(r)) = εR(r),

que é claramente a unidade de ∗.

Definimos a comultiplicação por ∆R∗ = Φ−1 ◦m∗R. Tem-se que ∆R∗ é a única

soma em R∗ ⊗R∗ satisfazendo a propriedade, para todos r, s ∈ R,

f(rs) =
∑

f1(s)f2(r).
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De fato, ∆R∗ satisfaz tal propriedade, pois

∑
f1(s)f2(r) = (Φ ◦∆R∗(f))(r ⊗ s) = (m∗R(f))(r ⊗ s) = f(rs).

A unicidade é demonstrada de forma análoga à da prova feita no caṕıtulo 1,

acerca da unicidade da comultiplicação da álgebra dual de uma coálgebra.

Definimos a counidade por εR∗ = η ◦ u∗R. Tem-se

εR∗(f) = η(u∗R(f)) = η(f ◦ uR)) = f ◦ uR(1K) = f(1R).

Definimos a ant́ıpoda por SR∗ = S∗R. Tem-se

(SR∗(f))(r) = f(S(r)).

Encerramos este trabalho com o seguinte resultado.

Proposição 4.2.3. O dual de uma álgebra de Hopf trançada sobre H de dimensão

finita é uma álgebra de Hopf trançada.

Demonstração: São mR∗ , uR∗ , ∆R∗ , εR∗ e SR∗ homomorfismos de H-módulos de

Yetter-Drinfeld, pois são composições de transformações lineares que o são.

Mostremos que R∗ é uma álgebra trançada. Sejam f , g, p ∈ R∗, r ∈ R. Tem-se

((f∗g)∗p)(r) =
∑

(f∗g)(r2)p(r1)

=
∑

f(r22)g(r21)p(r1)

=
∑

f(r2)g(r12)p(r11)

=
∑

f(r2)(g∗p)(r1)

= (f∗(g∗p))(r).

Como uR∗(1K) = εR, é R∗ uma álgebra trançada.
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Mostremos queR∗ é uma coálgebra trançada. Para tanto, seja θ : R∗⊗R∗⊗R∗ →

(R⊗R⊗R)∗ definida, para f , g, p ∈ R∗, r, s, t ∈ R, por

(θ(f ⊗ g ⊗ p))(r ⊗ s⊗ t) = f(r)g(s)p(t).

Claramente, é θ injetiva. Tem-se

(θ((∆R∗ ⊗ I) ◦∆R∗(f))(r ⊗ s⊗ t) = (θ((∆R∗ ⊗ I)(
∑

f1 ⊗ f2))(r ⊗ s⊗ t)

=
∑

f11(r)f12(s)f2(t)

=
∑

f1(sr)f2(t)

= f(tsr)

=
∑

f1(r)f2(ts)

=
∑

f1(r)f21(s)f22(t)

= (θ(
∑

f1 ⊗ f21 ⊗ f22))(r ⊗ s⊗ t)

= (θ(I ⊗∆R∗) ◦∆R∗(f))(r ⊗ s⊗ t),

donde segue da injetividade de θ que (∆R∗ ⊗ I) ◦∆R∗ = (I ⊗∆R∗) ◦∆R∗ . Tem-se

ainda

∑
εR∗(f1)f2(r) =

∑
f1(1R)f2(r) = f(r1R) = f(r),

donde segue que
∑
εR∗(f1)f2 = f . A identidade

∑
f1εR∗(f2) = f é analogamente

demonstrada. Segue que é R∗ uma coálgebra trançada.

Mostremos que R∗ é uma biálgebra trançada. Provaremos que ∆R∗ : R∗ →

R∗⊗R∗ é um homomorfismo de álgebras.

Φ(∆R∗(f)∆R∗(g))(r ⊗ s)

= Φ(
∑

(f1 ⊗ f2)(g1 ⊗ g2))(r ⊗ s)

= Φ(
∑

f1∗(f2(−1)
· g1)⊗ f2(0)∗g2)(r ⊗ s) (def. de mR⊗S)
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=
∑

(f1∗(f2(−1)
· g1))(s)(f2(0)∗g2)(r)

=
∑

f1(s2)(f2(−1)
· g1)(s1)f2(0)(r2)g2(r1)

=
∑

f1(s2)((f2(−1)
f2(0)(r2)) · g1)(s1)g2(r1)

=
∑

f1(s2)((S−1(r2(−1)
)f2(r2(0))) · g1)(s1)g2(r1) (propr. de ρ(f2))

=
∑

f1(s2)f2(r2(0))(S
−1(r2(−1)

) · g1)(s1)g2(r1)

=
∑

f1(s2)f2(r2(0))g1(S(S−1(r2(−1)
)) · s1)g2(r1)

=
∑

f1(s2)f2(r2(0))g1(r2(−1)
· s1)g2(r1)

=
∑

f(r2(0)s2)g(r1(r2(−1)
· s1)) (propr. de ∆R∗)

=
∑

f((rs)2)g((rs)1) (R é biálg. trançada)

= (f∗g)(rs)

= ((f∗g) ◦mR)(r ⊗ s)

= (m∗R(f∗g))(r ⊗ s)

= ((Φ ◦ Φ−1 ◦m∗R)(f∗g))(r ⊗ s)

= (Φ(∆R∗(f∗g)))(r ⊗ s),

donde segue da injetividade de Φ que ∆R∗(f∗g) = ∆R∗(f)∆R∗(g). Tem-se ainda

que

(Φ(∆R∗(εR)))(r ⊗ s) = (m∗R(εR))(r ⊗ s)

= εR(mR(r ⊗ s))

= εR(rs)

= εR(r)εR(s)

= (Φ(εR ⊗ εR))(r ⊗ s),

donde segue, da injetividade de Φ, que ∆R∗(εR) = εR ⊗ εR. Logo é ∆R∗ um

homomorfismo de álgebras.
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Mostremos agora que εR∗ é um homomorfismo de álgebras. Tem-se

εR∗(f∗g) = (f∗g)(1R) =
∑

f(1R2)g(1R1) = f(1R)g(1R) = εR∗(f)εR∗(g)

e, ainda, εR∗(εR) = εR(1R) = 1K . Logo é R∗ uma biálgebra trançada.

Mostremos que R∗ é uma álgebra de Hopf trançada. Tem-se

(
∑

SR∗(f1)∗f2)(r) =
∑

(SR∗(f1))(r2)f2(r1)

=
∑

f1(S(r2))f2(r1)

= f(
∑

r1S(r2))

= f(εR(r)1R)

= εR(r)f(1R)

= εR∗(f)εR(r).

A identidade (
∑
f1∗SR∗(f2))(r) = εR∗(f)εR(r) é analogamente demonstrada. Logo

R∗ é uma álgebra de Hopf trançada.
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[4] S. Dăscălescu, C. Năstăsescu e Ş. Raianu (2001). Hopf Algebras: An Introduc-

tion, Monographs and textbooks in pure and applied mathematics 235, Marcel

Dekker, 2001.
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