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Resumo

Neste trabalho, mostra-se como utilizar programacgao paralela com
OPENMP para a simulagao numérica de solugoes de equagoes diferenciais
parciais em multiprocessadores, com aplicagao a investigacao numérica
do chamado PROBLEMA DE CAMPO DISTANTE para func¢oes p-harmonicas
limitadas em dominios R™\ P, sendo p > n e P C R"™ um conjunto finito
de singularidades.
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Abstract

In this work, we show how to use parallel programming with OPENMP
for the numerical simulation of solutions to partial differential equations
on multiprocessors. An application is given to the numerical investiga-
tion of FAR-FIELD VALUES of bounded p-harmonic functions on exterior
domains €2 = R™\ P, where p > n and P C R" is an arbitrary finite set.
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Lista de Simbolos

PARTE POSITIVA de a € R, ou seja: a, = max{a, 0}

PARTE NEGATIVA de a € R, ou seja: a_ = max{—a, 0}

PARTE POSITIVA da funcdo real f, ou seja: f,(z)= max{f(z),0}

PARTE NEGATIVA da funcdo real f, ou seja: f_(x)= max{—f(z), 0}

VALOR ABSOLUTO de a € R

NORMA EUCLIDEANA de a € R"

MEDIDA DE LEBESGUE em R" de £ C R” (E mensuravel)

PRODUTO de a, b € R

PRODUTO ESCALAR de a, b € R"

FUNGAO CARACTERISTICA (ou INDICADORA) de E C R”

GRADIENTE da funcao f

DIVERGENTE do campo f

BOLA ABERTA de centro a € R" e raio R

VOLUME n-dimensional da bola unitdria B, (0), ou seja: v, = | 5,(0) |
LAPLACIANO da funcao u

p-LAPLACIANO de u, ou seja: A,u = div (| Vu|[P~2Vu)

CONJUNTO DE FUNCOES CONTINUAS em um dominio F

CONJUNTO DE FUNGOES k-vezes CONTINUAMENTE DIFERENCIAVEIS no aberto ()
CONJUNTO DE FUNGOES u € C*(2) com SUPORTE comMPACTO contido em €2
CONJUNTO DE FUNCOES f MENSURAVEIS em um dado aberto €2 e tais que

| f|9 LEBESGUE-INTEGRAVEL em 2 (0 < ¢ < 00)

CONJUNTO DE FUNGOES f € LI(F) com | f |9 LEBESGUE-INTEGRAVEL em cada
subdominio compacTo K C Q (0 < ¢ < 00)

CONJUNTO DE FUNGOES f MENSURAVEIS no aberto () ¢ ESSENCIALMENTE LIMI-

TADAS em {2, ou seja: ess sup | f(x)]| < oo
z€eQ

CONJUNTO DE FUNGOES f MENSURAVEIS no aberto ) tais que f € L>*(U)
para cada aberto U C €2 com fecho compacto e contido em ¢
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, serd investigado por vias numéricas 0 VALOR DE CAMPO DISTANTE
(ou FAR-FIELD VALUE, na expressao correspondente em inglés) de fungoes p-harménicas
no exterior de um conjunto finito P = {1, xs,..., 2, } C R" dado, no caso de serem
limitadas em seu dominio, e supondo-se ainda p > n. Em outras palavras, conside-
ram-se aqui solugoes u € CO(R™) N CH(R™\P) N L*(R") da equagao

div (|VulP?Vu) = 0 em R"\P (1.1)
(sendo p > n) e investiga-se experimentalmente o valor numérico b, do limite

lim u(x) =: by, (1.2)

|z|— o0
que, de acordo com a teoria conhecida das funcoes p-harmonicas, esta bem definido
(ver e.g. [2, 12, 13]), mas cujo valor (que naturalmente depende da solucao u conside-
rada) nao se encontra ainda determinado na literatura corrente. Para uma descrigao

mais detalhada deste problema, ver Capitulo II a seguir.

Um dos métodos que podem ser usados para uma primeira sondagem sobre by,
¢é a realizacao de experimentos numéricos. Em particular, o problema serve como
interessante motivacao para ilustrar o emprego de multiprocessadores na obtencao
(ou, mais exatamente, na aproximag¢ao numérica) de solugoes de EDPs nao lineares,
que costumeiramente requerem o uso macicgo destes recursos, seja em problemas esta-
ciondrios (como o problema eliptico acima) ou evolutivos. Estes tltimos aproveitam
muito facilmente os recursos disponiveis em redes de processadores quando simulados
por esquemas numéricos explicitos, dado o alto grau de paralelismo presente nestes
métodos. Por essa razao, esquemas explicitos sao os mais comumente empregados
em MPPs (ou massively parallel processors, em inglés) [33], e constituem também
uma escolha frequente em plataformas com niimero muito menor ou moderado de
processadores disponiveis, como no caso dos centros de supercomputacao brasileiros
(acessiveis a comunidade académica via o sistema SINAPAD e a chamada REDE Na-
CIONAL DE PESQUISA, mantidos pelo MINISTERIO DE CIENCIA E TECNOLOGIA), sejam
sistemas de memoria compartilhada (shared memory), distribuida (distributed mem-
ory systems) ou mista, que é o caso mais comum atualmente. Para o bom uso destes



recursos, nogoes importantes de COMPUTAQAO CIENTIFICA sd0 necessarias, como o uso
de bibliotecas especiais para processamento paralelo e diretivas de compiladores.
Estes e outros conceitos sao abordados e revistos no Capitulo IV. No caso presente
deste trabalho, optou-se pelo uso de OpenMP, sendo a programagao realizada em
linguagem FORTRAN 90 e MATLAB (esta ultima, para o pds-processamento apenas).
Entre as maquinas utilizadas, as principais foram os clusters SGI Arrix 1350/450
(Universidade Estadual de Campinas, SP), GRIp 5000 (Franca) e OKEaNoOs (Grécia),
descritos resumidamente no Capitulo IV e Apéndice B.

Para determinar o tipo de paralelismo a ser explorado nos codigos desenvolvi-
dos, optou-se pela solugao de um problema evolutivo naturalmente associado a (1.1),
dado pelo problema parabdlico (mais detalhes no inicio do capitulo III)

up = div (| VulP7*Vu), reRMP, t>0, (1.3a)
uw(zj,t) =bj, 1<j<m, t>0, (1.3b)
u(z,0) = up(r) € CO(R™) N L=(R"), (1.3¢)

onde by, ...,b,, denotam os valores da fungao p-harmonica nos pontos do conjunto P,
para varias escolhas do estado inicial ug. Intuitivamente, espera-se que a solucao
u(zx,t) do problema (1.3) acima fornega, para t > 1, boa aproximagao para a fungao
p-harmonica considerada, o que foi constatado na pratica. Como condicao de con-
torno numérica adotada na fronteira da malha computacional (retangular), optou-se
por condicoes de Neumann homogéneas, que sao condi¢oes naturais neste contexto.
Nos experimentos computacionais realizados (sempre em dimensao n = 2, por limi-
tagoes de memdria e tempo de processamento), a estimativa numérica obtida para
b, foi aproximadamente

1
boo =~ — b; 1.4
o — by (1.4)

ou seja: a média aritmética simples dos valores assumidos pela funcao p-harmonica
em questao no conjunto P de seus pontos singulares forneceu nos casos considerados
boa aproximacao para o valor de campo distante b,,. No Cap. I, é mostrado que a
igualdade em (1.4) é sempre valida se m = 2, mas falha (em geral) quando m > 3:
ver Teorema 2.2 ¢ Observagao 2.1. Os intumeros detalhes envolvidos na obtencao
do resultado (1.4) nos experimentos numéricos realizados formam precisamente o
objeto dos capitulos a seguir.



Capitulo 11

Problema Matematico Investigado

Neste capitulo, vamos descrever com mais detalhe o problema matematico in-
vestigado nos capitulos seguintes por métodos de computacao cientifica. Trata-se
basicamente do comportamento do campo distante (i.e., ao | x| — o0) de fungoes
p-harmoénicas em dominios 2 = R™ \ P, limitadas neste dominio €2, onde P C R"
denota um conjunto finito qualquer dado. Em todo o capitulo, estaremos sempre
supondop > n, com n > 2, ainda que muito seja valido também para p > 2 qualquer.
Por fungdes p-harmonicas em Q C R™ entendem-se fungoes u € C*(Q) satisfazendo
a equagao

Apu = div(|Vu|P?Vu) = 0 em (2.1)

Caso u ¢ C?()), podemos reescrever a equacao acima numa forma equivalente para
obtermos a soluc¢ao "fraca” conforme (2.2) abaixo. Para isso utilizamos o teorema
do divergente de Gauss.

/ (G-n)ds = / (divG)dV ¢ G(z) = F(2)(z), F(z) = | Va() "> Vu(z)

o0 Q

Onde ®(x) € C3(Q) e C3(Q) denota o subespago de fungoes ® € C1(2) de suporte
compacto em ). Utilizando o teorema de Gauss com as fungdes acima, obtemos:

/ [@(z) | Vu(z) [P7? Vu(z)] -ndS = / O(z)Ayu(z)+| Vu(r) P72 Vu(z) - Vo(z) dV

o0N

A integral da esquerda vale 0 pois ®(z) = 0 em 02 por causa do suporte compacto
e ®(z)Ayu(x) =0 por (2.1). Resultando em:

/ | Vu(z) P72 Vu(x) - VO(z) dz = 0, vV & e (), (2.2)

Para (2.2) fazer sentido, poderfamos ter pedido apenas u € LY () satisfazendo
loc

Vu € L},.(9), mas disso resultaria, como mostrado em [8, 10, 18] (ver também [30]),
que v € C*(Q2). Em outras palavras, fungoes p-harmonicas sao necessariamente con-

tinuamente diferencidveis no interior de seus dominios, como foi colocado acima.)

3



Para p > 2, a equacdo (2.1) é degenerada nos pontos xy € 2 onde Vu(zg) = 0, e
localmente uniformemente eliptica no aberto 0, = {z € Q: Vu(x) # 0}, tendo-se,
em particular, u € C*(£,). Exemplos de fun¢oes p-harmonicas que ndo sdo de
classe C? em seus dominios sao dados em [17].

Consideremos agora a fungao v, , a seguir, de simetria radial. Dado zo € R",

definimos
|z — a0 |"™ se p#n,
Vg () = (2.3)
—log |z —xz¢| se p=n,

para z € {y = R"\{z¢}. Temos que v, é p-harménica e também é chamado de
fungao p-harménica fundamental ou solugdo fundamental de (2.1) em seu
domfnio . Da mesma forma, u(z) := a + cv, (z), ¢ p-harmonica, ou seja, também

é solugao de (2.1), dados a,c € R quaisquer.

2.1. Comportamento de campo distante

Consideremos agora o caso de interesse especial neste trabalho: 2 = R™\ P, onde
P C R™denota um conjunto finito dado qualquer — digamos, P = {z1, x, ..., Ty },

e fungoes p-harmonicas em (2,
Apu = 0 em R"\P, (2.4)

e que sejam limitadas em seu dominio € (ou seja, u € L*°(R™)). Neste caso, é
conhecido (ver e.g. [13, 26]) que existem os limites

lim u(z) =: bj, 1 <j<m, (2.5)

T —r Ty

de modo que, estendendo-se a funcao u a todo o dominio R” pondo-se u(z;) := b,
para cada 1 < j < m, resulta que u € C°(R"). De maneira reversa, dados valores
quaisquer b; € R, 1 < j < m, e um conjunto qualquer P = {xy, g, ..., T, } C R, é
natural considerar o problema de determinar u € C°(R") N L>°(R") dada por

Ay,u =0 em R™\P, (2.6a)

u(xj) = b; 1<j <m. (2.6b)



A ezisténcia de solugoes u € C°(R™) N L>°(R™) para o problema (2.6) é estabelecida
em [2], onde também é mostrada sua unicidade (ver Se¢ao 2.2 para mais detalhes).
Mais ainda: do TEOREMA 1.12 de [13](demonstrado no Apéndice A de [12]), resulta

que o limite
lim u(zr) =: b (2.7)
|z |— o0
estd também bem definido, embora seu valor nao seja determinado na andlise em [12]

e em [13]. Evidéncias numéricas para o valor de b, nos experimentos realizados é

justamente do que trata este trabalho, como descrito nos capitulos seguintes.

Além das propriedades das solugoes u mencionadas acima, outras também sao
conhecidas na literatura. Por exemplo, do principio de comparag¢ao obtido em [2],

cuja prova ¢ revisada na Secao 2.2, resulta, em particular, que

1$1£mbj = b < ulx) <B ::1I§nja§mej (2.8)

para todo x € R". Além disso, sabe-se que, para cada 1l < j < m e x préximo de x;:

u(@) = bj ~ ¢jug(x) (2.9)

para alguma constante ¢; € R apropriada, onde v, € CoUR™)NC>®(R™\{z,}) denota
a solucao radial fundamental (centrada no ponto z;) introduzida em (2.3) acima.
(Estes resultados s@o verificados pelas aproximagoes numéricas obtidas para u neste
trabalho.) Sendo a solucao de (2.6a), (2.6b) unica, resulta entao de (2.7) que o VALOR
DE CAMPO DISTANTE by = lim ||, o u(2) seja univocamente determinado pelos va-
lores by, ..., b, dados e (possivelmente) os pontos singulares xy, ..., z,,, ou seja,

beo = F(by,ba, ..., by P) (2.10)

para certa fungao F apropriada (ndo determinada na literatura corrente se m > 2).

Nos experimentos numeéricos realizados, obteve-se
1,92y .-y Um, ~ m E 7 .

e, em particular, b, aparentemente nao dependendo do conjunto P ou sua geometria,



mas sim dos valores b; dados. A mesma questao pode ser posta mais amplamente
com respeito ao problema exterior em geral: dados K C R"™ compacto arbitrario e
p >n > 2, considerando-se u € C°(R*\K) N L>*(R"\ K) solugao de

A,u =0 em R™"\K, (2.12)

também neste caso (ver [2, 12, 13]) o valor limite by, dado em (2.7) estard bem
definido e dependendo unicamente do conjunto K e dos valores U da solucao u na

fronteira [I' = 0K, tendo-se novamente

min u(§) < u(zx) < max u(§) (2.13)

el cer

para todo z € R"\K (cf. TEOREMA 1 em [2]). Em particular, tem-se neste caso

lim u(z) = G(U;K) (2.14)

|z|— o0

para certa funcdo G que depende dos parametros indicados em (2.14), mas cuja

determinacao permanece em aberto na literatura presente.

2.2. Principio de Comparacao e valor de b,

Nesta secao, serd demonstrada uma propriedade de comparagao (TEOREMA 2.1)
das solugoes u € C = C°(R™) N L>*(R™) N C*(R™\P) do problema (2.6), onde p > n,
com base na discussao desenvolvida em [2], onde este e outros resultados sao obti-
dos, validos em um contexto bem mais geral que o considerado no presente trabalho.
Como consequéncia direta deste principio de comparacao, resulta que as solugoes do
problema (2.6) sao wunicas na classe C acima (COROLARIO 2.1.1) e cotadas inferior-
mente e superiormente (COROLARIO 2.1.2).

H& também o TEOREMA 2.2 que demonstra que o valor de by, é (b1 +b2)/2 para o
caso particular de duas singularidades. E embora todos os dez resultados de b, do
Capitulo V estejam proximos da média, ha a importante OBSERVAGAO 2.1, no final
deste capitulo, que mostra que quando temos mais de duas singularidades (m > 2),
em geral, by, nao ¢ a média aritmética dos b; das singularidades. Ou seja, o valor

exato de b, quando m > 2 permanece em aberto na literatura presente.



Lema 2.1. Sendo a > 0, tem-se

11676 — |a|”a| < c(a)(al+[b])"|b—al (2.15a)

(16]“b — |a|*a) - (b—a) > c(a)(|a|+|b])*|b—al? (2.15b)

para quaisquer a,b € R" onde ci(a) =1+ a e c(a) =2 (a+1)

Prova: Comegando-se com (2.15a), observa-se que esta desigualdade é imediata se a = 0,
ou b =0, ou ainda se |a| = |b|, de modo que ¢ suficiente considerar o caso |b| > |a| > 0.

Observando-se que
16176 — |al®a| < |[b]> = [a]*||a] + [b]]b - al (2.16a)
166 — [a|"a| < [|b]" — |a]*|[b] + [a|*|b - al| (2.160)

pode-se prosseguir como segue. Se 0 < o < 1, tem-se, por (2.16a) e o teorema da média,

[16]%b — |a]®a| < |[b]*— |a|”|]a] + [b]*[b - a
= a&"|[b| — |al|la| + |b]*[b — a]
para algum £ entre |a| e |b], de modo que, como a —1<0 e [|b] — |a|| < |b — a,

‘|b|ab—|a|°‘a‘ < a\a|a_1|b—aHa| + |b|¢|b — a
= alal®|b—al| + |b]*|b - a]
= (alal® +[b]*)[b — a

< (L+a)(la] +[b]))*[b - al,

como afirmado. No caso o > 1, procede-se de modo anélogo, usando-se (2.16b) em vez de
(2.16a), resultando entao, neste caso, para certo |a| < & < |b|, que

|[16]%b — |a|*a]

IN

16| = [al*[|b] + |a|*|b - al

= ag®'|b| - lal[|b] + |al*|b - a|
< ayb|°“1]b—a\\b| + |a|*|b — a
= a|b|*|b—al| + |a|*|b - a]

= (la]* + «[b]")|b - a|



< (L+a)(la] +[b]))*[b — al,
o que conclui a prova de (2.15a). Para mostrar (2.15b), observando novamente que
6]°b — |al*a = [b]*(b—a) + (|b]* ~ |a]*)a
1b]°b — |a|*a = (|b]* = |a|*)b + |a|*(b—a),
obtém-se, somando-se as duas igualdades acima,

b~ [al*a = L (Ja]"+ [b]*) (b~ a) + 5 (|b]" — |a]*) (b + a).

_ 1
2
Tomando-se o produto escalar da expressao acima com b — a, resulta

(16]°0 = a|®a)-(b—a) = 5 (la]*+ [b]*)|b - a|*+

£ 161"~ 1al*) (b]? - [af?)

DN |

vV
N —

(lal®+ [6]%) b — al®

v

27V (la] +16])"[b — a|?

pelo fato de se ter

(lal +1b])* < [2'max{|a!,!b|}} = 2% max{|a|% |[b]*} < 2%(]a]*+[b]|?).

Lema 2.2a (L. P. Bonorino [2]). Seja u € C°(R™) N L>(R™) N CY(R™\P) solugdo
do problema (2.6), onde P ={x1,...,x,}. Se p=n, entdo Vu € LP(R") e

190 gy < COm) ] o (2.17)

onde a constante C(p,m) > 0 depende apenas de p, m (e nao da solu¢io ).

Prova: Seja Ry = 1+ max{|z;[: 1< j <m}, e tome-se € € (0,1) qualquer. Para tal ¢,
seja Qc:=R"\ UL | Be(z;). Para R > Ry, seja 1, € C3(R™) funcdo de corte satisfazendo
as seguintes propriedades:

(1) 0 < tpp(x) <1 para todo z € R™;

(ii) Yp(z) = 1 para todo z € Qe N Br(0);
(1ii) Pp(x) = 0 para todo x € Bejp(wj), 1 <j<m
(iv) ¢ ( ) = 0 para todo |z | > 2R;



(v) [Vipa(x)| < 4/e para todo = € Be(x;), 1 < j < m;
(vi) |Vip(z)| <2/R para todo z € S, = {z € R": R < [z| < 2R}.

Tomando-se ®(z):= u(z) Y(x)? em (2.2), obtém-se
/ | Vu|P~2 Vu(z) - (wR(m)qu + pu(x) wR(x)p_l Vsz(x)) dr = 0,

onde E(e, R) = Bar(0)\U;Z 1 Bc/s(25). Sendo M := || u HLOO (rry» toT-Se, entao:

/wR PIVu(z) [P de = —p/ u(@) Y ()P V() P72 Vu(e) - Vi (2) de

E(e,R) E(e,R)

IN

/W )| ()P | V) [P | Vi) | d

SpM/%BPIWM)WWV%(HM
E(e,R)
1-1/p 1/p
< pM{/wR(x)p\Vu(m)\pd:U} {/yWR |pd:1:}
E(e,R) E(e,R)
de modo que
/ (@) | Vu(@) | dr < (pM p/wa )P da. (2.18)
E(e, R) B(e
Visto que / |V (z) | do = Z/ |V (z) |P d +/ |V (z) |P dx
E(e,R) j=1"€¢/2<|z—x;|<e R<|z|<2R
< (4/€)’'muvne™ + (2/R) vy (2R)"
= 4Pvu, (m+1),
onde v, denota o volume da bola Bj(0), resulta, por (2.18):
/W,DR P|Vu(z)|Pdz < (pM)"4Pv, (m + 1).
E(e,R)
Agora quando R — oo e € — 0, resulta
/|Vu(a:)]pda: < (pM)"4P v, (m + 1),
R’VL
ou seja: || Vul|pprny < 4p {vn(m + 1)}1/p | %] oo (mny, concluindo a demonstragao. [



Lema 2.2b (L. P. Bonorino [2]). Seja v € C°(R™) N L=(R"™) N CY(R™\P) solugdo
do problema (2.6), onde P = {x1,...,xm}. Dado € >0, seja Q.= R"\ UL, B(x;).
Se p > n, entdo Vu € LP(,) e

I V|

C(p,m,n)e /7|

(2.19)

ul

LP(Qe) = Loe(R™)?

onde C(p,m,n) depende apenas de p,m,n (e nao de € ou da solu¢ao u considerada).

Prova: Repetindo-se o argumento anterior (que permanece vélido até (2.18)) e a notagao
ali usada, obtém-se, para p > n:

[ 1veg@rde = 3= [ [Vug@) Pde + [ [Vige)rde

E(e,R) j=1"€¢/2<|z—x;|<e R<|z|<2R
< (4/€)’muye™ + (2/R)" v, (2R)"

onde, como antes, v, = | B1(0)|. Por (2.18), resulta, entao,

2P 2™
[ tala? 1Vut@) P de < (pan)" 2o, { S0+
E(e,R) €’ RP
(para todo R > Ry), onde M = || u || oo(rn). Fazendo-se R — oo, isso fornece
op
/ |Vu(x)|P dx < (pM)pQPUnTnZ,
€
Qe
ou seja: || Vu||r.) < 4p{Unm}l/pe_1+"/p | o0 (ny, mostrando (2.19). O

Estamos finalmente em condicoes de obter o seguinte principio de comparag¢ao
para as solugoes da equacao (2.6a):

Teorema 2.1 - Principio de Comparacgao (L. P. Bonorino [2]).
Sejam u, v € C°(R™) N L=®(R") N CY(R™"\P) solugées da equagio (2.6a) em R™\P,
onde P={x,...,x,} e p>n. Entdio, tem-se

u(z;) <wv(z;)) V1<ji<m = wuzr) <vx) VzeR" (2.20)

ou seja: se u < v em P, entdo u < v em todo o R™
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Prova: Dado 7 € (0,1), tem-se v —u+mn > 0 em P, de modo que se pode tomar
e =¢€(n) € (0,1) suficientemente pequeno tal que

v() —u(@) + 1 >0, Vel B (2.21)
j=1
Sejam Q. := R"\U/™ Be(x;), Ro = 1+ max{|z;[: 1< j <m} e, para cada R > Ry,
Vg € C3(R™) construida como na prova do Lema 2.2. Aplicando-se (2.2) para a fungao
teste ®(x):= Y (z)P (v —u+n)_, tem-se

/vq)- (|VulP?Vu)dz = 0, /Vcb- (|Vo|P~2Vo)dz = 0,
Qe Q

€

de modo que

/ Vo - (|Vo|P2Vo — |Vu|P2Vu)dr = 0.
Qe
Denotemos, por conveniéncia, A(u,v):= | Vv [P72 Vv — | Vu [P~2 Vu. Como (ver [14],
p.152, Lemma 7.6): V&(z) = — ¢R(x)pXGn(:v) V(v—u)+ p¢R(x)p_1(v —u+n) Vipu(z),
onde

G, = {z €R": v(x) —u(zr) +n < 0} C €, (2.22)
resulta
[ n@P X @) V(0 = 1) - Alus) s = p [ (ol o = k) T Aluv) o,
Qe Qe
ou seja,
/¢R(a:)p V(v—u)  Alu,v)dr = p/ ¢R($)p71(v —u+n) Vi, - Au,v) dz.
G, R<|z|<2R

Pelo Lema 2.1, obtém-se, sendo c(p) =2 -1,

c<p>/ o) (1] + V0] )72 [ V(u - v)[? da
GW

<p / (@) W —ut ) | Vi) - [ Alw,v) | do

R<|z|<2R

< plp- 1)/ Y@ (0 —u+n)_ | V(@) | (| Vu|+ | Vo])'* | Vu - Vol d
R<|z|<2R

< pp—1) /R wR<|x>p:<v —utn) |V ()| (|Vul+ Vo] )P dr.
<lz|<2

Sendo M:=1+ ||ul|
resulta, entao,

)—i—HvH ),eobservandoque|V(u—v)\§|Vu|+]Vv[,

Lo (R™ Lo (R™

11



(p) / @)V (1 — v) |P da
G

n

< pl—1) /R wR<|x>:1<v—u+n>rvaw)r(Wuerw“dx
<lz|<2

< plp—1)2°7 [ p(@)P 7w —u ) [ V() | (| Vu P~ + [ Vo P de

R<|z|<2R
< plp—1)2P ' M / )P~ | VP | V() | da
R<|z|<2R
1) M / p@)P 1 Vo P71 |V ()| da
R<|z|<2R
1-1/p 1/p
< p(p1>2P—1M{/wR<x>Prw|de} {/wwR(x)vdx}
R<|z|<2R R<|z|<2R
1-1/p 1/p
+p<p—1>2p1M{/wR<x>p|wpdx} {/ rva<x>rpdx}
R<|z|<2R R<|z|<2R

1/p
-1 -1 -1 +n —p+n
< po- D2 MY Vulr Vel e R

onde S,= {z € R": R < |z| < 2R} e, como antes, v, denota o volume da bola unitéria.
Portanto, tem-se, para todo R > Rjy:

M
p _ p < - p—1 p—1 )
/G eVl =0l < Clon) LIvulezl +Ivvln o 223)
onde C(p,n) = 2p(p—1)4P~1 /PP Como, pelo Lema 2.2, tem-se Vu € LP(R™\Bg,(0))

e Vv € LP(R™\Bg,(0)), de modo que HVuHLP(S )~ 0, || Vol
R

ta que, fazendo-se R — oo em (2.23) acima,

17(S,) — 0 ao R — oo, resul-

/]V(u—v)\pdx ~ 0 (2.24)

Gy

(para cada n € (0,1) dado), j& que ¢, — 1 (a0 R — o) em G,. Assim, lembrando que

Viv—u+n) = XGﬂV(u —v) q.s.emR"

tem-se que

/|V(v—u+n)_]pda: = 0, (2.24")
Rn

ou seja, a funcdo continua (v —u + n)_ é constante em R™ Como se sabe que

(v—u+n)_=0 em | J Be(z;),
j=1

12



segue, portanto, que (v(z) —u(xz) +mn)_ = 0 para todo x € R™, ou seja:
u(z) <v(z)+n VazeR™

Como 7 € (0,1) é arbitrério, conclui-se que u(z) < v(x) para todo x € R™ como era para

ser mostrado. O

Corolario 2.1.1 (UNICIDADE). Sejam u, v € C°(R™)NL®(R™")NCY(R™\P) solugdes
de um mesmo problema (2.6), onde p > n. Entao, tem-se u = v, ou seja,

u(z) = v(z), vV zeR" (2.25)

Prova: Por hipdtese, tem-se u = v em P. Em particular, como u < v em P, segue
do TEOREMA 2.1 que u < v em R™. Por outro lado, tem-se também v < u em P, de

modo que, pelo TEOREMA 2.1, tem-sev < uem R"™. Logo, ©u = vem R", como afirmado. [

Corolario 2.1.2 (LIMITES DA SOLUGAO). Seja u € CY(R™) N L>®(R") N C*(R™\P)

solugao do problema (2.6), onde p > n. Entao, tem-se
b <u(xr) <B V z e R", (2.26)
onde b:=min{b;, 1 <j<m} e B:=max{b;,1 <j<m}.

Prova: Como v = b é solucao de (2.6) quando se toma b; = b para todo j € {1,2,...,m},
segue do TEOREMA 2.1 que v < u em R" ou seja,

b < u(x) vV z eR",

como colocado em (2.26). Analogamente, como w = B é solugdo de (2.6) quando b; = B

para todo j, segue do TEOREMA 2.1 que u < w em R", ou seja,
u(z) < B vV x eR",

o que completa a prova do COROLARIO 2.1.2, como afirmado. O
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Teorema 2.2 - Valor de b,, para duas singularidades (L. P. Bonorino, [1]).
Seja v € C°(R™) N L>®(R™) N CHR™\ P) solugdo do problema (2.6), onde p > n. Se
m=2, P={a1,a}, ulay) = by e ulay) = by entdo é sempre verdadeiro que

. by +0
beo = lim u(z) = =—= (2.27)
b1 +0b -
Prova: Sejam a := a1+ a2 ER"e b= — + 0 € R. Seja ¢ := M9 R", e seja @ =

{g, —q}. Considere @ € C°(R™) N L>=(R") N CH(R™"\Q) definida por: (x) := u(z + a) —b.

Entdo @ é p-harménica em R\ Q, limitada em R™ e com @(q) = b, a(—q) = —b, onde
= bi—b

b= — 5 2. Como v(x) := — u(—z) é p-harmoénica no mesmo dominio de 4 e assume
os mesmos valores nos pontos ¢ e — ¢, isto é, u(q) = v(q) = be u(—q) = v(—q) = —b

segue (por unicidade, corolario 2.1.1) que v(x) = @(x) para todo = € R™, ou seja: u(x) =
— u(— x) para todo x. Em outras palavras, a(x) + 4(— x) = 0 para todo z. Usando
novamente o TEOREMA 1.12 de [13], temos:

lim @(z) = lim —a(—z) = k = constante, ou lim u(—x) = —k

Os limites acima sao validos para qualquer direcao, desde que x va para longe. Entao

podemos escolher x que percorre a mesma reta que passa pela origem, mas em sentidos

opostos, ou seja x = v no primeiro limite e x = —v no ultimo limite acima. Desse modo
os limites sao iguais obrigando que k = —k = 0. Obtém-se, entao,

L . b1+

lim a(x) = 0, de modo que: lim u(x +a) — LT2 — . O

Observacgao 2.1 (L. P. Bonorino, [1]). Seja, novamente, p > n. No caso de trés ou
mais singularidades, o VALOR DE CAMPO DISTANTE de funcoes p-harmonicas nao serd
exatamente ou mesmo aproximadamente (em geral) a MEDIA ARITMETICA dos valores
b; que assume nas singularidades, como mostra o seguinte argumento. Considerando
ai, az € R™ (com a; # ay), e valores by, by € R (com by # by), seja u € C°(R™) N
CHR™P)NL>®(R") a fungao p-harmonica em R™\ P que assume os valores by, by nos
pontos singulares ai, as (onde P = {ay, as}). tem-se, entao, pelo resultado acima,

que
bi+b
lim u(zx) = Lt 2

Considere, agora, um terceiro ponto az € R" (distinto de a; e az) e tomemos bz :=
u(as). Seja P = {ay, ay, as}, e seja & € CO(R™) N CH(R™\ P) N L®(R") a funcio p-
harmonica em R"\P satisfazendo as condigoes @(a;) = b;, j = 1,2, 3. Por UNICIDADE,
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tem-se © = u, de modo que

by + by y b1+ by + b3
3

lim a(x)

|z|— o0 2
(note que, neste exemplo, ag é na verdade uma SINGULARIDADE REMOVIVEL). Analoga-
mente, tomando-se by # u(ag) suficientemente préximo de u(as), entdo o terd trés
singularidades genuinas aq, as, ag, e (intuitivamnte) se terd 4 préxima de u, de modo
que

b1+ b
lim a(z) ~ lim u(z) = 10

b1 + by . bi+ by + b3
2 3

enquanto (em geral) podem ser bem diferentes.
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Capitulo III

Cdédigo Serial

Neste capitulo, vamos derivar e descrever o cddigo basico, de execugao serial (ou
sequencial), que no capitulo seguinte seréd retrabalhado e levemente modificado de
modo a ser executado mais eficientemente no tempo de modo paralelo (com uso de
recursos de bibliotecas como OpenMP).

Como explicado nos capitulos anteriores, o problema matematico a ser resolvido
¢ o problema descrito em (2.6a), (2.6b) e (2.7). Visto que vamos tentar resolver este
limite by, de (2.7) por vias numéricas, utilizando um computador, precisamos de
alguma iteracdo, tipo: wugpi1 = ux + [?] onde [?] é alguma transformagao, algum
processo adequado. Para descubrir este [?] processo adequado vamos supor que
{ug }ren é uma sequéncia de fungoes tal que:

a) uy converge para Uso,
b) Aptie = div (| Ve [P2Vuy) = 0, e
¢) up = u(x, kAt), ou seja, uy é a funcao u acrescida da varidvel temporal e At é

um valor pequeno, arbitrario, mas fixado.

Entao, quando k£ — oo, temos:

duy, U1 — U u(z, kAL + At) — u(x, kAt)

ot At At —0 (3-2)
Apuk = le( ’ Vuk ]p*QVuk) — 0 (3b)
Logo podemos supor:
Guk . )
5 "~ div (| Vug [P Vuy) (3.c)
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Na realidade, vamos reescrever (3.c) como uma igualdade. Ou seja vamos trocar

o problema, a equacao, estatica, inicial:

Ayu =0 em R"\P, (2.6a)

u(z;) = b5, 1< j<m. (2.6b)
lim u(z) =: b (2.7)
|z | — o0

Pela equacao ewvolutiva do p-Laplaciano:

u = Apu, r € R"\ P, (3.1)
u(z,0) = up(z), r e R, (3.2)
u(a;,t) = b;, 1<j<m, t>0, (3.3)

para um estado inicial apropriado (descrito na sec¢ao 3.2), sendo P = { a4, as, ...,
@y} o conjunto dado dos pontos singulares da soluc¢ao u(x,t), para todo ¢ > 0, com
os valores respectivos by, by, ..., by, (especificados no problema), e onde A, denota o

operador p-Laplaciano (na varidvel espacial © = (z1, x2, ..., ,)), ou seja,
Apu = div (| VulP?Vu). (3.4)

Desta forma, como ja mencionado no final do capitulo I espera-se que a solucao
u(z,t) do problema (3.1), (3.2), (3.3) convirja para a solucao de (2.6a), (2.6b) para t
suficientemente grande e assim tenhamos uma boa ideia do valor by, limite de (2.7),

que é o assunto central desta dissertacao.

Neste capitulo e nos seguintes, consideraremos sempre p > n > 2 (onde, por con-
veniéncia em funcao da alta complexidade computacional do problema em dimensao
n > 3, nas simulagoes numéricas realizadas tomaremos sempre n = 2, ou seja, con-
sideraremos para os fins praticos o problema (3.1), (3.2), (3.3) acima no plano so-
mente). Em dimensao 2, vamos por simplicidade mudar levemente a notagao acima
e denotar um ponto genérico em R? x [0, 00) por (z,¥,t), reescrevendo a equagao
(3.1) acima na forma
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0 _ 0 _
up = %(|Vu|p “ug) + a—y(|Vu|p Puy), (3.5)

onde, como anteriormente, denotamos u; = du/0t, u, = du/dx, e u, = du/dy.

3.1. Aproximacao por diferencas finitas

Para a discretizagao da equagao (3.5), usaremos o método de diferencas finitas
21, 29, 31], aproximando as derivadas espaciais Ow/0z, Ow/dy de uma dada fungao
w = w(x,y,t) num ponto (&,7,t) por diferencas centrais,

ow,. . - w(@+h/2,9,t) —w(@& —h/2,9,t
00 4.y = CEHRBBNZCE BB g ()
ow , . . - w(@, g+ h/2,t) —w(&,g—h/2,t
20 54 = A Gy

com erro de segunda ordem, e aproximando a derivada temporal dw/0t neste ponto
por diferencas de primeira ordem,

w o w(i gt At —w(@,gi)

para os espagamentos h > 0 (nas varidveis z, y) e At > 0 (na varidvel ¢) considerados
(ver e.g. [21, 29, 31], Ch. I). Para descrever a aplicacao de (3.6), (3.7), (3.8) para a
equagao (3.5) acima, serd conveniente considerar momentaneamente sua aplicagao

a uma equacao de forma genérica

0 0
Uy = %]:(1’7:%25) + a_yg(x7y7t>’ (39)

onde F, G sao expressoes dadas. Dados h > 0, At > 0 (grid spacings), e considerando-
se os pontos de malha (z;,y;; t;), onde
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para i, j, k € Z (e k > 0), obtém-se, por (3.6), (3.7) e (3.8) acima, as seguintes
equacoes a diferencas determinando as aproximagoes correspondentes v; j., para o
valor exato u; j.x = u(x;, yj, ty) no ponto (x;, y;, tr):

Vi, jik — Vi g k—1 _ -7:i+1/2,j;k:—1 - -]:i—l/Q,j;k—l 4 gi,j—i—l/?;k:—l - gi,j—l/Z;k—l
At h h
(3.11)
ou
Vi gk — Vi j:k—1 _ Fi+1/2,j;k - fz‘-1/2,j;k i gz’,j+1/2;k - gi,j—1/2;k (3.12)
At h h
ou ainda

Vi,jik — Vi,jik—1 — 9. ]:z‘+1/2,j;k—1 - —Fi—l/Z,j;k—l n gi,j+1/2;k—1 - gi,j—1/2;k—1
At h h

F R S P
+ (1 _9) ) { +1/2,5;k ; 1/2,5;k + g ,i+1/25k ; g 2 J 1/2,k}

para dado 6 € [0, 1] fixado (constante), ou ainda outras escolhas [21, 29, 31|, onde

(3.13)

Ficijo ik = Flai— h/2, yj, te),  Gijrijoe = F(xs, y; + h/2, te),  (3.14)

e assim por diante. (Note que (3.11) e (3.12) sao casos particulares da expressao (3.13),
correspondentes as escolhas § = 1 e § = 0, respectivamente.) Em cada caso (3.11),

(3.12) ou (3.13) acima, os valores da fun¢do de malha v no nivel de tempo t;_; =

tr — At sao supostos conhecidos, previamente calculados, utilizando-se assim as

expressoes (3.11), (3.12) ou (3.13) para a determinacao dos valores (ainda nao co-

nhecidos) de v no nivel de tempo seguinte, ou seja, no nivel ¢, = tx_; + At.

Considerando-se agora, em vez da equagao (3.9) acima, a equagao mais geral

up = %F(m,y,t;u,umuy) + %Q(m,y,t;u,umuy) (3.15)

(que é mais préxima a equagdo que nos interessa neste trabalho, ver (3.5)), para
dadas fungdes F, G, a equacdo discreta correspondente a (3.11) seria, de modo

analogo,
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Vi gk — Vi k-1

At

[f($i+1/27 Yjs te—1; Vit1/2,5;k—1y Wit1/2,5:k—15 Zi+1/2,j;k—1) -

>~

F(@i1/2, Yjr the1s Vic1/2,5 k15 Wim1/2,j:k—1, Zi—1/2,j:k—1) }

1
+ E [ g(iﬁn yj+1/2>tk—1§ Vi, j+1/2;k—1y Wi j4+1/2;k—1, Zi,j+1/2;k71) -

g(xz‘, Yj—1/2, lk—1; Vi, j—1/2;k—1y Wi j—1/2;k—15 Zi,5—1/2; k:—l)]

(3.16)

onde v, w, z representam as fungoes (ou projecoes) de malha discretas correspon-

dentes as funcoes u, u, e u,, respectivamente, podendo-se tomar:

Vi—1,5;k— +Ui,‘; _
Vi-1/2,j:k—1 = LIk 12 LN U(iUz'— h/27 Yj, tk—1)> (3-17)

L

Vi, j—1;k— + Vi, 55 k—
Vij—1/2k—1 = =1 12 UL U(znyj—h/Q, tk—l) (3-18)

!

(e similarmente para v;i1/2, j;k—1 € Vi j+1/2;k—1); €, Para 0s termos w = Uy, 2 A Uy’

Vi, jik—1 — Vi-1,5;k—
Wii1jjiko1 = —L— h S~ u(wi— Y2, g, ), (3.19)

1 rvin j—1;k—1 — Vi—1,j-1;k-1 Vit1,5;k—1 — Vi-1,5;k—1 ]
— e e . — 3.20
3 | 20 * 20 (3:20)

Wi j-1/2;k—1 —

~ ux('xia Y;— h/2a tk—1)7

1 rvia G4 k=1 — Vi1,5—-1;k—1 Vi, j+1;k—1 — Vi j—1;k-1 ]
i— el = — = = m— = 3.21
Fim1/2,35k-1 2[ 2h + 2h (3:21)
~ uy(:pi—h/Q,yj,tk_l)
Vi, jik—1 — Vij—1;k—
Zij1jk—1 = —2 - TZEML g (s, y5— Y2, tea), (3.22)

h

(§ analogamente para oS termos Wit1/2,5;k—1> Wi j+1/2;k—15 Zi+1/2,5;k—1 € 24, j41/2;k—1-
Usando (3.17) — (3.22) em (3.16) acima, resulta uma expressao determinando explici-
tamente os novos valores v; ;. (referentes a funcdo de malha v no nivel de tempo ;)
em termos de valores conhecidos vy j.,—1 da funcdo v (ja calculados na etapa ante-
rior), ou seja, tem-se deste modo construido um esquema ou método ezplicito para
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a determinacao dos valores de malha v; ;.. Em comparacgao, estendendo-se procedi-
mentos como (3.12) ou (3.13) para o caso da equagao (3.15) resulta (no caso 6 < 1)

numa, expressao da forma
Vi = F(@ic1, T, Tig1s Yim1, Yjs Yit1s be—1s tes Vi1, Vi)
onde Vi1 = {Vizijujih—1: 05 € {=1,0,1} } e Vi = {Vipinjrjrp: @7 € {~1,0,1}
k—1 i+ilj+5 k=1 ¥ J I k Jitil, g+ ks ¥y J » Yy )

correspondente a um esquema mplicito para a determinagao dos valores v; j.p.
Por exemplo, estendendo-se (3.12) para o caso da equagao (3.15), resultaria a

expressao
Vijsk = Vigik—1 _ 1 .
= 7 f(xi+1/27 Yis U5 Vit1/2,5:k> Wit1/2,5; ks Zi+1/2,j;k) -
At h
F(@im1/2, Yjs ths Vict/2, 55k Wis1/2,5: ks Zi—l/?,j;k)}
1
+ N G(xy, Yir1/2, ks Vi j11/2:k> Wi, j+1/2; k> Zi,j+1/2;k> —
g(wz‘, yj71/2atk; Vi j—1/2;ky Wi, j—1/2;k) Zi,j71/2;k) }
(3.23)
onde
Vi-1,5;k T Vi gk Vij-1;k T Vigik
Vi-1/2,5k = 7 ; Vij—1/2;k = 5 , (3.24)
Vijik — Vi—1,5:k
Wi—1/2,5:k = . , (3.25)
17 Vit ot — Uikl i1k Vitl ik — Vi1 ik
. - +1,7—1;k i—1,j—1;k i+1,75; k i—1,7;k
Wi j—1/2:k = 5 [ 5% + 5T , (3.26)
1 Vi 1.4 . — Vs - 1 Vi e — Vs o A
i—1,5+1k i—1,j—1;k it Lk i,j—1k
Zi-1/2,5:k = E[ e 5% - e 57 od }, (3.27)
Vigik — Vij-1k
Zij-1/2k = : : (3.28)

e analogamente para Vit1/2,55 k> Vij+1/2ky Wit1/2, 5;ks Wi j41/2; ks Zi+1/2,5:k € Zi,541/2; k-
As expressoes (3.23), (3.24) — (3.28) constituem um método implicito para a obtengao
dos valores ©v; j.;, determinados agora por um sistema de equacoes acopladas (de
grande porte) que, no caso de F ou G dependerem nao linearmente com respeito a
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pelo menos uma das variaveis u, u,, u, (ver (3.15) acima), requer assim a solucao
de um complexo sistema de equacoes nao lineares, cuja resolucao é complicada e
dificil de paralelizar eficientemente. Lembrando que, no caso de interesse dado pela
equagao (3.5) tem-se F, G dadas por

F=(u2+u))" uy, G = (ui+u Uy, (3.29)
optou-se, entao, no presente trabalho, pelo emprego do procedimento explicito des-
crito em (3.16) e (3.17) — (3.22) acima, mesmo com possiveis prejuizos (que se

mostraram pequenos) nas propriedades de estabilidade do método resultante.

Particularizando o método explicito descrito acima para o caso da equagao inves-
tigada, dada pela equacdo (3.5) — que, para maior correspondéncia com os c6digos

FoRTRAN desenvolvidos, vamos a partir de agora reescrever segundo (3.15) na forma

0 %)
ue = o (F(ug, uy) ug) + a—y(G(ux,uy)um), (3.30)
onde
22 p_2
Flwz) = (w+22) 7, Gw,z) = (v’ +2°)7, (3.31)

tem-se entao o seguinte procedimento para o calculo dos valores das aproximacoes
v; j: nos nodos ou nés (i, j; k) da malha (ver (3.10)). Comecando pelos nodos inter-
nos (que foram o objeto de toda a discussao anterior, desenvolvida em (3.11) — (3.28)
acima), tem-se, pela discussao acima,

Vi jik — Vijik—1 1 [ Vit1,jk—1 — Vi jik—1
1J rJ — _ F w . Z y 1J 1J _
+1/2,5:k—15 Bi4+1/2,5; k—1
At h ( 7 / J P / J ) h
Vi, jik—1 — Vi-1,5;k—1
F<wi71/2,j;k71> Zi71/2,j;k71) h
1 Vi it — V; i
,j+1 k=1 0,7 k—1
+ E [ G(wi,j+1/2;k—1; Zi,j+1/2;k—1> h -

Vi jik—1 — Vi j—1;k—1 ]
9

G(wi,jfl/&kfl; Zi,§—1/2; kfl) h

onde Wi—1/2,5;k—1, Wit1/2,5;k—1y Wi j—1/2;k—1, Wi j+1/2;k—1 € Zi—1/2,5;k—1) fi+1/2,5;k—1,

2 i-1/2:k—1> Zij+1/2,k—1 Sa0 dados em (3.19) — (3.22) acima. Ou seja, as aprox-
imagoes v; ;. sao computadas pela férmula explicita
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Vij:k = Vi jk—1 T A |:F(wi+1/2,j;k—17 Zz‘+1/2,j;k—1) (UiJrl,j;kfl - Uz‘,j;kq) -
Fwi-iy2,5,5-1, Zi-1/2,j;k-1) (“m‘;k—l - Uz‘—Lj;k—l) ]

+ A [G(wi,j+1/2;k—17 Zi,j+1/2; k—l) (Ui,j+1;k71 - Ui,j;kq) -

G(wi,j—1/2;k—la i, 5—1/2; k—l) (Uz‘,j;k—l - Ui,j—l;k—l) ]
(3.32)

para os nodos (z;, y;) internos, onde A denota o nimero de Courant (CFL number),

At

)\:ﬁ,

(3.33)
escolhido suficientemente pequeno de modo a tornar o método (3.32) numericamente
estdvel, e mantido constante ao se refinar a malha. Nas simulagoes, valores A ~ 0,05
foram usados, verificando-se experimentalmente instabilidades para A > 0,10.

Originalmente, o problema a ser resolvido (no contexto da equagao (3.30)) esta
posto em todo o espaco R? requerendo malhas de tamanho infinito (ver (3.1)-(3.3)).
Na préatica, evidentemente, tomam-se malhas apropriadamente grandes, mas finitas,
com os indices ¢, j variando num conjunto de valores M; < i < My, N; < j < Ns,
criando-se necessidade de procedimentos especiais nos chamados nodos de fronteira
(correspondentes aos casos i € { My, My} ou j € { Ny, N2}), dados por condigoes de
fronteira numéricas [21, 29, 31]. Estas condigbes precisam ser definidas adequada-
mente para nao provocarem instabilidades ou efeitos fisicamente espirios na solugao
obtida, ou mesmo tornarem a simulagao menos eficiente. No caso presente, estas difi-
culdades foram satisfatoriamente resolvidas utilizando-se o seguinte procedimento
bem conhecido: acrescentou-se uma camada extra de pontos (i, j), correspondentes
aos valores i € {M;— 1, My+1} ou j € {N;— 1, No+ 1}, impondo-se as condigoes
de fronteira

v = v = (3.34)

M;i—1,j5;k—1 My,j; k=1’ Ma+1, j; k—1 Ma,j;k—1
para todo N; < j < Ny, e
Ui Ni—1:k—1 = YiNyk-17 Ui Not1ik—1 = Yi Nosk—1 (3.35)

para todo M; < i < M,. Claramente, estas condi¢oes permitem a computacao do
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esquema (3.32) para todos os valores M; < i < My, N; < j < Ny, de modo que
todos os nodos da malha podem agora ser tratados pelo codigo como nodos internos
(sendo, de fato, internos a camada artificial acrescentada). Finalmente, as condigoes
especiais (3.2) referentes aos pontos singulares da solu¢ao u(x,t) foram implemen-
tadas do seguinte modo, de modo a nao prejudicarem a eficiéncia da computagao:
apds a execugao completa da instrugao (3.32) em todos os pontos da malha, antes de
se passar ao novo nivel de tempo ¢;41 os valores v; ;. obtidos no nivel ¢; nos pontos
da malha correspondentes as singularidades foram descartados, sendo redefinidos de
acordo com as condigoes (3.2).

O algoritmo descrito acima para a solugao do problema (3.1)-(3.3) — no con-
texto da equagao (3.30) — foi, por questdes de eficiéncia, implementado vetorialmente
(ver e.g. [19, 35]), como mostra o c6digo FORTRAN a seguir, correspondente a parte
principal do programa serial desenvolvido, onde Q = (p —2)/2, H.TO_PM2 = hP~2:

T =T+ DT

| skoskoskosk >k sk skoskoskok sk skoskosko sk sk skoskosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skoskoskoskok skoskoskoskoskoskoskosk sk sk skosk sk sk sk skokokokokoskokokokoR skokokskokskok |

! COMPUTATION OF F VALUES ON THE GRID: !

|33k sk ok koK ok koK Sk sk ok SRSk >k 3k Sk >k Sk sk >k ok sk ok Skok sk Skok sk Skok sk skok sk skok R kR 3Rk R SRSk R Rk ok Skok sk Skok R SkoR SRRk R kokk )

| ekl B(1,J) FOR M1 <1< M2+ 1 AND N1 <J < N2:

F(M1:M2+1,N1:N2) = ( (U(MI:M2+1,N1:N2) — U(M1-1:M2,N1:N2) )*¥*2 + &
( (U(M1-1:M2,N1+1:N2+1) + UM1:M2+1,N14+1:N2+41)) — &
(U(M1-1:M2,N1-1:N2—1) + U(M1:M2+1,N1—-1:N2—1) ) )**2 /16 )**Q / H.TO_PM2

| koo ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ko ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ko ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok kR sk ok ok sk koK KRRk sk kR k|

! COMPUTATION OF G VALUES ON THE GRID: !

| 3ok ok sk ook sk skook K okook ok ok ok >k ok ok ok sk ok >k ok ok sk ok ok sk ok ok sk skok sk ok sk ok sk sk ok sk skook sk skook sk okook ok skook sk skok koskokokoskok kskokk )

| kel G(I1,J) FOR M1 <1< M2 AND NI <J< N2+ 1:

G(M1:M2,N1:N2+1) = ( (UM1:M2,N1:N2+1) — U(M1:M2,N1-1:N2) )**2 + &
( (UMI141:M241,N1-1:N2) + UM1+1:M2+1,N1:N2+1)) — &
(U(M1-1:M2-1,N1-1:N2) + U(M1-1:M2—1,N1:N2+41) ) )**2 /16 )**Q / H-TO_-PM2

|33k k3R koK SR Sk 3R Sk ok Sk sk >k Sk Sk ok Sk sk >k ok sk sk Sk sk sk skok sk Skok sk skok sk ko 3k skok 3Rk R SRSk sk koK sk Skosk sk skok ko skok Rkok R kokk )

! COMPUTATION OF V = [ NEW U VALUES AT NEW TIME T+ DT |:!

| 3R KRR sk OSk Sk Skosk >k R sk sk sk Sk sk sk sk R R K Sk Sk Sk Skosk R R KR Sk Sk Sk skoskoskosk sk skosk sk sk sk sk R R Sk oskosk sk skosk skokok SRSk Sk sk sk R RsRskoskk )

| kel V(L) FOR M1 <1< M2 AND N1 <J < N2:
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V(M1:M2,N1:N2) = U(MI1:M2,N1:N2) + &
CFL* ( F(M1+1:M2+1,N1:N2) * (U(M14+1:M2+1,N1:N2) — U(ML:M2,N1:N2)) — &
F(M1:M2,N1:N2) * (U(M1:M2,N1:N2) — U(M1-1:M2—1,N1:N2)) ) + &
CFL* ( G(M1:M2,N1+1:N2+4+1) * (U(M1:M2,N1+1:N241) — U(M1:M2,N1:N2) ) — &
G(M1:M2,N1:N2) * (U(M1:M2,N1:N2) — U(M1:M2,N1-1:N2—-1) ) )

| rpectick EXTENDING V. TO THE EXTRA (ARTIFICIAL) GRID POINTS:

V(M1-1,N1:N2) = V(M1,N1:N2); V(M2+1,N1:N2) = V(M2,N1:N2)
V(M1-1:M241,N1-1) = V(M1—1:M2+1,N1); V(M1—1:M2+1,N241) = V(M1—1:M2+1,N2)

Note que, no cédigo acima, o array bidimensional U(-, -) contém supostamente os
valores correspondentes a v; j.x—1 (previamente computados), referentes ao instante
de tempo T, enquanto V(-,-) recebe os novos valores computados, referentes ao in-
stante de tempo T+ DT, correspondentes aos valores v; ;.. Assim, antes do ciclo
ser executado novamente, a variavel U deve ser atualizada recebendo os valores V,
além de se corrigirem os valores computados nos pontos singulares ay,as, ..., G,,, que
devem ser substituidos pelos valores especificados em (3.3). Supondo, por exemplo,
m = 3, e que os indices de malha dos pontos ay, as, ag sejam (i1, j1), (i2, jo) € (i3, j3),
respectivamente, o cédigo acima teria de ser continuado pelas instrugoes a seguir,

antes de ser executado novamente.

| >Rk sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok >k ok ok >k ok ok ok sk ok sk sk ok sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk okok skook sk skook ok okook sk skok koskok kokok kskokk )

U=V | < UPDATING U (AT THE NEW TIME LEVEL)
| skt OVERRIDING COMPUTED VALUES AT SINGULAR POINTS:
U(I1,J1) = B1; U(I2,J2) = B2; U(I3,J3) = B3

| 3Rk skosk sk sk skoskoskosk sk sk sk sk sk kR R sk skosk Sk sk skoskosk sk sk sk Sk sk sk kR sk sk sk sk Sk skosk kR sk skoskoskoskosko sk sRosk kR Sk sk sk sk kkosksksksk )

Para uma ideia do TEMPO DE EXECUCAO de um ciclo completo U — V — U acima,
considerando-se uma malha computacional com 10° pontos (como no caso de se ter,
por exemplo, M; = — 500, My = 500, N; = — 500, Ny = 500), o tempo de execugao
observado com um processador Intel 13 @ 3.20 GHz foi da ordem de 0.10 segundos
(sendo o cédigo de maquina gerado pelo compilador GFORTRAN do PROJETO GNU).
Isso corresponde (para DT a2 10~ %) a um tempo total de aproximadamente 11 dias
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para obter-se a soluc¢do no instante, digamos, t = 1000 (a partir de ¢ = 0), o que
motiva a utilizacao de computadores paralelos para este problema. Uma vez obtida
a solugao u(+, t) num instante t,> 0 suficientemente grande de modo a fornecer uma
aproximacao razoavel para a solucao estacionaria, o VALOR DE CAMPO DISTANTE ¢
entao estimado por

— Z w(xs, yj, t (3.36)

(z] )eM

onde M é um conjunto de pontos da malha tomados suficientemente distantes da
origem (0,0) e também distantes da fronteira da malha, com cardinalidade M.

3.2. Inicializacao da solugao numérica

Para resolver o problema (3.1), (3.2), (3.3) — no contexto da equagao (3.30) —
falta ainda especificar a CONDIGAO INICIAL uy € WHP(R") N L®(R"), onde n = 2.

Para isto, "desenhamos”, um plano com 3 cones ou 4 cones(por exemplo, se
o problema tem 3 ou 4 singularidades). Porém nada impede, definir a condigao
inicial uma superficie curva ou um plano inclinado com 3 ou 4 paraboloides e as
singularidades nos vértices destes paraboloides ou outra superficie inicial qualquer.
Escolhemos os cones e o plano horizontal, apenas porque é mais facil programar
esta condigao inicial. Os detalhes desta inicializacao também podem ser encontra-
dos no pardgrafo (d) Initial_Solution _u0 da se¢ao 4.5. Detalhando o cédigo
INITIALIZE.

Isso pode ser feito do seguinte modo: uma vez dados os pontos singulares (dis-
tintos) as, as, ..., a,, e os valores correspondentes by, by, ..., b,,, respectivamente, que
a solucdo u(z,t) deve assumir nestes pontos, computa-se 7> 0 dado por

ro = % min {d(a;, a;): 1 <i<j<m}, (3.37)

onde d(a;, a;) = |a; — a;j| denota a distancia do ponto a; ao ponto a;, ou seja,
d(ai a5) = \f (zi— 2,2 + (35— v)? (3.38)
(sendo a; = (24, yi), a; = (x;,y;), respectivamente). Atribuindo-se, entao, um valor

inicial by proximo (mas propositadamente nao igual) de b_esp = (b1+b2+Db3)/3
supondo-se aqui, por exemplo, 3 singularidades. Definimos:
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b , se (x,y) estd fora dos cones,

uo(z,y) = (3.39)

b, — b .
b; — w \/(x —z;)2+ (y —y;)? . (z,y) € cone j
0

Onde a segunda linha de (3.39) significa que o ponto (z,y) estd na base de al-
gum cone, como ilustrado na Fig. 3.1 a seguir (no caso, m = 3, a; = (1,1),
ag = (—1.5,0.5), a3 = (0,—1.5), by = 1, by = 3, b3 = 4, com by = 2). E nas
figuras: Fig. 3.4 e Fig. 3.5 para t=0.

Fig. 3.1: Exemplo de estado inicial para o problema (3.1), (3.2), (3.3)

3.3. Estimativa do tempo via solucao de Barenblatt

Para obter uma aproximacao razoavel para o estado estacionario, é preciso com-
putar u(-,T) para T > 1 sufientemente grande. O ARGUMENTO HEURISTICO desen-
volvido a seguir d&4 uma ideia do tamanho aproximado que T deve ter. Para isso,
vamos considerar momentaneamente que u(-,t) seja uma solu¢do fundamental (mais
detalhes no Apéndice D ou ver [34], Ch. 2 ) da equagdo u; = A,u (Solugao de
Barenblatt) dada por
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p—2

p
W) = o) = 0 (0 aP T P2 (e

p +

onde 7 = |x — xo| para certo zo € R", a =1/(n(p — 2) + p), e onde C > 0 é uma
constante dada, relacionada com a massa m = [, u(x,t) dz da solugdo u(-,t), cujo
valor independe do tempo t e pode ser obtido explicitamente, sendo dado por:

1 -2 % (Pfl)(p+n2(pf2)) ( 1 2 5

m = w, — « ,
D P p—2

p—2

onde B(+,-) denota a FUNGAO BETA DE EULER e w, é a drea (n — 1)-dimensional da

superficie da bola unitéria (ou seja, da hipersuperficie { z € R": |z | = 1}), dada
por
9 /2
o T

(ver e.g. [11], p. 8), onde I'(:) denota a FUNGAO GAMA DE EULER. expressando a
constante C' em termos da massa m, obtém-se, das expressoes acima,

p(p—2)
n n(p—1) r-D(p+nlp-2)

¢ = {wﬂn'pff(p—l—n(lp—Q))p.(p;z) 7 (n(pp—l), 2pp__23)}

onde, como dito acima, B(-,-) ¢ a fun¢ao Beta. Sendo o suporte de v.(-,t) dado pela

S~

bola fechada de centro z e raio R(t), com

p—1

1 1
_ AP o) p \" | pFa-2)
Rit) = C 7 - (p+n(p—2) (p_2> t

para todo t > 0. Segue assim que o tempo T para que se alcance uma distancia
R > 0 do centro zy é dado por

p—1 _

T _1 ptn(p—2)

‘<p—2>p‘ C—”T }
P

onde C' depende da massa m, como mostrado acima. Equivalentemente, tem-se:

3=

T = {R-(p+n(p—2))

para v, (-, t) atingir uma distancia R > 0 do centro zg, é preciso aguardar um tempo
T =T (R,m,p) dado por

1 n(p—
T(Ramap) - K(nap) —RIH_ =2

mpP—2

(3.40)
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onde K = K(n,p) denota a constante dada por

, p+n1()p—2) o (p—l)(p;n(p—%)
Kop) = (o) (50) - K.(n,p)
com K,(n,p) dada por
1 p-1 0 P e np-1) 2p-3.1
R ERSRN Y L P

onde, como antes, B(-,-) denota a funcao Beta. Este resultado pode ser usado do
seguinte modo para se estimar um tempo minimo 7 esperado para se levar a um
término aproximado a interagao dos m cones individuais que formam o estado inicial
up, como ilustrado na Fig. 3.1. Supondo tais cones de massa — ou seja, volume com
relacdo ao plano horizontal de altura by — de ordem unitaria (digamos, m = 1) e
com centros a; distando entre si nao mais que 10 unidades de comprimento, pode-se

imaginar que valores da solugao a uma distancia dez vezes maior — correspondentes

10000

9000 q

8000 1

7000 1

6000 - 1

T(p)

5000 1

T=

4000 q

3000 q

2000 d

1000 - 1

0 . . . .
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
p

Fig. 3.2: Estimativa para o tempo de interacao no caso R =100, m=1,n =2

a se considerar R = 100 em (3.40) acima — possam fornecer aproximagoes razoaveis
para o VALOR DE CAMPO DISTANTE b procurado, visto que o valor b é resultado da
intera¢do nao linear entre os varios pulsos (ou ondas) constituindo o estado inicial,
para tempo suficientemente grande.

A Fig. 3.2 acima mostra a dependéncia do tempo de observacao T assim previsto
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com relagao ao parametro p > 2, para valores tipicos de R e m (e dimensao n = 2).
Na pratica, observou-se de fato a necessidade de considerar valores para p nao muito
superiores a 2 (nos experimentos, considerou-se geralmente p € (2, 2.3]) de modo
a se esperar T nao muito superior a 1000 unidades, ou seja, T = O(1000). Esta
situagao ¢ ilustrada na Fig. 3.3 a seguir, onde se mostra a evolucao no tempo ¢ da
estimativa do VALOR DE CAMPO DISTANTE b obtida via amostragem como indicado
em (3.36): valores maiores de p requerem que se tenha de computar a solu¢ao (-, t)

para tempos significativamente maiores.

2.2

218 | ——p=2 -
——p=3
216 | —p=4 s

214 b

212 b

2.1F b

2.08

2.06 -

2.04

2.02

2 ! I I I I I ! !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t

Fig. 3.3: Evolugao temporal de b obtido via (3.36) nos casos p=2,p=3ep=4

Outro aspecto interessante nas simulacoes é observar o comportamento local da
solugdo computada u(-,t) na vizinhanga dos pontos singulares aq, as, ..., @,,, como
ilustrado nas Figuras 3.4 e 3.5 a seguir, ambas obtidas a partir de um mesmo estado
inicial ug (descrito anteriormente na Fig. 3.1 acima) mas considerando-se diferentes
valores de p. Em ambos os casos, verifica-se experimentalmente o comportamento
anunciado em (2.9), Capitulo 2, se t > 1 for suficientemente grande. Além disso,
também no caso evolutivo (parabdlico) a solugao u(-,t) permanece sempre limitada
pelos valores b = min{bj: 1<5< m} e B= max{bj: 1<5< m} (compare com
(2.8), Cap. 2), o que foi sempre observado nos experimentos numéricos realizados.
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t =100

Fig. 3.4: Solugao u(-,t) do problema (3.1), (3.2), (3.3) se p =2.3
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t =100

Fig. 3.5: Solugao u(-,t) do problema (3.1), (3.2), (3.3) se p =4
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3.4. Procedimentos computacionais

A execucao dos experimentos computacionais conduzidos em uma CPU foi feita
desenvolvendo-se dois programas FORTRAN seriais (ou sequenciais): initialize.f90
(responsavel pela inicializacao de todas as varidveis envolvidas, incluindo a definigao
da malha numérica e do estado inicial ug considerado) e u24h _serial.f90 (responsavel
pelo célculo da solugao numérica, até um dado instante de tempo tF especificado,
sendo este programa executado repetidamente (em sucessao) até ser observado um
estado final estaciondrio dentro da margem de erro adotada, de ordem 104 ou 107?).
A inicializagao de dados feita pelo programa initialize.f90 gera um arquivo de SAfDA
de nome u24h _serial INPUT.dat, que serve de ENTRADA para u24h_serial.f90 infor-
mando todos os dados necessarios para sua execuc¢ao, com exce¢ao do nivel de tempo
final tF a ser atingido a partir do instante inicial t0 = 0 na primeira execucao de

u24h _serial.f90. Este processo é representado esquematicamente a seguir.

Execute antes
initialize.f90

> para inicializar dados

Problema

novo? .
gerando arquivo

u24h_serial INPUT.dat

u24h _serial.f90 « h t0=0,tF =0 J
especificando novo tF

Execute o programa 1 ( ’

Programa u24h_serial.f90
obtém seus dados lendo arquivo
u24h_serial INPUT.dat
e salva resultados reescrevendo
u24h_serial INPUT.dat

|

Repita o procedimento acima Arquivos de SATDA secundérios

até atingir tF final desejado sdo também gerados na execugao
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Problema sim

execute antes
INITIALIZE.f90

novo?

nao

Leia dados em W

gerando arquivo

para inicializar dados
tu%hserialINPUT.dat

u24h_serial INPUT.dat
(nivel de tempo: t0) J

Y

Gere cépia de seguranca
u24h_serial_input_previous.dat

|

Y

Especifique novo
tempo final tF

Y
Execute as iteragoes

para computar a solucdao
desde t0 até tF,

computando ESTATISTICAS

a cada dt_dump passado

Y
Salve a solugao final

(i.e., u no instante tF)
e dados relevantes
no arquivo de saida
u24h_serial INPUT.dat

Y
Salve dados em PS
para visualizacao posterior
usando pacote MATLAB:
u24h_serial MATLAB.dat

Y
Gere o arquivo resumo }

u24h_serial_ LOG.txt

Se arquivo
u24h_serial INPUT.dat
nao existir, informe em

u24h_serial ERROR.txt
e termine execugao

Se t0 > 100, toma-se
tF = t0 + 100

Foi usado:
dt_dump = 0.01
ESTATISTICAS incluem:
far-field estimates ff1, ff2, ff3
min_u, max_u, variation_sup

Arquivo de SATDA
u24h_serial INPUT.dat
serve de arquivo de ENTRADA
na proxima execugao de
u24h _serial.f90

Arquivo em precisao simples
u24h_serial MATLAB.dat
é ENTRADA para o matlab script

read_u24h_serial_data.m

com histérico de execugoes
e resultados selecionados
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Como mostrado nos fluxogramas acima, os resultados obtidos por u24h _serial.f90
sao salvos novamente no mesmo arquivo u24h serial INPUT.dat, que fornece os da-
dos necessérios (com excegao do novo instante final tF) para uma nova execugao (se
desejada) deste programa, repetindo-se o ciclo até que um instante final tF defini-
tivo tenha sido alcancado.

Para fins de ilustracao, descrevemos agora o processo basico para a execugao dos
programas acima no supercomputador SGI ALTIX 1350/450, disponivel no CENTRO
NACIONAL DE PROCESSAMENTO DE ALTO DESEMPENHO de Sao Paulo (cenapad-sp), lo-
calizado na Universidade Estadual de Campinas (https://www.cenapad.unicamp.br).
Este centro faz parte do chamado SISTEMA NACIONAL DE PROCESSAMENTO DE ALTO
DEeseMPENHO (https://www.Ince.br/sinapad), que consiste atualmente de nove sis-
temas similares (de maior ou menor porte) distribuidos pelo pais: LNCC (Petropolis),
UFRGS (Porto Alegre), Unicmap (Campinas), CPTEC/INPE (Cachoeira Paulista),
COPPE/UFRJ (Rio de Janeiro), UFMG (Belo Horizonte), UFC (Fortaleza), UFPE
(Recife) e INPA (Manaus), mantidos pelo MCT (Ministério da Ciéncia, Tecnologia
e Informacao) do governo brasileiro. O acesso a estes sistemas se dd remotamente
— utilizando-se os protocolos SSH (Secure Shell) e FTP (File Transfer Protocol) —
via a REDE NACIONAL DE ENsINO E PEsquisa (https://www.rnp.br), criada pelo
MCT (na época, Ministério da Ciéncia e Tecnologia) em 1989, e mantida pelo MCT
desde entao. Em cada centro do SINAPAD, contas de usuarios sao obtidas a par-
tir da aprovagao de projetos cientificos encaminhados, de natureza computacional,
que requeiram emprego de computacgao de alto desempenho. Para instalacao dos pro-
tocolos SSH (acesso remoto) e FTP (transferéncia de arquivos) numa maquina-cliente
Windows, por exemplo, é particularmente conveniente instalar os softwares WinSCP
(https://winscp.net /eng/download.php) e PuTTY (https://www.putty.org), que per-

mitem uma facil utilizacao pratica destes recursos.

No caso do ambiente ALTIX do cenapad-sp, por exemplo, depois de efetuado o
acessso via ssh ao servidor de conexdes (cenapad.unicamp.br), ou front-end do sis-
tema, deve-se acessar (login) a maquina SGI ALTIX 1350/450 (de nome athenas),

com sistema operacional Linux SUSE (ia64), executando-se o comando
rhoo@frontend:~$ ssh athenas

(e fornecendo-se a senha logo a seguir, que é a mesma senha usada para as outras
méquinas do cenapad-sp: SGI Altix ICE 8400 LX, IBM P750 e IBM iDataPlex/GPU).
Entrando-se no diretério onde foram colocados os programas fontes initialize.f90 e
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u24h _serial.f90, estes devem ser compilados, executando-se (na maquina athenas)

rhoo@sg2gql:~> gfortran -o initialize initialize.f90
rhoo@sg2gql:~> gfortran -o u24h_serial u24h_serial.f90

se for desejado usar o compilador gfortran (GNU fortran), ou

rhoo@sg2gql:~> ifort -o initialize initialize.f90

rhoo@sg2gql:~> 1ifort -o u24h_serial u24h_serial.f90

no caso do compilador ifort (Intel), ambos disponiveis no sistema (supondo ja
terem sido executados os arquivos de script correspondentes,

rhoo@sg2gql:~> source /usr/local/bin/gnuvars.sh
para o uso de gfortran, e
rhoo@sg2gql:~> source /usr/local/bin/intelvars.sh

no caso de uso do compilador ifort. (Alternativamente, estes comandos podem ser
inseridos no arquivo de inicializagao .bashrc.) O caminho completo dos executaveis

gfortran e ifort pode ser obtido com o comand unix which: executando

rhoo@sg2gql:~> which gfortran
rhoo@sg2gql:~> which ifort

(na méquina athenas), obtém-se, respectivamente, as respostas

/usr/local/gcc-5.3.0/bin/gfortran
/usr/local/intel/Compiler/11.1/075/bin/ia64/ifort

(dadas pelo sistema). A execugdo dos programas gfortran ou ifort para a com-
pilacdo de um dado c6digo FORTRAN pode ser feita em modo interativo (ou seja, dig-
itando os comandos acima diretamente na tela e pressionando em seguida a tecla de
RETURN, como feito acima), mas para a execucao dos cédigos gerados (initialize
e u24h_serial) deve-se proceder em modo batch, submetendo-se um arquivo script
via o comando gsub do sistema PBS (Portable Batch System). Alguns dos principais
comandos PBS sao, por exemplo:
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comando PBS acao
H |

gsub para submeter jobs (definidos em shell script files) ao PBS
qdel para remover jobs das filas de execugao
gstat para exibir o status de filas e jobs

Para mais detalhes sobre comandos PBS, ver [4] e https://www.cenapad.unicamp.br/
parque/SGI_div.shtml. Programas executados em modo interativo no SGI ALTIX
sao executados no servidor athenas (hostname: sg2gql.cenapad.unicamp.br),
tendo sua execucao automaticamente interrompida se forem usados mais de 5 mi-
nutos de CPU em um intervalo de 10 minutos (com o usudrio responsavel recebendo
neste caso adverténcia por e-mail). A méquina sg2gql ¢é interativa e destina-se ex-
clusivamente a compilacao de programas, criacao e edicao de arquivos, submissao de
jobs ao Sistema de Filas (PBS) e conferéncia de resultados. De fato, existe um pro-
cedimento de monitoramento e controle para evitar que processos muito “pesados”
sejam executados nessa maquina. Todos os demais processamentos devem ser feitos

necessariamente através de submissao ao Sistema de Filas (i.e., em modo batch).

Em modo de execugao serial (i.e., um processador), o sistema SGI ALTIX 1350/450
do CENAPAD-SP oferece trés filas para processamento em batch, assim configuradas:

H Fila serial ‘ Num. max. jobs ‘ Tempo max. CPU H

pequena 4 24 horas
media 7 168 horas
grande 8 744 horas

Com base nestes parametros, escolhe-se a fila apropriada para cada job a ser sub-
metido, levando-se em conta o tempo de CPU necessério (estimado) e, depois disso,
o numero de jobs ja em execucao em cada fila. O programa initialize.f90 fornece in-
formagoes que permitem estimar com razoavel confianca o tempo de processamento
requerido na execugao do programa u24h_serial.f90. Para o segundo item, executa-
se (em modo interativo na maquina athenas) o comando PBS

rhoo@sg2gql:~> qgstat -a

sobre o status de todas as filas (seriais e paralelas), obtendo-se a lista de todos os

jobs presentemente em execugao (estado: Running) nas diversas filas e o tempo de
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execucao total de cada um destes jobs no momento atual, além da lista de jobs em

espera (queued), se existirem, que aguardam seu processamento nas varias filas.

Na primeira simulacao de um problema novo, tipicamente foi submetido um ar-

quivo script como o seguinte ao sistema PBS:

#PBS -q pequena
#PBS -N jobO1
#PBS -V
#!/bin/sh

cd $PBS_O_WORKDIR

©CRO " skskskokokok sk ook ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ook ok ko ok ok ok ok kok sk ok ok ko 1!
echo

echo "Inicio do jobOl: " “date”

echo "Hostname: " “hostname~

echo

echo "--—————"—1"—"—mH—--—- "
echo "TASK:"

echo "Executing ./initialize ..."

echo "Date started: " “date”

./initialize

echo "Done!"

echo "Date finished: " “date’

echo "--——-————-mm "
echo "Executing ./u24h_serial ..."

echo "Date started: " “date

./u24h_serial

echo "Done!"

echo "Date finished: " “date’

echo "-——————————— "
echo

echo "Final do jobOl: " “date’

echo

©CRIO " skskskokok ok ok kook ok sk ok ok ok K ok ok ok K ok ok ok ok Kk Kok ok ok ok kK 1!

Em tais scripts, linhas comecando com #PBS sdo DIRETIVAS PBS (no caso

acima,

definindo a fila escolhida (pequena) e o nome do job (job01), e declarando que as

varidveis de ambiente dos comandos do gsub usados (como PBS_0_WORKDIR acima)

devem ser exportadas para o batch job correspondente); linhas comecando com #

sao simplesmente comentarios, e #!/bin/sh define o interpretador shell em uso. Por
default, scripts PBS sao executados no DIRETORIO HOME, e ndo no diretério onde
se deu a submissao, a menos que se inclua no script o comando cd $PBS_0_WORKDIR

(que fornece o enderego do diretério onde o arquivo batch em questao foi iniciado).
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As varidveis “date” e “hostname™ nos comandos de impressao echo permitem que
sejam registrados a data/hordrio no momento de execu¢ao do comando echo, e o
nome do né (hostname) onde o job foi processado, respectivamente. Finalmente,
./initialize e ./u24h_serial sao os comandos de usuario solicitando que os
arquivos executaveis com estes nomes, presentes no diretorio corrente, sejam exe-
cutados pelo sistema (estes nomes foram pré-definidos nos comandos de compilagao
executados previamente, conforme mostrado anteriormente). Outros comandos tteis

poderiam ter sido incluidos no arquivo batch acima, como, por exemplo, o par

#PBS -m bea
#PBS -M robertohoo@gmail.com

especificando que seja enviado e-mail para o endereco indicado no inicio (b) e fim
(e) da execucao do job, ou em caso de aborto (a) por qualquer razdo. Para ainda
outros comandos e varidveis de ambiente PBS, pode-se consultar as PAGINAS DE
MANUAL (manpages) do comando gsub executando-se (por exemplo)

rhoo@sg2gql:~> man gsub > gsub_manpages

(em modo interativo na athenas), e similarmente para os comandos gstat e qdel

(ver abaixo) ou qualquer outro comando desejado.

Supondo que o arquivo batch acima tenha sido chamado p_Laplace (ou outro
nome qualquer, incluindo jobO1), este seria submetido ao sistema PBS, entao,
executando-se o comando

rhoo@sg2gql:~> qsub p_Laplace

(em modo interativo na athenas), que submete um job de nome job01 para a fila
de jobs pequena, como indicado no arquivo p_Laplace. O status deste job pode ser

checado a qualquer momento executando-se o comando PBS
rhoo@sg2gql:~> qgstat -u rhoo

(em modo interativo na athenas), onde a op¢ao - u indica que se deseja o estado de
todos os jobs do usudrio rhoo (que é o username de Roberto Hoo no CENAPAD-SP).
Alids, como visto nas ilustragoes acima, o nome do usuario esta sempre incluido no
PROMPT do sistema (no caso da athenas: rhoo@sg2gql:~>, e analogamente nas
outras méaquinas). Assim, para citar um exemplo, executando-se gstat -u rhoo
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sete segundos apos a submissao do script p_-Laplace, uma resposta tipica seria

sg2gql.cenapad-sp.br:

Req’d Req’d Elap
Job ID Username Queue Jobname SessID NDS TSK Memory Time S Time
13277 .sg2gql.cenapad-s rhoo pequena jobO1 62254 -- 1 -- 25:00:00 R 00:00:07

A informacao dada acima tem o seguinte significado. Na coluna de IDENTIFICACAO
DO JOB (Job ID) aparece o numero atribuido pelo sistema ao job (no caso, 13277),
pelo qual ele pode ser referenciado em outros comandos PBS. (Por exemplo: se for
desejado cancelar o processamento do job (interrompendo e cancelando, em particu-
lar, a execugao de um programa FORTRAN que esteja sendo executado no momento),
executa-se neste caso o comando

rhoo@sg2gql:~> qdel 13277

em modo interativo na athenas). Ao lado do NUMERO DO JOB, aparece a IDENTI-
FICAGAO DO USUARIO (Username), seguido da IDENTIFICAGAO DA FILA (Queue)
onde estd o job (neste caso, a fila pequena, como solicitado pela diretiva #PBS -q
pequena no arquivo script p_Laplace acima) e 0 NOME DO JOB (job01), determi-
nado pela diretiva #PBS -N jobO1. Seguem a IDENTIFICAGAO DA SESSAO (SessID),
o NUMERO DE NOS ou NODES solicitado (NDS), determinado pela diretiva

#PBS -1 nodes=(m,)

(que, nas filas seriais, s6 pode ser usada com o valor default m = 1, e assim nao é
necessaria; outro valor para m faria o processamento ser imediatamente abortado),
e 0 NUMERO DE TASKS ou processos, que em filas seriais é sempre 1. No campo
seguinte aparece a quantidade de meméria RAM solicitada (através da diretiva #PBS
-1 mem=(n)mb, ndo utilizada), seguido do TEMPO TOTAL PERMITIDO (Req’d Time),
determinado pelo limite maximo da fila em questao (para a fila pequena: 25 horas).
A seguir, aparece o campo mostrando o STATUS (S) corrente do job, que pode ser R
(running) ou Q (queued) — estando as filas cheias, um job pode permanecer varios
dias em estado de espera (Q), até ter sua execucao iniciada. Finalmente, é informado
0 TEMPO TOTAL DECORRIDO (Elapsed Time) do job em estado running, que nao
pode ultrapassar o valor maximo da fila onde ele se encontra (campo Required Time,
a esquerda), neste caso limitado por 25 horas (fila pequena).
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O comando gsub p_Laplace gera um batch job para a fila solicitada a partir do
arquivo script p_Laplace, sendo este batch job executado em algum né6 (node) do SGI
ALTIX atribuido pelo sistema. O comando echo "Hostname:" ~hostname” presente
no arquivo script (neste caso, p_Laplace) imprime o nome do né que executa o job
num ARQUIVO TEXTO de saida (com NOME DEFAULT dado por (Jobname).o(JobID),
neste caso: job01.013277). Neste arquivo também sao escritas todas as mensagens
geradas pelos cddigos executaveis do job (em particular, aqueles gerados pelos pro-
gramas FORTRAN presentes) dirigidas para o STDOUT (ou seja, tela ou monitor).
Na ocorréncia de erros(s), mensagens correspondentes sdo impressas pelo sistema
num ARQUIVO DE ERROS, com nome default dado por (Jobname).e(JobID), ou seja,
neste caso: job01.e13277. Estes dois arquivos STDOUT e STDERR podem ser re-
unidos em um s6 se for incluida a diretiva #PBS -j oe no arquivo batch.

Consultando o arquivo job01.013277 gerado na execugao do job job01 acima,
encontra-se (por exemplo) o texto inicial

stk sk ok ok sk ok ok e ok sk sk ok ok ok ksk sk ok e ok sk sk ok e ok sk sk ok o ke ksk ok ok ok
Inicio do Job0O1l: Fri Sep 22 01:33:01 BRT 2017

ALTIX Queue: pequena
Hostname: sg3no2

identificando 0 né sg3no2 (HOSTNAME completo: sg3no2.cenapad.unicamp.br)
presente em um dos quatro FRAMES que compoem o sistema SGI ALTIX 1350/450.
De acordo com a documentagao oferecida pelo CENAPAD-SP (disponivel no endereco
https://www.cenapad.unicamp.br/parque/SGI_div.shtml), o né sg3no2 é formado
por 38 processadores Intel [tanium?2 dual-core série 9000 @ 1.6GHz, o que significa
na pratica um total de 76 processadores, ou nicleos de processamento, cada um
com desempenho maximo de 6.4 GFLOPS. Um destes 76 processadores foi encar-
regado pelo sistema de executar as tarefas indicadas no job jobO1 acima. Isso foi
seguido por sucessivas submissdes subsequentes de novos jobs similares (estes, agora,
ndo incluindo o executével initialize) até se atingir um nivel de tempo tF apropriado
para o problema matematico considerado. Este procedimento foi repetido nos varios
experimentos realizados, considerando diversas instancias do problema (3.1), (3.2),
(3.3). As figuras abaixo mostram tempos de execugao tipicos verificados nos exper-
imentos, considerando ciclos de 100 iteragoes temporais (correspondentes a avangos

no nivel de tempo de magnitude At = 0.01), aproximadamente proporcionais ao
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tamanho da malha computacional (como esperado), com flutuagoes devidas as per-
manentes oscilagoes nas condigoes de ocupacao da memoria local e processadores
usados, como ocorreria num computador pessoal, e um desempenho médio tipico de
50 a 70 MFLOPS, ou 1% da capacidade tedrica méxima (6 a 6.4 GFLOPS).

Time per cycle (seconds)
115 T T

11

10.5

10

9.5

elapsed time
o

6.5 . . . .
0 20 40 60 80 100

t

Fig. 3.6a: Tempos de processamento serial para avancos de 0.01 no tempo

usando malha numérica de tamanho 501 x 501 (sendo p = 2.3)

Time per cycle (seconds)
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421 i

40
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32
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t

Fig. 3.6b: Tempos de processamento serial para avangos de 0.01 no tempo

usando malha numérica de tamanho 1001 x 1001 (sendo p = 4)
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3.5. Visualizagao com matlab

Nesta se¢ao mostraremos parte do pés-processamento realizado com os resultados
numéricos obtidos (na etapa de computagdo numérica, ou number crunching) para a
finalidade de visualizacao (correspondente a etapa de visualizagdo cientifica) e inter-
pretacao dos resultados, que gerou, em particular, as ilustragoes mostradas no texto.
Toda a visualizagao foi realizada utilizando-se o software MATLAB (ver e.g. [15, 16])
e suas rotinas de geragao de gréficos (como meshgrid, plot, surf e surfl). Para isso,
os dados de SATDA (computados originalmente em PRECISAO DUPLA) foram arredon-
dados em PRECISAO SIMPLES e impressos para este propdsito num arquivo especial
chamado u24h _serial MATLAB.dat, lido por um script em MATLAB. A razao deste
cuidado é que alguns compiladores FORTRAN imprimem nimeros muito pequenos
(entre 271922 &~ 2.2 x 1073% ¢ 107!% no caso de aritmética IEEE 754, considerando
PRECISAO DUPLA) omitindo o simbolo do CAMPO INDICADOR DE EXPOENTE (D, E,
d ou e, todos aceitos pelo MATLAB), causando uma leitura equivocada pelo MATLAB.
Por exemplo, um valor numérico 3.567 * 1072°! pode ser escrito como 3.567 — 201,
causando confusao em sua leitura pelo MATLAB. Analogamente, niimeros em pre-

0% podem ser impressos sem o delimitador

cisao dupla de magnitude superior a 1
explicito de expoente e causar erros de leitura semelhantes no MATLAB (que precisa
sempre receber os delimitadores D, E, d ou e nestes casos). Este problema pode ser
evitado com a precaucao de se imprimirem os resultados em PRECISAO SIMPLES,
com o uso das FUNGOES INTRINSICAS real(-) ou sngl(-) para o arredondamento
em questao. Deste modo, um valor como 3.567%1072"! (em PRECISAO DUPLA) seria
arredondado para zero (em PRECISAO SIMPLES), e assim impresso, nao causando
problemas de leitura no MATLAB, enquanto 3.567 x 1072% seria impresso (em PRE-
CISAO SIMPLES) como Infinity, e subsequentemente reescrito (usando-se um editor
de texto convencional) como inf ou Inf, que sdo as formas aceitas pelo MATLAB.
Com estes cuidados, o arquivo de dados fornecido ao MATLAB para a visualizagao

sera sempre recebido corretamente.

Com o arquivo de dados gerado como descrito no paragrafo anterior, sua leitura
para uso pelo MATLAB pode ser com o uso dos COMANDOS MATLAB fopen (para a
abertura do arquivo de dados em disco), scanf (para a leitura dos dados no arquivo)
e fclose (para o fechamento do arquivo ao fim da leitura). Por exemplo: supondo
que se tivesse uma certa quantidade de dados (digamos, 10 dados) dispostos de
modo varidvel ao longo de vérias linhas (digamos, 5 linhas) em um arquivo de nome
input.dat, correspondentes a varidveis de nomes massa e tO (na primeira linha),

N (uma variavel inteira, na terceira linha), e sete valores x(1),...,x(7) de um certo
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vetor real x na quinta linha, com a segunda e quarta linhas em branco, estes valores

poderiam ser lidos usando-se o seguinte script em MATLAB:

fileID = fopen('input.dat','r');

A = fscanf(filelID,'%f', [1 inf]); % <--- this command reads
% the entire data file

fclose(fileID);

massa = A(1); t0 = A(2);

N = A(3);

position = 4;

x = A(position:position+6);

Procedendo-se como no script acima, com os COMANDOS MATLAB fopen, fscanf
e fclose, os dados necessarios (previamente obtidos na computagao numérica) sao
passados a0 MATLAB para uso das rotinas de visualizacao padroes desta linguagem.
Para ilustracao, mostramos a seguir o codigo MATLAB basico usado para gerar os
varios graficos exibidos nas Figs. 3.4 e 3.5 acima:

max( find( x <= -4 ) );
max( find( x <= +4 ) );

no

nl

[X,Y] = meshgrid(x(n0:n1),y(n0:n1));
U = u(n0:n1,n0:n1);

a_view = 115;

z_view = 27.5;

figure(10)
surfl(X’,Y’,U)
colormap(jet)
shading interp
view(a_view,z_view)
xlabel('x'")
ylabel('y')

(supondo os valores da solugao computada no instante t em questao armazenados

na variavel u, com x e y contendo as abscissas e ordenadas dos pontos da malha).
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Capitulo IV

Cdédigo Paralelo

Neste capitulo, vamos examinar varios aspectos de computacao paralela, co-
mentando sobre computadores paralelos e as nogoes fundamentais de processos e
threads. Depois disso, passamos a descrever a interface de programacao (Application
Programming Interface, on API) conhecida por OpenMP (Open Multi- Processing),
muito usada atualmente para o desenvolvimento de programas paralelos nas lingua-
gens Fortran ou C/C++, e que se baseia no uso de DIRETIVAS DE COMPILAGAO
em pontos especificos do codigo em questao (que identificam as regices paralelas e
criticas presentes no codigo, e os possiveis pontos de sincronizagao, indicando como o
paralelismo em cada regiao deverd ser explorado pelo programa) e certas VARIAVEIS
DE AMBIENTE ou CHAMADAS A SUBPROGRAMAS (fungdes ou sub-rotinas, em For-
tran) especiais, particularmente indicada para a programagcao paralela em sistemas
de MEMORIA COMPARTILHADA (como é o caso de processadores constituidos por
multiplos ntucleos de processamento, ou multi-core processors, comumente presentes
nos computadores e notebooks pessoais modernos, além de computadores maior
porte e supercomputadores). Também apresentamos neste capitulo as principais
modificagoes introduzidas no cédigo serial descrito no Capitulo III para sua para-
lelizacao, indicando as varias diretivas OpenMP que foram acrescentadas ao cédigo
original (nas regioes paralelas apropriadas) e alguns detalhes relacionados.

4.1. Alguns fatos relacionados com programacao paralela

Atualmente (2018), aqui no Brasil, j4 nao existe mais a venda computador pes-
soal novo, notebook ou tablet com apenas um nicleo no seu processador. Todos eles
possuem dois ou mais nucleos. Esta tendéncia é tao pronunciada que, atualmente
também, qualquer smartphone de preco acima de R$ 400 tem dois ou mais nicleos
(seja ele da LG, SAMSUNG, MOTOROLA, LENOVO, ASUS e outras marcas atuais).
Aproveitando esta caracteristica, os sistemas operacionais e programas que rodam
nestas duas plataformas (computadores e celulares) realizam vérias tarefas simul-

taneamente e utilizam largamente programacao em paralelo.
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Os alunos que entram nas faculdades, universidades e cursos técnicos ligados
a area da computacgao, geralmente, hoje em dia, aprendem a programar em Java,
C++ ou C# de modo sequencial (serial), isto é, faz-se uma tarefa de cada vez e
somente quando esta termina vai-se para a préxima tarefa. Um exemplo concreto é
o programa que foi descrito no capitulo anterior (Capitulo III). No entanto, quando
o estudante de Ciencia da Computacao, Engenharia da Computacao ou outros cur-
sos similares chega no final de seu curso, ha alguma cadeira como “Programacao
paralela e distribuida.” Ou seja, a computagao paralela ja é algo tao comum que ja
faz parte obrigatéria do curriculo béasico dos cursos de graduacao de informética.

Professores, alunos, cientistas, engenheiros e outros pesquisadores de empresas
publicas e privadas utilizam supercomputadores das suas empresas ou de algum
cluster computacional (por exemplo, o Sistema Nacional de Processamento de Alto
Desempenho (SINAPAD), descrito no capitulo anterior) nos seus trabalhos, projetos
e pesquisas. Sobretudo quando o célculo, a simulacao ou pesquisa nao conseguem ser
feitos em tempo habil em um PC (microcomputador) comum. Um supercomputador
ou um cluster é fundamentalmente uma reuniao de varias placas (as vezes, cente-
nas, milhares, ou mesmo dezenas ou centenas de milhares de placas!) — digamos, m
placas —, cada placa com um nimero n de processadores, e cada processador, por
sua vez, com certo nimero p de nicleos, trabalhando de forma harmoniosa entre si.
Se todas estas placas e processadores forem iguais, teremos um cluster homogéneo
de m x n processadores e m X n X p nucleos.

Muitos projetos e pesquisas utilizam a computacao paralela em larga escala (large
scale scientific computing), como, por exemplo:
* fenémenos climaticos ou geofisicos (previsao meteorolégica, evolugdo do clima,
movimento de placas tectonicas, prospecgao geofisica, atividade sismica, etc);
* fendmenos fisicos (6rbita de planetas, satélites ou sondas, dindmica de fluidos e
turbuléncia, mecanica estatistica, eletromagnetismo, reagoes nucleares, etc);
* fenémenos quimicos (reagoes e cinética quimica, fenomenos de combustao, etc);
* fenomenos biolégicos (genoma humano, bioquimica médica, redes neurais, fisiolo-
gia celular, dinamica do sangue, desenvolvimento de valvulas cardiacas, etc);
% componentes mecanicos (aerodinamica/resisténcia de materiais em naves espaci-
ais, desenho de turbinas, aerodinamica de avides em regimes supersonicos, etc);

* circuitos electronicos (verificagdo de placas e circuitos digitais, etc);

IPara uma descricio abreviada dos supercomputadores de maior capacidade atualmente, pode-
se consultar o sitio de endereco http://www.top500.org.
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* no projeto e simulacao de construcao de navios, motores, satélites, avioes, foguetes,
espagonaves, bombas e reatores nucleares, estruturas para extracao petrolifera, etc;
x controle e pesquisa de dados veridicos ou nao pela Receita Federal;

x simulagao e projeto de novos produtos quimicos e medicamentos;

* e em muitas outras aplicacoes similares em ciéncia e tecnologia.

Também é possivel, com um pouco de trabalho e conhecimento, conectar m mi-
crocomputadores com cabos de rede, cada um com p nicleos de processamento, de
modo a construir um cluster, com poder de processamento similar ao de um mini-
supercomputador, a um custo relativamente mais baixo. A principal desvantagem
destes clusters domésticos tem a ver com a relativa lentidao da comunicacao entre
os computadores componentes, com impacto significativo sobre o desempenho do

sistema.

4.2. Como usar estes varios nucleos de maneira eficiente?

Atualmente, existem varios protocolos, bibliotecas e ferramentas que possibilitam
a comunicacao e a interacao entre nucleos, processadores, memorias compartilhadas
e distribuidas, como, por exemplo: POSIX Threads, OpenMP e MPI, entre outros.
Neste trabalho, enfocaremos o uso de OpenMP, que é um importante recurso de
programagcao paralela baseada no modelo de multiprocessadores com memoria com-
partilhada, e que (via a utilizagdo de diretivas de compilacao apropriadas) permite
ao programador total controle sobre a paralelizacao do cédigo. O modelo basico
desta paralelizacao segue o chamado fork-join model, descrito a seguir. A execucao
de um programa OpenMP qualquer (seja implementado em Fortran ou em C/C++)
comeca como uma sequéncia simples de comandos, referido como master thread, que
é executada serialmente até se alcancar a primeira regiao paralela identificada no
programa (diretivas !$OMP PARALLEL ... [$OMP END PARALLEL em Fortran,
e diretiva #pragma omp parallel em C/C++). Neste ponto, é criado um grupo de
novas threads, conforme a quantidade solicitada (fixada pela varidvel de ambiente
OMP_NUM _THREADS ou por chamada a sub-rotina OMP_SET_NUM THREADS
(em Fortran) ou omp_set_num _threads (em C/C++), conforme a linguagem usada
no c6digo, feita antes de se entrar na regiao paralela em questao), que se adicionam a
master thread (identificada pelo nimero padrao 0) para a execugao das segoes a elas
atribuidas pelo programador na regidao paralela. (Para esta divisdo, que necessita
da identificacao de cada thread, faz-se uso da funcao OMP _GET THREAD NUM
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(em Fortran), ou omp_get_thread num (em C/C++), além de cépias das varidveis
relevantes para cada thread, para seu uso privado.) Na regido paralela assim iden-
tificada, cada thread recebe uma cépia do codigo, que é assim duplicado, com cada
thread executando independentemente sua copia individual do cédigo em questao.
Ao final da segao paralela iniciada deste modo (em Fortran, identificado pela diretiva
[SOMP END PARALLEL; em C/C++, pelo fim do bloco de comandos (localizado
entre os caracteres especiais { e } correspondentes) que segue a diretiva #pragma
omp parallel), ocorre um ponto automético de sincroniza¢ao (ou barreira) entre as
varias threads que constituem o grupo, sincronizando o fim de execucao de cada uma.
A partir deste ponto, a execucao do programa volta ao cargo da master thread so-
mente, que € a Unica thread daquele grupo que continua a executar a partir deste
ponto. Este processo sera repetido caso existam mais regioes paralelas, funcionando
sempre do mesmo modo. Também é possivel definir sub-regioes paralelas dentro de
uma dada regiao paralela (ou regides paralelas recursivas); neste caso, a(s) thread(s)
que executa(m) esta operagao irdo criar novas threads ela(s) mesmaf(s), desempe-
nhando cada uma o papel de thread mestre com relacao as novas threads criadas na
sub-regiao correspondente. Pode-se ver a partir deste esquema geral a variedade das
inimeras possibilidades oferecidas pelo OpenMP para a introducao de paralelismo
em um codigo, virtualmente ilimitadas. Além disso, em contraste com outros proce-
dimentos (como, por exemplo, MPI ou bibliotecas similares de trocas de mensagens),
a utilizacao de OpenMP ¢é relativamente segura quanto a sempre presente possibili-
dade de introducao de erros de paralelismo no cédigo, o que contribui para a popu-
larizacao crescente de seu emprego pela comunidade cientifica.

Uma discussao mais detalhada (e ainda introdutéria, mas suficiente para nossos
propdsitos) sobre OpenMP é dada na Secdo §4.3 a seguir. Por ora, observamos que
caso o compilador utilizado para a geracao do cédigo executavel correspondente nao
estiver habilitado a reconhecer as diretivas do OpenMP, entao estas serao ignoradas
(sendo consideradas como comentarios do programa irrelevantes para a compilagao).
Como nem todo compilador de Fortran ou C/C++ disponivel no mercado oferece
suporte para OpenMP, é preciso averiguar este ponto. Exemplos de compiladores
que reconhecem OpenMP sao:

os compiladores gcc/g++ e gfortran da GNU;

os compiladores x1c e x1f da IBM;

os compiladores icc, icpc e ifort da Intel;

o compilador Microsoft Visual C++ da Microsoft;

os compiladores pgce/pgepp e pgf95/pgfortran do Portland Group, Inc. (PGI);

L R

os compiladores suncc/sunCC e sunf77/sunf90/sunf95 da Sun Studio.
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Assim, a compilagdo de um programa Fortran (de nome prog.f90, por exem-
plo) paralelizado com uso de OpenMP poderia ser feito com o uso dos seguintes
comandos, seguindo o manual de cada um. No caso do compilador x1f (ambiente
IBM/AIX), seria executado o comando

x1f -gsmp=omp prog.f90 -o prog

para a geracao do arquivo executavel correspondente, aqui chamado de prog (a
op¢ao -o determina o nome do arquivo executdvel). A opcao —gsmp=omp especifica
o uso da biblioteca OpenMP.

Para o caso do compilador gfortran da GNU, o comando de compilagao corres-
pondente seria
gfortran -fopenmp prog.f90 -o prog

(para a geragao de um arquivo executdavel de nome prog, como no caso anterior).

No caso de se usar o compilador ifort da Intel, executariamos em vez disso
ifort -openmp prog.f90 -o prog

enquanto com o compilador Fortran da Sun Studio seria

sunf90 -xopenmp prog.f90 -o prog

e com o compilador Fortran da PGI (Portland Group, Inc.) seria
pgfortran -mp prog.f90 -o prog

ou simplesmente pgfortran prog.f90 -o prog

Os comandos acima s&o exemplos no ambiente Unix\Linux. No ambiente Win-
dows o comando correspondente, utilizando, por exemplo, o compilador ifort da
Intel seria (no Windows um executével termina com a extensao .exe)

ifort -openmp prog.f90 -o prog.exe

Nos comandos acima, a ordem dos varios elementos pode ser invertida livremente,
sem qualquer efeito; assim, por exemplo, o comando de compilagao com gfortran
poderia também ser entrado nas formas gfortran -o prog -fopenmp prog.£f90,
ou gfortran -o prog prog.f90 -fopenmp, gfortran prog.f90 -o prog -fopenmp,
etc. Similarmente, no caso de um programa em Linguagem C utilizando OpenMP

(digamos, prog.c), os comandos de compilagao seriam: x1c -qsmp=omp prog.c -o
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prog (IBM/AIX), gcc -fopenmp prog.c -o prog (GNU/Linux), icc -openmp
prog.c -o prog (Intel), suncc -xopenmp prog.c -o prog (Sun Studio), e pgcc
-mp prog.c -o prog (PGI).

Para a execucgao do codigo paralelo executavel gerado prog.exe em uma dada
maquina paralela, segue-se as regras usuais da maquina escolhida. Supondo-se, por
exemplo, que se escolha o cluster SGI ALTIX 1350/450 disponivel no CENAPAD-
SP (gerenciado pela Universidade Estadual de Campinas, em Campinas, SP), a
execugao do programa prog teria de ser feita obrigatoriamente em modo batch (i.e.,
nao interativo), submetendo-se um arquivo script via o comando gsub do sistema
PBS (Portable Batch System). Em modo de execugao paralela (i.e., mais de um
ntcleo de processamento), o SGI ALTIX 1350/450 do CENAPAD-SP oferece trés
filas para processamento paralelo, assim configuradas:

Filas Num. max. | Num. max. | Tempo max. | Num. max.
paralelas jobs exec. cpus/jobs (elapsed) jobs/user
paralela — 16 31 dias —

par4s8 1 48 (fixo) 7 dias 1

exp68 1 68 (fixo) 24 horas 1

Para codigos paralelos, no script PBS utliza-se a diretiva #PBS -1 (letra ¢ aqui)
para especificar os recursos necessarios para a execucao do job. Os principais re-
cursos sdo: numero de nés (nodes=), numero de processadores por né (ppn=) e
quantidade de meméria por processador (pmem=). Na fila paralela, o niumero de
nos solicitados tem de ser 1, obrigatoriamente. Este é o caso de cédigos paralelos
obtidos com OpenMP, ou com os compiladores ifort (Fortran) ou icc (C) da In-
tel com a inclusao da opc¢ao -parallel (neste caso, a paralelizacdo normalmente
é feita nos lagos iterativos (loops) do programa, sem se ter garantia de melhora no
desempenho). Também é necessario definir um valor para a varidavel de ambiente
OMP_NUM_THREADS, que especifica o nimero de threads que serao utilizadas
pelo programa em um ambiente SMP (single memory program). Na fila paralela
podem também ser executados codigos obtidos com uso de MPI (message passage
interface), que devem ser executados com o comando mpirun; este comando pode
especificar o nimero de processos que serao inicializados para execucao através da
op¢ao —np, como por exemplo

mpirun -np 10 prog
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para o caso de 10 processos, digamos. Caso este nimero seja maior que o nimero
n de nucleos de processamento especificado na diretiva #PBS -1 ppn=n, o mpirun
inciara mais de um processo por processador.

Um exemplo de arquivo script PBS tipico para a execugao do programa prog
(previamente compilado) obtido com OpenMP é apresentado a seguir.

#PBS -q paralela

#PBS -N job_prog

#PBS -V

#PBS -m bea

#PBS -M robertohoo@gmail.com
#okokokokokokokskokskokskskskskokskok ok okokokok ok ok ok
#PBS -1 nodes=1:ppn=10
#okokokokokokokskskskokokokokokokok ok sk ok ook ok ok ok
#!/bin/sh

cd $PBS_O_WORKDIR
#okokokokokokokskskokskokskskokok sk kokokokok ok ok ok
export OMP_NUM_THREADS=10
#oksrkokokokskokokok ok skokok ok skskok ok sk skok
echo

eCho  "skskkskskoskoskskokok sk sk kokokokok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ke kokok ok okok !

echo

echo "Inicio do job_prog: " “date”

echo "Hostname: " “hostname~

echo

echo "--——-——-—-mm "
echo "TASK:"

echo "Executing ./prog ..."

echo "Date started: " “date”

./prog

echo "Done!"

echo "Date finished: " “date’

echo "--——-——-———— "
echo

echo "Final do job_prog: " “date”

echo

eCho " skskokokokok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk skok ok ok !

Se este arquivo script for salvo como (por exemplo) job_prog_01, o job nele contido

seria submetido executando (na maquina athenas) o comando PBS

gsub job_prog_01
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que encaminharia o job correspondente para as filas de execugao da athenas (neste
caso, a fila paralela, como solicitado na diretiva #PBS -q do script acima).

4.3. Introducao ao OpenMP

OpenMP foi criado em 1997 e continua sendo aperfeicoado por um grupo de

empresas de hardware e software, sendo as principais citadas abaixo [3]:

Hardware: Compaq, (Digital), Hewlett Packard Company, Intel Corporation, In-
ternational Business Machines (IBM), AMD, Kuck & Associates (KAI), Silicon
Graphics, Sun Microsystems, U.S. Department of Energy ASCI program.

Software: Argone, Absoft Corporation, Edinburgh Portable Compilers, GENIAS
Software GmBH, Myrias Computer Technologies, The Portland Group (PGI), AD-
INA R&D, ANSYS, Dash Associates, Fluent, ILOG CPLEX Division, Livermore
Software Technology Corporation (LSTC), MECALOG SARL, Oxford Molecular
Group PLC, The Numerical Algorithms Group Ltd (NAG).

O OpenMP permite o processamento paralelo com multiplas threads, ja esta
na versao 4.5 e pode ser utilizado nas linguagens Fortran, C e C++. Geralmente é
utilizado com processadores com varios nucleos. Digamos que o processador tenha 4
ncleos e o programa em Fortran (ou C/C++) foi desenvolvido para utilizar 8 threads:
neste caso, os nucleos executam simultaneamente (em paralelo) 4 grupos de duas
threads, um grupo de 2 threads para cada ntcleo. Enfatizando, estas duas threads
de cada grupo sao realizadas em sequéncia, mas os 4 grupos sao feitos em paralelo.
Lembrando que threads sdo processos leves (subtarefas). Por exemplo, um sistema
operacional, quando carregado e ativo na memoria do computador, é formado por
20 a 60 processos; cada processo ¢ uma tarefa — digamos, um processo lé (capta) o
que o usuario apertou no teclado, outro processo controla o mouse, outro controla a
leitura do leitor de DVD, outro controla a atualizacao do proprio sistema operacional,
outro processo controla o acesso a rede (a internet, por exemplo), e assim por diante.
O processo que 1é o teclado pode ser subdividido em 3 subprocessos (threads): a
primeira thread 1é o teclado digitado, a segunda thread coloca estes valores em uma
memoria local (buffer), a terceira 16 do buffer e escreve na tela. De 1970 até a chegada
dos processadores multinicleos, os microcomputadores s6 tinham um nucleo, mas

o processador ja era suficientemente rapido para realizar cada um dos processos
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do sistema operacional e dos programas ativos do usuario com a rapidez necessaria
de modo que para o usudrio parecesse multitarefa. Na realidade, era uma pseudo-
multitarefa. A multitarefa real apenas apareceu com o surgimento de processadores
com véarios nucleos e a programagao em rede (programagao distribuida) com vérios
computadores.

O OpenMP ¢ utilizado, inicialmente, em programas que rodam em maquinas
com um unico processador com varios nicleos. Com MPI (que usa troca de men-
sagens), ou outras bibliotecas similares, os processadores trocam informacgoes entre
si por MENSAGENS; MPI ¢é utilizado quando ha varias maquinas interligadas em rede
(por cabos ou por wi-fi). Também é possivel uma programacao hibrida, utilizando
ao mesmo tempo OpenMP e MPI. A parte MPI do cddigo se encarrega de fazer a
comunicag¢ao entre os processadores distribuidos em varias maquinas de modo que
o trabalho total seja dividido entres estes n processadores, digamos, enquanto o
OpenMP fica encarregado de distribuir o trabalho entre os diversos nicleos de cada
processador — digamos, p nucleos. Assim, o trabalho total fica dividido em n x p

partes, que pode entao ser finalizado (em principio) em tempo menor.

Descreveremos a seguir as principais DIRETIVAS do OpenMP, através das quais
o programador determina o modo exato como deseja desenvolver o paralelismo pre-
sente no cédigo. Estas diretivas serao ilustradas no formato sintatico em que apare-
cem em um programa FORTRAN, com ( ... ... ... ) denotando um bloco de co-
mandos FORTRAN sob agao da diretiva indicada. Serao motradas apenas as opgoes
mais frequentes ou comumente usadas; para uma descricao mais completa, e para
a descri¢ao da sintaxe correspondente em C/C++, ou exemplos em FORTRAN e C,
ver e.g. [3, 5, 7, 23, 25].

(1) 1$OMP PARALLEL

(oo )
ISOMP END PARALLEL

Identifica uma parte do cédigo (representada pelo bloco ( ... ... ... ) de co-
mandos situados entre as duas diretivas) que sera executada por vérias threads.
Esta é a construcao fundamental do OpenMP. Entre os ATRIBUTOS que podem
ser especificados, tem-se: PRIVATE(...) [para indicar as varidveis privadas
de cada thread | e SHARED(...) [ para especificar variaveis compartilhadas,
ou globais, que sdo comuns para todas as threads executando esta secao |.

As proximas diretivas descrevem opgoes dentro de uma regiao paralela previamente
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identificada por um par !$OMP PARALLEL ... !SOMP END PARALLEL:

(2)

I$OMP DO
{ bloco DO ... END DO )
ISOMP END DO ou !$OMP END DO NOWAIT

Especifica que as iteragoes especificadas no comando DO ... END DO devem
ser distribuidas entre as varias threads presentes na se¢ao paralela em questao
e executadas em paralelo por elas. Um atributo importante desta diretiva é
o atributo SCHEDULE(...), que especifica o tipo de distribuicao desejada:
STATIC, DYNAMIC, GUIDED, AUTO ou RUNTIME. No caso de nao ser
explicitada a divisao (via o atributo SCHEDULE (...)), a diretiva !SOMP DO
ird (a seu préprio modo, dependente de implementagoes) dividir as iteragoes
do bloco DO tao igualmente quanto for possivel entre as threads do grupo. Se
o atributo NOWAIT for especificado, as threads nao sao sincronizadas ao final
do DO, continuando automaticamente sua execucao para a iteracao seguinte

do loop, sem aguardar as demais threads.

I$OMP SECTIONS
ISOMP SECTION

(ool )
ISOMP SECTION

S )
ISOMP SECTION

(oo, )
ISOMP END SECTIONS ou !'$OMP END SECTIONS NOWAIT

Esta diretiva é usada para dividir a execugao em secoes separadas, nao
iterativas, sendo cada se¢do executada em modo sequencial por uma (e apenas
uma) thread do grupo presente. (Havendo mais threads do que segoes, as
threads excedentes nao executarao trabalho nesta parte do cédigo.) No final
da diretiva SECTIONS existe um ponto de sincronizagao implicita, a menos

que se faca uso do atributo NOWAIT nesta posicao.

I$SOMP SINGLE

(ool )
ISOMP END SINGLE ou !$OMP END SINGLE NOWAIT
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(8)

Indica que o bloco de comandos ( ... ... ... ) seja executado por somente
uma thread do grupo presente. As demais threads, que nao executam este
bloco, esperam pelo fim do processamento da thread que executa o bloco, a
menos que o atributo NOWAIT seja usado na diretiva END SINGLE.

I$OMP MASTER

S )
I$SOMP END MASTER

Indica uma regiao que sera executada apenas pela thread mestre do grupo
presente. As demais threads ignoram esta secao e prosseguem imediatamente

para a secao que segue esta regiao, sem sincronizacao implicita entre elas.

I$SOMP CRITICAL

(o, )
I$SOMP END CRITICAL

Indica que a segao do cédigo ( ... ... ... ) deve ser executada por todas as
threads, mas somente por uma thread de cada vez. Se uma thread estiver
executando uma regiao critica, as outras threads irao parar sua execucao
quando alcancarem esta regiao, aguardando sua vez de executarem a mesma

de acordo com a ordem de chegada.

I$OMP BARRIER

Identifica um ponto de barreira, sincronizando todas as threads do grupo
presente. Ou seja: quando uma thread executa esta diretiva, ela interrompe
sua execucgao até que todas as demais threads do grupo tenham executado a
diretiva. Apds este momento, todas as threads voltam a processar o restante
do cadigo.

ISOMP ATOMIC
( expressdo aritmética )

Indica que o comando de atribuicao aritmética imediatamente seguinte deve
ser executado atomicamente (ou seja, pontualmente por cada thread, e nao
simultaneamente por todas elas). Corresponde assim a uma operagao critica.
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(9) 1$OMP WORKSHARE

(ool )
ISOMP END WORKSHARE

Permite a paralelizacao de operagdes com arranjos (arrays), ou com as cons-

trucoes WHERE e FORALL do FORTRAN. Nao ha atributo SCHEDULE para
ser especificado: a divisao do trabalho para as threads do grupo é feita pelo

compilador. No final da regiao (indicado pela diretiva END WORKSHARE),
existe um ponto de sincronizacao: todas as threads devem terminar seu traba-
lho antes de poderem proseguir para a parte seguinte do codigo.

Nos casos mais simples (em que nao haja uso significativo de atributos), as diretivas
de compartilhamento de trabalho podem ser combinadas, se parecer conveniente,
com a diretiva PARALLEL ... END PARALLEL:

(10) 1$SOMP PARALLEL DO
( bloco DO ... END DO )
I$OMP END PARALLEL DO

Representa (por abreviacdo e conveniéncia) uma combinagao das diretivas
I$SOMP PARALLEL e !SOMP DO, reduzindo assim o nimero de diretivas.

(11) 1SOMP PARALLEL SECTIONS
I$SOMP SECTION

(o )
ISOMP SECTION

(o )
ISOMP SECTION

(o )
ISOMP END PARALLEL SECTIONS

Representa (por abreviacdo e conveniéncia) uma combinagao das diretivas
ISOMP PARALLEL e !SOMP SECTIONS, para reduzir o nimero de diretivas.

(12) 'SOMP PARALLEL WORKSHARE

(o )
ISOMP END PARALLEL WORKSHARE
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Representa (por abreviacdo e conveniéncia) uma combinagao das diretivas
ISOMP PARALLEL e |$OMP WORKSHARE, reduzindo o nimero de diretivas.

Para uma descri¢ao detalhada dos ATRIBUTOS das diretivas, ver e.g. [3, 5, 7, 23, 25].

Outro recurso importante do OpenMP ¢é a biblioteca de sub-rotinas oferecidas.

As principais ou mais comumente usadas sao descritas a seguir (novamente, na forma

como aparecem na Linguagem FORTRAN; para C/C++ e exemplos ou mais detalhes,
ver (3, 5, 7, 23, 25]):

(1)

(4)

SUBROUTINE OMP_SET_NUM THREADS (n):

Esta sub-rotina determina o nimero n (onde n denota uma varidvel ou
constante inteira, ou ainda uma expressao aritmética inteira) de threads que
serao usadas na(s) regiao(oes) paralela(s) seguinte(s), sendo executada pela
thread mestre (na parte serial do cédigo, antes da definigao da(s) regido(oes)
paralela(s) correspondente(s)). As threads geradas serdo identificadas pelos
valores inteiros 0,1,...,n — 1, sendo 0 sempre associado a thread mestre.

INTEGER FUNCTION OMP_GET THREAD NUM():

Funcao inteira (sem argumentos) que retorna a identificagdo (ntmero inteiro)
da thread que executa a chamada (thread identification, comumente denota

pela varidvel tid ou outro nome similar).

INTEGER FUNCTION OMP_GET_NUM THREADS():

Funcao inteira (sem argumentos) que, executada em uma regiao paralela (por
alguma das threads ativas) retorna o numero total de threads que estao sendo

utilizadas na regiao em questao.

INTEGER FUNCTION OMP_GET_MAX THREADS():
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Funcao inteira (sem argumentos) que retorna o nimero maximo de threads
que podem ser utilizadas (geralmente coorrespondente ao valor especificado
pela sub-rotina OMP_SET_NUM THREADS ou, na falta desta, pelo valor
da variavel de ambiente OMP_NUM THREADS).

(5) INTEGER FUNCTION OMP_GET_NUM PROCS():

Fungao inteira (sem argumentos) que retorna o numero de processadores (ou

ntcleos de processamento) disponiveis para a execugao do programa.
(6) LoGICAL FuNcTION OMP_IN_PARALLEL():

Func@o booleana (sem argumentos) que retorna se uma se¢ao do c6digo esta
sendo executada em paralelo (valor .TRUE.) ou nao (valor .FALSE.).

(7) DOUBLE PRECISION FUNCTION OMP_GET_WTIME():

Funcao real de PRECISAO DUPLA (sem argumentos) usada para obter o tempo
de parede (wall time) decorrido (em segundos) desde a chamada anterior.

Para exemplos e uma discussdo mais completa (com mais detalhes e também com

uma lista mais completa de fungoes), ver e.g. [3, 5, 7, 23, 25]).

Finalmente, convém citar as VARIAVEIS DE AMBIENTE mais comumente definidas
pelos usuarios para a execugao de programas paralelizados com OpenMP. Estas
variaveis definem parametros relevantes no ambiente operacional antes da execucgao

do codigo paralelo.

(1) OMP_NUM_THREADS:

Variavel de ambiente que define o niimero méximo de threads durante a exe-
cucao do programa. Havendo conflito com a definicao dada pela sub-rotina
OMP_SET_NUM THREADS acima, prevalece a definicao desta ultima.

(2) OMP_SCHEDULE:
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O valor (um string) desta variavel de ambiente determina o tipo de distribuigao
a ser utilizado nas iteragdes de um comando DO paralelo (identificado pelas
diretivas DO ou PARALLEL DO). Por exemplo: no KORN SHELL do sistema
operacional UNIX ou Linux, poderiamos definir

export OMP_SCHEDULE="static"

ou
export OMP_SCHEDULE="guided, 5" (e assim por diante).

(3) OMP_NESTED:

Habilita (se o valor for TRUE) ou nao (se valer FALSE) o paralelismo recursivo.

4.4. Onde utilizar OpenMP no cédigo?

As linguagens Fortran, C e C++ usam estas trés estruturas de repeticao (loop)
classicas (alids, estruturas de repeticao similares estao presentes em todas as lingua-

gens de programagao):

(@) n = 1;
Repeat {
(alguma tarefa a ser feita 200 vezes (digamos) )
n=n-+1;
} until n < 200

(b) n = 1;
While (n < 1000) {
( alguma tarefa a ser feita 1000 vezes (digamos) )

n=n-+1;
}
(¢) n = 1;

Fori = 1 to 100 do {
( tarefa a ser feita 100 vezes (digamos))

}

Entao, se tivermos 5 nicleos, por exemplo, e um bloco iterativo For, Repeat, While

ou similar que repita uma tarefa 100 vezes, é possivel, muitas vezes, fazer este tra-
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balho em paralelo 20 vezes em cada niicleo, obtendo-se o mesmo resultado (a menos
de erros de arredondamento) quando comparado ao programa sequencial. Como
visto na secgao anterior, ha varios comandos em OpenMP que gerenciam estas estru-
turas de repetigdo e o numero de threads (i.e., sequencias de tarefas, de tamanho
varidvel e independentes) Na préatica, o OpenMP usa threads — neste exemplo,
poderiamos definir 10 threads, tendo 2 threads para cada nicleo de processamento,
cada thread ficando encarregada de fazer 10 vezes a tarefa. Assim, 5 threads a-
tuariam simultaneamente, uma em cada nucleo, e, apds finalizarem, as 5 threads
restantes finalizariam o ciclo de 100 iteracoes, de acordo com o exemplo acima.
Além destas 3 estruturas de repeticao classicas, observamos no codigo deste tra-
balho uma grande matriz quadrada onde é feita a parte principal da computacao.
A seguir, tem-se o cédigo em Fortran onde é feita a atualizagao dos valores com-
putados para a solucao (no novo nivel de tempo, denotada por v) nos pontos (z;, y;)
da malha numérica (correspondente & parte principal da computagao no programa):

V(ML:M2,N1:N2) = UMLM2NLEN2) + &
CFL* ( F(M1+1:M2+1,N1:N2) * (U(M1+1:M2+1,N1:N2) — U(M1:M2,N1:N2)) — &
F(M1:M2,N1:N2) * (U(M1:M2,N1:N2) — U(M1—1:M2—1,N1:N2)) ) + &
CFL* ( G(M1:M2,N1+1:N2+1) * (U(ML:M2,N1+1:N2+1) — UML:M2,N1:N2)) — &
G(M1:M2,N1:N2) * (U(M1:M2,N1:N2) — U(M1:M2,N1—-1:N2—1) ) )

Nos testes utilizando OpenMP no CLUSTER GRID5000 foram adotadas estas me-
didas: M1 =-260, M2= 260, N1 =-260, N2= 260 nos computadores situados na
cidade de Lille, Franca. Temos, entao, uma malha de 561 pontos por 561 pontos, e
560 faixas por 560 faixas de 1 unidade cada faixa. O cluster de Lille, que faz parte do
GRID 5000, possui processadores Intel com 20 ntcleos fisicos, que, com a tecnologia
Hyper-Threading da Intel, transformam-se em 40 ntcleos 16gicos. Podemos dividir
este grande quadrado em 40 retangulos de 14 pontos por 561 pontos, isto é, com 13
faixas na horizontal e 560 faixas na vertical, e utilizar 40 threads, uma para cada
nucleo légico, com cada uma destas threads atuando em um destes retangulos. Cada
thread processa o coédigo principal, mostrado acima, no retangulo correspondente.
No final, o efeito é o mesmo que o programa serial do Capitulo I1I, mas, conforme os
dados experimentais, observou-se uma execucao cerca de 7 a 10 vezes mais rapida.
Os resultados experimentais (obtidos com uso de OpenMP) estao no Capitulo V:
ver resultados 3, 4A e 4B.
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4.5. Detalhando o cédigo INITIALIZE

Tanto o programa serial como o paralelo consistem de dois programas basicos:
INITIALIZE _SERIAL.F90 e U24H_SERIAL.F90 no caso serial (ou sequencial), e um
par semelhante INITIALIZE_OPENMP.F90 e U24H_OPENMP.F90 no caso paralelo.
A sequéncia dos programas INITIALIZE _SERIAL.F90 e INITIALIZE _OPENMP.F90
¢é praticamente idéntica, sendo descrita abaixo:

(a) Test _Far _field _zones INCONSISTENT:

Testa se os trés aneis quadrados, que constituem as regioes ou campos distantes

1, 2 e 3 (no programa, correspondentes as varidveis refvl, refv2 e refv3),
estao todos dentro do retangulo légico [M1, M2]| x [N1, N2]. Caso nao es-

tejam, é gravado um log em arquivo indicando este erro e o programa termina
a execucao. Sao estes campos que irdao mostrar que os valores da matriz u
(solugao computacional) estao convergindo ou nao para o valor esperado
b_esp = (bl+b2+b3+b4d)/4, supondo-se aqui o caso de 4 singularidades.

(b) Index _of_singularity:

Calcula os indices i1, i2, i3, i4 e j1, j2, j3 e j4 das singularidades e os
valores ali atribuidos (x1,y1,bl), (x2,y2,b2), (x3,y3,b3) e (x4,y4,b4d).
Matematicamente, i1 = M1 + (x1-Mi1*h)/h, j1 = N1 + (y1-Nixh)/h, e
i2 = M1 + (x2-Mi1*h)/h, j2 = N1 + (y2-Ni1*h)/h, e assim por diante
para i3, j3, i4 e j4 (no caso de 4 singularidades, como suposto acima).

(¢) Time_to_reach _boundary_Barenblatt_Solution:

E feita uma estimativa do tempo minimo e tempo maximo da chegada
das singularidades na fronteira do retangulo 16gico [M1, M2] x [N1, N2],
usando-se para isso solugoes de Barenblatt centradas em cada singularidade.
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(d) Initial_Solution _u0:

E criado o estado inicial u0 (o valor inicial para a solu¢ao u). No programa
o valor inicial é um plano de altura b0, onde b0 é um valor préximo (mas
propositadamente nao igual) do valor esperado b_esp, acrescido de cones
de raio r0, cujos centros das bases estao situados nos pontos (x1,yl),
(x2,y2), (x3,y3), (x4,y4), e com vértices nos pontos (x1,yl,bl),...,
(x4,y4,b4). Isto é, os picos dos cones ocupam as posicoes das singularidades.
Aqui, r0 é tomado como a metade da menor distancia entre os centros das
bases dos varios cones (cf. Fig. 3.1 do Capitulo III).

(e) far_field _zones _of_uO0:

Calcula os valores dos termos £f1_value u0, ff2 _value _u0 e ££3 _value u0.
A média de u0 no primeiro anel quadrado de largura 11 e distante refvi
= 60% de L, onde L é o menor lado do retangulo [M1,M2] x [N1,N2], é
ff1 value _u0. Da mesma forma, £f2_value u0 é a média de u0 no segundo
anel de largura 11 e distante refv2 = 70% de L, e ££f3_value u0 é a média
de u0 no terceiro anel quadrado, também de largura 11, e distante refv3 =
80% de L. Como ainda nao foi feita nenhuma atualizacdo de u, neste ponto
do programa, tem-se £f1_value u0 = £ff2 value u0 = £f£3 _value _u0 = bO0.

(f) Defining_updating _some variables:

Inicializa algumas variaveis que serao utilizadas no programa.
min _u0 = minval(u0);

max_u0 = maxval(u0);

mass_u0 = sum(uO-b)*h**2;

u(M1:M2N1:N2) = uO.

Inicializa as bordas da malha (retangulo l6gico) [M1-1, M2+1] x [N1-1,N2+1]:
u(M1-1,N1:N2) = u(M1,N1:N2);

u(M2+1,N1:N2) = u(M2, N1:N2);

u(M1-1:M2+1,N1-1) u(M1-1:M2+1,N1);

u(M1-1:M2+1, N2+1) u(M1-1:M2+1,N2);

q = (p - 2D0)/2D0; h_to_pm2 = h**x(p-2);

time _next _dump = tO + dt_dump;

dt = cflh#h;

t = 0.
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(¢9) Update _U:

Aqui é feita a parte crucial do programa. E o centro do programa onde é feita

a atualizacao de u. Como ja descrito no capitulo anterior a equacao

8 2 a 2
uy = div(|Vu|[P>Vu) = 92 [(ui—l—u;) ux} + B [(UiﬂLU;) “y}

é transformada por diferencas finitas em

At . . o
Vij = Uig t ooy [F(l+ Lg) (Uigr,j — wij) — F(i,5) (uij — Ui—l,j)}

At o o
02 [G(w + 1) (w1 — wij) — G0, 5) (uij — Ui,jfl)},

onde
> 212
F(i,j) _ [ < Ui, j _huifl,j ) X ( Ui j+1 + uifl,j+14_hui,j71 - Uifl,j71> }
e
. Wi j — Wi j—1 )2 Uit1,j + Wig1,j-1 — Wim1,j-1 — Ui, 5 =N
(i) = {(T)*( Ih )]

(h) Save _u24h _serial INPUT _initialize:

E a parte final do programa INITIALIZE _SERIAL.F90 e também do programa
INITIALIZE _OPENMP.F90. Todos os dados criados e gerados sao salvos no
arquivo U24H _SERIAL_INPUT.DAT ou U24H_oOMP_INPUT.DAT, respectiva-
mente. Estes dados serao utilizados a seguir pelo programa U24H _SERIAL.F90
ou U24H_OPENMP.F90, respectivamente.
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4.6. Detalhando a parte principal do cédigo u24h _openmp.f90

A sequéncia dos programas U24H e INITIALIZE sao bem semelhantes, tanto no
caso serial como no caso OpenMP, isto é, os 4 programas: INITIALIZE _SERIAL.F90,
INITIALIZE - OpenMP.F90, U24H _SERIAL.F90 e U24H _OPENMP.F90 apresentam
praticamente a mesma sequéncia descrita na se¢ao anterior §4.5 e no Capitulo III.
O que diferencia o programa serial do paralelo é fundamentalmente a parte prin-
cipal dos programas U24H _SERIAL.F90 e U24H_OOPENMP.F90. No caso serial,
¢ atualizado u de modo sequencial, enquanto no caso paralelo u é atualizado de
modo paralelo usando OpenMP. Visto que os 4 programas apresentam a sua estru-
tura bem semelhante, descreveremos abaixo apenas a parte principal do programa
U24H _OPENMP.F90.

Para ilustrar as ideias vamos adotar M1 = — 1000, M2 = 1000, N1 = — 1000 e
N2 = 1000, com h = 0.05, 4 singularidades, e 8 threads. Tem-se entao um quadrado
fisico [—50, 50] x [—50, 50] de 2001 x 2001 pontos (correspondente a malha ou
quadrado 1égico [—1000, 1000] x [—1000, 1000]), e um quadrado fisico estendido
(externo) [— 50.05, 50.05] x [—50.05, 50.05] (correspondente a malha ou quadrado
légico [—1001, 1001 ] x [—1001, 1001]) de 2003 x 2003 pontos computacionais.

O primeiro passo é dividir a malha em Nthreads (ndmero de threads) segoes
retangulares (ou chunks) de mesmo tamanho, atribuindo uma segao a cada thread.
Isto ¢ feito na preparacao que antecede a regiao paralela propriamente dita do codigo,
onde sao identificadas as coordenadas locais (no caso, valores do indice ic de sua

posigao horizontal) das singularidades em cada CHUNK, como mostrado a seguir.
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CALL OMP_SET_NUM_THREADS(Nthreads) I (Nthreads was set by program: initialize.f90)

main_chunk_size = (M2-M1)/Nthreads;
extra_size = nint( 10.0D0/h );

no_procs = OMP_GET_NUM_PROCS();
max_no_threads = OMP_GET_MAX_THREADS();

ALLOCATE( ISsingularityl_in_chunk(0:Nthreads-1) )
ALLOCATE( ISsingularity2_in_chunk(0:Nthreads-1) )
ALLOCATE( ISsingularity3_in_chunk(0:Nthreads-1) )
ALLOCATE( ISsingularity4_in_chunk(0:Nthreads-1) )

ALLOCATE( ic1(0:Nthreads-1) );
ALLOCATE( ic2(0:Nthreads-1) );
ALLOCATE( ic3(0:Nthreads-1) );
ALLOCATE( ic4(0:Nthreads-1) );

do i = 0,Nthreads-1

ic1(i) = - extra_size - 1; I <---ic1(i), ic2(i), ic3(i), ic4(i)
ic2(i) = - extra_size - 1; I are all initialized with ILLEGAL values
ic3(i) = - extra_size - 1; I for extra caution (if correction applies,
ic4(i) = - extra_size - 1; I the correction is done right below:
enddo
I chunk i = 0:
i0 = M1;

iK = i0 + main_chunk_size;
ISsingularityl_in_chunk(0) = 0;
if (i0 < il .AND. i1 < iK+extra_size ) then

ISsingularityl_in_chunk(0) = 1; | <--- correction
ic1(0) =il -i0; I <--- correction
endif

ISsingularity2_in_chunk(0) = 0;
if (i0 < i2 .AND. i2 < iK+extra_size ) then

ISsingularity2_in_chunk(0) = 1; I <--- correction
ic2(0) =i2 -i0; | <--- correction
endif

ISsingularity3_in_chunk(0) = 0;
if (i0 < i3 .AND. i3 < iK+extra_size ) then

ISsingularity3_in_chunk(0) = 1; | <--- correction
ic3(0) =i3 -i0; I <--- correction
endif

ISsingularity4_in_chunk(0) = 0;
if (i0 < i4 .AND. i4 < iK+extra_size ) then

ISsingularity4_in_chunk(0) = 1; I <--- correction
ic4(0) = i4 - i0; | <--- correction
endif

65



I'internal chunks (i = 1,...,Nthreads-2):
if (Nthreads > 2) then
do i = 1,Nthreads-2
i0 = M1 + i*main_chunk_size;
iK = i0 + main_chunk_size; | <--- same as: iK = M1 + (i+1)*main_chunk_size
ISsingularityl_in_chunk(i) = 0;
if (i0-extra_size < il .AND. il < iK+extra_size ) then

ISsingularity1_in_chunk(i) = 1; I <--- correction
icl(i) =il - i0; I <--- correction
endif

ISsingularity2_in_chunk(i) = 0;
if (i0-extra_size < i2 .AND. i2 < iK+extra_size ) then

ISsingularity2_in_chunk(i) = 1; | <--- correction
ic2(i) = i2 - i0; | <--- correction
endif

ISsingularity3_in_chunk(i) = 0;
if (i0-extra_size < i3 .AND. i3 < iK+extra_size ) then

ISsingularity3_in_chunk(i) = 1; I <--- correction
ic3(i) = i3 -i0; I <--- correction
endif

ISsingularity4_in_chunk(i) = 0;
if (i0-extra_size < i4 .AND. i4 < iK+extra_size ) then

ISsingularity4_in_chunk(i) = 1; I <--- correction

ic4(i) = i4 - i0; | <--- correction
endif
enddo

endif

I chunk i = Nthreads-1:
if (Nthreads > 1) then
i = Nthreads - 1;
i0 = M1 + i*main_chunk_size; I <--- same as: i0 = M2 - main_chunk_size
iK = M2; I <--- same as: iK = i0 + main_chunk_size
ISsingularityl_in_chunk(i) = 0;
if (i0-extra_size < i1 .AND. i1 < iK) then

ISsingularityl_in_chunk(i) = 1; I <--- correction
icl(i) =il -i0; I <--- correction
endif

ISsingularity2_in_chunk(i) = 0;
if (i0-extra_size < i2 .AND. i2 < iK) then

ISsingularity2_in_chunk(i) = 1; I <--- correction
ic2(i) = i2 - i0; | <--- correction
endif

ISsingularity3_in_chunk(i) = 0;
if (i0-extra_size < i3 .AND. i3 < iK ) then

ISsingularity3_in_chunk(i) = 1; I <--- correction
ic3(i) = i3 - i0; I <--- correction
endif

ISsingularity4_in_chunk(i) = 0;
if (i0-extra_size < i4 .AND. i4 < iK ) then

ISsingularity4_in_chunk(i) = 1; I <--- correction
ic4(i) = i4 - i0; I <--- correction
endif
endif

omp_iterations = extra_size;
omp_time_advance = omp_iterations*dt;
no_external_iterations = nint( dt_dump / omp_time_advance );
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Cada CHUNK ¢ acrescido de segoes extras a esquerda e a direita, de largura hori-
zontal extra_size (no caso, 200) pontos, com cada thread recebendo, no inicio
de cada ciclo, nao s6 os valores da tultima solugao computada u nos pontos de seu
CHUNK como também os valores de u nas secoes extras imediatamente vizinhas. Isso
permite que a thread possua computar sozinha (e independentemente) novos valores
da solucao u em seu CHUNK por um total de extra_size iteragoes no tempo, antes
que precise trocar informagoes com as threads vizinhas e reiniciar o ciclo novamente.

extra_size main_chunk_size extra_size

Fig. 4.1: Subdominio da malha numérica atribuido & thread tid durante a execucao
paralela do cédigo, contendo duas singularidades (S1 e S4), descrito logicamente por
um indice local ic (horizontal), ic0 < ic < icF, e pelo indice vertical j da malha,
N1 < j < N2, onde icO = -extra_size, icF = main_chunk_size + extra_size.
Enderegos locais de S1 e 84 sao (ic1(tid),j1) e (ic4(tid),j4), respectivamente,
com os pontos A, B, C e D indicados na base descritos pelos indices locais (ic0, N1),

(0, N1), (main_chunk _size, N1) e (icF, N1). respectivamente.

O cédigo paralelo correspondente, baseado na decomposicao de dominio mostrada
na Fig. 4.1 acima, ¢é apresentado integralmente a seguir.
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ALLOCATE( uc(-extra_size:main_chunk_size+extra_size, N1-1:N2+1) )
ALLOCATE( vc(-extra_size:main_chunk_size+extra_size, N1-1:N2+1) )
ALLOCATE( Fc(-extra_size:main_chunk_size+extra_size, N1:N2) )
ALLOCATE( Gc(-extra_size:main_chunk_size+extra_size, N1:N2+1) )

tF_check = tF - dt/4DO0;

DO WHILE ( t < tF_check )

sum_cputime = 0DO;

DO external_iteration_count = 1, no_external_iterations

I$OMP PARALLEL DEFAULT(SHARED), &

I$OMP&

PRIVATEC(tid,jc,i0,iK,ic0,icF,uc,vc,Fc,Gc)

tid = OMP_GET_THREAD_NUM();

i0
iK

M1 + tid*main_chunk_size;
i0 + main_chunk_size;

I$OMP MASTER
CALL CPU_TIME(time_start)
I1$OMP END MASTER

if (tid > 0 .AND. tid < Nthreads-1 ) then

uc(-extra_size:main_chunk_size+extra_size, N1-1:N2+1) &

icO
icF

= u(i0-extra_size:iK+extra_size, N1-1:N2+1);

-extra_size + 1; I <--- local indexing in chunk tid
main_chunk_size + extra_size - 1; ! goes from ic0-1 to icF+1

DO jc = 1, omp_iterations
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computation of Fc values on the local grid: !
******************************************************************!

Fokkxkk Fe(i,j) foricO <=1i<=icF + 1 and N1 <= j <= N2:

Fc(icO:icF+1,N1:N2) = ( (uc(icO:icF+1,N1:N2) - uc(icO-1:icF,N1:N2))**2 + &
( (uc(icO-1:icF,N1+1:N2+1)+uc(icO:icF+1,N1+1:N2+1)) - &
(uc(icO-1:icF,N1-1:N2-1)+uc(icO:icF+1,N1-1:N2-1)) )**2 /16 )**q / h_to_pm2;

KKK K Kk Sk ok Sk Sk Sk ok Sk ok ok K K Kk sk Kok ke Sk Sk ok sk Sk ko ok ok K Kk ko ko ok ko ok ok Sk Sk ok koK K Kk Kok ok ok ok kook kokokokok ok ok ok |

computation of Gc values on the local grid: !
******************************************************************!

Fokkxxkx Ge(i,j) foricO <=i<=icFand N1 <=j <= N2 + 1:
Gc(ic0:icF,N1:N2+1) = ( (uc(icO:icF,N1:N2+1) - uc(icO:icF,N1-1:N2))**2 + &

( (uc(icO+1:icF+1,N1-1:N2)+uc(icO+1:icF+1,N1:N2+1)) - &
(uc(icO0-1:icF-1,N1-1:N2)+uc(icO-1:icF-1,N1:N2+1)) )**2 /16 )**q / h_to_pm?2;
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! computation of vc = [ new uc values at the new time level ]: !
!******************************************************************!

| RxFkx% ye(j §) for icO <= i <= icF and N1 <= j <= N2:

vc(icO:icF,N1:N2) = uc(icO:icF,N1:N2) +
cfl*( Fc(icO+1:icF+1,N1:N2)*(uc(icO+1:icF+1,N1:N2)-uc(icO:icF,N1:N2)) -
Fc(icO:icF,N1:N2)*(uc(icO:icF,N1:N2)-uc(ic0-1:icF-1,N1:N2)) ) +
cfl*( Ge(ic0:icF,N1+1:N2+1)*(uc(icO:icF,N1+1:N2+1)-uc(icO:icF,N1:N2)) -
Ge(ic0:icF,N1:N2)*(uc(icO:icF,N1:N2)-uc(ic0:icF,N1-1:N2-1)) );

@ @ @

| FF*xx% extending vc to the extra grid points:

vc(icO:icF,N1 -1) = vc(icO:icF,N1);
vc(icO:icF,N2+1) = vc(icO:icF,N2);

[ 3k ok ok Sk ok ok Sk koK ok ok KKk ko Kok ke Sk Sk ko koK kK K K Kk sk Kok koK kK K K Kk ko Sk ok Sk Skook sk koK KKk Kk ko kokokskok sk kkok |

! computation of new uc values completed! !
!******************************************************************!

uc = vc; I <--- updating uc (at the new time level)

| kx*x**  correcting uc values at the singular points
! (in case they are located in its chunk region):

if (ISsingularityl_in_chunk(tid).EQ.1) then
uc(icl(tid),j1) = b1;

endif

if (ISsingularity2_in_chunk(tid).EQ.1) then
uc(ic2(tid),j2) = b2;

endif

if (ISsingularity3_in_chunk(tid).EQ.1) then
uc(ic3(tid),j3) = b3;

endif

if (ISsingularity4_in_chunk(tid).EQ.1) then
uc(ic4(tid),j4) = b4;

endif

ENDDO
endif
if (tid.EQ.0 ) then

uc(-1:main_chunk_size+extra_size, N1-1:N2+1) &
= u(i0-1:iK+extra_size, N1-1:N2+1);

icO = 0; I <---local indexing in chunk 0
icF = main_chunk_size + extra_size - 1; ! goes from icO-1 to icF+1

DO jc = 1, omp_iterations
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! computation of Fc values on the local grid: !
!******************************************************************!

| kxckxckx Fc(i,j) foricO <=i<=icF + 1 and N1 <=j <= N2:
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Fc(icO:icF+1,N1:N2) = ( (uc(icO:icF+1,N1:N2) - uc(icO-1:icF,N1:N2))**2 + &
( (uc(icO-1:icF,N1+1:N2+1)+uc(icO:icF+1,N1+1:N2+1)) - &
(uc(icO0-1:icF,N1-1:N2-1)+uc(icO:icF+1,N1-1:N2-1)) )**2 /16 )**q / h_to_pm2;
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computation of Gc values on the local grid: !
******************************************************************!

*kxkkx Ge(i,j) foricO <=i <=icFand N1 <=j <= N2 + 1:

Ge(ic0:icF,N1:N2+1) = ( (uc(icO:icF,N1:N2+1) - uc(ic0O:icF,N1-1:N2))**2 + &
( (uc(icO+1:icF+1,N1-1:N2)+uc(icO+1:icF+1,N1:N2+1)) - &
(uc(icO0-1:icF-1,N1-1:N2)+uc(ic0-1:icF-1,N1:N2+1)) )**2 /16 )**q / h_to_pm2;
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computation of vc = [ new uc values at the new time level ]: !
******************************************************************!

*rxkxx ye(i,j) foricO <=i <=icFand N1 <= j <= N2:

vc(icO:icF,N1:N2) = uc(ic0:icF,N1:N2) +
cfl*( Fc(icO+1:icF+1,N1:N2)*(uc(icO+1:icF+1,N1:N2)-uc(icO:icF,N1:N2)) -
Fc(icO:icF,N1:N2)*(uc(icO:icF,N1:N2)-uc(icO-1:icF-1,N1:N2)) ) +
cfl*( Ge(icO:icF,N1+1:N2+1)*(uc(icO:icF,N1+1:N2+1)-uc(icO:icF,N1:N2)) -
Gc(ic0:icF,N1:N2)*(uc(icO:icF,N1:N2)-uc(icO:icF,N1-1:N2-1)) );

@ X 0

*xkxkk - extending vc to the extra grid points:

vc(ic0-1, N1:N2) = vc(icO, N1:N2);
vc(ic0-1:icF,N1-1) = vc(ic0-1:icF,N1);
vc(icO0-1:icF,N2+1) = vc(icO-1:icF,N2);
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! computation of new uc values completed! !
******************************************************************!

uc(ic0-1:icF,N1-1:N2+1) = vc(ic0-1:icF,N1-1:N2+1); I <--- updating uc
I (at the new time level)

¥ackx**x correcting uc values at the singular points
! (in case they are located in its chunk region):

if (ISsingularityl_in_chunk(0).EQ.1) then
uc(ic1(0),j1) = b1;

endif

if (ISsingularity2_in_chunk(0).EQ.1) then
uc(ic2(0),j2) = b2;

endif

if (ISsingularity3_in_chunk(0).EQ.1) then
uc(ic3(0),j3) = b3;

endif

if (ISsingularity4_in_chunk(0).EQ.1) then
uc(ic4(0),j4) = b4;

endif

ENDDO

endif
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if (tid.EQ.Nthreads-1 ) then

uc(-extra_size:main_chunk_size+1, N1-1:N2+1) &

= u(i0-extra_size:iK+1, N1-1:N2+1);

icO = -extra_size + 1; I <---local indexing in chunk Nthreads-1
icF = main_chunk_size; ! goes from ic0-1 to icF+1

DO jc = 1, omp_iterations
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computation of Fc values on the local grid: !
******************************************************************!

Fokxkkx Fe(i,j) foricO <=i<=icF + 1 and N1 <=j <= N2:

Fc(icO:icF+1,N1:N2) = ( (uc(icO:icF+1,N1:N2) - uc(icO-1:icF,N1:N2))**2 + &
( (uc(icO-1:icF,N1+1:N2+1)+uc(icO:icF+1,N1+1:N2+1)) - &
(uc(icO-1:icF,N1-1:N2-1)+uc(icO:icF+1,N1-1:N2-1)) )**2 /16 )**q / h_to_pm2;
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computation of Gc values on the local grid: !
******************************************************************!

Frxkkx Ge(i,j) foricO <=i <=icFand N1 <=j <= N2 + 1:

Gc(icO:icF,N1:N2+1) = ( (uc(icO:icF,N1:N2+1) - uc(icO:icF,N1-1:N2))**2 + &
( (uc(icO+1:icF+1,N1-1:N2)+uc(icO+1:icF+1,N1:N2+1)) - &
(uc(icO-1:icF-1,N1-1:N2)+uc(icO-1:icF-1,N1:N2+1)) )**2 /16 )**q / h_to_pm2;

3K 3K 3K 3K 5K 5K 3K 3k 3k 5K 3K 3K 3k 3k 5K 3K 3K 3K 3K 5K 3K 3K 3K 5k 5K 3K 3k 3K 5K 5K 3K 5K 3K 3K 3K 3K 5K 5K 3K 3k K 5K 5K 3K K K 5K 5K K Kk Kk 5K 3K K KK KK kKKK Kk kK |

computation of vc = [ new uc values at the new time level ]: !
******************************************************************!

Forxkkx ye(i,j) foricO <=i <=icF and N1 <=j <= N2:

vc(icO:icF,N1:N2) = uc(ic0O:icF,N1:N2) +
cfl*( Fc(icO+1:icF+1,N1:N2)*(uc(icO+1:icF+1,N1:N2)-uc(icO:icF,N1:N2)) -
Fc(icO:icF,N1:N2)*(uc(ic0:icF,N1:N2)-uc(icO-1:icF-1,N1:N2)) ) +
cfl*( Ge(icO:icF,N1+1:N2+1)*(uc(icO:icF,N1+1:N2+1)-uc(icO:icF,N1:N2)) -
Ge(ic0:icF,N1:N2)*(uc(icO:icF,N1:N2)-uc(icO:icF,N1-1:N2-1)) );

FH*AA* - extending vc to the extra grid points:

vc(icF+1, N1:N2) = vc(icF, N1:N2);
vc(icO:icF+1,N1-1) = vc(icO:icF+1,N1);
vc(icO:icF+1,N2+1) = vc(icO:icF+1,N2);
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computation of new uc values completed! !
******************************************************************!

uc(icO:icF+1,N1-1:N2+1) = vc(icO:icF+1,N1-1:N2+1); I <--- updating uc
I (at the new time level)

¥Fk*x** correcting uc values at the singular points
(in case they are located in its chunk region):
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I tid = Nthreads - 1:

if (ISsingularityl_in_chunk(tid).EQ.1) then
uc(icl(tid),j1) = b1;

endif

if (ISsingularity2_in_chunk(tid).EQ.1) then
uc(ic2(tid),j2) = b2;

endif

if (ISsingularity3_in_chunk(tid).EQ.1) then
uc(ic3(tid),j3) = b3;

endif

if (ISsingularity4_in_chunk(tid).EQ.1) then
uc(ic4(tid),j4) = b4;

endif

ENDDO
endif

I Assembling new solution u (at new time level: t = t + omp_time_advance)
I from computed solutions uc on each chunk (i = 0,1,...,Nthreads-1):

I$OMP CRITICAL
u(i0:iK-1,N1-1:N2+1) = uc(0:main_chunk_size-1,N1-1:N2+1);

if (tid .EQ. 0) then
u(M1-1,N1-1:N2+1) = uc(O,N1-1:N2+1);
endif

if (tid .EQ. Nthreads-1) then
u(M2,N1-1:N2+1) = uc(icF,N1-1:N2+1);
u(M2-1,N1-1:N2+1) = uc(icF,N1-1:N2+1);
endif

I$OMP END CRITICAL
I1$OMP MASTER

CALL CPU_TIME(time_finish)

sum_cputime = sum_cputime + (time_finish-time_start);
I$OMP END MASTER

I$OMP END PARALLEL

t =t + omp_time_advance; | <--- omp_time_advance = omp_iterations*dt
ENDDO I external_iteration_count
ENDDO

72



Como pode ser visto, a estratégia de paralelizacao utilizada no codigo acima,
correspondente a secao principal da computacao realizada pelo programa, baseia
o paralelismo em uma decomposi¢ao conveniente do dominio total em varios sub-
dominios, atribuidos as varias threads. Este procedimento é um exemplo particular
dos chamados domain decomposition methods [9, 20, 24, 32], podendo naturalmente
ser usado com outras bibliotecas de paralelizacao igualmente, como MPI ou bibliote-

cas similares.
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Capitulo V

Resultados

Relembremos que estamos estudando 3 problemas:

(1) O problema original, estatico: A,u =0, (2.6a), (2.60) e (2.7).

(2) O p-Laplaciano evolutivo: u; = Ayu, (3.1), (3.2) e (3.3) para resolver o prob-
lema original, estatico.

(3) A discretizagao de (2) usando diferencas finitas mostrado em (g) Update U
na secao 4.5. Detalhando o cédigo INITIALIZE ou em (3.29) a (3.22).

Observe que a resolugdo de (2) e de (3) envolve, conforme mostrado no inicio do
capitulo III uma sequéncia de fungoes {uy}ren com u, = u(z, kAt), onde, uy é a
fungao u acrescida da varidvel temporal e At é um valor pequeno, arbitrario, mas
fixado. E o problema (2) e (3) é util, somente se, quando k — oo, temos:

) _ ou Upr1 — U u(x, kKAt + At) — u(x, kAt
div (| Vug [P7* V) = atk ~ kHAt s 4 A?ﬁ ( Lo
(5.1)

Quando isto acontece uy é uma boa aproximagao de u do problema (1). Conse-
quentemente os valores dos trés campos distante de u; ¢ uma boa aproximacao dos
trés campos distantes da solu¢do u do problema (1), que por sua vez nos dd uma

ideia do limite (2.7) que é o problema central desta dissertagao.

Neste capitulo ilustraremos os resultados obtidos nas simulacoes numéricas com
uma seleta de OUTPUTS representativos. Os experimentos realizados mostraram dois
fatos:

(A) O uso do problema (2) e (3) para resolver o problema original (1) foi valido,
pois de fato, para t e k suficientemente grande a fungao u do problema (2) e ug
do problema (3) convergiram para a fun¢ao u do problema (1), como mostram as 4

medidas de convergéncia a seguir.

(B) Constatou-se o resultado observado em (1.4) do Capitulo I, isto é:

by + by + ...+ b,
m

(5.2)

boo := lim u(x) = lim [ lim uk(x)} R~
|z| —o0 k—ool |z|—=o0
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(cf. (2.7), (2.10) e (2.11)). Onde u(z) ¢é a fungao do problema (1) e ug(x) é a fungao
do problema (3) acima. Ou seja, os valores dos campos distantes refvl, refv2
e sobretudo refv3, nos forneceram uma boa aproximacao de b, quando k é su-
ficientemente grande, e esses valores estiveram préximos da média aritmética das
singularidades nos dez resultados mostrados a seguir. Mas sempre devemos lembrar
do Teorema 2.2 e da Observagao 2.1. Portanto o valor de b, proximo da média
em todos os resultados pode ter sido uma coincidéncia (ou nao). O valor da média
acima corresponde ao ”Valor médio de b” mencionado nas secoes §5.1 a §5.10 a
seguir.

Nas tabelas seguintes, sao mostrados diversos valores obtidos nas simulagoes de
problemas evolutivos (3.1), (3.2) e (3.3) associados a (2.6a) e (2.6b), como descrito
no Cap. II e Cap. III.

A coluna Run mostra quantas vezes o programa, de um mesmo problema, foi
executado. Por exemplo, no resultado 1 e 2 o programa ”"u24h_omp.exe” foi exe-
cutado 19 vezes. Ja no resultado 3 o programa ”u24h serial.exe” foi executado 102
vezes e assim por diante. A coluna tF indica o tempo final. Cada unidade de tF
equivale a 10000 (dez mil) atualica¢oes de u. E WT informa o tempo total decorrido
(wall time) em cada execucao. Analisando as colunas Run e tF dos resultados 1 e 2
observamos que o tempo final cresce em passos cada vez maiores até que a partir da
sétima execugao o tF cresce de 100 em 100. A partir do resultado 3 até o resultado
10, visto que o tempo final é muito grande(o programa ficou rodando durante varias
semanas), foram colocados nas colunas Run e tF valores espacados, por exemplo o
tF crescia de 300 a 300 ou de 1000 a 1000 dependendo do caso.

As colunas refvl, refv2 e refv3 mostram médias aritméticas da solucdao com-
putada, nos diferentes instantes de tempo tF, em trés regioes anelares distintas e
sucessivamente mais proximas da fronteira da malha numérica utilizada. Os valores
MINIMO e MAXIMO da solugao computada em toda a malha (em cada instante tF)
sao indicados por min _u e max _u, respectivamente; estes valores mostraram, em to-

das as simulagoes e nos 10 resultados abaixo, total conformidade com (2.8), Cap. I1.

As 4 medidas de convergéncia Amassa, || Au||gax , media_du/dt e max du/dt

indicam as variagoes

M2 N2

Amassa = Z Z (vij— u ;) h? (5.3)

i=M1 j=N1
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| AU || ey = max {|v;; —ug | M1 <i<M2, N1 <j<N2} (5.4)

dia du/dt Bmassa (5.5)
media du = :
R2(M2 — M1+ 1)(N2 — N1+ 1) dt_dump
A
max du/dt = A6 e (5.6)
dt_dump

onde v denota a solucao computada no instante tF, u denota a solu¢ao computada
no instante tF - dt_dump, e h denota o espagamento da malha (com valores iniciais
e finais dos indices 7, j nos eixos z,y dados por M1, M2, N1 e N2). Nas simulagoes foi
usado h = 0.1 e dt_dump = 0.01.

Nas 10 simulagoes, mostrados a seguir, observou-se uma sequéncia, em valor
absoluto, decrescente da Avolume(= Amassa) e de || Au [|,.x , todos tendendo a
zero. Isto mostra claramente que a sequéncia {u}ren, up = u(z, kAt) estd con-
vergindo, pois a diferenca entre w41 = v;; € up = u;; tanto em (5.3) como em (5.4)
estao diminuindo, basta olhar estas colunas nos 10 resultados a seguir, ou seja, as
solucoes uy e ugyq1 estao cada vez mais proximas umas das outras a medida que k

cresce (sequéncia de Cauchy: sinal de convergéncia).

Por outro lado, observe que media_du/dt e max_du/dt é proporcional a Amassa e
|| At ||nax, consequentemente (5.5) e (5.6) também estao converjindo para zero e por-
tanto satisfazem (5.1). As 4 medidas tendem a 0 quando k tende ao oo, mostrando

que uy esta se estabilizando a medida que k cresce, comprovando a veracidade do
fato (A).

Lendo novamente a explicagao apds (5.1), temos que quando calculamos os valores
dos trés campos distantes de u, obtemos uma boa aproximacao do lado esquerdo
de (5.2). Por outro lado, em todas as simulagoes, estes resultados (far fiel value)
também se aproximaram do lado direito de (5.2) o ”Valor médio de b”, compro-
vando, como dito no inicio deste capitulo, o fato (B), (5.2).

Para ilustrar melhor os resultados colocamos seis graficos referentes ao Resultado
3 no final do mesmo. Os outros resultados possuem graficos semelhantes e portanto
0s omitimos.
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5.1. Resultado 1 (iniciado no GRrRID5000 na cidade de Lille):
programa paralelo usando OMP, 40 nucleos l6gicos e 40 threads
e terminado no Okeanos com 4 ntcleos l6gicos e 10 threads

Parametros do problema: p = 2.1

S1: (1.0, 1.0), bl =3; S2: (-1.5,0.5), b2 =3

S3: (10.0,-1.5), b3 =3; S4: (-2.0,-0.5), bd =2

Regiao computacional:

X_min = -26, Xx_max = 26; y_min = -26, y_max = 26

Amostragens de campo distante: refvl = 10.4  refv2 = 15.6 refvd = 20.8
Malha numérica: M1 = -260, M2 = 260; N1 = -260, N2 = 260

h = 0.1, dt = 0.0001, cfl = 0.01

Valor inicial para b: 2.85  Valor médio de b: 2.75

Valor minimo de u em todas as iteragoes: min_u= 2

Valor maximo de u em todas as iteragoes: max _u= 3

H Run ‘ tF refvl refv2 refv3 ‘ WT (segundos) H
0 0 2.85000 2.85000 2.85000 0.131200E4-01
29 2000 277747 2.78216 2.78481 0.317982E+05
49 4000 2.75924 2.76074 2.76160 0.299935E+05
69 6000 2.75325 2.75369 2.75397 0.301953E+05
89 8000 2.75128 2.75138 2.75146 0.314508E+05

109 10000 2.75064 2.75062 2.75064 0.317152E+05
129 12000 2.75043 2.75038 2.75037 0.310309E+05
149 14000 2.75036 2.75029 2.75028 0.313128E+05
169 16000 2.75033 2.75027 2.75026 0.287856E+05
189 18000 2.75033 2.75026 2.75025 0.286662E+05
209 20000 2.75032 2.75026 2.75024 0.322599E+05
229 22000 2.75032 2.75026 2.75024 0.342336E+05

319 31000 2.75032 2.75026 2.75024 0.344540E+05
00 00 2.75032 2.75026 2.75024
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| Run |

A massa

|

| A [l |

media_du/dt ‘ max_du/dt H

0

-0.479131E-02

0.883523E-01

-0.176514E-03

0.883523E+-01

29

-0.482776E-03

0.213298E-06

-0.177857E-04

0.213298E-04

49

-0.158817E-03

0.706021E-07

-0.585090E-05

0.706021E-05

69

-0.521488E-04

0.231654E-07

-0.192118E-05

0.231654E-05

89

-0.171069E-04

0.759003E-08

-0.630225E-06

0.759003E-06

109

-0.560987E-05

0.248792E-08

-0.206670E-06

0.248792E-06

129

-0.183946E-05

0.815659E-09

-0.677666E-07

0.815659E-07

149

-0.603123E-06

0.267431E-09

-0.222193E-07

0.267431E-07

169

-0.197743E-06

0.876637E-10

-0.728494E-08

0.876637E-08

189

-0.648269E-07

0.287326E-10

-0.238825E-08

0.287326E-08

209

-0.212522E-07

0.941469E-11

-0.782938E-09

0.941469E-09

229

-0.696046E-08

0.310862E-11

-0.256426E-09

0.310862E-09

319

0.000000E+00

0.000000E+00

0.000000E+-00

0.000000E+00

0.000000E+00

0.000000E+-00

0.000000E+-00

0.000000E+00
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5.2. Resultado 2 (iniciado no GRID5000 na cidade de Lille):
programa paralelo usando OMP, 40 ntucleos logicos e 40 threads
e terminado no Okeanos com 4 ntcleos légicos e 10 threads

Parametros do problema: p = 2.1

S1: (1.0, 1.0), bl =3; S2: (-1.5,0.5), b2 =3

S3: (10.0,-1.5), b3 =3; S4: (-2.0,-0.5), bd =2

Regiao computacional:

X_min = -26, Xx_max = 26; y_min = -26, y_max = 26
Amostragens de campo distante: refvl = 10.4 refv2 = 15.6 refvd = 20.8
Malha numérica: M1 = -260, M2 = 260; N1 = -260, N2 = 260
h = 0.1, dt = 0.0001, cfl = 0.01

Valor inicial para b: 2.65;

Valor médio de b: 2.75

Valor minimo de u em todas as iteragoes: min_u= 2

Valor maximo de u em todas as iteragoes: max _u= 3

H Run ‘ tF refvl refv2 refv3 ‘ WT (segundos) H
0 0 2.65000 2.65000 2.65000 0.131600E+01
29 2000 2.72299 2.71814 2.71545 0.330189E4-05
49 4000 2.74138 2.73975 2.73886 0.295236E+05
69 6000 2.74739 2.74681 2.74651 0.312972E+05
89 8000 2.74936 2.74913 2.74902 0.283767E+05

109 10000 2.75001 2.74989 2.74984 0.326405E+05
129 12000 2.75022 2.75013 2.75011 0.291457E+05
149 14000 2.75029 2.75022 2.75020 0.296702E+05
169 16000 2.75031 2.75024 2.75023 0.265213E+05
189 18000 2.75032 2.75025 2.75024 0.304726E+05
209 20000 2.75032 2.75025 2.75024 0.295644E+05
229 22000 2.75032 2.75025 2.75024 0.314273E+05

319 31000 2.75032 2.75026 2.75024 0.316030E+05
324 31500 2.75032 2.75026 2.75024 0.265393E+05
00 00 2.75032 2.75026 2.75024
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| Run |

A massa

|

| Au || o ‘ media_du/dt ‘ max_du/dt H

0

0.313129E-02

0.663598E-01

0.115358E-03

0.663598E+-01

29

0.488653E-03

0.224718E-06

0.180022E-04

0.224718E-04

49

0.159585E-03

0.705309E-07

0.587918E-05

0.705309E-05

69

0.522474E-04

0.231229E-07

0.192482E-05

0.231229E-05

89

0.171224E-04

0.758689E-08

0.630796E-06

0.758689E-06

109

0.561307E-05

0.248828E-08

0.206788E-06

0.248828E-06

129

0.184032E-05

0.815926E-09

0.677982E-07

0.815926E-07

149

0.603465E-06

0.267519E-09

0.222319E-07

0.267519E-07

169

0.197849E-06

0.877076E-10

0.728884E-08

0.877076E-08

189

0.648774E-07

0.287770E-10

0.239011E-08

0.287770E-08

209

0.212847E-07

0.941469E-11

0.784136E-09

0.941469E-09

229

0.698395E-08

0.310907E-11

0.257292E-09

0.310907E-09

319

0.603013E-10

0.306422E-11

0.222152E-11

0.306422E-09

324

0.000000E+00

0.000000E+-00

0.000000E+-00

0.000000E+00

0.000000E+00

0.000000E+-00

0.000000E+-00

0.000000E+00
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5.3 Resultado 3 (gerado no CENAPAD-SP € OKEANOS)

Parametros do problema: p = 2.1

S1: (1.0, 0.5), bl =6; S2: (-1.5, 1.0), b2 = 2;

S3: (10.5,-1,5), b3 =2; S4: (-1.5,-1.5), bd =2

Regiao computacional: x_min = -15, x_max = 15; y_min = - 15, y_max = 15
Amostragens de campo distante: refvl = 7.5, refv2 = 10, refv3d = 12.5

Malha numérica: M1 = -150, M2 = 150; N1 = -150, N2 = 150

h = 0.1, dt = 0.0001, cfl = 0.01

Valor inicial para b: 2;

Valor médio de b: 3

Valor minimo de u em todas as iteracoes: min_u= 2

Valor maximo de u em todas as iteracoes: max _u= 6

OBS: Observe que os valores de refvl, refv2 e refv3 para uma precisao de 5 digitos
depois da virgula(notacao brasileira) ou ponto(notagao americana) a partir da ite-

racao 65 nao mudaram mais. Em toda esta dissertacao estamos usando a notagao

da América do Norte(EUA).

H Run ‘ tF ‘ refvl ‘ refv2 refv3 ‘ WT (segundos) H
0 0 2.00000 2.00000 2.00000 0.115625E4-01
8 300 2.62796 2.56971 2.53492 0.728490E+05
11 600 2.86632 2.83862 2.82192 0.719760E+05
15 1000 2.99868 2.98878 2.98273 0.714344E+05
25 2000 3.06728 3.06663 3.06619 0.713252E+05
35 3000 3.07257 3.07263 3.07262 0.100020E4-05
45 4000 3.07298 3.07309 3.07311 0.997048E+-04
95 5000 3.07301 3.07312 3.07315 0.101663E+05
65 6000 3.07301 3.07313 3.07315 0.983238E+-04
75 7000 3.07301 3.07313 3.07315 0.986088E+-04
85 8000 3.07301 3.07313 3.07315 0.100014E+05
87 8200 3.07301 3.07313 3.07315 0.100467E+05
88 8300 3.07301 3.07313 3.07315 0.101835E4-05
89 8400 3.07301 3.07313 3.07315 0.972933E+04
102 9700 3.07301 3.07313 3.07315 0.998039E+-04
0 00 3.07301 3.07313 3.07315
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H Run ‘ A massa ‘ | Au || o ‘ media_du/dt ‘ max_du/dt H
0 0.251875E-01 | 0.252946E+00 | 0.278004E-02 | 0.252946E4-02
8 0.113083E-01 | 0.168211E-04 0.124814E-02 0.168211E-02
11 0.528586E-02 | 0.722756E-05 0,583421E-03 0.722756E-03
15 0.190935E-02 | 0.258568E-05 0.210742E-03 0.258568E-03
25 0.147455E-03 | 0.201462E-06 0.162752E-04 0.201462E-04
35 0.113441E-04 | 0.155173E-07 0.125209E-05 0.155173E-05
45 0.872489E-06 | 0.119357E-08 0.963001E-07 0.119357E-06
%) 0.671032E-07 | 0.917932E-10 0.740645E-08 0.917932E-08
65 0.516143E-08 | 0.706102E-11 0.569687E-09 0.706102E-09
75 0.396286E-09 | 0.532907E-12 0.437396E-10 0.532907E-10
85 0.353585E-10 | 0.444089E-13 0.390266E-11 0.444089E-11
87 0.212756E-10 | 0.444089E-13 0.234827E-11 0.444089E-11
88 0.000000E+4-00 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00
89 0.000000E+4-00 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00

102 0.000000E+-00 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00
00 0.000000E+4-00 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00

OBS: Observe que a partir da iteragao 88 a sequéncia de fungdes {uy }xen , veja o
problema (3) da péagina 74, convergiu para u,, = u onde U, é o limite de uy, quando
k — oo e este limite por sua vez é a fungao u do problema (1). Logo os valores dos

campos distantes refvl, refv2 e refv3 de ugg nos da uma boa aproximacao do limite

(2.7).

5.3.1 Graficos do Resultado 3

Os graficos sao:

a) o tempo de cada ciclo,

b) o grafico de u,

c) os valores dos campos distantes,

d) min e max de u,

e) o grafico de Amassa e

f) o gréfico de || Au||pax -

Visto que os valores de Amassa e || A u|jzax Sa0 muito pequenos, para facilitar a

visualizacao desses dois graficos, utilizamos uma escala logaritmica de base 10.
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elapsed time
B o

w
T

Time per cycle (seconds)

0 1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

t

Fig. 5.3a: Cada 1 ciclo = 0.01t = 0.01tF = 100 atualizacoes de u, levou cerca de 7s no
12 computador (t de 0 a 2200) e 1s no 2° computador(t de 2300 a 9700)

usando malha numérica de tamanho 301 x 301 e p = 2.1.

55—

4.5 —

Fig. 5.3b: Grafico de u para tF = 9700. Este u = uy do problema (3)
é 0 mesmo u do problema inicial (1) pois para tF = 9700,

max_du/dt = méximo |du/dt| em toda malha = 0
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Far-field values: all 3 zones
32 T T T T T T T T T

ff1
ff2

|
3r X: 6044
Y:3.073

28 b

2.2 b

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
t

Fig. 5.3c: Os valores da média de u nas 3 regioes refvl, refv2 e refv3.
Observe que a partir de t = 3000 o valor de u se estabiliza nestas 3 regioes.

(u praticamente nao varia a partir de t = 3000).

MIN and MAX values of u over the grid

min
max

min & max
S
T
.

1 | | | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
t

Fig. 5.3d: Os valores minimo e méximo de u em todas as execugoes do programa.
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-10

-12

log(variation mass), base 10

-14

-16

.18 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
t

Fig. 5.3e: Visto que os valores de Amassa sido da ordem de 107! a 10719, plotamos
entao o logig (A massa) de uy. Observe que quando Run = 85, tF = 8000,
Amassa = 0.353585F — 10 e logig (0.353585E — 10) = —10.45, o que concorda com o

grafico acima. Para tF > 8200 o logaritmo vai para -0o pois Amassa = 0.

0 SUP of U - Uprevious

-10

log(variation sup), base 10
oo}

-12

-14

AT
-16 . : . . : . : : :

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
t

Fig. 5.3f: Os valores de || Au||pax 530 da ordem de 107% a 10713 | plotamos
entdo o log10(|| Au Hmax) de ug. Observe que quando Run = 85, tF = 8000,
| Au||max = 0.444089E — 13 e logio (0.444089E — 13) = —13.35, o que concorda com o

grafico acima. Para tF > 8200 o logaritmo vai para -0co pois || At ||gax = 0.
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5.4. Resultado 4 (gerado no CENAPAD-SP)

Parametros do problema: p = 2.1

S1: (1.0,0.5),bl =3 S2: (-1.5, 1.0), b2 = 3

S3: (0.5,-1,5), b3 =3 S4: (-2.5,-2,5), bd = 2

Regiao computacional: x min = -20, xmax = 20, y.min = -20, y_max = 20
Amostragens de campo distante: refvl = 10, refv2 = 14, refv3d = 18

Malha numérica: M1 = -200, M2 = 200; N1 = -200, N2 = 200

h = 0.1, dt = 0.0001, cfl = 0.01

Valor inicial para b: 2.75;

Valor médio de b: 2.75

Valor minimo de u em todas as iteracoes: min_u= 2

Valor maximo de u em todas as iteragoes: max _u= 3

H Run ‘ tF refvl refv2 refv3 ‘ WT (segundos) H
0 0 2.75000 2.75000 2.75000 0.162500E+-01
29 2000 2.70965 2.70995 2.71017 0.204928E4-05
49 4000 2.70657 2.70643 2.70642 0.212732E4-05
69 6000 2.70628 2.70610 2.70606 0.209445E+05
89 8000 2.70625 2.70607 2.70603 0.194047E+05
109 10000 2.70625 2.70606 2.70602 0.206286E+05
129 12000 2.70625 2.70606 2.70602 0.200447E+05
149 14000 2.70625 2.70606 2.70602 0.207022E+05
169 16000 2.70625 2.70606 2.70602 0.210496E+05
184 17500 2.70625 2.70606 2.70602 0.211377E+05
o0 00 2.70625 2.70606 2.70602

86




| Run |

A massa

|

| Au [l |

media_du/dt ‘ max_du/dt H

0

-0.448500E-03

0.404215E-01

-0.278916E-04

0.404215E4-01

29

-0.704167E-04

0.556416E-07

-0.437912E-05

0.556416E-05

49

-0.667638E-05

0.543703E-08

-0.415195E-06

0.543703E-06

69

-0.633161E-06

0.515676E-09

-0.393754E-07

0.515676E-07

89

-0.600433E-07

0.488942E-10

-0.373401E-08

0.488942E-08

109

-0.569433E-08

0.461853E-11

-0.354123E-09

0.461853E-09

129

-0.539552E-09

0.444089E-12

-0.335540E-10

0.444089E-10

149

-0.623002E-10

0.444089E-13

-0.387437E-11

0.444089E-11

169

0.000000E+-00

0.000000E+-00

0.000000E+00

0.000000E+-00

184

0.000000E+-00

0.000000E+-00

0.000000E+00

0.000000E+-00

0.000000E+4-00

0.000000E+4-00

0.000000E+00

0.000000E+4-00
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5.5. Resultado 5 (gerado no GRID5000 na cidade de Lille):
programa paralelo usando OMP, 40 nucleos l6gicos e 40 threads

Parametros do problema: p = 2.1

S1: (1.0, 0.5), bl =-1; S2: (-1.5,1.0), b2 =1

S3: (10.5,-1,5), b3 =15; S4: (-2.5,-2.5), b4 =6
Regiao computacional:

x_min = -20, x_max = 20; y_min = -20, y_max = 20
Amostragens de campo distante:

refvl = 10.0 refv2 =14 refv3d = 18

Malha numérica:

M1 = -200, M2 = 200; N1 =-200, N2 = 200

h = 0.1, dt = 0.0001, cfl = 0.01

Valor inicial para b: 2.85;

Valor médio de b: 2.75

Valor minimo de u em todas as iteragoes: min_u= —1

Valor maximo de u em todas as iteracoes: max _u= 6

H Run ‘ tF refvl refv2 refv3 ‘ WT (segundos) H
0 0 2.85000 2.85000 2.85000 0.164062E4-01
29 2000 2.82239 2.82337 2.82370 0.164534E+405
49 4000 2.82007 2.82072 2.82087 0.177960E+05
69 6000 2.81993 2.82057 2.82071 0.168202E+4-05
89 8000 2.81993 2.82056 2.82070 0.169104E+-05

109 10000 2.81992 2.82056 2.82070 0.164722E+05
129 12000 2.81992 2.82056 2.82070 0.167287E+05
137 12800 2.81992 2.82056 2.82070 0.155914E+-05

00 00 2.81992 2.82056 2.82070
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| Run |

A massa

|

| A [l |

media_du/dt ‘ max_du/dt H

0

-0.277857TE-02

0.233406E+00

-0.172796E-03

0.233406E+02

29

-0.616158E-04

0.510781E-07

-0.383180E-05

0.510781E-05

49

-0.355653E-05

0.281820E-08

-0.221176E-06

0.281820E-06

69

-0.205043E-06

0.162448E-09

-0.127513E-07

0.162448E-07

89

-0.118219E-07

0.937028E-11

-0.735187E-09

0.937028E-09

109

-0.681153E-09

0.533351E-12

-0.423600E-10

0.533351E-10

129

-0.542537E-10

0.444089E-13

-0.337397E-11

0.444089E-11

137

0.000000E+-00

0.000000E+-00

0.000000E+-00

0.000000E+00

0.000000E+00

0.000000E+00

0.000000E+-00

0.000000E+00
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5.6. Resultado 6 (gerado no OKEANOS-GRECIA)

Parametros do problema: p = 2.1

S1: (1.0,0.5), bl =5 S2: (-1.5,1.0), b2=1 83: (-0.5,-1,5), b3 = 4.5
Regiao computacional: x_min =-10, x_max = 10, y_min =-10, y_max = 10
Amostragens de campo distante: refvl = 5, refv2 = 7, refvd = 9

Malha numérica: M1 = -100, M2 = 100; N1 = -100, N2 = 100

h = 0.1, dt = 0.0001, cfl = 0.01

Valor inicial para b: 3.25;

Valor médio de b: 3.5

Valor minimo de u em todas as iteragoes: min_u=1

Valor maximo de u em todas as iteragoes: max _u=>5

OBS: Observe que os valores de refvl, refv2 e refv3 para uma precisao de 5 digitos

a partir da iteracao 28 nao mudaram mais.

H Run ‘ tF refvl refv2 refv3 ‘ WT (segundos) H
0 0 3.25000 3.25000 3.25000 0.109375E+00
12 300 3.42336 3.41784 3.41513 0.241447E4-04
15 600 3.44741 3.44581 3.44522 0.242844E4-04
18 900 3.45118 3.45019 3.44994 0.242083E+-04
21 1200 3.45177 3.45088 3.45068 0.241970E+4-04
24 1500 3.45186 3.45099 3.45080 0.241672E+404
27 1800 3.45188 3.45100 3.45081 0.517402E4-04
28 1900 3.45188 3.45101 3.45082 0.524658E+-04
41 3200 3.45188 3.45101 3.45082 0.517934E+-04
42 3300 3.45188 3.45101 3.45082 0.545247E4-04
43 3400 3.45188 3.45101 3.45082 0.531080E+-04
206 19700 3.45188 3.45101 3.45082 0.560936E+-04
00 00 3.45188 3.45101 3.45082
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| Run |

A massa

| Au [l

‘ media,du/dt‘ max_du/dt H

0

0.278093E-02

0.111072E+00

0.688331E-03

0.111072E+-02

12

0.806585E-03

0.275633E-05

0.199645E-03

0.275633E-03

15

0.126544E-03

0.398006E-06

0.313219E-04

0.398006E-04

18

0.198375E-04

0.623297E-07

0.491014E-05

0.623297E-05

21

0.311032E-05

0.977358E-08

0.769863E-06

0.977358E-06

24

0.487684E-06

0.153248E-08

0.120711E-06

0.153248E-06

27

0.764666E-07

0.240297E-09

0.189269E-07

0.240297E-07

28

0.412336E-07

0.129585E-09

0.102061E-07

0.129585E-07

41

0.158357E-10

0.444089E-13

0.391963E-11

0.444089E-11

42

0.000000E+00

0.000000E+00

0.000000E+-00

0.000000E+-00

43

0.000000E+00

0.000000E+00

0.000000E+4-00

0.000000E+-00

206

0.000000E+00

0.000000E+00

0.000000E+-00

0.000000E+-00

0.000000E+00

0.000000E+00

0.000000E+-00

0.000000E+-00

OBS: Observe que a partir da iteracao 42 a sequéncia de fungoes {uy }ren do prob-

lema 3) convergiu para u, = u onde u,, é o limite de ux quando k& — oo e este

limite por sua vez é a func¢ao u do problema 1). Logo os valores dos campos distantes

refvl, refv2 e refv3 de uys nos dd uma boa aproximagao do limite (2.7).
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5.7. Resultado 7 (gerado no OKEANOS-GRECIA)

Parametros do problema: p = 2.1

S1: (1.0,0.5), bl =5 S2: (-1.5,-1.0), b2 =1

Regiao computacional: x_min =-15, x_max =15, y_min=-15, y_max = 15
Amostragens de campo distante: refvl = 7.5, refv2 = 10.5, refv3d = 13.5

Malha numérica: M1 = -150, M2 = 150; N1 =-150, N2 = 150

h = 0.1, dt = 0.0001, cfl = 0.01

Valor inicial para b: 2.5;

Valor médio de b: 3.0

Valor minimo de u em todas as iteragoes: min_u=1

Valor maximo de u em todas as iteragoes: max _u=>5

OBS: Observe que os valores de refvl, refv2 e refv3 para uma precisao de 5 digitos

a partir da iteracao 79 nao mudaram mais.

H Run ‘ tF refvl refv2 refv3 ‘ WT (segundos) H
0 0 2.50000 2.50000 2.50000 0.234375E+00
19 1000 2.93238 2.92463 2.92061 0.979325E+-04
29 2000 2.99160 2.99033 2.98970 0.981827E4-04
39 3000 3.00050 3.00020 3.00008 0.973944E4-04
49 4000 3.00183 3.00168 3.00164 0.994220E4-04
59 5000 3.00203 3.00190 3.00187 0.109453E+05
69 6000 3.00206 3.00193 3.00191 0.995527E+-04
79 7000 3.00207 3.00194 3.00191 0.100541E4-05
89 8000 3.00207 3.00194 3.00191 0.101294E+05
99 9000 3.00207 3.00194 3.00191 0.995553E+-04
109 10000 3.00207 3.00194 3.00191 0.987847E+-04
114 10500 3.00207 3.00194 3.00191 0.987192E4-04
115 10600 3.00207 3.00194 3.00191 0.984498E+-04
00 00 3.00207 3.00194 3.00191

92



H Run ‘ A massa ‘ | Au || o ‘ media_du/dt ‘ max _du/dt H

0 0.419921E-02 | 0.101381E400 | 0.463484E-03 | 0.101381E+02
19 0.129144E-02 | 0.166220E-05 0.142541E-03 0.166220E-03
29 0.193993E-03 | 0.249796E-06 0.214118E-04 0.249796E-04
39 0.291447E-04 | 0.375587E-07 0.321682E-05 0.375587E-05
49 0.311032E-05 | 0.977358E-08 0.769863E-06 0.977358E-06
59 0.657860E-06 | 0.847900E-09 0.726107E-07 0.847900E-07
69 0.988381E-07 | 0.127409E-09 0.109092E-07 0.127409E-07
79 0.148502E-07 | 0.191407E-10 0.163907E-08 0.191407E-08
89 0.223111E-08 | 0.288702E-11 0.246257E-09 0.288702E-09
99 0.334034E-09 | 0.444089E-12 0.368687E-10 0.444089E-10
109 0.396712E-10 | 0.444089E-13 0.437867E-11 0.444089E-11
114 0.258729E-10 | 0.444089E-13 0.285570E-11 0.444089E-11
115 0.000000E+-00 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00
%9 0.000000E+4-00 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00

OBS: Observe que a partir da iteracao 115 a sequéncia de fungoes {uy}xen do
problema 3) convergiu para U, = u onde uy, é o limite de ux quando k — oo e
este limite por sua vez é a fungdo u do problema 1). Logo os valores dos campos

distantes refvl, refv2 e refv3 de uj15 nos dé uma boa aproximacao do limite (2.7).
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5.8. Resultado 8 (gerado no OKEANOS-GRECIA)

Parametros do problema: p = 2.1

S1: (2.0,-0.5), bl=5 S2: (-1.5, 1.0), b2 =-1  S3: (-0.5,-1.5), b2 =2
Regiao computacional: x_min = -20, x_max =20, y_min =-20, y_max = 20
Amostragens de campo distante: refvl = 10, refv2 = 14, refvd = 18

Malha numérica: M1 = -200, M2 = 200; N1 =-200, N2 = 200

h = 0.1, dt = 0.0001, cfl = 0.01

Valor inicial para b: 2.5;

Valor médio de b: 2.0

Valor minimo de u em todas as iteragoes: min_u= —1

Valor maximo de u em todas as iteragoes: max _u=>5

OBS: Observe que os valores de refvl, refv2 e refv3 para uma precisao de 5 digitos
depois da iteragao 139 nao mudaram mais.

H Run ‘ tF refvl refv2 refv3 ‘ WT (segundos) H
0 0 2.50000 2.50000 2.50000 0.150000E4-01
19 1000 2.13618 2.15289 2.16153 0.187553E4-05
29 2000 2.04022 2.04524 2.04783 0.184985E4-05
39 3000 2.01148 2.01300 2.01378 0.181914E+05
49 4000 2.00287 2.00334 2.00358 0.201716E+05
59 5000 2.00029 2.00045 2.00052 0.239760E+05
69 6000 1.99952 1.99959 1.99961 0.188810E+05
79 7000 1.99929 1.99933 1.99933 0.177364E+05
89 8000 1.99922 1.99925 1.99925 0.181837E+05
99 9000 1.99920 1.99922 1.99923 0.182486E+05

109 10000 1.99919 1.99922 1.99922 0.181765E+05
119 11000 1.99919 1.99922 1.99922 0.182578E+05
129 12000 1.99919 1.99922 1.99922 0.182750E+05
139 13000 1.99919 1.99921 1.99922 0.201749E+05
149 14000 1.99919 1.99921 1.99922 0.195842E+05
159 15000 1.99919 1.99921 1.99922 0.200705E+05
169 16000 1.99919 1.99921 1.99922 0.199565E+05
209 20000 1.99919 1.99921 1.99922 0.255274E+05
0 00 1.99919 1.99921 1.99922
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H Run ‘ A massa ‘ | Au || o ‘ media_du/dt ‘ max _du/dt H
0 -0.656468E-02 | 0.158329E4-00 | -0.408249E-03 | 0.158329E4-02
19 -0.286321E-02 | 0.226717E-05 | -0.178059E-03 | 0.226717E-03
29 -0.857584E-03 | 0.627804E-06 | -0.533320E-04 | 0.627804E-04
39 -0.256857E-03 | 0.187788E-06 | -0.159736E-04 | 0.187788E-04
49 -0.769332E-04 | 0.562732E-07 | -0.478438E-05 | 0.562732E-05
59 -0.230431E-04 | 0.168580E-07 | -0.143302E-05 | 0.168580E-05
69 -0.690187E-05 | 0.504958E-08 | -0.429218E-06 | 0.504958E-06
79 -0.206725E-05 | 0.151248E-08 | -0.128560E-06 | 0.151248E-06
89 -0.619186E-06 | 0.453015E-09 | -0.385063E-07 | 0.453015E-07
99 -0.185460E-06 | 0.135691E-09 | -0.115335E-07 | 0.135691E-07

109 -0.555499E-07 | 0.406342E-10 | -0.345458E-08 | 0.406342E-08
119 -0.166390E-07 | 0.121683E-10 | -0.103475E-08 | 0.121683E-08
129 -0.498386E-08 | 0.364153E-11 | -0.309939E-09 | 0.364153E-09
139 -0.149178E-08 | 0.108802E-11 | -0.927719E-10 | 0.108802E-09
149 -0.446163E-09 | 0.333067E-12 | -0.277463E-10 | 0.333067E-10
159 -0.131016E-09 | 0.888178E-13 | -0.814771E-11 | 0.888178E-11
169 -0.431227E-10 | 0.444089E-13 | -0.268174E-11 | 0.444089E-11
209 0.000000E4-00 | 0.000000E+00 | 0.000000E4-00 | 0.000000E+00
o0 0.000000E4-00 | 0.000000E+00 | 0.000000E4-00 | 0.000000E+00

OBS: Observe que a partir da iteracao 209 a sequéncia de fungoes {uy}xen do
problema 3) convergiu para U, = u onde Uy € o limite de ux quando k — oo e
este limite por sua vez é a fun¢ao u do problema 1). Logo os valores dos campos

distantes refvl, refv2 e refv3 de uzg9 nos déd uma boa aproximacao do limite (2.7).
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5.9. Resultado 9 (gerado no OKEANOS-GRECIA)

Parametros do problema: p = 2.1

S1: (1.0,0.5), bl =6 S2: (-1.5,1.0), b2=5 S83: (0.5,-1.5), b2 =1
Regiao computacional: x_min = -20, x_max =20, y_min =-20, y_max = 20
Amostragens de campo distante: refvl = 10, refv2 = 14, refvd = 18

Malha numérica: M1 = -200, M2 = 200; N1 =-200, N2 = 200

h = 0.1, dt = 0.0001, cfl = 0.01

Valor inicial para b: 4.5;

Valor médio de b: 4.0

Valor minimo de u em todas as iteragoes: min_u=1

Valor maximo de u em todas as iteragoes: max _u= 6

OBS: Observe que os valores de refvl, refv2 e refv3 para uma precisao de 5 digitos
depois da da iteragao 119 nao mudaram mais.

H Run ‘ tF refvl refv2 refv3 ‘ WT (segundos) H
0 0 4.50000 4.50000 4.50000 0.220312E4-01
19 1000 4.09344 4.11357 4.12396 0.183430E4-05
29 2000 3.97954 3.98586 3.98916 0.182087E+05
39 3000 3.94322 3.94513 3.94616 0.180305E+05
49 4000 3.93165 3.93216 3.93247 0.238672E+05
59 5000 3.92797 3.92804 3.92812 0.197889E+05
69 6000 3.92680 3.92672 3.92673 0.176795E+05
79 7000 3.92643 3.92631 3.92629 0.177432E+05
89 8000 3.92631 3.92617 3.92615 0.179916E+05
99 9000 3.92628 3.92613 3.92611 0.184507E+05

109 10000 3.92626 3.92612 3.92609 0.190414E+05
119 11000 3.92626 3.92611 3.92609 0.183723E+05
129 12000 3.92626 3.92611 3.92609 0.176795E+05
139 13000 3.92626 3.92611 3.92609 0.196788E+05
159 15000 3.92626 3.92611 3.92609 0.203353E+05
179 17000 3.92626 3.92611 3.92609 0.213597E+05
180 17100 3.92626 3.92611 3.92609 0.211710E4-05
00 00 3.92626 3.92611 3.92609
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H Run A massa ‘ | Au || o ‘ media_du/dt ‘ max _du/dt H
0 -0.103408E-01 | 0.210758E+00 | -0.643079E-03 | 0.210758 E+02
19 -0.330817E-02 | 0.245719E-05 | -0.205730E-03 | 0.245719E-03
29 -0.105645E-02 | 0.769848E-06 | -0.656992E-04 0.769848E-04
39 -0.336493E-03 | 0.245052E-06 | -0.209261E-04 0.245052E-04
49 -0.107077E-03 | 0.779162E-07 | -0.665897E-05 0.779162E-05
59 -0.340632E-04 | 0.247797E-07 | -0.211834E-05 0.247797E-05
69 -0.108351E-04 | 0.788143E-08 | -0.673821E-06 0.788143E-06
79 -0.344642E-05 | 0.250680E-08 | -0.214328E-06 0.250680E-06
89 -0.109622E-05 | 0.797323E-09 | -0.681726E-07 | 0.797323E-07
99 -0.348682E-06 | 0.253664E-09 | -0.216841E-07 | 0.253664E-07
109 -0.110908E-06 | 0.806466E-10 | -0.689724E-08 0.806466E-08
119 -0.352783E-07 | 0.256684E-10 | -0.219391E-08 0.256684E-08
129 -0.112218E-07 | 0.817124E-11 -0.697870E-09 0.817124E-09
139 -0.356800E-08 | 0.257661E-11 -0.221889E-09 0.257661E-09
159 -0.363900E-09 | 0.266898E-12 -0.226304E-10 0.266898E-10
179 -0.895741E-11 | 0.888178E-14 | -0.557049E-12 0.888178E-12
180 0.000000E+400 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00 | 0.000000E400
00 0.000000E+400 | 0.000000E+00 | 0.000000E+00 | 0.000000E400

OBS: Observe que a partir da iteracao 180 a sequéncia de fungoes {uy}yen do
problema 3) convergiu para u,, = u onde u,, ¢é o limite de ux quando k& — oo e
este limite por sua vez é a fun¢do u do problema 1). Logo os valores dos campos
distantes refvl, refv2 e refv3 de ugo nos dd uma boa aproximacao do limite (2.7).
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5.10. Resultado 10 (gerado no OKEANOS-GRECIA)

Parametros do problema: p = 2.1

S1: (1.0,0.5), bl =5 S2: (-1.5,1.0), b2=1 83: (-0.5,-1.5), b2 =4.5
Regiao computacional: x_min = -20, x_max =20, y_min =-20, y_max = 20
Amostragens de campo distante: refvl = 10, refv2 = 14, refvd = 18

Malha numérica: M1 = -200, M2 = 200; N1 =-200, N2 = 200

h = 0.1, dt = 0.0001, cfl = 0.01

Valor inicial para b: 3.25;

Valor médio de b: 3.5

Valor minimo de u em todas as iteragoes: min_u=1

Valor maximo de u em todas as iteragoes: max _u=>5

OBS: Observe que os valores de refvl, refv2 e refv3 para uma precisao de 5 digitos
depois da iteragao 109 (tF = 10000) ndo mudaram mais.

H Run ‘ tF ‘ refvl ‘ refv2 refv3 ‘ WT (segundos) H
0 0 3.25000 3.25000 3.25000 0.134375E4-01
19 1000 3.38842 3.38113 3.37738 0.183430E+05
29 2000 3.42809 3.42560 3.42437 0.183396E+05
39 3000 3.44090 3.43998 3.43956 0.179927E+05
49 4000 3.44505 3.44463 3.44447 0.182078E+05
59 5000 3.44639 3.44613 3.44605 0.239998E+05
69 6000 3.44682 3.44662 3.44657 0.190170E+05
79 7000 3.44696 3.44677 3.44673 0.188708E+05
89 8000 3.44701 3.44682 3.44679 0.189145E+05
99 9000 3.44702 3.44684 3.44680 0.200718E+05

109 10000 3.44703 3.44685 3.44681 0.189968E+05
119 11000 3.44703 3.44685 3.44681 0.194533E+05
129 12000 3.44703 3.44685 3.44681 0.186465E+05
139 13000 3.44703 3.44685 3.44681 0.195666E+05
149 14000 3.44703 3.44685 3.44681 0.195358E+05
169 16000 3.44703 3.44685 3.44681 0.200060E+05
173 16400 3.44703 3.44685 3.44681 0.199668E+05
174 16500 3.44703 3.44685 3.44681 0.201294E+05
0 00 3.44703 3.44685 3.44681
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H Run ‘ A massa ‘ | Au || o ‘ media_du/dt ‘ max _du/dt H

0 0.278093E-02 | 0.111072E+00 | 0.172942E-03 | 0.111072E+02
19 0.114727E-02 | 0.986508E-06 0.713473E-04 0.986508E-04
29 0.370832E-03 | 0.278409E-06 0.230615E-04 0.278409E-04
39 0.119860E-03 | 0.895347E-07 | 0.745396E-05 0.895347E-05
49 0.387542E-04 | 0.289605E-07 | 0.241007E-05 0.289605E-05
59 0.125319E-04 | 0.936702E-08 0.779342E-06 0.936702E-06
69 0.108351E-04 | 0.788143E-08 0.673821E-06 0.788143E-06
79 0.131055E-05 | 0.979693E-09 0.815015E-07 0.979693E-07
89 0.423818E-06 | 0.316813E-09 0.263567E-07 0.316813E-07
99 0.137059E-06 | 0.102451E-09 0.852350E-08 0.102451E-07
109 0.443244E-07 | 0.331295E-10 0.275648E-08 0.331295E-08
119 0.143345E-07 | 0.107025E-10 | 0.891446E-09 | 0.107025E-08
129 0.463558E-08 | 0.346434E-11 0.288280E-09 | 0.346434E-09
139 0.149775E-08 | 0.111067E-11 0.931432E-10 0.111067E-09
149 0.482419E-09 | 0.355715E-12 0.300010E-10 0.355715E-10
169 0.630739E-10 | 0.444089E-13 0.392248E-11 0.444089E-11
173 0.273691E-10 | 0.444089E-13 0.170205E-11 0.444089E-11
174 0.000000E4-00 | 0.000000E+00 | 0.000000E4-00 | 0.000000E+00
o0 0.000000E4-00 | 0.000000E+00 | 0.000000E4-00 | 0.000000E+00

OBS: Observe que a partir da iteracdo 174 a sequéncia de fungoes {uy}xen do
problema 3) convergiu para U, = u onde Uy € o limite de ux quando k — oo e
este limite por sua vez é a fun¢ao u do problema 1). Logo os valores dos campos

distantes refvl, refv2 e refv3 de ujrz4 nos déd uma boa aproximacao do limite (2.7).
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5.11 - Conclusao

Olhando com atencao os 10 resultados acima, podemos complementar os fatos ja

mencionados no inicio deste capitulo e concluir o seguinte:

1) Transformar o problema original, estatico: Ayu = 0, no p-Laplaciano evo-
lutivo: w, = Apu, e resolver o p-Laplaciano evolutivo por meio de diferencas
finitas, “deu certo“, pois todas as 10 simulacoes convergiram para o problema orig-
inal, isto é, com estas duas mudancas foi possivel usar o computador para descobrir
o comportamento da fungao procurada.

2) Os experimentos(resultados) 1 e 2 apresentam mesma configuracdo, apenas al-
turas iniciais diferentes, em ambos, os experimentos convergiram para o mesmo

resultado:
boo := lim u(z) = lim [ |lim uk(x)} (5.7)

basta olhar na ultima linha das tabelas na pagina 77 e 79. Ou seja, o valor inicial
do plano, a configuracao inicial, nao altera o resultado final, nao altera o valor final

da convergeéncia b.

3) Por outro lado os experimentos 4 e 5 possuem a mesma localizagdo das 4 singu-

laridades e o mesmo
b+ byt byt by

4

b =2.75 (5.8)
Mas olhando na ultima linha das tabelas na pagina 86 e 88, percebemos claramente,
que ambos convergem para resultados diferentes de b,,. O que mostra que a Ob-
servagao 2.1 estd correta, ou seja, o valor de b, nao é b,, (a média aritmética das

alturas das singularidades).

4) J4 o experimento 7, mostra que provavelmente o Teorema 2.2 estd correto, isto
é, b € a média das alturas das singularidades quando temos somente duas singu-

laridades.

5) Todos os 10 experimentos, levaram véarias semanas ou meses para chegar ao
resultado final. Isto mostra claramente a necessidade de usar outros computadores
em paralelo, para acelerar a velocidade do processamento, ou seja nos proximos tra-
balhos, devemos usar MPI, ou MP com MPI, ou outra biblioteca de processamento
paralelo que use varios computadores simultaneamente.
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Apéndice A

Instalagao de Compiladores Fortran e C/C++

em ambientes Windows e Linux

Neste apéndice daremos uma sugestao de como instalar os compiladores Fortran
e C/C++ no seu microcomputador pessoal (PC) ou notebook.

(1) Para os que gostam de LINUX, procedam nesta ordem:

(a) Instale o sistema operacional ORACLE LINUX.

(b) No ORACLE LINUX, instale o JAVA para LINUX.

(¢) Instale o ORACLE DEVELOPER STUDIO.

Observacao: O usudario devera ter uma certa experiéncia com LINUX. Para o passo
(¢) acima, o instalador do ORACLE DEVELOPER STUDIO deverd ter conhecimento
do caminho (path, ou enderego/localizacao) do JAVA JRE.

(2) Para os que gostam do WINDOWS, ha varias opgoes, como, por exemplo:

(a) Faga o download da méquina virtual VMWARE WORKSTATION PLAYER
para WINDOWS (gratuita). Apds isso, siga os passos em (1) acima. Desta
forma, vocé terda o ORACLE DEVELOPER STUDIO instalado no ORACLE
LINUX, que por sua vez roda na VMWARE, e este, por sua vez, roda
dentro do seu WINDOWS. Para isto, vocé devera ter no minimo 4 GB de

memoria RAM e um réapido processador instalado em seu PC ou notebook.

(b) Instale agora o IDE (Integrated Development Environment, ou Ambiente
de Desenvolvimento Integrado) gratuito CODEBLOCKS com os compi-
ladores gcc, g++ e gfortran da GNU inclusos (pré-instalados). O arquivo
instalador em novembro/2018 é codeblocks-17.12mingw_fortran-setup.exe
(procure por ele no GOOGLE).

(¢) Sevoceé é aluno universitario e possui e-mail de sua faculdade (por exemplo:
SeuNome@ufrgs.br), vocé tem direito a usar gratuitamente enquanto for
aluno universitério (basta renovar a inscricao a cada ano) o compilador
INTEL FORTRAN (oferta disponivel em 2017/2018). Neste caso, instale o
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IDE gratuito VISUAL STUDIO 2013 COMMUNITY da Microsoft (ou a versao
2015 ou 2017, se seu computador tiver étimo desempenho). Apds, instale
o INTEL FORTRAN e, durante sua instalacao, escolha além dos aplicativos
que quer instalar a integragao do INTEL FORTRAN com o VISUAL STUDIO.

Ou instale os compiladores GNU (gcc, g++, gfortran) usando o arquivo
mingw-w64-install.exe (procure no GOOGLE). Adicione o caminho do
compilador GNU instalado nas variaveis do sistema do WINDOWS e
apos use o editor de texto de sua preferéncia (NOTEPAD, CODEBLOCKS,
VISUAL STUDIO CODE, etc.) para escrever o cédigo fonte. E use a linha
de comando (o “velho e poderoso PROMPT”): simples, rapido e direto.
Por exemplo, no diretério onde estao os arquivos fontes, abra a janela do
COMMAND PROMPT (executando, por exemplo, cmd.exe no WINDOWS) e
digite:
gfortran -fopenmp arquivofonte.f90 -o nomedoarquivo.exe

para compilar e gerar o executavel de um programa fonte em Fortran
que esta no arquivo arquivofonte.f90. A opgao -o serve para renomear o
arquivo gerado: nomedoarquivo.exe serd o nome do arquivo executavel.

Para um programa em C ou C++, o comando correspondente seria:

g++ —fopenmp arquivofonte.cpp -o nomedoarquivo.exe.

Um outra opgao seria seguir os passos de (d) e depois fazer o download
e instalacao do IDE: ECLIPSE PARALLEL APPLICATION DEVELOPERS.
Depois disso, deve-se configurar o ECLIPSE para que ele saiba onde estao
os compiladores GNU.

Uma outra opc¢ao (também gratuita) para Fortran e C/C++ seria insta-
lar o compilador FTN95 PERSONAL EDITION da SILVERFROST (e o IDE
PLATO associado). Apesar deste ambiente ser voltado prioritariamente pa-
ra Fortran 90/95, o FTN95 contém também compiladores C e C++ embu-
tidos, e outros recursos descritos no endereco

https://www.silverfrost.com/ftn95-help /devel /compiler _overview.aspx

além de se poder adicionar quaisquer compiladores extras ao IDE PLATO

(como gcc, gfortran, ifort, etc.), se desejado.
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Apéndice B

Os ambientes computacionais
Cenapad-SP, Grid5000 e Okeanos

Além de meu notebook ACER de 2013 com Intel i5, foram utilizados para as
simulacoes os ambientes computacionais do CENAPAD-SP, GRID5000 e OKEANOS.

O OKEANOS e 0 OKEANOS GLOBAL sao clusters computacionaia de pesquisa gre-
gos. O OKEANOS ¢ dirigido especialmente para alunos, professores e pesquisadores
da Grécia. J4 o OKEANOS GLOBAL disponibiliza acesso a duas maquinas virtuais,
cada uma com 40GB de memoria no disco rigido, 2 GB de meméria RAM e 2 pro-
cessadores logicos para alunos, professores e pesquisadores de diversas universidades
de varios paises do mundo — entre elas, a UFRGS. Basta entrar no site deles e fazer
a inscricao. Também é possivel montar apenas uma maquina virtual com 4 GB de
RAM, 4 processadores logicos e dois discos com 40 GB totalizando 80 GB de memoria
permanente no disco rigido. E foi justamente esta configuracao que eu escolhi. Na
hora da montagem da méquina virtual o usuério escolhe o sistema operacional que
quer utilizar entre os varios disponibilizados: WINDOWS SERVER 2012, UBUNTU,
DEBIAN, e outros. Eu escolhi o WINDOWS SERVER 2012 e nele instalei o IDE CODE
BLOCKS e os compiladores da GNU (gcc, g++, gfortran) versao 7.1.0. Podem pare-
cer modestos, ou nao muito potente, apenas 4 GB de RAM e 4 processadores 16gicos,
mas a grande vantagem desta maquina virtual é que ela pode ficar rodando 24h por
dia por tempo indeterminado: 1 dia, 10 dias, 100 dias, etc. Com esta caracteristica,
ela se torna bem poderosa. Varias simulagoes que duraram vérios dias ou centenas
de horas foram feitas e alguns dos resultados foram mostrados no Capitulo V.

O GRID5000 é um cluster francés utilizado por pesquisadores e alunos de varias
partes do mundo (além, é claro, pelos préprios alunos, professores e pesquisadores
franceses). No site do GRID5000 hd uma ficha de inscri¢do. Nesta ficha preenchi
meus dados e nela mostrei que o meu trabalho estava relacionado com o uso de com-
putadores de alto desempenho ou interligados em rede, duas caracteristicas que o
GRID 5000 possui. Até o presente momento (maio/2018), apds 3 renovagdes, minha
conta no GRID5000 continua ativa. O GRID5H000 esta operando em 8 cidades da
Franca: Grenoble, Lille, Luxembourg, Lyon, Nancy, Nantes, Rennes e Sophia. Cada
cidade tem um cluster com diferentes maquinas: por exemplo, o cluster de Nancy
possui 410 processadores, enquanto o de Lille possui 46 processadores. Na soma das
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8 cidades, o total de processadores é 1706 (1458 da Intel e 248 da AMD). Lille é a
cidade com menor nimero de maquinas: 23, cada uma com 2 processadores, mas
cada processador possui 10 ou 14 ntcleos fisicos (em comparagao, o meu notebook
com processador Intel 15 possui apenas 2 ntcleos fisicos). Esta foi a razao por que
escolhi o cluster de Lille para fazer as simulagdes em série ou em paralelo (OpenMP),

pois seus computadores sao muito poderosos.

O CENAPAD-SP/Unicamp faz parte do SINAPAD (Sistema Nacional de Processa-
mento de Alto Desempenho), assim como o CESUP/UFRGS, mas tem mais recursos.
Localizado na cidade de Campinas, no estado de Sao Paulo, o CENAPAD-SP ¢ um
poderoso centro computacional utilizado por varios pesquisadores e estudantes das
mais diferentes areas e partes do Brasil. O CENAPAD-SP é constituido basicamente
por quatro ambientes computacionais distintos, a saber:

« Ambiente IBM P750 (Sistema Operacional: Unix AIX);

« Ambiente IBM/GPU (Sistema Operacional: Linux SUSE);

« Ambiente SGI Altix 1350/450 (Sistema Operacional: Linux SUSE);

« Ambiente SGI Altix ICE 8400 LX (Sistema Operacional: Linux SUSE).

Cada um desses ambientes tem seus recursos, suas ferramentas, suas limitagoes e
especificidades. Nas simulacoes deste trabalho utilizamos bastante os computadores
do CENAPAD-SP, principalmente o ambiente SGI Altix 1350/450 (tanto nas execugoes
seriais como nas paralelas). Para uma descrigao detalhada dos recursos disponiveis
em cada um destes ambientes, pode-se consultar

https://www.cenapad.unicamp.br/parque/equipamentos.shtml
ou a pagina de instrugoes aos usuarios do CENAPAD-SP,
https://www.cenapad.unicamp.br /diversos/guia/guia.shtml,

ou ainda 0 GUIA DO USUARIO DO CENAPAD-SP, disponivel igualmente no link acima.
No CENAPAD-SP, a abertura de contas é feita com 0 FORMULARIO PADRAO PARA
ABERTURA DE CONTAS e 0 FORMULARIO DE PROJETO, disponiveis no endereco

https://www.cenapad.unicamp.br/politicas/formcont.shtml,

que, depois de preenchidos e assinados pelo coordenador responsavel pelo projeto,
devem ser enviados por email para abrecontas@cenapad.unicamp.br (anteriormente,

até o ano 2017, eram enviados em papel utilizando-se o correio padrao).
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Apéndice C

Os cédigos fontes
MatLab, Fortran e C++4

Os cédigos fontes em MatLab, Fortran e em C++(experimental) e esta dis-

sertacao em pdf se encontram disponiveis para download em:

https://github.com/Roberto-Hoo/Tese-RobertoHoo-PZingano-UFRGS-Matematica-
2018

Visto que é um trabalho académico nao ha nenhuma garantia que os codigos

fontes sempre funcionem.

Email(contato): robertohoo@gmail.com
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Apéndice D

Estimativa do tempo via solucao de Barenblatt

do p-Laplaciano evolutivo

Neste apéndice vamos mostrar com mais detalhes, mas de modo informal, a esti-

mativa do tempo via solucao de Barenblatt do p-Laplaciano evolutivo visto na secao

(3.3), para detalhes mais profundos, ver artigos ou textos mais avancados sobre a

solucao de Barenblatt.

u = div ( |[Vu|'7? Vu)

Para isto vamos supor:

Desenvolvendo o lado esquerdo de (D 1) através de (D 2) temos:

u = —At7w(E) — at™ T ()€ = 77 (Bw(€) + agw'(6))

Por outro lado, desenvolvendo o lado direito de (D 1) usando (D 2) temos:

ou
ém

:t—ﬁ—aw'(é)% e |Vul =t (¢)]

Supondo |[w'(£)| = —w'(§) temos:

|vu|p—2 —gg — ¢~ (B+a)(p-2) |w’(€) |p—2 4Ba w'(f) %
ou Lz
p=2 YT =(Bre)(p-1) (g (e))PTE
a2 s (g

E portanto,
div( |V |P~2 Vu) — = (BFa)(p=1) Z i [(—w'(ﬁ))p_l &}

(D 1)

(D 2)

(D 3)

(D 5)



Ou seja:
—= )= [ (p — 1) (—w/(£))P 72 w(€) + (n — 1)(—w' ()P ¢ ]

= div(|Vu["7? Vu) (D 6)
Igualando (D 3) e (D 6) segundo (D 1) temos:

O [ (p — (= (€))7 w(€) 4+ (n — 1) (—w/(§)) ¢ ]
=t [Bw(E) + adw'(§)] (D7)

[gualando os expoentes, resulta

ap+B(p—2)=1 (D 8)

As expressoes entre colchetes em (D 7) é equivalente a

d

& [(=w' (&))" ]+(n — D (—w'(€))"¢7" = fw(§) + adw'(€) (D 9)

Multiplicando (D 9) por £"~! e impondo 3 = an, temos equivalentemente

d

Fle e @r = a[F € u©)] (D 10)
Usando (D 8) e 8 = an, achamos a
a:p—l—n(lp—Q) (D 11)
E 8 i
b= =2 (D 12)



Integrando (D 10)
=) = ag"w(é) + v (D 13)

Na origem, z = 0 e portanto £ = ||t~ = 0. Entao a contante v =0 em (D 13)
Podemos reescrever (D 13) desta forma

w(g)—l/(p—l) w'(€) = —a/ 1) /(1) (D 14)
(D 14) é equivalente a
d =1 e-2/-17 _ _ -1 P =1 e

Integrando (D 15) chegamos a

-2 _ B
w(€) = (C — /e E g £/ (p=0)) =1/ =2) (D 16)

E assim chegamos a fungao u(z,t)
1 p_ 2=
=T —2 —T\?
w(x,t) = vz, t) = t7"x (C’ _oP R (r-t_a)p ) (D 17)
p +

onde r = |x — xo| para certo zo € R”, e C' > 0 é uma constante dada, relacionada

com a massa m = [, u(z,t)dx da solucao u(-,t), cujo valor independe do tempo

t. Sendo o suporte de v,(+,t) dado pela bola fechada de centro x( e raio R(t), com

p—1 ij1
p -1 p «a

R(t) = C ~ocp-(p_2) ot (D 18)

para todo t > 0. Este valor é o que zera (D 17) quando substituimos r por R(t).

Para calcular esta constante C' comecamos por estd primeira mudanca de varidvel:
R( ’
m = / u(z,t)de = wn/ t*"‘"w(t—a) " dr (D 19)
|z|<R(t) 0

Onde w, ¢ a area da hipersuperficie {x € R": |z| =1}, w; = 2, we = 271, wy = 4,
etc...
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2]

r
Segunda mudanca de variavel, s =¢ = il substituindo em (D 19) temos:

R(t)/t> R(t)/t*
m = wn/ tn w(s) sl g — wn/ w(s) s" s
0 0

p—1

RO /15 A op_a Ep?
:wn/ (C’—&p t p—-sp1> s"lds (D 20)

0 p
T p—2 o1
Terceira mudanca de varidgvel, § =a” - =—= .5" " substituindo em (D 20)
p
temos, apds as simplificagoes:
p—1

-1 _n n(p=1) p—2
m=w, <p )a p < p ) D
p p—2

Quarta mudanca de varidvel, § = C'r, substituindo em (D 21) temos:

/C( C -0 )H 0" 19 (D 21)
0

p—1
_ 1 n n(p—1) -2

_n L =
m=w%<g__>ap<—£—> ’ O@*ﬂfﬁﬁ]/‘<1—r) P
p p—2 .

(D 22)

1
Relembrando, para x > 0 e y > 0, a fungao Beta(x,y) = / (1-r )y—l r=1 gy
0

Entao em (D 22) temosx =n(p—1)/p e y=(2p—3)/(p—2).
E assim:

J— 1 -n @ 1 n - 1 2 - 3
m = w, <p—>0z P <L> c® [5:+3] Beta(n(p ), P ) (D 23)
p p—2 P p—2

Lembrando o valor de a em (D 11) e isolando C:

_1) p(p—2)

n n(p r-1)(p+n(p—2))

¢ = {wﬂn'pfl'<p+n(1p—2)>p'<p;2> 7B€m(n(pp_1)7 2pp__23)}

(D 24)

Finalmente, usando este C de (D 24) e isolando t = T em (D 18) temos que o tempo
T para que se alcance uma distancia R > 0 do centro xq é dado por

p—1 p—1 \PTn(p—2)

.(P—Q)p.cyp} (D 25)

p

B

T = {R~(p+n(p—2))_
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