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A Usina Hidrelétrica de Xingd, pertencente ao sistema
CHESF, em construcdo, localiza-se no trecho inferior do rio
S3o Francisco. Os estudos econdOmicos-energéticos realizados
para este aproveitamento mostram que a supermotorizacdo, ten
do em vista suas caracteristicas peculiares € a melhor forma

de se atender aos picos da demanda.

Nessas condic¢Oes de funcionamento podera existir confli
tos entre os usos integrados do rio, uma vez que esta Usina
Hidrelétrica, funcionando em regime de ponta, podera causar
flutuacOes de niveis incompativeis com a navegacdo e/ou aréas
agriculturaveis e/ou cidades localizadas & jusante da mesma.

Para se avaliar o comportamento do fluxo neste trecho do
rio Sao Francisco e verificar-se a necessidade, ou nao, de
construir-se uma outra barragem a jusante para absorver as
flutuacoes de nivel, foi utilizado um modelo hidrodinamico,
que resolve as equacOes de Saint Venant por um método implici
to ndo linear de diferencas finitas. Para efeito de compara
¢do dos resultados utilizou-se também um modelo implicito 1li
near (Preissmann).
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1. INTRODUCAO
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l.1 - OBJETIVO DO TRABALHO

Este trabalho tem como objetivo determinar como se esta
belecem as flutuacdOes do nivel d'agua a jusante de um aprovei
tamento hidro-elétrico cuja operacado & voltada para o atendi

mento energético aos picos de demanda.

Este tipo de operagao, ordinariamente conhecido como
"Regime de Ponta", estad sempre associado a variacOes abruptas
nos valores das vazoOes liberadas, o que exigiu, durante a ela
boracao deste trabalho, uma analise bastante acurada, do pon
to de vista tedrico, das metodologias até entao apresentadas
na literatura especializada, o que nos permitiu escolher para
utilizacao aquela metodologia que melhor viesse a caracteri

zar tal tipo de problema.

-

Uma vez que o nosso trabalho & voltado para a operagao
em Regime de Ponta, faz-se necessario definir, desde logo, o

que & uma usina de ponta, sua importancia, etc.

Em condicOes normais o consumo de energia elétrica numa
dada regiao pode variar ao longo do ano (em geral & maior no
inverno), durante a semana (o consumo reduz-se aos domingos),
e até no decurso do dia.

A noite o consumo de energia & reduzido, sendo minimo
durante a madrugada, cresce durante o dia e tem sua ponta ma

Xima entre as 17 e 22 horas.

Esta variacao do consumo ao longo do dia pode ser repre
sentada num grafico que tem como ordenadas o consumo em kW
(ou similar) e como abscissas o tempo em horas; a este grafi
co da-se o nome de diagrama de carga de uma dada regiido.

A relacao entre a carga média e a de ponta (maxima) ob
tidas deste diagrama chama-se fator de carga. A area do dia
grama que fica acima da linha de carga minima chama-se "Carga
de Ponta" e a carga situada abaixo da mesma chama-se "Carga
de Base". Nessas condicOes uma Usina Hidrelétrica & . chamada
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"De Ponta" ou "De Base", conforme a faixa do diagrama de car

ga para a qual foi projetado o seu atendimento.

A motorizacdo de uma Usina Hidrelétrica pertencente a
um parque gerador, em geral & estabelecida para atender o fa
tor de carga do sistema. Em casos especificos, todavia, as
caracteristicas de uma dada Usina (tais como alta queda, pe
quena variacdo de volume em relacdo a queda, etc.) podem con
duzi-la a operacdo na ponta do diagrama de carga. Outras Usi
nas ligadas ao mesmo sistema elétrico poderao até dispor de
poténcias, menores, desde que o conjunto de Usinas, como um

todo, atenda satisfatoriamente ao fator de carga do sistema.
1.2 - RELEVANCIA DO TRABALHO

Uma Usina Hidrélétrica funcionando em regime de ponta,
como visto anteriormente, & aquela que tem como objetivo ge
rar energia nas horas de maior solicitacdo energética no par
que gerador. A operacao desta Usina, portanto, dependendo do
grau de motorizacao podera causar flutuagdes de niveis, incom
pativeis com a navegacao e/ou inundacdes de areas agricultura
veis e/ou cidades, a jusante da mesma.

A relevancia do trabalho do ponto de vista tedrico con
siste em aplicar um modelo numérico implicito n3o linear gque
permite caracterizar problemas de fluxo abrangendo do abrupto
ao gradualmente variado, para determinacdo das flutuacdes de
niveis, comparando-se este resultados com aqueles obtidos
atraves de um modelo linearizado. Do ponto de vista pratico a
importancia do trabalho estd em permitir que as autoridades
competentes conhecendo as flutuacOes de niveis e suas conse
quéncias, decidam em funcdo de aspectos sociais politicos e
econOmicos quais as etapas de motorizacgido.
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2. REVISXO BIBLIOGRAFICA
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2.1 - GENERALIDADES

As equacoOes de fluxo variado sobre as quais as simula
cO0es numéricas sdo baseadas, consistem em duas equacdes que
controlam a conservacao da massa e momentum. Estas equag6es
sdo conhecidas como equacOes de Saint Venant, e ndao podem ser
resolvidas analiticamente a ndo ser apos simplificacdes que
restringem sua aplicabilidade. Portanto, os métodos numéricos
sdo usualmente empregados para permitir a utilizacao destas

equacoes na sua forma completa.

As equacOes de Saint Venant apesar de ditas completas,

sdo baseadas nas seguintes hipoteses basicas:

a) 0 fluxo & uni-dimensional; a velocidade & uniforme

mente distribuida na secao transversal.

b) A curvatura das linhas de fluxo &€ pequena e a acele

racdo vertical & desprezada, a pressao & hidrostatica.

c) A declividade do fundo do canal & pequena de forma
que o cosseno do angulo feito com a horizontal pode ser consi

derado igual a unidade.

d) A declividade de friccao é determinada por uma formu

la de regime permanente uniforme.

Para derivacao das equacdes de Saint Venant vamos utili
zar um volume de controle, para o qual usaremos os principios
de conservacao de massa e momentum, assumindo que todas as hi

pOteses anteriores sdo validas (Cunge 1980).

Consideremos um volume de controle no plano (x,t) entre
as segdes X] e X3, e entre os tempos t] e tj, como mos

tra-se na Figura 1.

- Equacao da Conservacao de Massa

A massa liquida que aflui ao volume de controle & defi
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nida pela integral no tempo da diferenca entre a descarga em
massa (PQ) entrando e saindo no volume de controle:

t2

[evar, = (ova),, ] at (2.1)
t1

Esta afluéncia liquida deve ser igual, também a variacdao do

armazenamento no trecho durante o mesmo intervalo de tempo.

X2

[tbare, - (em)y; ] ax (2.2)

X1
Onde:

Densidade 4d'agua

Velocidade uniforme na secao transversal

Area molhada da secao transversal
V.A = Vazao

0 P < o
[]

Para a densidade constante, a relacdo integral da equacao da

continuidade de massa é:

t2 X2

[(@,5 (@ Jae + [a), - @yy]ax=0 (2.3
t1 X1

- Equacao da Conservacdao de Momentum

A conservagao de momentum na direcao x requer que a va
riacao de momentum no volume de controle entre os tempos tl e
t2, seja igual a soma da afluéncia liquida de momentum para
dentro deste volume de controle e a integral das forcas exter

nas atuando sobre ele, durante o mesmo intervalo de tempo.
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O momentum & definido como o produto da massa pela velo
cidade, e o fluxo de momentum através da secdo de fluxo & o
produto da deséarga em massa (PQ) pela velocidade, ou seja

Fluxo de Momentum = PQ.V = PV.A.V = pV23 (2.4)

0 fluxo liquido de momentum para dentro do volume de
controle é:

(PV2A)x; = (PV2A)y, (2.5)
Portanto, a afluéncia liquida de momentum (Mf) entre t1 e t2
é:

t2

I

Mg [(oveaag - (pvem)xp)at (2.6

tl
O momentum contigo no volume de controle em Qualquer instan

te e

X2

PVA dx (2.7)
X

Logo, o incremento ligquido de momentum (AM) de t1 a t2 é:
X2
AM = [(ovare, - (PVA)g] ax (2.8)
X1

As foergas externas impatamntes comsideradas agui, atuwando so
bre e veluine de comirole na diregdo x sdo pressao, gravidade
e resist@ncia a friegdo. A forca de pressao F['J é a diferen
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¢a entre as forgas de pressao Fp; e Fpp , aplicadas nas se
¢oes 1 e 2 do trecho, logo

y (x)

p1 = 9 p [y(x) - @] o (x,m) an (2.9)

Onde: n = Profundidade de integragdo variavel ao longo do ei
X0 Z: y(x,t) = Profundidade d'agua: 0 (x,1) = Largura
da secdo transversal: g = aceleracdo da gravidade

Logo, a integral no tempo da forca de pressdo resultante é
to £2 ; t2 (2.10)
F'pdt = (Fpy - Fpp ) dt =g [(PI1)yq = (PIg)y,ldat

tl tl tl

y (%)
[y(x) -=n] o (x,n) an

séndo I

Considerando este trecho de canal, com comprimento dx, o incre
mento da forca de pressdo devido a variacdo de largura & re
presentada pelo incremento da area molhada do.dM para uma da
da profundidade y = yo vezes a distancia do seu centrdide pa
ra a superficie livre y(x)-n:

Pg [(-——E—E-—) dx.d.-n] . [y(x) = n] (2.11)
y=yo

Esta forca é entdo integrada emtre N =o0 e N = y(x) para uma
dada secao, e de X] a x2 para obter-se a forca total atuando
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sobre o volume de controle. Portanto, a integral total ao lon
go do contorno do volume de controle e entre os tempos tile t2

-

e:

t2 x2 y (x)

g [y(x)-n] Y [M] dn dx dt (2.12)

ox
t1 X1 o y=yo
ou
£ t2 X2
F}, dt = g pIz dx dt (2.13)
3 t1 X1

y (%)
ondle, I = | (y -n) (29— an
o dX y=yo

A forca de resisténcia a fricgao Ff &€ aplicada no volume de
controle através da forgca de cisalhamento ao longo do fundo e
margens do canal. Esta forca de cisalhamento por unidade de
comprimento do canal pode ser expressa por pg A Sf (Sf = de
clividade de friccao), segundo Chow (1959). Logo, a integral
no tempo da forca de resisténcia sobre o volume de controle é:

t2 t2 %
Ff dt = pg A Sf dx dt (2.14)

t1 t1 X1

A forca Fg devido a gravidade, que € a componente do peso 4d'
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agua na direcdo do escoamento, & evoluida assumindo-se que a
declividade do fundo do canal Spo = senoo = - —%52— é ' peque
X

na, logo:
t2 t2 X2

Fg dt = pg A So dx dt (2.15)
t1 t1 7 x

Portanto, a conservacdao de momentum nos conduz a:
t2 t2 t2 t2
AM=Mf+ F'pdt + Fpdt + Fg dt - Ff dt (2.16)

t1 t1 7 t1 t1

Admitindo-se a densidade P constante, podemos ainda escrever:

X2 t2
‘[ [(VA)tz = (VA)tl ]dax ij [(VzA)xl‘ (VzA)xz ] at

X1 t1 (2.17)
t2 3 t2 ,x2
* g_[ [(11),, - (I1),,] dt - g ‘[ ‘[ PI2 dx dt
t1l X1 X2 e t1 X1
t2 X2
+g A ( So< Sf) dx dt
t1 X1

As equagdes (2.3) e (2.17) sao portanto as equacoes de Saint
Venant, na sua forma integral.

As equacOes de Saint Venant, sdo entretanto, apresentadas
normalmente na sua forma diferencial. As equacdOes na forma di
ferencial, podem ser obtidas das equacdes na forma integral se

nos assumirmos que as variaveis dependentes sdo funcdes conti
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nuas n vezes derivaveis. Entao, expandindo-se

Taylor, vem:

3A 33A A t2
A = (A += At o+
(B2 By * 5% 3tz 2
3 0 320 x2
(Q) = (Q) + Ax + =
X2 X1 9 X oxX 2

Considerando-se apenas o termo de primeira ordem, e

o limite quando At e Ax aproxima-se de zero, pode-se escre
ver:
X2 X2 t2
. oA
1i A A ax = —= dt dx
At > o [( 2 ( )tl] At
X1 X1 t1
(2.19)
t2 t2 X2
lim [(Q) - (Q) ] dt = 29 dx dt
t1 t1 X1
Entdo, a equacdao da continuidade fica
X2 rt2
ah. 2l dt dx = (2.20)
at 0 x
x1 < t1
ou
QA + 30 _ o (2.21)

ot dx

em séries de

(2.18)

aplicando
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De maneira similar podemos escrever:

3 (V3a) d(V2a) Ax2
(v2a),, - (vaa) ., = 2 V2A), PR
X2 )x]_ P Po— .
2
90 o (Q) A t2
VA = (va = —— At + - 2.22
( kz ( kl ” — » + ( )
2
I - (I \ B — ﬁ + + ———
(I1) %3 = (I1) xq e x - =

Substituindo as expressGes (2.22) na equagdo (2.17), truncando
no termo de primeira ordem, e aplicando o limite quando At e
Ax aproximam-se de zero, resulta:

X2 t2
2
29Q i 9 (v2a) dt  dx
ot 9x
X1 t1
X2 t2 (2.23)
9l1
=-g > - I2 - A (So- Sf)|dt dx
b4
X1 t1
ou
9 Q3
BQ"' ( + gIl) =gA (So-Sf) + g I2 (2.24)

ot ox A

As equacgbes (2.21) e (2.24) estdo escritas numa forma espe
cial, também chamada forma divergente das equacdes de Saint Ve
nant.

Para obtermos as equacdes de Saint Venant, na sua forma
usual, vamos continuar o desenvolvimento da equacdo (2.24), sem
pre assumindo que as variaveis dependentes sdo diferenciais,de
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tal forma que podemos desenvolver o termo ﬁ%ﬂll)
X

y (x)

8 _(gI;) =g -2 [y(x) - n] o (x,n) an (2.25)
0x 9x

o]

Aplicando o teorema de Leibniz para diferenciacdo de uma
integral, lembrando que 0 (X,y) =T

Y (X)
,[ o (x,n) dan = A, resulta

5 y (x)
— (gI ) = g-ﬁ—t[ a(x,n) dn

X 9x
o
y (x)
+g 7 Iy(x) =n1 2L ] an 2.26
# Jo ¥ 09X "h=const ( )
Logo,
- (gI1) = g A(x) oY ¢ gl2 : (2.27)
ox X

Substituindo a equacdo (2.27) na equacdo (2.24) obtemos

30 3 02
% ( ) + gaA :y =gA (So - Sf) (2.28)

ot dx A X

Esta € a equacao comumente apresentada e utilizada na engenha
ria pratica, também conhecida como equac¢do da dindmica (conser
vacdo de energia).

Das equacOes de Saint Venant, escritas na sua forma diferen
cial as seguintes conclusOes sdao fundamentais:

a) Quando as variaveis do fluxo sdo continuas, duas repre
sentacdes sdo possiveis: Conservacdo de massa e momento ou con
servacdo de massa e energia, e ambas sdo corretas.
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b) Quando as variaveis do fluxo sao descontinuas (apare
cimento de ondas de choque), as duas representagdes ndao sao
equivalentes e sb a representacdo:"conservacdo de massa e mo
mentum”" & correta, pois s6 a forma divergente & conservativa.

Lax (1954), Abbott (1979),entre outros, tém provado que
as solucdes fracas de equacgdes diferenciais homogéneas escri
tas sob a forma divergente tendem para as solugodes desconti
nuas das relacOes integrais. Portanto, nds podemos esperar
que as equagOes escritas sob a forma divergente tenham uma so
lucdo que, para Ax, At » o, converge para a propria solucao

de descontinuidade.

A Sogreah, Grenoble (Franca), em 1964, utilizou as equa
¢Oes de Saint Venant na sua forma divergente, para determinar
a altura de uma onde de chogue num canal de restituicdo expe
rimental. O modelo matematico utilizado resolve as equagoes
pelo método de diferencas finitas, utilizando o esquema impli
cito de Preissmann. O resultado obtido foi comparado com aque
le obtido através da formula tedrica de H. Favre. Nestes estu
dos a Sogreah conclui que o método da uma boa representacao
da onda. A altura calculada & correta, bem como a celebridade

média.

As equacOes da continuidade e da dinamica, equacdes (2.
21) e (2.28) s3o muitas vezes modificadas de forma que se apre
sentem sob a forma de duas variaveis dependentes normalmente

utilizadas na pratica, vazdao (Q) e profundidade (y).

A variavel A(y) pode ser eliminada na equacdao da conti

nuidade, equacao (2.21) por

OB (y) _ %A | _3¥ (2.29)
ot 0% ot
' A _
lembrando que s T (y), obtemos
¥
oY (2.30)

oA
=< =T
5 (y) (y) 3
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O sistema de equacdes fica entao

20 oy
— + T —= o0 2.31
% LW (2.31)
50 3 Q2 QY
+ ( + g A = A (So - S¥f) 2.32
ot ox A ) I ax J © ( )

A equacdo da dinamica, equacgao (2.32),pode ser ainda modifica
da, desenvolvendo-se o segundo termo, ou seja

) z 2 ) 2 A
( Q ) = Q Q _ Q (2.33)
X A A 0xX A2 ax
e
A oy 8T .3y . _3A (2.34)
oX 9 X I X X 90X y=const

Substituindo as equacdes (2.33) e (2.34) na equacao (2.32) te

mos

99 .20 90 . g A(l_FZ)ﬂ: g A(So- Sf) +-Q2 °8a (2.35)
ot A 9x 90X A? 3x S

Entretanto as equagdes (2.31) e (2.32) somente sao validas nas
regides do fluxo onde nao ocorrem aparecimento de ondas de cho-
que. Quando da ocorréncia de ondas de choque dois enfoques basi
cos sao utilizados para tratar o problema da frente de onda:

a) Pseudoviscosity Methods: Neste método duas abordagens sao
possiveis: 1) introdugao de rugosidade artificial; 2) in
trodugao de uma perda de carga localizada. h

b) Shock Fitting: Neste caso considera-se as equagoes -de
Rugoniot-Rankine.

Neste trabalho se necessirio considerar-se-a as equagles de
Saint Venant com a introdugao de uma perda de carga localizada
conforme sugerido por Fread (1979).

By =R (v§ - V§+l)
2gAx

se¢ao i; V,,,=velocidade do fluxo na secao i+l;Ax= distancia en

“onde, Vi=velocidade do fluxo na
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tre as segOes; K= coeficiente de proporcionalidade entre 0 e 1.
Desta forma as equagoes de Saint Venant passam a ser:

20 oY

I = = 0 2.36
99 + 3 (QE) + gA 3y - gA (S-S-8) = 0 (2.37)
ot 9x A 3% o f e

Considerando outra simplifica¢do como: canal prismatico,
as equagOes (2.31) e (2.32) ficam

3y 1_ 3(va)

+ (2.38)
ot T 9x
e
v Z .
1 vV VAV 3 e e (2.39)
g ot 9x 9x

As equacdes (2.38) e (2.39) sdo as formas das equacdes
de Saint Venant geralmente encontradas na literatura de escoa
mento em canais.

Cada termo na equacdo (2.39) pode ser considerado como
representando uma declividade. Os dois primeiros termos, sao
os "termos de inércia" ou "declividades da aceleracdo". O pri

meiro termo,—l— gv , representa a declividade da linha de
g t

graduacao de energia devido as variacdes da velocidade no tem

po. O segundo & a declividade que corresponde as variacgdes da
carga de velocidade no espago. O terceiro termo é a declivida
de da superficie d'agua. O quarto termo representa adeclivida
de de fricgcado. Cada um destes termos tém importancia relativa
diferente, para situacoes de fluxo diferente, de tal forma que
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alguns termos podem ser desprezados para situacoes especifi

cas, surgindo entdo os modelos simplificados.

Os modelos simplificados sdo classificados de acordo com
os termos que sdo desprezados na equacdo da dinamica, ou seja:

a) Onda cinematica - em rios com grandes declividades de
fundo, sem efeito de jusante com variagOes de velocidades nao
muito importante, pode-se desprezar os termos de inércia e
pressdo (9Y/3x ) na equacdo da dindmica, de tal forma que es

ta fica
Sf = So (2.40)

Portanto, o modelo de onda cinematica & aquele que utiliza as

seguintes equagoes:

continuidade BQ- + L = o (2.41)
ox ot
dinamica Sf - So =o0 (2.42)

Ao considerar-se a declividade de friccao igual a decli
vidade de fundo, as seguintes simplificac¢des sdo assumidas: a
forca de gravidade & preponderante; a relacao cota descarga &
univoca; a onda cinematica € mais importante do que as peque
nas perturbacdes que se comportam como uma onda dinamica; nao
ha amortecimento da onda devido a rugosidade.

Na literatura alguns critérios sao apresentados para ve

rificar-se a aplicabilidade deste modelo.

v
1) Critério do nimero de Froud (E. = -_»F)
gh

Comparando-se a celeridade de onda cinematica, com a celerida
de da onda dinamica, conclui-se que para F, < 3/2 o modelo é

aplicavel.
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2) Critério do numero k

SolL
k = (2.43)
Foly,
Sendo: S = Declividade de fundo; L = Comprimento do trecho
do canal; yo = Profundidade média do escoamento Q)=-!9-; Vo =
/gyo

Velocidade média do escoamento.

Liggett e Woohiser (1967) concluiram que para k > 20 o modelo

da boa acuracidade.

3) Critério de Ponce et Alli (1978)

S
T2 9o 171 (2.44)

w

yo

Sendo: T = Periodo da onda; Vo = Velocidade média; yo = Pro
fundidade média; So = Declividade de fundo.

Os critérios 2 e 3 foram obtidos através de analise 1i
near, sendo portanto critérios aproximados do uso do " modelo.
A grande vantagem deste modelo &€ a sua simplicidade, matémati

ca e computacional.

b) Modelo de difusdo - em rios onde o escoamento & tal
que a variacdo de velocidade n3ao & muito importante, pode - se
desprezar os termos de inércia, de tal forma que a equacido da

dinamica fica

'
9xX

Este modelo tem uma maior aplicabilidade que o de onda cinema
tica, pois & considerado o termo de pressdo, o que permite le

var em conta efeitos de jusante.

O critério de aplicabilidade dos modelos difusivos, e
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apresentado por Ponce et Alli, obtido através de uma analise

linear das equacOes de Saint Venant.

T.So /9 _ s 30 (2.46)

A vantagem deste método difusivo em relacdo ao dinadmico com

pleto @ o de reduzir o volume de calculo. Entretanto com a
disponibilidade computacional existente, isto nao parece ser
uma grande vantagem, uma vez que o modelo completo permite

analisar as mais variadas situacoes.

2.2 - ABORDAGENS GERAIS

Os métodos para solucao numérica das equacOes de fluxo
variado em rios e canais abertos podem ser classificados co
mo: métodos diretos e método das caracteristicas. Nos métodos
diretos, a representacdao de diferencas finitas é baseada dire
tamente nas equacOes primarias. No método das caracteristicas
o sistema de equacdOes diferenciais & transformado num sistema
de equacOes ordinarias, que & entdo utilizado para desenvol

ver a representacao de diferencas finitas.

Os esquemas de diferencas finitas usados, quer nos méto
dos diretos quer no método das caracteristicas, podem ser
classificados de uma maneira geral em explicitos e implicitos.
Nos métodos explicitos, obtem-se usualmente, equacdes algébri
cas lineares, sendo as variaveis no tempo t + A t, calculadas
com informagdOes no tempo t, e assim a solucdo & explicita.Nos
métodos implicitos, as equagOes de diferencas finitas s3o ge
ralmente equacOes algébricas nao lineares, sendo as variaveis
no tempo t + At, calculadas com informacOes do tempo t e t +
At pela solucao de um sistema de equacoes.

A escolha de um dado método portanto sera funcio de Vé
rios fatores como: propriedades numéricas do método, ou seja,
estabilidade, consisténcia e convergéncia, tipo de onda, tem

po, etc.
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2.3 - ABORDAGEM ESPECIFICA PARA DIFERENCAS FINITAS
2.3.1 - Esquemas Explicitos.
Os esquemas explicitos apresentados a seguir tém como

vantagem principal seu facil desenvolvimento matematico e com

putacional. Entretanto estes esquemas tém ‘grande .limitacao,

quanto a condicdo de estabilidade, (condicdo de Courant) ou
seja
gt o 1 (2.47)
Ax Vo *Co
Sendo:
Vo = Velocidade média do escoamento
Co = Celeridade média da onda
At = Intervalo de tempo de calculo
Ax = Espacamento entre secgOes

Esta condicdo de estabilidade para os esquemas explicitos que
serdao aqui apresentados, foi obtida através do método de Von
Newman. O método de Von Newman utiliza série de Fourier para
estabelecer a solucao analitica da versao linearizada das
equacdes, pois o método permite analisar, somente, equagoes

lineares.

A acuracidade dos esquemas explicitos também pode ser
avaliada através da expansao por séries de Fourier, Leenderstse
(1967) . Os indicadores de acuracidade usados sao duas propor
¢Oes que representam o erro de amortecimento numérico (Dissi
pacao) e o erro da velocidade calculada pelo esquema numérico

que provoca dispersao.

Para os esquemas explicitos, de maneira geral, a con
dicdo ideal é de que a condigcdo de Courant ocorra em cada in

tervalo de calculo, ou seja
At 1 (2.48)

Ax Vo i Co
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para que nao ocorra dispersdo ou dissipacao.

A consequéncia principal ao satisfazer a condig¢do de Cou
rant, é a necessidade de intervalos de tempo de calculo peque
nos o que acarreta em muito tempo de computacgao.

2.3.1.1 - Esquemas Leap-Frog
Este esquema utiliza as seguintes expressodes paxra

discretizar as equacdes da continuidade e da dinamica (equa
coes 11 e 15).

t
f(x,t) = f3 (2.49)
t t
fi+1 - fi-1
,af . {2.50)
9 X 2Ax
t+1  t-1
of  Fi-fi (2.51)
ot 2At

Substituindo este esquema nas equacdes (2.31) e (2.35), resul
ta

- continuidade

0 t 0 t ( t+1 t—l)

i i - Yi - ¥Yi

v1+1 i-1 + Tf = o \ (2.52)
2 AXx 2 At

- dinamica
t+1 t-1 t t t t

Z t (Qi+1 ~9i-1) (Yi+1-Yi-1)
Qi -Qi - 42 05 i 1 +g At.:(l-Fz) i+17Yi-1

20t a% 2 Ax 2 A x
t g ttl Q2. t, 327 t (2.53)
= g A; So- ¢ Ai Sf' + (9 l )
i Az ;93X y=const i

Por razao de estabilidade numérica a declividade da linha de

energia Sf e calculada no tempo t+l.
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As equacgoes (2.52) e (2.53) sdo portanto utilizadas
para calcular as variaveis y e Q, nos pontos interiores, que
juntas com as condigdes de contorno a montante e jusante per
mitem a solucdo do sistema de equacdOes. As equacdes de contor
no podem ser estabelecidas através das equacOes caracteristi
cas.

A analise de acuracidade deste método indica que
quando a condicdo de igualde da equacdo (2.47) é satisfeita
ndo ocorre dissipacdo ou dispersdo. Entretanto, quando o si
nal de menor & que é satisfeito, ndo ocorre dissipacdo, porém
havera dispersao.

2.3.1.2 - Esquema Difusivo

Este esquema utiliza as seguintes equacgodes:

t
f(x,t) = £ (2.54)
t t

of _ fi+1-fi-1

= (2.55)
ox 2Ax

t t
ft+1_(fi+1+fi-l)

of i 2 (2.56)
dt At

Aplicando esta discretacao nas equacdes (2.36) e (2.37), obte

mos:

- continuidade

t t & t t
Qi+1 ~ Qi-1 t+1 (Yi+l + Yi-1) t
+ Ty|lyi - = d73
2Ax 2 )

(2.57)

- dinamica

t t
(Qi+1 - Qi-1)
2 A x

t t
QF+%. (Qi+1+Qi-1)
l N

4.q_2_)
At A



)
i
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t t
t (Yi+1 = ¥i-1) t t t t t
+ g A; (1 - F?) = g Aj (%-Sfi+q1_ Vi)+
24X L
(2.58)
o © oaa
+{(——) | )
A2 i 9x il y=cte

Estas equacdes que s@o a solucdo para os pontos interiores,
juntamente com as condig¢des de contorno, que podem ser deter
minadas através das equacdes caracteristicas, permitem a solu
¢do do sistema de equacgdes.

2.3.2 - Esquemas Implicitos

Os esquemas implicitos apesar de exigirem uma formula
cdo matematica e computacional mais sofisticada, apresentam
menores>iimita95es, permitindo intervalos de tempo de calculo
maiores. Estes esquemas sdo os mais populares e os mais utili
zados atualmente em trabalhos praticos, principalmente os de
quatro pontos como veremos adiante. |

Estes esquemas sao classificados de acordo com o tipo
de discretizagao e quanto a linearidade. O modelo tem formula
¢ao linear quando os coeficientes do sistema de equacdes ndo
dependem das variaveis dependentes, em caso contrario ndo 1i

near.

Os esquemas de quatro pontos como o prdprio nome diz,
sdo aqueles que utilizam quatro valores para discretizar os
termos das equagdes da continuidade e da dinamica no planodisg

tancia-tempo, ver Figura 2, a seguir.
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e
(tempo)
et [t
t+l b———— L — 1 —
I
| At
l
|
o 7
£, £
(i i+l
e N
| Ax |
| | -
i i+l d(distancia)
FIGURA 2 - ESQUEMA DE QUATRO PONTOS
As Equagdes de Discretizagdo sdo:
6  t+1 t+1 (1-6) t t.
f(x,t) = 5 (fi41 + £i ) + ——— (£f341 + £3) (2.59)
2
£ t+1  t+l 1-86 t t
258 qeir1-1 ) + 82 (g £ (2.60)
dx Ax Ax
t+1 t+1 t t
of _ fi+l + £fi - fi+l = fj (2.61)
ot 2 At
Onde:
8 = Fator de ponderacdo estabelecido em fungao da

estabilidade e acuracidade da solucao numérica.

Price (1974) fazendo um estudo comparativo entre qua
tro métodos numéricos concluiu que o método implicito de qua
tro pontos era o mais eficiente e mantinha estabilidade sobre

as mais severas condigdes de teste.

A estabilidade dos métodos implicitos & analisada da

mesma forma que nos métodos explicitos, ou seja, através do
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método de Von Newman. Analisando-se os esquemas de quatro pon
tos verifica-se que para 6= 1/2, podemos ter oscilacEes,quag
do termo de rugosidade & pequeno, recomenda-se portanto utili
zar 6 > 0,6 para evitar este tipo de pertubacdo. Fread (1975)
realizou uma analise comparativa entre resultados tedricos e
aqueles obtidos com testes numéricos, concluindo que em geral
existe concordancia nos resultados obtidos. Em sua anilise de
estabilidade Fread concluiu ainda que para valores de 6 prdxi
mo a 0,5 o esquema apresenta oscilagoes duando o intervalo de
tempo de calculo & grande quando comparado ao periodo da on
da, ou seja, At = 1/4 do periodo da onda, bem como, quando a

onda deixa de ser gradual.

A acuracidade dos métodos implicitos, pode ser aniali
sada da mesma forma que nos métodos explicitos. Para o caso
de esquemas implicitos de quatro pontos Fread (1975) obteve as

seguintes expressoes:

MM+ (26 -2)2a+ (86-1) b
1 - 462 2 00D

Rl == (2.62)
e~ kAt/2
416 a - b2
arc Tg 2 + 86 (6 - 1) a + 2(9 - 1) b (2.63)
R =
2 —
oAt gyo = =—
20
onde:
R AMORTECIMENTO NUMERICO
1 = AMORTECIMENTO ANALITICO
R VELOCIDADE NUMERICA
2 -—
VELOCIDADE ANALITICA
b = k At
g Vo n?
ko= 4/3

Yo
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c = 2II/L

L = Comprimento de onda
Yo = Profundidade média
Vo = Velocidade média

Fread plotou os valores de Rl e R2 para diversos valores de

6, L/Ax, Cp= -2_; C e kbAt. Nas Figuras 3 e 4 apresentam-se es

tes valores.

Todos os resultados anteriores foram obtidos através de uma
anilise linear, portanto tém limitacgOes. Os resultados  obti
dos servem entretanto como indicadores, de forma a orientar o

uso de um dado ésquema numérico.
2.3.2.1 - Esquema Implicito Cheio (Stoker)

Neste esquema de quatro pontos o fator de pondera
cao 6 tem os seguintes valores: 6 = 1 para a derivada no espa
o e § = o para a determinacdo da funcao f(x,t), logo as equa
cOes de discretizacao sio:

ft +ft ‘
: i+l i :
£(x,t) = (2.64)
2
t+1 _ _ t+l
pf _ fi+l " i (2.65)
90X A x
t+1 t t+1 t
3F fi+1 - fi+1 + £i - fi (2.66)
it 2 At

Utilizando este esquema de discretizacdo nas equacOes (2.31)
e (2.35), resulta '
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= continuidade

t+l e+l t t t+l  t t+l t
Qi+1 ~ Qi (Ti+1+ Ti ) (yi+17viertyvi - vi)
+ . = 0 (2.67)
Ax 2 2 At
- dinamica
t+1 t t+1 t t t t+1 t+1
Qi - Qi+ Qiy1-Qi+1) 5 (Vi+l + Vi) (Qi+1 - Qi )
+ .
2 At 2 A x
t+1 t+1) ¢ @ Zoi)
- - (Yi +1- yi - oj+1- 2oi
+gat-Fat AT A —gA, —t (2.68)
i i Ax 1 A x
=t t+1 =2 3A t
= 9By (Sgyat Sgy) v . )
ox y=const ,
sendo: t
-t fivi + fi
fi =
2

O termo de fricgcdo Sg§ € calculado no tempo t + 1.

Estas duas equacOes sdo utilizadas para calculo dos
pontos interiores, o que resulta em 2(n - 1) equacOes. Nés’tg
mos entretanto 2n incognitas, portanto para resolver o siste
ma precisamos de mais duas equacdes, que s3ao as condigOes de
contorno a montante e a jusante, o que resulta num sistema de
2n equacOes a 2n incognitas, para ser resolvido em cada inter
valo de tempo. No caso em aprec¢o trata-se de um sistema 1li
near, cuja matriz dos coeficientes & do tipo banda pentadiago
nal. A resolucao deste sistema pode ser feita atraveés da sub.
~rotina Gelb da IBM, método da dupla varredura, etc.

Tucci, Simdes, Lanna, Silveira e Godoy (1986), uti

lizaram este tipo de modelo, para o estudo de gerenciamento
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da nevegacdo do rio Jacui (Porto Alegre/Brasil).
2.3.2.2 - Esquema de Preissmann

Este esquema de quatro pontos tem sido bastante uti
lizado, e consiste em utilizar as equacdes (2.59) a~(2.61) pa
ra discretizar as equacoes da continuidade e da dinamica. Ao
se aplicar este esquema faz-se a seguinte transformacao:

pf = gEHl o gt

- continuidade
Ayis1t Avi \ 2 _
2 At 8 (ATj+ ATj+1)+ (Ti+ Tj+1)
0 (AQi+1 - AQj3) (Qi+1 - Qi)
Ax Ax
- dinamica

AQi+1- AQi +{e[ (Qi+1 + 80341) Qi + 804) 7
t

2 A Aj+1 + LAj41 Aj + AAj

J

+ (1-0)

(Qiv1. Qi)[ |, (AQi+1- AQi) , Qitl- i
+ |
Ai+l . Ai A x Ax

+g{E-BAi+1+ AAi+1)(1-AF§+1)+(Ai+AAi)(1..Efﬂ(2.7o)
2

>

2 et 1R
#4278 a5 (1 -Fis) 425 (1 - in)]}{e (ayitl7Avi)
2 L - bx

o 1-9
L YirlTyi| (176) as+1+ai)|s0

Ax
1-6 . .
- {-g- [(Ai+1 + AAji+1). ASE+1 + (Ai + AAi).ASfi]+ (—5—) (Ai+15fi+1

g (o (Ai+1 + AAj+1 +Ai +AAi)+

+ Aj . Sfi)}
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Onde:
(Q + aQ)2 (T + AT)
AF =
(A +4R)3 g
(Q + 4Q) 1Q + 4AQl
ASEf =

(k + Ak)?

As equacoes (2.69) e (2.70) sadao entdo linearizadas, através
do desenvolvimento em séries de poténcias, desprezando-se o0s
termos de segunda ordem e superiores das diferencas finitas.

Estas equacOes linearizadas juntamente com as condigdes de
contorno a montante e a jusante formam um sistema de equacées
lineares de 2n equacdes a 2h incognitas para ser resolvido em
cada intervalo de tempo. Este sistema deve ser resolvido atra
‘vés de um método que resolva eficientemente matrizes banda

pentadiagonais.

Preissman adotou o denominado "Double Sweep" para otimizar a
resolugcdo do problema. Este método encontra-se explicado no a
nexo IIT,

2.3.2.3 - Esquema de Verwey

Verwey derivou um esquema do tipo Preissmann, utili
zando discretizacdes diferentes para alguns termos, como mos

tra-se abaixo:

t t+1 t t+1
9 LRV S Qi+1 Qi+l Qi Qi \ (2.71)
t+1 "
3 x A Ax A /2 AE 1/2
t+l/2 N t+1/2
p =it *TT (2.72)
2
t+1/2 t+1/2
Ai+l + Ai (2.73)

=

2
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t t+1 t t+1

seo d |loiloi . 10i+1l Qi+l (2.74)
2 t+1 2.2 t+1/2 2
(ks 12 (kiv1 )

O indice t + 1/2 indica que a equacdo média considerada é evo
1luida nos tempos t e t + At, ou seja:

2

O calculo é inicializado através da escolha de um conjunto de

valores para as variaveis com indice t+1/2, Tit+1/2= Tit :
t+1/2 t _t+l/2 t _
Ai = Aj; Ki = Ki .
. t+1  t+l
O sistema de equagOes lineares emyi , Qi , i =1,2,---,n &

entdo resolvido para dar uma segunda aproximacao destes valo

= t+l -~ 41 _ -
res, Yi r Qi . As variavels arbitradas anteriormente sao

valores entdo recalculadas da seguinte forma:

t+1/2 _t+l t
T4 ;_%_ Ti (yi ) + Ti (yi) ,
t+l/2 -
. 1 P S | t
Aj 5_37'[A1 (vi ) + Ai (yi J , etc.

Estes valores sao entao utilizados para uma segunda iteracao
que nos conduz a um terceira aproximacdo das variaveis depen
dentes, e assim sucessivamente. Para que a solucdao tenha uma
boa acuracidade duas iteragdoes s3ao necessarias para cada in
tervalo de calculo.

2.3.2.4 - Esquema de Abbot - Ionescu

Este esquema utiliza as seguintes discretizacdes pa
ra as equacoes da continuidade e da dinamica.
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- continuidade
t+1 t
Y' - -=. y-
oy . i i .
t+l _t t  _ .t
w Lo Yie "Vie, Veer T Ver (2.76)
€ 2 At At , .
t+l . t+1 t t
aw oL Vi S Vi Vi ” Vi (2.77)
ox 2 2AX 2Ax :
- dinadmica
t+1 t
5v _ Visl T Visl (2.78)
2t At *
t+1 t t+1
. Yiin = Vs Y -y,
oy 1 Ji+2 i+2 i i
5t S 3 ( I + X ) (2.79)
Yt+l - Yt Yt - Yt
oy .1 Yip T ¥y i+2 ~ ¥4
logo, discretizando resulta:
- continuidade
St £+l t4l t _ t
o2 P Th 1 Gt 9% Ga %, o
i : At 2 A2>& Aox4 :
- dindmica
t+l - At
At Ain+l A "i+2 A i
t+l/y [+l _ t+l t _ ,t
Bivl [Zi+2 24 Ziva T %
* 2 12 x TR x (2.82)
L i+l i+l
2 t+l/5
A t t+1 t t _
* 9(;T)i+l [QQ1+1| Q741 |+ -8y | Qi |Qi+1] =0
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Onde:
A2 Xj = Xj+l- Xi-1 ; A2 Xi+l = Xi+2 = Xi
® = Coeficiente de ponderacao

Esta discretizacao foi utilizada pelo Instituto de Hidr&ulica
da Dinamarca, tendo sido desenvolvido por Verwey.

A solucdo deste sistema de equacgdes requer iteracdes
como no caso anterior; na primeira iteracdo 6 & considerado
igual a 1, e nas iteracOes subsequentes seu valor & dado por:

t+1/2 t+1 t t
o - Qi Qi Qi Qi (2.83)
t t+1 t
Qi (Qi - Qi)

Para solucao deste sistema de equacdes faz-se necessario como
no caso anterior assumir-se valores para os coeficientes com
indice t + 1/2, para termos a primeira aproximacao para as va

co . t+1 t+1 .
riavels Zj » Qi+l (i=1,---,n) e consequentemente uma segun

da aproximacdo para os coeficientes Tt+1/2, At+1, kt+1/2. A

substituicao destes novos valores dos coeficientes nos forne
cera uma segunda aproximacdo para Efﬁl, éf*l, i=1,2,—==,n.,
Este esquema necessita de duas iteragbes para cada intervalo
de calculo, para que o resultado seja satisfeitorio. Na utili
zacao deste médoto bem como do anterior & importante ter- se
cuidado no processo iterativo, para que nao ocorra problemas

de instabilidade.
2.3.2.5 - Esquema de Amein e Fang

Este esquema utiliza as equacdes (2.59), (2.60) e
(2.61), considerando o fator de ponderacao 6 = 1/2, para dis
cretizar as equacSes da continuidade e da dinamica. Amein e
Fang usaram como variaveis dependentes nas equacdes da conti
nuidade e da dinadmica,a velocidade e a profundidade, portan
to, estas equacOes apresentam-se da seguinte forma:
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- continuidade

3y A v 3wy Y

\" + + - = O
9x T ax ot T

- dinamica
oV +V A% +g oy

ot X 90X

discretizando as equacOes anteriores, resulta

- continuidade
t+1  t+1 t t
1 [(Yi+1 +yi )-lyiv1T yi )]
2At
+ - Vi+(1/2) (yi+l * yi+l) =-(yi + yi)
X
t+(1/2) t t+1 t
F 2 (A [(Vi+1 + Vit ) -( Vi + Vi
2A x T i+(1/2)
t+(1/2)
q -
- ( 7 ) = O
T i+(1/2)
- dinamica
g [ t+1 t t+1 t
(Yi+l + Yi+1) =(yi t vi)
2 Ax
[ t+l t+1 t t
. (Vi¢1 + Vi ) = (Vi41l + Vi)
20t

2Ax
t t t+1 t+1
+ =3 Usgs + sgie1 * Sgy * Sgi+1)
4
g t ot v t+(1/2)
-3 (21 - zi+1) + q (=) =0
Ax B iv(1/2)

)

;+1

t+(1/2) 1.t t . t+l
4+ 1 Vi+(1/2) | [(VitD + Vid1)- (Vi * Vi

)

]

44 _

(2.84)

-g (So- Sf)+—l-—qAV - o (2.85)

(2.86)

(2.87)
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Sendo:
t+(1/2) 1 t t t+1 t+1
Vie(l/2) = e (Vi + Vi + Vi  +Vigr)
1 t t t+1 t+1
v t+(1/2) _ 1 Vi | _Vidl N Vi . Vi+l )
: 4 t t t+1 t+1
A j+(1/2) Ay Aj+1  Aj Aj4
1
q t+(1/2) ae 1 1 1 1
(—=£) = (=—+—< *+—=xn1 * el
4 Ty T T T
l+(l/2) i+l 1 i+l
t t+1
(A te(l/2) (Ait L Al afttl p ALl
. 4 t t+1
T i+(1/2) ¢ ot Ti+l Tit+1 Ti+1

Este esquema de equacOes obtido juntamente com as equacoOes de
contorno a montante e a jusante, formam um sistema de 2n equa
¢Oes ndo lineares a 2n incognitas. Para resolver este sistema
Amein e Fang, utilizaram o método iterativo de Newton - Raph
son, associado a um método que resolva eficientemente matri

zes banda pentadiagonais.

Chen (1973) utilizou nos seus estudos um esquema si
milar ao de Amein e Fang, sO que considerou como variaveis de
pendentes vazao Q e profundidade y, em vez de velocidade e
profundidade. Tal modificacdo & justificavel uma vez que na
aplicacdo de canais naturais e particularmente em reservato
rios, o uso da vazdo Q, em vez da velocidade V, como variavel
dependente é preferivel porque a vazao € uma funcaomuitomais
suave no plano x-t. Enquanto as variaveis area A e velocidade
V, podem variar significativamente, entre duas secdes adjacen
tes, a vazao que & um produto das duas variaveis, proVavelmeg

te variara mais suavemente.

Este esquema é um esquema acurado, entretanto  pro

duz oscilacOes numéricas sobre certas condicdes transientes.
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2.3.2.6 - Esquema de Amein e Chu

Este esquema de quatro pontos utiliza as equacoOes
(2.59), (2.60) e (2.61), para discretizar as equacoes (2.31)
e (2.32), considerando o fator de ponderacdo 6 igual a wunida
de (8=1).

Substituindo este esquema nas equacdes (2.31) e (2.32) resul
ta

- continuidade

t+1 t+1, | t+1 “t+1 t t
(Qi+1 - Qi ) (Aj41 + A5 ")-(2a441 + Af)
= O (2.88)
- dinamica
t+1  t+1 t t t+1 2 t+1 2
(Qi + Qi41- Qi - Qi+1) 1 [(Qis1)  (Q1 )
+ -
Ax: t+1 t+1
248 t¢ 1[ Ai+1 Aj
t+l  t+1 t+1 t+1 t+1 t+1
- (yi+17yi °) (Aj41+ 23 )l g (Sgi + Sfi+1) (2.89)
2 Axy
£+l 41 s t+1 t+1
+ o .. .+ A -
Clagy Al ) s g = (Rt R =

Eétas duas equagdes juntamente com as condicOes de contorno a
montante e a jusante formam um sistema de equacOes ndo linear
de2n equacdes a 2n incognitas. Para resolver este sistema de
equacoes nao linear Amein e Chu utilizaram o método iterativo
de Newton-Raphson, através do qual a solugao do sistema de
equagOes nao linear & reduzido para sucessivas solugodes de
sistemas lineares. Para resolver estes sistemas de equacdes
lineares, que caracterizam-se por apresentar uma matriz de

coeficientes do tipo banda pentadiagonal, utilizou-se a subro
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tina Gelb da IBM.

Nas aplicacOes praticas realizadas Amein e Chu, con
cluiram que este método &€ acurado e pode caracterizar fluxo
variado desde o gradual ao abrupto.

Uma das aplicagdes bastante interessante foi no rio
Cumberland que conecta a barragem de Barkley ao rio Ohio com
uma extensao de 45 km. A condicdao de contorno a montante uti
lizada sdao as vazdes turbinadas na barragem de Barkley e a
condicao de contorno a jusante sao cotas registradas no final
do canal. Os resultados obtidos com este modelo mostrou um ex
celente ajuste entre os valores de cotas calculados e observa
dos a jusante da barragem de Barkley.
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3 = METODOLOGIA
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Dentre as metodologias aqui apresentadas concluiu-se pe
lo uso de um modelo similar ao proposto por AMEIN e CHU, uma
vez que este modelo mostrou-se acurado e estavel quando apli
cado em problemas de fluxo variado, abrangendo desde o gradual
mente variado ao abrupto, tendo sido testado em estudos de a
bertura e fechamento abruptos de turbina. Este modelo tem ain
da como vantagem possuir uma formulagdo matemdtica e computa
cional relativamente simples quando comparado com modelos si
milares.

Sera também utilizado um modelo linear com esquema de
discretizacdo e linearizacdo tal qual o proposto por PREISSMANN
com o objetivo de comparar-se os resultados obtidos com o mo

delo nao linear.
3.1 - ESQUEMA IMPLICITO NXO LINEAR

Consideremos uma grade retangular nao uniforme sobre o
plano x-t, conforme a FIGURA 5.

A distdncia ao longo do eixo do canal esta representando
o eixo das abscissas e o tempo, o eixo das ordenadas,Cmnsideran
do as equacdes (2.59), (2.60) e (2.61), para 6=1, obtemos as
seguintes ekpress&es no ponto M para a funcdo f e suas deri

vadas parciais, com respeito ao plano x-t.

t 1
(tempo) et £t
. s 1t
t+l - — ——— l _}.___&_____T}i-l'_jr_.
' l
| & | ¢ At
£, £,
A ISP Oy S S 1 W S
] |
L )
) A x 1
1 I —
i i+l x (distancia)
Figura 5 - Grade Retangular Nao Uniforme
t+]1 4 _t+1
- fi fi
' f£(m) = =1+l 1 (3.1)

2
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t+1 t+1 t 4 .t

afmM) - 1 . f{4] t+ f£§ fi+1" £

ot At ! 2 - 2-—1—1 (3.2)
t+1 _  _t+1

Af (M) _ fi¢l — fi (3.3)

9x Ax

Apliquemos agora este esquema nas equa¢des da continui

dade e da dinamica, equagdes (2.31) e (2.32).

- Equagdo da continuidade

9 p- =
-t T3 =0 (3.4)

A representacdd de diferencas finitas para a continuida

de fica entao

t+1 t+1 ,
Qi+l —oi ., 1 uE*l rith  offd o+ vEt)  olarvh
AX, At , 2 2 ’
i t »
t+1 +1 i t+1 | pt+l t+1 . e+l
0iy7 — oftt + f??; (et rtth L vy o+ vTh -l l)]
~ Equacdo da Dinamica
t+ t+1 t +1,.t+1
_OF }1 0f ~-0f - Q1+14 1 [ (Q1+ Qt+12] +g (S%' +Sf1+1).
1+1
t+1 t+1 £+l
aftt+ai ) | 4 (aier +abh o +1 - v§ 5.
2 2 AX4 *
t+1
—gso aEt+a™) -0
ou
t+ t+1_ AT t+1, t+l,,
Q. +1 + Q4 Ql+1 Qf + 2— | l%%%iXL - lﬁ%:Il‘ ] (3.8)
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ATg
+ g t (ngl + St+11)(A1_:+1 t1) +g 25; (A§+1 t+1)
e 8

2 fi+ i+l *Af i+1 T A§
wt+l  t+1 t+1 |, L t+1, _
WYy 1-Y7 ") - gaTt So (A{ ] +A{ ") =0

Nas equacdes (3.6) e (3.8) todas as variaveis com indice t sao
conhecidas e todas as varidveis com indice t+1 sio desconheci
das. Entretanto, todas as varidveis desconhecidas ndo sdo in
dependentes. Porque a area e a largura de topo sdo funcgdes da
profundidade‘(cota)e a declividade da linha de energia &€ fun
¢ao da profundidade, da velocidade e do coeficiente de rugosi
dade. Como podemos notar o espaco entre secOes, Axi, e o in
tervalo de tempo de calculo, ATt,ndo sao necessariamente cons
tantes. As equacdoes (3.6) e (3.8) constituem um sistema de
duas equacdes algébricas ndo linear, com quatro incognitas.Es
tas equacdes sdo aplicadas nas segdes i=1,2,...,n-1, o que
resultam 2(n-1) equacdes. As incognitas sdo 2n onde n € o na

mero de secgoes e em cada secao existem duas variaveis Yt+1 e

Qt+1‘

As condigOes de contorno de montante e jusante fornecem mais
duas equagdOes, resultando num sistema de equacdes algébricas
ndo linear de 2n equacdOes a 2n incognitas para ser resolvido
em cada intexvalo de tempo.

A condicao de contorno a montante pode ser:

- Linigrama
- Hidrograma

A condicao de jusante pode ser:

- Linigrama
- Hidrograma
= Curva Chave

Para a solucao deste sistema de EquacOes nao Lineares,
vamos utilizar o método iterativo de Newton-Raphson. '
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Seja Fl (YilQiIlYi.*.lIQi.}.l):O e Gi(Yi 'Ql IYi+1lQi+1)=ol as
equacoes da continuidade e dinamica respectivamente, sendo
G,(Y1,07) e Fo(¥,,Q,), as condicles de contorno a montante e
a jusante. Por conveniéncia vamos escrever o sistema de equa

¢Oes de seguinte forma:

GO(Y]_:Q]_):O
Fl (Yl’Ql 'Y2'QZ)=0
Gl (YllQl IY1l02)=0

Fi(¥i/0i/¥3417Qi41)=0 (3.9)
Gi (Yi'QiIYi+1IQi+1)=O

Fh=14¥na1sQn-1+Yn,05) =0

Gn—l (yn—l 'Qn_l IYlen) =0

Expandido as func¢Oes acima pela formula de Taylor com

aproximacao de primeira ordem, obtemos o seguinte sistema:

(k) (k)
(k+1) =¥ ¢ 2% 2%
GO (Ypol)—Go (Yl'Ql) + ayl dyl + 3Q1_ dQl
pik) ar{k)
(k+1) (yl'Ql’YZ'QZ)— Fl( )(ylrerY2102)+ yi dyl + aQ{ dQ]’
1
aF{k’ aF{k’
+ dy, + — 40
275 2" %q, 2
(k _oet”! ——-—daG{k)
G{k+1) (Y1'91'Y2'Qz) = G )(ererYZIoz)-l- ¥, dy aQ Q,
k
7y, 30, 2
(k)
3G
& (k) oon-1
AE+1)(yn-1'Qn_1,yn,Qn) Gpe1(Yn-1+/9n-1+¥n:Q) + 3, 1 dyn-1
(k (k) ne (K)
sclk 3G G
==n-l go ., + Y dy, + 30, dQy,
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(k+1) (k) ‘ 3 Frf-k) o (k)
F (YnrQ) = Fp ' (vqr Q) + g=g— - Ay, + 5 do_
n n
Em que dyi = y?+1 - y?
ao, = o5*Z of
As equagOes anteriores ficam entao
(k) (k)
BG BG oG
k+l  ""o k+1 _ (k) o) (k)
BG
+ (goz" o) ¥ (3.11)
(k) (k) (k) (k)
i S 25 DI WP DI W V) (R G VI
3y, 1 30; -1 3y, 2 o, 2
E‘ aF F
(k) (k) 1 (k) (k) (x)
Fyo' (yy0Qr¥50Q) + (~x 31’1 ) + (wl_ Q) (—2 y2) + (W_QZ)
(k) (k) (k+1)
3G G G oG
n-l (k+l) | “n-1 (k+1) n-1 (k+1) n-l (ktl) _ _ (k)
Yp1 ¥n-1 a%n-l S 3Yh ¥n + _FQE—_ N NE ]
3G %G '
(V1@ ¥ Q) + Bty ) n-1 () | onl (K
-1 3y, In-1 +(3Qn_ln1) (ay ¥y
oG
+ n-1 Qn) (k)
n
3] k) .
oF OF -
n (k-1) n (k+1) _ _ (k) k)
Tt e o = g+
O )
Bgln

Colocando em forma matricial vem:

j(k) . X(k+1) (k)

=8
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(3.12)
CM; CM,
8F1 BFl 8F1 3F2
ayl an 8y2 3Q2
BGl 8G1 8G1 8G1
a3y 9897 3Yy 80,
BFZ 3F2 8F2 8F2
3?2 3Q2 }’3 3Q3
QGZ 8G2 8G2 8G2
3}’2 302 3Y3 3Q3~
. (k)
J =
aFn-1 ’BFn-l BFn-l aFn-l
aGn_l 8Gn_1 BGn_l BGn_lr
3YI’I-]. 9 Qn-l ayn 8 Qn
CJl CJ2

~Sendo CMl e CM,, Ci_ e CJ, as

Quando a condicao de contorno e
=1e

mos CMl =

3Go
Y 1

_ oGo
.CMZ——a—fl

-

condicdes de contorno.

cotograma y(o,t) = yi(t), te
0,

2Quando é hidrograma Q(o,t) = Ql(t) temos CM; = 0 e CM, = 1.
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Y1
Q
Y,
Q
x (k+1) _ 2
Y
Qn
- -
cc,
_aFl 9 Fl
G oG
G (y QY Q ) 1
1 1"7"1"42" 72 -+ —-Y + = Q, +
g (k) 5y, "1 @ 1
o F
_Fn-l (Yn—l'Q ™) + 5—3-}‘
3%, - 3 6
ayh 5Qn n
Bqn 1
Gy Wpeg, %1’ * Y17t
+BG.n_l n—l
T, R
cC
| 2
Para

das "das funcgoes F,

das. Diferenciando as equagoes (3.6) e (3.8), obtemos:

A F

SYl

(o

w1

T + [ AR )J

8T

i

)

—
oF o F
s ¥, + o O
3y, "2 X, 2
oG 9G
“ly +__l=Q
3y2 2 BQZ 2
B.Fn_l
BQnJ. n—l
aen_l
3%.1 l n"l

o
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(3.13)

(3.14)

resolver o sistema acima necessitamos conhecer as deriva
e Gi’ com respeito as variaveis descenheci-

(3.15)
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AF; &X aTh B
i i ook Lok k L.k t ot i+l
3Yi4+1 48ty {‘Ti+1+Ti’+‘[(Yi+1+Yi)‘ (Yi+1+yi)] ——{316)
T g
3F
°Q; 1 _ (3.17)
OF
1 =
30,7 1 (3.18)
1+
3G; ) Aty :Qﬁq Aty " X Aty n k fc
Wy - Bxy GR T - g e Pia™A) 9wy Wiatviy
* (3.19)
bty x| ok K % ..k, S§  oKi k
Ky Yy
k ,
B _ -2ty of, Aty ko ak o At
- 1 X 8%t ok . k ok
Wir1 | AXg ('Ak 2. Tiy + 9 ¥ (Aj1FR ) +g —7“(Sfi+sl+1)
A+l .
s
. : 3 K} At
k k ok _fivl i+l t k _.k k
‘Ti+1-gAtt (Ai_*.li'Ai) . % o T X + Axir (y1+1 Yl) . Tl+1
4 Kivp  2¥in
K
- gAt S, TS5, q (3.20)
sk’
8Gy 4Bty ok Lk .
- - = 1 i -
70, C 1T BX ¢ Rk T 9t (BpgtAi). o (3.21)
of i : 1
k sk
%; 4t Q; : k ky “£i+l
=1+ Axt b 2L gty (Byyy + A§) ok (3.22)
%9341 % Ajn i+l

Como pode-se verificar, o problema agora consiste em resolver

um sistema linear. A sequéncia de resolucdo é a seguinte:

a) Estimativas das variaveis ndo conhecidas na interacao k,
encolhendo valores proximos ao 6timo para que haja conver

géncia;

b) Resolucdo da matriz J(k) por um método que resolva eficien
temente matrizes banda pentadiagonais, utilizando-se aqui
o Método "DOUBLE SWEEP". Ver anexo III.
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c) Verificar se com os valores calculados, F; e Gi ,

sao aproximadamente zero ou esti3o dentro de uma
precisao desejada;

d) Quando a precisdao & atingida, o Gltimo valor calcu
lado € a solugéo, quando nao, incrementa-se o va-
lor das variaveis e repete-se o processo.

3.2 - ESQUEMA IMPLINCITO LINEAR-ESQUEMA DE PREISSMANN

Este esquema por ter um desenvolvimento matematico lon
go e enfadonho estd apresentado no anexo II.
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4. APLICAGAO
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(3.12)
CM; CM,
8F1 BFl 8F1 3F2
ayl an 8y2 3Q2
BGl 8G1 8G1 8G1
a3y 9897 3Yy 80,
BFZ 3F2 8F2 8F2
3?2 3Q2 }’3 3Q3
QGZ 8G2 8G2 8G2
3}’2 302 3Y3 3Q3~
. (k)
J =
aFn-1 ’BFn-l BFn-l aFn-l
aGn_l 8Gn_1 BGn_l BGn_lr
3YI’I-]. 9 Qn-l ayn 8 Qn
CJl CJ2

~Sendo CMl e CM,, Ci_ e CJ, as

Quando a condicao de contorno e
=1e

mos CMl =

3Go
Y 1

_ oGo
.CMZ——a—fl

-

condicdes de contorno.

cotograma y(o,t) = yi(t), te
0,

2Quando é hidrograma Q(o,t) = Ql(t) temos CM; = 0 e CM, = 1.
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Y1
Q
Y,
Q
x (k+1) _ 2
Y
Qn
- -
cc,
_aFl 9 Fl
G oG
G (y QY Q ) 1
1 1"7"1"42" 72 -+ —-Y + = Q, +
g (k) 5y, "1 @ 1
o F
_Fn-l (Yn—l'Q ™) + 5—3-}‘
3%, - 3 6
ayh 5Qn n
Bqn 1
Gy Wpeg, %1’ * Y17t
+BG.n_l n—l
T, R
cC
| 2
Para

das "das funcgoes F,

das. Diferenciando as equagoes (3.6) e (3.8), obtemos:

A F

SYl

(o

w1

T + [ AR )J

8T

i

)

—
oF o F
s ¥, + o O
3y, "2 X, 2
oG 9G
“ly +__l=Q
3y2 2 BQZ 2
B.Fn_l
BQnJ. n—l
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(3.13)

(3.14)

resolver o sistema acima necessitamos conhecer as deriva
e Gi’ com respeito as variaveis descenheci-

(3.15)
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Como pode-se verificar, o problema agora consiste em resolver

um sistema linear. A sequéncia de resolucdo é a seguinte:

a) Estimativas das variaveis ndo conhecidas na interacao k,
encolhendo valores proximos ao 6timo para que haja conver

géncia;

b) Resolucdo da matriz J(k) por um método que resolva eficien
temente matrizes banda pentadiagonais, utilizando-se aqui
o Método "DOUBLE SWEEP". Ver anexo III.
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c) Verificar se com os valores calculados, F; e Gi ,

sao aproximadamente zero ou esti3o dentro de uma
precisao desejada;

d) Quando a precisdao & atingida, o Gltimo valor calcu
lado € a solugéo, quando nao, incrementa-se o va-
lor das variaveis e repete-se o processo.

3.2 - ESQUEMA IMPLINCITO LINEAR-ESQUEMA DE PREISSMANN

Este esquema por ter um desenvolvimento matematico lon
go e enfadonho estd apresentado no anexo II.
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4. APLICAGAO
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4.1 - CARACTERIZAGAO DO PROBLEMA

Como aplicagao utilizaremos a Usina Hidrelétrica de Xin
gd, em construgao, pertencente ao sistema da Companhia Hidro
Elétrica do Sao Francisco (CHESF).

A CHESF & uma sociedade de economia mista controlada pe
la ELETROBRAS, cuja fungdo concentra-se na produgao € transmis
sao de energia elétrica, cabendo as empresas concessionarias

estaduais a sua distribuicao aos consumidores finais.

A area de concessao da CHESF abrange oito dos nove esta
dos do Nordeste, da Bahia ao Piaui. O sistema CHESF & compos
to éésicamente de Usinas Hidrelétricas (~ 93%), na figura 6
pode-se visualizar a localizagdo destas usinas e suas respec
tivas poténcias instaladas. As Usinas Termelétricas constitu
em, portanto, apenas 7% da poténcia instalada.

0 fator de carga do sistema & da ordem 70%, o que vem a
ser um valor relativamente alto, tipico de regiao industriali
zada.

‘A Usina Hidrelétrica de Xingd localiza-se no rio  Sao
Francisco, prdoxima & cidade de Canindé do Sao Francisco, en
tre os estados de Alagoas e Sergipe, distando aproximadamente
60 Km do complexo Hidrelétrico de Paulo Afonso. Na figura 7
pode-se ver este trecho do rio Sao Francisco, chamado Baixo
Sao Francisco. Este trecho tem uma extensao de 270 Km.

, Os estudos econdmico-energéticos realizados evidenciam
que, a partir do segundo quinquénio da década de 90, o atendi
mento de energia devera ser realizado através de Usinas Hidre
létricas de baixa queda, de energia proveniente da regiao Nor
te e de Usinas Térmicas. Torna-se, portanto,'necessério, um
atendimento complementar aos picos de demanda, o que pode ser
conseguido com a supermotorizagéo da Usina de Xingd, uma vez
que este aproveitamento, por suas caracteristicas peculiares
de alta queda e baixo custo incremental apresenta condigoes

que o predestinam a operagao em regime de ponta.

Grros
RiBLIBIERY L P K
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digGes de descarga liquida nas segOes de Piranhas e Pao de

Aclicar, que serviram para aferir esta variavel.

As condigoes iniciais foram obtidas da campanha, pois
diversas linhas d'agua foram obtidas neste periodo, e interpo
lagao.

As condigOes de contorno utilizadas foram:

- Motante - Y(o,t) - Linigrama em Xingd

- Jusante - Y(o,t) = 0 - nivel médio do mar.

Considerar o valor zero para o nivel médio do mar, de
veu-se ao fato da segao de Propria estd localizada aproximada
mente a 73 Km da foz, sofrendo influéncia pouco significativa
com a variacdo da maré. Entretanto quando da aplicagio do mo-
delo analizaremos esta coﬁsideragéo.

Nesta fase de calibragao utilizou-se os dias 12, 13 e
14 de Janeiro de 1979. O ajuste do modelo neste trecho consis
tiu em tentativas de valores para o coeficiente de rugosidade

de manning. '
o intervalo-de tempo de calculo foi de 1800s.

As figuras 11, 12, e 13, mostram o bom ajuste obtido,pa
ra as segOes de Piranhas, Pao de Aclicar e Propria.

4.2.2 - Verificagao do Modelo

Uma vez calibrado o modelo faz-se necessario sua verifi

caggo, para determinar se Os parametros podem ser usados em
~ . . N -* y

outros periodos de simulagao. Utilizou-se aqui o periodo que

vai do dia 10 ao dia 19 de 01/79.
As figuras 10, 12 e 13, mostram os resultados obtidos.
4.2.3 - Aplicagao

A primeira utilizacao do modelo consistiu em avaliar as

flutuacBes que ocorrerdo com a implantacdo da 12 etapa de mo
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torizagao.

o C s s s s . -
As condigOes iniciais utilizadas foram: linha d'agua

obtida em campanha de campo e interpolagao.

As condigOes de contorno utilizadas foram:

- Montante - Q(o,t) - Hidrograma defluente na 12 etapa de mo
torizacgao.
- Justante - Y(o,t) = 0 - Nivel médio do mar.

O intervalo de tempo utilizado, foi de 1800s para a
variagao gradual de vazao e 120s para os periodos de abertu -
ra e fechamento abrupto das turbinas.

Os resultados obtidos nas cidades de Piranhas, Pao de
Agﬁcar e Propria, encontram-se nas figuras 14, 15 e 16. Es
tes resultados obtidos para as flutuagoes de niveis sao pouco
sensiveis & consideracdo de uma maré senoidal com amplitude de
+ 2,10 m, o que nos permite considerar como condigéo de con-
' torno & jusante o nivel médio do mar, y(o,t) = 0,0 m.

A segunda aplicagao, nesta 12 etapa dos estudos, ser
viu para confirmar a nao possibilidade de uma 28 etapa de mo
torizagao sem a construcao da usina de Pao de Aglicar & Jusan
te, com o objetivo.de amortecer as flutuagOes de niveis.

Em relagao ao caso anterior, modificou-se apenas a
condigao de contorno a montante, que passou a.ser o hidrogra
. a . ~ .
ma defluente previsto para a 2= etapa de motorizagao, figura
5 L] .

Os resultados obtidos neste caso encontram-se nas fi
guras 17 e 18. As flutuagOes de niveis encontradas sac bastan

te elevadas quando comparadas com as anteriores,
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Portanto, a Usina de Xingd, foi projetada de forma modu
lar, prevendo-se trés etapas de motorizagao, sendo que, as
motorizagoes de 22 ¢ 32 etapas somente ocorrerao quando da
construcao da Usina de Pao de A¢ﬁqar, localizada 41 Km & Jju
sante de Xingd, o que servira para amortecer as = flutuagoes
de niveis. O nosso objetivo principal consiste pois, em ava
liar as flutuagoes de niveis, decorrentes da operagao de pon
ta desta usina, e suas consequéncias, na navegabilidadé do
trecho e nas cidades ribeirinhas, onde destacamos, Piranhas,
Pao de Acgilcar e Proprii, localizadas respectivamentes a 5 ,
37 e 133 Km & jusante desta usina. Os hidrogramas defluentes
para cada etapa de motorizagao estao apresentados nas figu
ras 8, 9, e 10. Estes hidrogramas cérrespondem a valores mé

dios semanais, estabelecidos através de estudos energéticos.

4.2 - PRIMEIRA ETAPA DOS ESTUDOS
(Trecho Usina de XINGO - FOZ)

4.2.1 - Calibragao do Modelo

O trecho que vai de Xingd & foz, tendo 206 Km,foi ca
racterizado por 51 segoes transversais, sendo a escolha des
tas segOes baseada em topo batimetria existente procurando
caracterizar ao maximo a morfologia do trecho e nos crité
rios numéricos. Os dados observados e disponiveis para ajus

te sao:

- Niveis na segdo de Xingd
- Niveis na cidade de Piranhas
- Niveis na cidade de Pao de Aclicar

- Niveis na cidade de Propria.

Todos os dados anteriores foram obtidos através de uma
campanha de campo realizada nos meses .de Janeiro, Fevereiro
e Marco de 1979.

Os dados utilizados sao horarios obtidos com 1linigra

. 0‘ ~ - . . -

fos, exceto em Piranhas onde os dados sao de reguas linime
tricas no periodo de 7 as 17:00h. Foram também realizadas me
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4.3 - SEGUNDA ETAPA DOS ESTUDOS
(Trecho XINGO - PAO DE AGUCAR)

Este trecho tem um comprimento de 37 Km. Utilizou-se 25
segoes transversais topo batimétricas para discretizagao do -
trecho, procurando representar a morfologia do rio.

- Os dados disponiveis para ajuste sao:
- Niveis na segao de Piranhas.

O ajuste e verificagao neste caso foi feito com o obje
tivo de confirmar os valores dos coeficientes de rugosidade
manning anteriormente obtidos. Os resultados obtidos, foram
bastante proximos ao anterior, nao havendo necessidade de mo

dificagao.
Condigoes iniciais e de contorno.

- As condigOes iniciais foram obtidas dos dados da campanha

de campo e interpolagao.

As condigoes de contorno utilizadas neste caso foram:

- Montante - Y(o,t) - Linigrama em Xingdo
- Jusante - Y(m,t) - Linigrama em Pao de Agicar.

4.3.1. - Aplicagao
Nesta etapa o modelo foi utilizado para avaliar as flu
tuagoes de niveis quando da operacao conjunta da usinas de

Xingd (22 e 32 etapas) e Pao de Agucar.

- Usina de Xingd (22 etapa de motorizagao) com reservatodrio

de Pao de Agiicar & Jusante.
Condigoes iniciais e de contorno.

- A condigao inicial foi admitida como a cota normal de opera

cao do reservatdrio de Pao de Aglcar ou seja 24,00m (IBGE).
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As condigoes de contorno utilizadas neste caso foram:

- Montante - Q(o,t) - Hidrograma defluente em Xingd pa
ra a 22 etapa de motorizagdo. Fi

gura 9.
- Jusante - Q(m,t) - Hidrograma defluente em Pao de

Aglicar, admitiu-se que estas va
zOes ocorrem na segao  imediata
mente 3 montante da barragem, fi
gura 18.

Neste caso obtemos em Piranhas, ver figura 20 , flutua
¢Oes bastantes amortecidas pelo reservatdrio de Pao de Agicar,
sendo estes valores da mesma ordem de grandeza das flutuagoes
hora existentes neste trecho de rio.

Usina de Xingd (32 etapa de motorizagao) com reservatd
rio de Pao de Ag¢licar & Justante.

- Condigoes iniciais e de contorno.

- A condigao inicial foi admitida como a cota normal de
operacdo do reservatdrio de P3o de Agiicar ou seja
24,00m (IBGE).

As condigoes de contorno utilizadas neste caso foram:

- Montante - Q(c,t) - Hidrograma defluente em Xingd pa
ra a 32 etapa de motorizacio.

- Jusante - Q(n,t) - Hidrograma defluente em Pao de
Agﬁcar, admitiu-se que estas va
zOoes ocorrem na segao imediata
mente a montante da barragem, fi
gura 19.

Neste caso obtemos em Piranhas, ver figura 21, flutua
¢oes bastante elevadas, nao conseguindo o reservatdrio de
Pao de Aclcar amortecer suficientemente estas flutuacgoes.



MEUSER VALENCA - USINA HIDRELETRICA FUNCIONANDO EM... 65

5- CONCLUSOES
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5.1 - DESCRIGAO DO SISTEMA FLUVIAL E ASPECTOS SOCIO-ECONOMI-
CoSs

A construgao do reservatdrio, elevando o nivel d'agua
até a El. 138,0 m, acarretara alteragoes no sistema fluvial da
sua bacia contribuinte. Grande parte dos tributarios terao o
médio e baixo curso eleminados e passarao a ter um novo cone '
de dejegao.

Atualmente, no baixo S3o Francisco, hd navegagao even-
tual de pequenos navios de cabotagem, que aportam em Penedo, e
de pequenos automotores. O trecho navegavel vai da barra dorio
a Piranhas, com uma extensao de 208 km. Entre Piranhas e Pao
de Aglucar, no sub-trecho superior, as larguras do canal variam
de 250 a 600 m e as profundidades minimas em estiagens excep-
cionais chegam a 1,0 m.

O trecho do rio, a montante do local de implantacao de
Xingd, com uma extensao de 70 km, nao & atualmente navegavel.
A nevegagao por este trecho sera possivel, apbés a construgao '
reservatorio, entretanto o baixo Sao Francisco continuari iso-
lado dos trechos de montante, em decorréncia do obstaculo re-
presentado pelo aproveitamento de Paulo Afonso. E também econo
micamente invidvel a comunicagdo do reservatdrio de Xingd com
o trecho do rio a jusante, em vista do insignificante benefi-
cio econdmico decorrente, relativamente -aos importantissimos
custos associados ao necessario sistema de eclusas.

Durante a fase de projeto previu-se que, a jusante do
aproveitamento, as condigoes de navegagao nao seriam afetadas'
significativamente durante a construgéo e a operagéo do mesmo,
com referéncia a primeira etapa de motorizagao prevista. Entre
tanto, quando da implantagao da segunda etapa de motorizacaode
Xingd, as condigOes de navegagao a jusanteiseriam basicamente
governadas pela implantacao da barragem de Pao de Acglicar que
funcionaria como amortecedor das vazdes turbinadas .em Xingd
fornecendo melhores condigOes de navegagao no trecho inferior
do rio Sao Francisco, pois elevard os niveis a montante e regu
larizara as vazoes a jusante. A barragem de Pao de Agﬁcar deve
réa possuir uma eclusa, conforme estudos preliminares, de dez/80.

O reservatdrio da Usina Hidrelétrica de Xingd afetara
dreas pertencentes a seis municipios do sert3o nordestino, a-

. tingindo parte das micro-regides do sertdo de Paulo Afonso, do
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sertao sergipano do Sao Francisco, e sertao alagoano, pertence-
tes aos estados da Bahia, Sergipe e Alagoas, respectivamente.
Segundo as informagOes basicas sobre os municipios ora
em analise colhidas pelo IBGE, tendo como referéncia o ano de
11981, pode-se concluir que a regiao &, em média, economicamente
pobre, comparando-a com O deéempenho nacional. H3a muito poucas
informagoes oficiais quanto a situagao agropecuaria dos munici-
pios em questao, sendo a sinopse preliminar do censo agropecua-
rio, igualmente conduzido pelo IBGE, a tnica fonte atual de da-
dos relativos a matéria, porém com énfase as produgOes e parti-
" cularidades de ambito quase que exclusivamente estadual. Em ter
mos de criagao de gado  bovino a regiao & considerada como de

produgéo média, com menos de trinta cabegas por kmz.

5.2 = ANALISE DOS RESULTADOS

Para conseguir uma boa calibragao do modelo verificou-
se a necessidade de considerar um coeficiente de rugosidade va-
ridvel com o nivel e ao longo do trecho, de tal forma que seu
valor médio nas segoes variam de 0,04 para as cabeceiras até um
valor minimo de 0,022 para a foz. E importante lembrar que os
resultados obtidos, quando da operagao conjunta dos dois reser-
vatdrios, poderao ser inferiores aqueles obtidos, pois, estamos
usando um coeficiente de rugosidade calibrado para a situagao 3
tual, ou seja para um nivel inferior ao que existira quando da
construcao da barragem de jusante (Pao de Agficar).

Nas condigOes atuais do rio Sao Francisco -as flutua-
coes de niveis nas localidades de Piranhas, Pao de Aglcar e Pro
pié causados pela operagcao do complexo de Paulo Afonso sao ~ da
seguinte ordem de grandeza:

Piranhas - oscilagao da-‘ordem de 1,90 m.
Pao de Acglicar - oscilagcao da ordem de 60 cm.
Propria - oscilagao da ordem de 5 cm.
' Comparando-se estas oscilagoes com as provocadas pela
Usina de Xingd podemos. tirar as seguintes conclus6eé:

a) A primeira etapa de Xingd (seis unidades) & viavel
pois provoca flutuagoes de niveis compativeis com as atualmente
provocadas pelo complexo de Paulo Afonso.

b) A segunda etapa de Xingd (10 unidades), s0 & viavel
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com a construgao da barragem de Pao de Aglicar, para amortecer
as flutuagoes, pois as flutuagOes provocadas -seriam mais que o
dobra das atuais, prejudicando a navegagao e causando danos as
margens do rio.

c) A terceira etapa de Xingd (16 unidades) & também
incompativel, com uso integrado do trecho de rio, pois o reser
vatorio de Pao de Aclicar nao consegue amortecer suficeintemen-
te as flutuacdes de niveis.

5.3 - ANALISE DAS HIPOTESES BASICAS

A utilizacdo das equagdes (2.31) e (2.32) no esquema
de Amein e Chn,  tem como aceitacao basica a nao formagao de
ondas de choque, portanto para verificar tal hipdtese conside-
ramos as equagoes (2.36) e 2.37) que consideram a introdugao de
uma perda de carga localizada para representar a perda de ener
gia no choque caso ele exista. A utilizégéd destas equagdes foi
feita ao uso mais critico, que é a 2a. etapa de Xingd sem bar-
ragem de regulagao a jusante, os resultados obtidos'fbram bas-
tante proximos aos anteriores, o que nos indica nao haver for
magao de ondas de choque, ou variagOes bruscas nas segoes  trans
versais que inviabilize a utilizagao das equagodes (2.31) e
(2.32).

5.4 - MODELO UTILIZADO

Os resultados obtidos anteriormente, foram idénticos
para os dois modelos utilizados.

Uma analise comparativa foi feita para o caso da 2a e
tapa de motorizag3o sem barragem a jusante, por ser este caso
um dos mais criticos, servindo, portanto como um caso padrao.
As figuras 22, 23, 24, 25, 26 e 27 mostram os resultados obti-
dos nesta analise comparativa. Nesta analise fez-se variar o
intervélo de tempo de .cdlculo e a dist@ncia entre as segOes
transversais, para cada distancia analisada apresentamos ape-
nas duas segSés, entretanto os resultados obtidos para as de-
mais foram idéntidas aos aqui apresentados. Analisando-se os
resultados obtidos verifica-se nao haver diferencas significa-
tivas entre os modelos nao linear, a ponto de concluir-se que
um modelo & melhor do que o outro. Portanto, pode-se concluir
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que em aplicagdes similares a utilizagdo de um modelo ndo li-
near serd funcdo da sua disponibilidade para o usuirio.

Para uma boa representagao da frente de onda procura-
‘mos utilizar uma relagao Ax/At=V/gR]T conforme proposto pela
Sogreah, Grenoble (Franga), em‘1964.

A utilizagdo de um Ax menor (Ax=1.000 m), também nos
leva a resultados idénticos. Desde que permanega a relagao Ax/
At=/gA/T o modelo matemdtico da uma boa representagdo da fren-
te de ondaf Quando esta.relagéo € grande a frente torna-se mais
difusiva, por outro lado quando esta relagao é muito'péquena a
parecem longas ondas artificiais, mas os resultados podem ser
considerados ainda satisfatdrios. |

Nas aplicagOes realizadas por Amein e Chu, o espaga-
mento entre as segoes foi da ordem de 3.200 m.
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6. PROGRAMA COMPUTACIONAL
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O programa foi desenvolvido em Fortran, para um compu
tador IBM/370. Na sua forma mais geral utilizou-se as equagoes
(2.36) e (2.37) que para K=0 (coeficiente de expansao ou :con-
tracao) transformou-se nas equagoes (2.31) e (2.32). O progra-
ma & composto de um programa principal e de 3 subrotinas. O nu
mero maximo de segoes a considerar & de 99 segoes transversais,
" sendo cada segao caracterizada por uma tabela que fornece a co
ta, area, raio hidraulico e a largura de topo, com um maximo
de 90 pontos para cada segao. Para a utilizagao do modelo com
51 segOes necessitou-se de 3 megas de memdrias, e um tempo ma-
ximo de 2 minutos de CPU para os estudos realizados.

- Programa principal & responsavel pela leitura dos
dados de entrada e pela chamada dos subrotinas. Os principais
dados de entrada sao:

- Coexco (k) coeficiente de proporcionalidade entre 0
e 1.

- Alfa e Beta = precisao para a vazao e profundidade
no processo iterativo de Newton-Raphson.

- 20 = Cota de fundo das segOes transversais para cal
culo da declividade.

- H, A,RH e T = Tabela com cota, area, raio hidrauli-
co e largura de topo, para cada segao transversal.

- Tabela fornecendo o coeficiente de rugosidade x co
ta, para cada segao transversal.

- Vazao inicial e cota inicial para cada segao.

- Distancia entre as segoes.

- Intervalo de tempo de calculo e de fornecimento dos
dados para simulagao.

- Condigoes de contorno & montante e a jusante.

- Subrotina NIVNA.

Esta subrotina & responsavel pela resolugao do siste-
ma de equagao nao linear, utilizando o processo iterativo de
Newton-Raphson e o método "Double-Sweet", calculando para cada
instante de tempo em todas as segOes os valores da vazao e da
'profundidade.

- Subrotina GEOMET _

Esta subrotina & responsavel pelo calculo das grande-
zas geométricas e hidraulicas e de suas derivadas quando neces
sario. Esta subrotina utiliza a fungao FINT que realiza inter-
polagao numa tabela de dados, calculando pois em cada instante
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de tempo e para cada profundidade os valores da area, raio hi
draulico, .largura de topo. Com estes valores e o coeficiente
‘de rugosidade, calcula o coeficiente de condugao e por fim a
dericada da largura de topo e do coeficiente de condugao.

- Subrotina IMPPLO

Esta subrotina & responsavel pela impressao e plota-
gem dos dados de entrada e/ou resultados de saida.
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PROGRAMA PRINCIPAL

FLUXOGRAMA

(L)
l

LEITURA
DE
DADOS

PERCORRE
INTERVALO
DE TEMPO

\

CALCULO DA VAZAO
E PROFUNDIDADE
(SUBROUTINE NIVNA)

--—

e

IMPRIME

RESULTADOS
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FLUXOGRAMA

SUBROUTINE NIVNA ( NIVNA )

OBTEM CONDIGAO
~  DE CONTORNO
A MONTANTE

!
ATODA VAZAO
E_NIVEL

PERCORRE
SECEO _/

CALCULA CARACTE

RISTICAS GEOME-
HIDRAUL

INCREMENTA| lcaLc.coEr.
"1 |conTiN. E

VAZ§OE NIVE:L ‘ QAINAMICA

RESOLVE SIS

TEMAS DE
EQUACOES

( - RETORNE )
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8 - ABSTRACTS
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The XinoO Hydroelectric Power Project, currentily under
construction, is located on the lower Sao Francisco River ,
Northeastem Brazil.

Economic studies have show that- the generating capac
ity over instalation was the best way to meet the power re-

quirements.

This particular operation could cause acverse effectson
others river uses, like navigation and irrigation, due to
the downstream water level flutuation.

In order to asses the flow behaviour on the lower Sao
Francisco River and to verify the necessity of a regulation
dam, a hydrodynamic model was used. This model solves de
Saint Venant equations by an implicit non linear finite dif
ference method. The results were compared with an implicit

linear model (Preissmann).
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ANEXO IT
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Este anexo tem por objetivo apresentar o desenvolvimen
to matematico do esquema implicito linear de PREISSMANN. -

A apresentagao deste desenvolvimento matematico tem por
objetivo servir de orientagd@o para as pessoas que desejarem
realizar o mesmo de desenvolvimento de diferencas finitas
para modelos hidrodinimicos.

3.2 - ESQUEMA IMPLICITO LINEAR - ESQUEMA DE PREISSMANN

As equacoOes (2.59),(2.60) e (2.61) sao utilizadas para
discretizar as equac¢des da continuidade e dinadmica. Observan
do que Af = fi41 - £4, temos:

1 .
EM) = 3 (b5, + M) + 5 (£, + £;) (3.23)
3f (M) = ¢ 1
53X - ax- (Mfisn - AF3) o5y (Fy4g - £y) (3.24)
af(M) _ _1 AF. HAE . 395
9t 20t (4 i+l i) ( )

A linearizacdo das equacdes, sera feita através do de
senvolvimento em séries de poténcia, desprezando-se os ter
mos de segunda ordem e superiores das diferengas finitas.

- Equagao de Continuidade

1 80 . sy _ (3.26)
Tt -0
Utilizando-se as equacdes (3.23),(3.24) e (3.25), obtemos
t+1 _ t t+1 |t
sy _ Wi+l T ¥ip) * (¥4 Yi)  AYi41 tAY (3.27)
ot 2 At 20t
T4 + Ts
z 8 Zi+l 1
T(x,t) 5 (AT 4 + AT;) + 5 (3.28)
. Qi+179
33 = 5% (8034 —805) + (3.29)
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substituindo vem:

24t B(AT, | +AT;)+(T; 1#T;)  BX 8Oj4+17 4Q4)

Qﬁd Q;)
B ~= 0 (3.30)

Considerando a linearizacdo do coeficiente vem:

2 - - 2 (Tj41+T;)
B{AT; 1+ Ty)+T5,9+Ty (T441+T;) Ti4q+T3 + 0(aT;, +AT;)

il

2 ) i+1%Ty [(Ti4q+Ti) -0 0T; g +ATy)
(T4 11+T;) (T, 7T l)+e (AT 4178 T5) (Ti+1+Ti)'9 (AT; 1+T;)
-2 [ (Ti414T3) 2= (T3, 1+T5) [0(AT,  + amy) 5
(1.3 (T341+T3) 2= 62 (4T3, + AT;)2
1+1 i+17%1 i+l (Ti+1+Ti)

(T3 1 +T3) 2= (T, +T3)| 0 (AT5 4 +AT ) [, 2 1-ePTintog)
(T, 1+T;) 2 ('1'1+1+T ) (T4 41+7T5)

AT.
Substituindo este resultado, na equacdo (3.30), onde Ayl
i

]
A

&0 v ATy =ay; (). vem

24t (T42+T3) '('_I.'i+I+Ti)2 ax [91417495)
Q14179
ou
At _aoat(ATi 41 ¥ATH) | —20:)
AY; 1+ Ay; + - — | (8Q141780Q;)  +
(Tj41+T3) (T341*T;) Ax

Qi1 1-0; ,
_1+_1_£] =0 (3.33)
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Multiplicando-se as expressdes entre colchetes, e desprenden
do-se os termos de segunda ordem obtemos

8Q4 . 1=40Q; Q4 +1%Q4 a-
. At I+41 X1, 4At i+l >i 402 A
AYs  1+ay;+ 46 ( )+ ( =) = ———S———pt
i+l b = '?i+1+Ti X 'Pi+1+T1 Ax(Ti+1+Ti)2(3.34)
(AT; 1 +AT;)
{ - - - At i+1° "1
AT 41 +AT3) . (80;,9-80;) - 4 655 Ty, 14Ty 2 Qi+1794) =0

Reordenando os termos, resulta

(Q:,1-0s) st (Qi4179)

At i+l *1 L (AT, o+ Ay.- 48 .

AY: 1~ 48 —_— #1 i+1 Y3 ) 2
417 7R (rgqemy)t T Y * AT ¥Ty)
(3.35)

dT At 1 '
A : . + . M' - At 1 N
£ (3?5. 4 0 7% TTI:;:TIT i+l 40 & T ,7T)) « AQ4 +

23X T3,

Logo, resumindo a equacdo da continuidade fica:

1 2 3 4 5
Oy AV + s AQ . + @s AV + . Q. + = 0
18Y4+41 T 0if¥is]l T @AY aAMi @ (3.36)

ONDE:
al -1 46At (Q34+1-93) (dT)
i T ¢ T U9FX (T, 4T )2 i
i AX T; 1+T;) dy’ i+l
2 At 1
a. = 40 o ——
* BX 7Ty 1+Ty)

(Q341-94)
_ g4 1+1 *1 . (4T

=]
n

b At 1

°i = = 40 3x - T
i+1771

5 At (054179;)

ai = 4

(T341+T3)
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- Equacdo da Dinamica
38 42@ 2+ aa (1-F) 3L = ga (s -s;) (3.37)
(a) (b) (c) (d)
onde:
g2 _ Q21

a3

Utilizando-se as

equacdes (3.23),

(3.24) e (3.25) para discré

tizacdo, obtemos para cada termo as seguintes expressoes:

(@) 5 = 2At

2
() 2(Q) =2

(Qi47 + M3547)

90 _ AQi+1+AQi

2
A

‘|

30 _ 8
ax - BX [AQi+1 ‘AQi] *

(Bjyq + AA44)

Q141794
AX

(05 +a0p ] w-efe,
®; a0 '
i

(3.38)

(3.39)
Af+1 ;%. (3.40)
i+l i

(3.41)

Substituindo (3.40) e (3.41) em (3.39), vem

5(0) 20 _ Lo [’(Qi+1+AQi+1) ‘ (1-Azz\i+1),‘+ (0;+80;)  (1-42y)
A" ox Z 1 Ry Ajn Aj Ay
- of Q4 Q; Qi . Q: 1 1-0:
1 i+l i+l i 0 i+l >i
-0 x— + -0 . (4Q. . 1-20;) +
z [Ai+1 i+1 ZT 1]} ,:A—X i+l i Ax
(3.42)
Desenvolvendo os parénteses dos termos, vem
9y 39 = 8 8
23 3% [Ai+1 i+1 = T2 Qi+l BAjpt K 129417 12
1+1 i+l
8Qi41 + X Qi - - 0, aa; + 2 AQ; - 2 AQ;AA; + Qi+1 - 2
af TLUTL A TRL a2 TR Ry Ay
Q3 Q. Q.
+ 2L . 8 A _ 8 ;oci+l - <1
Qi1 A, EIAQi:l'[Ax iy ~ 5 * ITx T Ix
Graos

GIRCIBYECA | P N
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Multiplicando de dois termos, vem:

2
6 2 : .
T Q5,1 80447 - 70— 05,980; + L _Z . _8
Ai+1Ax i+l i+l r_i+1 A x i+1°%i A . & i+1 Ay 10X
§9141 0041 0Q%, )
Q1419 22 e Riw1fQiv too o ARi4q 805 -
i+10% i+1 4% i+ ¥
2
8Qi+1 62 - 0AQi+41 680541
AA: + —— AA. . Qs + AQ. - ——— AQ. —_—
i+l Ai+14x i+l>1 Ki+1Ax i+1 Ajq8x 771 A 104
2
AQ 0f%+1 (0% %41 o 02Qiv1 03041
i+l T Bjax AT 2 i1 Y Rt -
- Bip1 & i+18x i+1 Ax
Q. 2 2
8 A¥i+l 0 6
AR;41Qi1*t 5823190 + 1 — Q™41 - xmax L0y -
AY 1AX = i
i+l1A x
80% - g 02 0
Adx | 2 A% Qi Ri80i4 oy QifRAQ; T o Qi8A380449 3.49)
i A, Al AV AX
1 1 1
: 82AQ, 2 250,
9 2 i 0 2 0 9219
T QiR v xR 8954 T Eax 89 Y ELax Q%4 T Eax Y
AiAx i i i i
+ Q341 40 e S WP £ W
Aj g ax Ci+17Fi+] A, Ax 1 A& A1 X
2 2
Rkt S I Y WAL . QA . B
Rj&x " Fitl j410x FHEEL AL GAx Aj 0% 1
2
0Q; 0Q; 091 Qi1 Q4
+ A Qi+ T X AQi ¥ A T AAX
iAX iAX A4 AX id
2,0 62 80 002 6
-~ 6€A95 41 i i
—aw— Ut ompx %% T Epx %in Y R ax YA A%

Considerando apenas os termos de primeira ordem, vem:

: AQ; 001 +1 62+1 09
0, 39 _ 6%+ ) R o &5 U et Y
e Ul Pl Bjy1 8% Qiv1l T A EX “1 Ajy1bx Ci+1 Ajdx _AQHI

0
+ 0. .- . .AO: - .AQ.
K—rx-i AQ;LQ;|_+1 AiAx Ai+1Ax Q:|.+l Q; KiAx Ql Ql
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2
0 Qi+1 09i+1 8
“‘—‘—Az - AAj g+ 22 1 Qj8R;49 - 22 bx QiQj4308; + A?Ax < bR
i+1 i+1 %X i
. Q2
L2+ Qa9 94y i 3 45
Ai_,_le Ai-i-]. AX AiAX - AiAX (3.45)
Reordenando os termos, obtém-se finalmente
0 0
(Q)---—g AQ; - o Q; + —° Qi + 7 Q. -*————]
Al Ix i+l Ki_l_le i Aj 10X i+l A; 1A% i+ A Ax

o_ R+l . 8 o . _ 8 o :
494 [K;A Qi+17A7ax " B Ax 91 T Ej qAx Q1+1] B

6 2 ] 8 2
" —— Qi t —2—Ql+10]+ ARy [‘ 2o 2%t — Qi]
[ Afyr1dx A4 % ATAx aZax

- 2
Qe Qi+191 = 9iQi41 Q4 40%+1 2%

+- - + - = 10, [
Ai+1AX Ai+1 X AiAx Ai AX i+l Al+1Ax Ai+1Ax

L 209 209i+1 41 20%41) .
IiAx 1 AiAx Ajax Ai+1Ax Yi+1 *Yis1
2 2
26Qi+1 209i+19i _ 20693iQ541 269§
B Y, ) +4yiTi|-—— + = ‘_ (3.46)
le Ai+1 Ax AiAx AiAx |
22y 9
() g2 (1-F%) X (3.47)

Por analogia com o caso anterior, temos:

(Qs L 1+A8Q: 1) 2 (T, 1+AT, )‘l
. 2 i+l i+l i+l i+l
A(1-F%) = g{i . AR - :

(QJ_"'AQJ'_)2 (Ti"'ATi—) j- (1-0) '
v (Agrany). [1 B (A;+8A;) 3g + =7 |Aiq

Q T, QyT.
(1 - _%il_ifl) A; .(1 - _%_i)]j}
. A+1g

(3.48)
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Yi+17Yi

Substituindo as equacdes (3.48) e (3.49) em (3.47), obtém-se

o o) | (Q 417805 41)% (Ti41+AT547)
o (1-F%) 2 - 9{92 (Aj 43 +aR54q) [1 ) By 1+ ,1)° g

(q_+1+AQj_)z (Ti““ATi) ] i (1-8)

+% (a;+m;) [1 7  Pivd)

o (Q449)°2 A of s oA -
[1‘ — Ti+1] oAy Qe Ty) } Wi+l T B Yi
Aj+19 d - A
Yi+l ¥i '
* 3% T X (3.50)

Desenvolvendo os colchetes, internos do primeiro termo, vem

“ Aj (Q'+1‘*ﬁQ'+1)2(T- +AT-+)
A [ s vt v e

(Bj 4 +0R34q) 2
2
+ 8 A, 8 6 (Qi+ Qi) (Ti+ATi) . (1-0) Qi+lTi+l+_ (1-6) ALa1
2 P 2°%%iT 2g (A:+MA.) 2 — 2g .2 2 -
i A
of Yi+l ¥i
- 1-9 i o A _ 8 .. Yi
+'Q29—)’Ai- (Zg) A> Tl] '[TiAyi+1 AX AYl"'Tx—Axi
i »
(3.51)
ou
- Y — [e ) 8 _ ) (Q.+ +AQ-+1)2
gA(1-F2) 5_}’{._9,[7 Ay Y 5835, - .zg—Ai:l- i+l i
" A =
2471+1 @ 9 __8 aA0. 2
(Ti+1ATi+1) (1 - —A-—l—ﬂ_-—) + i Ai + 5 AAi 'zﬁ; (Ql"'AQl)
1
A
. 2Mi Ay gPi+1l  (1-0) Ay
(T3 8T54y) (1 = g + 5= -~ — —~7 Fiakia * 2

i

A; ' Yi+l _ ¥i
2871 _ (1-0) gz e - -
- -z Fi i]‘[Ax‘ Yisl ~ 3w AYi* ax x| ©-52
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Desenvolvendo os termos quadraticos entre parénteses, vem:

. A'
- 3y _ ) e i+1 | Ai -]
GA(-FH3Y = g [§any,, + Feagr 5 +3 - PP Lo et
- 2AAi+1 6 i+l
Qi41 AQl+1) ¢ (Tia*Ti) o (1= TEEE - ggay (014200;0;+407)
A
. AT
. (T;+AT,). 22 2 . (38 2,

. 1-e) o,
i+171+1 2 F 1AA]

(Vii1=Y3)
=] i+l 11
[I;E (Ayj4q1 - Byy) + TBX ]

\

(3.53)

Desenvolvendo os parénteses internos e reordenando, temos

_ o2
oA (1-72) L - { 2 p, o244

‘2
“ZgA " Q::+1 Tiv1 A 1 Ti+18R447 + Q1 AT
i

200,107 4 A0 11+ 204 1 1T54109541 x,; PiaTistRin ] - 2gA7

1
02 ‘
[Q -2 T:AA;  + Q2AT -2 2AT.AA; + 2A T .
18Ry ATy Ainii QiQ; Ty A;
. A:,-+A:
e e i+1 71 (1-0)
A0;0;T;A A_i] S TR IPURL Y 2 T T2 FiaAia“T
. - y - Vi "
-0). e i+l 1
_(12_9)_, F;Ai}, g . [ % ( Yi4- yl.,_l) =g | (3.54)

Desprezando-se os termos de segunda ordem, e substituindo

2
‘;ALE Tpor F2 , vem

Q2
A(l le) 3-% =g .{[ Vi Fi+lAi+1+ 9Fi+1AAi -23 * A2 AT +1

i+l

9 QiTiaAQias ]+ [- ©F2a, + oFiaa, -2
gAI+1 * Mi4l1Mi+1R%i+1 Z i1 i i 29 Ti"_
i

F?
R - o.m. 1 - 1+1 F2A.
ATl ;A—?— A AQJ.Q].T.'L] ——2—— Al'l'l + 2' Fl+1 l+1 - —1-2-]-
1 .

- A. A. }
"2 e =) i+1 i e -
+ v FiAi + Vi AAJ..‘*'].#?AAi + —T —2—} [ H (A yi+1 AYi)

Y 4
- i+l 1;'

i (3,55)
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Reordenando, obtemos finalmente

o A
g. A(l-Fz) = g{ AA1+1(yl+1 yi) + X F;AA_:L (Yit1-Yy)
2
AT . . .
098418 i+1 (Yi41-Y5) - o 2i%7i (¥ snmgs) [9Q1+1T1+1AQJ.+1 .
oL 1 2gA2 i+17Yi77 2
2gR3.18% ghyex 9R{ 41
F; : '
ouTid0s |y oy i FE AL Gagtys)
gA;Axd”Jl i+l 11 2 i+l 2 A X

(3.56)
2

Fi Fi A4 \ e -k V’ e e
7 Ajyt —3— | ¢ Fx YiaTaYi) [+ 9. [ 7 AR5t FAR;

A Aj Yi+17Yj

3+1 i e . 1+1 i

-z * T][A_X (AYi+1-aY3) + ]

(d) Primeira parcela: gASo (3.57)
ATe [g (B y1+hg, +ag+hay) + A128) (Aiii?\i)] | (3.58)

Substituindo (3.58) em (3.57), resulta

A; A,
— e e , e e 1+1 i e
9AS, = gSo [ Z Bigy 7 ARjyg b7 Ayt gang 4 7 - i

- gAi] o (3.59)

Reordenando, obtemos

A q+A;
= ) i+17°71 o
gASo = gSo[z (AR;  1HARy) + ———5——-]- (3.60)
Segunda parcela: gASf (3.61)
Onde:
2
- loln 2 (3.62)

A2R4/3
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(Q+AQ) . |Q+AQ| = Qlg|+20aQ (3.63)
(A + a3) (Qlo[+ 2080) _ 1 . _ 2Ak
BTy E A (0lo|a + 20840 + Q]Q|8R) + (1 - <£5)

Portanto, a equagao (3.61) fica

as [Qi+1|Qi+1lAi+1 205 4110541185478K5 47 , 205422041 Piny
£ = 2 - 3 2
Ki1 Kie1 i1

, Q1194108834 03105183 . 204[0; 1838k 20,4043,

+
3 ) 3 >
PRl et B Ro L Do L Ul I UL L -
K2 T2 DK2 ok2 2
i i+l i
2i419+11Q1+1] _ o 249:l9s! (3.65)
2 2 2
Ki+1 Ky

Reorganizando obtém-se finalmente

oA —[f 203411Q5411B5418k541 203105 |25 8k , 22i+18%nRin
£ = 3 )

7 20480585 | 0341103418854, | 05104l Ai] o, Pi+1%4100i4]

2 2 2 2
kg kiv1 kj 2 2k

A;0;0;
f —_—— (3.66)

2
2Ki

. Resumindo, a equagdao da dinamica fica

6 . A 8 9 10 =
a® Ayiiq +ai 805 41 +ai bdy; +aiAQi + ai =0

i (3.67)
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Onde:
of = - 20t0 Divl oo e Bt (a(1-F2, )4, (1-
177 mx Tz Tiel (QuarmQi) 4 89 gy By UFie) Ay
i+l :
2 At 0f+1 ar 2
F{)) + g0 1% (Yip1-¥i) (Ti+1'“§;?:1(av’i+1 + 2F541T541)

- q eAt Tiv1 dk Biv1
2098 AtTi+1+2g—~E§'1' Qi+1,Qi+]J (- (§y) i+1k_i_‘£)"

o7 = 142 ent 2Qi+1'Qi + Qi _ Qii}iT ( _ )+
i~ _ Aj 1 Ai A2 i+1W¥isl Yy
Ax o i+l

ot
+ 2 g A.
k#+1 1*L |Qi+1|

2atp 21

B'= = : - - At -F2 -
oy 5%z Ti (Qie1 7 Q4) -6 Ix Ry (1-Fip)+8; (1 Fi)
i
Q2
o At _ i ar 2 8 At
gAi s
T, A. '
1 dk i
QilQi‘ (T“ (a?)l ('EI)
- 20: - Q. CQu Q.
o =1 - 28te M itl) Q41 i oAt
Gi et = T:(y: 1-Y3)) + 2 ——
AX A; Al a2 i Yi+17Y5i g 2
i i
A0l
Q; Q
10 _ At : 1+1 i At _ 2
°f =+ 27x 034170) (G * K * 9 ERVia17Yi) Ay (1-F )
A: . -0 'Q. ’ A lo:|o;
_ 2 i+1*i+11>i+l ii>ili
Ki+1 ky



.
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As equacdes (3.36) e (3.67) sdao aplicados nas segbes i=1,2,.
«eey, n-1, 0 que resultam 2(n-1) equacdes. .

. As incd
gnitas s3o 2n onde n &€ o numero de sec¢des e em cada segcao e

t+l ¢ Qt+1. As condigdes de - contorno

xistem duas variaveis y
de montante e jusante fornecem mais duas equac¢des, resultando
num sistema de equac¢des algébricas linear de 2n equacdes a 2n

incoégnitas para ser resolvido em cada intervalo de tempo.

A forma matricial & idéntica ao caso anterior mudando apenas
os coeficientes. Para resolver este sistema linear deve-se u
tilizar um método que resolva eficientemente matrizes banda
pentadiagonais, tal qual a subrotina Gelb, IBM ou o método
Double Sweep, explicado no anexo III.
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ANEXO IIT
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METODO DOUBLE-SWEEP

Eq. da continuidade.

A AY, +B, AQ,  +C,AY, 4D, AQ =E,

A,,B;,C;,D;, e E; sao fungoes das variaveis de instante t, e

portanto sao conhecidas.

i: B o n? do trecho delimitado pelas segoes i e (i+l)
Eq. da dinamica
' ] ]
RiAY; 41 B AQ; 1 ¥CTAY; DiAQ; _ By

M : Secgoes
N? de incognitas : 2M (vazoes E niveis das segoes)
N? de equagoes : 2(M-1) para os trechos (continuida
de e dindmica para cada trecho).
A Portanto para resolver o sistema precisamos de mais
duas equagoes, que sao as condigOes de contorno.

Matricialmente
A.X= E
MQ MY AQ,
AiBl Cl Dl AYl
A'B' C' D'
1 -1 "1 AQZ
A_ B, C_.D
2 72 2 72 AYZ
] ] .
Aj By C', DY, ;
] ] .
' ' .
1 1 .
] 1 .
. n A0
Am-l Bm*l:gm-l~pm-l m
AYm
[ ] N ? 1] . ]
Amrl'Bm:;icm-l Dm~l
JQ JY
L .
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N

Ep-1

EJ h

L E——

‘Condigcao de contorno a montante

Hidrograma : MQ =1
MY = 0
EM = AQ;

LINIGRAMA : MQ =0
MY = 1
EM = AY,

JUSANTE

HIDROGRAMA : JQ = 1
JY = 0
EJ = AQM

LINIGRAMA : JQ = 0
Jy =1
EJ = AYM

A matriz A & uma matriz banda do tipo pentadiagonal.
Neste caso o método "DOUBLE SWEEP" foi utilizado para resolver

o sistema de equagoes.
A seguinte relagao para uma segao i no instante (t+l)
é valida.

AQ.= Fi AY

i + Gi (1)

i
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Substituindo (1) nas equagoes da continuidade e dinami
ca, prova-se a existéncia da seguinte relagao:

Ay, + G

Fivl i1

i+l = i+l

] [ ]
A .(Ci+DiFi) + Ai(C iFi)

Fip = 2
By (C'4P"yFy)= By (Cy#D;Fy)
G iy~ (Ci+DiFi) . (E'i_D'iGi) - (Ei-DiGi) .»(C'i+D'iFi)
B', (Cy+D;F,) - By (C';+D',F,)
SEQUENCIA DE CALCULO
a) Varredura progressiva - cidlculo de Fi,Gi

- Condigao de contorno a montante
- Hidrograma - conhego - AQ;

Fi1 -9

Gy = A

- Linigrama - conhego - AY,

F,= oo(lO6 por exemplo)

1

Gm = - Fl AYl

Portanto vao sendo calculados os valores de (F2 G2) ’
4

(F, G,) «.. (F_ G ). Terminando neste ponto a varredura pro-
3,3 m, m

gressiva.

b) Varredura regressiva

Calculo de Yi, Qi

- Condigao de contorno a jusante
- Hidrograma - conhego AQ
AY = A_Qﬂ_- _Ai'ﬂ_

' Fp, Fm

- Linigrama - conhe¢o AYp
- Mop= Fp AY_ + G
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- Curva de descarga

t+1
QT = FpAY 4G

Tt sttt
AY = Qe Y QG - Y

t -
O = Fn

Para as outras segoes

AY; = = By AY;.q ~ByAQ; .y + E;-D;-Gy

Ci+DiFi Ci-l-DiFi Ci+DiFi_

AQ;= F AY, + G,
Apds o calculo de AQy e'AYi sao obtidos os niveis e vazdes da
seguinte forma:

et

t
g t*L = @ * 80





