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RESUMO

TAVARES, J. M. A. Andlise de métodos de integracdo numérica para problemas com
descontinuidade fraca no XFEM. 2021. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Civil) —
Programa de P6s-Graduacdo em Engenharia Civil, Universidade Federal do Rio grande do Sul,
Porto Alegre.

O método dos elementos finitos estendidos, eXtended Finite Element Method (XFEM), é
baseado no método de particdo da unidade, Partition of Unity (PU), que permite enriquecimento
local extrinseco do espaco de aproximacdo, para capturar os efeitos descontinuos causados
pelas interfaces, evitando a necessidade das interfaces estarem conformadas com a malha e o
refinamento massivo para adaptar a malha. Nesta dissertacdo foi feita uma comparacgéo entre
algumas estratégias de integracdo numérica para funcdes com descontinuidades fracas usadas
no XFEM como enriquecimento para modelos de interface bimaterial. A primeira estratégia de
integracdo ¢ o meétodo da quadratura padrdo de Gauss. A segunda usa subelementos
conformados com a interface gerados através da triangulacdo de Delaunay, os pontos de Gauss
sdo aplicados nos subelementos e transformados para o dominio do elemento. Estas duas
primeiras estratégias sdo técnicas convencionais aplicadas ao XFEM. A terceira técnica
substitui a funcdo de enriquecimento por um polindmio equivalente que elimina a necessidade
de usar subelementos e a quadratura padréo de Gauss € aplicada diretamente sobre o elemento.
Os resultados numéricos obtidos, para os casos considerados neste trabalho, demostram que o
uso da estratégia do polindmio equivalente produz similar convergéncia quando comparados as

estratégias convencionais de integragéo.

Palavras-chave: XFEM; integracdo numeérica; descontinuidade fraca; subelementos;

polindmio equivalente.



ABSTRACT

TAVARES, J. M. A. Anélise de métodos de integracdo numérica para problemas com
descontinuidade fraca no XFEM. 2021. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Civil) —
Programa de Pds-Graduacdo em Engenharia Civil, Universidade Federal do Rio grande do
Sul, Porto Alegre.

The extended finite element method (XFEM) is a partition of unity (PU) based method that
allows local extrinsic enrichment of the approximation space to capture the discontinuous
effects caused by the interfaces, avoiding the need of conforming interface-body meshes and
massive adaptive mesh refinement. In this dissertation a comparison between some numerical
integration strategies for weak discontinuity functions used in XFEM as enrichment to bi-
material interface models is performed. The first integration strategy presented is the standard
Gauss quadrature method. The second strategy uses sub-elements conformed to the interface,
generated by the Delaunay triangulation, the Gauss points are applied to the sub-elements and
transformed to the element domain. These first two strategies are conventional techniques
applied to XFEM. The third technique replaces the enrichment function with an equivalent
polynomial that eliminates the need to use sub-elements and the standard Gaussian quadrature
is applied directly to the element. The obtained numerical results, for the cases considered in
this dissertation, demonstrates that the use of an equivalent polynomial strategy yields to similar

convergence when compared to conventional integration strategies.

Key-words: XFEM; numerical integration; weak discontinuity; sub-elements; equivalent

polynomial.
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1 INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) classico, do inglés Finite Element Method (FEM), foi
desenvolvido nas décadas de 1950 e 1960 para solucionar equag6es diferenciais parciais com
aplicacBes na engenharia. Para utilizar o FEM um dominio € particionado em um ndmero finito
de elementos e uma solucdo aproximada é procurada no espaco finito de polinémios por parte
definidos em relacdo aos elementos. Dessa forma, a qualidade dos resultados depende da
discretizacdo, tamanho dos elementos (geralmente simbolizado pelo indice h), grau do
polindmio subjacente no espago dos elementos finitos (denotado pelo indice p) e a regularidade
da solucéo (indice k) exata (RABCZUK, et al., 2020).

O FEM se tornou popular e evoluiu rapidamente nas décadas de 1970 e 1980 devido a
popularizagdo dos computadores. Apesar do aumento na capacidade dos computadores, certos
problemas como a propagacéo de fraturas, problemas multiescala e com contornos complexos
continuam caros, do ponto de vista computacional, de serem resolvidos satisfatoriamente pelo
FEM cléssico. Por isso recursos como ndo usar malha ou usar uma malha simples para
discretizar o dominio e escolher espacos de aproximagdo que ndo sejam polinomiais foram
sendo utilizados, esses métodos sdo conhecidos como método meshless ou meshfree
(RABCZUK, et al., 2020).

O metodo dos elementos finitos padrdo é aproximado por polindmios diferenciaveis que nao
sdo adequados para problemas com descontinuidades fortes e fracas, por exemplo, fratura e
bimaterial. Para obter precisdo com esse tipo de descontinuidade, a malha de elementos finitos
é conformada com a interface descontinua. Isso provoca uma dificuldade maior para
descontinuidades moveis que podem ocorrer em problemas com fraturas (RABCZUK, et al.,
2020).

Altos gradientes aparecem no FEM préximos a interfaces e requerem um refinamento
apropriado da malha, o que provoca um crescimento alto no custo computacional (FRIES e
BELYTSCHKO, 2010).

Na década de 1990, Melenk e Babuska (1996) introduziram o conceito do método de parti¢éo

da unidade para o FEM, Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM), mas que de acordo
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com Rabczuk, et al. (2020) ndo pode ser visto como um método meshless, mas sim um trabalho

geral que abrange o FEM classico e alguns métodos meshless.

Quase simultaneamente a essas publicacfes de Melenk e Babuska (1996), os trabalhos de
Duarte e Oden (1995 e 1996) utilizaram parti¢cdes da unidade para criar o método h-p clouds,
que eles definem como uma nova familia para o0 método meshless para resolver problemas de

valor de contorno (PVC).

Ainda no final da década de 1990, foi publicado o artigo de Belytschko e Black (1999) onde o
FEM classico é utilizado com funcdes de enriquecimento em uma interface originando o
método dos elementos finitos estendido, originalmente eXtended Finite Element Method

(XFEM), que também pode ser visto como um integrante do PUFEM.

Em paralelo ao desenvolvimento do XFEM foram publicados os artigos Strouboulis, Copps e
Babuska (2000) e Strouboulis, Zhang e Babuska (2003) que introduziram o termo Generalized
Finite Element Method (GFEM), como sendo um método que combina o FEM padrdo ao

método de particdo da unidade.

O XFEM é uma aproximacéo de elementos finitos apropriada para tratar de descontinuidades
forte e fraca. Baseado em um enriquecimento extrinseco local da particdo da unidade, Partition
of Unity (PU), o XFEM foi inicialmente desenvolvido nos trabalhos de Belytschko e Black
(1999), e de Moés, Dolbow e Belytschko (1999), para ser utilizado em descontinuidade forte.
Em seguida, o conceito do XFEM foi estendido para interfaces com descontinuidade fraca no

trabalho de Sukumar, et al., (2001). Os tipos de descontinuidades séo definidos na secédo 2.1.

Também é comum utilizar a expressdo GFEM/XFEM ou G/XFEM para se referir a ambos 0s
métodos, 0 GFEM e o XFEM. No trabalho de Fries e Belytschko (2010), é defendido que as

diferencas entre os métodos sdo difusas e por isso sdo métodos quase idénticos.

A base das aproximacdes dos métodos meshfree e do enriquecimento dos métodos XFEM e

GFEM é a particdo da unidade, PU. Em um dominio ©Q uma PU é um conjunto de fungdes f,

que obedece a eq. (1) (BELYTSCHKO, GRACIE e VENTURA, 2009).

Dt () =1, VX eQ. (1)

Essa propriedade da PU é utilizada para reproduzir qualquer funcéo a partir do seu produto.

Anaélise de métodos de integracdo numeérica para problemas com descontinuidade fraca no XFEM.
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O XFEM pode simplificar a solugcdo de muitos problemas em modelagem de materiais como a
propagacao de trincas, a evolucdo de deslocamentos, modelos de contorno de gréos e a evolucgao
de contornos. A vantagem do método é que a malha de elementos finitos pode ser
completamente independente da morfologia desses problemas (BELYTSCHKO, GRACIE e
VENTURA, 2009).

7 N

T T IN AL 11T

. Rin W4
/ \
- \

\ L A
/

(@ (b)

Figura 1 — Problema de contorno de gréos discretizado (a) modelo
XFEM com a malha ndo conforme e estruturada e (b) modelo de malha
conforme para 0 FEM (BELYTSCHKO, GRACIE e VENTURA,
2009).

Devido as caracteristicas da malha, o XFEM pode facilitar a modelagem de geometrias
complicadas e a evolucdo de geometrias, particularmente quando combinada com o método das
curvas de nivel, Level Set Method (LSM), descrito na se¢do 2.2, (BELYTSCHKO, GRACIE e
VENTURA, 2009).

A malha ndo conforme utilizada no XFEM possui pontos no encontro entre a interface e as
faces do elemento que ndo coincidem com os n6s da malha, e também néo sdo considerados
nos porque o deslocamento ndo é calculado nesses pontos. Esse tipo de malha difere das malhas
compativeis irregulares e ndo compativeis do FEM, porque, segundo Cho, et al., (2004), em
uma malha compativel regular o deslocamento possui continuidade ao longo de uma interface
da malha entre elementos diferentes, e para uma malha compativel irregular a continuidade do
deslocamento nos nés que ndo possuem continuidade com os n6s do elemento vizinho é dada
de forma indireta restringindo os nos restritos aos noés irrestritos, definidos na Figura 2.
Enquanto em uma malha compativel existe uma dificuldade em identificar a correlacéo entre

0S nos restritos e irrestritos e por isso € comum utilizar um procedimento master-slave.
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Figura 2 — Malhas com diferentes densidades para o0 FEM (a) malhas
compativeis regular e irregular; (b) malhas ndo compativeis. Adaptado
de (CHO, et al., 2004).

nos slave

A quadratura de Gauss padrdo na forma fraca, como usada frequentemente no FEM, requer
integrandos com suavidade. Porém, na presenca de saltos e picos, que ocorrem nas interfaces
do XFEM, a sua preciséo que assume suavidade decresce (FRIES e BELYTSCHKO, 2010).

Por isso, a integracdo numérica é um dos pontos de estudo do XFEM quando se trata da sua
implementacao, porque o resultado produzido pela quadratura de Gauss nao possui preciséo

suficiente devido a presenca de funcdo descontinua no integrando (SEABRA, et al., 2012).

Em uma das primeiras publicagdes sobre XFEM, apesar do termo ndo ser utilizado, Moés,
Dolbow e Belytschko, (1999) tratam da necessidade de alterar as rotinas de quadratura porque
a quadratura padrdo de Gauss ndo € adequada para integrar campos descontinuos. Entéo, €
apresentada a integracdo numerica utilizando elementos dos subdominios que sdo a soma do
conjunto de subpoligonos que estdo alinhados com a geometria da fratura. Essa integracdo
proposta ndo adiciona graus de liberdade associados aos elementos dos subdominios. Na Figura

3, 0s triangulos mostrados sdo os subdominios.

T Y

7 ] i

/ f:' A
i H —ﬁl'll‘%/ A
i . / ’” -\.?

J J | p 42

= - 1 4 J(,,g—‘;_:__-_--"{\

= — 1T 7
/ |q{"§¢y féséy/fy
a) b) | ) P

Figura 3 — Geracdo de subpoligonos para a quadratura da forma fraca
em: (a) elementos cortados por fratura. Os poligonos (b) formados pela
interseccdo da fratura com a geometria do elemento séo
triangularizados em (c) para criar subdominios dos elementos (MOES,
DOLBOW e BELYTSCHKO, 1999).
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Fries e Belytschko (2010) propde uma integracdo com decomposicdo do elemento em
subelementos® alinhados com a descontinuidade, semelhante ao que é o padrdo no FEM. De
acordo com Natarajan, Mahapatra e Bordas (2010) e Seabra, et al., (2012) essa subdivisdo dos
elementos é o convencional no XFEM, mas os autores utilizam esse tipo de integracdo apenas
para comparar seus resultados com os obtidos para novas estratégias. Esse tipo de integracédo é
utilizado por Késtner, et al., (2012), também por Béchet et al., (2005) para que as funcGes
integradas sejam continuas em cada subelemento. Ventura (2005) diz que essa € uma técnica

comum, mas procura um metodo para que ela ndo seja necessaria.

A técnica de integracdo desenvolvida por Ventura (2005) substitui as funcbes de
enriquecimento descontinuas por polinémios na matriz de rigidez. No texto de Benvenuti, Tralli
e Ventura (2006) é defendido que seu uso pode melhorar a eficiéncia computacional do
Regularized XFEM, método onde as funcdes de deslocamento enriquecido descontinuo séo
substituidas por uma versao regularizada. Também é utilizado em Benvenuti (2008) onde em
comparacdo com a quadratura padrdo de Gauss e uma quadratura adaptativa se mostrou a

técnica mais eficiente para descontinuidades fortes.

Existem ainda outras variagfes do XFEM como o XFEM suavizado, Smoothed eXtended Finite
Element Method (SmXFEM), que é baseado na suavizagdo da deformacéo, e € utilizado no
trabalho de Natarajan, Bordas e Mahapatra (2010) para ser comparado com o XFEM associado
aum metodo onde os dominios poligonais de integragcdo sao mapeados pela técnica de Schwarz-
Christoffel.

E o fully smoothed XFEM, em traducdo livre XFEM totalmente suavizado, onde sempre que ha
um integrando indefinido, seja na matriz de rigidez ou de massa, ele é combinado com o
teorema do divergente e a integral € realizada no contorno do dominio, o artigo Wan, et al.,
(2016) aborda esse método para problemas bimaterial, ou seja, problemas com dois materiais

modelados por interfaces.

No trabalho de Kaéstner, et al., (2012) é construido um campo de deformacdo suave para

problemas de magnetismo, também pelo teorema do divergente. O objetivo do autor € evitar as

1 O termo “subelementos” é utilizado em alguns trabalhos como, por exemplos, Fries e Belytschko (2010), Khoei
(2015) e Béchet, et al., (2005). Em outros trabalhos como Natarajan, Mahapatra e Bordas (2010), Ventura (2005),
Seabra, et al., (2012) e Késtner, et al., (2012) é utilizado o termo “célula”, ou “subcélulas”. Independente do termo
utilizado essa técnica ndo acrescenta graus de liberdade ao problema.
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derivadas das funcbes descontinuas usadas como enriquecimento que surgem na matriz de

rigidez.

Babuska e Banerjee (2012), desenvolveram o GFEM estavel, do inglés Stable GFEM

(SGFEM), onde o condicionamento da matriz de rigidez € melhorado.

Outro método é o XFEM suavizado linear, originalmente Linear Smoothed XFEM (LSm-
XFEM), que foi primeiro publicado por Francis, et al., (2017) e na publicacéo de Surendran, et
al., (2017) é comparado com 0 SmXFEM.

Para conhecer melhor o método dos elementos finitos estendidos é possivel encontrar literaturas
abrangentes sobre o XFEM como os livros dos autores Khoei (2015), Mohammadi (2008),
Zhuang, et al., (2014) e Rabczuk, et al., (2020).

1.1 Objetivos

e Realizar uma andlise numérica dos métodos de integracdo de Gauss-Legendre no XFEM
tradicional, do método da subelementacdo e da integracdo Gauss-Legendre usando a
técnica do polindmio equivalente, implementando tais métodos na linguagem de
programacdo FORTRAN;

e Auvaliar métodos de integracdo numérica para descontinuidade fraca no XFEM;
e Analisar os métodos de integracdo através de problemas com solugéo analitica;
e Comparar os métodos de integracdo com a norma de deslocamento;

e Fazer comparag6es também usando a norma de energia.

1.2 Justificativa

O tema desta dissertacdo € a integracdo numerica no XFEM porque esse é um dos objetos de
estudo recorrente na literatura do XFEM, porém para problemas com descontinuidade material
h& menos estudos se comparado aos que abordam a descontinuidade forte (trincas). Além disso,

0 estudo, andlise e implementacdo numérica de métodos de regularizacdo da representacdo da

Anaélise de métodos de integracdo numeérica para problemas com descontinuidade fraca no XFEM.



24

interface e de sua comparacdo com o método usual de representacdo é uma contribuicdo para o

desenvolvimento continuo do XFEM.

1.3 Divisao da dissertacao

No primeiro capitulo foi escrito um breve contexto histérico sobre o desenvolvimento do FEM
até o surgimento do XFEM e sobre métodos ainda mais recentes baseados no XFEM. E também

foram apresentados os objetivos da dissertacéo.

No segundo capitulo ha a formulacdo matematica do XFEM, uma explicacdo sobre os tipos de
interfaces que sdo objeto de estudo do método, uma discussdo sobre a funcdo distancia
assinalada, uma apresentacdo dos tipos de elementos que fazem parte de uma mesma malhae a

descricdo do método com notagdo matricial.

O terceiro capitulo é dedicado a integracdo numeérica por subelementos, especialmente 0s
triangulares gerados pela triangulacdo de Delaunay, e um pseudocodigo com a sua

implementagdo computacional.

No quarto capitulo é abordado o método de Ventura (2005) que substitui as funcdes
descontinuas por polindmios na matriz de rigidez, ao longo desta dissertacdo eles sdo chamados
de polindmios equivalentes. Para ele é desenvolvida a equacdo da matriz de rigidez e 0s
polindmios para o elemento quadrilatero bilinear. Ao final desse capitulo est4 o pseudocodigo
do algoritmo que foi implementado.

No capitulo 5 estdo trés problemas. O primeiro de uma barra com uma interface que separa dois
materiais, seguido pelo problema de uma placa quadrada com o Poisson nulo, o Gltimo é uma

placa com uma inclusdo circular modelada por uma interface.

Por ultimo, no capitulo 6, estdo as conclusdes e as sugestdes para trabalhos futuros.
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2 FORMULACAO DO XFEM

O método dos elementos finitos estendido, ou eXtended Finite Element Method (XFEM), é um
método de particdo da unidade em que fungdes enriquecidas sdo adicionadas ao FEM
convencional atraves das suas funcdes de aproximacdo para capturar o comportamento

descontinuo de uma interface interna (KHOEI, 2015).

O campo da aproximacéo enriquecida extrinsecamente pode ser generalizado por:

u,(x)= Z N. (X)u, +termos de enriquecimento, 2

iel

onde | é o conjunto de todos os nds do elemento, N;(X) séo as funcdes de forma padréo.

Para a modelagem de apenas uma interface a aproximacao enriquecida assume a eq. (3):

uy ()= 2 N;(u; +2 NIy (x)a, ©)

iel iel™

parcela do FEM padrdo  parcela de enriquecimento

onde N; (x) € utilizada como PU no enriquecimento, sdo as mesmas funcdes de forma utilizadas
na parcela do FEM padréo, mas também poderia ser uma outra fungdo. A variavel u; sao os
graus de liberdade associados a aproximagdo padrdo de elementos finitos, a, é o grau de

liberdade nodal correspondente a funcdo enriquecida,  (x) é a fungéo de enriquecimento, I* é

0 subconjunto com os nds enriquecidos do elemento, 1*< I .

Na eg. (3) o campo de deslocamento, u,(X), é a soma entre uma parcela do FEM com uma

parcela que € incorporada na aproximacdo do campo de deslocamento para acrescentar o
enriguecimento através de uma PU. Na Figura 4 pode ser observado que o enriquecimento varia

a cada n6 e muitos n6s ndo necessitam de enriquecimento.

Anaélise de métodos de integracdo numeérica para problemas com descontinuidade fraca no XFEM.
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Figura 4 — Modelo de descontinuidade forte e fraca no FEM
enriquecido: (a) Definicdo das interfaces internas, I'y interface

bimaterial e I'; interface de fratura no dominio Q, (b) malha uniforme

em que os nos destacados tem GL adicional e func¢des enriquecidas.
Adaptado de Khoei (2015).

2.1 Descontinuidades forte e fraca

As funcgoes de enriquecimento dependem do tipo de descontinuidade, por isso a escolha dessas
fungdes para aproximar o deslocamento varia de acordo com as condigdes do problema
(KHOEI, 2015). Modelos com descontinuidades fortes possuem saltos na interface enquanto
modelos com descontinuidades fracas possuem um pico na interface (FRIES e BELYTSCHKO,
2010).

-0.5

Figura 5 — Tipos de descontinuidades no XFEM (a) forte e (b) fraca em
uma interface.
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No FEM classico sdo utilizadas aproximacdes polinomiais e sua precisdo é 6tima para solucdes
suaves. Para elementos com saltos e picos internos a precisdo decresce drasticamente. Por isso,
no FEM as arestas dos elementos coincidem com as interfaces das descontinuidades fortes e
fracas (FRIES e BELYTSCHKO, 2010).

A funcdo salto de Heaviside, Figura 5(a), é utilizada para modelar descontinuidades fortes
presentes em um dominio do XFEM, por exemplo os elementos que sd8o completamente
cortados por uma fratura, com essa funcdo é possivel capturar o salto através da fratura.
Enquanto a ponta da trinca é enriquecida com modelos singulares de ponta de trinca (PATHAK,
SINGH e SINGH, 2011).

Para descontinuidades fracas, Figura 5(b), que estdo relacionadas com uma interface entre dois
materiais de propriedades diferentes em um dominio, s&o utilizadas fungdes de enriquecimento
através do método Level Set (PATHAK, SINGH e SINGH, 2011).

2.2 Método das curvas de nivel e funcdo distancia assinalada

O método das curvas de nivel, Level Set Method (LSM) é utilizado para representar
implicitamente a geometria das interfaces. Nesse método as interfaces sdo modeladas por
fungdes implicitas, a interface é o conjunto level zero de uma funcéo que possui uma dimenséo
a mais do que a dimenséo da interface (STOLARSKA, et al., 2001).

Seja um dominio Q dividido nos dominios Q, e Qg por uma interface, Figura 6. Essa

interface chamada de I'; pode ser uma interface aberta ou fechada. Se for uma interface

fechada, isso quer dizer que esta completamente dentro do dominio e pode representar
diferentes materiais. Enquanto uma interface aberta possui um comeco e um fim dentro do

dominio, um exemplo é uma trinca (KHOEI, 2015).

A funcdo level set utilizada foi a funcdo de distancia assinalada, que é definida pela
representacdo da posicdo da interface, de acordo com a eq. (4), (RODRIGUEZ, 2019).

@(x) = min |x —x*||sinal(n., .(x —x*)), (4)

x*el'y
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onde x* € o ponto de projecdo de x ortogonal a interface I'y, Nr- € o vetor normal da interface

Iy ao ponto x*. O simbolo | | define a norma Euclidiana, onde HX—X H é a distancia do ponto

X até a descontinuidade I, .

Figura 6 — Funcéo distancia assinalada.

Computacionalmente, a eq. (4) é aplicada apenas para calcular seu valor nos pontos nodais do
elemento, para os outros pontos no dominio do elemento em que é necessaria, como nos pontos
de integracdo, a distancia assinalada é determinada por interpolacdo com as funcgdes de forma,

nesse caso ela é conhecida como fungéo rampa.

Observe que na eq. (4) o sinal é diferente em cada lado da interface. Assim, a descontinuidade

é representada implicitamente como a curva de nivel zero, como mostrado na eqg. (5).

>0sexeQ,,
p(X)y=0sexel, (5)
<0sexeg.
Entdo, o campo de deslocamento para os problemas com interface material, onde a

descontinuidade € fraca, assume a eq. (6),

u,(x) = ZNi(X)ui +zN:(X)(|¢(X)|_|§D(Xi)|)ai’ (6)

iel iel*

parcela do FEM padrédo parcela de enriquecimento
onde |p(x)| é a fungdo rampa no ponto de interesse e |¢(Xi)| é o valor da funcéo distancia

assinalada no ponto nodal i. Entdo, a funcdo de enriquecimento w(x) vale a subtracdo
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(|(p(X)|—|(0(Xi)|), que é a funcdo rampa deslocada, no inglés shifted ramp function. Essa

correio € necessaria, para que nos nos o campo N;(X)(je(X¥)|—|e(x)]) seja nulo e,

consequentemente, a fungdo de enriquecimento represente a descontinuidade fraca sem

incorporar qualquer valor aos nos.

A Figura 7 (a) mostra a PU multiplicada pela funcéo rampa, Nl(X)|go(X)| , este campo possui No
no6 1 o valor da funcdo distancia assinalada enquanto em (b) é plotada a PU multiplicada pela
funcdo rampa deslocada, N, (X) (\(p(X)\ —\(p(Xl)D , onde h& a correg&o e por isso o valor do campo

é nulo nos nos do elemento.

10 _

(b)

Figura 7 — Campo de enriquecimento para uma interface bimaterial no
centro de um elemento quadrilatero bilinear com: (a) a funcédo rampa

N, (X)|@(x)|; (b) a funcéo rampa deslocada Nl(X)(‘go(X)‘—‘(o(Xl)D .

2.3 Elementos de mistura, enriquecidos e padrao

Na Figura 8 estdo 0s nds e os elementos associados ao FEM padréo, os nds e os elementos

enriquecidos, e também os elementos de mistura.

Anaélise de métodos de integracdo numeérica para problemas com descontinuidade fraca no XFEM.
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Figura 8 — Tipos de elementos e n6s no XFEM.

Os elementos que conectam os elementos enriquecidos aos elementos padrao, sdo chamados de
elementos de mistura (blending elements). Nesses elementos existem n6s com graus de

liberdade extras devido ao enriquecimento e também nds sem enriquecimento (KHOEI, 2015).

Para os nés enriquecidos do elemento de mistura o campo de deslocamento, eq. (6), possui a

parcela de enriquecimento composta pelo produto entre e PU e a funcao rampa, ver Figura 9.

Figura 9 — Campo de enriquecimento para um no enriquecido do
elemento de mistura quadrilatero bilinear com: (a) a funcdo rampa

N, (X)|@(X)|; (b) a fungdo rampa deslocada NZ(X)(\qD(X)\ —\qo(Xz)\).

2.4 Discretizagdo do XFEM

O sistema discreto do XFEM, no nivel do elemento, pode ser escrito como:
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K.u, =f. (7

Também pode ser escrito como:

I(uu kua u _ fu
|:kaU kaa:|{a} B {fa} (8)

Enquanto, a matriz K, é calculada da seguinte forma:

B' EB B’ EB
Ke :J' |:B$drEB B112drEBenr :IdQ (9)
enr enr

Sendo E a matriz constitutiva do material e B, e B, as matrizes das derivadas das funcoes

de forma, que podem ser definidas conforme a eq. (13) e a eq. (14):

n . m | ON .
s(x)=zaN'—(X)ui+z{ ()((p(x) P )+ N, (02 (P~ lx, ))} (10)

iz OX =1

&(x) =B, u+B,,a. (11)

E o vetor forca:

[ (N} )tdT+ j (N1, )bdQ2

1—Ie e

j(Nem)tdnj(Nem)bdQ |

Iy,

(12)

e_

Sendo E a matriz constitutiva do material e B, e B, as matrizes das derivadas das funcoes

de forma, que podem ser definidas conforme a eq. (13) e a eq. (14):

n ) m aN
e(x)=ZMui+z{ 19 o0 -(x,) + N, () (000~ (x, ))}a (13)

iz OX =

&(x) =B 4u+B,,a. (14)
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3 INTEGRACAO NUMERICA POR SUBELEMENTOS

Frequentemente uma decomposicdo em duas dimensdes é util, como em triangulos e
quadrilateros, onde a quadratura de Gauss vai ser empregada para possibilitar a integracdo exata
de polinémios até certa ordem no elemento de referéncia. Essa propriedade ¢ mantida apenas
para elementos cortados por uma descontinuidade se eles forem decompostos em subelementos
triangulares, os subelementos quadrilaterais fornecem resultados bons pela quadratura de
Gauss, mas ndo exatos. Por isso, algumas vezes é preferivel decompor o elemento quadrilateral

em triangulos e usar interpolacédo linear em cada tridngulo (FRIES e BELYTSCHKO, 2010).

O trabalho apresentado por Akhondzadeh, Khoei e Broumand (2016) utiliza na integracédo
numérica pontos de integracdo de Gauss 8x8 para os elementos padréo e aplica um método de
sub-grids retangulares para os elementos enriquecidos, em que cada elemento enriquecido €

dividido em 10x10 sub-grids com quatro pontos de Gauss em cada sub-retangulo.

Diferentemente da técnica de subelementos, na técnica que emprega sub-grids retangulares néo
é necessario conformar os retangulos criados com a interface e em cada um deles séo utilizados

0s pontos de Gauss de forma independente (KHOEI, 2015).

A integragdo proposta por Bouhala, et al., (2013) divide os elementos quadrilateros cortados
por fratura e por interface bimaterial em seis sub-tridngulos conforme a geometria da

descontinuidade.

Para alguns casos a intercessdo da fratura com o elemento forma um triangulo, quando a
interface ndo atravessa arestas opostas, assim uma subdivisdo factivel do elemento é em
triangulos. Também, como apresentado em Seabra, et al., (2012) a triangulacdo é comumente
utilizada no XFEM.

A sub-triangulacdo de elementos cruzados por uma descontinuidade é uma das regras mais
utilizadas no XFEM, existem diversas estratégias possiveis que consistem em dividir o
elemento em tridngulos de acordo com a configuracdo da malha para aplicar as regras de Gauss
dentro do elemento. Esta técnica difere de remalhar porque os tridngulos séo apenas usados

para a determinacdo das coordenadas dos pontos de Gauss dentro do elemento. Também tem a
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vantagem de ser facilmente implementado com a divisdo do elemento obtida pela triangulagédo
de Delaunay (SEABRA, et al., 2012).

Na Figura 10 € apresentado um exemplo de triangulacéo.

Y‘\‘\i\“* - _ o\“"\?‘ \;2 0’ ° oc;
// ,,,l/ o %5 " oo 25"
,f//\\ N N

() (b) () (d)

Figura 10 — Procedimento de triangulacdo para determinar a posicéo
dos pontos de Gauss. (a) Elemento com interface; (b) sub-triangulacdo;
(c) Pontos de Gauss dos sub-triangulos; (d) Pontos de Gauss finais do
elemento quadrilatero. Adaptado de SEABRA, et al., (2012).

Para evitar a subdivisao do elemento, uma estratégia é utilizar uma grande quantidade de pontos
de Gauss cuja posicdo é fixa no elemento e ndo se ajusta a posi¢do da descontinuidade no
elemento. Para descontinuidade forte, essa estratégia é computacionalmente mais cara que a
subdivisdo, pois necessita de uma grande quantidade de pontos de Gauss para obter a mesma
precisdo (SEABRA, et al., 2012).

A triangulacdo de Delaunay pode ser utilizada em um conjunto com trés ou mais pontos
distintos, assumindo-se que 0s pontos ndo sao colineares. Tem a propriedade de que para cada
triangulo gerado seu circuncirculo ndo contém nenhum ponto do conjunto em seu interior. Por
isso, 0 angulo minimo para todos os triangulos na triangulacdo é maximizado. Para consultar

as provas dessa técnica pode-se utilizar a referéncia Lee e Schachter (1980).

\ ALY ’1

N ’
N ’
\\ 7

N ’
Wil
’ \ 3
fy
LY
1 \
1 Y
I \
: .
o A

Figura 11 — Triangulacdo de Delaunay em dois quadrilateros e os
circuncirculos de cada triangulo construido.
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Nesta dissertacao, a subelementacdo com triangulos é uma das técnicas de integracdo que foi
analisada para o0 XFEM. Para a triangulacdo dos elementos foi utilizado o pacote GEOMPACK
que contém rotinas em Fortran 77 para a geracdo de malhas triangulares bidimensionais e
tetraedros tridimensionais desenvolvido por Barry (1991). Esse pacote inclui a sub-rotina
DTRIS2, que para um dado conjunto de veértices, constroi a triangulacao de Delaunay, sendo 0s

veértices pertencentes a um poligono convexo, este é decomposto em tridngulos.

3.1 Formulacéo da integracédo com subelementos triangulares

Para a transformacdo do elemento em subelementos triangulares é necessario dividir a sua

geometria em triangulos, a triangulacdo de Delaunay foi utilizada para essa divisdo. Esses
tridangulos possuem suas coordenadas X; conhecidas no plano cartesiano (x,y) e para a

integracdo sdo utilizados os pontos e pesos de Gauss para o tridngulo normalizado, no sistema

de eixo (r,s), esses pontos podem ser facilmente transformados para o plano cartesiano através

das equacBes de transformacdo isoparamétrica do elemento triangular conhecido como
Constant Strain Triangle (CST), eq. (15).

X= (X =X+ (X —X)s+X,

15
Y= (Y~ YOr + (Y5 — Y)S+ Vi (19)

A Figura 12, apresenta um subelemento triangular e a sua transformacéo de coordenadas.

Figura 12 — Transformagdo de coordenadas: Sub-triangulos Q, . em
um elemento Q4 Q. que contém uma interface I".

O jacobiano dessa transformacéo segue na eq. (16),
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x o
_ o(x,y) _ or or _ [(Xz - Xi) (yz - W)J- (16)
ears) | ox oy | (%=x) (Yam W)

%as

Um problema que surge € que uma vez conhecidos os pontos de integracdo no plano cartesiano
€ necessario transformar esses pontos para o sistema padrdo ou natural do elemento

quadrilateral (£,77) . O mapeamento isoparamétrico de coordenadas locais (&,7), para o plano

cartesiano (x, y):

x=2 N;(&.77) ;. (17)

A inversa desse mapeamento, (x,y) — (&,77), ndo é simples porque envolve um sistema ndo

linear de equacbes cuja solucdo ndo pode ser obtida analiticamente. Desta forma, uma
aproximacdo numeérica é necessaria. Para evitar resolver o sistema nao linear de equacdes por
um método numérico, como o método de Newton-Raphson, sem nenhum tipo de
condicionamento (ou informacdo a priori que acelere a busca) foi utilizado o método

desenvolvido por Murti e Valliappan (1985).

Em Murti e Valliappan (1985) a iteragéo para determinar o mapeamento inverso foi melhorada

pela interseccdo de uma linha definida que passa através de um ponto M, no interior do

elemento, de coordenadas X, no plano cartesiano e um ponto P de coordenada local conhecida,

€, , como um n6 que seja vértice do elemento.

No problema, o ponto M é o ponto de Gauss que precisa ser determinado em termos das
coordenadas locais, &, e corresponde ao ponto M ', essas variaveis estdo indicadas na Figura

13.

Y
Iy

Figura 13 — Mapeamento inverso.
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O segmento PQ no plano cartesiano pode ser determinado através da equacao da reta que liga
os pontos P e M . Esse segmento esta associado com a curva P'Q' no plano de coordenadas
locais e que passa através do ponto M ‘. Dessa forma, a coordenada do ponto M *, &, pode

ser determinada de modo mais eficiente se comparado com um método numérico que ndo usa

nenhum conhecimento a priori do problema.

Para determinar o ponto M ' sobre a curva P'Q" foi utilizado o método numérico da falsa

posicdo, como sugeriu Lim, et al., (1992). Os autores Murti e Valliappan (1985) utilizaram o

método da bissecdo, mas o nimero de iteracdes para esse método foi maior.

O ponto P nédo pode ser qualquer veértice do elemento. Ele deve ser escolhido de modo que a

curva P’Q’ esteja definida em todo elemento, ou seja, ela deve percorrer todo o0 eixo 7 no
intervalo [-1,+1]. No presente trabalho quando isto ndo ocorre o ponto P é redefinido como o

vértice oposto ao anterior, enquanto Murti e Valliappan (1985) escolheu renumerar os nés do

elemento, assim h& uma transformagéo do eixo  em &.

Matematicamente, o primeiro passo foi determinar a reta que contém o segmento PQ, isto é:

PQ=y=ax+c, (18)
onde:
a= ym - yp ’ (19)
X —X
m p
c=Yy,—ax,. (20)

Substituindo as fungdes de forma (17) em (18), chega-se na eq. (21).

N;y; =a(N;x)+c. (21)

Que pode ser simplificada pela eg. (22).

N.y,—c=0. (22)
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Como 7, e ¢ sdo constantes para 0s pontos M e P, a eq. (22) pode ser organizada de acordo
com a eqg. (23).

AE* +BE+C =0, (23)

Nesta Gltima equacdo A, B e C séo fungdes f(y;,7,C) . Essas constantes variam de acordo com

o namero de nés do elemento quadrilateral. Para o elemento quadrilateral de 4 n6s, as constantes

encontradas séo fornecidas nas equagoes:

A=0, (24)
B=%((7/2—7/1)(1—77)+(7/3—7/4)(1+77)), (25)
C=%(—(7/1+7/2)(—1+77)+(7/3+}/4)(1+77))—C. (26)

Como apenas uma raiz é solugdo, ela pode ser determinada quando, na iteracdo 7, for obtida a

tolerancia adotada, J,, .
é‘n 2 X — Ni (é;) . (27)

Obtidos os pontos de integracdo no eixo (&,7) . A matriz de rigidez pode ser integrada em cada

subelemento triangular utilizando a eq. (28).

Kypo= [ det[d, JB'EBdQ= zn:wi det[J
i=1

Q

B'EBdQ. (28)

sub—e

'sub—e

Onde, n é a quantidade de pontos de Gauss utilizados, w; € o peso de Gauss. E as matrizes B
e E que estdo em funcéo das variaveis £ e 7, sdo integradas nos pontos (&,7;), que sdo 0s

pontos de Gauss do subelemento triangular transformados para esse sistema de coordenadas.

A matriz de rigidez do elemento K, é a soma das matrizes de rigidez de cada subelemento

K obtidas através da integracdo numérica.

sub—e
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Ke = ik: Ksub—e ) (29)

sub—e

onde nk é o nimero total de subelementos do elemento €2, .

3.2 Programacéo da integragdo por subelementos

A linguagem utilizada para realizar a integragdo com subelementos triangulares foi FORTRAN.
Havia uma estrutura com o XFEM desenvolvida pelo grupo de pesquisa, mais recente por

Rodriguez (2019), e nela foi acrescentada a programacdo com outros métodos de integracao.

O pseudocodigo segue:

Algoritmo “rigidez do elemento enriquecido com subelementos triangulares”
Inicio
Pegar os pontos dos poligonos formados entre os nés do elemento e da interface
Realizar a triangulacdo de Delaunay
Determinar o valor da fungdo LS
Loop sobre o n° de subelementos (indice j)
Loop sobre o n° de pontos de integracdo no subelemento (indice i)

Calcular os pontos de integracdo do subelemento no plano natural através do
mapeamento inverso (&,77,)

Calcular a matriz constitutiva do material, E

Calcular a matriz do Jacobiano, JSJ.”b

Calcular a matriz das derivadas, B
Calcular a matriz de rigidez no ponto de integracdo, K,
Fim do loop sobre o n° de pontos de integragcdo no subelemento

Calcular a matriz de rigidez no subelemento, K3 ="K
=
Fim do loop sobre 0 n° de subelementos
Calcular a matriz de rigidez do elemento, K, = Z Kjf“b
-1
Fim algoritmo

Figura 14 — Algoritmo para a integracdo com subelementos
triangulares.
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4 INTEGRACAO NUMERICA POR POLINOMIOS EQUIVALENTES

Esse método, que foi inicialmente desenvolvido por Ventura (2005), apresenta a formulacao de
polinbmios que substituidos nas funcGes descontinuas da forma fraca da matriz de rigidez
geram um resultado ap0s a integracdo que equivalem a integracdo com as funcdes de
enriquecimento. Porém, com a substituicdo pelos polindbmios, a integracdo da forma fraca da
matriz de rigidez ndo é comprometida caso os pontos da quadratura estejam sobre a

descontinuidade.

4.1 Formulacao da matriz de rigidez

No XFEM o deslocamento para um problema de interface bimaterial pode ser escrito de acordo
com a eg. (6). De forma mais especifica, para o elemento quadrilatero bilinear pode-se utilizar

uma notagdo com matriz e vetores onde f, é a funcéo de enriquecimento, eq. (30).

u, =Nu, +Nf_a,. (30)

A funcdo ¢(x) € a funcdo distancia assinalada, do ponto x até a interface I', assim o

deslocamento pode ser reescrito conforme a eq. (31),

U, = Nu, +N(|p00] - |p(x)|1)a,, (31)
onde ‘(p(Xj)‘ | é afuncgdo distancia assinalada nos nos do elemento em uma matriz identidade.

O campo de deformacéo possui a forma da eq. (32).

e=Bu, +‘(o(x)‘Bae +(V,

o(x;))Na, =B(p(x ) Da,. (32)

Sendo a tensdo dada por o = Eg, o trabalho virtual interno do elemento segue a eqg. (33).

L = J.Qe £'6dQ = IQ ¢ EedQ (33)

3
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Substituindo € da eq. (32) em (33):

o(9))Na, -B(p(x;)|Da,) E(Bu,

»(X))Na, ~B(p(x;)|)a,)d.

L= (Bu,+p()|Ba,+(V,
> (34)
+|p(x)|Ba, +(V,

Para simplificar a notago, substitui-se [@(X)| por He ,V,|@(X)| por HE e ‘qp(xj)‘l pelo

simbolo &, e chega-se na equacao:

L =], (B +a,"HyB +a,N"(H8)" - (a,"(5)"B")E(BU, + (35)

+HgBa, + (H&)Na, —B(&)a,)d.

A funcdo de enriquecimento ‘(D(X)‘ pode ser definida como:

_ (¥ sep(x)>0,
|p(X)| = abs(p(x)) = {_¢(X) e o) <0, (36)

Enquanto a funcéo de Heaviside:

1  se@(x)>0,

H (x) =sinal(p(x)) = {_1 s o(x) <O0. (37)

Apdbs expandir a eq. (35) obtém-se a matriz de rigidez:

.
K, = | : BEB o Yday
oL (Hp)B'EB+N'(H&) EB-(§) B'EB 0
0 B'E(H¢)B+B'E(H&)N —-B'EB(S) )
J- HpB'E(Hp)B+N"(H&)'E(Hp)B+HpB E(HE)N 40
a0 +NT(H&)TE(H&)N +(§)"B'EB(§) - HpB EB(S) '
-N'(H&)"EB(%) - () B'E(Hp)B - ()" B'E(H&)N |
A matriz constitutiva do material pode ser escrita como na eq. (39).
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onde E,, —%(EA +Eg) € AE :%(EA —Eg). As matrizes E, e E; representam as matrizes

constitutiva do material com as propriedades de cada um dos materiais.
Ent&o, substituindo a eq. (39) na eq. (38) da matriz de rigidez, a matriz K, pode ser escrita de

modo a depender de E_, e AE, como mostra a eq. (40):

B'E, B 0
Ke=.|. H BTE B TeT _gTpT dQ+
J|HgB'E, B+HN'6'E, B-§'B'E, B 0

0 HyB'E,B+HB'E, 6N-B'E, B§
¢’B'E, B+¢pN'6 E, B+¢pB'E, 6N
0 +N'6'E, HEN+F'B'E,BF-HpB'E, BS

| -HN'6'E,BF-H@pF'B'E,B-HF B'E, 6N | (40)

I_ HB"AEB 040
@oBTAEB+NT6"AEB-H&'BTAEB 0

e L

dQ

o,

o]

0 ¢B" AEB +B'AE&N — HB' AEB§
Hp’B'AEB+ HpN'6"AEB + HpB" AEEN

0 +HN'6'AE&N+HF B'AEBS - pB' AEBS
~N'6"AEBS — 9§ 'B"'AEB - §'BTAE&N

oe—,

As funcgdes que aparecem na matriz de rigidez foram separadas em continua e diferenciavel,

continuas e diferenciavel por partes e descontinuas na Tabela 1.

Tabela 1 — Continuidade das funcdes de integragédo para problemas de
descontinuidade material

Continua e diferencidvel Continua e diferenciavel por partes Descontinua

H? Ho H

@ H3p H?3
(02 H3¢2
H2(p

Hz(ﬁz
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4.2 Matriz de rigidez regularizada

Separando a matriz de rigidez da eq. (40) de acordo com as parcelas continuas, diferenciaveis

e descontinuas, obtém-se a eq. (41):

B'E, B 0
Ke:,[ T T Tm TRT e+
2| oBTAEB+NT6"AEB-§'B'E, B 0

¢B'AEB + H’B'AEEN —B'E, B§
¢’B'E, B+¢oN'6'E, B+¢B'E 6N+N'6'E, EN+§ B'E, BF [dQ+
‘| —@B'AEBF-N'6"AEBS -3 'B'AEB-§ B AESN

(@)

—_—
o

o]

i (41)
HB'AEB 0
J. T TeT TpT dQ+
4| HpB'E,B+HN'G'E, B-H§'BTAEB 0
0 HeB'E_ B+ HB'E_ 6N - HB'AEBS

j 0 Hp’B"AEB+H@N'6 AEB + HpB'AEEN + HN'6"AEEN + HF 'BTAEBS |dQ2
‘| -H¢B'E,BF-HN'6'E, BF—HpF B'E,B-HF'B'E,EN

e}

Substituindo a funcdo de Heaviside H e o mddulo da fungdo rampa H ¢ , respectivamente,

pelos polindmios equivalentes H e Q, nas parcelas descontinuas da matriz de rigidez, chega-

se na eq. (42).

B'E_B 0
Ke:_[ T T Tm TpT dQ+
o| 9B"AEB+N'6'AEB-§'B'E,.B 0

e

¢B'AEB +H’B"AESN —-B'E  B§
j 0 ¢’B'E,B+¢N'6'E,B+pB'E 6N+N'6'E EN+F B'E, BF |dQ+
‘| —pB'AEB$-N'6"AEBS - g B'AEB-§ BTAEGN

o

- 5 (42)
HB'AEB 0
I QB'E,B+HN'6'E_.B-H& ' B'AEB 0 da+
Q. L m m
0 QB'E, B+HB'E, 6N - HB' AEBS

j 0 Ho’B'AEB +QN'6"AEB + QB AEEN + HN'6"AEEN + HE 'BTAEBS |dQ.
‘|  -QB'E,BF-HN'¢'E,B§F-QF'B'E,B-HF'B'E, &N

Os polinémios H e Q sao diferentes para cada elemento do FEM, pois dependem das suas

funcOes de aproximacdo. Na sec¢do 4.3, os polindmios sdo desenvolvidos para o elemento

quadrilétero bilinear que sera utilizado nos problemas numéricos estudados.
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Essa substituicdo da funcdo descontinua H e do mddulo da funcdo rampa He , que é de

classe C°, pelos polindmios equivalentes, que sio de classe C*, tem o objetivo de regularizar o
integrando da matriz de rigidez para que quando a quadratura gaussiana seja aplicada néo haja
pontos de integracdo sobre a inflexdo do modulo da funcdo rampa ou na descontinuidade da

funcdo de Heaviside, o que pode diminuir a precisdo do método.

Com o integrando da matriz de rigidez regularizado através dos polinbmios, a sua integracao
deve fornecer um resultado melhor se comparado com aplicar a quadratura de Gauss

diretamente sem realizar a substituicédo.

4.3 Polindmios para o elemento quadrilatero bilinear
A funcéo distancia assinalada utilizada por Ventura (2005) € representada através das funcdes

de interpolacao:

1
o(&,n)=N,d, :Z[d1+d2+d3+d4+§(—d1+d2+d3—d4)+

n(-d,—d, +d;+d,)+&n(d,—d, +d; —d, ) |.

(43)

No trabalho de Ventura (2005), o polindmio Q foi calculado considerando o elemento sem
distorcdo, neste caso a parcela com &n pode ser retirada e utilizar a simplificagdo

d;=-d, +d, +d,,

o&m) = 5[0+ )d; + Len)d, - (E + )], (44

Os pontos da interface interceptam o elemento nos pontos P1 e P2. Para o elemento sem
distorcdo pode-se utilizar a eq. (45) para o caso em que a descontinuidade intercepta lados
adjacentes.

d, +d
P:(fﬂ]):( - 2’_])

1 1171 dl—d2
d

] . (45)
1T 0,
Pz—(é:z’Uz)—[_la dl—d4j
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E a eq. (46) quando a descontinuidade intercepta lados opostos.
d,+d
P =(&,n)=| 1—2 -1
= (&) (dl_dz j

d,+2d,-d, '
dl_dZ ,

(46)
Pz :(521772) :[

Para determinar Q que substitui a funcéo de enriquecimento ‘(/)(5,77)‘ é necessario distinguir

se a interface atravessa o elemento em lados adjacentes ou oposto.

PzZ{lsT’lz}

(a) 1 (b) 1

Figura 15 — Elemento finito quadrilateral interceptado por uma interface
(a) lados adjacentes; (b) lados opostos.

Os polindémios para o caso do elemento sem distor¢do com a interface cruzando lados adjacentes
e opostos sdo apresentados por Ventura (2005), mas para 0 caso geral, onde a equacédo (43) €

utilizada, ndo foi desenvolvida. Por isso, segue esse desenvolvimento.

O gradiente da funcéo de enriquecimento V, ‘qo(X)‘ foi substituido por H& para simplificar a

notagdo, enquanto o gradiente de V,¢(X) foi substituido por &, e pode ser definido como

o0 O

o, O
0 OJ.¢
0 0o,

&=A , (47)

Onde A é a matriz de area do elemento quadrilatero definida no APENDICE A.

A matriz ‘gp(xj)‘l também denotada pelo simbolo & para simplificag&o:
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F=1-[Jd [d] | | | |d] [d] |d]- (48)

O polindmio H é multiplicado por polindmio de quarto grau completo enquanto a funcéo O

é multiplicada por um polindmio quadratico incompleto. Por isso, o polindmio H satisfaz o

sistema de equacdes,
jH.»:‘;f’dQ: j Hg‘nidQ+jH§‘anQ i,j=[0....,4]. (49)
Q, Qp Qg
Enquanto o polindmio Q satisfaz o sistema de equacées:
[Qnida= [ p&'n'da- [ p&'p'dQ  ij=[01.2]. (50)
Q, Q, Qp

Dessa forma os polinémios equivalentes valem de modo geral:

H = h1"'hzf"'h377“‘r‘|46577"'h5§2 +h6772 +h7§277+h8§772

51
R R 4 + o i R+ R, &

Q= Oy +0p& + 077 + Ay + 0 +Getp” + 0, &7 + g (52)
Para calcular as integrais da eq. (49), que formam o sistema para determinar os coeficientes
h, h,, ... h,, he do polindmio H foi utilizada a eq. (53) da reta que divide os dominios Q,
e Qg para o caso do elemento com a interface em lados adjacentes.

v = S, 539)

Os coeficientes do polindmio para o caso (a) da Figura 15:

h, :2%6(—300—637724 (1+&)+63,° (1+ &)+ 20, (1+ & ) (-31+5(—4+ £) & ) +

67,2 (17 + (27 -5(-1+ )& )) + 31, (1+ gl)(—2+§l(46+§1 (8+21(—2+§1)§1)))+
5 (-6+4(102+4 (-62+63(-1+4,)4))) ).

h, = _3%(1+ﬂ2)(1+§1)(3+772 (7_351)4'7722 (_4+§1)+7(_1+§1)2 égl)’
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hy = _3%(1"'772)(1"'51)(3_'—7(_1"'772)2 M+ 16 =38 +(_4+772)§12)’
3
h, = _@(1+772)(1+§1)(—34+77723 (-5+&)-21,° (-3+&)+

& (—16+7(9—5§1)§1)+n2(—16+51(38+7(—3+§1)§l))),

h5=—1758(1+772)(1+§1)(—8+7722(5+(—4+§1)§1)—2772(3+.§1(—5+2§1))+
& (8+4(19+21(-2+&)4))),
hsz—%(lmz)(ugl)( 8+17,(8+1,(19+21(-2+m,)1,))-
62, +2(5-2n, )& +(5+(—4+m,)m,) &%),
h, =3—32(1+772)(1+ &)(-7+3(7-4&)& +n,(8+3(-3+4)&)), (54)
h, = 332(1+772)(1+§1)(—7+3772(7+n2(—4+§1)—3§1)+8§1),
=—(1+772)(—1+§1)2§1(1+§1),
hyo = zg( ), (L) (11 E),
h, = 22(1+772)( 1+77,(-1+&) -5 )(-1+&)" (1+ &),
hy, = 22( L, Y (L) (<, (<54 &) - &) (1+&,),
hy, = 14258(1+772)(1+gl)(—1+§1(—6+5§l)+7722(5+(—4+§1)§1)—2f72(3+.§1(—5+2§1))),
h, = 222(1“7 )(-1+&) (1+&)(-1+7&2),
hy = 2‘;2( L, ) (L ;) (14 707 ) (14 &,).

Para o caso do elemento com a interface em lados opostos, utilizou-se a eg. (55).

é:fungao — (951 + ‘/:2) +§_§1 + 952)77 . (55)

Por fim, os coeficientes do polinémio H foram determinados para o caso (b) da Figura 15:

h = %(6355 +635'5, +3576, (—65+2187 ) + & (-155+63¢7 )+

34,(75-65£7 +21&5 ) + &, (225-155¢7 + 6327 ),
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h, =—E(15+7§l4+7§f§2 16 +7& + &, (-18+7& )+ & (-16+787)),

3 3 2 2 2
ho=o (368 +&6, -35,(-2+ &) - 4(6+ &),

3
n, = o (<258 +146 + 75, + 256 7665 -1451 ),

=2 (215 42155, + 3576, (74 767)+ & (-47+ 2165 )+

& (35-512 +21&) )+ £,(35-47& + 215} ),

Dg-g)(a+s)

_E(

h, = _%(9513 +10&, +3§12§2 _9§ZS ! (10+3§22))’

h=2(&-&))
35( .4 3 2 2 2 2)?
= (& + 86+ 82 (24 )+ b (24 )+ (14 2))
th=0,
35 2 4 3 2 3 4
hy = -1 (38 +281 + 86,438 - 687 - 247),
hlZ=0,

45 2
his =§(§1_9€2) (§1+§2)’

h, @ (7515 + 751452 + 513 (_15 + 7§ZZ ) + 51252 (_15 * 7522 ) N

128
&(9-152 +75)+&,(9-158 +74)),

6

h: =0.

47

(56)

Jé& para o célculo das integrais na eq. (50), que formam o sistema para encontrar os coeficientes

0., G, .- G do polindmio Q, estas foram transformadas em integrais de contorno para serem

dependentes apenas dos pontos P, e P, da interface. Pois, uma vez que a fungéo que equivale

a ‘(D(X)‘ ndo pode ser definida analiticamente esse foi 0 modo utilizado por Ventura (2005) para

a integracao.

Para utilizar o teorema do divergente, primeiro determinou-se os campos vetoriais E, , ...

que equivalem ao divergente da eq. (43) multiplicada por cada termo do polinémio Q.

p—
=

q8
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_ [acr2+be12+deM 14 _
.:q1 = é: 52 § 727 : v":ql =(D(§,77)
anl2+cn°/2+dén°l4
. _[agti2+bs 3 ecst14+dE 3] i}
il L cn®la : V-E,,=0(En)é
I b&?n / 4
= = : V.E, =0,
" _3-772/2+b§772/4+C773/3+d§773/3} =& nn
=, -| 4B I3l 6 V-E,, =p(&n)& (57)
~lagn® 14+t 13+dE%° 16 Sqs = Plss TSN
- ; )
Eq5 ) ) V'EqS :CD(Cf,n)fz

_a§277 + b§377 + 052772 /2+ dfgn2 /2]

[an’E+bEn? 12+ cnE+dEn® 2] _
n°&+bsn n°é+d&n ; VB = ol i

q6=_ 0 |
_ c&n? 13 _
B = X } V-E, =o(&EnEn

T lagip? 12+4bE% 12+dE° 13]

0
= = : V.2 = , 2
e _a§2772/2+b§3772/3+c§2n3/2+d§3n3/3} w = P(5m)en

a=%(+dl+d2+d3+d4),

b=1(d,+d,+d,-d,),
! (58)
c:%(—dl—d2 +d,+d,),
1
d :Z(+d1_d2 +d,—d,).
As integrais de contorno séo:
erQg'anQ = gSaQA =, -nds —gfgaQB =, -nds ij=[012], n=[L,..8]. (59)

Ent&o, os coeficientes G;, 0, ... 0y que definem o polindmio Q foram calculados em fungéo

das coordenadas & e 7, onde a descontinuidade intercepta lados adjacentes do elemento.
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0, = 68.(34 85 — 551 +5§13 5772 (1"‘61)

192(
5n,° (1+ &) +1, (-8-18& ~5&7 +5°) ) -
(L+77,) (1+&)(20(=7+ 77, (21-9&, )+ 3, (-4 + &) +17¢1-185 + 957 )+
2c(—7 187, +9,° + 214, ~12&7 + 1, (17 -9&, + 3& )) +
d (14 +31,° (-5+&)-9n,° (-3+ &) —24&, + 2757 —15&E° +1, (—24 +228 987 + 3513))))

1 2
2240( 210a(1+177,)(3+m,(7-3&)+n," (—4+&))(1+&) -

70b(24-6& +35% +&° -3, (8+4& -3 + &%) +1,° (10464 —357 + &%) -
3n,° (2 &+ &’ )) (1+772)(1+§1)(35C(_1+772)2 (_1"'772(_5"'551)_51)"'

2d (19+3§1 ~16&7 +5n,° (155 + &7 ) ~5n," (25-13& +4&7 ) +17, (29-47& + 29512))))

Q, =

Qs = 22140( 105b(1+7,) (- 1+;72(—1+§1)—5§1)(—1+§1)2(1+§1)—
210a(L+7,)(1+&)(3+(7-3n,) & +(-4+7,) &7 ) -
2(35c(24-24§1—6§f+1ogf+7722(3+9§1+3§12—3513)+
617, (~1-26,+&°)+n2° (1-381-35 + &) ) +
3d (1+7,) (14 &) (19+29& —1257 + 75&° +
ny (3-47 + 6552 ~255%)+7,? (~16+29&, — 2057 +5& ))))

0 :%(15a(l+772)(5+772(—3+§1)—3§1)(1+§1)+
2Bc (147, )(1+ &) (-9 +7,(7-38) +72% (-4+ &) +6& ) +
3b(1+7, ) (1+&)(-9+78 -48 +17, (638 +&7))+ (60)
d(~21+3& ~6£2 +10&° +7,° (10+6& 352+ £2) -
30 (2- &7+ &)+, (3-35,+657)))
0 :6—14(1+772)(1+ &)(~14c+17d +16cn, —15d7, +30a(-1+ &)’ +

42¢& - 21d & —18c,&, +13d7,E — 24057 +27dE2 + 601,57 —9dn, &7 -
15d&° +3dm,&° +2b(-16 +17& —1857 +9&° )
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50

Qs = é(l-{- 772)(1+ 51)(—32c +17d +30a(—1+ 772)2 +34cn, —21dn, —36cn,° +
27d7n,” +18cn,® —15dn, —15d & +13d72&, —9dn,°E, +3dn, & +
2b(~7+17,(21-98,)+3n,” (-4+ &) +84)

3 2 2
6= g (14114 &) (7 4215, -1257 47, (895 +357))

7b(17— 21&, + 2747 ~15&7 + 1, (~15+134, - 9&/ +3§f))+

2(7c(7722 (5-44+&2)-2, (3—5§1+2§12)+2(2—8§1+5§12))+
d(-39+514 - 758" +45&° +7, (41-45& + 3957 —155° ) +

7722 (—32 +23¢& _126512 + 35613 ))))

Qs = %8(1+ 1,)(1+&)(119c —78d —147cn, +102dn, +189cry,” —150dn,” -

105c7,° +90d7,°> —105¢£, +82d & +91cn,& —90d7,&, —63cn,%E, +
780,25, +21cn,°E —30dn, 5 —64d E2 +46dn,E2 — 24dn, 257 +
60n,°57 +14a(~7+1,(21-9& ) +3n2° (-4+ &) +84 )+

0551 0-45.+57) 2055 -2

Os coeficientes 0,, 0, -.- G que definem o polinbmio Q, dessa vez em funcdo das coordenadas

& e &, onde a descontinuidade intercepta lados opostos do elemento.

4 :4_18(_361(51 +§2)(_18+5§12 +5§22)_

b(9+9§1“ +OE7E, 165, +95, + 58, (224952 )+ & (—16+9§22))+
(&-&)(d(&+&)(-5+657+355+657 )+
¢(-10+9&7 +12¢1¢, +9§22)))

L (3d(6-&) +38b(5+5) +105a(-2+ 5 +5) (2+ &+ &)

" 280
1

% =25 (-3d (35 +555" + 2557, —BAE)” +55&," +357 (28455, )+ £¢&, (—42+ 258, )) +

35(3a(§ —&,)(-6+357 +4£&, +357 )+
(&+&)(c(18-787+466, 757 ) +30(5 - &) (-3+ 257 + &6, +25))

d,
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= 5 (&7 (-15a-905 4705+ 3(b+d) %, +

3(5a+(b+d)&)&” +(9+7d) &’ +6¢(-5+25° + &, +25°))

(61)

= (15 (6 + &) (-2+ 67 +&7)+
b(-15+9&* +9&°2, ~10&,” +95," + &7 (-10+98,% )+ &£, (-10+95,%)) -
(961 - 52 ) (d (51 + ‘fz )(_5 + 6512 + 3§1§2 + 66522 ) +C (_10 + 9512 +12§1§2 + 9522 )))

Us :_%(51_52)(4C+b(_§1+§2)+2d (§1+§2))

o = —%(d (35-335" ~155°¢, + 285" -335," + &5, (14-1557 )+ &7 (28-95°) )+

7(a(& —52)(—1O+9§12 +128,¢, +9§22)+
(é:l ’ 982 )(C(lo_ 7512 * 46&152 B 79&22 ) + b(é:l _é:z )(_5+ 6?12 +3~”§1§2 + 6622 )))
Qs :5_3;3(51—52)((7b—9d)§12 +7a(§l—§2)—10d§l§2 —(7b+9d)§22 _14(:(51_'_52))

Para um elemento quadrilatero linear com interface atravessando lados opostos nos pontos

& =0 e & =0, 0polinbmio e a descontinuidade possuem o aspecto mostrado na Figura 16.

. J/’ \ 15

05
N0
0_
0.5 .
. :
— M |
:.5 T
-- h . 0.5 )
(a) : |
i 1 | OO \,\”.:. 5\
0.8 N, ;/ L ee A
‘\- .{f 08 = NPT
: \ 06 _
" \\\ : 4
\‘~\‘ ,f’"'f
ﬂ =05 1
-- - . 0.5
(b) x y
Figura 16 — Polinémios equivalentes e funcdes descontinuas (a) Q e Q
) HeH.
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4.4 Programacdao da integracgdo por polinémios equivalentes

A programacdo deste método também foi realizada em linguagem FORTRAN para a mesma
estrutura de XFEM.

Algoritmo “rigidez do elemento enriquecido por polindmios equivalentes”
Inicio
Determinar os pontos de intercessao da interface com o elemento, P1 e P,
Determinar se a interface intercepta lados adjacentes ou opostos no elemento
Calcular os pontos no plano natural através do mapeamento inverso (&;,77;)
Determinar as distancias (d1, d2, d3, d4), a partir da funcdo LS
Calcular os coeficientes dos polinémios @;,... Gg e h;,... g
Loop sobre 0 n° de pontos de integracdo (indice i)
Calcular a matriz constitutiva do material média e a diferenca, E, € AE
Calcular a matriz do Jacobiano, J
Calcular a matriz, B&

Calcular a matriz, &N
Calcular a fungdo distancia, ¢

Calcular os polindémios, He Q

Calcular a matriz de rigidez no ponto de integracdo, K,
Fim do loop sobre o n° de pontos de integracéo

Calcular a matriz de rigidez do elemento, K, = Z K,
i=1
Fim algoritmo

Figura 17 — Algoritmo para a integracdo com polinémios equivalentes.

Observacdo: Ap6s montada a matriz de rigidez global, K = éKe, os graus de liberdade sdao

calculados via U=K™f . Como a substituicdo dos polindmios na forma fraca da matriz de
rigidez dos elementos preserva o seu resultado apds a integragdo, no pds-processamento é
suposto que os deslocamentos nos pontos de integragdo, bem como as deformagdes e 0s outros
resultados que dependem desta, podem ser recuperados com a equagdo do campo de

deslocamento original, eqg. (6).
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo foram estudados trés problemas com interface bimaterial que sdo caracterizadas
como descontinuidade fraca. O primeiro problema é uma barra sob tensdo com uma interface
que separa dois materiais e ndo possui solucdo analitica. O objetivo da anélise deste problema
é demonstrar as oscilacBes que ocorrem com a integracdo padrdo de Gauss na solucdo do

sistema U = K'f , 0S erros relativos para a integracdo da forma fraca da matriz de rigidez, a
relacdo entre a distorcdo do elemento enriquecido e a inclinacdo da interface com os métodos
de integracdo e a deformacdo da barra com a solucdo do XFEM. Também, devido a
simplicidade do problema, séo apresentadas figuras para ilustrar a teoria que foi desenvolvida,
como a funcao distancia assinalada sobre a barra e o pico que ocorre sobre a interface na solugéo
do campo de deslocamento. Embora este problema ndo tenha solucdo analitica, ele tem sido
analisado por alguns autores que publicaram os resultados em termos da matriz de rigidez

esperada os elementos do problema em questao.

O segundo problema é uma barra com Poisson nulo, deslocamento prescrito e que possuli
solucdo analitica. Neste problema as solucdes para o campo de deslocamento e de deformacao
séo analisadas nos pontos de integracdo com o intuito de demonstrar o aumento da instabilidade

nos resultados quanto mais proximos 0s pontos estdo da descontinuidade fraca.

O terceiro e ultimo problema, trata-se de uma placa com interface no contorno de uma inclusédo
circular de outro material, e também possui solucdo analitica. Esse problema por ser mais

complexo foi analisado através da norma de energia e deslocamento.

Para comparar os resultados dos problemas que foram selecionados para serem avaliados nesta
dissertacdo e que possuiam solucgéo analitica, utilizou-se cada um dos métodos de integracéo

para calcular os erros com as normas de energia e deslocamento.
A norma de energia para o problema é calculada por,

Jul}; = [ e Ecde, (62)

e 0 respectivo erro para essa norma é dado por,

Anaélise de métodos de integracdo numeérica para problemas com descontinuidade fraca no XFEM.
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2 2
lell; =[u-u[; = [ (6-6,) E(6 6, )d (63)
onde ¢ é atensdo obtida via solucdo analitica do problema e o, atenséo obtida pelos métodos

de integracdo numérica. As tensdes nas equacdes acima estdo organizadas em formato vetorial.

A norma L2 do deslocamento € calculada por:

Jul} =] u-ude, (64)

€0 respectivo €Iro para essa norma é:

2 2
”e”l_2 =||U—Uh||l_2 =_[Q(u—uh)-(u—uh)dQ, (65)
onde U é o deslocamento obtido via solugéo analitica do problema e u, € o deslocamento

obtido nos pontos de integracdo para cada um dos métodos de integracdo apresentados neste

trabalho.

5.1 Barra tracionada com interface bimaterial

Nesta se¢do sdo analisados os resultados para uma barra com interface bimaterial sob tracéo
para diferentes malhas e posic¢do da interface, a fim de averiguar a influéncia que a distor¢ao
dos elementos e a inclinacdo da interface tem sobre a integracdo da forma fraca da matriz de

rigidez.

Foram criadas quatro situacOes para esse problema. Na situacdo A, a interface é reta e a malha
possui trés elementos sem distor¢éo, ver Figura 19. Na situacdo B que esta na Figura 25, sdo
estudadas trés interfaces com diferentes inclinacbes e a malha possui trés elementos sem
distor¢do. Na situacdo C, Figura 26, sdo avaliadas as mesmas trés interfaces da situacéo B e a
malha possui trés elementos com distor¢do. Por dltimo, na situacdo D, a interface é reta e a

malha esta mais refinada com 1220 elementos sem distorcéo, ver Figura 29.

Em todas as situacBes que serdo analisadas os dados sdo: dimensdo L=20cm, coeficiente de
Poisson v=0.3, modulo de Young E= 2x10° kg/cm2, para o material & esquerda da interface e

0.5E para 0 material a direita, o carregamento q=2x10* kg/cm.
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Para o problema da barra tracionada ndo foi encontrada uma resposta analitica para comparar
com os resultados numéricos. O artigo de Chu, et al., (2015) sobre materiais graduados,
chamados na literatura de functionally graded materials (FGM), mostra na Figura 18 (b) o
problema de uma barra bimaterial depois da deformacdo onde € possivel notar uma

descontinuidade entres as componentes de deslocamento/deformacéo na barra deformada.

E1

RERESERARALS

(a) (h)

Figura 18 — Barra sob tensdo q com uma zona de transicdo FGM
representada pela altura h (a) antes da deformacédo; (b) depois da
deformacéo; (c) depois da deformacdo para uma fronteira bimaterial
sem zona de transicdo FGM (CHU, et al., 2015).

Para avaliar os métodos vai ser utilizada a norma de Frobenius para a matriz de rigidez e para

o campo de deslocamento tendo como referéncia a integracdo com subelementos.

A integracdo com subelementos foi utilizada como o resultado de referéncia para o célculo da
norma de Frobenius porque esse método evita a integracdo sobre a interface além de ser a mais
comum no XFEM e é utilizada em outros trabalhos para validar novas estratégias de integragéo,

por exemplo em Ventura (2005).

Para calcular o erro relativo da matriz de rigidez foram utilizadas as egs. (66), (67) e (68).

n 1/2
o], (S| (6
i=0
n 1/2
HK;}ub — Ky = (Z{)“(K;?b _ Keij)zj : (67)
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, . .. . . sub
onde K, € cada componente da matriz de rigidez, K, do elemento enriquecido e Keij as

componentes da matriz de rigidez para a integracdo com o método dos subelementos

triangulares.

Os erros relativos foram calculados para a norma de Frobenius como:

‘ K —K,
S ille (68)
Ka"

Para o erro relativo do campo de deslocamento foram usadas as equacges (69), (70) e (71):

N 12
Juseo =(Z(usub)2j , (69)

n 1/2
||usub—ui||F:[zwwb—uifj , (70)
i=0
e o =il (71)
" ”usub“F ’

onde u; € o deslocamento em mddulo das componentes x e y para a integracdo padrdo de Gauss
e com os polindmios equivalentes e ug, € anorma do vetor de deslocamento das componentes

x ey, calculado com o método dos subelementos triangulares.

Para os métodos que aplicam somente a quadratura de Gauss e 0s que substituem as funcoes
descontinuas por polindbmios, foram utilizados 16 pontos de integracdo e no método com

subelementos foram utilizados 3 pontos de integracdo em cada triangulo.

5.1.1 Situagdo A — Elemento sem distorgéo e interface no centro sem inclinagdo

Para esta primeira situacao e tendo como objetivo comparar os diferentes tipos de integracdo,
utilizou-se o problema bimaterial de uma barra sob tensdo modelada por elementos planos com

uma interface apresentado por Khoei (2015).
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Figura 19 — Situacdo A: Malha de uma barra bimaterial sob tenséo

modelada por elementos planos com uma interface bimaterial.
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Para essa primeira malha os subelementos que foram gerados pela triangulacdo de Delaunay

estdo na Figura 20 e os valores da funcdo distancia assinalada, que é baseada no método Level

Set, na Figura 21.

Figura 20 — Malha com os subelementos triangulares.

+ 5
| 6675706

fs

-10
-15
-20
-25
-30

Figura 21 — Valor da funcéo distancia assinalada @(X) pelo método

Level Set.

Para esse problema resolvido através da integracdo com polindmios equivalentes, a parcela

enriquecida do campo de deslocamento, eq. (6), foi plotada para toda barra, incluindo o

elemento enriquecido e os de mistura, na Figura 22. O mais importante nesta figura € observar

a descontinuidade fraca sobre a interface e como a parcela de enriquecimento do campo de
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deslocamento se comporta nos limites do elemento de mistura indo a zero para manter a

continuidade com elementos padrdes vizinhos, quando estes existem.

0.02

0.01

-0.01 _

-0.02

-0.03 _

Figura 22 — Parcela enriquecida do campo de deslocamento para 0s
elementos enriquecido e de mistura do problema da barra.

Em seguida, na Figura 23, foram plotados o campo de deslocamento, a parcela do FEM padréo

e a do enriquecimento.

0.8
— FEM padrao

0.6 [ |- - enriquecimento
...... FEM padrdo +enriquecimento

04r

02 - —— =]

-—— -

e ————
- -
-

0 10 20 30 40 50 60

Figura 23 — Campo de deslocamento e as parcelas padrdo e enriquecida
do campo para o problema da barra sob tensdo com 3 elementos com a
interface em x=30.

Com o objetivo de mostrar a influéncia da localizacéo e quantidade dos pontos de integracdo

sobre o elemento enriquecido foi calculado o erro relativo para o vetor a, que faz parte da
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parcela enriquecida do campo de deslocamento, utilizando a integracdo com os polinémios

descritos em Ventura (2005) e o padréo de Gauss.

fuole [ S0 72

n 12
2o =2l =[Z(asub —afj : (73)

Os erros relativos foram calculados para a norma de Frobenius como:

_ ”asub —a ”F ’ (74)

e. =
" ”aSUb“F

onde a,, € o deslocamento obtido com a integracdo por subelementos triangulares, a, é o

deslocamento obtido pelo método padrdo de Gauss ou pelo método com polinémios

equivalentes.

Na Tabela 2 estdo os erros para cada quantidade de pontos de Gauss.

Tabela 2 — Erro relativo para o GL a, tendo como referéncia a integracéo
com subelementos triangulares através da norma de Frobenius.

Erro relativo para o0 GL a — Norma de Frobenius
N° de pontos de integracdo | Gauss padréo Polinémios Ventura (2005)
16 — 4x4 0.140215871 0.012607168
25 - 5x5 0.988280237 0.012607168
36 — 6x6 0.061792691 0.012607168
49 — 7x7 0.754820299 0.012607168
64 — 8x8 0.033699290 0.012607168
81 -9x9 0.616508633 0.012607168
100 - 10x10 0.021034079 0.012607168

Para melhor interpretar os resultados da Tabela 2 foi plotado o gréafico:
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Figura 24 — Erro relativo para o GL a que faz parte do campo de
deslocamento em funcdo do nimero de pontos de integracdo no
elemento.

No gréfico verifica-se a imprecisdo que pode ocorrer ao utilizar a integracdo padrdo de Gauss
em descontinuidades. Para malhas onde a interface possui uma geometria dificil de prever a

localizacdo dos pontos de Gauss pode ocorrer esse tipo de imprecisao nos resultados.

Como a proposta de utilizar os polindmios Q e H é integrar a forma fraca da matriz de rigidez

sem necessitar de subelementos, que é o método mais empregado no XFEM, foi calculado o
erro relativo utilizando a quadratura padrdo de Gauss e 0s polindmios tendo como referéncia os

resultados para os subelementos triangulares.

Os erros relativos foram calculados como:

sub

<
%e =1—

8

e 100%, (75)

sub o . .. . o
onde Keij sdo as componentes da matriz de rigidez para a integragdo com subelementos
triangulares e K_ sdo as componentes da matriz de rigidez para a integragdo com o método
ij

padrdo de Gauss ou pelo método com polinémios equivalentes.
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Na Tabela 3 e Tabela 4 estdo os erros relativos para cada componente da matriz de rigidez do
elemento enriquecido (elemento que possui a interface material) do problema apresentado na
Figura 19. Observe que para o elemento que foi utilizado, o Q4, a matriz de um elemento
enriquecido apresenta 16 GL, 8 GL devido a parte do FEM padréo (u) e os 8 GL que séo

acrescentados por causa do enriquecimento (a).

Tabela 3 — Erro relativo percentual dos componentes da matriz de
rigidez do elemento enriquecido para a integracdo com o método padréao
de Gauss.

Erro relativo - Método de Gauss padréo

ux2 uy2 | ux5 | uy5 | ux8 | uy8 ux3 uy3 | ax2 ay?2 ax5 | ay5 | ax8 | ay8 | ax3 ay3
ux2| 0.22 | 0.61 | 0.00 |21.27 | 0.00 | 0.15 | 2.13 | 0.61 |23.61|140.36 | 15.36 | 25.52 | 10.28 | 3.93 | 6.41 | 2.06
uy2| 0.61 | 0.69 | 1.93 | 0.00 | 0.14 | 0.00 | 0.61 | 0.96 |12.76 | 3.71 | 0.98 | 252 | 3.08 | 6.58 | 3.75 | 0.43
ux5] 0.00 | 1.93 | 0.25 | 0.85 | 1.06 | 0.85 | 0.00 | 0.14 | 887 | 1.16 |11.43|20.42|21.61| 3.65 |33.99| 4.70
uy5| 21.27 | 0.00 | 0.85 | 1.03 | 0.85 | 1.75 | 0.15 | 0.00 |12.76 | 1.34 |48.49| 8.25 | 12.76 | 6.14 | 6.38 | 8.95
ux8| 0.00 | 0.14 | 1.06 | 0.85 | 0.25 | 0.85 | 0.00 | 1.93 |33.99| 4.70 |21.61| 3.65 |11.43|20.42| 8.87 | 116
uy8| 0.15 | 0.00 | 0.85 | 1.75 | 0.85 | 1.03 | 21.27 | 0.00 | 6.38 | 8.95 |12.76 | 6.14 | 48.49| 8.25 | 12.76 | 1.34
ux3| 2.13 | 0.61 | 0.00 | 0.15 | 0.00 |21.27 | 0.22 | 0.61 | 6.41 | 2.06 |10.28 | 3.93 | 15.36 | 25.52 | 23.61 | 140.36
uy3| 0.61 | 0.96 | 0.14 | 0.00 | 1.93 | 0.00 | 0.61 | 0.69 | 3.75 | 0.43 | 3.08 | 6.58 | 0.98 | 252 | 12.76 | 3.71
ax2 | 23.61 | 12.76 | 8.87 | 12.76 | 33.99 | 6.38 | 6.41 | 3.75 | 458 | 43.43 | 10.75| 7.01 | 18.13 | 14.08 | 3.43 | 43.43
ay2 | 140.36 | 3.71 | 1.16 | 1.34 | 470 | 895 | 2.06 | 0.43 | 4343 | 5.08 | 4.29 | 2.58 | 11.68 | 36.43 | 43.43 | 8.82
ax5|] 15.36 | 0.98 |11.43|48.49 | 21.61|12.76 | 10.28 | 3.08 | 10.75| 4.29 | 9.09 |58.65| 7.14 | 58.65|18.13 | 11.68
ay5| 2552 | 252 |20.42| 8.25 | 3.65 | 6.14 | 3.93 | 658 | 7.01 | 2.58 |58.65|11.50 |58.65 | 51.25|14.08 | 36.43
ax8| 10.28 | 3.08 | 21.61|12.76 |11.43 |48.49 | 15.36 | 0.98 | 18.13 | 11.68 | 7.14 |58.65| 9.09 |58.65 | 10.75| 4.29
ay8| 3.93 | 6.58 | 3.65 | 6.14 |20.42| 8.25 | 25,52 | 2.52 | 14.08 | 36.43 | 58.65 | 51.25 | 58.65 | 11.50 | 7.01 | 2.58
ax3| 6.41 | 3.75 [ 3399 | 6.38 | 8.87 |12.76 | 23.61 | 12.76 | 3.43 | 43.43 | 18.13|14.08|10.75| 7.01 | 4.58 | 43.43
ay3| 2.06 | 043 | 470 | 895 | 1.16 | 1.34 | 140.36 | 3.71 | 43.43| 8.82 |11.68|36.43| 4.29 | 2.58 | 43.43| 5.08

Tabela 4 — Erro relativo percentual nos componentes da matriz de
rigidez do elemento enriquecido para a integracdo com os polinémios
equivalentes a fungéo de enriquecimento.

Erro relativo - Método com Polindmios Equivalentes

ux2 | uy2 | ux5 | uyb | ux8 | uy8 | ux3 | uy3 | ax2 ay2 ax5 ay5 ax8 | ay8 | ax3 | ay3
ux2 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 00.00|00.00| 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
uy2 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
ux5 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
uy5 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
ux8 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
uy8 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
ux3 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
uy3 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
ax2 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 00.00| 0.23 | 00.00 | 0.45 | 0.00 | 1.19 | 0.00 | 0.57 | 0.00
ay2 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.03 | 0.00 | 0.05 | 0.00 | 0.17 | 0.00 | 0.18
ax5 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.45 | 0.00 | 0.23 | 0.00 | 0.54 | 0.00 | 1.19 | 0.00
ay5 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.05 | 0.00 | 0.04 | 0.00 | 0.52 | 0.00 | 0.17
ax8 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 1.19 | 0.00 | 0.54 | 0.00 | 0.23 | 0.00 | 0.45 | 0.00
ay8 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.17 | 0.00 | 0.52 | 0.00 | 0.04 | 0.00 | 0.05
ax3 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.57 | 0.00 | 1.19 | 0.00 | 0.45 | 0.00 | 0.23 | 0.00
ay3 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.18 | 0.00 | 0.17 | 0.00 | 0.05 | 0.00 | 0.03
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Os resultados para o problema estudado demonstram que substituir os polinémios nas funcdes
descontinuas que aparecem na matriz de rigidez pode fornecer um resultado de integracdo
melhor que aplicar diretamente 0 método de Gauss. Pois, 0 uso dos polinémios equivalentes
forneceu um resultado muito préximo ao da integracdo com subelementos triangulares,

conforme a Tabela 4 onde o erro relativo percentual maior foi de 1,19%.

5.1.2 Situacdo B — Elemento sem distorcéo e interface com inclinagéo

Nesta situacdo as trés interfaces no elemento 2, elemento do centro, é o que configura o
elemento enriquecido enquanto os elementos 1 e 3 sdo de mistura. As interfaces possuem

diferentes inclinacdes e sdo avaliadas separadamente. Ver a Figura 25.
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Figura 25 — Situacdo B: Malha de uma barra bimaterial sob tenséo
modelada por elementos planos com trés interfaces bimaterial com
diferentes inclinagdes.

Esta situacéo sera analisada em comparagdo com a situacdo C na subsecdo seguinte.

5.1.3 Situagdo C — Elemento com distorcéo e interface com inclinagéao

Na situacdo C os elementos da malha diferem da situacao B pela distor¢do dos elementos. Ver

a Figura 26.

Jamile Maria Araujo Tavares (jamile.tavares@ufrgs.br). Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2021.



63

3L/4 5L/4 L
Y interface material o -
Z @ & —
2 A _
-

L F—x © @ ©) -
3 .
2 BA _
Ao @ B &

(E,VJ 3/ (0.5€,v)

Figura 26 — Situagdo C: Malha de
modelada por elementos planos co
diferentes inclinagdes.

uma barra bimaterial sob tenséo
m trés interfaces bimaterial com

Para os problemas que estdo nas situacdes B e C foi calculado o erro relativo para a matriz de

rigidez através da norma de Frobenius, segue na Figura 27.
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Figura 27 — Erro relativo para a norma de Frobenius da matriz de rigidez
do elemento enriquecido (elemento 2 da malha) para as situagtes B e C

com as interfaces 1, 2 e 3.

Do gréfico da Figura 27 pode-se concluir que para o elemento sem distorcdo (situacdo B) os

erros foram menores se comparados com o ele

mento distorcido (situagdo C) para 0 mesmo

método de integracdo. Quanto aos métodos de integracdo, os erros foram menores para o

método que substitui o enriquecimento por polin

omios do que quando a quadratura de Gauss €
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utilizada diretamente. Também, para a integracdo de Gauss, 0s valores dos erros possuem uma
maior variacao a depender da inclinacdo da interface, essa imprecisdo é tipica da técnica quando

ndo aplicada em integrandos continuos.

Ainda foi observado que a inclinacdo da interface ndo tem uma relacdo direta com o erro. A
posicdo da interface no elemento influencia no calculo do erro mais pela sua localizacao diante

dos pontos de Gauss do que quanto a inclinagao.

Também foi calculado o erro relativo para o campo de deslocamento, eq. (6), através da norma

de Frobenius, segue no grafico da Figura 28.
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Figura 28 — Erro relativo para a norma de Frobenius do campo de
deslocamento para as situacOes B e C com as interfaces 1, 2 e 3.

O erro relativo para o campo de deslocamento também foi menor para 0 método de integracao
com os polinbmios equivalentes. E para a técnica padrdo de Gauss ocorreram maiores
flutuacGes nos erros de modo semelhante ao que foi observado para 0s erros na integracdo da

rigidez.

Ressalta-se que esses erros, para a matriz de rigidez e para o campo de deslocamento, foram

calculados tendo como referéncia a integracdo com subelementos triangulares, por isso, a

principal conclusdo neste capitulo é que a técnica com os polindmios H e Q possui valores

mais proximos da integracdo com subelementos se comparada com a integracdo padrdo de

Gauss.
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5.1.4 Situagdo D — Malha refinada sem distor¢gdo com 1220 elementos

Para demonstrar a deformacao de uma barra bimaterial sob tracdo foi feita uma malha de 61x20,

totalizando 1220 elementos. Segue na Figura 29.

interface material

(E.v) (0.5E.v)

Figura 29 — Situagdo D: Malha de uma barra bimaterial com 1220
elementos planos sob tensao.

A Figura 30 apresenta a barra deformada para o método de integracdo com subelementos

triangulares.
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Figura 30 — Barra bimaterial deformada com seu campo de
deslocamento calculado por meio da integragdo com subelementos (a)
uy; (b) ux.

Anélise de métodos de integracdo numérica para problemas com descontinuidade fraca no XFEM.



66
5.2 Problema plano bimaterial com Poisson nulo

Como mostrado no problema da barra bimaterial apresentado na subsecéo 5.1, a existéncia de
uma interface bimaterial provoca uma solu¢do ndo homogénea, mesmo para um problema
aparentemente simples, impossibilitando a determinacdo de uma solucéo analitica. A fim de
poder analisar com mais detalhes a construcdo do espaco de aproximacdo bidimensional no
XFEM e as caracteristicas quanto a integracdo da forma fraca, é proposta a analise de um
problema de estado plano bastante simples. Trata-se de uma placa quadrada em estado plano
de tensdes com condigdes de contorno e de carregamento de deslocamento prescrito que
juntamente com o Poisson nulo permite uma solugéo linear de deslocamentos em cada regiao,
isto &, tem deformacGes constantes em cada uma das regiGes separadas pela interface. Este
problema parece ter sido primeiro analisado por Bordas, et al., (2011), o qual apresenta uma

solucdo analitica.

Considere uma barra bimaterial discretizada com elementos quadrilateros, um dominio

quadrado de lado L=2, com a unido Q=Q, UQ, dada pela interface I" localizada em b . As
propriedades do material em Q, =[b,1]x[-11] sdo E, =10 e v, =0, e no subdominio
Qg =[-1,b]x[-11] sdo E; =1 e vy =0. A barra ndo possui forgas externas e o deslocamento

prescrito é u, =0 em y=-le u, =1 em y=1.

Yy
u,=1
24
A=
L: b=0
2,
w,=0
=2 Y

Figura 31 — Barra bimaterial com Poisson nulo.

A solucdo exata para o deslocamento do problema:
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(76)

(77)

(78)

Foram feitas quatro malhas para avaliar esse problema com a interface localizadaem b =0, ver

Figura 32.
(@) (b)
(c) (d)

Figura 32 — Malhas para a barra bimaterial com interface em b=0 e
(a) 05x05; (b) 11x11; (c) 21x21 e (d) 41x41 elementos.
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5.2.1 Anélise do campo de deslocamento e deformacao
Para a descontinuidade material em b=0 o0s resultados do campo de deslocamento e
deformacéo obtidos nos pontos de integracéo para os trés métodos de integracéo e para as cinco

malhas analisadas estdo na Figura 33.
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Figura 33 — Deslocamento u, e deformacdo &, nos pontos de

integracdo para as malhas com 05x05, 11x11, 21x21 e 41x41 elementos
calculados pelo método de integracdo (a) Gauss padrdo; (b)
Subelemento triangular; (c) Polinémio equivalente.
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Como o campo de deslocamento analitico é do tipo C°, os trés métodos de integracao
forneceram um resultado préximo ao da solucdo exata. Enquanto a deformagdo, que é uma
funcdo descontinua, apresentou grandes flutuag@es. Porém, apesar das flutuacGes, quanto maior
o refino da malha, os resultados numéricos convergem para a resposta analitica. Essa analise
representa os trés métodos de integracdo na Figura 33.

Agora, comparando-se 0s mesmos resultados para o campo de deslocamento e deformacéo para

uma mesma malha com os trés métodos diferentes de integracéo, ver Figura 34.
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Figura 34 — Deformagdo &, nos pontos de integragdo para os métodos

de integracdo em relacdo as malhas com (a)05x05; (b)11x11; (c)21x21
e (d)41x41 elementos.

A analise por malha para cada método de integracédo, na Figura 34, demonstra que as solucdes
para o campo de deslocamento e deformacdo sdo bastante préoximas. O método de integracéo

com os subelementos triangulares divergiu um pouco dos outros métodos porque a localizagéo
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dos pontos de integracdo, onde foram feitos os calculos dos resultados, difere dos outros dois

métodos que aplicam os pontos diretamente no elemento.

O campo de deslocamento u, na barra € mostrado na Figura 35, visualmente ndo foi possivel

perceber diferencas entre os métodos de integracdo para este resultado.

uy uy

1 1
0.90909 0.90909
0.81818 0.81818
- 0.72727 - 0.72727
0.63636 0.63636
0.54545 0.54545
[ 0.45455 [ 0.45455
0.36364 0.36364
027273 0.27273
0.18182 0.18182

0.090909
0

0.090909
0

0.90909
0.81818
L 0.72727
.0.63636
. 0.54545
{1 0.45455
10.36364
0.27273
0.18182
0.090909

©F :

Figura 35 — Deslocamento u, (a) Gauss padrao; (b) Polindmios
equivalentes; (c) Subelementos triangulares.

5.2.2 Normas para medidas de erro da barra bimaterial com Poisson nulo

O erro para as normas de energia e deslocamento foram calculados, respectivamente, com a Eq.
(63) e a Eq. (65), para o problema da barra em relacdo ao tamanho do lado L do elemento em
cada malha, seguem na Figura 36 e Figura 37. O método de integragdo com os polinémios
equivalentes apresentou 0 menor erro para a norma de deslocamento enquanto para a norma de
energia 0 menor erro ocorreu para a técnica de Gauss. Quanto a integracdo com subelementos

triangulares se manteve entre os outros dois métodos para a norma de energia e de
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deslocamento. Os trés métodos de integracdo analisados apresentaram bons resultados com o

refino da malha.
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Figura 36 — Convergéncia da norma de erro para energia, € .
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Figura 37 — Convergéncia da norma de erro para o deslocamento, e,_ .

Os erros para a horma de energia para a integracdo com a técnica dos polindémios equivalentes

e 0 padrdo de Gauss para a malha mais refinada segue na Figura 38.
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Erro energia Erro energia

2.3376e-4 2 6520e-4
I2.1251e—4 I2.41099-4
1.9126e-4 2.1698e-4
+1.7001e-4 -1.9288e-4
-1.4876e-4 -1.6877e-4
:1.2751e-4 -1.4466e-4
:1.0626e-4 :1.2055e-4
18.5013e-5 -9.6446e-5
6.3764e-5 7.2338e-5
4.2514e-5 4.8230e-5
2.1265e-5 2.4123e-5
1.5373e-8 (b) 1.4845e-8

Figura 38 — Erros para a norma de energia para a malha de 41x41
elementos pelo método de integracdo (a) Gauss padréo; (b) Polinémios
equivalentes.

Os erros para a norma L2 do deslocamento para a integragdo com a técnica dos polinémios

equivalentes e a ténica padrdo de Gauss para a malha mais refinada segue na Figura 39.

Erro Norma L2

1.2093e-7
I 1.0994e-7

rro Norma L2

1.2523e-7
I 1.1385e-7

1.0246e-7 9.8943e-8
'9.1077e-8 + 8.7949-8
-7.96926-8 - 7.6956e-8
16.83086-8 " - 6.5962e-8
'5.6923e-8 | 5.4969e-8
14.5539¢-8 1 4.3975¢-8
3.4155¢-8 3.2982¢-8
2.2770e-8 2.1988e-8
I1 .1386e-8 I 1.0995e-8

12193e-12 (b) WM 1.1775e-12

Figura 39 — Erros para a norma L2 do deslocamento para a malha de
41x41 elementos pelo método de integracdo (a) Gauss padréo; (b)
Polindmios equivalentes.

Da Figura 38 e Figura 39 pode-se observar que os maiores erros estdo nos elementos

enriquecidos e nos elementos de mistura, conforme o esperado.

5.2.3 Anélise da variacdo na localizacao da interface dentro do elemento

Para analisar a relagéo entre a localizagéo da interface no elemento enriquecido com os pontos
de integracdo, as normas de erro para energia e deslocamento, respectivamente, Eq. (63) e Eq.

(65), foram calculadas com para a interface variando de b=0 a b=0.2 em 1000 passos para
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a malha com 05x05 elementos. A Figura 40, ilustra as variacdes da interface dentro do

elemento.

variagdo da interface

+ 4+

pontos de integracdo

|~

Figura 40 — Variacdo na localizacdo da interface dentro do elemento
enriquecido da malha de 05x05 elementos.

Na Figura 41 é apresentado o grafico para a norma do erro em deslocamentos e na Figura 42

para a norma de energia.
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Figura 41 — Erro para a norma de deslocamento com a interface
variando de b=0 & b=0.2 em 1000 passos.

Comparando a norma de erro de deslocamento, os métodos de integracdo com subelemento

triangular e com os polindmios equivalentes foram os mais estaveis, pois, ndo ocorreram
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oscilacbes como ocorreu para 0 método padrdo de Gauss quando a interface estava sobre os

pontos de integracao.

A depender da localizacdo da interface houve uma variacdo do método com menor erro. Para a
interface localizada entre os pontos de integracdo, 0 menor erro ocorreu para 0s subelementos
triangulares, enquanto para a interface antes e depois dos pontos, 0s menores erros ocorreram

para 0 método de Gauss.

0.4

o
w

<
Bh
5
[5 \
o — Gauss padréo - 16 pontos ‘\
‘2 o2k |°- Subelemento triangular - 24 pontos v
. . . \
é -+ - Polinémios equivalentes - 16 pontos \
= - 1
2 : \
= ¥ E \
0.1 8 S 1
& &
=t =
B £
'o )
0 ! : .
0 0.05 0.1 0.15 0.2

b

Figura 42 — Erro para a norma de energia com a interface variando de
b=0a b=0.2 em 1000 passos.

Diferentemente do erro da norma de deslocamento, para o erro da norma de energia, 0 método
com os polinbmios equivalentes apresentou uma mudancga abrupta nos pontos de integragéo

semelhante ao que ocorre com 0 método de Gauss.

Dos graficos de erro para a norma de deslocamento e energia nota-se que quando a interface sai
da zona, entre os pontos de integracdo, o erro decresce rapidamente, seja de forma suave ou
abrupta. Esse comportamento tem dois pontos a serem discutidos. O primeiro, e que esta
relacionado principalmente ao método usual de integracdo de Gauss, € que ha uma perda de
“visibilidade” de parte da funcdo que representa a singularidade fraca ao integrar
numericamente. Quando a interface passa pelo Gltimo ponto de integracdo, o procedimento de
integracdo ndo considera as contribui¢bes de toda a fungéo. Isso também é refletido no caso da
integracdo usando polindbmios equivalentes, mas de forma nédo t&o abruta quanto no primeiro

caso. Ja para a integracdo usando subelementacdo esse problema ndo se manifesta pois sempre
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havera pontos de integracdo em ambos os lados da interface, por menor que seja a area. O
segundo efeito que leva ao decréscimo do erro parece estar relacionado a propria criacdo do
espaco de enriquecimento usando as chamadas fungdes rampa deslocada, veja a discussdo sobre
na subsecao 2.2 e abaixo com a Figura 43, uma vez que elas sdo construidas de modo a néo ter
contribuicdo quando a interface esta no n6 da malha. Isto faz com que quando a interface se
aproxime do no (aresta do elemento), a aproximac&o seja realizada, principalmente pelo espaco
de aproximacao de elementos finitos tradicional, essa tendéncia é apresentada pela Figura 44.
A discussdo segue abaixo onde sdo apresentados mais exemplos para auxiliar a elucidar tal

fendbmeno numérico.

A Figura 43 apresenta o campo de enriquecimento para a interface bimaterial mais proxima da
face do elemento em comparagéo a Figura 7. Infere-se que quanto mais a interface se aproxima
da face do elemento a tendéncia € do enriquecimento influenciar menos na solucdo do campo
de deslocamento, porque a quina presente no campo de enriquecimento, que é chamada de

descontinuidade fraca, vai suavizando.

Figura 43 — Campo de enriquecimento para uma interface bimaterial no
elemento quadrilatero bilinear com: (a) a fungdo rampa Nl(x)|go(x)|;

(b) a funcdo rampa deslocada Nl(X)(‘(D(X)‘ —‘(D(Xl)‘) .

Para melhor representar o campo de deslocamento quando a interface esta proxima da face do
elemento, a Figura 44 mostra o campo de deslocamento para 0 mesmo problema da Figura 23,
subsecdo 5.1.1, porém com a interface em x=38. Comparando as figuras, é possivel concluir
que a parcela de enriquecimento diminui a medida que a interface se movimenta para a aresta

do elemento.
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0.8
— FEM padrao
0.6 } |~ - enriquecimento
------ FEM padrio +enriquecimento

Figura 44 — Campo de deslocamento e as parcelas padrdo e enriquecida
do campo para o problema da barra sob tensdo com 3 elementos com a
interface em x=38.

As normas de erro foram calculadas anteriormente para 16 pontos de Gauss por serem
suficientes para integrar a forma fraca. Mas, para confirmar as hipéteses levantadas sobre a
variacdo da interface dentro do elemento, os graficos também foram plotados para o elemento

com a quadratura de 32x32, ou 1024, pontos de integracdo na Figura 45 e Figura 46.
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Figura 45 — Erro para a norma de deslocamento com a interface
variando de b=0 & b=0.2 em 100 passos.
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Figura 46 — Erro para a norma de energia com a interface variando de
b=0a b=0.2 em 100 passos.

Dos gréaficos, pode-se confirmar que o método dos polinbmios equivalentes captura bem a
interface mesmo préxima a face do elemento para o campo de deslocamento, mas 0 mesmo nédo
ocorre para a deformacéo que é descontinua. E no método de Gauss é realmente onde ocorrem

mais instabilidades quando a interface esta proxima aos pontos de integracao.

Ressalta-se ainda que as posicdes e quantidades dos pontos de integracdo apresentadas nas
Figuras 41, 42, 45 e 46 sdo validas apenas para 0 método de Gauss e dos polindmios
equivalentes. Para a integracdo com subelementos sempre foram utilizados 8 subelementos (4
em cada subdominio/regido do elemento) com 3 pontos de integracao por subelemento que sdo
gerados a cada passo de localizacdo da interface. Por isso, 0s pontos de integracdo estdo em
localizagGes diferentes e dificeis de prever a cada variacdo da interface, inclusive este fato é

uma desvantagem do método quando se pretende fazer anélises nos pontos de integracao.

5.3 Placa com inclusao circular

O problema de valor de contorno (PVC) bidimensional com interface bimaterial e com solucao
analitica apresentada por Fries (2008) foi solucionado pelas técnicas estudadas. Na Figura 47,

é identificada a placa de raio b, com mddulo de Young E, =10, coeficiente de Poisson

v, =0,25e incluséo circular de raio a, cujas constantes do material sdo E; =1 e v, =0,25.
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Figura 47 — PVC bimaterial, placa com incluséo circular de diferente
material.

As tensdes séo calculadas por:

Grr (r’ 9) = 2:ugrr + /1(8" + 899)’ (79)

09 (1, 0) =285, + (& + Ep), (80)
onde as constantes de Lamé, A e u, sdo substituidas para corresponder sua respectiva area do

problema.

Escrita em funcéo dos raios, a e b, também do parametro « , as deformagdes valem,

2 2
(1—%ja+%, 0<r<a
arO)=1 1 (81)
b b
1+— a7 a<r<b
p
2 2
(l—b—2]a+b—2, 0<r<a
a a
£, (r,0) = . ) (82)
(l—r—szC'F—z, a<r<b
E os deslocamentos:
2 2
{(1—%Ja+%}’, 0<r<a
u,(r,0) = (83)

2 2
Lr—b—jowb—z, a<r<b
r r
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u,(r,0)=0. (84)

Enquanto o parametro o escrito vale:

(Z'A+ILIA+ILIB)b2
(g + g )% +( Ay + 11, ) (07 —@%) + pgh?

o= (85)
No modelo numérico do problema adotou-se uma placa quadrada de dimensdo 2x2 para
representar a placa externa de raio b e um circulo com o raio a de 0.4. O ponto central da
placa quadrada estd nas coordenadas (0,0). Foram utilizadas cinco malhas contendo 08x08,
16x16, 32x32, 64x64 e 128x128 elementos quadrilateros de 4 nds, em uma malha estruturada,

configurando uma malha cartesiana.

Para as malhas analisadas o carregamento externo foi aplicado na fronteira da placa quadrada
de dimensdo 2x2 por meio da determinacdo do vetor tracdo de acordo com a solucdo analitica
para as tensdes apresentadas nas eg. (79) e (80). De posse do valor das tensdes calculadas na

extremidade (fronteira) da placa as tracdes sdo determinadas pela relacdo de Cauchy, isto é,

t=on, (86)

na qual n é o vetor unitario normal a secdo de corte que aponta para fora do dominio.

Ja em termos das condi¢cdes de contorno de deslocamento, o n6 central foi preso em x e y

enquanto os nés de coordenadas (-1,0) e (1,0) foram prescritos os deslocamentos em y (uy = O)

e 0s nos de coordenadas (0,-1) e (0,1) tiveram prescritos os deslocamentos em x (u, =0). Isto

foi feito para impedir qualquer movimento de corpo rigido do problema.

Devido ao grau dos polindmios equivalentes eram necessarios 16 (04x04) pontos de Gauss para
sua integracdo, a mesma quantidade de pontos foi utilizada para a integragdo com a quadratura
padrdo. No método que emprega subelementos foram dispostos 3 pontos em cada subelemento.
Para os elementos do tipo padrdo foram utilizados 9 pontos. As quantidades de pontos foram

escolhidas por serem as minimas necessarias.
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(a) (b)

(©) (d)

(e)

Figura 48 — Malha do PVC com inclusdo circular com subelementos
triangulares criados nos elementos enriquecidos por uma interface
através da triangulacdo de Delaunay (a)08x08; (b)16x16; (c)32x32;
(d)64x64; (e) 128x128.

Os valores da fungéo distancia absoluta, utilizados na funcéo de enriquecimento da interface,

sdo apresentados:
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LS

1.0142
0.89636
0.77852
0.66068

054284

-0.425
0.30716
0.18933
0.071487
-0.046353
-0.16418
-0.28203
-0.39987

Figura 49 — Curvas de nivel (Level Set).

5.3.1 Normas para medidas de erro da placa com incluséo circular

O erro para as normas de energia e deslocamento foram calculados, respectivamente, com a Eq.
(63) e a Eq. (65). Os graficos de erro para as normas de deslocamento e energia a depender do

tamanho do lado (LxL) do elemento da malha estdo, respectivamente, na Figura 50 e Figura 51.
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Figura 50 — Norma de erro para deslocamento e, .
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Figura 51 — Norma de erro para energia € .

Do célculo das normas de erro para o deslocamento e energia do PVC com incluséo circular

infere-se que os trés métodos de integracdo estudados apresentam resultados semelhantes.

Entretanto, cabe-se ressaltar que fica demonstrado por este grafico que a estratégia proposta por

Ventura (2005) produz as mesmas propriedades de convergéncia sem ter que recorrer a

subelementacdo ou ter preocupacgdes com possiveis erros quando da adogdo da estratégia de

integracdo de Gauss.

O erro na norma de energia para a integragdo padrdo de Gauss e a com 0s polinémios

equivalentes sdo comparados na Figura 52 para todas as malhas que foram construidas.

Método de Gauss Padrdo

Erro energia
0.025189
0.023092
0.020995
0.018897
- 0.0168
0.014703

| 0.012606
0.010508
- 0.008411
0.0063138
0.0042166

0.0021193

2.2071e-5

Método com polindmios equivalentes
Erro energia
- 0.024166
0.022154
0.020142
£10.01813
-0.016118
- 0.014106
-~ 0.012094
- 0.010082
- 0.0080702
0.0060582
0.0040462
0.0020342
2.2268e-5
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Método de Gauss Padrdo

Erro energia

(b)

Método de Gauss Padréo
Erro energia

Método de Gauss Padréo
Erro energia

(d)

Método de Gauss Padrdo

Erro energia

Método com polindmios equivalentes

Erro energia

- 0.0072664 - 0.0070126
0.0066609 l 0.0064283
0.0060554 £ 0.0058439

"~ 0.0054499 = 0.0052596

- 0.0048445 - 0.0046753

- 0.004239 - 0.0040909

- 0.0036335 - 0.0035066

- 0.003028 - 0.0029222

- 0.0024225 - 0.0023379
0.001817 £ 0.0017536
0.0012115 0.0011692
0.00060604 0.00058489
5.4992e-7 5.5416e-7

Método com polindmios equivalentes
Erro energia

0.0034882 . 0.0029464
0.0031975 0.0027009
0.0029068 0.0024553
" 0.0026162 " 0.0022098
- 0.0023255 - 0.0019643
- 0.0020348 - 0.0017187
- 0.0017441 - 0.0014732
0.0014534 0.0012277
0.0011628 0.00098215
0.00087207 0.00073662
0.00058139 0.00049109
0.00029071 0.00024556
2.6363e-8 2.6373e-8

Método com polindmios equivalentes
Erro Energia

- 0.00061422 - 0.00061648
0.00056304 0.00056511
0.00051185 0.00051373

" 0.00046067 " 0.00046236

- 0.00040948 -0.00041099
- 0.0003583 - 0.00035961
. 0.00030711 . 0.00030824
- 0.00025593 0.00025687
- 0.00020474 0.00020549
0.00015356 0.00015412
0.00010237 0.00010275
5.1186e-5 5.1375e-5
1.4898e-9 1.4898e-9

Método com polindmios equivalentes
Erro energia

2.1418e-4 . 1.9531e-4
1.9633e-4 I 179036-4
1.7848e-4 B 1.6276e-4
- 1.6064e-4 " 1.4648e-4
-1.4279%-4 -1.3021e-4
- 1.2494e-4 - 1.1393e-4
- 1.0709e-4 - 9.7655e-5
- 8.9242e-5 - 8.1379e-5
- 7.1393e-5 - 6.5103e-5
5.3545e-5 £ 4.8828e-5
3.5697e-5 3.2552e-5
1.7848e-5 1.6276e-5
8.8758e-11 8.8758e-11

Figura 52 — A esquerda estdo os erros para a norma de energia por
elemento com a integracdo de Gauss e a direita com os polinémios que
substituem a funcdo de enriquecimento para as malhas (a)08x08;
(b)16x16; (c)32x32; (d)64x64; (e) 128x128.
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Analisando a Figura 52 de (a) a (e) percebe-se que 0s maiores erros sempre se concentram na
regido da interface e conforme a malha é refinada, eles se restringem aos elementos
enriquecidos e de mistura. E possivel perceber que os valores maximos de erro acontecem quase

sempre para a integracdo de Gauss, embora 0s erros estejam na mesma ordem.

Também, sdo apresentados os erros para a norma L2 do deslocamento para a integragdo com os

polindmios equivalentes e a padréo de Gauss para todas as malhas analisadas.

Método de Gauss Padrao Método com polindmios equivalentes
Erro Norma L2 Erro Norma L2
. 5.2691e-5 . 5.5538e-5
4.8383e-5 5.0951e-5
4.4075e-5 4.6364e-5
" 3.9767e-5 L 4.1776e-5
- 3.5459e-5 - 3.7189%e-5
- 3.1151e-5 - 3.2602e-5
[ 2.6843e-5 [+ 2.8015e-5
-+ 2.2535e-5 | 2.3428e-5
. 1.8227e-5 | - 1.8841e-5
1.3919e-5 £ 1.4253e-5
9.6115e-6 9.6663e-6
5.3035e-6 5.0791e-6
9.9555e-7 4.9194e-7
Método de Gauss Padrédo Método com polindmios equivalentes
Erro Norma L2 Erro Norma L2
. 8.1007e-6 . 7.2423e-6
7.4267e-6 6.6404e-6
6.7528e-6 6.0384e-6
" 6.0788e-6 I 5.4365e-6
- 5.4049e-6 - 4.8345e-6
- 4.7309e-6 - 4.2326e-6
[ 4.057e-6 | 3.6306e-6
- . 3.383e-6 - 3.0287e-6
. 2.7091e-6 . 2.4267e-6
2.0351e-6 1.8248e-6
1.3611e-6 1.2229¢-6
6.8719e-7 6.2091e-7
(b) 1.3231e-8 1.8967e-8
Método de Gauss Padrdo Método com polindmios equivalentes
Erro Norma L2 Erro Norma L2
. 1.0648e-6 . 1.2136e-6
9.7607e-7 1.1125e-6
8.8734e-7 I 1.0113e-6
I 7.986e-7 . 9.102e-7
- 7.0987e-7 . 8.0907e-7
- 6.2114e-7 - 7.0794e-7
[ 5.3241e-7 . 6.068e-7
" 4.4367e-7 " 5.0567e-7
- 3.5494e-7 - 4.0454e-7
2.6621e-7 3.0341e-7
1.7747e-7 2.0227e-7
8.8742e-8 1.0114e-7
9.7613e-12 8.5687e-12
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Método de Gauss Padrédo Método com polindmios equivalentes
Erro Norma L2 Erro Norma L2

7.8682e-8 8.2463e-8
7.2125e-8 7.5591e-8
6.5568e-8 6.8719e-8
& 59012e-8 T 6.1847e-8
- 5.2455¢-8 - 5.4975¢-8
- 4,5898¢-8 -4.8103e-8
[ 3.9341e-8 [ 4.1232e-8

- 3.2784e-8 - 3.436e-8
L 26227e-8 [ 2.7488e-8
£ 19671e-8 £ 2.0616e-8
I 1.3114e-8 I 1.3744e-8

6.5569¢-9 6.872e-9
9.7076e-14 1.103e-13

(d)

Erro Norma L2 Erro Norma L2

- 7.6834e-9 . 7.1866e-9

I 7.0431e-9 I 6.5877e-9

6.4028e-9 5.9888e-9

- 5.7625e-9 . 5.3900e-9

-5.1223e-9 -4.7911e-9

- 4.4820e-9 -4.1922e-9

|+ 3.8417e-9 | 3.5933e-9

- 3.2014e-9 - 2.9944e-9

- 2.5611e-9 - 2.3955e-9

1.9209e-9 1.7967e-9

1.2806e-9 1.1978e-9
6.4029e-10 5.9889e-10
2.2543e-15 2.1920e-15

Figura 53 — A esquerda est&o os erros para a norma L2 do deslocamento
por elemento com a integracdo de Gauss e a direita com os polindmios
que substituem a funcdo de enriquecimento para as malhas (a)08x08;
(b)16x16; (c)32x32; (d)64x64; (e) 128x128.

Da Figura 53, nota-se que para as malhas com menor refino, (a) e (b), os maiores erros se
concentram no contorno do modelo. Isto € resultado da prescricdo das condigdes de contorno
essenciais do problema para evitar movimentos de corpo rigido. Porém, a medida que a malha
é refinada os maiores erros convergem para proximo da interface circular, como era esperado.
Aqui ndo ha um comportamento bem claro que distinga uma tendéncia de melhor desempenho

entre as estratégias adotadas frente ao calculo do erro.

5.3.2 Deslocamento, tensdo e deformacéo da placa com incluséo circular

O campo de deslocamento calculado para a malha de maior refino, 128x128 elementos,
apresentou 0 mesmo resultado para as trés técnicas de integracao analisadas, segue na Figura
54,
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ux uy

-0.9624 0.9624
0.7874 0.7874
0.6124 0.6124
0.4375 0.4375

0.2625 0.2625
0.08749 0.08749
-0.08749 -0.08749
-0.2625 -0.2625
-0.4375 -0.4375
-0.6124 -0.6124
-0.7874 -0.7874
096230 (D) -0.96239

[ul
- 1.3610

1.2373
1.1136
0.9898

-0.8661
0.7424
0.6186
0.4949
0.3712
0.2475
0.1237
0

(©)

Figura 54 — Campo de deslocamento para a malha de 128x128
elementos (a) deslocamento horizontal, u,; (b) deslocamento vertical,

u, ; (¢) médulo do deslocamento, |u].

Partindo do cento da inclusdo material o campo de deslocamento cresce gradualmente a medida
que se aproxima da fronteira do modelo da placa, onde a tracdo € aplicada. Assim, os resultados

estdo dentro do esperado e se assemelham com a solugéo analitica.

O campo de deformacdo para a malha de 128x128 elementos segue na Figura 55 e Figura 56,
respectivamente, para a integragdo padrao de Gauss e para os polindbmios equivalentes.

Exx Eyy
2.3350 2.3350
2.1353 2.1353
1.9355 1.9355
1.7358 1.7358
15361 - 1.5361
1.3363 . 1.3363
1.1366 1.1366
0.9369 0.9369
0.7371 0.7371
0.5374 0.5374
0.3376 0.3376
0.1379 0.1379

006182 (b) -0.06182
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Exy
1.1183

0.9319
0.7455
0.5582
.0.3728
0.1864
-2.6077e-7
-0.1864
-0.3728
-0.5592
-0.7455
-0.9319
-1.1183

Figura 55 — Campo de deformacéo para a malha de 128x128 elementos,
com o método de integracdo pela quadratura padrdo de Gauss (a) ¢,,;

(b) &, (c) &, -

Exx Eyy
2.3008 2.3098
2.1143 2.1143
1.9188 1.9188
1.7232 1.7232

.1.5277 " 15277
1.3322 1.3322
1.1367 1.1367
0.9411 0.9411
0.7456 0.7456
0.5501 0.5501
0.3546 0.3546
0.1590 0.1590

-0.03648 (D) -0.03648

Exy
1.1216
0.9347
0.7477
0.5608
103739
0.1869
6.70556-8
-0.1869
-0.3739
-0.5608
-0.7477
-0.9347
() -1.12186

Figura 56 — Campo de deformacgéo para a malha de 128x128 elementos,
para 0 método de integragdo com os polindmios equivalente (a) ¢,,; (b)

&y (C) &,

Com o resultado grafico infere-se que as maiores deformacdes, ¢,, € ¢, , ocorrem na interface

entre 0s materiais e as menores deformacdes na inclusdo circular. O cisalhamento, ¢, , também

Xy !
€ maior na interface. Visualmente, os resultados para os métodos de integracdo séo bastante

semelhantes.
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O mapa de calor que representa o campo de tenséo calculado para a malha de maior refino segue

na Figura 57, para a integracdo com a quadratura padréo de Gauss.

Oxx Oyy
3.6591 3.6591
3.3963 3.3963
3.1335 3.1335
28707 28707

12,6079 2.6079
2.3451 2.3451
2.0823 2.0823
1.8194 18194
15566 15566
1.2938 1.2938
1.0310 1.0310
0.7682 0.7682
0.5054 (b) 0.5054

Oxy
0.8215

0.6846
0.5477
0.4108

.0.2738
0.1369
1.4901e-7
-0.13869
-0.2738
-0.4108
-0.5477
-0.6846
-0.8215

Figura 57 — Campo de tensdo para a malha de 128x128 elementos, com
0 método de integragdo pela quadratura padrdo de Gauss (a) o, ; (b)

o, (€) o,

O campo de tensdo calculado para a malha de maior refino para a integragdo com a técnica dos

polindmios equivalentes segue na Figura 58.

Oxx Oyy
3.6963 3.6963
3.4000 3.4000
3.1097 3.1007
2.8194 2.8194
2.5291 2.5291
2.2387 2.2387
1.9484 1.9484
1.6581 1.6581
1.3678 1.3678
1.0775 1.0775
0.7872 0.7872
0.4969 (b) 0.4969
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Oxy

0.8522
0.6972
0.5423

0.3874
0.2324
0.07747
-0.07747
-0.2324
-0.3874
-0.5423
-0.6972
-0.8522

(©
Figura 58 — Campo de tenséo para a malha de 128x128 elementos, para
0 método de integracdo com os polindmios equivalentes (a) o,,; (b)

Oy (C) Oy

As maiores tensdes, em modulo, ocorreram proximo a interface. Comparando o comportamento
da tensdo para os métodos de integracdo, eles sdo bem semelhantes, como ja havia sido

observado através do erro para a norma de energia.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho € investigada uma técnica de regularizacdo das funcdes que representam as
interfaces fracas dentro do contexto do XFEM, a qual permite que a integracdo numérica possa
ser realizada pelo método tradicional de Gauss. Esta técnica é comparada com outras duas
técnicas que sdo consideradas as usuais para a integracdo da forma fraca no XFEM, que sdo o
uso direto da integracdo de Gauss em integrandos descontinuos e a técnica de integracao usando

subelementacao.

Para problemas com descontinuidade fraca, descontinuidades bimaterial neste trabalho, as trés
técnicas foram comparadas mediante analises de convergéncia em termos de normas para
valores de elementos da matriz de rigidez, normas no espaco de funcao L e de energia. Com 0
primeiro problema, que é um problema simples sem solucdo analitica, foi demonstrado que
oscilagdes podem ocorrer quando € utilizada a integracdo de Gauss de forma direta. O segundo
problema evidenciou essas oscilagbes com a variacdo das medidas de erro para a interface
caminhando dentro do elemento. A andlise do problema de uma incluséo circular em um meio
infinito de material distinto, com formulacdo em termos de um problema de valor de contorno,
mostra que o procedimento de regularizacdo estudado apresenta as mesmas taxas de
convergéncia do que os procedimentos usuais sem, entretanto, ter que considerar os problemas
de oscilagdes da aplicacdo da quadratura de Gauss de forma direta ou da necessidade de criar

uma estratégia de subelementacéo para integrar o problema.

6.1 SugestOes para trabalhos futuros

Nesse topico séo sugeridas continuidades para este trabalho.

a) Implementar no programa que esta em desenvolvimento pelo grupo de pesquisa a modelagem

de interfaces moveis;
b) Expandir as técnicas de integragdo para problemas com descontinuidade forte;

c) Estudar outros tipos de regularizacdo dentro do contexto de XFEM;
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d) Considerar o problema de plasticidade em interfaces bimaterias;

e) Construir polinémios equivalentes para elementos de mais alta ordem.
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APENDICE A

O elemento quadrilatero padréo adotado neste trabalho segue na Figura 59.

7

A

Figura 59 — Elemento quadrilatero bilinear (Q4).

As funcbes de forma para o elemento quadrilatero padrdo, que possui quatro nos i=[1...,4],

podem ser determinadas como:
1
N; ZZ(1+§i§)(1+T7i77) (87)

As coordenadas do elemento definidas em funcdo das fung6es de forma e das coordenadas dos

nos:

X=N;X +N,X, + N;X; + N,X,

(88)
y= N1y1 + Nzyz + Nsys + N4y4
A matriz Jacobiana:
0.Xx 0.y
=5 J (89)
d (ﬁﬂx 2,y

A &rea do elemento:

. J,y -0y 0 0
A=——— 0 0 -0 X 0.X
det[J,, ] X (90)

-0, X 0,x 0,y -0y

A matriz gradiente com as derivadas da funcéo de forma:
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&N, 0 9N, 0 9N, 0 a.N, 0
6N, 0 8N, 0O 9N, O 9N, O

G, = (91)
‘d 0 oN O Oo,N, 0 JI,.N; 0 0N,
o oN O oN, O oJN, 0 0N,
A matriz gradiente com a transformagao:
Bstd = A'Gstd (92)

A matriz constitutiva do material para o Estado Plano de Deformacdo (EPD) dependente do

modulo de Young do material E e do coeficiente de Poisson v :

1 —1VV 0
E*(1-v) Vv
E = 1 0 93
P (1+v)*(1-2%v)| 1-v (93)
1-2*v
0 0 _—
2*(1—v)

Por fim, a matriz de rigidez para o elemento do FEM padrao:

Ky = Det[dgq ]BTEEPDB (94)
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