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Resumo

Existem diferentes abordagens para caracterizar caos em sistemas quanticos. Quando
estes sao quantizacoes de sistemas dindmicos classicos, tenta-se descobrir que fatores da
versao quantica implicam que o limite classico seja cadtico. A exemplo, utilizam-se mapas no
toro (ex. baker’s map ou mapa do padeiro) para discutir a divergéncia as varias abordagens,
mas mostrando que no ambito da abordagem da Decoeréncia Auto-induzida, uma resposta

concreta a pergunta pode ser dada.



Abstract

There are several approaches to characterize chaos in quantum systems. When these
quantizations are applied to classical dynamical systems, the question is which factors of
the quantum version imply a classical chaotic limit. As an example, the baker’s map is
a paradigmatic model to discuss divergences among approaches, although the Self-induced

Decoherence method can give a concrete answer to the question.



0.1 Introducao

O termo “caos quantico” refere-se a uma série de diferentes abordagens para estudar siste-
mas quanticos que sao quantizagoes de sistemas dinamicos. Nao se trata de uma defini¢ao
matematica precisa e, quando o sistema dindmico em questao ¢ um mapa (define-se mais
precisamente abaixo), ha uma grande arbitrariedade até mesmo para estabelecer sua quan-
tizagao [1]. A quantizagao de sistemas classicamente caoticos foi uma questao ja colocada
por Einstein nos primordios da Fisica Quantica, quando as regras de quantizagao semiclas-
sicas explicavam a quantizacao de sistemas periodicos, que eram integraveis [2]. A quest@o
permaneceu esquecida por décadas até o advento de uma teoria semiclassica desenvolvida
por Gutzwiller [3].

Para clarificar o escopo desse trabalho, apresentam-se algumas defini¢oes:

1. dado um conjunto X (um espago de estados do sistema) e uma fungdo 7' : X — X que
representa sua evolugao temporal, chama-se de sistema dinamico o par (X, (T").ea) [4]-
Um sistema dinamico é discreto, um mapa, quando sua evolucao é dada por iteragoes
da fungao T, de forma que a evolugao de um estado inicial x ¢ dada por {T7(z)|j € IN}
(A = N). O sistema ¢ dito continuo, quando a mesma é parametrizada por nimeros
reais, ou seja, a evolugao é {T%(z)|t € R} (A = R). Geralmente o sistema dinamico é
acompanhado de uma estrutura adicional, como uma topologia no conjunto X, aqui

tais estruturas serao medidas p como a medida de Liouville do espaco de fase.

2. um sistema dindmico hamiltoniano é o par (X, ®%), onde X é o espago de fases
da Mecanica Classica, ou seja todos os pontos na forma (q,p) e ®%, ¢ uma familia
parametrizada no espaco dos reais que da a evolucao temporal do sistema a partir das

equagoes de Hamilton com hamiltoniano H: (z(t), p(t)) = @4, (x(0), p(0)) [5].

A quantizacao dos sistemas da definicao 2. é importante porque é base para discutir a
evolugao temporal dos mapas quanticos. Se H(z,p) é um hamiltoniano do sistema cléssico,

chama-se de quantizacao o sistema quantico definido pelo operador auto-adjunto atuando

em L*(R) Hy = H(&p, pr), com Zpt)(x,t) = xb(z,t) e ppp(x,t) = —ihVi(z,t). A evolugao



temporal desse sistema é dada pela equacao de Schrodinger:

oY(x,t)

H}ﬂ,ﬁ(l’,t) =1h ot

e resolvendo-a temos o operador evolugao temporal U} = e~ Esse operador é unitario e,
por analogia, para mapas quanticos buscam-se evolugoes com a mesma propriedade.

Além da evolugao temporal, outra ideia que surge por analogia para os mapas quanticos
¢ a do limite classico. No caso da quantizacao de sistemas hamiltonianos, considera-se a
constante de Planck como um parametro que mede o quao macroscopico ¢é o sistema [6]. Por
exemplo, consideremos o operador hamiltoniano de uma particula livre de massa m dado
por
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Se 1 é autofuncao de Hy, com energia FE, é autofuncao do operador Laplaciano com au-
tovalor (—FE/2mh?), entao estudar as autofungoes com altos autovalores do Laplaciano é
equivalente a estudar autofungoes com h — 0. O limite classico é entao definido pela forma
das autofungoes quando A — 0.

Mais formalmente, o limite cléassico é dado em termos de estimativas de Ergorov ([5]):
seja f um observavel no espago de fase classico (fungao infinitamente diferenciavel), tem-se
f(t) = fodh e fu(t) = U UL, considerando fy(t) a quantizacio de f(t) o limite cléssico

¢ bem definido e conecta essas duas evolugoes:
VEER fi(t) = fult) + O(e"MIn) (1)

onde I' é um parametro que depende do sistema. Ou seja, no limite, a quantizagao do
observavel f(t) é aproximadamente a quantizagao do observéavel f evoluido para o tempo ¢

(quantizacao e evolu¢do comutam).



Por que o toro?

Os mapas que serao analisados aqui sao definidos no quadrado unitario X = {(z,y)|0 <
x,y < 1}, como o mapa do padeiro e os automorfismos lineares. Para considerar isso um
toro, basta identificar (por classe de equivaléncia), o lado superior com o inferior e o lado

L R 4ot : «“ ”
esquerdo com o direito. Isso tem duas vantagens: nao é necessario considerar as “paredes”,
o que da condigoes adicionais de continuidade, além de permitir a analise de sistemas pe-

riodicos em que 1) é periddica tanto em posi¢ao quanto em momento.

0.1.1 Quantizacao de mapas

Embora nao exista um procedimento tinico para a quantizagao de mapas, alguns fatores sao

comuns:

1

1. a constante de Planck ¢ tratada como um parametro de dimensao do sistema, h = 5,

com N < oo sendo a dimensao do espago de Hilbert.

2. a evolugao temporal é dada por iteragoes de uma transformacao unitaria Uy atuando

em vetores de Hy (espago de Hilbert de dimensao N).

Uma quantizacao, de forma geral, é atribuir uma familia de espacgos de Hilbert e transfor-

magoes unitarias que sejam similares aos iterados classicos do mapa [1].

0.1.2 O mapa do padeiro

O mapa do padeiro (baker’s map), assim chamado por lembrar o processo de se esticar,
cortar e sobrepor um pedago de massa como ilustrado na figura (1), é definido no quadrado
unitario por:

q =2q—|2q] (2)

Y =3+ 120)) 3



onde |z] é a parte inteira de z. Esse mapa estica por um fator de 2 a coordenada de
posicao ¢ e achata por um fator de % a coordenada de momento, diminuindo e adicionando
as partes inteiras para manter no quadrado unitario. Esse é um 6timo exemplo de caos, pois
manifesta varias propriedades quantitativas associadas ao fendmeno: ergodicidade, mixing,
expoente de Lyapunov positivo, entropia de Komolgorov-Sinai positiva |7], cujas definigoes
sao dadas na subsecao 0.1.4.

Ao separar o quadrado em esquerda/direita (L/R) e cima/baixo (T/B), como ilustrado
na figura (1), a acdo de um iterado leva L em B e R em T. Esse comportamento é a base

da versao quantica que sera estudada.
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Figura 1: O mapa do padeiro cléassico: a) L—B; b) R—T; ¢) a agdo completa do mapa, [§]

Mostra-se agora uma quantizacao desse mapa, que nao tem significado fisico em termos
de um Hamiltoniano, porém é matematicamente simples, além de possuir aplicagoes em
circuitos quanticos que foram realizadas numericamente em um computador quantico [9].

Esse procedimento de quantizagao foi feito pela primeira vez em 1987 por Balasz e Voros
[8]. Consideremos o quadrado unitario. Pelo Principio da Incerteza, ele é dividido em
N células de area AgAp = 2rh, assim h = 1/(2rN) e a constante de Planck é tratada

como um parametro de dimensionalidade. Consideremos N autoestados normalizados de



posigao |n), e N autoestados de momento (m| com n € {0,...,N — 1}, com condigoes de
periodicidade |n + N) = |n) e (m + N| = (m/|, que sdo analogas a construc¢ao de um toro.
Esses autoestados estao relacionados por uma transformada de Fourier discreta e se tem

que (m|n) = exp (2winm/N). Definimos a matriz de Fourier em N dimensoes por:

(Fihun =~ exp (—%j?m). ()

Assim, se ¢ é um estado na representacao de posi¢ao com componentes 1, nessa base, seus
coeficientes na base de momento sao dados por @Em = (FNY)m.

Para a quantizac¢do imita-se o procedimento da figura (1). Seja H o espago de Hilbert
de dimensao N, £ e R subespacos ortogonais que decompdem H, com vetores 1, %
respectivamente. Requer-se que esses vetores sejam de tal forma que, na representagao de
posi¢io, L = 0 para n > % e YE =0 paran < % Isso simula os lados esquerdo e direito
do quadrado unitario. Nota-se que para manter a simetria entre os lados, N deve ser par.

Cria-se também outra decomposicao de H, formada pelos subespacos T e B, com vetores
T, pP respectivamente. Requer-se que, na representacao de momento, (ZSZI =0 param < %
e qgfl = (0 para m > % Simulando a parte de cima a de baixo do quadrado unitario.

Agora, as propriedades que definem a transformacao sao tais que a parte que estica por

um fator 2 (L — B) é dada, nos componentes pares, por

N

1

V2

B
ngn =

e zero caso contrario (n esta sendo levado em 2n, esticando). Para os componentes impares
de ¢P, usa-se a representacao de posicao,
L -p

~ N
L

%mzﬁm, m§§—1 (6)

zero caso contrario. Isso simula a parte da compressao por 3, que é um esticamento quando

aplicado inversamente. A transformacao que leva R em T é definida analogamente, trocando-

se a direcao das desigualdades.

O que interessa na presente analise é representar isso na forma de matriz, portanto, a



equagao (6) é

N
2
om —ﬂN) IR YL, m< (7)
m=0
~ N
m=0, m> (8)

escrevendo-se explicitamente os componentes de Fourier e em forma matricial

g7 = [ ) e, ©)
0 0

onde Fy/; ¢ uma matriz de Fourier % X % como na definicao 4. Por analogia:

E N (10)
0 Fyny

Note que nessa defini¢ao, o préximo estado estd dado na representacao de momento,

entao o proximo iterado, na representacao de posigao é:

Fyio 0
0 FN/2

¢=(Fn)™" (11)

onde a transformagao (Fy)~! é usada para voltar a representacao de posigao. A transfor-

macao

Fynp 0
0 Fnp

B=(Fy)" (12)

é chamada quantum baker map e é, finalmente, a quantizacao que seré analisada na préxima

secao.

0.1.3 Formalismo matematico

Dado um observavel no espaco de fase cléssico, sua versao quantica no caso continuo é

estabelecida substituindo posicao e momento por seus respectivos operadores. No caso



discreto, existem diferentes formas de quantizar observaveis [10] , mas todas envolvem obter,
a partir de uma fungao f no espaco de fase (nesse caso o toro T?), um operador no espago

de Hilbert N dimensional. Uma forma bastante geral de fazer isso ¢ dada por [11]:

OPZI,/N(JC) = Z f(nlanz)Te,N(nl,ng). (13)

ni,n2€Z

O operador Ong/N( f) é chamado de transformada de Weyl de f, onde

~

f(ni,ng) = f(ﬂi,p)e*%i(mﬁm)dx dp
']T2

¢ a transformada de Fourier do observavel e T'(ny,ny) ¢ um operador de transla¢ao tanto
em posicao quanto em momento. A agao dos tdltimos na base canoénica {uj}?[:’ol de Hy €

dada por:

27Ti7l1712> {2#2’711 (] + 91>:| (27rin202)
— | eXP | | EXP | 7T | Uj—n,

Tp.n(n1,no)u; = exp (— N N N

O parametro 6§ = (6q,0) serve para escolher uma rede no toro em que se toma uma
amostra do observavel, podendo gerar diferentes quantizagoes. Para os correntes propositos,
assim como de pratica por alguns autores [10, 12, 13|, sera fixo e nulo.

Como se estd no toro, ha uma nocao de periodicidade tanto em posicao quanto em
momento, por isso as somas em Z sao periodicas e pode-se considerar Z/NZ, os inteiros
modulo N.

A ideia por tras dessa quantizacao é baseada no fato de que os operadores posicao e
momento geram translacoes em momento e posicao respectivamente. Assim, a transfor-
mada de Weyl decompdée o observéavel (usando os componentes de Fourier) e troca x, p por

operadores de translagao.

No caso discreto, como esses operadores estao relacionados com quantidades classicas do

sistema?



Através do formalismo de Weyl-Wigner-Moyal, dado um operador hermitiano A no es-

pago de Hilbert de 2(N + 1) dimensoes, define-se sua transformada de Wigner W:

2mipA

1 ~
Wiz, p) = PN /RN+1<q+A\A|q+A)e o dA. (14)

Essa ¢ uma fungao (mais geralmente uma distribui¢ao) no espago de fase e serda impor-
tante para definir como obter o sistema classico a partir da quantizacao. O simbolo de Weyl
do operador fl, WA» é dado por RNV ;. O dltimo esté conectado com a quantizagao de
Weyl da funcao classica obtida. Na verdade sao necessarias condi¢oes mais técnicas para
garantir um isomorfismo, ja que duas fungoes podem coincidir em uma amostra do espago
de fase e portanto ter a mesma quantizagao de Weyl, uma resolucao dessa nao unicidade é
dada por Ligab¢ [11].

Uma propriedade importante da transformada de Wigner é que:

tr(AB) = (W, W) (15)

onde (a,b) = [, a(q, p)b(g, p)dq dp.

Agora sera feita a conexao entre dinamica quantica e classica, através dos colchetes de
Moyal (MB, Moyal Brackets). Primeiro, define-se o produto * (chamado de produto estrela
ou produto de Moyal):

WixWg = f(z,p) (16)

tal que
Opg‘,/zv(f) = AB

Ou seja, o produto estrela de observaveis f, g é o observavel cuja quantizacao é o produto

das quantizacoes de f e g. Assim, sao definidos os colchetes de Moyal "MB":

~ ~ 1
Wi, Watus = T

h(WA*WB _WB*WA) (17)



ou seja,

L 1 .
Wi, Wehvs = =W g

Finalmente, sejam { , }pp os colchetes de Poisson de duas fung¢oes no espacgo de fase,

lembrando que os W sao definidos nesse espaco, tem-se a seguinte cota:

N—+1
{f:g}MB = {f?g}PB_'_O (hS )7

onde S ¢ a agao cléssica.
No limite N — o0, os colchetes de Moyal sao os colchetes de Poisson e recuperamos a evo-

lugao classica dos observaveis.

0.1.4 Limite classico para mapas

O Principio da Correspondéncia estabelece que o comportamento cléssico de um sistema
quéantico deve ser obtido no limite do sistema quéantico correspondente [6]. Isso deve, em
principio, incluir comportamento caoético. Caracteristicas comuns, mas nao necessarias,

desse ltimo sao

1. Sensibilidade a condigoes iniciais: a evolucao de dois estados proximos pode divergir

muito e de forma imprevisivel.

2. Expoentes de Lyapunov positivos, quando A = lim,_ + log((T™)'(z)) é positivo a
separacao entre os iterados de dois estados iniciais distintos cresce expoencialmente
no limite n — oo (a definigdo dada é para mapas unidimensionais, para dinamicas
em dimensoes maiores decompoe-se o espaco e em cada subespago pode haver um

expoente de Lyapunov).

3. Ergodicidade: dados conjuntos de medida positiva A, B do espago de fase, temos

ergodicidade se limnﬁooizzzol w(T(A) N B) = u(A)u(B). Seja C(A,B) = u(AnN



B) — u(A)u(B) a correlag@o entre os conjuntos A e B, a defini¢ao de ergodicidade é
equivalente & lim,, o Z::Ol C(T'A,B) = 0.

4. Mizing: mesmas hipéteses do item anterior mas lim,, ,.u(T*(A) N B) = p(A)u(B),

na linguagem de correlagoes fica lim,,_,., C(T"A, B) = 0.

5. Entropia de Komolgorov-Sinai positiva: chama-se P de particao do espaco de estados
M uma familia enumeravel de conjuntos disjuntos cuja uniao é M. A soma de duas
partigdes P V Q s@o os conjuntos PN Q com P € P,Q € Q [14]; a entropia de uma
particdo P & H(P) Y . —u(F;)log(u(F;)), e a entropia de Komolgorov-Sinai do sistema
por b, (T) = supp lim, o = H(PVT(P)V...vVT" *(P)), se essa quantidade for positiva,
sempre se ganha informagao em saber em qual das celas de PVT(P)V...VT"(P) um
iterado estara dado que se conhece em qual das celas de PV T(P)V ...V T" (P) ele

estd. Isso d4 uma nogdo de imprevisibilidade [6].

As ideias da Mecanica Quantica colocam alguns entraves para se falar de caos quéantico

e seu limite, pois:

1. A evolugao temporal é unitéaria entao || U1 (0) — Uleha(0) ||=[| U (1(0) —12(0)) ||=]]
11(0)—15(0) ||, ou seja, a distancia entre duas fungoes de onda nao apresenta separacao

de trajetorias como um sistema caotico classico.

2. Até mesmo o conceito de trajetoria na Mecanica Quantica nao é bem definido para

um sistema devido ao Principio da Incerteza.

3. Caos cléssico geralmente esta associado a sistemas nao-lineares e a evolugao de estados

quéanticos segue a Equagao de Schrédinger, que é linear [10].

Tomando-se uma quantizacao cujo limite existe quando A — 0 e sabendo que o sistema
classico é nao-integravel [15], procura-se identificar quais fatores nessa quantizagao implicam
que o limite classico seja cadtico. Enquanto que para fluxos hamiltonianos o conceito é
direto, para mapas existem diferentes interpretagoes do que significa tal limite. Uma delas
é, dentro de uma abordagem dindmica, tomar estimativas de Ergorov para os mapas [5].

Aqui, faz-se como na equagao (1), porém substituindo a quantizacdo de f por Ong’/N( f)
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e a evolucao unitaria é dada por uma quantizacao do mapa. A outra abordagem é mais
estatistica e consiste em recuperar o sistema através da desquantizacao da base do espaco
de Hilbert dos operadores e matrizes de densidade, obtendo-se constantes de movimento
locais que permitem que trajetorias cléssicas possam ser estimadas.

Na proxima secao mostraremos duas abordagens, a saber: abordagem dinamica para
automorfismos lineares no toro [12, 16] e abordagem da decoeréncia auto-induzida [10]
(chamada assim porque o sistema considerado entra em decoeréncia pela interagao con-
sigo mesmo, nao com um ambiente). Vamos mostrar que ha uma vantagem da segunda
abordagem, extendendo-se o calculo usando-se o mapa padrao ou mapa de Chirikov ! para
o mapa do padeiro [10]. O mapa padrao é obtido da hamiltoniana de um rotor periodica-
mente quicado e manifesta uma dinamica classica que vai de integravel a totalmente cadtica,

dependendo da intensidade do quique.

0.2 Desenvolvimento

0.2.1 Abordagem dindmica para automorfismos lineares no toro e

mapa do padeiro

Uma das caracteristicas dessa abordagem ¢ a existéncia de um tempo caracteristico, o tempo
de Ehrenfest, em que a dindmica quantica é proxima da dinamica cléssica. Resultados
experimentais mostram que esse tempo cresce com |logh| [5, 8, 16]. Poder-se-ia pensar
entao que analisando a dindmica quéntica para h cada vez menor, poderia-se concluir se
o mapa classico é cadtico ou nao. Isso nao é o caso, pois no que se segue ¢ mostrado que
algumas caracteristicas de caos classico ja sao assumidas para se estudar os mapas quanticos
acima.

Aqui os estados possuem uma representa¢ao mista no sentido de as fungoes serem re-
presentadas em posicao e momento ao mesmo tempo. Para dar um exemplo e introduzir o

tipo de estado que sera analisado, dados y € R, z € C chama-se estado coerente centrado

1 Chirikov B.V., "Research concerning the theory of nonlinear resonance and stochasticity", Preprint N
267, Institute of Nuclear Physics, Novosibirsk (1969), (Engl. Trans., CERN Trans. 71-40 (1971))
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em zero a fungao
1
Imz\* &, »
Mo,=(y) = <E> e (18)

Para se obter um estado coerente centrado em ¢, p arbitrarios, aplica-se o operador de

translagao D(q, p):
Maw),=(Y) = D(@, P)no,:(y)- (19)

O estado (19) pode ser entendido como uma gaussiana centrada em (g, p) com incertezas
Aq e Ap nas diregoes de posicao e momento respectivamente.

O grupo SLy(Z) das matrizes de coeficientes inteiros e determinante 1 é um automor-
fismo linear do toro quando se toma a parte fracionaria dos vetores (mod 1, identificando
todos os quadrados unitarios do plano com o quadrado unitario que forma o toro). A forma
explicita da quantizagdo M desse grupo nao é necesséaria para a posterior andlise [17], so-
mente o fato de que tal quantizacao reproduz o esticamento em uma direcao por um fator

v (o expoente de Lyapunov classico) e achatamento em outra diregdo por um fator %

O resultado quantitativo obtido em [16] é que, dados A € SLy(Z) um observavel f,e > 0

e um ponto xg, com M (A) sendo a quantizacao de A:
limy e ety (OF "M [t N(ao) = f(A'20))) = 0 (20)

onde

OF"™Mit, N(an) = [ | F@llo. 1Moo 2) 5 1)

chama-se quantizac¢ao anti-Wick de A [5], representando a média do operador M no tempo

t no espaco de Hilbert de dimensao N. A ideia da prova é a seguinte: dado ¢ > 0, para

tempos t < %, ou seja, t < (3 — ¢)

@, considera-se um estado coerente em = = (q,p)

1

com largura z. Pelo Principio da Incerteza 22 ~ AqAp ~ h = 27h = entdo z A +i73-

1
N
Como é uma quantizagao de um dos automorfismos lineares no toro, em uma certa dire¢ao

havera um esticamento por um fator v a cada iterado, portanto o tamanho linear méximo

12



do estado considerado apos t iteradas é:
26 < N7ela 9N = N3 N2 —¢ = N 7€, (22)

Isso significa que no limite N — oo, a largura do estado tende a zero e portanto na integral
(21) s6 se tem a contribui¢ao do termo M (A) (xo), que é f(A*(xg)). Assim, para tempos
curtos nesse sentido, tem-se que a dindmica quantica (média de um operador no tempo)
converge para a dinamica classica (valor do observével no iterado classico A*(zy)).

Para o mapa do padeiro e a quantizacao apresentada anteriormente, a analise da dina-
mica foi feita em [12] e consiste em demonstrar que a variancia quantica vai a zero no limite
N — oo. A variancia quantica Sa(f, N) mede o quao equidistribuidos estao os autoestados

do mapa quantico

1=

> 1wl Opi (D)~ [ e p)dadof (23)

Sg(f, N) = N
N-1

O primeiro termo dentro do somatoério é a média do operador Ong/N( f) (quantizacao de Weyl
do observavel classico f) no autoestado ¢y ;, 0 segundo é simplesmente a média espacial de
f no espaco de fase classico. Se limy_,o S2(f, N) = 0 para todo f, entao se tem ergodicidade
no sentido em que a média do operador em N converge para a média espacial.

O argumento consiste em escrever a variancia quantica como
£ 1 n -n
Sa(a, N) < ZfT(n)Ntr (Opg’/N(a)B Ong/N(a)B ) (24)
z

onde fr é um pulso triangular de largura de —T a T, T' > 1; separar os observéveis classicos
em uma parte regular a, e uma parte "ruim"a,.g, a tltima sendo definida préxima as
descontinuidades do mapa classico e seus iterados, a = a, + ap.q. Escreve-se o trago (24)

CcOo1mao:

tr (Opy n(a)B"Opy n(a)B™") = tr (Opy x(a) B"Opy n(an) B~") +tr (Opy n(a) B"Opy n (avaa) B™")
(25)
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no termo com ay.q, a seguinte estimativa é dada, usando-se o Teorema de Calderén-Vaillancourt

C(a)
N2/5

[tr (Opg.n(a) B"Opy (aved) B™") | < (26)

onde C'(a) é uma constante que depende apenas da funcdo, portanto esse termo vai a zero
no limite N — oo.

A parte mais relevante do argumento para o corrente propoésito é que a estimativa do
primeiro termo do lado direito da eq. (25) ¢é feita substituindo uma conta com objetos

quanticos por uma com objetos cléssicos:

tr (Opy y(a)B"Opy'y(a,)B™") = /TQ a(z)(a, o B™")(x)dz + O <N1/5) : (27)
O termo com a integral [, a(z)(a, o B™")(x)dz = K ¢ a correlagdo entre a e ele mesmo
(autocorrelacao), que usando-se o fato de que o mapa cléassico é caotico, decai exponen-

cialmente. Dessa forma, todos esses termos vao a zero assim como a varidncia quantica,

portanto ha ergodicidade para o sistema quantico quando N — oco. ~

0.2.2 Abordagem da decoeréncia auto-induzida aplicada no mapa

do padeiro

Aqui os objetos principais da teoria sao os operadores no espago de Hilbert e nao vetores ou
autofungoes. Os estados sao representados por matrizes densidade p atuando no espago de
operadores. Serao definidos esses objetos e como eles serao usados para calcular médias de
observaveis e como obter, a partir do sistema quantico, o sistema classico. Identificaremos
também, para o mapa do padeiro, um fator que implica que o mesmo é cadtico no sentido
de ergodicidade e mixing.

Seja H o espago de Hilbert, O um observavel, ou seja, um operador auto-adjunto sa-
tisfazendo condigoes de regularidade dadas por [15]|, e p uma matriz densidade que sera
multiplicada por 0. O estado quantico no tempo t é dado por p(t).

A média do observavel O no estado p(t) ¢ tr(p(t)0) = (O>p(t). Chama-se p* de limite
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fraco do estado inicial p

Mmt%oo<OA>p(t) = <O>p* (28)

para todo observavel O. Essa quantidade é importante para essa abordagem, porque permite
definir correlagoes entre um observéivel e um estado, assim podendo estender o conceito de
ergodicidade e mizing para sistemas quanticos.

Dado um operador Hamiltoniano H no espago de Hilbert, a evolugao temporal do sistema

é dada pelo operador U(n) = e A evolugao dos estados é dada por:
p(n) = U(n)pU(n)". (29)

Um resultado importante aqui é que autovetores do Hamiltoniano sao autovetores da evo-

lugao temporal, com autovalores diferentes, seja |a) autovetor de H com autovalor E,:

Um)la) = e 5 |a) = Tja) — T 0y + (ZH—”> la) +...=e " ""|a). (30)

h h

Decompoe-se o estado inicial p na base de autovetores de H:

p=3"5" pusla)(d (31)

com pgp = (alp|b). Assim, a evolugao (29) fica:

pln) = D3 pae™ T a) (b, (32)

iE,

pois U(n)(b| = e =™ (b|. Os observaveis O também sdo decompostos nessa base:

0=3"3" Oula)t (3)

com Oy = (a|O|b).
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O produto p(n)O & entéo:

» (Z po‘)) a) () (34)

e tomando-se o traco para calcular a média tem-se:

Oy =D+ (35)

onde a parte diagonal é dada por

Y= PaaOua; (36)

pois os autovalores na exponencial cancelam quando a = b. A parte nao diagonal é dada

por:

Z = Z Z pabObaei i(Ea;Eb)n- (37)

ND a#b b#a
O termo ), depende apenas do estado inicial e do observavel, a dependéncia temporal

aparece apenas em » ., de fato, >, = (O),-. Assim:
(O)ptm) = (O + > _(m). (38)
ND

A ideia principal da Decoeréncia Auto-Induzida é garantir que o termo )y (n) tenda
a zero quando n — oo (aqui n é o n-ésimo iterado, N a dimensao do espago de Hilbert),
isso significa que a média do observavel no tempo converge para a média espacial, o que da
a ideia de ergodicidade. Baseando-se nisso, outros regimes de caos podem ser definidos.

Para fazer isso primeiro é necessario fazer uma conexao entre os estados e pseudo-
distribui¢oes de probabilidade.

Existem trés formas de definir correlagoes dentro da teoria [10]:

1. Correlagoes entre conjuntos mensuraveis: se A, B sdo conjuntos do espago de fase,

entdo C(A, B) = u(AN B) — u(A)u(B), onde p é uma medida de probabilidade.
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2. Correlagao entre fungbes densidade de probabilidade f, g: C(f,9) = (f,9)—{(f, Ir){g, Ir).

Onde It é a funcao identidade no conjunto I' do espaco de fases:

Ir(z)=1,sex el
(39)
Ir(z)=0,sex ¢l

A~

3. Correlacoes entre operadores A, B: C(A, B) = tr(AB) — N t1tr(A)tr(B).

Como as definigoes classicas de ergodicidade e mixing sao dadas em termos de con-
juntos ou densidades de probabilidade, é necessario estabelecer uma conexao entre esses
e os operadores no espaco de Hilbert. A linguagem dos conjuntos mensuraveis e das fun-
¢oes densidade de probabilidade estao conectadas considerando f = I4 e g = Ip, assim
(f, f) = [ 1algdqdp — [ IalIy2dqdp [ Iply2dqdp = (AN B) — p(A)u(B) = C(A, B). Agora
sejam A, B subconjuntos do espaco de fases, consideremos dois operadores fl, B tais que
W;

_, e Wy = —==1p. Calculando a correlacdo no sentido de operadores e usando a

propriedade da eq. (15):

C(A,B) = tr(AB) — BN tr(A)tr(B)
= (W, Wg) = ANPH W, Ipe) (Wi, Ip2)
= <[A, [B> — <[A, [T2><[B7 [T2> - <IAﬂBa If]p2> — <[A, I’E2><[B7 [T2>

- W(AN B) — p(A)u(B) = C(A, B).

(40)

Olhando para a definicao do limite fraco p*, nota-se que ele é um ponto fixo da evolugao

temporal (considerando a média de operadores sobre esse estado). Sua transformada de

Wigner, f*, é uma distribuigdo que pode ser entendida como distribui¢ao de equilibrio no
df*

sentido cléssico, pois satisfaz a equagao de Liouville - = % +{f*,H}pp = 0, dando

origem a medida
w () = [ Fadp= [ dy (41)
A A

Correlagoes entre conjuntos do espago de fases em relagao a essa medida serao denotadas

por C,.
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Pela equivaléncia entre correlagdes entre operadores/conjuntos, pode-se escrever:
Ci(p(n), 0) = (O)pm) — (O)pr, (42)

porque tr(0) = (0, I) = Jope Wedp*. Dessa forma, a eq.(38) fica Y~ v p(n) = Ci(p(n), 0) ese
pode entender a Decoeréncia Auto-Induzida como um decaimento de correlagoes. Define-se

entao os seguintes regimes para o sistema quantico:
1. Ergodicidade quantica: lim,, .o, 3 7—s C.(p(k),0) =0
2. Mizing quantico: lim,,_,., Ci(p(k), O) =0

de acordo com as definigoes classicas dadas na secao 0.1.4.

Para garantir entao que o limite classico nesse sentido é cadtico, deve-se mostrar que
o termo nao-diagonal, ou seja, a correlacao entre o estado e o observavel vai a zero. A
técnica para isso serda aproximar o somatoério como uma integral [13] e usar o Lema de

Riemann-Lebesgue:

~ ~ E,— Ey)n
lim Z(n) = lim W,(a,b)Ws(a,b) exp (—ZQ) da db =10 (43)
n—o00 n—o00 2 FL
ND T

Mostra-se agora que usando a quantizagao do mapa do padeiro definida anteriormente,
o limite classico é de fato cadtico. A conta feita aqui é baseada no procedimento utilizado
em [18| para o mapa padrao (nota de rodapé 1).

Seja p um estado representado por uma matriz densidade e |k) um auto-estado da evo-

lugao temporal unitéria B dada por:

Fyp 0
0 Fnp

(44)

onde N ¢ a dimensdo do espaco de Hilbert considerado. Tem-se Blk) = €% |k) e (k|BT =
e~ (k|. Dado um observavel O, mostra-se que seu valor médio no estado p converge, na

média, para sua média espacial, ou seja, o sistema é quantum ergodic. Primeiro se decompoe
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p na base de auto-estados:

P_Zpkk“f L+ o) (K (45)

kK k' £k
apos n iterados o estado é dado por
p(n) = B"pB™ = pa B k) (kIB™ + ) e B |k) (K| B, (46)
k kAR k' £k

portanto

= 2 PR 3 D o 0 (47)

kK K £k

A meédia do observavel nesse estado, para a n-ésima iterada fica:

ZPkkOkk|k KL+ oo O [k (K |9, (48)

kK k' #k
Calcula-se, entao, o limite da média sobre os iterados, o primeiro termo da equacao 48 é

independente do iterado portanto sua média é constante. Assim:

n—1 -1
=0 =0 k#k' k'#k

(49)
as somas em k sao finitas pois a dimensao do espaco ¢é fixa, portanto o segundo termo da

eq. (49) pode ser escrito como:

n—1
Z Z Pkt O | ) (K lim, s o — Z etlor=ai) (50)
k! ki2k 1=0

e o ultimo termo é uma progressao geométrica:

n—1 ; /
1 . , 11— e™en—9)
; - il(pr—9y,) — 1; - = =
hmn_mon ZE_O e ko= hmn_mn AR (51)
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O espectro é nao-degenerado [12], portanto o termo

1 — ein(on—0})

~

¢ limitado e o limite da equagao (51) vai a zero. Assim, na média, (O),m) = Y, PerOk|k) (k| =
(O> o+, onde p* & o limite fraco. Dessa forma, conclui-se que o sistema ¢é ergodico.

Agora argumenta-se que o sistema é mizring quantico, mas para isso é preciso provar que
a correlacao entre um observavel e um estado qualquer vai a zero no limite de n assintético,
ou seja:

im0 Y prr O [K) (K™%~ %) = 0 (52)
k' #£k

Para isso, toma-se a seguinte aproximagcao para a densidade espectral feita por [19]:

p(e)

€2'rr

Figura 2: Aproximagao da densidade de estados com energia €, espagamento médio %’T, N =
1024.Tracejado representa os autovalores calculados computacionalmente da matriz e a curva
representa a aproximagao. Figura da ref. [19].

Ozorio de Almeida de Saraceno obtiveram que a densidade de estados é bem aproximada
(utilizando a formula de Gutzwiller [3]) por fung¢oes com média de espagamento das energias

igual a %’T [19], portanto o espacamento médio pode ser tomado arbitrariamente pequeno,
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o que faz com que a aproximacao por integral do lema eq. (43) possa ser utilizada. Tendo

1SS0 em mente:

lim <O>p(n) = <O>p* (53)

n—oo

e o sistema é mixing.

0.3 Conclusao

Na abordagem dindmica vista na subsecao 0.2.1, o foco é no sistema quantico no limite
classico, o que faz com que os autores ja usem o fato do sistema ser a quantizacao de algo
cadtico, o que aparece no uso de expoente de Lyapunov e decaimento de correlagoes para
os automorfismos lineares do toro e para o mapa do padeiro, respectivamente. Portanto, da
forma que é utilizada, nao se pode usé-la para inferir o caos do sistema classico.

J& na abordagem da Decoeréncia Auto-Induzida, o caos no sistema classico pode ser
inferido analisando o termo nao-diagonal na eq.(38), que representa a correlagdo entre es-
tados e observaveis quanticos. A dindmica no toro pode ser extraida disso, a partir das
transformacoes de Wigner. E importante ressaltar que o que foi feito na subsecao 0.2.2 para
mostrar que o mapa do padeiro quantico ¢ mixing nao é uma prova, apenas um argumento,
baseado na aproximagcao da densidade espectral da figura (2). Porém, em [8|, resultados
experimentais sugerem que os autovalores da quantizacao se distribuem entre dois ensembles
gaussianos de matrizes aleatorias, sugerindo que uma prova possa ser feita usando Teoria
de Matrizes Aleatorias - Random Matriz Theory (RMT).

Nao ha, a prior:, motivos para que o problema nao possa ser resolvido na abordagem
dindmica. O que ocorre é que a motivagao dessa é estudar problemas relacionados a equi-
distribuigao (ou nao) das autofungoes no limite classico, como na eq. (23). Entretanto a

abordagem da decoeréncia parece oferecer vantagens, visto que:

1. o termo nao-diagonal depende do espectro, o que pode ser estudado do ponto de vista
da RMT e da Formula de Gutzwiller, que sao outras abordagens para o conceito de

caos quantico.

2. ela implica uma das caracteristicas da abordagem dinamica, o tempo de Ehrenfest.
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Em [10], prova-se assumindo entropia KS positiva, que ha um tempo caracteristico,

da ordem de |log fi|, em que dindmica classica e quantica sdo proximas.

Recomenda-se entdo para trabalhos futuros, encontrar cotas semelhantes as eqs. (22)
e (27), porém sem assumir fatores caodticos do sistema classico. Assim como provar que
a distribuicao espectral dessa quantizagao do mapa do padeiro tem espagamentos entre
vizinhos preditos pela Teoria das Matrizes Aleatorias (RMT), que para o mapa do padeiro é
dada pelas estatisticas de matrizes ortogonais gaussianas (Gaussian Orthogonal Ensemble,
GOE, (1987)), o que da certeza sobre o comportamento médio dos espacamentos, algo
necessario para usar o lema 43.

Embora se perca em termos de generalidade com a hipdtese de que o sistema cléssico é
nao integravel, ganha-se em em termos de dar uma resposta concreta, o que é importante
para dizer se uma quantizacao é "boa'"no sentido de satisfazer o Principio da Correspon-

déncia, ja que alguns sistemas caoticos possuem quantizagoes que nao o sao no limite [6].
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