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RESUMO

O objetivo deste trabalho ¢ o desenvolvimento de um programa computacional,
elaborado através do método dos elementos finitos, para analise tridimensional de
situagdes de puncao em lajes de concreto armado com e sem armadura de cisalhamento.

Sao utilizados modelos constitutivos elasto-viscoplasticos para representar o
comportamento do concreto. Para a simulacdo do concreto submetido a um
carregamento de longa duracdo, empregou-se o modelo de camadas superpostas. Este
modelo admite que o concreto ¢ constituido por um niimero conveniente de camadas
com a mesma deformagdo, porém caracteristicas materiais diferentes. A tensdo total ¢
obtida pela soma das contribui¢des de cada camada.

A armadura ¢ introduzida no modelo como uma linha de material mais rigido no
interior do elemento de concreto. Considera-se aderéncia perfeita entre o concreto € o
aco. Assim, os deslocamentos ao longo das barras de ago sao determinados a partir dos
deslocamentos nodais dos elementos de concreto. Desta forma, a matriz de rigidez da
armadura tem a mesma dimensao da matriz de rigidez do elemento de concreto, as quais
sdo somadas para a obten¢do da matriz de rigidez total.

Para representar o comportamento apds a fissuragdo do concreto, ¢ utilizado o
modelo de fissuras distribuidas, onde apenas as propriedades dos materiais sdo
modificadas e a malha de elementos finitos ndo necessita de atualizagdo. Sugerem-se
duas formulag¢des para a consideragdo da contribui¢do do concreto entre fissuras e da
redu¢do na capacidade de transferéncia de corte devido ao aumento da abertura da
fissura. Este tltimo ¢ incluido através de uma simplificacdo, que consiste em atribuir ao
modulo de elasticidade transversal, correspondente ao plano fissurado, um valor
reduzido.

Para comprovar a validade do programa computacional desenvolvido,
comparam-se os resultados numéricos com valores experimentais de ensaios realizados
por Coelho (1999), Trautwein (2001) e Fusco (1988). Obtiveram-se boas aproximagdes
para lajes com e sem armadura de cisalhamento. Desta forma, o programa
computacional desenvolvido pode ser empregado para generalizar resultados
experimentais em lajes cogumelo com variacdo na resisténcia do concreto, na bitola das
barras de armadura, no espacamento entre as barras e no nimero de camadas de

armadura de cisalhamento.
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ABSTRACT

This study aims to develop a computational model for the three dimensional
numerical punching analysis of reinforced concrete slabs with or without shear
reiforcement, using the finite element method.

Concrete behavior is represented through elasto-viscoplastic constitutive models.
An overlay model is included to provide an adequate representation of concrete
behavior during time. Thus, a concrete representation arranged by a suitable number of
layers, which present the same strain, is adopted. The total stress is the sum of the
contribution of each layer.

The reinforcement is inserted into the model as a stiffer material line inside the
concrete element. The displacements along the reinforcement are referred to the nodal
displacements of the concrete element. Therefore, the stiffness matrix for the
reinforcement has the same dimension of the concrete element stiffness matrix. The
stiffness matrix of the reinforced concrete element is the sum of both matrices.

A smeared crack model is used for concrete cracking. In this case, only the
material properties are modified and the finite element mesh does not need to be
updated.

Two formulations are suggested considering the contribution of concrete
between cracks (tension stiffening) and the shear transfer capacity reduction due to the
increase in crack openings. This reduction is considered by applying a reductor factor to
the transversal elasticity modulus.

The results obtained through this computational program are compared with
experimental data published by Coelho (1999), Trautwein (2001) e Fusco (1988), to
validate the mathematical model and the numerical methodology. The examples
demonstrate that the program is suitable to analyze reinforced concrete slabs without
shear reinforcement, with orthogonal reinforcement and inclined stirrups, wich leads to
the conclusion that the program can be also applied to generalize the experimental
results for flat slabs by varying the concrete strength, rebar diameter and spacing

between bars and the number of shear reinforcement layers.
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Letras romanas maiusculas:

A area
Ac arca da se¢do transversal do concreto
A area da secdo transversal da armadura
B matriz que relaciona deformagdes e deslocamentos nodais do elemento de
concreto
Bs vetor que relaciona deformagdes e deslocamentos nodais do elemento de aco
D matriz constitutiva
E modulo de elasticidade longitudinal
Ec modulo de elasticidade longitudinal do concreto
Es modulo de elasticidade longitudinal do ago
" modulo de elasticidade longitudinal da camada de concreto
forca; superficie de plastificagdo
G modulo de elasticidade transversal do concreto
Ge modulo de elasticidade transversal do concreto fissurado
G; energia de fratura
H funcdo de interpolacdo para o elemento de armadura
H’ taxa de endurecimento do concreto
I, 1° invariante do tensor de tensdo
I’ 1° invariante do tensor de deformacao
J matriz jacobiana
J fungao de fluéncia
AR 2¢ invariante do tensor desviador de tensao
1’ 2° invariante do tensor desviador de deformacgao
K matriz de rigidez do elemento de concreto armado
K. matriz de rigidez do concreto
K, matriz de rigidez do ago
N funcdo de forma para o elemento de concreto
P vetor de cargas nodais equivalentes
Qs vetor de forcas nodais equivalentes para a armadura
R matriz de rotagao

volume
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a vetor de fluxo plastico que define a direcdo do escoamento viscopléstico
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fom resisténcia média a compressao do concreto
i resisténcia média a tragao do concreto
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m numero de nds da barra de armadura
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S constante que depende do tipo de cimento
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X coordenada cartesiana

y coordenada cartesiana

z coordenada cartesiana

A4 fator de peso

Letras gregas maiusculas:
A incremento
by somatorio

IT produtério

Letras gregas minusculas:

o parametro do critério de Ottosen; coeficiente para o Modelo 2 de fissuragao;
angulo

B parametro do critério de Ottosen; coeficiente para o Modelo 2 de fissuragao;
angulo

Y coeficiente para o Modelo 1 de fissuracdo; coeficiente de fluidez do concreto;
distor¢do

s coeficiente de fluidez do ago

) variacao

X



€ deformagao especifica total

€ deformacao por retragcdo do concreto

€. deformacao elastica

€v deformacao viscopléstica do concreto

Es,p deformacao viscoplastica do aco

n coeficiente de viscosidade; coordenada normalizada

A parametro do critério de Ottosen; coeficiente para o Modelo 1 de fissuracao
% coeficiente de Poisson

coordenada normalizada

c tensdo normal no concreto

G tensao efetiva no concreto

o tensdo uniaxial de plastificacdo inicial

o, tensao normal na armadura

T tensdo tangencial no concreto

[0} diametro da barra de armadura; coeficiente de fluéncia
% coordenada normalizada

£ coordenada normalizada

[0) forgas residuais

Simbolos:

T matriz transposta

matriz inversa



INDICE DE FIGURAS

pag.
FIGURA 1.1 — Estrutura com laje cogumelo em construgao..........c.cceeervereenreeuennnene 1
FIGURA 1.2 —Solugdes para sistemas laje-pilar desenvolvidas por Turner, 1900....... 2
FIGURA 1.3 — Solugao de Maillart, 1910.........ccccevviieiiiieciieeieeeeeeee e 2
FIGURA 1.4 — Industria de algoddo em Roma, Nervi e Bartoli, 1957............cccccu... 2
FIGURA 2.1 — M0Odelo €IASTICO.....cccuiiiiiaiiiiiiiiieeieete et 6
FIGURA 2.2 — MOdelo PIASHICO. ....coueiriiiiiriiiniieiinitcrieecctesieee ettt 7
FIGURA 2.3 — MOdEIO VISCOSO....ccuviiuiiriiiiiriiiriieieeiesiteie ettt sttt 7
FIGURA 2.4 — Modelo elastoplastico perfeito (a) e Modelo elastoplastico com
endurecimento NEAT (D)......ccuveeiiiiiiiiieciie ettt e 8
FIGURA 2.5 — Modelo de Maxwell..........ccocoeiiiiiiiiiiiiiieiec e 9
FIGURA 2.6 — Modelo Elasto-viSCOPIASTICO.....ccuiriirriieiienieeiieeieeieece e 9
FIGURA 2.7 — Modelo de camadas SUPErpOStaS........ccveeveenierrieeniieereenieeieeseeeeneenenes 14
FIGURA 2.8 — Fluxograma dO PrOgrama...........ceeecveeerereeeiieeeiereeeineeesreeesseeesseeesseens 16
FIGURA 3.1 — Elemento quadratico 1SOparametriCo...........coeevveeeereenuereenieenueeeeneenne 18
FIGURA 3.2 — Elemento de concreto tridimensional com 20 nds e 15 pontos de
Lo ¢ 107 10 J SRR 21
FIGURA 3.3 — M0Odelo diSCTeL0.......ccuieiiiiiiiiieeiieiie et 22
FIGURA 3.4 — Modelo diStribuido........cc.eeeiieriiiiiiiiieeieeee e 23
FIGURA 3.5 —Modelo INCOrporadon..........cccueeuierireiiieniieiieeie et 23
FIGURA 3.6 — Barra de armadura no interior do elemento de concreto....................... 26
FIGURA 3.7 — Coordenada ao longo do eixo da armadura............ccceeeuveeecvveenneennnnn. 27
FIGURA 3.8 — Curva de definigao da barra de ago..........ccceeeevuveeecieieciiieeieeeiee e 30
FIGURA 3.9 — P; dentro do elemento de CONCIeto.........evvereenieeienienienienienieeienennee 32
FIGURA 3.10 — P, e Py, dentro do elemento de concreto...........ccccveeveiciniiniciennnene. 32
FIGURA 3.11 — Segmento que liga P, e P,, intercepta o elemento...................cccce.. 33
FIGURA 3.12 — Segmento que liga P, ¢ Py, ndo intercepta o elemento ...................... 33
FIGURA 3.13 —Segmento de armadura dentro do elemento de concreto..................... 34
FIGURA 4.1 — Diagrama carga-deslocamento tipico de uma pegca fletida de concreto
ATINAAO. ..ttt bttt et h b e bt e a bt bt e shte e bt e e ab e e beesare e bt e eaee 37

xi



FIGURA 4.2a — Meridianos da superficie de ruptura.........c..cecceeevereenenieneencneenennns 41

FIGURA 4.2b — Secdes transversais da superficie de ruptura............cceceeeveerieenieennnnne 41
FIGURA 4.3 — Superficies de plastificagdo € ruptura...........ccoeeeeeveerienieenieesveenneenne. 42
FIGURA 4.4 — Diagrama tensao-deformagao para o concreto comprimido................. 43
FIGURA 4.5 — Diagrama tensao-deformagao para 0 ago tipo A........cccceevuerveneeeennene 46
FIGURA 4.6 — Diagrama tensao-deformagao para o ago tipo B.........cccceevieniincnnine. 47
FIGURA 4.7 — Evolugao da deformagao por fluéncia para tensdo constante aplicada

3311 I A TP PP PIOPPRRUPOPRO 48
FIGURA 4.8 —Curva de deformagao por retragao........ccceeerveeerreeesveeeireeeireesneeeennens 49
FIGURA 4.9 —Modelo de cadeias Maxwell...........cccoecuieiiiiiiiiniiiiiieccie e 50
FIGURA 5.1 — Modelos alternativos para modelar a fissuragao..........cccceeevverureeneennen. 53
FIGURA 5.2 — Comprimento caracteristico em um volume de concreto..................... 57

FIGURA 5.3 — Curva tensdao-deformagao para concreto tracionado sugerida por

HINEON (1988 ittt e et e st e e s bae e s beeesaseeeeaseeenseeenraeeans 58
FIGURA 5.4 — Curva tensao-deformagao para concreto tracionado sugerida por

Prates JUNIOT (1992)....ciiiiiieie ettt et e e e e e eanee s 59
FIGURA 5.5 — Curva tensao-deformagao para concreto tracionado (Modelo 1).......... 64
FIGURA 5.6 — Deslocamentos no centro da laje.........cccccevevervienieneenienienennienecnenn 64
FIGURA 5.7 — Curva tensao-deformagao para concreto tracionado (Modelo 2).......... 65
FIGURA 5.8 — Deslocamentos no centro da laje.........cceeeveerieeiieniieeieenieniieeeeeieene 66
FIGURA 6.1 — Esquema de Ensaio — pungao centrada..........c.cccccveeeevieeniieenreeceneeenne, 67
FIGURA 6.2 — Geometria da laje analisada.........c..cccceecveriiiiniiniininicniencceeee 68
FIGURA 6.3 — Malha adotada para Y4 da laje..........ccceevuieviinoiieniieiieiecieeee e 69
FIGURA 6.4 — Deflexdes no centro da laje.........cceeeevveriieciieniieiieeiecieceee e 70

FIGURA 6.5 — Configuragao deformada da laje ampliada em 15 vezes (valores em
mm obtidos através do Modelo 1)........cccuiiiiiiiiiiiieieecee e 71

FIGURA 6.6 —Tensoes na armadura de flexao (em kN/cm?) para os incrementos de

Carga 1,3 €9 (MOACIO 1).cicuiiiiiieiieiiieieee ettt et e s 71
FIGURA 6.7 —Posicionamento dos estribos VErtiCais.........cocueereeerieenieeniienieenieenieene 72
FIGURA 6.8 — Deflexdes no centro da 1aje........ccceveeveriiniinenicnieniiieciesecieseenene 73
FIGURA 6.9 — Tensdes na armadura de flexdo (em kN/cm?) para o tltimo

incremento de carga (Modelo 1)......c.ooeiiiiiiiiiiiiecieceeee e 74
FIGURA 6.10 — Posicionamento dos eXtenSOMELIOS. .......c..ceeveerueeriieenieaiieenieeieenieeans 74

Xil



FIGURA 6.11 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

EXTEIISOIMIEIIO 2.eveeeeeeeeeeeteeeee e e e ettt eeeeeetetaaeeeeeeeeeetesaaaeseeeeesasaaanaesseeesrsnnnaeneaaeees 75
FIGURA 6.12 — Deflexdes no centro da [aje..........cccvvevieeiieniieiiienieeieenie e 76
FIGURA 6.13 — Posicionamento doS €XtENSOMELTOS. ... ...eeeereeeneeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennnns 77

FIGURA 6.14 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

EXEENISOIMETIIO L.t e et e e e et e e e et e e e e ae e e e eaee e e e neaeeeenenans 77
FIGURA 6.15 — Deflexdes no centro da 1aje..........cecuvevieeiiieniieiiieniieieecieeieeee e 78
FIGURA 6.16 — Posicionamento dos €XtENSOMELIOS. .. .uuuuuueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaeaeaaaans 79

FIGURA 6.17 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao do
EXTENSOMEITO L...iiiiiiiiiiiiiie ettt ettt e et e et eebeeesaeee s 79
FIGURA 6.18 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
EXTENSOIMNEIIO 2....euiiiiiieiieeite ettt ettt ettt ettt e bt et esae e et esbt e et e e sate e bt e sbbeeseesanean 80
FIGURA 6.19 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao do
EXTENSOMEITO 3.ttt ettt e ettt e st e e s bt e e st e e e sabeesnbeeebbeesneeenn 80

FIGURA 6.20 — Tensdes no concreto (em kN/cm?) para os incrementos de carga 1, 2

€4 (MOAECIO 1)ttt ettt e ebaestaeesbeeneeas 81
FIGURA 6.21 — Modelo do estribo adotado...........c.ceoeeriiiiieniiiiieiiieieiceeeseeeen 82
FIGURA 6.22 — Posicionamento dos estribos inclinados............cccceeveeeeieeecieeseneeennne. 82
FIGURA 6.23 — Deflexdes no centro da [aje..........cccuveviieiiieniiiiiieniieieesieeieeee e 83
FIGURA 6.24 — Posicionamento dos €XtenSOMELIOS. .......cccveerueerueenieenieeniieeiieenieennees 84

FIGURA 6.25 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao do

EXLENSOMEITO L. .iiiiiiiiiiieeiiiiee ettt e e ettt e e e e e e e st e e e ettt ee e e nsaeeesennsaaeeeenssaeeeennnns 84
FIGURA 6.26 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

EXTENSOIMEIIO 2.ttt ettt ettt et e bt et esbe e et esbe e et e e sabe e bt esaneeseesaneas 85
FIGURA 6.27 — TensOes na armadura de flexdo e de cisalhamento (em kN/cm?) para

o incremento de carga 7 (Modelo 1).......cooiiiiiiiiiiiiieeeee e 85
FIGURA 6.28 — Deflexdes no centro da 1aj€..........cccuveviieiiieniieiiienieeieenieeieeee e 87
FIGURA 6.29 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

EXTENSOMEITO L.eiiiiiiiiiiiiiie ettt et et e et e s 88

FIGURA 6.30 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

EXTEIISOIMEIIO 2.ovneeeeeeeeeeteeeeeee ettt e e e e e e tete it eeeeeeeeeetesaaaaesseeeetesaannassseeesresanneneaeeees 88
FIGURA 6.31 — Deflexdes no centro da 1aje..........cccvverueieciieniieiiienieeieenie e 89
FIGURA 6.32 — Posicionamento dOS €XtENSOMELTOS. ... ...eeeeeeeeneeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennnns 90

Xiii



FIGURA 6.33 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
EXTENSOMEIIO 1...eiiiiiiiiiiiie ettt et e 90
FIGURA 6.34 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao do
EXTENSOMEITO 2....iiiiiiiieeiiie ettt ettt ettt ettt e et e st e e st e e s bt eesabeeesabeeesbeeebbeesneeens 91

FIGURA 6.35 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

EXTEIISOIMEIIO 3.oeeeueeeeeeeeeiete e e et ettt e e e e e et etaa e eeeeeetesaaaaeseeeeetasaaanassseessresnnneneaaeees 91
FIGURA 6.36 — Deflexdes no centro da 1aje..........cccvvevieeciieniieiiienieeieecie e 93
FIGURA 6.37 — Posicionamento dOS €XtENSOMELTOS. ... ...eeeeeeeeneeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennnns 93

FIGURA 6.38 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
EXTENSOMEITO 1...eiiiiiiiiiiiiiic ettt 94
FIGURA 6.39 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
EXTENSOMEGITO 2..niiiiiiiiieiiie ettt ettt ettt et e sttt e st e e eate e e sabeeebteeebbeesneeens 94
FIGURA 6.40 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢do do
EXTENSOIMIEITO 3.ttt ettt ettt et sat e e bt e seee e aee e s 95
FIGURA 6.41 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
EXTENSOMEITO Gttt ettt e s e et e e st e e sat e e e bt e e ebbeesbeee s 95

FIGURA 6.42 — Tensdes na armadura de flexdo e de cisalhamento (em kN/cm?) para

o incremento de carga 7 (Modelo 2).......cocuieiiiiiiiiiieiieeie et 96
FIGURA 6.43 — Geometria da laje analisada..............ccceevveeeiieniieiienieciecie e 97
FIGURA 6.44 — Modelo do estribo adotado...........cceveeriiiiiiniiiiiiiiieienieeeeeeeen 97
FIGURA 6.45 — Posicionamento em cruz dos estribos (medidas em mm)................... 98
FIGURA 6.46 — Deflexdes no centro da 1aj€..........occuvevieeiieniieiienieeieesieeieeee e 99
FIGURA 6.47 — Posicionamento dos €XteNnSOMELIOS. .......cccveerueerieenieenieeniieeieenieenees 100

FIGURA 6.48 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao do

extensometro 1,2, 3,4, 9, 10, 11 € 12, .. 100
FIGURA 6.49 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

extensometro 5, 6, 7, 8, 13, 14, 15 € 16, ... 101
FIGURA 6.50 — Deflexdes no centro da 1aje........c.eeecuveeeiieieiiieciiieeie e 102

FIGURA 6.51 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
extensOmetro 1,2, 3,4, 9, 10, 11 € 12 .. 103
FIGURA 6.52 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

extensometro 5, 6, 7, 8, 13, 14, 15 € 16, ... 104

Xiv



FIGURA 6.53 — Distribui¢do radial dos estribos (medidas em mm)...........ccceeueeeueenee. 105
FIGURA 6.54 — Deflexdes no centro da [aj€..........cccuvevieeiieniieiiieniieieenie e 106
FIGURA 6.55 — Posicionamento dos eXtenSOMELrOS. ........cecververeeerieeienieenienieneeeneeennes 106
FIGURA 6.56 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao do
extensOmMEtro 1, 2, 3 € 4. oo 107
FIGURA 6.57 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
EXtENSOMELIO 5, 6, 7 € 8.oiiiiiiiiiii 107
FIGURA 6.58 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
eXtENSOMELIO 9 € 10.....iiiiiiiiiii et 108

FIGURA 6.59 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

eXtENSOMELIO 11 € 12 ..iiiiiiiiiiiii e 108
FIGURA 6.60 — Visualizagdo de tensdes na armadura de cisalhamento....................... 109
FIGURA 6.61 — Distribui¢do radial dos estribos (medidas em mm)..........c..ccccvveneen. 110
FIGURA 6.62 — Modelo de estribo adotado na direcdo da diagonal a area carregada

€ perpendiCular & MESIMA. .......ccueeiuieeiieiieeieeeiie ettt ettt e et e et e s eaeebeesabeesbeessseeneeas 110
FIGURA 6.63 — Deflexdes no centro da 1aj€..........cccvvereieiiieniieciienieeieeeie e 111
FIGURA 6.64 — Posicionamento dos eXtenSOMELIOS. .......cc.eevveerueeriieeniieaiieeniieeieeneeans 112

FIGURA 6.65 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢do do
extensOmMeEtro 1,2, 3, 4, 5 € 6. 113
FIGURA 6.66 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
extensOmetro 7, 8,9, 10, 11 € 12 . 113
FIGURA 6.67 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
extensOmetro 13, 14, 15, 16, 17 € 18 . oo 114
FIGURA 6.68 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
extensometro 19, 20, 21, 22,23 € 24 .. .o 114
FIGURA 6.69 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
EXTENSOMEITO 25 € 20.....iuiiiiiiiiieiieee ettt st e 115
FIGURA 6.70 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
EXTENSOMELTO 27 € 28ttt ettt ettt e 115
FIGURA 6.71 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
extensOmetro 30, 31 € 32, i 116
FIGURA 6.72 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

EXEENSOMMEIIO 33 € 3. e e e e et e e e e e 116

XV



FIGURA 6.73 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
EXTENSOMEIIO 35 € 30....ciiiiiiiieiee ettt st 117
FIGURA 6.74 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao do
EXLENSOMELIO 37 € 38 .ottt ettt e e 117

FIGURA 6.75 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

EXTEIISOIMEIIO 39...eeeiiiiieiieeeeeee ettt e ettt e e e e e e et ee et reaeseeeeetasaaeesseeeerenanaeseaaaees 118
FIGURA 6.76 — Deflexdes no centro da 1aje..........cccvverieeiieniieiiienieeieesie e 119
FIGURA 6.77 — Posicionamento dOS €XtENSOMELTOS. ... ...eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennnns 120

FIGURA 6.78 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
exXtenSOMEtro 1, 2, 3 € 4. i 120
FIGURA 6.79 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
EXtENSOMELIO 5, 6, 7 € 8.ooriiiiiiiiii 121
FIGURA 6.80 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
eXtENSOMEII0 9 € 10....iiiiiiiiiiiiiice e e 121
FIGURA 6.81 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do
eXtENSOMELIO 11 € 12, .ciiiiiiiii e 122

FIGURA 6.82 — Tensdes na armadura de flexdo e de cisalhamento (em kN/cm?) para

o incremento de carga 8 (Modelo 2)........ccueeiiiiiiiiiiieiieeie et 122
FIGURA 6.83 — Deflexdes no centro da 1aje........c.cecvvevieeiiieniieiienieeieeeie e 124
FIGURA 6.84 — Geometria da laje analisada.............cccocuveeviieeiiieeiiieciee e 125
FIGURA 6.85 — Malha adotada para s da laje..........coceevervieniininiiniiniiiiccicceicee 125
FIGURA 6.86 — Visualizagdo da armadura................cceeueeeeiieeiiiieiec e 126
FIGURA 6.87 — Tensao na armadura eXteINa...........cceeverueeruereereerieeienieeneeseeseeeneeennes 127
FIGURA 6.88 — Tensao na armadura INterNa..........cocueereerieeniieeiieenieniee e eieesiee e 127
FIGURA A.1 — Exemplo de laje carregada em Se€u Centro.........c.ccceeevvereeneeruenvenneenne. 134
FIGURA A.2 — Informacao das coordenadas..............cccvveeeviieeciieesinieeeiieeeiee e 135
FIGURA A.3 — Retangulos iniciais para formar a geometria..........ccceeeevuveeereveeenreennnen. 135
FIGURA A.4 — Area formada com 0s retAngulos iniCiais...............oeveeveveeeeeeeeeeeeneennn. 136
FIGURA A.5 — Copiando SUPETTICIES......cocueruiiriiiiiriiniiiiieiceieceetesieee e 136
FIGURA A.6 — Montagem dos VOIUMES...........ccceeriieriierieeiieeieeiieeee e sve e 137
FIGURA A.7 — Duas vistas da area finalizada.............ccoccevviens voeniininieieiceeeee 137
FIGURA A.8 — Duas vistas dos volumes finalizados...........cccccoeoieriiiiniiniiinieniiccnen 138

Xvi



FIGURA A.9 — Entrada do nimero de elementos em cada diregao...........cc.cceuveeneen. 138

FIGURA A.10 — Numero de elementos gerados..........cccueeveerieiiiienieenieenieeiiesieeieenns 139
FIGURA A.11 — Malha adotada.........ccceoerieiiniinieieeeceeeeeeeee e 139
FIGURA A.12a — Janelas de entrada de dados criadas através do arquivo .PRB......... 140
FIGURA A.12b — Janelas de entrada de dados criadas através do arquivo .PRB......... 141
FIGURA A.13 — Janelas personalizada para os dados do programa............c.ccceeenenee. 142
FIGURA A.14 — Especificacdo das cargas concentradas nos nos............cceceerveeeveennen. 143
FIGURA A.15 — Aplicagdo das condigdes de CONtOINO.........cceeevveerreecreerreenieeeieeeeanns 143
FIGURA B.1 — Exemplo de solu¢ao descontinua e tensdes suavizadas....................... 151

FIGURA B.2 — Exemplo de visualizacdo através do arquivo conferearm.flavia.msh.. 155
FIGURA B.3 — Comando para visualizagdo dos resultados...........cccceveevierienennennenne. 156
FIGURA B.4 — Resultado de tenSOES. ......cc.coueruerreriieieieieiinienienieeie sttt 156

Xvii



INDICE DE TABELAS

pag.
TABELA 3.1 — Valores dos COSTICIENTES. ........eevueeriieiieiiieiieeie et 21
TABELA 6.1 — Propriedades do CONCIELO..........ceecvieriiieiiieiieeiieeie et 69
TABELA 6.2 — Propriedades d0 800.........ccceevieiiiiriieriieeieeiteeie et 70
TABELA 6.3 — Propriedades do CONCTELO.........eeervireriieeiiieeieeeiiee e 73
TABELA 6.4 — Propriedades do CONCIELO. .........ceeuieriiiiiieiieeiierie e 76
TABELA 6.5 — Propriedades do CONCIELO...........eecuieriiieiiieiieeiieeie et 83
TABELA 6.6 — Propriedades do CONCIELO...........cccuieriiriiieriieeiieeie e seee e ens 86
TABELA 6.7 — Propriedades do CONCTELO..........eeervieeriieeiiieeieeeiiee e 92
TABELA 6.8 — Propriedades do CONCIELO..........ceeuieriiieiiieiieeiierie e 98
TABELA 6.9 — Propriedades d0 800........cceeeuieiiiiiiieiieeieeieeee e 98
TABELA 6.10 — Propriedades do CONCIELO.........cccuieruiieiieiiieiieeie e 102
TABELA 6.11 — Propriedades do CONCIELO.........ccccuireriieeriieeiiieeiiee e 105
TABELA 6.12 — Propriedades do CONCIET0.........eecuieriiiiiieiieeiieie e 111
TABELA 6.13 — Propriedades do CONCIEL0.........cccuieriiieiiieiieeiieeie et 119
TABELA 6.14 — Propriedades do CONCIELO.........cccuieruiieiiieriiieiieeie et 123
TABELA 6.15 — Propriedades d0 @C0.........cccuveeiiieeiiieeiieeeiee et 126
TABELA 6.16 — Propriedades do CONCIET0.........eouieriiiiiieiieeiieie et 126

XViil



1 INTRODUCAO

1.1 GENERALIDADES

Lajes apoiadas diretamente sobre pilares sao um modelo estrutural conhecido
como lajes cogumelo (Fig.1.1) e tem recebido consideravel atencdo nas ultimas décadas
devido ao aumento de sua utilizagdo, cuja conveniéncia se justifica por fatores como
economia de custos e tempo de execucao, flexibilidade arquitetdnica e possibilidade de
melhor ventilagdo e iluminag3o.

Apesar da simples aparéncia, essas lajes apresentam um complexo
comportamento ao cisalhamento, podendo haver ruptura transversal (pun¢do) em torno
de regides da laje submetidas a altas tensdes junto ao pilar. Neste caso, uma fissura
inclinada forma-se ao redor do pilar e, por fim, o pilar € o cone de pungao separam-se

da laje.

FIGURA 1.1 - Estrutura com laje cogumelo em construgao.



No inicio do século passado, ja se procuravam solugdes para suavizar as tensoes
presentes em ligagdes diretas entre lajes e pilares. As primeiras estruturas foram
desenvolvidas nos Estados Unidos por Turner (1900) e Maillart (1910), como mostram

as Fig. 1.2 e Fig. 1.3.

FIGURA 1.2 — Solugdes para sistemas laje-pilar desenvolvidas por Turner, 1900
(apud FIB - Boletim 12, 2001).

FIGURA 1.3 — Solugao de Maillart, 1910.

Na Europa, em 1957, Nervi/Bartoli desenvolveram um projeto inovador para
uma industria de algoddo, para a qual adotaram a solu¢do de lajes apoiadas sobre pilares
ilustrada na Fig. 1.4, o que proporcionou maior leveza e espago interno para a

edificacdo (apud FIB - Boletim 12, 2001).

FIGURA 1.4 — Indtstria de algodao em Roma, Nervi e Bartoli, 1957.



Os primeiros estudos teoricos sobre pun¢ao foram realizados por Talbot, em
1913, com ensaios de 197 sapatas sem armadura de cisalhamento, observando a ruina
por puncdo em vinte delas. Em 1936, Graff e Wheller iniciaram o uso de armadura de
cisalhamento para prevenir esse tipo de ruptura e, em 1960, foi publicada por Kinnunen
e Nylander a primeira teoria racional sobre puncionamento (apud Takeya, 1981).

Ao longo dos ultimos anos, diversas pesquisas experimentais tém sido
conduzidas com os objetivos de aprimorar o conhecimento sobre as superficies de
ruptura na regido de conexao entre laje e pilar, analisar cargas Ultimas e obter indicagdes
para a elaboragdo de um projeto seguro de pegas submetidas a pungdo com e sem
armadura de cisalhamento.

Mais recentemente, simulagdes numeéricas realizadas através do Método de
Elementos Finitos tornaram-se uma importante ferramenta para avaliar e prever o
comportamento de estruturas em concreto armado. Andlises por Elementos Finitos de
lajes em concreto armado sdo desenvolvidas desde o inicio dos anos 70s. Apesar do
significativo progresso que hd no desenvolvimento de métodos computacionais
sofisticados, a apurada previsdo das caracteristicas da deformabilidade de lajes em
concreto armado e de suas cargas ultimas permanece sendo uma dificil tarefa (Jiang e
Mirza, 1997).

No caso particular de simulagcdes numéricas de lajes cogumelo, existem estudos
que empregam sistemas diferentes de modelagem. Menétrey (1994) e Hallgren (1996)
utilizaram elementos axissimétricos e concluiram que o modelo de elementos
bidimensionais ¢ apropriado para representar a ruptura por pungdo, porém, nao pode ser
empregado para situagdes com armadura de cisalhamento. Polak (1998) adotou
elementos de cascas degenerados e comprovou sua eficiéncia mesmo para analises de
grandes estruturas com exigéncia computacional significativa. Ozbolt et al. (1999),
Beutel (1998) e Staller (2000) aplicaram elementos tridimensionais ¢ demostraram a
grande flexibilidade e precisdo destes elementos na modelagem de estruturas em
concreto armado, inclusive para diferentes tipos de armadura de cisalhamento.

Na Universidade Federal do Rio Grande do Sul, existem pesquisas
desenvolvidas para a modelagem tridimensional de pegas de concreto armado através do
Método dos Elementos Finitos, destacando-se as dissertacdes de Claure (1994) e Aurich
(2001). O presente trabalho segue a mesma linha de pesquisa, sendo pioneiro na

modelagem da situagdo de pungdo em lajes de concreto armado.



12 MOTIVACAO E OBJETIVOS

O objetivo principal da pesquisa ¢ a construcao de rotinas computacionais para a
analise com ndo-linearidade fisica de lajes apoiadas diretamente sobre pilares através do
Meétodo de Elementos Finitos, utilizando-se elementos da familia Serendipity
isoparamétricos quadraticos com 20 (vinte) nos.

Pretende-se definir modelos que permitam a devida avaliagdo da
deformabilidade das lajes e de esforgos de cisalhamento, tensdes que podem causar a
ruptura da laje por pungao.

Como ponto de partida foi adotado o programa para analise ndo-linear dindmica
e estatica de estruturas tridimensionais em concreto armado apresentado por Hinton

(1988) e modificado por Claure (1994).

1.3 ORGANIZACAO DO TEXTO

O texto deste trabalho ¢ composto por 7 capitulos.

No capitulo 2, apresenta-se o modelo reoldégico empregado para analise de
estruturas compostas por material elasto-viscoplastico. Apresenta-se o funcionamento
do algoritmo de solucdo incremental para problemas ndo-lineares e o método das
camadas superpostas adotado.

No capitulo seguinte, aborda-se a formula¢ao do elemento finito empregado para
o concreto armado e para a armadura, descrevendo-se, inclusive, as diversas formas de
sua considera¢ao no interior do elemento de concreto.

No capitulo 4, sdo descritos os modelos constitutivos utilizados para o concreto e
0 aco. Destaca-se a forma como foi realizada a modelagem do comportamento do
concreto comprimido, bem como as propriedades da armadura.

O 5° capitulo abrange os modelos de fissuracdo adotados e ajustados para a
representacao do comportamento do concreto tracionado.

A comparagdo entre os resultados obtidos pelo programa implementado e
resultados experimentais de lajes submetidas a puncdo centrada ¢ abordada no capitulo
6, com a finalidade de validar os modelos implementados.

O capitulo 7 encerra a presente dissertacdio com consideragdes finais e

comentarios sobre perspectivas para a continuidade da pesquisa.



2  MODELO PARA UM MATERIAL ELASTO-VISCOPLASTICO

2.1 MODELOS REOLOGICOS

Para uma andalise computacional de estruturas em concreto armado, ¢ necessario
obter um modelo tedrico que represente adequadamente o seu complexo
comportamento, visto que dois materiais (concreto € aco) o constituem. Para representar
o concreto armado, utiliza-se o conhecimento proporcionado por um ramo da Fisica,
chamado de Reologia, que estuda o comportamento dos materiais através de suas
relacdes constitutivas.

A Reologia fornece trés tipos basicos de modelos reoldgicos: o eldstico, o
plastico e o viscoso. Através da combinagao entre esses modelos, € possivel representar
materiais reais de comportamento bastante complexo.

No presente capitulo, apresentam-se os modelos basicos e a combinagao entre
eles para a obtencdo de um modelo destinado a um material elasto-viscoplastico

(modelo que sera apresentado no item 2.1.6), como o concreto armado ¢ considerado.

2.1.1 Modelo Elastico

Elasticidade ¢ o fenomeno do aparecimento de deformagdes instantaneas e
reversiveis. As deformagdes aparecem simultaneamente com as tensdes correspondentes
€ permanecem constantes no tempo se as tensdes também permanecerem. As
deformagdes elésticas se anulam ao se anularem as tensdes que as originaram.

Para um caso de estado uniaxial de tensdes, o comportamento eldstico pode ser

representado por uma mola, conforme ilustrado na Fig. 2.1.
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FIGURA 2.1 — Modelo elastico.



Para um material elastico linear, as tensdes sdo proporcionais as deformacoes,
seguindo a lei de Hooke:
o=E-¢, (2.1)

onde o ¢ a tensdo, E, o mddulo de elasticidade e €, a deformagao especifica.

2.1.2 Modelo Plastico

Plasticidade ¢ a propriedade de um material apresentar deformagdes imediatas e
nao-reversiveis. Ou seja, as deformagdes ndo desaparecem ao serem removidas as
forcas que lhe deram origem. A tensdo de plastificacdo ¢ o limite, a partir do qual
surgem deformagdes permanentes.

Este comportamento pode ser representado por um bloco sobre uma superficie

com atrito (“slider”), conforme a Fig. 2.2.
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FIGURA 2.2 — Modelo Plastico.

2.1.3 Modelo Viscoso

Viscosidade ¢ o fenomeno do aparecimento de deformag¢des ndo imediatas. O
material deforma-se ao longo do tempo quando submetido a uma forga. Este
comportamento pode ser representado por um amortecedor, como ilustrado na Fig. 2.3.
Neste caso, no instante em que ¢ aplicada uma tensdo aparece uma velocidade de

deformacgao.

c €«<—o o—>»©°

FIGURA 2.3 — Modelo Viscoso.



2.1.4 Modelo Elastoplastico

Por combinacdes dos modelos elastico e plastico, obtém-se o modelo
elastoplastico. Este apresenta um comportamento elastico para tensdes menores que a
tensdo de plastificacdo e um comportamento plastico apos ser atingida esta tensao.

Neste modelo, chama-se endurecimento por deformagao plastica, o aumento da
tenséo de plastificagdo com a deformag@o plastica ¢, sendo caracterizado por sua taxa:

H (sp)zc%i. 2.2)

Se H’ for nulo, o material ¢ dito elastoplastico perfeito. Caso H' seja uma
constante, tem-se um material com endurecimento linear. Ambos materiais sdo

representados pelos modelos mecanicos da Fig. 2.4.

b)
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FIGURA 2.4 —Modelo elastoplastico perfeito (a) e Modelo elastopléastico com

endurecimento linear (b).

2.1.5 Modelo Viscoelastico

Combinando-se elementos eldsticos e viscosos, obtém-se o comportamento
viscoelastico, que se caracteriza por apresentar tanto deformacdes imediatas, como nao
imediatas. Este trabalho enfoca, em particular, o modelo viscoelastico de Maxwell,
representado por uma mola em série com um amortecedor, como pode ser observado na

Fig. 2.5.



Um conjunto de elementos de Maxwell em paralelo possibilita a representagao

do comportamento do concreto sob cargas de servico.

c €«—o : —NWN—6—»©

FIGURA 2.5 - Modelo de Maxwell

2.1.6  Modelo Elasto-viscoplastico

O comportamento de um material elasto-viscoplastico pode ser representado

pelo modelo reologico unidimensional mostrado na Fig. 2.6.

L AN s 0

FIGURA 2.6 - Modelo Elasto-viscoplastico

A resposta elastica instantadnea ¢ proporcionada pela mola linear. Tendo em vista
que o amortecedor ndo sofre deformagdo instantanea, o elemento de atrito também
apresentara deformacao nula, pois ambos estao conectados em paralelo. O elemento de
atrito torna-se ativo somente se a tensdo corrente ¢ for maior que a tensdo de
plastificagdo oy. Este excesso de tensdo (¢ - op) € absorvido gradativamente pelo
amortecedor, caracterizando desta maneira, o comportamento elasto-viscoplastico do

material.



2.2 TEORIA DE SOLIDOS ELASTO-VISCOPLASTICOS

Neste item, sdo apresentados os fundamentos para a formulagdo matematica de
elementos finitos, considerando analise tridimensional ndo-linear e admitindo o material
como sendo isotropico, homogéneo, de comportamento elasto-viscoplastico, conforme o
modelo reolédgico da Fig. 2.6.

O programa basico para solu¢do deste problema encontra-se apresentado em
Hinton (1988). A partir deste programa, foram implementados por Claure (1994)

diversos modelos utilizados para representacdo dos materiais deste estudo.

2.2.1 Expressoes Basicas

Para problemas continuos nio-lineares admite-se, geralmente, que a deformacao
total € pode ser separada em uma componente elastica €. € uma viscoplastica €. Entdo,
a taxa de deformagao total pode ser expressa como:
£=¢,+ :i:vp, (2.3)
onde (') representa diferenciagdo com relagdo ao tempo. A taxa de tensao total depende
unicamente da taxa de deformacao elastica:
6=D¢,, (2.4)
onde D ¢ a matriz constitutiva do material. O inicio do comportamento viscoplastico ¢

governado pela superficie de plastificagdo expressa por:

Fl(o,2,)-F, =0, (2.5)
onde £, ¢ um valor que define a posi¢do da superficie de plastificagéo, sendo uma
fun¢do do par@metro de endurecimento k. Se F < F, tem-se um comportamento
elastico, se I/ = F, plastico, e se F'> F, admite-se que ha comportamento viscoplastico.

Nesse instante, ¢ necessario escolher uma lei especifica que defina as
deformacdes viscopldsticas. A mais simples opcdo ¢ aquela na qual a taxa de

deformacgdo viscoplastica depende somente da tensdo corrente, ou seja:
¢, = /(o). (2.6)
Uma forma explicita para esta lei, com extensa aplicabilidade, segundo Hinton

(1988), ¢ obtida através da seguinte equacgao:



g, =7 <®(F) > g—g,pamF > F,, (2.7)
¢, =0, paralF' <F,
na qual
v=1/n ¢ o coeficiente de fluidez;
0=0 ( 6.8, K) ¢ a funcao de potencial plastico.
A expressao <®(F)> ¢ igual a O(F) para valores positivos de F, e € nula para os
demais.

Limitando-se ao caso de plasticidade associada, na qual F'= Q, a Eq. 2.7 fica:

. OF
Eyp =V <CD(F)>§ =y (D)a, (2.8)

onde a ¢ o vetor de fluxo plastico que define a dire¢ao do escoamento viscoplastico.

2.2.2 Incremento de Deformagdo Viscopldstica

Através da taxa de deformacdo apresentada na Eq. 2.8, pode-se definir o

incremento de deformacdo Ag|, que ocorre em um intervalo de tempo Az, =1, —1,

empregando um esquema de passo de tempo implicito, como:

) L 2.9
A" = At [(1-0)&" +6 "1, (2.9)

Desse modo, o incremento de deformagao viscoplastica dentro de um intervalo ¢
definido em termos da regra de escoamento viscoplastico nas extremidades do intervalo.
Para 0 =0 obtém-se o esquema de integracao explicito de Euler, onde apenas a regra de

escoamento viscopléstico, no inicio do intervalo, € relevante:

Aey, =&)< Al (2.10)

Nesta dissertagdo, utilizou-se este esquema de integracao.

10



2.2.3  Incrementos de Tensao

Usando a forma incremental da Eq. 2.4 tem-se:

Ac" =D Ag” =D (A" — Ae” ) (2.11)

Expressando o incremento de deformacdo total em termos de incrementos de

deslocamentos, tem-se:

Ae" —B AW’ (2.12)

onde B ¢ a matriz de relacdes deformagdes-deslocamentos ¢ Au” é o vetor de

incrementos de deslocamentos nas diregdes ortogonais X, y € Z.

Para a solugdo de problemas elésticos lineares, usando o esquema explicito

6 =0), tem-se:

Ac" =D" (BAu" —&" Ar,) . (2.13)

2.2.4 Equacgoes de Equilibrio

As equacgdes de equilibrio a serem satisfeitas em qualquer instante de tempo ¢,

sao:

jBTc"dV+ P =0, (2.14)
v

onde P"¢ o vetor de cargas nodais equivalentes devido as forg¢as de superficie e de
volume. Durante um incremento de tempo, as equacdes de equilibrio que devem ser
satisfeitas sdo dadas através da forma incremental da Eq. 2.14, como apresentado a

seguir:

jBT A¢"dV + AP =0, (2.15)
v

na qual AP” representa a variagdo nas cargas durante o intervalo de tempo Af,. Na

maioria dos problemas de engenharia, os incrementos de cargas sdao aplicados como
passos discretos e entdo, AP" =0 para todos os outros passos de tempo, exceto para o

primeiro dentro de um incremento.
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O incremento de deslocamento que ocorre durante o passo de tempo Az, pode

ser calculado como:

Aun — I(iz_1 APn (216)
onde K" ¢ a matriz de rigidez tangente global, com a seguinte forma:
K" :J‘V B'D"Bdr; (2.17)

onde Au” ¢ o vetor que contém os incrementos dos deslocamentos nodais ¢ AP" ¢ o

vetor de incrementos de cargas nodais equivalentes de toda a estrutura no passo 7.
Os incrementos de deslocamentos Au”, quando substituidos novamente na Eq.

2.13, fornecem os incrementos de tensdo Ac” , logo:

6n+1 :611 +A6n, (218)
un+1 :un +Aun. (219)
Empregando as Eq. 2.11 e 2.12 tem-se:
Ael, =BT Au" D! Ac”, (2.20)
e entdo
el =g, + Asg) (2.21)

As condi¢des de estado estacionario podem ser controladas pela avaliagdo da
variacdo dos deslocamentos nodais. A convergéncia ¢ atingida assim que essa
quantidade torna-se adequadamente pequena (Owen e Hinton, 1980).

O célculo do incremento de deslocamento estda baseado em uma forma
linearizada das equagdes incrementais de equilibrio (Eq. 2.16). Portanto, torna-se
necessario efetuar corregdes iterativas sobre Au, a fim de alcancar o equilibrio no

tempo ¢+ A¢t. Ha vérios procedimentos de solu¢do disponiveis para realizar as

corregOes necessarias. Neste trabalho, utiliza-se um procedimento iterativo, que consiste
em calcular as forcas ndo equilibradas em cada iteragdo, e em seguida reaplicé-las na

iteracdo subseqiiente (Claure, 1994).
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2.3 METODO DE CAMADAS SUPERPOSTAS

Em geral, o comportamento de uma material real ao longo do tempo ndo pode
ser precisamente representado por um modelo viscoplastico tdo simples, quanto o
modelo apresentado no item 2.1. Uma resposta de um material mais elaborado pode ser
modelada através da utilizacdo do Método das Camadas Superpostas (Fig. 2.7), no qual
supoe-se que o solido a ser analisado ¢ composto de varias camadas superpostas, cada
uma delas apresentando a mesma deformagdo. O campo de tensdes totais ¢ obtido
através da soma da contribuicdo das diferentes camadas.

Por meio da ado¢@o de um numero conveniente de camadas, cada uma delas
com atribui¢des diferentes de caracteristicas materiais, pode-se reproduzir fielmente o
comportamento observado experimentalmente de materiais complexos, como o

concreto.

FIGURA 2.7 - Modelo de camadas superpostas.

2.3.1 Expressoes Basicas do Conceito de Camadas Superpostas

No Modelo de Camadas Superpostas cada camada pode ter espessura diferente e
comportamento material distinto. Como os nds de cada camada sdo coincidentes, a

mesma deformacao ¢ produzida em cada uma delas. Isto fornece um campo de tensao
o; diferente para cada camada, que contribui para o campo de tensdo total ¢ conforme a

sua espessura e¢; Dessa forma tem-se:
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k
c=>Y o, e, (2.22)
i=1

onde k é o nimero total de camadas do modelo, e

o (2.23)

el-Zl.

i=1
A equacdo de equilibrio (Eq. 2.14) que deve ser satisfeita em qualquer estagio,

torna-se:

k
T
[B" > of t;d2+P" =0. (2.24)
[e) i=1

Da mesma forma, a matriz de rigidez do elemento corresponde a soma da

contribuicdo de cada camada:

k
K.=> [B'D,Bav, (2.25)

i=1y
onde D. ¢ a matriz constitutiva de cada camada. A matriz D, sera diferente para cada
uma das camadas, dependendo das propriedades materiais.

O processo de solugdo ¢ idéntico ao descrito anteriormente com os termos de
deformacdo e tensdo sendo calculados para cada camada individualmente. Deve-se
observar que as deformagdes viscoplasticas em cada camada serdo, geralmente,
diferentes devido aos diferentes valores do coeficiente de fluidez e do modulo de

elasticidade, porém, a deformagao total deve ser a mesma (Owen e Hinton, 1980).

2.4 IMPLEMENTACAO DO MODELO PARA UM MATERIAL ELASTO-
VISCOPLASTICO

Devido a falta de dados disponiveis para calibrar um modelo elasto-viscoplastico
como um todo, o programa ¢ dividido em duas etapas distintas.

Uma primeira etapa, viscoeldstica, consiste na determinacdo da resposta da
estrutura ao longo do tempo. Calcula-se o estado de deformagdo da estrutura apoés um

intervalo de tempo de aplica¢do da carga. H4 um processo de incremento no tempo real,
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onde ocorrem os efeitos ao longo do tempo na estrutura (fluéncia e retracdo do
concreto). Esta resposta representa um comportamento viscoelastico dos materiais.

A segunda, elastoplastica, busca determinar a resposta da estrutura para um
carregamento instantaneo. Isto se faz mediante a aplicacdo de um artificio, no qual se
supde que a estrutura € elasto-viscoplastica e procura-se o seu estado de deformagao
quando o tempo (ficticio) tende ao infinito. Quando o tempo cresce indefinidamente e

h4 endurecimento, a diferenca de tensdo (6 —G ), que seria gradativamente absorvida

pelo amortecedor, diminui, ou seja, a influéncia do amortecedor desaparece e o
elemento de atrito torna-se cada vez mais rigido. Como a parcela de tensdo absorvida
pelo amortecedor ¢ proporcional a velocidade de deformagdo viscosa,
consequentemente hd uma diminuicdo dessa deformacdo, a qual adquiri um
comportamento assintotico. Esse estado estavel corresponde a resposta de uma estrutura
de comportamento elastoplédstico, submetida a um carregamento instantaneo (Claure,
1994).

O programa permite a aplicacdo de diversos carregamentos, em datas distintas,
entre as quais ocorrem os fendomenos decorrentes do tempo. Deste modo, as etapas 1 e 2
sdo executadas de forma sucessiva, a medida que sdo aplicadas as cargas nas datas
especificadas pelo usudrio. A seqiiéncia computacional do programa ¢ apresentada no
fluxograma da Fig. 2.8.

Na implementacdo da etapa 1, viscoelastica, adota-se o modelo de cinco
camadas idealizado por Bazant (1974) e utilizado por Claure (1994), para a
representacdo dos efeitos de fluéncia e retracdo. Nesta etapa, ndo se considera o efeito
de endurecimento e a tensdo de plastificacdo inicial do modelo é tomada como zero,
desconsiderando o elemento de atrito do modelo da Fig. 2.6, item 2.1.6. Para os pontos
de integracdo, onde atuam tensdes de tracdo, admite-se que ndo surjam novas fissuras.

Na etapa 2, elastoplastica, determina-se o endurecimento do ponto de integracao
em que a tensdo efetiva exceder a tensdo de plastificacdo inicial. Utiliza-se uma tinica
camada neste fase de carregamento instantaneo. Quando se passa da etapa 1 para etapa
2, calcula-se, para cada ponto de integracdo, uma tensdo equivalente em funcdo das
cinco tensdes determinadas no final da etapa 1. Nesta fase, sdo verificados os pontos de

integracao quanto ao critério de fissuragdo, que serd visto no capitulo 5.
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E importante ressaltar ainda que, na etapa 1, as premissas para a consideracao
dos efeitos dependentes do tempo sé permitem resultados confidveis para as cargas em

servigo, enquanto que, na etapa 2, pode-se analisar estruturas até a carga de ruptura.

<o

ENTRADA DE DADOS

v

DETERMINACAO DOS PARAMETROS DA
CADEIA DE MAXWELL

>¢

DETERMINACAO DO CARREGAMENTO

>¢

CONVERSAO DAS TENSOES PARA CADA ETAPA

>¢

APLICACAO DO INCREMENTO DE CARGA

:

MONTAGEM DAS MATRIZES DE RIGIDEZ DOS
ELEMENTOS E DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

I

RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES PARA OBTENCAO
DOS INCREMENTOS DE DESLOCAMENTOS

v

CALCULO DAS DEFORMACOES,
TENSOES E FORCAS RESIDUAIS

v

VERIFICACAO DA CONVERGENCIA

|
v

SAIDA DE RESULTADOS
|

LACO DE ITERACOES

LACO DE CARGA
LACO DE ETAPA

LACO DE INCREMENTOS DE CARGA
LACO DE PASSOS DE TEMPO

FIGURA 2.8 — Fluxograma do programa.
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3 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA CONCRETO ARMADO

3.1 ELEMENTO FINITO PARA O CONCRETO

3.1.1 Hexaedro Quadratico

Nesse trabalho, utiliza-se o elemento finito isoparamétrico quadratico da familia

Serendipity, com 20 nés (Fig. 3.1), com 3 graus de liberdade por no.

V4
15
12
4

18

8
14

10
1 5 2 Y

FIGURA 3.1 — Elemento quadratico isoparamétrico.

Neste elemento, o campo de deslocamentos possui variagdo quadratica e os

campos de tensdes e deformagdes, variagdes lineares. Sdo, portanto, empregadas

fungdes de interpolagdo do tipo quadratica. Sendo &, 1, € as coordenadas normalizadas

(coordenadas naturais do elemento), as fungdes de forma sao:
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a) para nos de canto
Ni=%(1+E_,0)(1+n0)(1+go)(§0+n0+Q0—2),i=1,3,6,8,13,15,18,20 (3.1)

b) para nos intermediarios

N, =i(1—g2)(1+n0)(1+g0), i=2,7,14,19 (3.2)
N, =i(1—n2)(1+a0)(1+g0),i=4,5,16,17 (3.3)
N, :%(1—@2)(1+F,0)(1+n0),i=9,10,11,12 (3.4)

onde &)= E.&, no = NNy &0 = C.C; e (&, M, &) sdo as coordenadas naturais do n6 em
consideragao.

As funcdes de interpolacdo sdo utilizadas para incognitas e geometria a partir
dos respectivos valores nodais. Consequentemente, para fun¢des quadraticas ou de
ordem superior, o elemento podera representar superficies curvas.

Utilizando elementos isoparamétricos, pode-se representar as coordenadas

cartesianas (X, y, z), de um ponto no interior deste elemento, como:

b N, 0 0 ||x,

Y= 0 Ni 0 Vi (3.5)
i=1

z 0 0 N. ||z

1 1

onde, N; ¢ a funcdo de forma correspondente ao nd i do elemento de coordenadas

cartesianas ( X;,y;,Zi ) € n € o nimero de nés do elemento.

3.1.2  Integragdo Numérica

A adequada escolha de um esquema de integragdo, que seja computacionalmente
eficiente, ¢ de extrema importincia. Os pontos de integracdo sdo os pontos onde sdo
avaliados os estados de tensdo do material. Esses pontos sdo utilizados na determinagado
das forgas internas resistentes. O uso de poucos pontos de integragdo reduz
substancialmente o tempo computacional. No entanto, o emprego de mais pontos de
integracdo para o célculo das tensdes fornece uma informagao aprimorada dos estados

de tensdo em todo o elemento.
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A integracdo reduzida ¢ computacionalmente atrativa pela grande redugdo no
nimero de operacdes a serem realizadas para o calculo das forgas internas e das
matrizes de rigidez tangente.

Entretanto, ¢ importante saber que ao utilizar-se integracdo reduzida, podem-se
desenvolver mecanismos internos associados a modos de deformagdao nula (modos
espurios). Estes mecanismos se formam quando o campo de deslocamentos nodais gera
outro campo de deformagdes que se anula nos pontos de integragdo numérica. A
condicdo que leva a existéncia de modo espurios ¢ a deficiéncia de posto (rank) da
matriz de rigidez do elemento. Quando elementos com posto (rank) deficiente sdo
usados, a matriz de rigidez do sistema freqiientemente sera singular ou
aproximadamente singular (Bathe, 1996).

No presente trabalho, optou-se pela integragdo reduzida, com a utilizagdo de
apenas 15 pontos de integracdo no elemento. Segundo Hinton (1988), a regra adotada
para a integracao da matriz de rigidez de um elemento de 20 nds ndo apresenta
deficiéncia de posto (rank deficiency). Entretanto, o uso dessa regra alivia o
comportamento de sobrerigidez observado quando emprega-se a quadratura completa de
Gauss-Legendre (3x3x3).

A regra pode ser expressa na forma:

[T f vz ax dy dz = (3.6)

=4 £(0,0,0) + (1 Termo)

+ B[ £ (=5,0,0)+ f (5,0,0)+ £ (0,-5,0)+--] + (6 termos)
+C[ f (ce—e—c)+ f (eocc)+ -] (8 termos)

Os coeficientes na Eq. 3.5 sdo apresentados na tabela 3.1.

TABELA 3.1 — Valores dos coeficientes.

A B C b c
1.564444 0.355556 0.537778 1.000000 0.674100
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A distribuicao dos pontos de integracao sobre um elemento de 20 nos pode ser

visualizada através da Fig. 3.2:

4%3

° °
14 10
®5
.
15 o2
o7 L3 6e g
3
8
lg %
4

013 9
.

G

FIGURA 3.2 —Elemento de concreto tridimensional com 20 nds e 15 pontos de

integragao.

Segundo Hinton (1988), essa regra apresenta a vantagem de haver um ponto de
amostragem no centro das faces do elemento. Essa localizacdo ¢ conveniente para
valores maximos de tensdo. Além disso, a igualdade entre valores de tensdo nesses
pontos comuns entre dois elementos adjacentes fornece uma estimativa da exatidao da

malha a ser adotada.

3.2 ELEMENTO FINITO PARA A ARMADURA

3.2.1 Modelos de Elementos Finitos para Armadura

Em um modelo de elementos finitos para analise de pecas de concreto armado,
existem trés formas para a inclusdo das barras de armadura: a discreta, a distribuida e a
incorporada.

Na forma discreta, utilizam-se elementos de barra para representar a armadura,

com nos coincidentes com os da malha de elementos finitos de concreto (Fig. 3.3). A
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armadura ¢ representada por elementos unidimensionais tipo trelica. Este modo de
representacdo da armadura tem a desvantagem de oferecer uma limitagdo na escolha da

malha de elementos de concreto.

FIGURA 3.3 -Modelo discreto.

Na forma distribuida, considera-se o aco distribuido uniformemente no elemento
de concreto (Fig. 3.4). Cada conjunto de barras de armadura ¢ substituido por uma
camada bi-dimensional de espessura e area equivalente. Admite-se aderéncia perfeita
entre o ago e o concreto. E um modelo conveniente quando a armadura esta densamente

distribuida, como no caso de placas e cascas.

/
~ =~ =
=~ =
=
7777777 7777777777

FIGURA 3.4 — Modelo distribuido.

Na forma incorporada, considera-se que as barras de armadura sdo linhas de um
material mais rigido no interior dos elementos de concreto. A geometria das armaduras
¢ consistente com a geometria do elemento isoparamétrico em que se encontra disposta,
resultando em um campo de deslocamentos tnico no dominio do elemento. Admite-se
ainda, que a armadura resista apenas a tensdes axiais atuantes na dire¢do da barra. Desta
forma, as barras de aco podem ser arbitrariamente colocadas no interior de um elemento

de concreto, sem que novas incognitas sejam introduzidas no sistema de equagdes de
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equilibrio (Fig. 3.5). Os deslocamentos ao longo dos segmentos de armadura sao
referenciados aos deslocamentos nodais do elemento finito de concreto. Admite-se

aderéncia perfeita entre o0 ago e o concreto.

¢4 7

¢ ¢ o o ¢ o & & o 4

FIGURA 3.5 — Modelo incorporado.

Tendo em vista as vantagens acima citadas, no presente estudo optou-se pela
implementagdo computacional do modelo incorporado de armadura.

Neste modelo, as barras de armadura s3o representadas por elementos
unidimensionais isoparamétricos, permitindo a modelagem de barras retas e curvas. A
geometria das barras retas fica definida por dois pontos, enquanto que, para as barras

curvas, sao necessarios trés pontos para a sua defini¢ao.

3.2.2  Fungoes de Forma para a Armadura

As fungdes de interpolagdo para o elemento de armadura sdo polindomios de
Lagrange, conforme proposto por Zienkiewicz (1986). Sdo fungdes unidimensionais
H(y), que sdo expressas em termos de uma coordenada normalizada independente y.

Estas func¢des de forma sdo geradas pela seguinte expressao:

(e =2) (=2 0 = 2 ) (e = 21,)
Lk _Xl)"'(Xk _Xk—l)(Xk _Xk+1)"'(Xk _Xn).

H/Z”(x)=( 3.7)

Esta fungdo ¢ um polindmio de grau m =n - 1 em 7, e tem valor unitario em

Y=xx €nulo para ¢ =%y, X1 Xsts-- -+ Xn » ONde n € 0 nimero de nds do elemento.
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Desta forma, para um elemento de 2 nos:

Hl(x)=@, (3.8)

Hz(X): (IZX)

Para um elemento de 3 nos:

H,(x)={-%%). (3.9)
2
+
H, (X ) = (X & ) .
2
O grau destas funcdes de interpolacdo e, consequentemente, o nimero de pontos
nodais, dependera da complexidade da geometria do elemento de armadura, bem como

da compatibilidade requerida com o elemento de concreto.

3.2.3 Formulacdo Geométrica

Apresenta-se, a seguir, a formulag¢do para incorporar as barras de armadura ao
elemento tridimensional de concreto. As barras de armadura sdo posicionadas em
coordenadas globais cartesianas, independentemente da malha de elementos finitos.

Durante a integragdo da expressdo do trabalho virtual, para a determinagdo das
matrizes de rigidez, é necessario utilizar coordenadas naturais locais, como sera visto
mais adiante.

O elemento de concreto, mostrado na Fig. 3.6, ¢ descrito usando coordenadas

globais (x, y, z). As coordenadas naturais do elemento sdao (&,m,(). A geometria no

interior ¢ bordos dos elementos de concreto ¢ representada em fungdo dos valores
nodais das coordenadas, empregando as mesmas fung¢des de interpolagdo usadas para as

variaveis incognitas, ou seja:
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x= Zn:Nim ,
i=1

y=Y Ny, (3.10)
i=1

n
z= Z]VLZ:' .
i=1

Os correspondentes diferenciais sao:

dx dg
dyp=J3dn (3.11)
dz dg
onde
Xi
2 <8M- ON; 8M>
J=S1y (TR
= o0& on ¢ (3.12)
Za
“\ (Xi.Y: Z) %
) O LR
\m:j,za |
Y
X

FIGURA 3.6 - Barra de armadura no interior do elemento de concreto.

Uma importante vantagem da presente formulagdo ¢ que a malha global de
elementos finitos pode ser gerada sem se considerar previamente a localizagdo e
geometria da barra de armadura. Uma vez estabelecida a malha de elementos de
concreto, a armadura deve ser especificada por um conjunto de pontos nodais. As

coordenadas dos nos da barra de aco, entre os nés de defini¢do da mesma, sdo obtidas
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por interpolacdo. Desta forma, nds adicionais sdo colocados dentro do elemento de
concreto.

Sendo {x;}, {yj} e {z;} os vetores que contém as coordenadas globais dos nos da
barra, associados a um tinico elemento, as coordenadas de qualquer outro ponto na barra
sdo dadas pela expressao abaixo, onde H(y) sdo as fung¢des de interpolagdo do elemento

de armadura:

X H; 0 0 ([x

% =Z 0 H; 0 Rye. (3.13)
j=l

z 0 0 Hi ||z

Za
n
NS X
S c
T g

FIGURA 3.7 - Coordenada ao longo do eixo da armadura.

Os varios termos da rigidez associada com a armadura requerem integragdes ao
longo da mesma. Para tanto, necessita-se de um elemento diferencial de comprimento
ds, disposto ao longo da armadura, que pode ser obtido a partir da Eq. (3.12), conforme

ilustra a Fig. 3.7. A orientacdo da tangente a barra ¢ dada pelos angulos o, 3, y, onde:

dx dx dy

cosQl = — =————,
ds dy ds
dy _ dy dy

cosP =—=——", .

b ds dy ds (3.14)

dz dz dy

CoOSy =—=——>
ds dy ds
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Segue que:

ds _ \/(ﬂ] +(d_yj +(£] | 6.15)
dy dy dy dy

onde
de| ]
dy dy Xj
dy 2 dH;
DI o g [yl 3.16
dy ; dy ' (.10)
dz 0 0 aH; || z
dy, i dy |

Deste modo, os cossenos diretores da reta tangente, em qualquer ponto ao longo
da armadura, bem como o fator de mapeamento ds/dy, podem ser facilmente calculados
usando as equagdes desenvolvidas anteriormente.

Um elemento diferencial de volume dVg da barra de ago, pode ser expresso em
termos de ds e da area da se¢do transversal da barra, resultando:

dV,.=A.ds. (3.17)

Usando o fator de mapeamento descrito na Eq. (3.15), integrais envolvendo

elementos de volume e de area da superficie ao longo da armadura podem ser escritas

em termos da coordenada normalizada ¥ como:

ds
CdV.=|CA.~—dy,
J s j iy X (3.18)
s X

na qual C ¢ uma fungao de posi¢ao ao longo da barra de armadura.

3.2.4 Segmentos de Armadura que ficam no interior de um Elemento de Concreto

As barras de armadura s3o posicionadas pelas coordenadas globais (x,y,z) de
seus pontos de extremidade. Para a obtengao da matriz de rigidez total (concreto e ago)
de um determinado elemento, precisa-se saber quais barras interceptam este elemento.

O programa computacional implementado, neste trabalho, calcula de forma
automatica os segmentos destas barras que ficam situados no interior do elemento de

concreto.
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Como primeira etapa, deve-se proceder a transformacao de coordenadas globais

P; (x,y,z), dos pontos que definem as extremidades da barra, para coordenadas naturais
locais Pj (&1n,L) dos mesmos. A relacdo entre estas coordenadas para elementos

isoparamétricos ¢ dada por:

X NEM,C) 0 0 X
y =Z 0 N(EM.C) 0 Hyt, (3.19)
z 0 0 NEME) ||

onde (X, y, z) sdo as coordenadas globais de um ponto qualquer, (xj, yj, zj) sdo as
coordenadas globais dos nos do elemento de concreto e Nj (&,n,{) suas funcdes de
forma.

A forma explicita para a relagdo inversa a (Eq. 3.19), em geral, ndo ¢ facilmente
encontrada. Entretanto, o mapeamento inverso pode ser feito numericamente usando o
algoritmo de Newton-Raphson, como sugerem Elwi e Hrudey (1989). Desta forma, a

determinagdo aproximada das coordenadas (&,,n,,C,) estd baseada no fato de que

estas coordenadas sdo as raizes do seguinte sistema de equagdes nao lineares:

X Ni 0 0 ||x
Femch=1rt =0 N 0[np=0. (3.20)
i=1
z 0 0 Nill|zi

P

Usando o método de Newton-Raphson, tem-se, apds k+1 iteragdes:

k+1 k k+1

g g Ag
ne =yMp HAn, (3.21)
¢, &), lAc),
onde
A o X Nik 0 0 ||x
anb =3l S 0 NS 0 [t (3.22)
A, z), "o 0 N ||z

com J=J (g“,n,( ) sendo a matriz Jacobiana e N; = Ni(éf,fy,g“ ), as fun¢des de forma do

elemento de concreto na iteragdo k.
Determinadas as coordenadas naturais dos pontos de defini¢do da geometria da

barra, referenciadas ao sistema natural do elemento de concreto em andlise, parte-se
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para uma segunda etapa de definicdo da curva que passa por estes pontos, como

ilustrado pela Fig. 3.8.

FIGURA 3.8- Curva de defini¢dao da barra de ago.

Esta etapa consiste, mais especificamente, em determinar as coordenadas
naturais da intersec¢do do plano que contém a face do elemento de concreto com a barra
de armadura. Os lados do elemento de concreto sdo definidos fixando-se uma das
coordenadas naturais como 1 ou -1. Portanto, cada lado ¢ definido por uma coordenada
natural fixa e as outras podendo assumir valores entre -1 e 1.

Segundo Zienkiewicz (1986), quando a coordenada & ¢ conhecida, calculam-se

n e € pelas expressoes:

n =pr,-(§)n,~, (3.23)

i=l

De forma andloga, quando a coordenada m ¢é conhecida, { e { sdo

determinados por:

np
£=> g/, (3.24)
i=1

np
C= zgi(n)Ci-
i=1
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E, finalmente, quando a coordenada { ¢ conhecida, & e n sdo dados por:

=3 n)e . (3.25)

np

n :;hi(c )Tli .

As fungdes f, g, h, que aparecem nas Eqgs. (3.23), (3.24), (3.25), sao calculadas
pelas seguintes expressdes (onde n, ¢ o nimero de pontos que definem a barra de

armadura):

s (‘i _E.,i)
ﬁ(§)=qma (3.26)

j#l

Ilp

(h-n,)
gi(n)=1__[1(ni _nj)a (3.27)

Jj#l

hi(§)=l§(%:—2i>)- (3.28)

J#1
A terceira etapa consiste em verificar se existe intersec¢do da curva
P,,P,,---,P , com cada uma das seis faces que definem o elemento de concreto. Para

n o
tal, fixa-se a coordenada & = +1 do elemento de concreto e calculam-se as coordenadas
n e § da intersec¢do face do concreto-curva da barra. Caso —1<n <1 e —-1<C<1
implica dizer que a barra intercepta esta face do elemento. Define-se, entdo, um
elemento unidimensional representativo da parte de armadura situada no interior deste
elemento de concreto. Repete-se o procedimento de maneira analoga, fixando-se a

coordenada n==x1 ou {==1 e verificando os limites das coordenadas que variam na

face em andlise do elemento de concreto.

Neste estdgio do programa, considera-se a possibilidade de existir um unico
ponto de intersec¢cdo com o elemento de concreto. Esta situagdao corresponde ao caso em
que a barra intercepta somente um vértice do elemento. Neste caso, o programa
considera que a barra ndo intercepta o elemento de concreto.

A quarta etapa consiste na verificagdo do trecho de armadura efetivamente

contido no elemento de concreto. Destacam-se os seguintes casos possiveis:
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a) Um dos nds, que definem as extremidades do elemento de armadura,
encontra-se localizado dentro do elemento de concreto. Isto se evidencia quando as
coordenadas naturais de P, ou Py, em modulo, sdo menores que 1.

Neste caso, o programa se encarrega de distinguir a interseccdo verdadeira da
falsa e assim obter, de forma correta, o comprimento real do segmento de armadura

contido no interior do elemento de concreto. A Fig. 3.9 ilustra esta situacdo onde I, ¢ a

intersecgdo verdadeira e I € a falsa.

FIGURA 3.9 — P dentro do elemento de concreto.

b) Os dois nds que definem a geometria da barra encontram-se localizados no
interior do elemento de concreto. Neste caso, o programa toma, para as coordenadas

naturais dos pontos de intersec¢do, as mesmas coordenadas naturais dos pontos P, e Pnp

jé& obtidas anteriormente. A Fig. 3.10 ilustra esta situacao.

FIGURA 3.10 - P, e P dentro do elemento de concreto.
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¢) Nenhum dos no6s de defini¢ao da barra esta situado dentro do elemento de concreto.
Neste caso cabe salientar duas possibilidades: a primeira, quando o segmento que

liga os dois pontos P, e Pp, intercepta o elemento (Fig. 3.11) e a segunda, em caso

contrario (Fig. 3.12).

FIGURA 3.12 - Segmento que liga P, ¢ Pn, ndo intercepta o elemento.

A quinta etapa consiste na criagdo, quando o elemento utilizado for o quadratico,
de um no intermediario no segmento de armadura contido no interior do elemento de
concreto e posterior determinagdo das coordenadas globais e naturais dos nos extremos
do segmento, bem como do n6 intermediario. Quando o elemento isoparamétrico em
analise for o linear, ndo se processa a geragao do né intermediario. A Fig. 3.13 ilustra

esta etapa.
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FIGURA 3.13 - Segmento de armadura dentro do elemento de concreto

A sexta e ultima etapa, consiste em verificar se a barra se encontra disposta ao

longo de uma face ou ao longo de uma aresta, num determinado elemento.

3.2.5 Matriz de Rigidez para a Armadura

O campo de deformagdes, dentro de um elemento de armadura, pode ser
definido de diversas maneiras. Segundo Zienkiewicz e Philips (1974), a deformacgao ao
longo da barra de ago ¢ igual a deformagao normal, no elemento de concreto, na dire¢ao
tangente ao segmento de armadura. Sendo assim, considerando aderéncia perfeita entre
0 concreto € o0 ago, a expressdo para a deformacdo, em uma forma incremental,
conforme proposto por Elwi e Hrudey (1989), fica:

Ae, =Ag,.cos’ o +Ag,.cos’ B +Ag,.cos’y +

3.29
Ay yy.cosa.cos P + Ay ,,.coso.cosy +Ay,,.cosP.cosy (329)

Os incrementos de deformacOes Aey, Agy, Ag,, Ayyy, Ayxz, Ayy, sdo obtidos
diretamente do campo de incremento de deslocamentos do elemento de concreto. Da
Eq. (3.29) segue que o incremento de deformacao na armadura pode ser descrito como:

Ag, =B, Au, (3.30)
onde Au ¢ o vetor de deslocamentos nodais do elemento de concreto. O vetor das

relagdes deformacdes-deslocamentos para a armadura, B, pode ser dado por:

) {azv} ON {azv}
COs“ oL 4— ¢ +cosa cos B — ¢+ cosa cosy 3 —
ox oy 0z

B, =<cos’ B oN + cosa cos 3 {a—N}+cos B cosy {O_N} . (3.31)
oy ox 0z

2 {aN} {8N} ON
COS” Y y—+COosa Cosy s— ¢+ oS B coSy 4 —
0z ox oy
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As derivadas das fungdes de forma em relacdo as coordenadas cartesianas x, y €

z sdo dadas por:

oN, ON;
ox o
% - Z J! %
dy Ton |
oN, oN;
Oz o

(3.32)

Aplicando o Principio dos Trabalhos Virtuais, determina-se que a variagdo do

incremento de trabalho interno para a armadura ¢ dada por:

6AW=I(GS +AG,)-8Ac -dV

na qual o ¢ a tensdo normal na armadura e Vs o seu volume.

(3.33)

A forma incremental das relagdes constitutivas para a armadura pode ser escrita

como:
Ao =FE_ -Ac,

onde E; ¢ o mddulo de elasticidade longitudinal do ago. Assim,

SAW :J'(SASS E,-Ag, .AS)‘ds+j-(8Ass ‘G, ~AS).ds,

ou

SAW =8AuK, A, +Q, dAu,

onde
ds
=|B,oc,— A4, d
Q, I s gy A
¢ o vetor de forcas nodais equivalentes e
K,=[B, E, B, a5 A, dy
? dx

¢ a matriz de rigidez para a armadura.

A integracdo da Eq. (3.38) ¢ realizada numericamente, de forma

utilizada nos elementos de concreto.

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

semelhante a
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4 MODELOS CONSTITUTIVOS DOS MATERIAIS

Os estados caracteristicos do comportamento de uma pega fletida de concreto
armado podem ser ilustrados por um diagrama carga-deslocamento tipico, conforme a
Fig. 4.1. Este comportamento, altamente nao-linear, pode ser dividido em trés fases:
uma etapa eléstica-linear, com o concreto ndo fissurado, uma etapa de formacdo de

fissuras e uma fase plastica.

P
V N
III
___________ ! I - Elastica
[}
i II — Fissuragdo
m !
T i I1I - Plastificagdo
I [}
| |
| |
Ii |
I [}
[} [}
I [} u

v

FIGURA 4.1 — Diagrama carga-deslocamento tipico de uma peca fletida de

concreto armado.

A resposta ndo-linear ¢ causada principalmente, por dois efeitos fisicos: a
fissuracdo do concreto e a plastificacdo do aco e do concreto comprimido.

Independentemente do tempo, outras nao-linearidades surgem nos materiais,
como o deslizamento das barras de aco na matriz do concreto, o engrenamento dos
agregados e o efeito de pino das barras de ago no concreto fissurado. Os efeitos
dependentes do tempo, como fluéncia e retracdo do concreto, também contribuem

significativamente na resposta ndo-linear.
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4.1 MODELO ELASTOPLASTICO PARA O CONCRETO

Evidéncias experimentais indicam que a deformagdo nao-linear do concreto ¢
basicamente de natureza inelastica e, portanto, o comportamento tensdo-deformacgdo
pode ser separado em uma componente recuperdvel e outra irrecuperavel. A
componente de deformagao irrecuperavel deve ser tratada no contexto da teoria cléssica
da plasticidade.

Neste estudo foi empregado um modelo elastoplastico com endurecimento para
descrever o comportamento do concreto comprimido. Este modelo corresponde a
solucdo estavel do modelo elasto-viscoplastico, descrito no capitulo 2. Para o concreto
sob tensdes de tragdo, considera-se um comportamento elastico-linear até a ruptura.
ApoOs a ruptura admite-se uma colaboragdo do concreto entre fissuras, devido as forgas
de aderéncia entre o concreto e o ago, possibilitando uma analise mais realista da
estrutura.

A seguir serdo descritos os modelos constitutivos utilizados para representar o

concreto.

4.1.1 Modelo para o Concreto Comprimido

Para representar o comportamento do concreto ndo fissurado, adotou-se um
modelo elastopléastico com endurecimento, composto por um critério de ruptura, por um

critério de plastificacao e por uma regra de endurecimento.

4.1.1.1 Critério de Ruptura

O critério de ruptura adotado por Claure (1994) foi o de Ottosen (1977), dado

pela seguinte expressdo:

S T ¢
o2+ A 4B —1=0, 4.1
fCZITl me chm ( )

onde f__ € a resisténcia média a compressdo do concreto e o, B sdo parametros.
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A funcdo A depende do angulo 0, de acordo com:

L=c, cosB.arccos(— c, sen 36)} ,parasen36 < Oe (4.2)

A=c, cos{g —%arccos(c2 sen 39)} , para sen30 > 0.

Com

3J3 1]
sen30 = —T\/_ﬁ% 4.3)
2

l,=0_,+0,+0_=0,+0,+0;,,

1
J, :(Gx ‘G, +0, -G, +G, -Gx)—rfy —ryzz —rzzx :6 [(01 —02)2 +(G2 —03)2 +(G3 —01)2],

Gx Txy sz
J3: 'ny Gy ryz :(Gl_cm)(GZ_Gm)(GS_Gm)’
(4.4)
sz sz Gz

As Egs. (4.1) e (4.2), que definem o critério de ruptura, contém quatro

parémetros a, B, ¢, e ¢,. Estes pardmetros sdo determinados a partir da resisténcia média
a compressdo uniaxial do concreto f e da resisténcia média a tragdo uniaxial do
concreto f_, dada por:
tm
f 8 2/3
Som =0 [L} ,em MPa . 4.5)
10

sendo 0,95 < o <1,85.

De acordo com o Cédigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993), a resisténcia a tracao
do concreto ¢ mais varidvel que a sua resisténcia a compressao ¢ pode ser reduzida
substancialmente por efeitos ambientais. Desta forma, o valor médio proposto ¢ por
demais cauteloso e, em virtude de comparacdes com valores experimentais, preferiu-se

adotar a = 1,85 (Claure, 1994). Concomitantemente, a diferenca de 8 MPa entre f e
f,, proposta pelo Codigo Modelo, ¢ exagerada para concretos de baixa resisténcia.
Achou-se mais conveniente adotar para este valor, uma fragdo de f  (20%). Sendo

assim, a resisténcia média a tragao adotada no modelo foi:
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2/3
Sim =185 (—081/;’”) : (4.6)

Os parametros do critério de Ottosen sdo, entdo, calculados conforme o Codigo
Modelo CEB-FIP 1990 (1993), como:

1
9k1,4 ’

o=

1

p= 3.7k

(4.7)

1
“ 07k
¢, =1-68 [k-0,07],

onde
f
k= —f‘“’ : (4.8)

Para se estudar a superficie de ruptura de um material, em um espaco
tridimensional de tensdes, analisam-se as suas seg¢des transversais nos planos
desviadores e seus meridianos nos planos meridianos (Fig. 4.2a). As secdes transversais
da superficie de ruptura (Fig. 4.2b) s@o as curvas de intersec¢do entre a superficie de
ruptura ¢ um plano desviador, que ¢ perpendicular ao eixo hidrostatico, com &
constante. Os meridianos da superficie de ruptura sdo as curvas de intersec¢do entre a
superficie de ruptura e um plano meridiano, que contém o eixo hidrostatico, com 6
constante. Os meridianos determinados por valores de 0 iguais a 0°, 30°, e 60° sdo

chamados, respectivamente, de meridiano de tracdo, de cisalhamento e de compressao.
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Meridiano de Compressdo (p.)

Meridiano de Corte (ps)

Meridiano de Tragéo (p;)
4 .
-€

FIGURA 4.2a - Meridianos da FIGURA 4.2b — Segdes transversais

superficie de ruptura da superficie de ruptura

Se o material for isotrdpico, os indices 1, 2, 3, associados aos eixos coordenados,
sdo arbitrarios. Isto resulta na triplice simetria, que representa a superficie de ruptura.
Assim, torna-se necessario estudar apenas o setor compreendido entre 6 = 0° e 60°,
ficando os demais setores conhecidos por simetria.

A superficie de ruptura do concreto, segundo evidéncias experimentais,
apresenta as seguintes caracteristicas em um plano desviador:

* a superficie de ruptura € suave e convexa, com excecao do seu vértice;

* os meridianos sdo parabdlicos e abrem no sentido do eixo hidrostéatico

negativo;

* a curva de ruptura €, aproximadamente, triangular para tensdes de tragdo e

baixas tensdes de compressao, ficando mais circular a medida que as tensoes

de compressdo aumentam.

4.1.1.2 Critério de Plastificagdo para o Concreto

Admite-se, neste trabalho, que o concreto comprimido tenha um endurecimento
isotropico e que as superficies de plastificacdo tenham a mesma forma da superficie de

ruptura. Considerando a tensdo efetiva ou uniaxial equivalente 6 .= f__e manipulando a

Eq. (4.1), obtém-se a seguinte expressao para a superficie de plastificacdo:
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F:[K\/I+BII w7+, ) +40LJ2}/2:Gef. (4.9)

O dominio elastico, para o concreto comprimido, ¢ definido para tensodes efetivas
menores que 30% da tensdo de ruptura. Para superficies de carregamento subseqiientes

a superficie de plastificacdo inicial (0,3f <o .<f ) ocorre o dominio plastico, onde o
cm ef cm

material possui um comportamento elastoplastico com endurecimento, conforme visto

na Fig. 4.3.

&)}

f;

— f; 301
0,3

\

superficie inicial de
plastificagdo

superficie de
fo carregamento

™~ superficie de
ruptura

FIGURA 4.3 — Superficies de plastificagdo e ruptura.

4.1.1.3 Regra de Endurecimento

A regra de endurecimento define o movimento das superficies de plastificacao
subseqiientes (superficies de carregamento) durante a deformagdo plastica. E
determinada pela relacdo entre a tensdo efetiva e a deformagdo pléstica acumulada ou
deformacao plastica. Através de conceitos de tensdo efetiva e deformacdo plastica
efetiva ¢ possivel extrapolar os resultados de um simples ensaio uniaxial para uma

situacao multiaxial.
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0,0022 €y &

FIGURA 4.4 - Diagrama tensdo-deformacdo para o concreto comprimido.

Neste trabalho, adotou-se a curva tensdo-deformacao proposta pelo Codigo
Modelo CEB-FIP 1990 (1993), conforme visto na Fig. 4.4, para representar o

comportamento do concreto sob compressdo uniaxial, de acordo com a seguinte

E € 2
J— 78 —
., {0,0022}

- - (4.10)
14 —0,002-2|—&
£ ~0,0022

expressao:

c=-

cm

Considerando-se que a componente de deformacao elastica ¢ o/E obtém-se, para

0,3f <o <f ,apartirdaEq.(4.10), umarelagio c =c (E, f_, g, ).

4.1.1.4 Vetor de Fluxo Plastico

Na relagdo tensdo-deformagdo, para o dominio plastico, ¢ comum considerar o
vetor taxa de deformagdo plastica normal a superficie de plastificacdo. Esta regra de
fluxo ¢ considerada para o concreto, predominantemente por razdes de ordem pratica,
uma vez que héd pouca evidéncia experimental disponivel sobre a validade da mesma.
Sendo assim, pela Eq. (2.8):
oF _
o6

onde a ¢ um vetor gradiente, perpendicular a superficie de plastificacdo, que define a

&y =7 O(F) y®(F)a, (4.11)

dire¢do do incremento de deformacdo pléstica. A fun¢do tensdo efetiva F' ¢ a condi¢do
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de plastificagdao ou as fungdes de carregamento subseqiientes no modelo de plasticidade

com endurecimento. O vetor de fluxo plastico ¢ dado por:

_OFal,  _0F 04J, OF a0

= + 4.12
01, oo 8\/_2 06 00 86 ( )

com
6= {GxaG 0 .,T,,,T zxaTxy}- (4.13)

O vetor {a} pode ser transformado em:
a=C,a +C,a, +C;a,, (4.14)

onde,
ol

a, :a—G‘:{l,l,l,O,O,O},

o |
a, = \8/0_ ZF{SX,Sy,SZ,2ryz,2zx,2r L (4.15)

aJ3 L2 2 2
az = P {[S S, - 3 j, (SxSZ —sz+? A SxSy —Txy-f-? A
2(r T =9, T )2(Txyryz Sysz)z(Tszxz—Sszy)}
Os valores s, sy € s, 530 as tensodes desviadoras dadas por:
(2(5X -0o, —GZ)
s, = ,
3

, o, -o _GZ), (4.16)

Os coeficientes C1, Cp e C3 sdo:

_OF
bool

OF tag366F
o
c o V31 oF
: 2cos 36 (\/3)3 00

As derivadas da fun¢do de plastificacao F em relacdao aos invariantes de tensao

(4.17)

I1,Jp e 6 sdo:
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deformacao bilinear.

OF _Bl,, A \/ZJFBII
oL 2 \/(k\/fﬂﬂ])z +4al,

_:l k+k(k\/f+[311)+4oc\/f
oI, 2 \/(x\/f+811)2+4aJ2 ’

2

oF _0F 0.
00 oL 00

Para sen30 < 0:

0L _ cjcycos30 sen[l1/3 arccos (- ¢, sen30)]
00 sen [arc cos (—c, sen30 )] '

Para sen30 > 0:

0L _ ¢jcycos30sen [ /3-1/3arccos (c, sen30 )]

00 sen [arccos (c, sen30 )]

a_F:\/I 14 AT, +BI
o2 \/(k\/fﬂill)z + 4o,

42 MODELO ELASTOPLASTICO PARA O ACO

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)

(4.23)

Nas estruturas de concreto armado, as barras de ago resistem, fundamentalmente,

descrever seu comportamento.

a esforgos na sua direcdo. Desta forma, necessita-se apenas de um modelo uniaxial para

No modelo implementado, o ago ¢ representado por um diagrama tensdo-

compressao.

O aco ¢ considerado um material -elastoplastico com

endurecimento. Admite-se que o ago possui 0 mesmo comportamento em tragcdo e

O valor do moédulo de elasticidade longitudinal adotado para o ago, E, ¢ tomado

como sendo igual a 210.000 MPa. Para o aco de classe A, com dureza natural, adotou-se

um diagrama elastopléstico perfeito, onde o material possui um comportamento eldstico
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linear até atingir a tensdo de escoamento fy, conforme visto na Fig. 4.9. Apos este limite,

0 ago deforma-se plasticamente até atingir a ruptura, com tensdo o = fy e
endurecimento nulo (Hg = 0).

Gs

A

>
10%o0 &s

FIGURA 4.5 — Diagrama tensdao-deformagao para o aco tipo A.

O aco da classe B, encruado a frio, possui comportamento elastoplastico com
endurecimento. Por simplificagdo, adotou-se um diagrama tensdo-deformacdo com

endurecimento linear, conforme ilustra a Fig. 4.10.

Gs
A
fy T — — — — CurvaNBR 6118
0,85 f, [7 : Curva adotada

>
10%o Es

FIGURA 4.6 — Diagrama tensao-deformacao para o aco tipo B.

Deste modo, ap6s atingir o limite de escoamento, admite-se que as deformacdes

no ac¢o tém um endurecimento definido por:
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do, Ac 0,157,

H; — s _ s _ ,
de, Ag, 109/ _0,85fy _O,ISfy (4.39)
00 ES ES
0,15f,
S f *
109/, ——~
o0 S

S

4.3 MODELO VISCOELASTICO PARA O CONCRETO

O concreto submetido a cargas de longa duracdo, sofre uma deformacgao
instantanea, seguida por uma deformac¢do devida a fluéncia (creep), que se desenvolve
ao longo do tempo. Desta forma, mesmo sob tensdes constantes, as deformacdes no

concreto aumentam no decorrer do tempo, conforme ilustrado na Fig. 4.11.

SCA

deformacao por fluéncia

deformagdo instantanea

>
t t
FIGURA 4.7 — Evolugao da deformagao por fluéncia para tensao constante

aplicadaem t'.

Este fenomeno manifesta-se mais acentuadamente nas idades imediatamente
posteriores ao aparecimento das tensdes, estando ligado a fendmenos de diversos tipos,
relacionados com a circulagdo de agua na massa de concreto e sua dissipagdo para o
exterior. Por isto, em sua magnitude e desenvolvimento no tempo, influem

fundamentalmente a umidade e temperatura ambiente, a idade de carregamento e o

44



tempo transcorrido apos sua aplicagdo, as dimensdes da pega, as condi¢cdes de cura, a
composi¢ao do concreto e a velocidade de endurecimento do cimento.

Apds a concretagem e a cura do concreto, pose-se encontrar agua em seu
interior, alojada em pequenos vasos capilares. Essa agua ¢ o residuo da reacdo de
hidratacao do cimento, residuo esse que sempre ira existir, uma vez que a relagao agua-
cimento necessaria para realizar a reagao € menor que a relacdo agua-cimento minima
adotada para que o concreto seja trabalhdvel. Com o tempo, essa dgua ird evaporar € 0s
vasos capilares, sem a pressdo interna da mesma, serdo esmagados, provocando uma

perda de volume denominada retracao (shrinkage), conforme visto na Fig. 4.12.

€cs A

ts

FIGURA 4.8 — Curva de deformacao por retracao

Esta deformacao ao longo do tempo ¢ independente da tensdo aplicada e estd
ligada a fendmenos semelhantes aos da fluéncia, relacionados com a agua que, em parte,
hidrata os componentes do cimento e, em parte, fica livre dentro da massa de concreto.

No estudo de estruturas de concreto, a consideragdo das deformagdes por
fluéncia e retracao ¢ de indiscutivel relevancia, pois seus valores sdo da mesma ordem
de grandeza das deformacdes imediatas, para niveis usuais de tensdo. A seguir, discute-

se com maiores detalhes como foram considerados estes fendmenos.
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4.3.1 Fluéncia

No dominio das tensdes de servico, as deformagdes por fluéncia, devidas a
tensdes aplicadas em dois instantes diferentes, sdo consideradas como aditivas (hipotese
da superposicao de efeitos). Desta hipotese, tem-se que a deformagdo por fluéncia, sob
tensdo constante, estd ligada linearmente a tensao.

De acordo com o Codigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993), a superposicao linear é
normalmente aceita para niveis de tensdes menores que 0,41, (resisténcia & compressao
média do concreto). Neste estudo, por trabalhar-se nesta faixa de tensdes, adotou-se este
comportamento linear.

A inclusdo da fluéncia no modelo computacional e sua respectiva formulagao,
bem como a determinagdo dos parametros necessarios, foram apresentadas por Claure
(1994), que adotou um modelo reoldgico tomado por uma cadeia de elementos Maxwell

para representar o comportamento dependente do tempo do concreto (Fig. 4.13).

o (b
A
E, E, E; E,
Es €
M1 P t—J N3 N4
Y
A 4
o (b

FIGURA 4.9 — Modelo de cadeias Maxwell.

Esta cadeia ¢ constituida por uma associagdo, em paralelo, de elementos
compostos por uma mola em série com um amortecedor viscoso.

Este modelo pode ser obtido, como um caso particular do modelo elasto-
viscoplastico (Fig 2.6), admitindo-se que todos os elementos de atrito possuam tensao

de plastificagdo nula.
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4.3.2 Retracao

A redugao de volume do concreto, provocada pela perda gradual de umidade por
evaporacdo, depende de diversos fatores, sendo os mais importantes o tipo de cimento,
as dimensdes do elemento, a umidade e a temperatura ambientes, e a estrutura de poros.

O valor da retragdo varia consideravelmente com o tamanho e a forma das pecas,
porque a evaporacdo ocorre na superficie do concreto, sendo uma fun¢ao da relacdo
area/volume. A retragao diminui com o aumento das dimensdes.

As deformagdes por retracdio do concreto sdo tratadas como deformagdes
impostas a estrutura. A exemplo da fluéncia, a retracdo ndo produz diretamente tensdes
no concreto. Por isso, para avaliacdo da tensdo no concreto, desconta-se do valor da
deformacao total, obtida a partir do vetor de deslocamentos, a parcela de deformacgao
que foi originada diretamente pela retracao.

A determinacdo dos pardmetros de retracdo pelo Codigo Modelo CEB-FIP 1990
(1993), bem como sua formulagdo para a implementacdo computacional, encontram-se

descritas por Claure (1994).
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5 MODELO DE FISSURACAO DO CONCRETO

Em geral, nas estruturas de concreto armado, as fissuras aparecem ja em
condicdes de servigo. Isto ocorre pelo fato de que a resisténcia a tragdo do concreto ¢
muito inferior a resisténcia a compressao. A fissuracdo do concreto ¢ importante para
uma andlise precisa de uma estrutura de concreto armado, pois induz a um acentuado
comportamento nao-linear.

Os modelos para descrever o funcionamento do concreto armado fissurado,
geralmente consideram uma perda da capacidade de carga do concreto causada pela
fissuracdo. No contexto do método dos elementos finitos, basicamente duas
aproximacoes sao usadas para representar a fissuracdo: o modelo de fissuras discretas e
o modelo de fissuras distribuidas.

O modelo de fissuras discretas representa cada fissura individualmente, como
uma descontinuidade real na malha de elementos finitos. Esta aproximacdo foi,
primeiramente, empregada por Ngo e Scordelis (1967) para analisar uma viga de
concreto armado simplesmente apoiada. Nesse estudo, as fissuras foram modeladas por
separacdo de nds, que inicialmente ocupavam a mesma posicdo no espago. Uma
restricdo Obvia a este modelo ¢ que as fissuras deveriam se formar ao longo da borda
dos elementos. Desta forma, a resposta ¢ fortemente dependente da malha de elementos
finitos. Além disso, apds a formacao da fissura, a topologia da malha varia, exigindo
procedimentos para sua atualizacdo que demandam muito tempo computacional. Mais
recentemente, adotaram-se refinamentos de malha através de métodos auto-adaptativos,
de forma que novos elementos de fronteira sdo inseridos ao longo da propagacdo das
fissuras.

Simultaneamente observa-se a sofistica¢gdo do modelo, que leva a resultados que
sejam suficientemente precisos, ¢ a necessidade de tempo de processamento para a
analise do sistema, o que pode tornar o modelo inexeqiiivel. Por isso, o modelo de
fissuras discretas ¢ apropriado apenas para problemas onde poucas fissuras dominantes
aparecem.

Ja o modelo de fissuras distribuidas, ndo leva em conta a descontinuidade real da
malha. Pelo contrario, o concreto fissurado permanece continuo e as propriedades
materiais sdo modificadas para considerar o dano devido a fissuracdo. O concreto ¢,

inicialmente, isotropico, porém, a fissuragcdo induz-lhe anisotropia. Depois de fissurado,
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admite-se que o concreto torna-se ortotrOpico, com o0s €ixos materiais principais

orientados no sentido das direcdes de fissuragdo. As propriedades materiais variam

dependendo do estado de deformacdo e de tensdo. O modulo de elasticidade

longitudinal reduz-se na direcao perpendicular ao plano da fissura e o efeito de Poisson

¢ usualmente desprezado. O modulo de elasticidade transversal, paralelo ao plano da

fissura, também ¢é reduzido.

O modelo de fissuras distribuidas (smeared crack) € atrativo do ponto de vista

computacional, uma vez que a topologia da malha ndo muda no decorrer da analise, e sO

a relagdo tensdao-deformacao deve ser atualizada quando ocorre a fissuragao.

A Fig. 5.1 ilustra os dois modelos alternativos descritos para modelar as fissuras

numa direcdo ndo conhecida "a priori".

/]

1

il

L

[l

I — fissuras discretas

II — fissuras distribuidas

FIGURA 5.1 - Modelos alternativos para modelar a fissuragao.

Foi adotado, neste trabalho, um modelo de fissuras distribuidas. Sua descrigao

abrange os seguintes itens:

a) critério de fissuragao;

b) regra para consideragdo da colaboracdo do concreto entre fissuras (tension

stiffening);

¢) modelo para transferéncia de tensoes de corte (shear transfer).
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5.1 CRITERIO DE FISSURACAO

Antes de fissurar, o concreto tracionado é um material elastico-linear e sua lei
constitutiva ¢ dada pela versao isotropica da relacdo o =D. €.

A avaliacao da fissuragdo do concreto no programa desenvolvido neste trabalho
¢ feita através do nivel de tensdes dos pontos de integracdo dos elementos de concreto.
Verifica-se, deste modo, se o estado de tensdo correspondente a cada ponto de
integracao alcangou a superficie de ruptura, apresentada no item 4.1.1.1.

A tensdo principal o, de tragdo € determinada utilizando os invariantes de

tensdes [, J, € o dngulo de similaridade 6:

2://_;—2$en(9+2?nj+1 (5.1)

1
o, = ? .
Para distinguir se o ponto atingiu a superficie de ruptura por fissuracdo ou por

esmagamento do concreto, adotou-se o critério proposto pelo boletim n® 156 do CEB

(1983):

f .
se o, % , 0 ponto de integragao fissurou;

f .
se o, < % , 0 ponto de integragdo esmagou.

Caso o ponto de integragdo tenha fissurado, admite-se que uma fissura tenha se

formado num plano ortogonal a tenséo o ,. Portanto, o comportamento do concreto néo €

mais isotropico e sim ortotropico, € os eixos materiais locais coincidem com as dire¢des
principais de tensdes.

Para carregamentos posteriores, uma fissura secundaria pode ocorrer no ponto de
integracdo que estava previamente fissurado em uma direcdo. Neste caso, utiliza-se o
procedimento da fissura fixa, onde se mantém a dire¢do do primeiro conjunto de
fissuras fixo e determina-se a tensdo de tragdo na dire¢do perpendicular ao plano da
fissura. Se esta tensdo exceder a resisténcia do concreto a tragcdo, entdo um novo
conjunto de fissuras serd formado, perpendicular ao ja existente, e todas as componentes

de tensdo serdo zeradas.
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52 COLABORACAO DO CONCRETO ENTRE FISSURAS

O comportamento carga-deslocamento do concreto armado ¢ fortemente
influenciado pela interagdo de seus dois componentes: o concreto € o aco. A aderéncia
entre estes materiais ¢ que torna possivel a transmissdo de esforgos.

O efeito da aderéncia evidencia-se a partir da fissuragdo do concreto. No estado
nao-fissurado, o carregamento produz tensdes principais de tracdo e compressao nos
materiais. Com o aumento da carga, atinge-se a resisténcia a tragdo do concreto. Neste
momento, ocorre uma ruptura local do material e a fissura se forma. Apos a fissuracao,
o concreto entre as fissuras continua resistindo a esforcos de tracdo. Estes esforcos sdo
transmitidos ao concreto pelos mecanismos de aderéncia. Negligenciar esta capacidade
de resisténcia implica subestimar significativamente a rigidez pos-fissuragdo em niveis
de carga de servigo. Este fenomeno ¢ conhecido como "efeito da rigidez a tracao"
(tension stiffening effect). Portanto, na andlise de estruturas de concreto armado sob
cargas de servico, ¢ fundamental a consideragdo da capacidade resistente do concreto
entre as fissuras.

A qualidade da aderéncia ¢ decisiva para a distribuicdo e para a abertura das
fissuras. Ela depende das caracteristicas das barras da armadura (conformagdo
superficial e didmetro), da histéria de carga (especialmente se ocorrerem carregamentos
ciclicos), da resisténcia do concreto e das tensdes normais a superficie da barra.

A possibilidade de incorporacdo da aderéncia nos célculos, através do método
dos elementos finitos, depende da forma de conectar os elementos de aco aos de
concreto. Existem duas formas distintas para se modelar esta ligagao.

Na primeira alternativa, utilizam-se elementos especiais de aderéncia. Neste
caso, as propriedades de aderéncia sio modeladas por suas relagdes tensdes-
deslocamentos.

Na segunda forma, os elementos de concreto e ago sdo ligados diretamente.
Admite-se completa compatibilidade de deformagdes entre o aco e o concreto e
modifica-se a lei do material (concreto ou ago), para considerar os mecanismos de
interacao.

A escolha do modelo de representagdo da aderéncia depende do problema
especifico a ser analisado. O uso de elementos especiais de aderéncia requer intenso

esfor¢o computacional. Portanto, seu emprego s6 se justifica nos casos em que a
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determinagdo das tensoes de aderéncia nao possa prescindir de um estudo minucioso
(por exemplo, anélise de zonas de ancoragem).

Neste trabalho, considera-se aderéncia perfeita entre o concreto € o aco. Em
geral, a degradacdo da aderéncia é considerada indiretamente, modificando-se a lei
constitutiva do material para o concreto ou o aco. Este efeito foi modelado
indiretamente pela introducdo de um ramo descendente suave na curva tensao-
deformacdo do concreto tracionado. Desse modo, admite-se que a perda de resisténcia a
tracdo do concreto ocorre gradualmente depois da fissuragdo. Isto ¢ equivalente a
considerar o concreto como um material com amolecimento em tragao.

Para a defini¢do do modelo da curva tensdao-deformag¢ao do concreto tracionado,
devem ser considerados dois aspectos: a forma da curva a ser adotada e os valores dos
parametros necessarios para defini-la, pois diferentes formas do ramo descendente
podem ser empregadas.

Admitindo-se que a tensdo o, transmitida através da fissura, ¢ uma fun¢ao de sua

abertura de fissura w, a energia de fratura ¢ definida como:
G, IIG(W) dw, (5.2)
0

onde G, representa a energia necessaria para propagar uma fissura de tragdo de éarea
unitaria.

O modelo de fissuras distribuidas ndo ¢ adequado para representar fissuras
individuais. Sendo assim, a abertura de fissura w deve ser distribuida, ao longo de um

certo comprimento, na forma de uma deformagdo de fissura equivalente, ¢ . Esta

deformacao estd relacionada com o quociente da abertura de fissura fisica pelo seu

comprimento caracteristico, .. Obtém-se esta relagdo idealizando um volume de

controle V contendo uma fissura com area S, conforme ilustrado na Fig. 5.2.
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A\/u = \J/
t

L
FIGURA 5.2 — Comprimento caracteristico em um volume de concreto.

Admite-se que, uma vez formada a fissura, toda deformag¢do ineldstica, sob o
volume de controle, ocorre na fissura ¢ o resto do volume mantém-se elastico.
A taxa de energia dissipada na fissura ¢ dada por:

s :IG w ds . (5.3)

S

Pela hipdtese de que o volume de controle fica submetido ao mesmo estado de

tensdes que a fissura, mas afetado pela deformagdo equivalente g, a taxa de dissipagdo

de energia no volume é:
T, IJGéCdV. (5.4)

Supde-se que a tensdo e as taxas de deformacdo e de abertura de fissura sdo
constantes no volume a considerar. Entdo, as equagdes da taxa de energia dissipada na
fissura e no volume de controle fornecem a relagdo entre a taxa de abertura de fissura e

a taxa de deformacao de fissura:

ws=g.v=>dw=(v/s)de, =1 de,. (5.5)
Esta relacdo define o comprimento caracteristico como o quociente entre o

volume de controle e a superficie da fissura:

| =

C

v (5.6)
S
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Hinton (1988) sugere uma fungdo exponencial para simular o efeito de

amolecimento (strain-softening), dada por:

c = Eoeo(exp(— (8_—?0)]} parag, <g¢<g, , (5.7)
o

onde:

E_ € 0 modulo de elasticidade longitudinal,

€ ¢ a deformagdo na fissura; o’ ¢ o parametro de amolecimento e;

g, =1, /E, éadeformagio de tragdo nominal na zona fissurada.

A curva que representa a Eq. 5.7 ¢ mostrada na Fig. 5.3.

C A

m

Eref

FIGURA 5.3 — Curva tensdo-deformagao para concreto tracionado sugerida por

Hinton (1988).

Segundo Hinton (1988), o parametro de amolecimento o’ fica determinado pelo
calculo da integral da Eq. (5.2) e pela introdu¢do da relacdo entre a abertura de fissura w

¢ a deformagdo de fissura ¢ . Isto conduz a expressao:

G, - Eogozlc
' 2 (5.8)

o'= Y0
Eogl,

No calculo por elementos finitos, o volume de controle, correspondente a
fissura, ¢ o volume associado ao ponto de integracio em um dado elemento. O

comprimento caracteristico ¢ determinado, para cada ponto de integracdo, por

1. = dV'3, onde dV ¢ o volume de concreto representado pelo ponto de integragio.
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Neste trabalho, adota-se a Eq. (5.7), introduzindo-se dois coeficientes, y e A, para
permitir um melhor ajuste com resultados experimentais. Apds analise paramétrica,
adotou-se o valor de 0,5 para os coeficientes y ¢ A. A Eq. (5.9) mostra a fungdo

sugerida.

(’3—80)

c =Y -ano[exp(— o D, paragy <g<g,. (5.9

Prates Junior (1992) utiliza a equagdo apresentada na Eq. (5.10) para simular a

colaboragdo do concreto entre as fissuras.

c=qa -Eoso-[l,O—%j, (5.10)

onde:
a € o coeficiente de redugao da tensdo de fissuracao e;

[ ¢ um coeficiente que foi ajustado no presente estudo.

A Fig. 5.4 ilustra a relacdo tensdo-deformacdao empregada por Prates Junior

(1992):

A
fim

o ftm\ T~
1
1

Oref [-—#--- ':‘ “““““ T
1
= i
i ! >

&t Eref €m €

FIGURA 5.4 — Curva tensao-deformagao para concreto tracionado utilizada por

Prates Junior (1992).

Prates Junior (1992) adotou o valor de 0,8 para o coeficiente a e 0,002 para 3, na
Eq. (5.10). No presente estudo, os coeficientes empregados para ae [ foram 0,6 e
0,001, respectivamente.

A redistribui¢do de tensoes, devido a fissuragdo em outros pontos de integragao
ou carregamentos posteriores, pode, eventualmente, forgar algum ponto previamente

fissurado a fechar total ou parcialmente. Esta possibilidade ¢ considerada neste trabalho.
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Se a deformagéo atual ¢ ¢ pequena em relagdo a deformagéo ¢, armazenada como a

deformacao de tracdo maxima alcangada transversalmente a fissura em questdo, a tensao

normal a fissura, o, ¢ calculada por:
c=—"¢g, (5.11)

onde ¢ . ¢ a tensdo interpolada correspondente & deformagdo ¢ . A trajetoria desta

f

"descarga" secante ¢ visualizada pela Fig. 5.4 ou Fig. 5.5 (item 5.4.1), dependendo do

modelo adotado. A reabertura da fissura segue a mesma trajetoria até € ser excedida.

Depois a tensdo ¢ calculada pela Eq. (5.9) ou (5.10).

No processo computacional, as componentes de tensdo e deformagdo para um
ponto no interior de uma peca de concreto sao expressas em funcdo do sistema de
coordenadas X, y, z. Para obtencdo da tensdo no concreto fissurado, deve-se determinar
as dire¢des principais de deformacdes, visto que as Eq. (5.9) e (5.10) sdo validas
somente no sistema local dos eixos materiais. Torna-se, portanto, necessaria a rotagao
para a diregdo da fissura. Determinam-se as deformacdes principais através de:

24J 2 2n 1
g, = sen G+T +?,

7

€, = sen (0 )+ L, (5.12)

onde

I, =g, +g, +¢&,

. 2 2 2
J,= (ax R -ax)—sxy —€, —€_,
Sv gxy sz
Ji=] e, €, €. | (5.13)
Szx gzy 82
1 33 J,
0 :§arcsen 3
N2
J2

Calcula-se entdo, a dire¢ao da maxima deformagao principal de tragao.
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Nesse instante, ¢ possivel determinar, a partir das componentes de tensao
referidas ao sistema X, y, € z, as componentes de tensdo para a direcdo da fissura,

através da matriz de rotagcdo do sistema global para o sistema local:
ol =Rl 6", (5.14)
onde o indice L denota o sistema local e o indice G denota o global.

No sistema local, aplicam-se as Egs. (5.9) ou (5.10) e a Eq. (5.11) para calcular

as tensdes normais ao plano da fissura. A componente de tensdo tangencial local ¢

" =G.y", onde G, € 0 modulo de elasticidade transversal reduzido e serd definido no

proximo item.
Com as tensdes do ponto fissurado ajustadas, retomam-se as componentes de

tensdes no sistema global de coordenadas através da expressao:

¢’ =R%¢’. (5.15)

5.3 RIGIDEZ TRANSVERSAL DO CONCRETO FISSURADO

Como uma regra geral, as primeiras fissuras que aparecem no concreto
submetido a um carregamento sdo perpendiculares a direcdo da mais alta tensdo
principal de tracdo do concreto. As dire¢des principais se modificam por mudangas no
carregamento ou por nado-linearidades da estrutura, produzindo deslocamentos relativos
das faces rugosas da fissura. Isto causa o surgimento de tensdes de corte no plano da
fissura. O valor destas tensoes de corte depende das condigdes locais na fissura. O
principal mecanismo de transferéncia de esforgos transversais ¢ o engrenamento dos
agregados e as principais variaveis envolvidas sdo o tipo e a granulometria dos mesmos.
Além disto, o efeito de pino da armadura que cruza a fissura (dowell effect) tem também
importancia nesta transferéncia de esforcos, sendo as principais variaveis envolvidas: o
diametro das barras, a taxa de armadura e a inclina¢ao das barras em relagao ao plano de
fissura. Ambos mecanismos s3o controlados pela abertura da fissura. A capacidade de
transferéncia de corte ¢ reduzida com o aumento da abertura da fissura.

A inclusdo direta destes mecanismos num modelo de fissuras distribuidas ¢é
complexa. Emprega-se, geralmente, uma aproximagao simplificada para levar em conta

a capacidade de transferéncia de corte no concreto fissurado. O processo sugerido por
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Hinton (1988) consiste em atribuir ao médulo de elasticidade transversal correspondente
ao plano fissurado um valor reduzido Gg:

G, =BG, (5.16)
onde G, ¢ o modulo de elasticidade transversal do concreto fissurado e 3 ¢ um fator de
redugdo compreendido entre 0 e 1. Se a fissura fechar, o modulo G € adotado

novamente.

Um valor constante para o fator de reducdao foi usado em diversas analises.
Contudo, Hinton (1988) sugere relacionar o valor de f com uma medida distribuida da
abertura da fissura, ou seja, com a deformagdo de tragdo normal ao plano da fissura, na

forma:

€

le_(ooos} , (5.17)

onde g ¢ a deformagdo de tragdo ficticia normal ao plano da fissura e k; € um parametro

que, segundo Cervenka (1985), varia de 0,3 até 1,0. Nas aplicagdes do trabalho de
Claure (1994), foi utilizado o valor minimo para k;.

Prates Junior (1992) adota a mesma equagdo para a representagdo da capacidade
de transferéncia de corte do concreto apos a fissuragao.

Nesta dissertagdo, sugerem-se duas equagdes distintas para o coeficiente 3, que
correspondem aos dois modelos para a colaboracdo do concreto entre fissuras. Estas

duas equagdes para o coeficiente de reducdo de corte B se assemelham as Egs. (5.9) e

=05 -(eXp(— %B (5.18)

(5.10) e sao dadas por:

onde:
€ ¢ a deformacgao na fissura;
g, =f,/E, ¢ a deformagao de tragdo nominal na zona fissurada, e;
o’ € o parametro de amolecimento apresentado na Eq. (5.8),
e
p =0,6-(1,0—Lj, (5.19)
0,01

onde € ¢ a deformagao na fissura.
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5.4 DEFINICAO DOS MODELOS DE FISSURACAO DO CONCRETO

Através das equacdes apresentadas nos itens 5.2 e 5.3, para a representacao da
colaboragdo do concreto entre fissuras e da rigidez ao corte do concreto fissurado,

definem-se dois modelos de fissuragdo do concreto, os quais sao descritos na seqiiéncia.

5.4.1 Modelo 1

Para a colaboragdo do concreto entre fissuras, o Modelo 1 considera a Eq. (5.20)
dada por:

(8 _30)

05.a j} parag, <g¢ <g, . (5.20)

c = 0,5-E080(6Xp[—

A curva que representa a Eq. 5.20 ¢ mostrada na Fig. 5.3.

O A
f;
0,5 f;
«T 3
c N g
,/’* >
<>
€o

Eref
FIGURA 5.5 — Curva tensao-deformacao para concreto tracionado (Modelo 1).

A capacidade de transferéncia de corte do concreto fissurado ¢ representada, no

Modelo 1, pela Eq. (5.18):
B =05 -[exp(— %n (5.18)

A Fig. 5.6 apresenta o desempenho para o pardmetro deslocamento no centro da

laje, justificando a escolha das equagdes para o Modelo 1.
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FIGURA 5.6 — Deslocamentos no centro da laje.

5.4.2 Modelo 2

O Modelo 2 utiliza a Eq. (5.21) para simular a colaboragdo do concreto entre as

fissuras:

€
6 =06 Eygy|1,0-——|, 21
0%0 ( 0,0lj (5 )

onde:

E, € 0 médulo de elasticidade longitudinal;
€ ¢ a deformagao na fissura;
g, =1, /E, ¢ adeformagio de tragdo nominal na zona fissurada.

A curva tensdo-deformagao que representa a Eq. 5.21 ¢ mostrada na Fig. 5.7.

A
fim
0,6fim[~~-_
) |

Otef ——#-—-- -5- —————————— |
i = E
i ! >

&t Eref €m €

FIGURA 5.7 — Curva tensao-deformacao para concreto tracionado (Modelo 2).
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Através da Eq. 5.19 considera-se a reducdo da rigidez transversal do concreto no
Modelo 2:

B =0,6-(1,0—ﬁj, (5.19)

onde € ¢ a deformagao na fissura.
A Fig. 5.8 apresenta o desempenho para o parametro deslocamento no centro da

laje, justificando a escolha das equagdes para o Modelo 2.

400.00 +
300.00 |
z
=
N—
5
5 20000 +
@] Experimental
—o— Prates Janior (1992)
100.00 -
—A—Modelo 2
0.00 . ! . ! . I : . : |
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00

Deflexdes (mm)

FIGURA 5.8 — Deslocamentos no centro da laje.
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6 APLICACOES NUMERICAS

6.1 INTRODUCAO

As pesquisas experimentais, que t€m como objetivo o estudo de pungdo em
lajes, fundamentam-se, em geral, em ensaios de lajes apoiadas nas quatro bordas,
submetidas a cargas centradas, aplicadas de baixo para cima, como ¢ mostrado na Fig.
6.1.

Neste trabalho, a eficiéncia do programa computacional desenvolvido foi testada
através de comparacdes entre os resultados obtidos numericamente € em ensaios

experimentais realizados em laboratorio.

! Viga de Reagio <—Tirantes

[H—

Pl
! aca Placa Metalica I
| |Lajeensaiada Célula de Carga |
| |
. Macaco > .
| Hidraulico |

<
<

FIGURA 6.1 — Esquema de Ensaio — pungao centrada.

Sao apresentados exemplos de lajes sem armadura de cisalhamento, lajes com
estribos verticais e também lajes com estribos inclinados. Nestes exemplos, considera-se
ainda a variacdo do nimero de camadas de estribos, dos seus didmetros e do angulo de
inclinagdo dos estribos.

O pré e pos-processamento dos exemplos analisados foram realizados através do
software GiD® (Rib6 et al., 1999). Para a descri¢do da malha adotada, utilizam-se trés

parametros (P1xP2xP3), sendo que os dois primeiros representam o numero de
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elementos no plano e o terceiro indica o nimero de elementos na dire¢do da espessura
da estrutura. Para os exemplos de lajes ensaiadas por Coelho (1999) e por Trautwein
(2001) foram utilizados trés elementos na espessura para facilitar a determinagdo das

deformacdes nos estribos.

6.2 EXEMPLOS

6.2.1 Lajes ensaiadas por Coelho (1999)

O trabalho de Coelho (1999) apresenta os resultados de ensaios de dez lajes de
concreto armado realizados no Laboratorio de Estruturas da Universidade de Brasilia. A
investigagdo envolveu testes com lajes sem armadura de cisalhamento e dotadas de

armadura do tipo estribo vertical retangular e inclinado.

6.2.1.1 Laje sem armadura de cisalhamento

Neste exemplo, a laje sujeita a uma carga centrada (Fig. 6.2) ¢ analisada
utilizando-se uma malha de 5x5x3 elementos, conforme Fig. 6.3. Observa-se que a
malha ¢ mais refinada proximo ao ponto de aplicacdo da carga devido a concentragdo de
tensdes nessa regido. Em funcdo da simetria, apenas ' da estrutura ¢ modelado.

Considera-se a laje simplesmente apoiada.

i L

t | | Projecdo da area carregada

—
A
v

L

FIGURA 6.2 — Geometria da laje analisada.
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FIGURA 6.3 — Malha adotada para Y4 da laje.

Conforme dados dos ensaios experimentais realizados por Coelho (1999),
utiliza-se uma armadura de flexao superior na laje constituida por 20 barras de didmetro
de 12,5mm em cada dire¢do, espacadas de 94mm, enquanto 12 barras de didmetro de
6,3mm em cada dire¢do, com espacamento de 163mm, compdem a armadura de flexao
inferior. O cobrimento adotado foi de 2cm.

A laje de lado L = 180cm e espessura t = 13cm apresenta uma area central de
12x12cm carregada com uma forca de 316kN, correspondente a carga ultima encontrada
nos ensaios experimentais realizados por Coelho (1999). A carga ¢ aplicada de forma
incremental, atingindo-se o valor total ao final de 10 incrementos.

Adotam-se, como caracteristicas dos materiais, os valores encontrados em
ensaios experimentais realizados por Coelho (1999). As tabelas 6.1 e 6.2 apresentam

estes valores, correspondentes as propriedades do concreto e do aco.

TABELA 6.1 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 20,75 GPa
f,= 28,7 MPa
f,= 1,9 MPa
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TABELA 6.2 — Propriedades do ago

¢ (mm) fy (MPa) Es (GPa)

5,0 850 210
6,3 730 210
12,5 630 210

A Fig. 6.4 apresenta as deflexdes obtidas para o centro da laje, juntamente com
valores de ensaios experimentais de duas lajes iguais realizados por Coelho (1999).
Percebe-se que o programa numérico apresenta desempenho bastante satisfatorio para
esta laje sem armadura de cisalhamento. A concordancia com os resultados obtidos

experimentalmente indica que os modelos foram adequadamente implementados.

400.00

300.00 +

200.00 +

Carga (kN)

Experimental 1

—+}— Experimental 2

100.00 1
Modelo 1

—B—Modelo 2

| | |

: : ‘ : ‘ : |
0.00 5.00 10.00 15.00
Deflexdes (mm)

FIGURA 6.4 — Deflexdes no centro da laje.

A Fig. 6.5 mostra a configuracdo deformada da laje na direcdo da espessura
(dire¢do y), ampliada em 15 vezes.
As tensdes na armadura de flexdo da laje, para diferentes incrementos de carga,

podem ser observadas na Fig. 6.6.
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Y-Deslocamentos

i 0.099723
l -0.06406
& -0.227684

- -0.39163
-0.55541
.-, -0.71918
. -0.a8297

-1.0466
-1.2103
-1.3743

FIGURA 6.5 — Configuragao deformada da laje ampliada em 15 vezes (valores

em mm obtidos através do Modelo 1).

Tensoes Arm

i 1.5234
l 1.1848
- 084632

- 0.5078

- 016927

- -0.16925

By -0.50777
-0.8463
-1.1848
-1.8233

TEnsoEs Arm

i 13.286
l 11.181

F 00766

- 6.972

- 48673
- 27626
. 065793

-1.4468

-3.5514

-5 6559

TENSOES A

j 61.042
l52.62
44198

- 38776
- 27.353
i.. 18.931
. 10.508

2.0368
-6.3354
-14.757

FIGURA 6.6 —Tensdes na armadura de flexao (em kN/cm?) para os incrementos

de carga 1,3 ¢ 9 (Modelo 1).

Os resultados de deslocamentos e tensdes obtidos através do Modelo 2, para esse

exemplo, sdo semelhantes aos apresentados para o Modelo 1.
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6.2.1.2 Laje com 2 camadas de estribos verticais de diametro 5.0mm

O presente exemplo apresenta as mesmas carateristicas de geometria ¢ malha de
elementos finitos do exemplo descrito em 6.2.1.1. A armadura de flexdo permanece a
mesma, porém, ha 2 camadas de estribos verticais de didmetro 5,0 mm, com diferentes

dimensdes em cada direcdo, conforme empregado experimentalmente por Coelho

Ll

+—>r

113

(1999), e posicionados como mostra a Fig. 6.7.

FIGURA 6.7 — Posicionamento dos estribos verticais.

A laje ¢ submetida a carga de 337,3kN, valor correspondente a carga de ruptura
encontrada nos ensaios experimentais realizados por Coelho (1999), aplicada em 10
incrementos de 33,73kN.

As propriedades do concreto sdo apresentadas na tabela 6.3 e as propriedades do

aco correspondem aquelas descritas na tabela 6.2 do item 6.2.1.1.
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TABELA 6.3 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 27,41 GPa
f.= 30,8 MPa
fi= 1,8 MPa

A Fig. 6.8 mostra a comparacao entre deflexdes no centro da laje obtidas através
do programa numérico, ¢ de ensaios experimentais realizados por Coelho (1999),

comprovando a eficiéncia dos modelos implementados.

400.00

300.00 +
z
=<
= 20000 | /"/ _
o0 Experimental
S

Modelo 1
100.00 | —F—Modelo 2
0.00 g4 : : ‘ : : |
0.00 5.00 10.00 15.00

Deflexdes (mm)

FIGURA 6.8 — Deflexdes no centro da laje.

As tensdes na armadura de flexdo e cisalhamento da laje sao mostradas na Fig.
6.9.
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e — . Tensoes Arm

i 65241
IE? a1
4678

- 36 049

- 25319

- 14 588
3.858

-6.8725
-17.603
-28.332

FIGURA 6.9 —Tensdes na armadura de flexao e de cisalhamento (em kN/cm?),

para o ultimo incremento de carga (Modelo 1).

Neste exemplo, além das deflexdes no centro da laje, sio medidas as
deformagdes na armadura de cisalhamento, conforme Coelho (1999). O extensometro
esta localizado a meia altura da perna do estribo, ¢ a sua posicdo na armadura estd
indicada na Fig. 6.10. O controle das deformacgdes ¢ realizado para as duas camadas de
estribos, porém os dados das deformagdes do primeiro extensdmetro nio sdo
apresentados, pois as informagdes estdo incompletas no trabalho de Coelho (1999), e as

leituras no segundo extensometro sdo apresentadas somente até a carga de 299,40kN.

Extensometro 2

T

FIGURA 6.10 — Posicionamento do extensdmetro.

A comparagdo entre o resultado experimental e numérico, apresentada na Fig.
6.11, evidencia que os modelos implementados acompanham os valores experimentais
até um certo nivel de carga. Deve-se observar, entretanto, que os valores experimentais
correspondem a deformacdes medidas em unico ponto da armadura. Naturalmente,
existe uma variagdo significativa dos resultados, dependendo da posi¢ao do ponto de
leitura, se coincidente com uma fissura ou se intermediario entre fissuras. Os valores
numéricos expressam uma deformag¢do média ao longo de certo comprimento do

estribo.
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FIGURA 6.11 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

extensometro 2.

6.2.1.3 Laje com 2 camadas de estribos verticais de didmetro 6,3mm

Este exemplo ¢ semelhante aquele descrito em 6.2.1.2, alterando-se apenas o
diametro da armadura de cisalhamento. A laje ¢ submetida a carga de 326,3kN, aplicada
em 10 incrementos de 32,63kN. O valor da carga total corresponde a carga de ruptura
encontrada nos ensaios experimentais realizados por Coelho (1999).

A tabela 6.4 apresenta as propriedades do concreto e as propriedades do aco

correspondem aquelas descritas na tabela 6.2 do item 6.2.1.1.

TABELA 6.4 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 27,41 GPa
fo= 32,0 MPa
fi= 2,3 MPa
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A Fig. 6.12 apresenta as deflexdes no centro da laje. Novamente, os resultados

fornecidos pelos modelos implementados estdo proximos aos experimentais, realizados

por Coelho (1999).

400.00 |

300.00 -

z
-~
= 200,00
g" . Experimental
S
Modelo 1
100.00 { —H—Modelo 2

0.00 &

0.00 500 . 10.00 15.00
Deflexdes (mm)

FIGURA 6.12 — Deflexdes no centro da laje.

Conforme Coelho (1999), o controle das deformagdes na armadura de
cisalhamento ¢ realizado para a primeira camada de estribo (Fig. 6.13), através de um

extensometro colocado a meia altura da perna do estribo.

—m Extensdmetro 1

FIGURA 6.13 — Posicionamento do extensdmetro.

Os resultados das deformag¢des na armadura de cisalhamento, apresentados na
Fig. 6.14, mostram que os modelos numéricos acompanham razoavelmente bem o

resultado experimental, até valores proximos a carga de 300kN.
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FIGURA 6.14 — Deformagodes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

extensOmetro 1.

6.2.1.4 Laje com 3 camadas de estribos verticais de diametro 6,3mm

A semelhanca do exemplo descrito em 6.2.1.3, empregando porém, 3 camadas
de estribos verticais, a laje ¢ submetida a carga de 330,5kN, sendo aplicada em 10
incrementos de 33,05kN. O valor da carga total corresponde a carga de ruptura
encontrada nos ensaios experimentais realizados por Coelho (1999).

A tabela 6.4 do item 6.2.1.3 e a tabela 6.2 do item 6.2.1.1 apresentam as
propriedades do concreto e do ago, respectivamente.

A Fig. 6.15 apresenta as deflexdes no centro da laje, com resultados numéricos
proximos aos obtidos experimentalmente por Coelho (1999). Neste caso, o Modelo 2

acompanha melhor o resultado experimental.
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FIGURA 6.15 — Deflexdes no centro da laje.

O controle das deformacdes na armadura de cisalhamento ¢ realizado por 4
extensometros localizados a meia altura da perna do estribo e posicionados de acordo
com a Fig. 6.16. Como dois extensdmetros estdo em posi¢des simétricas, apresentam-se
trés graficos (Fig. 6.17, 6.18 e 6.19), considerando que os resultados de deformagdes no
estribo da segunda camada devam coincidir com os dados das leituras dos

extensometros 2 e 4, obtidos por Coelho (1999).

—a Extensometro 3

Extensometro 2

Extensometro 1

Extensometro 4

FIGURA 6.16 — Posicionamento dos extensOmetros.

Para o exemplo da laje com trés camadas de estribos verticais de didmetro
6.3mm, ensaiada por Coelho (1999), os estribos mais afastados da area carregada
apresentam comportamentos semelhantes sem grandes deformagdes, enquanto no

estribo da primeira camada (Fig. 6.17), observam-se deformagdes maiores.
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Observa-se na Fig. 6.18 que os dados experimentais obtidos para os dois
extensOmetros simétricos (extensdmetros 2 e 4), apresentam comportamentos distintos a

partir de cerca de 9% da carga de ruptura da laje.
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Experimental Extensdmetro 1
100.00
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| 0.00_| i | i | i | i | i | i |
-1.00 0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00

Deformacgdes (%o )

FIGURA 6.17 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao do

extensometro 1.
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FIGURA 6.18 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 2 e 4.
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FIGURA 6.19 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao do

extensOmetro 3.

As imagens apresentadas na Fig. 6.20 mostram o comportamento das tensdes no
concreto para os incrementos 1, 2, e 4. Observa-se a existéncia de altas tensdes de
compressao na regido de aplica¢dao da carga, representada em azul. Na face contraria, o
esfor¢o de tracdo aumenta a cada incremento e, para o tltimo incremento, essa face esta

quase inteiramente tracionada em valor constante.

Si¢-Tensoes nodais

i 0.31737
0.23278
0.14815

- 0.063538
- -0.021073

-0.1903
o -0.27491

-0.35952
-0.44412

Sw-TENSOES NOdals

j 0.43973
0.27759
0.115845

- 0046684
- 020862
l -0.37095
-0.5331
-0.69524
-0.85738
-1.0198
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S¢-Tensoes nodais
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r -1.3365
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-3.1214
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FIGURA 6.20 — Tensoes no concreto (em kN/cm?), para os incrementos 1, 2, 4.

6.2.1.5 Laje com 2 camadas de estribos inclinados de didmetro 5,0mm

Este exemplo apresenta as mesmas carateristicas de geometria, malha de
elementos finitos e armadura de flexao descritas em 6.2.1.1.

A armadura de cisalhamento ¢ do tipo inclinada aberta dobrada a 60° (Fig. 6.21).
As camadas dos estribos sdo posicionadas conforme Fig. 6.22, sendo a primeira delas

posicionada faceando a area carregada.

113
\

120
AN 2

FIGURA 6.21 — Modelo do estribo adotado.
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FIGURA 6.22 — Posicionamento dos estribos inclinados.

A laje ¢ submetida a carga de 342,4kN, valor correspondente a carga de ruptura
encontrada nos ensaios experimentais realizados por Coelho (1999), aplicada em 10
incrementos de 34,24kN.

As propriedades do concreto e do aco encontram-se nas tabelas 6.5 deste item, e

6.2 do item 6.2.1.1, respectivamente.

TABELA 6.5 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 20,75 GPa
f.= 27,6 MPa
fi= 2,2 MPa

A Fig. 6.23 mostra a comparacao entre deflexdes no centro da laje resultantes do
programa numérico e de ensaios experimentais realizados por Coelho (1999),
comprovando a eficiéncia dos modelos implementados A curva do Modelo 1 esta

sobreposta a curva experimental.
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FIGURA 6.23 — Deflexdes no centro da laje.

No ensaio experimental realizado por Coelho (1999), o controle das
deformagdes na armadura de cisalhamento ¢ realizado por 2 extensdmetros localizados

a meia altura da perna do estribo e posicionados conforme a Fig. 6.24.

Extensometro 2

Extensometro 1

1]
1

FIGURA 6.24 — Posicionamento dos extensdmetros.

As Fig. 6.25 e 6.26 apresentam as deformagdes na armadura de cisalhamento.
Verifica-se que as curvas obtidas numericamente para os estribos da primeira camada
acompanham bem o resultado experimental. O estribo da segunda camada atinge o
escoamento no Ultimo incremento na analise numérica, enquanto o ensaio experimental

aponta escoamento com cerca de 76% da carga de ruptura da laje.
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FIGURA 6.25 — Deformagodes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

extensometro 1.
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FIGURA 6.26 — Deformagodes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

extensOmetro 2.

As tensdes na armadura de flexdo e de cisalhamento da laje podem ser
visualizadas na Fig. 6.27, na qual sdo apresentados os resultados para o incremento 7,
referente a carga de, aproximadamente, 240kN. Para esse nivel de carga, observa-se que

algumas barras de armadura comecam a plastificar.
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TENSOES A

i 73.087
l 63.722
54337

- 44 992
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26262
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FIGURA 6.27 —Tensdes na armadura de flexao e de cisalhamento (em kN/cm?)

para o incremento de carga 7 (Modelo 1).

6.2.1.6 Laje com 2 camadas de estribos inclinados de diametro 6,3mm

O presente exemplo assemelha-se aquele do item 6.2.1.5, com alteragdo apenas
do diametro das barras dos estribos. A laje ¢ submetida a carga de 361,1kN, aplicada em
10 incrementos de 36,11kN. O valor da carga total corresponde a carga de ruptura
encontrada nos ensaios experimentais realizados por Coelho (1999).

As propriedades do concreto sdo apresentadas na tabela 6.6 e as propriedades do

aco correspondem aquelas descritas na tabela 6.2 do item 6.2.1.1.

TABELA 6.6 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 20,75 GPa
f,= 29.4 MPa
f,= 2,5 MPa

A Fig. 6.28 apresenta as deflexdes no centro da laje. Novamente, os resultados
fornecidos pelos modelos implementados estdo proximos aos experimentais realizados

por Coelho (1999).
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FIGURA 6.28 — Deflexdes no centro da laje.

Os resultados das deformacdes na armadura de cisalhamento sdo apresentados
na Fig. 6.29 e 6.30. Observa-se que os modelos numéricos acompanham razoavelmente
bem a curva experimental obtida através do extensometro 1. No estribo da segunda
camada, verificam-se deformacdes bem maiores e para o ultimo incremento de carga, a

armadura atinge o escoamento, o que ndo ¢ observado experimentalmente.
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FIGURA 6.29 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao do

extensometro 1.
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FIGURA 6.30 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

extensometro 2.

82



6.2.1.7 Laje com 3 camadas de estribos inclinados de diametro 6,3mm

Este exemplo assemelha-se aquele apresentado no item 6.2.1.6, porém apresenta
uma camada de estribos a mais. Aplica-se na area central uma carga de 405,1kN em 10
incrementos de 40,51kN. O valor da carga total corresponde a carga de ruptura
encontrada nos ensaios experimentais realizados por Coelho (1999).

As propriedades do concreto e do ago correspondem aquelas descritas na tabela
6.6 do item 6.2.1.6, e na tabela 6.2 do item 6.2.1.1, respectivamente.

A Fig. 6.31 apresenta as deflexdes no centro da laje. Neste caso, os resultados
fornecidos pelos dois modelos implementados estdo bem préoximos aos ensaios

experimentais realizados por Coelho (1999).
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FIGURA 6.31 — Deflexdes no centro da laje.

No ensaio experimental realizado por Coelho (1999), o controle das
deformagdes na armadura de cisalhamento ¢ realizado por 3 extensdmetros localizados

a meia altura da perna do estribo, e posicionados conforme a Fig. 6.32.
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FIGURA 6.32 — Posicionamento dos extensdmetros.

Extensometro 1

JJ L
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A comparagdo entre os resultados experimentais € numéricos pode ser observada
nas Fig. 6.33, 6.34, 6.35. Observa-se um bom comportamento do programa numérico
para as trés camadas de estribos, obtendo-se valores coerentes com os ensaios realizados

por Coelho (1999). O estribo da terceira camada escoa no ultimo incremento.

Carga (kN)

Experimental Extensdmetro 1

Modelo 1

—B—Modelo 2

0.00 A . : . : . : |
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00
Deformagdes (%o )

FIGURA 6.33 — Deformagodes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

extensometro 1.
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FIGURA 6.34 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

extensometro 2.
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FIGURA 6.35 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao do

extensometro 3.
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6.2.1.8 Laje com 4 camadas de estribos inclinados de diametro 6,3mm

Em relacdo ao exemplo descrito no item 6.2.1.7, altera-se aqui, somente o
nimero de camadas de estribos, que passa a ser quatro.

A laje ¢ carregada com uma forca de 425,4kN, correspondente a carga ultima
encontrada no ensaios experimentais realizados por Coelho (1999), sendo aplicada de
forma incremental, atingindo-se o valor total ao final de 10 incrementos.

A tabela 6.7 apresenta as propriedades do concreto, sendo que as propriedades

do aco correspondem aquelas descritas na tabela 6.2 do item 6.2.1.1.

TABELA 6.7 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 27,41 GPa
f.= 32,3 MPa
fi= 1,9 MPa

A comparagdo das deflexdes no centro da laje obtidas numerica e
experimentalmente ¢ mostrada na Fig. 6.36. A concordéancia entre os resultados indica
que os modelos foram adequadamente ajustados. A curva fornecida pelo Modelo 2 esta

sobreposta a curva experimental.
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FIGURA 6.36 — Deflexdes no centro da laje.

Segundo Coelho (1999), neste exemplo as deformagdes na armadura de
cisalhamento s3o monitoradas por extensdometros fixados a meia altura da perna do

estribo, localizados conforme a Fig. 6.37.

| ! Extensometro 4
| j Extensometro 3

| Extensometro2
_

[

FIGURA 6.37 — Posicionamento dos extensdmetros.

Extensometro 1

JJ L

Através da comparagdo entre os resultados numéricos e experimentais
apresentados nas Fig. 6.38, 6.39, 6.40 e 6.41, pode-se observar a eficiéncia do programa
no que se refere as deformagdes na armadura de cisalhamento nas diferentes posigdes

dos extensdmetros. Verifica-se que o Modelo 1 apresenta melhor desempenho na

representacao das deformacgdes nos estribos.

87



400.00 {
300.00 ¢
z
=4
N
<
2 20000 |
<
O
Experimental Extensdmetro 1
100.00 1 Modelo 1
—F—Modelo 2
| _0.00| i i | i | i | i |
-1.00 0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
Deformagdes (%o )

FIGURA 6.38 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao do

extensometro 1.
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FIGURA 6.39 — Deformagodes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

extensOmetro 2.
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FIGURA 6.40 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

extensometro 3.
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FIGURA 6.41 — Deformagodes na armadura de cisalhamento na posi¢ao do

extensOmetro 4.

As tensdes na armadura de flexdo e de cisalhamento da laje podem ser
visualizadas na Fig. 6.42. Sdo apresentados os resultados para o incremento 6. Para esse

nivel de carga, observa-se que algumas barras de armadura comecgam a plastificar.
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FIGURA 6.42 —Tensdes na armadura de flexao e de cisalhamento (em kN/cm?)

para o incremento de carga 6 (Modelo 2).

6.2.2 Lajes ensaiadas por Trautwein (2001)

O trabalho de Trautwein (2001), da Universidade de Brasilia, apresenta os
resultados de ensaios de lajes de concreto armado realizados no Laboratério do Centro
Tecnologico em Engenharia Civil de Furnas Centrais Elétricas S.A. em Aparecida de
Goiania, Goias. As lajes com estribos tipo inclinado com distribuicdo em cruz e radial

foram analisadas numericamente.

6.2.2.1 Laje com 3 camadas de estribos inclinados de didmetro 6,3mm

Trata-se de uma laje sujeita a uma carga centrada (Fig. 6.43) e discretizada em
uma malha de 5x5x3, semelhante aquela utilizada nos exemplos anteriores,
apresentando-se mais refinada proximo ao ponto de aplicacdo da carga devido a
concentragdo de tensdes nessa regido. Devido a simetria, apenas "4 da estrutura ¢é

modelado. Considera-se a laje simplesmente apoiada.
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FIGURA 6.43 — Geometria da laje analisada.

A laje de lado L = 300cm e espessura t = 20cm apresenta uma area de 20x20cm
carregada com uma forca de 650kN, correspondente a carga ultima encontrada no
ensaios experimentais realizados por Trautwein (2001). A carga ¢é aplicada de forma
incremental, atingindo-se o valor total ao final de 10 incrementos.

A armadura de flexao superior da laje € constituida por 31 barras de didmetro de
16,0mm em cada dire¢cdo, espacadas de 10cm, enquanto 21 barras de diametro de
8,0mm em cada dire¢do, com espagamento de 15c¢cm, compdem a armadura de flexao
inferior. A armadura de cisalhamento ¢ composta por estribos inclinados a 60° em
relagdo ao plano da laje, conforme mostra a Fig. 6.44. O cobrimento adotado foi de

2cm.

132
\

167
60°

45\\ -

—>
166

FIGURA 6.44 — Modelo do estribo adotado.

A Fig. 6.45 apresenta o posicionamento das camadas de estribos inclinados. A

primeira delas ¢ colocada faceando a area carregada.
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FIGURA 6.45 — Posicionamento em cruz dos estribos (medidas em mm).

Adotam-se como caracteristicas dos materiais, os valores encontrados em
ensaios experimentais realizados por Trautwein (2001). As tabelas 6.8 e 6.9 apresentam

as propriedades para o concreto e para o ago, respectivamente.

TABELA 6.8 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 21,06 GPa
f.= 41,1 MPa
fi= 3,6 MPa

TABELA 6.9 — Propriedades do ago

¢ (mm) fy (MPa) Es (GPa)

5,0 793,9 183,2
6,3 636,4 207,2
8,0 616,0 220,5
10,0 576.,9 214,7
12,5 658,0 182,8
16,0 560,7 228,1

92



A Fig. 6.46 mostra a comparagdo entre deflexdes no centro da laje obtidas

numericamente € em ensaios experimentais realizados por Trautwein (2001).
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FIGURA 6.46 — Deflexdes no centro da laje.

No ensaio experimental realizado por Trautwein (2001), ha monitoramento dos
estribos para o controle das deformacdes. A cada ponto monitorado, colocam-se dois

extensometros a meia altura da perna do estribo, posicionados conforme a Fig. 6.47.

13414 15‘ 16

FIGURA 6.47 — Posicionamento dos extensometros.

Sao apresentados apenas 2 graficos com resultados de deformagdes na armadura

de cisalhamento (Fig. 6.48 e 6.49), considerando que os extensometros estdo em

93



posigdes simétricas. Para ambas as camadas de estribos, o programa numérico apresenta
bons resultados até a carga de, aproximadamente, 450kN. Observa-se que os resultados

experimentais apresentam diferengas para leituras em extensometros simétricos.
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FIGURA 6.48 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 1, 2,3,4,9, 10, 11 e 12.
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FIGURA 6.49 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensdmetros 5, 6,7, 8, 13, 14, 15 e 16.
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6.2.2.2 Laje com 3 camadas de estribos inclinados de diametro 8,0mm

O presente exemplo apresenta as mesmas caracteristicas de geometria e malha
do exemplo descrito em 6.2.2.1. A armadura de flexdo permanece a mesma, porém
adotam-se estribos inclinados com didmetro de 8,0mm, posicionados conforme a Fig.
6.47.

A laje é submetida a uma carga de 999kN, valor correspondente a carga de
ruptura encontrada nos ensaios experimentais realizados por Trautwein (2001), aplicada
em 10 incrementos de 99,9kN.

A tabela 6.10 apresenta as propriedades para o concreto e as propriedades do ago

correspondem aquelas apresentadas na tabela 6.9 do item 6.2.2.1.

TABELA 6.10 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 21,78 GPa
fo= 45,7 MPa
fi= 3,3 MPa

A Fig. 6.50 apresenta os resultados das deflexdes no centro da laje obtidos
numericamente, € por ensaios experimentais. Observa-se que a leitura no ensaio ¢
realizada somente até a carga de 800kN e, até esse nivel de carregamento, o programa

numérico apresenta bom desempenho.
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FIGURA 6.50 — Deflexdes no centro da laje.

O controle das deformagdes nos estribos ¢ realizado, na analise numérica, em
estribos com dados experimentais obtidos em ensaios realizados por Trautwein (2001),
por extensometros posicionados conforme a Fig. 6.47. As Fig. 6.51 e 6.52 apresentam
os resultados numéricos e experimentais das deformacdes na armadura de cisalhamento.
Verifica-se que, para ambas as posi¢des dos extensdmetros, o programa numérico indica

escoamento das barras a partir do incremento 8, o que ndo ¢ observado nos ensaios

experimentais.

96



1000.00 —

800.00

600.00

Carga (kN)

—o—11
—a—12
—A—Modelo 1
—F—Modelo 2

-100 000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 10.00

Deformagdes (%o )

FIGURA 6.51 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 1,2,3,4,9,10,11 ¢ 12.

1000.00 -4

800.00 A

—+—6
——7
—o—8
—¥—13

15
200.00 g —o—16
—A—Modelo 1
—B—Modelo 2

LU0 } T } T } T } T } T } T } T } T |
-100 000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 10.00
Deformacgdes (%o )

FIGURA 6.52 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 5, 6, 7, 8, 13, 15 e 16.

Em Trautwein (2001), ndo ha dados de leituras do extensometro 14 (Fig. 6.47).
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6.2.2.3 Laje com 4 camadas de estribos inclinados distribuidos de forma radial de

diametros 6,3mm e 8,0mm

Este exemplo possui as mesmas caracteristicas de geometria e malha do exemplo
descrito em 6.2.2.1. A armadura de flexdo permanece a mesma, e para a armadura de
cisalhamento, adota-se uma distribui¢cdo radial e utilizam-se dois didmetros diferentes.
Para camadas perpendiculares a area carregada empregam-se estribos de didmetro
8,0mm e para camadas na dire¢do diagonal a area carregada adotam-se barras de

diametro 6,3mm, conforme mostra a Fig. 6.53.

Estribos ¢ 8,0mm

Estribos ¢ 6,3mm

FIGURA 6.53 — Distribui¢ao radial dos estribos (medidas em mm).

A laje ¢ submetida a uma carga de 979kN, valor correspondente a carga de
ruptura encontrada nos ensaios experimentais realizados por Trautwein (2001), aplicada
em 10 incrementos de 97,9kN.

A tabela 6.11 apresenta as propriedades para o concreto e as propriedades do aco

correspondem aquelas descritas no item 6.2.2.1, tabela 6.9.
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TABELA 6.11 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 21,69 GPa
f.= 43,4 MPa
fi= 3,6 MPa

A Fig. 6.54 mostra a comparacao entre resultados das deflexdes no centro da laje
obtidos numericamente € em ensaios experimentais. Novamente, a leitura das deflexdes

nos ensaios experimentais ¢ realizada somente até a carga de 900kN. Observa-se que os

dois modelos fornecem curvas sobrepostas a curva de referéncia.
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FIGURA 6.54 — Deflexdes no centro da laje.

No presente exemplo, a cada ponto da armadura de cisalhamento monitorado
experimentalmente nos ensaios realizados por Trautwein (2001), colocam-se dois

extensometros para medir as deformacgdes, fixados a meia altura da perna do estribo, e
localizados conforme a Fig. 6.55.
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FIGURA 6.55 — Posicionamento dos extensdmetros.

As Fig. 6.56, 6.57, 6.58 ¢ 6.59 apontam a concordancia entre os resultados
numéricos e experimentais para o parametro deformacao na armadura de cisalhamento,

comprovando a eficiéncia dos modelos implementados.
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FIGURA 6.56 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 1, 2, 3, 4.
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FIGURA 6.57 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 5, 6, 7, 8.
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FIGURA 6.58 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao dos

extensometros 9, 10.
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FIGURA 6.59 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao dos

extensometros 11, 12.

As tensdes na armadura de cisalhamento da laje podem ser observadas na Fig.
6.60. Sao apresentados os resultados para o incremento 8. Para esse nivel de carga,

observa-se que as duas primeiras camadas de estribos na dire¢do diagonal estdo
plastificadas.
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FIGURA 6.60 — Visualizagdo de tensoes na armadura de cisalhamento.
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6.2.2.4 Laje com 7 camadas de estribos inclinados distribuidos de forma radial de

diametro 8,0mm

Este exemplo mantém as caracteristicas de geometria e malha de elementos
finitos do item 6.2.2.1. A armadura de flexdo permanece a mesma, porém, adotam-se 7
camadas de estribos de 8,0mm distribuidas de forma radial, conforme mostra a Fig.

6.61.

FIGURA 6.61 — Distribuigao radial dos estribos. (medidas em mm).

Segundo Trautwein (2001), adota-se a largura de 132mm para os estribos
posicionados perpendicularmente a drea carregada, e a largura de 40mm para os estribos

posicionados na direcdo diagonal a area carregada (Fig. 6.62).

40 132
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FIGURA 6.62 — Modelo do estribo adotado na dire¢do da diagonal a area

carregada e perpendicular a mesma.
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A laje ¢ submetida a uma carga de 1087kN, valor correspondente a carga de

ruptura encontrada nos ensaios experimentais realizados por Trautwein (2001), aplicada

em 10 incrementos de 108,7kN.

A tabela 6.12 do presente item ¢ a tabela 6.9 do item 6.2.2.1, apresentam as

propriedades para o concreto € o aco, respectivamente.

TABELA 6.12 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 20,97 GPa
fo= 47,9 MPa
fi= 3,7 MPa

As deflexdes no centro da laje, obtidas numerica e experimentalmente sdo
apresentadas na Fig. 6.63. Novamente, a leitura no ensaio realizado por Trautwein
(2001), foi realizada somente até a carga de 900kN, e com a curva experimental

existente, verifica-se o bom desempenho dos modelos implementados.
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FIGURA 6.63 — Deflexdes no centro da laje.

Para medir experimentalmente as deformacdes na armadura de cisalhamento da

laje com 7 camadas de estribos inclinados, distribuidos de forma radial e com diametro
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de 8,0mm, Trautwein (2001) utiliza dois extensdometros, fixados a meia altura da perna
do estribo, a cada ponto monitorado, localizados conforme a Fig. 6.64. Com o objetivo
de comparar os resultados do programa numérico e dos ensaios experimentais, sao
apresentados 11 graficos de deformagdes em estribos (da Fig. 6.65 a 6.75), visto que
varios extensOmetros estdo em posicdes simétricas. Em todos eles, verifica-se

concordancia entre as curvas, comprovando a eficiéncia do programa.
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FIGURA 6.64 — Posicionamento dos extensdmetros.
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FIGURA 6.65 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 1, 2, 3,4, 5, 6.
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FIGURA 6.66 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 7, 8, 9, 10, 11, 12.
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FIGURA 6.67 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 13, 14, 15, 16, 17 ,18.
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FIGURA 6.68 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao dos

extensometros 19, 20, 21, 22, 23, 24.
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FIGURA 6.69 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 25, 26.

1000.00
800.00
—
5 600.00
N
& 27
—
o)
400.00 —+—28
Modelo 1
200.00 —5—Modelo 2
} 0.00} } . } } . ]
-050 0.50 150 250 350
Deformacgdes (%o )

FIGURA 6.70 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao dos

extensometros 27, 28.

108



1000.00

800.00

30

Z
= —+—31
S
=
S s

—A—Modelo 1

—F—Modelo 2

-0.50 050 150 250 350
Deformagdes (%o )

FIGURA 6.71 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao dos

extensometros 30, 31, 32.
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FIGURA 6.72 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao dos

extensometros 33, 34.
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FIGURA 6.73 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 35, 36.
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FIGURA 6.74 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 37, 38.
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FIGURA 6.75 — Deformagdes na armadura de cisalhamento na posicao dos

extensOmetros 39.

6.2.2.5 Laje com 7 camadas de estribos inclinados distribuidos de forma radial de

diametro 5,0mm

Esta situacdo ¢ semelhante aquela descrita no item 6.2.2.4, porém altera-se o
diametro das barras de armadura de cisalhamento para 5,0mm.

A laje ¢ submetida a uma carga de 975kN, valor correspondente a carga de
ruptura encontrada nos ensaios experimentais realizados por Trautwein (2001), aplicada

em 10 incrementos de 97,5kN.

A tabela 6.13 apresenta as propriedades para o concreto e as propriedades do aco

correspondem aquelas apresentadas na tabela 6.9.

TABELA 6.13 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 21,24 GPa
f.= 40,6 MPa
fi= 4,0 MPa
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A comparacdo dos resultados, numéricos e experimentais, das deflexdes no
centro da laje estd na Fig. 6.76. Observa-se que a leitura no ensaio foi realizada somente

até a carga de 900kN e, até esse nivel de carregamento, o programa numérico apresenta
bom desempenho.
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Deflexdes (mm)

FIGURA 6.76 — Deflexdes no centro da laje.

No presente exemplo, a cada ponto da armadura de cisalhamento monitorado
experimentalmente nos ensaios realizados por Trautwein (2001), colocam-se dois

extensOmetros para medir as deformacdes, fixados a meia altura da perna do estribo, e
localizados conforme a Fig. 6.77.
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FIGURA 6.77 — Posicionamento dos extensOmetros.
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As deformagdes na armadura de cisalhamento medidas nos extensometros ¢
obtidas no programa numérico podem ser observadas nas Fig. 6.78, 6.79, 6.80 ¢ 6.81. A

concordancia entre os resultados comprova a eficiéncia dos modelos implementados.
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FIGURA 6.78 — Deformagodes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensdmetros 1, 2, 3, 4.
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FIGURA 6.79 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 5, 6, 7, 8.
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FIGURA 6.80 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 9, 10.
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FIGURA 6.81 — Deformagoes na armadura de cisalhamento na posi¢ao dos

extensometros 11, 12.
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As tensdes na armadura de flexdo e de cisalhamento da laje podem ser
visualizadas na Fig. 6.82. Sdo apresentados os resultados para o incremento 8. Para esse

nivel de carga, observa-se que algumas barras de armadura comecam a plastificar.

Tensnes fem

83462
I 71402
59,505

- 47 526

- 35,547

! 23 668
1159

038903
-12.368
74 345

FIGURA 6.82 —Tensdes na armadura de flexao e de cisalhamento (em kN/cm?)

para o incremento de carga 8 (Modelo 2).

6.2.2.6 Laje com 9 camadas de estribos inclinados distribuidos de forma radial de

diametro 8,0mm

Este exemplo ¢ similar aquele descrito no item 6.2.2.4, alterando-se porém, o

numero de camadas de estribos, que passa a ser nove.

A laje ¢ submetida a uma carga de 1160kN, valor correspondente a carga de
ruptura encontrada nos ensaios experimentais realizados por Trautwein (2001), aplicada

em 10 incrementos de 116,0kN.

A tabela 6.14 apresenta as propriedades para o concreto, sendo que as

propriedades do ago correspondem aquelas apresentadas na tabela 6.9.
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TABELA 6.14 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 21,96 GPa
f.= 42,6 MPa
fi= 4,2 MPa

Segundo Trautwein (2001), a laje com 9 camadas de estribos inclinados
distribuidos de forma radial e com diametro de 8,0mm ndo foi instrumentada para
controle das deformagdes. Apenas as leituras das deflexdes foram realizadas. De posse
desses dados, comparam-se através da Fig. 6.83 os resultados numéricos e
experimentais das deflexdes no centro da laje. Observa-se que a leitura nos ensaios foi
realizada somente até a carga de 1000kN e, até esse nivel de carregamento, os modelos

implementados apresentam bos resultados.
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FIGURA 6.83 — Deflexdes no centro da laje.
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6.2.3 Laje ensaiada por Fusco (1988)

A laje analisada neste item ¢ uma laje ensaiada por Fusco (1988). Para a andlise
experimental, utilizam-se os cantos chanfrados para facilitar a fabricacdo do portico de
reacdo e para simplificar as operagdes de instalacdo da laje neste portico. Para a analise

numérica, a laje é considerada quadrada.

6.2.3.1 Laje sem armadura de cisalhamento

Neste exemplo, a laje sujeita a uma carga centrada (Fig. 6.2) ¢ analisada
utilizando-se uma malha de 5x5x4 elementos, conforme Fig. 6.3. Em funcdo da

simetria, apenas Y4 da estrutura ¢ modelado. Considera-se a laje simplesmente apoiada.

i L

t | | Projecdo da area carregada

L

—
A
v

FIGURA 6.84 — Geometria da laje analisada.

FIGURA 6.85 — Malha adotada para % da laje.
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A laje de lado L = 130cm e espessura t = 10cm apresenta uma area central de
20x20cm carregada com uma forga de 150kN. Para esse nivel de carregamento observa-
se experimentalmente o escoamento de barras de armadura. A carga ¢ aplicada de forma
incremental, atingindo-se o valor total ao final de 10 incrementos.

Conforme dados do ensaio experimental realizado por Fusco (1988), utiliza-se
uma armadura de flexao superior da laje constituida por barras de didmetro de 10mm
em cada dire¢do, espagadas de 10cm. A armadura em uma das dire¢des, referenciada
por armadura externa, apresenta uma distancia de 2cm entre o seu eixo e a superficie
tracionada da laje, enquanto a armadura interna, na outra dire¢cdo, apresenta 3cm entre

0s mesmos pontos citados.

FIGURA 6.86 — Visualizagdo da armadura.

Adotam-se como caracteristicas dos materiais, os valores encontrados em
ensaios experimentais realizados por Fusco (1988), e apresentados nas tabelas 6.15 e

6.16, que consideram as propriedades para o concreto € 0 ago.

TABELA 6.15 — Propriedades do concreto

Propriedades do concreto

E.= 36,50 GPa
f.= 28,7 MPa
fi= 2,3 MPa
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TABELA 6.16 —Propriedades do ago.

¢ (mm) fy (MPa) Es (GPa)
10,0 540 210

As Fig. 6.87 e 6.88 apresentam as tensoes nas armaduras externa e interna, no
centro da laje segundo os modelos implementados e o ensaio experimental. Em cada

figura aparecem duas curvas experimentais, que correspondem a barras em posigdes
simétricas.
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FIGURA 6.87 — Tensdo na armadura externa.
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FIGURA 6.88 — Tensdo na armadura interna
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento de trabalhos com a finalidade de modelar estruturas em
concreto armado, empregando o Método dos Elementos Finitos, tem sido tema
constante de pesquisas recentes. Seguindo esta tendéncia de pesquisa, o presente
trabalho teve como objetivo principal a modelagem de situagdes de pungdo em lajes tipo
cogumelo de concreto armado.

Como ponto de partida para o desenvolvimento do programa computacional
dessa dissertagdo foi adotado o programa para andlise ndo-linear dindmica e estatica de
estruturas tridimensionais em concreto armado, apresentado por Hinton (1988), e
modificado por Claure (1994).

Neste trabalho, foram propostos dois modelos de fissuracao para a consideragao
da colaboracdo do concreto entre fissuras e para a representacdo da capacidade de
transferéncia de corte do concreto fissurado.

Durante a analise numérica realizada, observou-se que ambos os modelos
sugeridos fornecem resultados bastante precisos, apresentando uma 6tima aproximagao
com os ensaios experimentais. Os deslocamentos no centro da laje foram
adequadamente representados, enquanto os valores numéricos para as deformagdes nos
estribos apresentaram uma certa divergéncia em relagdo aos valores experimentais. Isto
era de se esperar, pois os valores numéricos expressam uma deformac¢ao média ao longo
de certo comprimento do estribo. Os valores experimentais, por sua vez, correspondem
a deformagdes medidas em um uUnico ponto da armadura. Desta forma, existe uma
variagdo significativa dos resultados, dependendo da posi¢do do ponto de leitura, se
coincidente com uma fissura ou se intermediario entre fissuras. Porém, isso ndo impede
que se possa afirmar que o programa computacional desenvolvido pode ser empregado
para generalizar resultados experimentais em lajes cogumelo com variagdo na
resisténcia do concreto, na bitola das barras de armadura, no espagamento entre as
barras e no numero de camadas de armadura de cisalhamento do tipo vertical retangular
e inclinada.

Assim, ¢ possivel afirmar que o programa computacional permite uma devida
avaliacao da deformabilidade das lajes e dos esfor¢os de cisalhamento, e que, portanto,
os objetivos do trabalho foram alcangados.

Como sugestdes para continuacdo da pesquisa, podem-se citar os seguintes itens:
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desenvolver um modelo de fissuragdo mais preciso para simular a transferéncia de
esforgos através das fissuras, levando em consideragdo granulometria do concreto,
sua resisténcia caracteristica, didmetro das barras de armadura, taxa de armadura,
inclinagdo das fissuras em relacdo as barras de armadura, espacamento entre as
barras e numero de camadas de estribos;

implementar a determinagdo numérica da carga de ruptura da laje;

empregar 0 modelo computacional para estudar a confiabilidade de formulac¢des
recomendadas em normas;

analisar situagdes de puncao em lajes submetidas a cargas de longa duracao.
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APENDICE A

O programa numérico apresentado no presente trabalho foi desenvolvido na
linguagem FORTRAN. Para o processamento dos exemplos, adotou-se a entrada de
dados através de um arquivo de texto, no qual as informagdes devem estar devidamente
ordenadas.

A principio, esse arquivo pode ser criado manualmente pelo usuario, sem a
utilizagdo de um programa para pré-processamento. Porém, a facilidade e agilidade
proporcionadas por esse tipo de ferramenta computacional foram itens decisivos para o
emprego do programa de pré e pés-processamento GiD®. No pré-processamento, o
programa GiD® permite que se defina graficamente a geometria da pega e a malha
empregada. Da mesma forma, aplicam-se as condi¢des de contorno e o carregamento.
Além disso, ha a vantagem de se personalizar o programa através de janelas com dados
especificos a serem preenchidos.

Uma vez criada a geometria da pega, os dados podem ser alterados e redefinidos
a qualquer momento.

Ao final, o programa de pré-processamento fornece o arquivo de texto com
extensdo .DAT ordenado e personalizado para posterior leitura no FORTRAN, contendo
as coordenadas dos nds, as conectividades e os demais dados especificados nas janelas.
Os unicos dados que nao sdo listados automaticamente pelo programa desenvolvido na
interface do GiD® sdo as coordenadas e conectividades da armadura. Considerou-se
mais pratico a inser¢do destes dados manualmente. Entretanto, desenvolveram-se
arquivos de saida de dados dentro do programa numérico (FORTRAN), para posterior
visualizacdo das armaduras consideradas e conferéncia das posi¢des no ambiente de
pos-processamento do GiD®.

E conveniente, portanto, apresentar no presente anexo um exemplo com a
entrada de dados realizada através da implementagio no programa GiD®. A

visualizacdo através de telas facilitard a explanagao.
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A.l  CARACTERISITCAS DO EXEMPLO

Trata-se de uma laje carregada em seu centro, conforme mostrado na Fig. A.l.

Apenas %4 da laje ¢ discretizado.

i / L
_ | Area Carregada

f s - -

FIGURA A.1 — Exemplo de laje carregada em seu centro.

A.2 GEOMETRIA DA LAJE

A entrada de dados grafica da geometria de uma laje deve ser realizada seguindo
alguns passos, de modo que as conectividades sejam fornecidas de acordo com a leitura
no programa numérico. Em caso contrario, ha incompatibilidade de dados.

O langamento da geometria ¢ realizado através dos valores das coordenadas dos
vértices da pega. Salienta-se que as coordenadas devem ser lancadas de forma que a
espessura da laje fique na dire¢do do eixo y.

Para esse exemplo, ¢ interessante delimitar a 4rea de aplicagcdo da carga (centro
da laje). Por isso, utiliza-se uma malha mais refinada neste ponto. A forma de
langamento da geometria do presente exemplo se da em fungdo disso.

Inicialmente, seleciona-se o comando Utilites - Graphical - Coordinates
Window. Na janela que surge (Fig. A.2), deve-se informar as coordenadas dos nds que

definem a geometria da laje.
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FIGURA A.2 — Informagao das coordenadas.

Mantém-se a janela ativa e seleciona-se o comando /ine ‘\. Pode-se aceitar que
a primeira coordenada seja P(0,0,0), clicando em Apply. Para o préximo ponto,
informam-se as coordenadas e clica-se em Apply novamente. Esses passos sdo repetidos

até que se obtenham os retangulos ilustrados na Fig A.3.

W,
FIGURA A.3 — Retangulos iniciais para formar a geometria

~

Acessando-se o comando surface através do icone: e selecionando-se os

quatro lados de cada um dos retangulos, formam-se duas superficies (Fig. A.4).

3 4

FIGURA A.4 — Area formada com os retangulos iniciais.
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A partir das areas obtidas, ¢ possivel transladéd-las na direcdo z, copiando as

& Faints
= Lines
Entities type:  Surf [REIEEE

Yolumes

superficies. Para isso, utiliza-se o comando Utilities - Copy (Fig. A.5).

Transfarmation:  Trarsmomm —=— I

First point

Murn: = (0.0
| W |EI.EI

Pick 2[00
Second point

Murn: = (0.0
| Wl |EI.EI

Mz:lﬂ.ﬂi

™ Duplicate entities
Do extrude: Mo —
[T Create contacts

™ haintain layers

bultiple copies: |1

Select | Cancel |

Entities type:  Surfaces —

Transformation: Translation —l‘

First point

Mum;: = (0.0

| W |EI.EI

Pick 2 [0
second point

Mum: = (0.0
| 4! |EI.EI

Mz:lﬁlﬁ

[T Duplicate entities N_D
Lines
Do extrude:  Surf Beiiis ==t

Yolumes

[T Create contacts

™ Maintain layers

bultiple copies:; |1

Select | Cancel |

FIGURA A.5 — Copiando superficies.

Na janela que surge, opta-se por Extrude Surfaces, para que todas as faces sejam

copiadas.

Finaliza-se a copia clicando em Select e selecionado as duas éareas.

Assim, o desenho passa a ter a forma indicado na Fig. A.6.
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FIGURA A.6 — Montagem dos volumes.

Para gerar as demais areas, procede-se da mesma maneira e completa-se a

geometria (Fig. A.7).

FIGURA A.7— Duas vistas da area finalizada.

Por fim, seleciona-se o comando Geometry - Create - Volum - By Contour e,
para cada volume a ser criado, indicam-se os seis lados que o compdem. Repetindo-se o

comando 4 vezes, formam-se os 4 volumes indicados na Fig. A.8.

FIGURA A.8 — Duas vistas dos volumes finalizados.
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A3 MALHA DA LAJE

Optou-se por criar uma malha 5x5x3, sendo que o ultimo valor indica o nimero
de elementos na espessura. Portanto, a malha adotada ¢ composta por 75 elementos.
Para indicar que as fungdes de forma sdao quadraticas (hexaedro de 20 noés), utiliza-se o
comando Meshing - Quadratic elements - Quadratic. Da mesma forma, Meshing -
Element type - Hexahedra indica o tipo de elemento. Selecionado-se Meshing -
Structured - Volumes e clicando em todos os volumes, indica-se que utiliza-se malha

estruturada. Aparece a tela mostrada na Fig.A.9.

Enter value window E

Enter number of cells to assign to
lines

FIGURA A.9 — Entrada do nimero de elementos em cada direcao.

Através das linhas da geometria, indica-se o nimero de elementos adotado em
cada direcdo. Assim, para esse exemplo, digita-se 3 e seleciona-se uma linha na dire¢ao
y (direcdo da espessura). Da mesma forma, digita-se 1 para criar uma fileira de
elementos na linha da éarea carregada e digita-se 4 para criar 4 elementos na regido
restante. O comando Meshing - Generate gera a malha solicitada. Aparece a janela

ilustrada na Fig. A.10, indicando o niimero total de elementos e o nimero total de nos.
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Dialog window E3

E Mesh Generated. Press 'OK' to see
it

Murn. of Hexahedra elements=75 =
Mum. of nodes=492

ol

Cancel

FIGURA A.10 — Numero de elementos gerados.

Enfim, o resultado final da malha ¢ apresentado na Fig. A.11.

e,

FIGURA A.11 — Malha adotada.

A4  DEFINICAO DOS DADOS ESPECIFICOS

Todas as informagdes programadas pelo usuario no ambiente do GiD®, com o
objetivo de personalizar a entrada de dados, s3o implementadas através de 3 arquivos de
mesmo nome (Darc3Laje) com extensdes .PRB, .CND e .BAS. O arquivo de extensdo
.PRB ¢ utilizado para criar as janelas com os dados especificos (Fig. A.12). A segunda
extensdo refere-se a um arquivo para organizar os comandos de aplicagdo de carga e

condigdes de contorno. O ultimo arquivo, de extensdo .BAS, ¢ empregado para
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organizar a saida das informacgdes (arquivo .DAT) na seqiiéncia de leitura do programa
numérico.

Esses arquivos devem estar reunidos em uma pasta de nome ‘Darc3Laje.gid’ e
esta pasta deve estar localizada no diretorio GiDWin/problemtypes.

Para se ter acesso as janelas com as devidas informacdes a serem preenchidas,
utiliza-se o comando Data - Problem Type - Darc3Laje.

Inicia-se a entrada de dados com o preenchimento de dados especificos através
da opc¢do Data - Problem Data. Alguns dados apresentam um valor “default”, definido

na implementacao (ver Fig. A.12a e Fig. A.12b).

Prohlem Daia

BN

Informacg@es ] Carregamento <

Titula 1 [titulo

™ total de nas (conreto e ago) [0
MN° de materiais diferentes (1

MN* do critétio de escoamenta |3
MN* de tipos de armadura [0

™ total de barras de armacdura |1
MN* do modelo de armadura |2

" tatal de carregamentos |1

Problem Data

Informactes ] Carregamento ] =

Carga |1
Data de aplicagio da carga |28
N* de incrementos de carga 10
Carga em pontos |0
Carga de Gravidade |0
Carga nas faces|1
todelo de Fissuracao |1
Modelo de Estribo [Vertical

FIGURA A.12a— Janelas de entrada de dados criadas através do arquivo .PRB.
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Problem Daia Eq

Carregamento ] Dados para Cnntrule] = | =

MN® nos controle desloc|0
Ma(s) para controle desloc |1
M elem cantrale tens&o [0
Elem(s) para controle tens&o |0
M no arquivo desloc|0
Direg&o controle desloc|0
miter N® maximo de iteracgBes (50
kstep (31
taler(0.2

Acceptdata | Cose |

FIGURA A.12b — Janelas de entrada de dados criadas através do arquivo .PRB.

Da mesma forma, selecionando-se Data - Interval Data, definem-se, para cada
conjunto de propriedades, as caracteristicas dos materiais. Para um novo conjunto clica-

se no botdo New (Fig. A.13).
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Imterval Data E

i 2]t 2
M do Conjunto de Fropriedades |1
Y'oung Modulus|1.0
Foiszon Ratio |0.20
Compressian Flow Stress |3.37
Cracking Stress |25
Crushing Strain |0.0035
Fracture Energy |0.6E-03
Factor far shear reduction |0.0
ALFA (Tipo de cimenta) |0.0
taterial Density |0.25E-05
Factor far end of elasticity 1.0
Al for fluidity parameter|0.0
A1 for fluidity parameter|0.0
ALFA-C for strain-softening |10
BETA-0 for monitoring surface |1.84
BETA-1 for monitoring surface |1.09
Bar digmeter|0.0
Tipo de ago (A=1B=2)|0.0
Taxa de endurecimento do ago (0.0
Largura do refargo (0.0
Espessura do reforgo |0.0
Diagr TensaofAderéncia/Deslizam 0.0

Accept data | Close |

FIGURA A.13 —Janela personalizada para os dados do programa.

A.5 DEFINICAO DO CARREGAMENTO E CONDICOES DE CONTORNO

O programa numérico permite a aplicagdo de cargas nodais, cargas de volume e
carregamento na face de um elemento, porém, no programa GiD® foi implementado
apenas a possibilidade de aplicacdo de cargas nodais. Para a aplica¢do de cargas na face
ou de gravidade, a visualiza¢do grafica da numeracdo dos nos e dos elementos pode
facilitar o processo manual.

No caso de cargas nodais, utiliza-se o comando Data - Conditions — Cargas. Na

tela surge a janela mostrada na Fig. A.14.
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Cargas | X]
(s

|Cargas sobre pontos g @
Forga #|0.0

Forca 'y [-0.5

Forga 2|00

Assign | Entities Qraw| Qnassign|

Cloge

FIGURA A.14 — Especifica¢do das cargas concentradas nos nos.

Fornecem-se os dados do carregamento e clica-se em Assign para selecionar os

noés carregados.

De maneira semelhante, aplicam-se as condigdes de contorno utilizando-se Data

-Conditions - Condi¢oes de Contorno (Fig. A.15).

Condicies de Contormo ]
[
|C.C|:|nt|:|rn|:| sobre nos g @

W % Restrigio

==alue 0.0

W v Restrigio

“walue |00

[~ Z Restrigio

==alue 0.0

é&ssign Entities Qraw|gnassign|

Cloze

FIGURA A.15 —Aplicagdes da condi¢des de contorno.
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A.6  GERANDO O ARQUIVO .DAT

Finalizada a entrada grafica de dados, gera-se o arquivo de texto com extensao
.DAT, com todas as informagdes preenchidas no programa para pré-processamento
(GiD®). Cabe ressaltar que, posteriormente, deve-se completar alguns dados
manualmente, para que o exemplo possa ser processado no programa numeérico.

Acessando Calculate — calculate gera-se o arquivo .DAT, que serd gravado na

pasta do exemplo.
A.7  FINALIZANDO O ARQUIVO DE ENTRADA DE DADOS

Para finalizar a entrada de dados, indicam-se manualmente as informag¢des nao
geradas automaticamente.

Os dados sobre armadura devem seguir o padrao abaixo:

Conectividades dos Nos dos Elementos de Armadura

Barra  N°conj propr da barra N°de nos Conectividade Retragdo
1 2 2 493 494 0
2 2 2 495 496 0
3 2 2 497 498 0
4 2 2 499 500 0
5 2 2 501 502 0

No caso de carregamento na face ou de gravidade, pode-se utilizar a visualizacdo
grafica de programa GiD® como auxilio. A conectividade dos 8 nés da face a ser
aplicado o carregamento deve seguir a mesma ordem da conectividade dos elementos de

concreto.
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A.8 FORMATO FINAL DO ARQUIVO DE ENTRADA DE DADOS

A seguir, apresentam-se todas as partes do arquivo de dados com extensdo
.DAT. Cabe salientar que a leitura dos dados ¢ ndo-formatada, portanto, independe do

espagamento existente entre eles.

Inicialmente, ¢ descrito o titulo do exemplo.

Laje 1 com 75 elementos (3 na espessura)

Em seguida, aparecem os dados iniciais que referem-se ao nimero de elementos
da malha, nimero de nds, nuimero de barras de armadura, nimero de carregamentos,

condi¢des de contorno, etc. A descri¢dao que segue ao lado de cada niimero € opcional.

572 Numero total de pontos nodais (concreto+ago)
492 Numero total de pontos nodais do concreto
75 Numero total de elementos

136 Numero de nos com condicoes de contorno
20 Numero de nos por elemento

4 Numero de materiais diferentes

3 Numero do critério de escoamento

0 Controle de saida de dados

0 Numero de tipos de armadura

44 Numero total de barras de armadura

2 Numero do modelo de armadura

1 Numero total de carregamentos

Os dois dados seguintes sdo: a inclina¢ao dos estribos (Inclinado ou Vertical) e o

Modelo de Fissuragao adotado (Modelo1 ou Modelo2).

Modelo de Estribo adotado
Inclinado

Modelo de Fissuracdo adotado
1
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Na seqiiéncia, aparecem as conectividades dos elementos de concreto. Os trés
primeiros numeros indicam, respectivamente, o nimero do elemento, o conjunto de
propriedades que contém as caracteristicas do elemento de concreto corrente e o tipo de

armadura.

Conectividades dos Elementos de Concreto

1 1 1 305 298 289 336 382 390 394 340 311 306
395 398 339 335 331 366 411 414 416 379

2 1 1 289 286 284 333 374 378 382 336 306 300
391 395 331 324 322 356 408 410 411 366

3 1 1 284 283 280 329 369 371 374 333 300 295
388 391 322 321 318 350 403 405 408 356

4 1 1 280 278 277 327 363 364 369 329 295 293
383 388 318 316 314 348 399 402 403 350

5 1 1 339 335 331 366 411 414 416 379 386 375
442 443 433 431 430 458 486 489 491 462

As conectividades dos elementos de armadura sdo listadas manualmente. Na
ordem apresentada, os nimeros indicam: o numero da barra, o conjunto de propriedades
que contém as caracteristicas do elemento de barra corrente, o niumero de nds, a

conectividade da barra e consideracao de retragao.

Conectividades dos Nos dos Elementos de Armadura

Barra  N°conj propr da barra N°de nos Conectividade Retragdo
1 2 2 625 626 0
2 2 2 627 628 0
3 2 2 629 630 0
4 2 2 631 632 0
5 2 2 633 634 0

* Esse bloco de informagdes ndo é gerado automaticamente pelo GiD®, assim como as

coordenadas dos nos de armadura.
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As coordenadas dos pontos nodais dos elementos de concreto e dos elementos de

armadura sdo os proximos dados.

Coordenadas dos Pontos Nodais (Concreto e Armadura)

1
2
3
4
5
493

494
495

0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

77.9
76.5
76.5

0.00000
1.62500
3.25000
4.87500
6.50000

11.5
1.5
1.5

90.00000
90.00000
90.00000
90.00000
90.00000

Coordenadas dos elementos de concreto

6.0

0.0 Coordenadas dos elementos de armadura

6.0

Em seguida, sdo fornecidas as condi¢des de contorno. O primeiro algarismo

indica o nimero do né restringido. Nos trés algarismos seguintes aparece “0” ou “1” nas

direcdes X, y € z, respectivamente, apontando restricdo no caso do nimero “1” e livre

para “0”. Finalmente, aparece o valor que foi indicado para um deslocamento prescrito

nas dire¢des X, y € z, respectivamente.

Condigoes de Contorno

1 01 0 00 00 00
8§ 01 0 00 00 0.0
9 01 0 00 00 0.0

Os proximos dados referem-se aos conjuntos de propriedades, os quais contém

as diferentes caracteristicas dos materiais.
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1 Numero do Conjunto

2770d0 .20 294E+01 .25 35E-02
0.6E-03 0.2 .90 250E-05 0.1E+01
0.0 0.0 0.1E+02  .184E+01 A09E+01
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0

2 Numero do Conjunto

0.21E+05 .00 .63E+02 0.1E+10  0.3E+03
0.1E+04  .00000 0.0 0.1E+01 0.1E+01
A000E-02  .971E+00 0.1E+10 0.1E+10 0.1E+10
1.25 1 0.0 0.0 0.0
1.0

Em seguida, outros dados devem ser definidos para a saida de resultados.

Parametros

1 Numero de nos para controle dos deslocamentos
5 Numero de elementos para controle de tensdo
20 Numero maximo de iteracoes

81 Numero maximo de passos

0.2 Tolerancia

Listagem dos nos para controle dos deslocamentos

616

Listagem dos elementos para controle de tensdo

17 69 72 20 86

616 Numero do no para saida no arquivo "-Desloc’

2 Diregao do deslocam. do no para saida no arquivo -Desloc’
0 Numero de nos com desloc. inicial

0 Numero de nos com veloc. Inicial
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Finalmente, sdo fornecidas as caracteristicas do carregamento.

1 Carga

28  Data de aplica¢do da carga

10 Numero de incrementos de carga
0 Carga em Pontos

0 Carga de Gravidade

1 Carga nas Faces

Para os ultimos trés dados, o nimero 1 indica o tipo de carregamento que esta
caracterizado. Para o exemplo que esta sendo apresentado, optou-se por carregamento
em uma das faces, na direcdo y. Para informar esses dados procede-se indicando o
nimero de faces carregadas, os nds pertencentes a essa face (com a ordem da
conectividade semelhante aquela que foi dada nos elementos de concreto) e o valor do

carregamento nas diregdes X, y € z, respectivamente.

1 Numero de faces com carregamento

17 577 586 605 614 624 615 604 587
. -0.25076388888889

. -0.25076388888889

. -0.25076388888889

. - 0.25076388888889

. -0.25076388888889

. -0.25076388888889

. -0.25076388888889

. -0.25076388888889

S S S0 LSS s S

0
0
0
0
0
0
0
0
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APENDICE B

Para facilitar a interpretacdo dos resultados no programa de pré e pos
processamento utilizado (GiD®), foi conveniente obter os valores de tensdo em cada né
da estrutura. Como os pontos 6timos para o calculo das tensdes sdo os pontos de Gauss,
¢ necessario fazer uma extrapolacdo dos valores encontrados nos pontos de integragdo
para os n6s dos elementos e uma suavizacao posterior, como explicado a seguir.

O célculo das tensdes em um no i pode ser realizado diretamente a partir dos

deslocamentos nodais:
6, =DB(:,.n,,,)8", (B.1)
onde B (&i,ni, C l.) indica que os termos da matriz de deformagdo sdo particularizados

para as coordenadas do n6 em questao.

A Eq. B.1 fornece valores nodais descontinuos das tensdes entre elementos
adjacentes (Fig. B.1). Isso certamente ¢ consequencia da formulacdo empregada, na
qual os requisitos de continuidade sdo exigidos para os deslocamentos e ndo para as
tensdes. Um refinamento progressivo da malha tende a eliminar essas descontinuidades,
que obviamente desaparecem no limite de uma malha infinitamente refinada. Na pratica
¢ interessante obter-se um sé valor de tensdo para cada nd, o que pode ser alcancado

através do processo de suavizagdo das tensoes.

FIGURA B.1 — Exemplo de solu¢do descontinua e tensdes suavizadas.
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B.1 EXTRAPOLACAO E SUAVIZACAO GLOBAL DAS TENSOES

Através desse procedimento se faz diretamente a extrapolacdo para os nos dos
valores das tensoes em todos os pontos de Gauss. Desta forma, obtém-se diretamente

uma solu¢do suavizada em toda a malha (Onate, 1995).
B.1.1 Introdugao

Neste trabalho, utiliza-se o processo de suavizagdo proposto por Hinton e

Campbell (1974), onde a fun¢ao de suavizagao ¢ definida como:

o
2(X,y,Z) = agoo T @100 X + ag10y + @001 Z + ao11 Xy + .-.=Za,~jk x'ylz

i=0,p (B.2)
J=0,g9
k=0,r

onde g ¢ uma func¢do de ordem p em x, e uma funcdo de ordem ¢ em y e uma funcio de
ordem r em z.
Se a funcdo ndo suavizada ¢ dada por o(x, y, z), entdo o problema resume-se em

encontrar os coeficientes a; j que minimizem o funcional:
2
v =|[[(s-g)ar. (B.3)
Consequentemente, para y ser um valor minimo,

oy
Gai_/k

=0. (B.4)

B.1.2 Formulacao de elementos finitos

Neste problema, as incognitas sao tomadas como as tensoes nodais suavizadas
* ~ . ~ .
o; ¢ estas tensdoes podem ser obtidas usando-se as fungdes de forma. Desta maneira, a

funcdo de suavizagao g(&, n, ) ¢ dada pela expressao:

g&n.8)=) N,o, (B.5)

i=l,n
~ r M r ~ * r
onde N;j, a fun¢do de forma no nod i, ¢ uma fung¢do de coordenadas (§n.,0) e o; ¢ a

tensdo nodal suavizada no n6 i e n € o nimero de nds por elemento.
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O erro entre as tensdes suavizadas e ndo suavizadas em qualquer ponto dentro do
elemento ¢ dado por:

e (E,0) = o (En.0) — g (EM.0), (B.6)
onde as tensdes ndo suavizadas ¢ (§,n,0), em qualquer ponto dentro do elemento,
podem ser obtidas pela relacdo usual tensdo-deslocamento (Eq. B.1).

O problema agora ¢ encontrar as tensdes nodais suavizadas 61,02y ey Gp* que

minimizem o funcional

r =3 [[Jeen.orar =3 [[[loln.c)-gln.c)] detd g dndc -

onde detJ ¢ o determinante da matriz Jacobiana.

Para y ser um minimo

oy .
—=0 arai=1,2, ..., p. )
Py |y p (B.8)

Portanto, para cada elemento, a matriz de suaviza¢do do elemento ¢ dada por:
[[[N, N, detIde dndg oooveoveene [[[V, N, detd d& dn dg
S¢= : : . (B.9)
[[[N, N detdde dndg -ooooov [[[N, N, det ¥ dg dn dg

E o vetor de “forcas” ¢ dado por:
[[[N/o detdde dndg

Fe= : (B.10)
[[[N,o detdde dndg

O vetor de “for¢as” global F e a matriz de suavizacdo global S sdo obtidos
reunindo-se o vetor de “for¢as” de cada elemento F © e a matriz de suaviza¢do de cada

elemento S °, respectivamente.
~ . . * * * ~ .
As tensdes nodais suavizadas ©;, G2, .., 6, sdo obtidas resolvendo-se o

sistema:
F=So (B.11)

onde o ¢ o vetor formado pelas tensdes nodais suavizadas.
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B.2 SAIDA GRAFICA DAS TENSOES NO PROGRAMA GiD®

O programa numérico desenvolvidlo em FORTRAN gera arquivos para
conferéncia dos dados de entrada e para visualizacdo de resultados (tensdes nodais
suavizadas e deslocamentos) através do programa para pré e pos-processamento GiD®.

Essa possibilidade se mostrou bastante util, uma vez que as coordenadas das
armaduras sdo listadas manualmente. Além disso, a visualizagdo grafica dos resultados
permite melhor avaliagdo do desempenho do programa e do comportamento da peca
analisada.

Sao gerados 5 arquivos distintos com extensdes .MSH e .RES. Os arquivos com
a primeira extensdo contém informacdes da malha e os arquivos .RES apresentam
resultados de tensdes e deslocamentos. Nesse anexo sdo descritos o objetivo de cada

arquivo gerado e a sua forma de utilizagio no programa GiD®.
B.2.1 CONFEREARM.FLAVIA.MSH

Esse arquivo tem o objetivo de possibilitar a conferéncia da listagem das
coordenadas e conectividades da armadura, realizada manualmente. Nele estdo
impressas as coordenadas e conectividades dos elementos de concreto e dos elementos
de barras de armadura.

Para sua visualizagio no programa GiD®, seleciona-se o comando Files -

Import/Export - Mesh Read.

Ou, clica-se no botdo de transferéncia entre e pré e pds-processamento Q

(File - posprocess) para trabalhar no ambiente de pos-processamento. Em seguida, abre-

se o arquivo selecionando-se o comando Open = (File - Open). Um exemplo de
arquivo ¢ apresentado no Fig. B.2. Nesse ambiente, hd varios recursos que permitem
modificar as cores e/ou estilo de visualizagao, como o comando Windows - View style.

E possivel também, desativar uma das malhas (de concreto ou de armadura) para

obter maior clareza do desenho.
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FIGURA B.2 — Exemplo de visualizagdo através do arquivo

conferearma.flavia.msh.

B.2.2 CONCRETO.FLAVIAMSH e CONCRETO.FLAVIA.RES

Esses dois arquivos s3o utilizados em conjunto para a visualiza¢do grafica de
tensdes e deslocamentos nos elementos de concreto. Ambos devem estar em uma
mesma pasta do computador para que seja possivel visualizar a malha e os resultados,
simultaneamente.

Nesse caso, deve-se trabalhar no ambiente de pds-processamento do programa

GiD®. Seleciona-se o comando Open = e abre-se um dos arquivos (ndo importa a
extensdo, pois os arquivos estdo vinculados). Para visualizar os resultados, utiliza-se o
comando Windows - View Results. Seleciona-se View - Contour Fill (Fig. B.3) e em
seguida opta-se por Results - Deslocamentos ou Results - Tensoes nodais e determina-se
a direcdo ou tensdo desejada. Através do comando Windows - Animate € possivel
realizar uma animacao dos resultados e observar o comportamento da estrutura para

cada incremento de carga (Fig. B.4).
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FIGURA B.3 — Comando para visualizagdo dos resultados.

Sw-Tensoes nodais

i 0.92478
I -0.18737
-0.91992

- -1.6423

- -2.3646
| | -3.087

-3.8093

-4.9317
-5.264

-5.9763

FIGURA B.4 — Resultados de tensoes.

B.2.3 ARM.FLAVIAMSH e ARM.FLAVIA.RES

Esses dois arquivos sdo utilizados em conjunto para a visualizagdo grafica de
tensdes e deslocamentos nos elementos da armadura, da mesma forma que o conjunto
anterior. A visualizacdo dos resultados se realiza de maneira semelhante, porém no caso
das armaduras s6 ha a opgdo Results - Tensoes Arm, para cada incremento de carga. A

Fig. B.5 ilustra um exemplo de resultado de tensdes na armadura.
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Através do comando Windows - Animate ¢ possivel realizar uma animagao dos

resultados e observar o comportamento das tensdes nas barras cada incremento de
carga.

Tensoes Arm

i 78491
61.228
47.003

- 32,782
18.5598
4.3368
-5.8864
-24.109
-38.332
-52.554

FIGURA B.5 — Visualizagdo das tensdes na armadura através dos arquivos

arm.res e arm.msh.
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