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Resumo

Deslocamentos de tipo finito sao uma classe de sistemas, com en-
tropia topoldgica conhecida, definidos em determinados subespagos
invariantes de {1,...,d}, onde K = N ou Z. No presente texto,
substituimos o alfabeto finito por um métrico compacto X para es-
tudar deslocamentos com transi¢coes dadas por um conjunto fechado
I' C X x X. Em geral, tais deslocamentos terao entropia infinita, con-
duzindo ao estudo da sua dimensao métrica média. Provamos que a
dimensao de sistemas unilaterais e bilaterais induzidos por um mesmo
I' coincidem, como ¢é o caso da entropia, calculamos explicitamente o
seu valor em uma classe de exemplos e mostramos uma aplicagao do
modelo em agoes de semi-grupos finitamente gerados.

Para mostrar tais resultados, antes obtemos uma prova simples
e analoga ao caso da entropia de que para qualquer f : X — X
continua num métrico compacto, sua restrigao a N2, f"(X) tem di-
mensao métrica média total.

Os resultados originais do texto sao: Corolario 5.6, Teorema 6.2,
Teorema 6.5, Corolario 6.6 e o Teorema 7.2.
Palavras-chave: Deslocamento de tipo finito, entropia topoldgica,
dimensao métrica média.

Abstract

Subshifts of finite type are a class of systems, with known topo-
logical entropy, defined on certain invariant subspaces of {1,...,d}%,
where K = N or Z. In the present text, we replace the finite alphabet
by a compact metric one X in order to study subshifts with transitions
described by a closed subset I' C X x X. In general, such systems will
have infinite topological entropy, leaning towards the study of its me-
tric mean dimension. We prove that the dimension of unilateral and
bilateral systems induced by the same I' coincide, as it is the case of
entropy, calculate its value explicitly on a class of examples and show
an application of the model to finitely generated semi-group actions.

To show such results, before we obtain a simple proof, analogous
to the entropy case, that for any continuous f : X — X on a com-
pact metric space, its restriction to N2, f™(X) has full metric mean
dimension.

The original results of the text are Corollary 5.6, Theorem 6.2,
Theorem 6.5, Corollary 6.6 and Theorem 7.2.
Keywords: Subshift of finite type, topological entropy, metric mean
dimension.
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1 Introducao

Sejam (X, d) um espago métrico compacto e f : X — X uma
aplicacao continua. No presente texto, um sistema dinamico é dado
pelo par (X, f). A teoria de sistemas dinamicos se baseia em entender
as trajetorias, ou orbitas, dos elementos x € X que evoluem no tempo
ao iterarmos a funcao f, que deve ser pensada como a lei que descreve
o movimento de cada ponto ao avancarmos uma unidade de tempo.
Assim, a 6rbita de um ponto x € X é o conjunto

{z, f(2), (), (@), ...}

que descreve por onde o ponto z transita ao longo de todos os tempos
positivos.

Diferentes sistemas podem ter propriedades muito distintas, como
existéncia de drbitas periddicas, densas, entre outras. Assim, é util
para a teoria associar quantidades e propriedades que sejam invari-
antes entre sistemas que queremos entender por equivalentes em algum
sentido. Dizemos que os sistemas (X, f) e (Y, g) sdo topologicamente
conjugados se existe um homeomorfismo h : X — Y tal que

f=hTtogon,

ou seja, se a menos de uma mudanca de coordenadas, que preserva
propriedades topoldgicas, os sistemas sao o mesmo. Certas quanti-
dades, que podem depender das métricas dos espacos, por exemplo,
podem requerir regularidade adicional em h para serem preservadas.

As duas tais quantidades de maior interesse no presente texto sao
a entropia topoldgica e a dimensao métrica média. Como os nomes
sugerem, a primeira depende apenas da topologia gerada enquanto a
segunda depende, também, da métrica geradora. Essas duas nocoes
sao semelhantes e suas propriedades podem ser mais claramente visu-
alizadas quando temos em mente um terceiro conceito, nao dinamico:
a dimensao de Minkowski. Os capitulos referentes a tais quantidades
tem como objetivo a exposicao dessas interacoes.
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Da conexao entre as quantidades mencionadas, surge o objeto fun-
damental do texto. Partindo de um modelo conhecido e bem desen-
volvido, os deslocamentos de tipo finito, onde se sabe explicitamente
o valor da entropia, vem a seguinte questao: Se considerarmos, ao
invés de um alfabeto finito, um métrico compacto (onde a entropia
serd quase sempre infinita) que tipo de informacao temos sobre sua
dimensao métrica média? O objetivo do texto é calcular uma classe de
exemplos explicitamente, mostrar, qualitativamente, que a dimensao
¢ a mesma ao considerarmos sequéncias unilaterais ou bilaterais, as-
sim como ¢é o caso da entropia [1] e exibir uma aplicagdo em agoes de
semi-grupos.

A estrutura geral do texto é a seguinte:

e O capitulo 2, sobre dimensao de Minkowski, é uma adaptacao
para o caso métrico compacto dos resultados em [4];

e O capitulo 3, de entropia topoldgica, segue [2] com algumas
demonstracoes sendo omitidas, por estarem presentes no ante-
rior;

e Os capitulos 4 e 5, tratando de dimensao métrica média, herdam
diversas propriedades dos anteriores, adicionando um Principio
Variacional de [3] que usamos para provar um coroldrio e o re-
sultado sobre sequéncias unilaterais e bilaterais;

e Tratamos no capitulo 6 o modelo especifico, como em [1], onde
provamos os resultados mencionados;

e No capitulo 7, exibimos relacoes simples entre a nocao de en-
tropia e dimensao métrica média, proveniente do modelo, para
acoes de semi-grupos com outra nocao de tais quantidades, que
tem sido objeto de interesse em [10] e [11].

e Por fim, uma secao curta sobre ideias em desenvolvimento que,
quem sabe, podem vir a ser uteis para formular uma expressao
geral para a dimensao métrica média no modelo.
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2 Dimensao de Minkowski

A geometria fractal é um ramo da matematica cujo interesse prin-
cipal é a obtencao e entendimento da ideia de dimensao para dife-
rentes tipos de conjuntos. Dimensoes fractais estendem a ideia de que
pontos tem dimensao zero, retas e curvas suaves tem dimensao 1, su-
perficies tem dimensao 2 e assim por diante. Inicialmente definida
para conjuntos limitados em R" e mais tarde adaptada para espacos
métricos compactos, uma dessas dimensoes é a chamada dimensao
de Minkowski ou box-counting dimension.

Definicao 2.1. Sejam (X, d) um espago métrico compacto e € > 0.
Denotando por N(¢) := N(X,d,¢) a menor cardinalidade de uma
e—cobertura aberta de X, ou seja, uma cobertura aberta cujos ele-
mentos tem diametro menor ou igual a €, definimos a dimensao de
Minkowski inferior e a dimensao de Minkowski superior por

log N - log N
dimy (X, d) = liminfM dimy; (X, d) = lim sup og—(e)'
e—0  |loge| e—0  |loge|
Quando as quantidades acima coincidem, o limite obtido é chamado
de dimensao de Minkowski e é denotado por
log N
dimar(X, d) = lim 229
e—~0 |log €]

No caso da dimensao estar definida, ela representa a quantidade [ tal

que
N(e) ~ e

Obs: Se nao houver confusao quanto a metrica, denotaremos simples-
mente dim(X).

Obs: Como citado anteriormente, a dimensao de Minkowski foi definida
inicialmente para conjuntos limitados, nao necessariamente compactos,
de R™. A definicao acima também vale para tais casos pois, como ve-
remos a seguir, dim); nao difere conjuntos de seus fechos.
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Definicao 2.2. Seja (X,d) um espaco métrico compacto. Dizemos
que um conjunto £ C X é e-separado se d(x,y) > € para quaisquer
x,y € b.

Definigao 2.3. Seja (X,d) um espago métrico compacto. Dizemos
que um conjunto £ C X é e-gerador se para qualquer x € X existe
y € E tal que d(x,y) < e.

Obs: A compacidade do espago sempre garante a existencia de con-
juntos e—geradores finitos.

Teorema 2.4. As dimensoes de Minkowski superior e inferior sao
equivalentemente definidas se N(€) for trocado por qualquer uma das
sequintes quantidades

e Ni(€) = O menor niumero de bolas fechadas de raio (ou diametro)
€ que cobrem X

o Ny(€) = O menor nimero de bolas abertas de raio (ou diagmetro)
€ que cobrem X

o Ns(€) = A menor cardinalidade de um conjunto e— gerador con-
tido em X

o Ny(e) = A maior cardinalidade de um conjunto e— separado
contido em X

Obs: A distincao entre raio e diametro em N; e Ny nao tem efeito
pratico nenhum no calculo da dimensao, dado que a tnica coisa que,
a principio, mudaria entre os dois casos é o denominador que passaria
a ser | log 2¢|. Nesse caso, multiplicando por 1 = | log |

[logee|?

logd "o 1 A prova
2¢|

log
abaixo é feita com o raio e, portanto, ja temos N(e) = No(2¢)

o denominador

fica |loge| e o termo que sobra multiplicando €

Prova. e Claramente Ni(e) < No(e)
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e Se £ C X ¢é um conjunto e—gerador entao X = |J,. B(z,¢),
logo Na(€) < Ns(e)

e Se F é um conjunto e— separado maximal entao dado qualquer
y ¢ E, EU{y} nao é e—separado e, portanto, existe x € F tal
que d(z,y) < €, logo E é e—gerador. Logo N3(e) < #E = Ny(e)

e Se E é e—separado, as bolas fechadas B(x,€¢/3),z € E sao dis-
juntas, logo Ny(e) < Ni(e/3)

Portanto,
log Ni(e) < log Ns(e) < log N3(e) < log Ny(e) - log N1(e/3)
logd = llogel = lloge] = [oged = [loge

Tomando os limites, vemos que todos os N; definem as mesmas
quantidades. ]

2.1 Propriedades Basicas

Nessa secao, listaremos algumas propriedades da dimensao de Minkowski.
Além de sua relevancia propria, o interesse aqui é motivar e intuir
propriedades de um analogo dinamico desta dimensao que veremos
futuramente, a chamada dimensao métrica média.

Fixemos (X, d) espago métrico compacto.

Teorema 2.5 (Monotonicidade). Se Y C X entao

dimy (V) < dimp(X) e dimy(Y) < dimag(X)

Prova. Y C X implica N(Y,¢) < N(X,€) pois toda cobertura de X
cobre Y. (]
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Teorema 2.6. Sejam (X, d) espago métrico compacto, (Y,d') espaco
métrico e F': X — Y Lipschitz com constante L. Entao

dimy, (F(X)) < dimyy(X) ¢ dimag(F(X)) < dim(X),
Além disso, se [ for Bi-Lipschitz valem as igualdades.

Prova. Seja {U;} uma e—cobertura de X. Entao {F(U,)} é uma
Le—cobertura de F/(X). De fato,

diam(F(U;)) = sup d'(F(z), F(y)) < L sup d(x,y) = L diam(U;) < Le.

x,yeX z,yeX
Entao,
N(F(X),d,Le) < N(X,d,¢)
e portanto,
log N(X,d,¢€) - log N(F(X),d,Le)  log N(F(X),d', Le) | log L + log €|
| log €| - | log €] B | log Le| |loge|]

Tomando os limites, o resultado segue. Para o caso Bi-Lipschitz o
calculo é andlogo. []

Corolario 2.7. Se X € espaco metrizdvel compacto e d,d sao métricas
em X que geram a topologia tais que d'(x,y) < C d(z,y) para quais-
quer x,y € X entao

dimy, (X, d) < dimy(X,d) e  dimu(X,d) < dimu(X,d).

Além disso, se Cy d(z,y) < d'(z,y) < Cy d(x,y) entdo valem as igual-
dades

Teorema 2.8. SeY,Z C X entao
dimy (Y U Z) = max{dimy(Y), dimy(Z)}
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Prova. Note que

NYUZe) < N(Y,e)+ N(Z,e) <2max{N(Y,e), N(Z,¢)},

logo
. log 2 N(Y,e), N(Z
dimy(Y U Z) < limsup og2max{N(Y,e), N(Z,€)}
e—0 |10g€|
: log N(Y,€) log N(Z,e€) _ .
=1 _ 7 V). d 7
H?—?(}lpmax{ [loge] * |loge| } = max{dimp (YY), dimn(Z)}

A outra desigualdade segue de Y, Z C Y UZ e da monotonicidade. [

Por indugao, obtemos o seguinte
Corolério 2.9 (Estabilidade aditiva da dimensao de Minkowski
superior). Sejam X; C X,i=1,...,n tais que X =J_, X;. Entdo

n

.....

Teorema 2.10. Se F' C X € finito entdo dimy;(F) = 0.

Prova. Pelo resultado anterior, basta mostrar para o caso F = {z}.
Para qualquer € > 0, N({z}, ¢) = 1. Portanto

0 < dimy,({}) < dimu({z}) = 0.

Teorema 2.11. Se F denota o fecho de F C X entdo

dim,, (F) = dim,, (F) e dimy(F) = dimy(F)
Prova. Considerando a definicao das dimensoes que leva em conta
coberturas por bolas fechadas, qualquer de tais coberturas de F' também
cobre F', ou seja, F' e F' possuem as mesmas coberturas. Logo as igual-
dades seguem. []
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2.2 Exemplos

Agora, calcularemos alguns casos que dao uma boa nocao do estilo
de argumento que aparecera ao longo do texto.

Exemplo 2.12. Seja X = [0,1]F com a norma euclidiana usual | - |.
Note que, denotando por d a métrica do maximo em X,

d(z,y) < |z —y| <Vk d(z,y).

Entao obtemos a mesma dimensao se considerarmos a norma do maximo.
Em [0, 1] a menor cardinalidade de uma cobertura por intervalos de
diametro € é [1/e]. Como as bolas da métrica d em X sdo produtos
de bolas em [0, 1], temos N(e) = [1/€]*, ou seja,

1 1
S <N (-+D"
€ €
Logo
log e *
. B\ > Tim | _
dim,,([0,1]%) > hr611>10nf Tog <] k
) S klog(e ! +1
dimy([0,1]F) < limsup og(e” +1) =k
c—0 | log €|
Portanto

dimy([0,1]%) = k

Obs: O exemplo acima implica que o conjunto enumeravel (Q N
[0, 1])* tem dimensao k, pois seu fecho é o préprio [0, 1]*. Isso mostra
que a dimensao de Minkowski superior nao goza da estabilidade enu-
meravel, uma vez que qualquer conjunto enumeravel pode ser escrito
como uma uniao de seus conjuntos unitarios, todos estes com dimensao
nula.
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Exemplo 2.13. Seja X = {0} U{1/n : n € N} com a métrica usual
|- |. Dado € > 0, tome k > 1 tal que

1 1
- < - -
D) =S =Dk

Se diam(U) < e, entdao U pode cobrir no maximo um ponto de Xj, :=
1
.y E

{1, %, %, ey T}, UMAa Vez que

S S B
k k-1 (kh—Dk =

Logo, sao necessarios k£ conjuntos de diametro e para cobrir X; Em
particular, N(e) > k e, portanto,

log N log k 1
dim,, (X) = liminfog—(e) > liminf — 2% _ 2
—0 |loge| k—oo loghk(k+1) 2

Usando a mesma relacao entre k e €, com k + 1 intervalos de tamanho
¢, cobrimos o intervalo [0,1/k]. Cobrindo cada um dos outros k — 1
pontos com um e—intervalo para si, obtemos N(€) < 2k. Assim,

- . log N(e) .. log 2k 1
d X)=1 — <] —
(%) = lmsup = S s k=) 2
E, portanto,
1
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Exemplo 2.14 (Conjunto de Cantor). Comecemos pela construgao
do conjunto. A ideia é obter uma sequéncia de conjuntos compactos
encaixados cuja intersecao, nao vazia, sera o conjunto que queremos.
Seja Cy = [0, 1]. Para obter C1, divida o intervalo em 3 partes iguais e
retire o intervalo (aberto) do meio. Assim, C; = [0,1/3]U[2/3,1]. In-
dutivamente, definimos C}.1 considerando cada intervalo que compoe
C}, e retirando seu terco médio. Assim, cada C} é uma unido de 2*
intervalos fechados de diametro 3 ¥ evale Co D C; D ... D Cy D ...

Definimos
C:= ﬂ Ck

Em particular, cada C} é uma 37* cobertura de C. Com isso em maos,
vamos calcular a dimensao:

Dado € > 0, tome k > 1 tal que 37% < ¢ < 37%F!. Entao os 2*
intervalos de Cj, fornecem uma e— cobertura, ou seja, N(e) < 2%,
Logo
log N (¢)

. _ log N(e) .. :
ima(C) H?j&lp | log €| H?j&lp loge™1 — 1k—>sogp log3*~1  log3

log 2F _ log2

Por outro lado, qualquer intervalo de comprimento € com 37%7! <
e < 37% intersecta no maximo um dos 2" intervalos de comprimento
37% pertencentes a O}, dado que todos os intervalos nesse conjunto
distam pelo menos seu comprimento entre si. Como existem 2* de
tais intervalos, todos eles contendo elementos de C. Entao N(e) > 2%,
obtemos

, , logN(e) .. . .logN(e) _ .. ., log2* log 2
dim, (C) hr?_%lp | log €| hreglglf loge™! — hl?iglf log 3#+1  log3
Concluimos log 2

. 0g
d C) = :
ima(C) log 3

Obs: Lembre que o conjunto de Cantor pode ser visto como o conjunto
dos pontos cuja representacao em base 3 contém apenas 0's e 2’s.
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Exemplo 2.15. Sejam (X, d) espago métrico compacto, (Y, d’) espago
métrico e g : X — Y um mapa Lipschitz com constante L. Vamos
”calcular” a dimensao de Minkowski do grafico G := {(z,¢9(x)) : z €
X} C X xY, onde a métrica do espago X x Y é dada por

D((z1,1), (22,92)) = d(x1,22) + d'(y1, y2).
Definimos a func¢ao auxiliar
F: X —XxY, F(x) = (z,9(x)).
Note que
d(z,y) < D(F(z), F(y)) = d(z,y) + d'(g(z), 9(y)) < (1 + L)d(z,y),
ou seja, I’ é Bi-Lipschitz. Logo, como G = F(X),
dimy (G, D) = dimp (X, d)

Obs: O argumento acima funciona analogamente se tomarmos D como
a métrica do maximo ou a métrica p (D, = v/dP + d'?) para p > 1.

O préximo exemplo ilustra o fato de que a dimensao de Minkowski,
de fato, depende da métrica escolhida. Mesmo gerando a mesma
topologia, métricas distintas podem prover dimensoes distintas.
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Exemplo 2.16. Fixemos o espago X = {0, Q}N com a topologia pro-
duto. Essa topologia pode ser gerada por qualquer uma das métricas

i — |z — il
i =Yl ey =y v
1>1 1>1

Para verificar que as métricas acima induzem dimensoes distintas,
exibiremos isometrias

¢ (X,d) = (0,1, ]-)) e : (X, d)=(C]-])

log 2

dimy(X,d)=1 e  dimy(X,d) = e
0g

Na verdade, como precisamos que ¢ e 1) sejam injetivas, restringire-
mos os contradominios. Isso nao sera um problema, pois o conjunto
de pontos que retiraremos tem interior vazio, logo seu complementar
é denso e, portanto, tem dimensao total.

Definimos

¢(xr) =0, ———... em base 2

Y(x) = 0, z12923... em base 3,

onde os contradominios de ¢ e 1 sao

0,1] = {m/2" :m =0,...,2" — 1;n € N}

C—{m/3":m=0,...,3"—1;n € N},
respectivamente.

Entao, ¢ e ¥ sao bijetivas,

i>1 1>1
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3 Entropia Topoldégica

Considere X espaco métrico compacto e f : X — X continua. A
entropia topoldgica é a taxa de crescimento exponencial do niimero
de orbitas distinguiveis dentro de um certo grau de precisao, arbitrari-
amente pequeno. Essa entropia esta definida em diferentes contextos
e no caso métrico compacto possui 6timas propriedades.

Primeiramente, precisamos de um importante lema.

Lema 3.1. Se (a,), € [—00,00) € uma sequéncia sub-aditiva, ou seja,

am+n S ap + am

entao 4 4
lim — = inf — € [—00, c0).
n—,oo N n n
Prova. Se a,, = —oo para algum m, entao, pela sub-aditividade, a,, =

—oo para todo m > m e a prova acaba aqui. Suponhamos agora que
a, € R para todo n. Seja L = inf,(a,/n) € [—00, 00) e seja B qualquer
numero real maior que L. Entao existe k tal que

ag
— < B.
k

Para n > k, podemos escrever n = kp + ¢, onde p e g sao inteiros tais
quep>1el <q<k. Entao

angakp+aq§pak+aquak+aa

onde @ = max{a; : 1 <i < k}. Logo,

n - nk n
Note que pk/n — 1 e a/n — 0 quando n — co. Entao

L<® B
n
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para todo n suficientemente grande. Fazendo B — L obtemos

. Qp . ap
lim — =L = inf —.
n—oo N, n n

]

3.1 Definicao para Espacos Topolégicos Compactos

A definicao que veremos aqui nao necessita que o espaco possua uma
métrica, bastando ser compacto. A adicao da métrica, mais tarde, nos
provera defini¢oes equivalentes e melhores ferramentas para computar
a entropia em exemplos concretos. Por hora, consideremos apenas a
estrutura topoldgica do espaco X.

Dada uma cobertura aberta o de X, denotamos por M («) a menor
cardinalidade de uma subcobertura sua. Pela compacidade, essa quan-
tidade é sempre finita. Definimos a entropia da cobertura a por

H(a) :=log M(a).

Dizemos que outra cobertura 3 refina «, e denotamos a < [, se
todo elemento de 8 esta contido em algum elemento de «.
Denotaremos a cardinalidade de uma cobertura a por |a/.

Lema 3.2. Se a < 8 entdo H(a) < H(B).

Prova. Tome {Uy, ..., Uy} subcobertura minimal de 3. Entao, para
i=1,...M(B), existe W; € a tal que U; C W;. Logo{W;}; também
cobre X. Entao M(«) < [{W;}i| = M(B) e, portanto, H(a) < H(pB).

]

Dadas coberturas abertas aq, ..., «,, definimos a sua soma por
ar V.. Va, = {Alﬂ...ﬁAnlAj EOéj}
e note que a; < a1 V... V oy, para todo j.
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Como f : X — X é continua, dada uma cobertura aberta a e j > 0,
f@)={f7(A): Aca}
também é cobertura aberta. Assim, para n > 1, denotamos

" i=aV fHa) V..V a).

Lema 3.3. Se a e 3 sao coberturas abertas de X e f : X — X €
continua entao

H(avp) < H(a)+H(B) e H(f(B) < H(B).
Ainda, se f € sobrejetiva vale H(f~1(3)) = H(S)

Prova. Sejam {Uy, ..., Urr(a)} € {V1, ..., Var()} subcoberturas minimais
de v e (3, respectivamente. Entao v = {U; N'V;};; é subcobertura de
aVpfe
M(av ) <[yl < M(a)M(5),
Logo,
H(aV 8) < H(a) + H(B).

Agora, pela continuidade de f, {f~'(V;)}; é cobertura aberta de X
e, portanto, M(f~1(8)) < M(8). Logo,

H(f'(8)) < H(B).

Se f é sobrejetiva, suponhamos que vale a desigualdade estrita.
Entao existe uma subcobertura {Wj}jﬂi(lﬁ)_l c f~YB). Para cada j,
existe W, € (3 tal que f~1(W;) = W,

— X = Ujo = Ujf_l(Wj) = f_l(Ujo)

— X = f(X) Ujo,
o que é absurdo, pois [{W,};| < M(8). O
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Corolario 3.4. A sequéncia (H(a")), € sub-aditiva.

Prova.

H(a™™") = H(a"Vf"(a")) < H(a™)+H(f (")) < H(a™)+H(a")
[

Com isso em maos, faz sentido a seguinte

Definigcao 3.5. A entropia de f com respeito a cobertura « é o limite

h(f,a) := lim lH(oz") = inf lH(oz”)

n—oo N n n

Obs: a < = h(f,a) < h(f,5). Em particular, se § é subcober-
tura de v entdo h(f, o) < h(f,3) e podemos definir

Definicao 3.6. A entropia topoldgica de f é dada por
h(f) :=sup{h(f,a) : a é cobertura aberta finita de X}

Uma importante caracteristica da entropia topoldgica é ser um in-
variante topoldgico:

Definicao 3.7. Sejam f: X — X e g:Y — Y continuas nos espacos
topolégicos compactos X e Y. Chamamos g de fator topoldgico de
f se existir  : X — Y continua e sobrejetiva tal que 6 o f = go 6.
Chamamos 6 de semi-conjugacao topologica. Se 6 for homeomorfismo,
o chamaremos de conjugacao topolégica e diremos que f e g sao topo-
logicamente conjugados.

Proposigao 3.8. Se g ¢ fator topoldgico de f entao h(g) < h(f). Em
particular, se f e g sdo topologicamente conjugados entao h(f) = h(g).

Prova. Seja 6 : X — Y semi-conjugacao. Dada qualquer cobertura
aberta o de Y, temos uma cobertura aberta de X dada por

0 a):={01(A): Aca}.
Afirmacao: 7 1(a") = (07 1(a))".
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Prova. Note que

n—1
o"={()g7(4): A1,.... Ay € a}
j=0
¢ -1
(0 (@) ={[ ) F7(07(A)) : Aty ooy Ays € a)
7=0
Mas,
n—1 n—1 n—1
(707 A) =0 (g7 (4)) =07 g7(4)),
j=0 =0 =0
provando a afirmacao. []

Agora, pela sobrejetividade de 6, um subconjunto v C a" cobre Y
se, e 86 se, sua pré-imagem 671(v) cobre X. Logo

H(67 (0)") = H(67'(a")) = H(a").
Assim, h(f,07(a)) = h(g, ) e, finalmente,

h(g) = sup h(g, @) = sup h(f, 0~ () < R(f).

Caso 6 seja homeomorfismo, f também é fator de g e o resultado
segue. ]

Obs: Se a topologia de X for metrizavel, dadas quaisquer duas métricas
d,d" que geram a topologia, 0 : (X,d) — (X, d’),0(x) = x é conjugagao
topoldgica e, portanto, independente da métrica que escolhermos, a
entropia é a mesma.
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3.2 Definicao para Espacos Métricos Compactos

Nessa secao comecgarao a aparecer semelhancas entre a entropia e
algumas quantidades usadas na dimensao de Minkowski. Isso ficara
mais claro quando falarmos da dimensao métrica média que, além de
ser um analogo dinamico da dimensao de Minkowski, esta diretamente
relacionada com a entropia topoldgica.

Fixemos (X, d) espago métrico compacto e f : X — X continua.
Para cada n > 1, definimos em X a métrica

1=0,...,n—1
Pela continuidade de f, d,, gera a mesma topologia que d.

Definigao 3.9. Dado € > 0, dizemos que ' C X é (n, €)—separado se
é e—separado com relacao a métrica d,,, ou seja, dados z,y € F,

d(f'(x), f'(y)) > € para algum i € {0, ...,n — 1}.

Definigao 3.10. Dado € > 0, dizemos que £ C X é (n,e)—gerador se
é e—gerador com relacao a métrica d,,, ou seja, para qualquer y € X
existe x € E tal que

d(f'(z), f'(y)) < e parai=0,..,n — 1.

Denotemos por g(n, €) a menor cardinalidade de um conjunto (n, €)-
gerador e por s(n,€) a maior cardinalidade de um conjunto (n,€)-
separado. Também,

1 1
g(€) := limsup — log g(n, €) e s(€) := limsup — log s(n, €).

n—oo T n—00

Note que € — g(€) é ndo crescente, uma vez que, dados €1 < €, todo
conjunto (n, €;)—gerador também é (n, e5)—gerador. Logo, g(n,e) <
g(n,e1). Assim, existe o limite

g(f) := lim g(e).

e—0
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Por outro lado, se €; < € entdo todo conjunto (n,e€y)—separado
também é (n, €;)—separado. Logo, € — s(€) é nao decrescente e existe

s(f) = lim s(c)

Lembre que, dado n > 1, N(X,d,,€) é a menor cardinalidade de
uma cobertura aberta de diametro d, menor ou igual a €. Note que
se diam(a, d,) < € e diam(f, d,,) < € entao

diam(()‘ \ f_n(ﬁ)a dm—H”A) < ¢
ou seja,

N(X, dmin,€) < laVv [T (B)] < [al[f(B)] < lellfl.
Logo (log N(X,d,,€)), ¢é sub-aditiva e podemos definir

S(f,e):=95(X, f,d,e) == lim llogN(X,dn,e) e S(f):=lLmS(f,e).

n—00 N e—0

Note que, para cada n > 1, aplicando a prova do Teorema 6.2 com a
métrica d,,, obtemos

N(X,dy,€) < g(n,e) < s(n,e) < N(X,d,,€e/3).

Assim,

S(f.e) < gle) < s(e) <S(f.¢/3) = S(f) = g(f) = s(f).

Mais ainda, isso implica que obtemos as mesmas quantidades se con-
siderarmos lim inf ao invés de lim sup nas definigoes de g(€) e s(e).

Antes de relacionar tais quantidades com a entropia, precisamos do
seguinte

Lema 3.11. Sejam (X,d) espago métrico compacto e « cobertura
aberta. Entao existe € > 0 tal que qualquer bola de raio € estd contida
em algum elemento de a. Denominamos tal € de nimero de Lebesque
de a.
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Prova. Para qualquer x € X, existe A, € atal que xz € A,. Como A,
é aberto, existe r(x) tal que B(x,2r(z)) C A,. Entao {B(z,7(x))}rex
é cobertura aberta de X. Por compacidade existe F' C X finito tal
que {B(z,7r(x))}zer cobre X.
Afirmagao: € := min,cp r(x) satisfaz o que queremos.

Dado y € X, existe z € F tal que y € B(z,r(z)). Entao

B(y,€) C Bly,r(x)) € B(x,2r(z)) C As.
[]
Teorema 3.12. Seja f : X — X continua num espago métrico com-
pacto. Entao h(f) = s(f) = g(f) = 5(f)

Prova. Basta mostrar s(f) < h(f) < g(f).

Comecemos por s(f) < h(f). Fixemos e >0en > 1. Seja F C X
um conjunto (N, e)—separado maximal e seja a qualquer cobertura
aberta de X com diametro menor que €. Se x e y estao no mesmo
elemento de a", entao

d(f'(z), f'(y)) < diam(a) < € para todo i =0, ...,n — 1.
Em particular, cada elemento de o’ contém no maximo um elemento

de E. Logo, s(n,e) < M(a") para todo n > 1. Consequentemente,

1 1
s(€) = limsup — log s(n, ¢) < lim —log M(a") = h(f,a) < h(f)
n—oo N n—oo 1

— s(f) < h(f).

Resta mostrar h(f) < g(f). Dada uma cobertura aberta «a, seja
€ > 0 um numero de Lebesgue para a. Seja £ C X um conjunto
(n, €)—gerador minimal. Para cada x € E e ¢ € {0,...,n — 1}, existe
A, € a tal que B(f'(z),€) estd contida em A, ;. Entao

n—1
By(z,€) C [ f ' (As)-
1=0
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Como E é gerador, v := {N'") f(A,;) : * € E} C a" é cobertura de
X. Entao M (o) < #E = g(N,¢). Entao

1 1
h(f,a) =lim —log M(a") < limsup —log g(n,€) = g(€).
n n

n—oo

Fazendo ¢ — 0, obtemos h(f,a) < g(e). Como a escolha de « foi
arbitraria, vale

h(f) < g(e).

3.3 Propriedades Basicas

Lema 3.13. Seja X espaco topologico compacto, f : X — X continua
e sobrejetiva e a uma cobertura aberta de X. Entdo h(f,a) = h(f, f~(a)).
Ainda, se f é homeomorfismo, h(f,a) = h(f, f(a))

Prova. Segue do Lema 3.2 que H(f (o)) = H(a). Note que, para
qualquer n > 1,

FHOZF(Uy) = =g 7 (FH(U;))-

Assim, f~1(a™) = (f}(«a))" e, portanto,

B, £ () = lim ~H((f"(a))") =

n—o0 M,
Tim H((/~ (")) = lim ~H(a") = h(, ).

Se f é homeomorfismo, basta aplicar a conta anterior para f 1.
O
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Lema 3.14. Seja X espaco topologico compacto, f : X — X continua,
a uma cobertura aberta de X en,k > 1. Entao

CknJrk'fl

. ¢ subcobertura de (o). Em particular, ()" < o™+ 1

e para qualquer subcobertura 3 de (a*)" existe uma subcobertura ~y
de o"F=1 tal que || < |8] e v < B.

Prova. Por definicdo, todo elemento de a"™*~! ¢ da forma B = N2 f~{(B)),
By € a. Escrevendo B = N} _i( ﬂf;é _j(BHj)) segue o primeiro
item.

Seja 3 subcobertura de (a*)". Todo elemento de 3 é da forma

A=niy Z( Ny £~ (Am')) = 2 (N =i Aig)

com A;; € a. Considere B = ﬂ?jok_Qf*l(Bl), onde B; = A; j para um
par qualquer (7, 5) tal que i+ j = [. Entdo A C B € o"**~1, Tomando
~ como a colecao de tais B’s, concluimos o lema. []

Proposicao 3.15. Seja X espaco topologico compacto, f : X — X
continua e o uma cobertura aberta de X. Entao

h(f,a) = h(f,a")

para todo k > 1. Ainda, se f for homeomorfismo, denotando o*F :=
\/g;ik,f_](a), temos

h(f, ) = h(f,a™).
Prova. Segue diretamente do lema anterior e e do Lema 3.2 que

H(an+k—1) — H((Q{k)n)
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Logo

1 1
kY _ 14 - kyny — 13 - n+k—1y _
(f,0t) = Tim —H((!)") = lim ~ H(a"*") = h(f, ).
Quando f é homeomorfismo, por definicio, a** = f*(a?¥). Pelo

Lema 3.13 temos

h(f, o) = h(f, f*(a™)) = h(f,a*) = h(f, @)

Proposicao 3.16. Seja (X, d) espago métrico compacto, f : X —
X continua e (o) uma sequéncia de coberturas abertas de X cujos
diametros vao a zero. FEntao,

h(f) = Sup h(f, o) = lim h(f, ).

Prova. Dada qualquer cobertura aberta (3, seja € > 0 um numero de
Lebesgue. Tome n > 1 tal que diam(«y) < € para todo k > n. Entao
todo elemento de «y, estd contido em algum elemento de 5 (5 < ay).
Logo, h(f,8) < h(ax) e, assim,

h(f) < lilgginfh(f, ay).

Por outro lado, como a entropia é um supremo sobre todas as cober-
turas abertas, temos

h(f) > Sup h(f,ar) > limsup A(f, az).

k—o00

Juntando as duas ultimas proposigoes, obtemos o importante
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Corolario 3.17. Seja (X,d) espago métrico compacto e f : X — X
continua. Se o € uma cobertura aberta satisfazendo algum dos itens
abaixo

e o diametro de o = \/?:éf‘j(oz) vai a zero quando k — 0o;

e f ¢ homeomorfismo e o diagmetro de a*F = \/f;ikf_j(a) vai a
zero quando k — oo,

entao

h(f) = lim h(f.a") = h(f,q).

k—o0

Proposigao 3.18. Seja (X, d) espago métrico compacto, f: X — X
continua e k > 1. Entao

h(f*) =k h(f).

Prova. Sejamn > 1ee > 0. Se um conjunto £ C X é (nk, €)—gerador
para f entdo é (n,e)—gerador para f*, uma vez que a segunda leva
em conta apenas os iterados multiplos de k fazendo com que as bolas
tenham menos restricao, contendo as primeiras. Entao

g(f*,n.€) < g(f,nk,e)

1
= g(f*,€) = limsup — log g(f*, n, €)
mn

n—oo

1
< klimsup —-log g(f,nk,€) < k g(f, ¢).

= h(f*) <k h(f).

Obs: Como ja comentado, a definigdo de g(€) pode ser considerada,
equivalentemente em termos de entropia, como lim sup ou liminf. Nao
serd feita distincao na notacao para evitar poluicao desnecessaria.
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Por outro lado, como f é continua num compacto, f é uniforme-
mente continua. Seja d > 0 tal que d(z,y) < & implica d(f’(z), f/(y)) <
¢ para todo j € {0,...,k —1}. Se E C X é (n,d)—gerador para f*,
entdao E é (nk, e)—gerador para f. Logo

g(f.nk,e) < g(f*,n,0)

1 1
—> ¢(f,€) = liminf —logg(f,n,€) < liminf — log g(f, nk, €)
n—oo N n—oo nk

< %ligglf%logg(f’“,nﬁ) = %9(]”’25)-

Fazendo 6 — 0 e depois ¢ — 0 obtemos

]

Obs: Um detalhe que pode ter passado despercebido, mas que tem
grande importancia é o seguinte: na prova da primeira desigualdade,
os limites em € sao tomados simultaneamente nos dois lados, difer-
entemente da segunda. Isso significa que, quando estivermos inter-
essado na velocidade da convergéncia em €, no proximo capitulo, o
argumento utilizado na primeira desigualdade ainda valerda enquanto
o outro a principio nao. De fato, veremos que o analogo da segunda
desigualdade é falso.

Proposicao 3.19. Seja (X, d) espago métrico compacto e f: X — X
homeomorfismo. Entao

h(f) =n(f).

Consequentemente, h(f") = |n| h(f) para todo n € Z.
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Prova. Seja o uma cobertura aberta de X. Para n > 1 denotemos
o = aVf T a)V.. VT ) e " = aVf(a)V..VIHa).

Note que " = f"!(a). Mais ainda, v é subcobertura finita de
o'l se, e somente se, f"(v) é subcobertura finita de o™. Como as
duas subcoberturas tem a mesma cardinalidade, segue que H(a'}) =
H(a™). Logo

: 1 ny __ 1; 1 ny __ —1
h(f,a) = lim ~H(a}) = lim ~H(aZ) =h(f", ).
Tomando o supremo em « obtemos
h(f)=h(f™)

Proposicao 3.20. Se f : X — X eg:Y — Y sao continuas em
métricos compactos com métricas d e d', respectivamente e existe 1) :
X — Y continua e injetiva tal que 1 o f = go1p entio h(f) < h(g)

Prova. Primeiro, note que, como v é continua, =1 : (X) — X tem
dominio compacto.

Afirmagao: ¢~1 é continua. De fato, seja x, — x em ¢ (X). Entao
(¢p~1(,)), tem um ponto de acumulagao y € X. Como 1 é continua,

T = V(7 (w,) = Y(y).

Entao z = 9(y), ou seja, (v "1(x,)), se acumula unicamente em
Y~ Y(x), portanto, ¢~ (z,) — y = ¥ ~(z), concluindo a afirmacao.

Mais ainda, como o dominio é compacto, ¥~' é uniformemente
continua: Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

d'(Y(z),¥(y)) <o = d(z,y) <e
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Logo, se E C X é (n,e)—separado, ou seja, para quaisquer x,y € F

€ < dy(x,y) = max d(f*(x), f*(y)),

0<k<n
entao
d, (), (y)) = max d'(g" o tp(x), 9" 0 ¥(y))
= max d'(¢ o f¥(z), ¢ o f*(y)) >0,

0<k<n

isso é, ¥(F) é (n,d)—separado e tem a mesma cardinalidade. Logo
s(fyn,e) < s(g,n,0) = s(f,e) <s(g,9).

Fazendo 6 — 0 e depois € — 0 o resultado segue. ]

Corolario 3.21. Se Z C X métrico compacto é um fechado invariante
por f, ou seja, f(Z) C Z, entao

h(flz) < h(f).

Prova. A inclusao ¢ : Z — X satisfaz o que queremos. ]

Corolario 3.22. Se Y, Z C X métrico compacto sao fechados invari-
antes entao

h(flyuz) = max{h(fly),h(fl|z)}

Prova. Para cadan > 1,
NY UZ,dy,e) < N(Y,dy,€) + N(Z,d,,e)
< 2max{N(Y,d,,€), N(Z,d,,¢€)}.
Logo

1
S(YUZ, f,d,e) <limsup —log2max{N(Y,d,,€), N(Z,d,,€)}
n

=max{S(Y, f,d,€),S(Z, f,d,e)},

e obtemos <. A outra desigualdade segue do corolario anterior. []
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Repare nas semelhancas entre os ultimos dois corolarios e as pro-

priedades de monotonicidade e estabilidade finita da dimensao de
Minkowski.

Para concluir, veremos que existem subconjuntos aos quais a re-
stricao da dinamica tem entropia total. Chamamos de conjunto
nao-errante o seguinte:

Q(f) :={x € X : VU vizinhanga de z, existe n tq f"(U)NU # (}.

Note que esse conjunto é fechado e invariante. De fato, se (z,), €
sequéncia em Q(f) convergindo para algum z € X, dada qualquer
vizinhanga U de z, existe ng tal que z,, € U e, portanto, existe my
tal que f™(U)NU # (. Para ver que é invariante, sejam x € Q(f)
e U vizinhanca de f(z). Entao f~}(U) é vizinhanga de z e, portanto
existe ng tal que

FHMUYNU) = o ) N ) £ 0.
Logo f™(U)NU # (.

Proposigao 3.23. Sejam (X, d) espago métrico compacto e f: X —
X continua. Entao

h(flac)) = h(f)-

Prova. Basta mostrar > . Dado € > 0, seja A C Q(f) (n, €)—gerador
minimal. Denotemos

U:={x e X :d,(zr,y) < eparaalgum y € A} = U B(y,¢€).
yeA

Entao U é compacto e, portanto existe 0 < 8 < € tal que
fm(B(y7ﬁ))mB(yaﬁ):® VyEUC,mEN.

Considere B conjunto (n,e)—gerador minimal para U¢. Seja C' =
AU B, que é (n, e)—gerador para todo o conjunto X.
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Para cada [ € N, podemos definir
¢ X = C x = (Yo, s Yi-1),
onde
e Se fi"(x) € U, tome y; € A tal que d,(f"(z),y;) < €.

e Se f"(x) € U°, tome y; € B tal que d,(f™(x),y;) < 8 < e.

Afirmagao: Se ¢;(z) = (yo,...,y1—1) entdo y; € B nao se repete na
[-upla. De fato, suponha y;, = v;, := y. Entao

do(f™"(2),y) <B e da(f*"(2),y) < B.

Supondo s.p.g. i1 < 73 obtemos

FE(B(y, B)) N Bly, B) # 0,

contradizendo que y € U°.

Afirmagao: ¢; é 1 — 1 para pontos (m, 2¢)—separados, onde In > m.
De fato, suponha que ¢;(z) = ¢;(z’). Entao

do(x,y0) < € e dy(2',y) < e = dy(z,2") < 2¢

do(f"(2),11) < eed,(f"(2'),11) <e = d.(f"(2), ["(2)) < 2¢

do(fU70" (@), 1) < € € dn(fU7 (@) ) < e
— dn(f(l_l)”(a:), f(l_l)n(l'/)) < 9%

Logo
dn(z,2') < dpp(z,2)

= max{d,(x,z), d,(f"(z), f*(z), ..., dp (fEV (@), FOD (")) < 2e
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Afirmagao: Denotando q¢ = g(n, 5,U¢) e p = g(n,€,Q(f)), para qual-
quer conjunto (m, 2¢)— separado vale

#E < (q+ D)%

Prova. (Afirmagao) Seja I; o conjunto das [—uplas em ¢;(F) tais que
existem exatamente j dos y;’s em B. Como y; € B nao se repete, é
necessario que j < gq.

Para I; existem (;’) modos de escolher 7 pontos y; € B e # modos
de arranjar a escolha de tais posicoes.

Finalmente, existem no maximo

g(n, e, Q) =p'~ <p!

modos de escolher os termos restantes. Usando que

* () =d
° (l—l—'g)' <<l
obtemos
4. < (q) / P < qliop.
SRRV YAUES) .
E assim,

q q
#oi(B) = Y #< > 'y = (g + 1),

j=0 =0
Como F é (m, 2¢)—separado (onde m < In), temos #E = #¢(F). [

Finalmente, escolhendo (I — 1)n < m < In, obtemos

1
g(2¢) = limsup — log g(m, 2¢, X) < limsup log(q 4+ 1)N%"

m—oo 1T =00 TL(Z— 1)

log{ +

lim sup log p>

1 q
— 1 1)!
nst (n<l_1) og(q + 1) +

-1
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1
= —log g(n,e, Qf)) para todo n € N.
n

Fazendo n — oo obtemos
9(2¢, X) < g(e,Q(f))

e, portanto,

h(f) < h(flag)

3.4 Exemplos

Exemplo 3.24. Seja f : S' — S homeomorfismo e fixe o cobertura
formada por finitos intervalos. Denotemos por da o conjunto formado
pelos pontos extremos desses intervalos. Para cada n > 1 os extremos
dos seus intervalos estao em

0" = 0a U fH(0a)U...U f " (da).

Note que |a"| < #0a™ < n#0a. Entao

1 1 1
h(f,a) = lim —H(a") < liminf —log |o"| < lim inf —logn = 0.

n—oo M, n—oo MM n—oo MM

Para cada k£ > 1, tomamos «;. cobertura por intervalos de diametro
menor que 1/k. Assim, h(f, ax) = 0 e diam(ax) — 0. Logo

h(f) = 0.
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Exemplo 3.25. Seja X = {1,...,d}N e 0 : X — X dado por
O'(Il,xg,l‘g, ) = (xg, xr3, T4, )

O espaco X é compacto, pois estd munido da topologia produto
gerada pelo espago base M = {1,...,d} (cuja topologia é a discreta).
Isso significa que os geradores da topologia de X, chamados cilindros,

sao da forma
Uy x...xU, xMxMxDMx ...

onde os U; sao abertos em M e n > 1. Como conjuntos unitarios sao
abertos em M, os geradores da topologia de X sao

[x1, Toy s xn] i={y € X 1 y1 = 21, .0, Y = T}, rjeMen>1

Com essa topologia, o, chamada de deslocamento, é continua, uma
vez que
o [, T, oy Tp] = U [, 21, Tas o, T

Além disso, essa topologia é metrizavel. Considere
d(%, y) _ 2—min{n::17"7éyn}’

ou seja, dois pontos estao perto se concidem em uma grande, porém
finita, quantidade de coordenadas perto de zero.

Considere a cobertura a = U?zl[j]. Para cadan > 1, o™ é composta
pelos cilindros de tamanho n:

" = {[z1, 0,20 r ;= 1,...,d}.
Como essa cobertura é também uma partigdo, H(a") = log|a”| =
logd™ = nlogd e, assim,
h(o, ) = logd
Para finalizar, basta observar que diam(a™) = 2-(+1) 0, logo

h(o) = logd.

Contas andlogas podem ser feitas para o caso das sequéncias bilate-
rais {1, ..., d}2
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Exemplo 3.26 (Deslocamento de tipo finito). Seja M = {1, ...,d}
e A = (A;;)i; uma matriz d X d com entradas 0 e 1 tal que toda
linha possui pelo menos uma entrada 1. Chamamos A de matriz de
transicao. Considere o subconjunto X4 C MY dado pelas sequéncias
(), tais que

A

Afirmacao: X4 é fechado e invariante pelo deslocamento. De fato, se
r = (1,22, ...) € X4 entdo existe algum n tal que A, , ., = 0. Entao
todo elemento do cilindro (aberto) [z1, ..., Z,11] também nao estd em
X 4. A invariancia é imediata da definicao.

Denotamos por o4 a restricao do deslocamento a X4 e o chamamos
de deslocamento unilateral de tipo finito associado a A. Analoga-
mente podemos definir o caso bilateral, mas precisamos da hipdtese
adicional de que toda coluna também possua ao menos um 1.

Associamos a A o grafo orientado

Iyi={(z,y): A, =1}

Chamamos de caminho de comprimento [ > 1 no grafo I 4 qualquer
sequencia xori...7; tal que Ay, ..., = 1 para todo 7. Dados z,y € M,
queremos contar qual o nimero Aﬁc’y de caminhos de comprimento [
comecando em x e terminando em y, e somando essas quantidades em
x e y, quantos cilindros de tamanho [ + 1 precisamos para cobrir X 4.
Note que

= 1 para todon € N

TnyTn41

o A}, =1 se existe aresta ligando z e y e A} | = 0 caso contrario.
<Al
Entao A, , = A, para todo z,y.

e Os caminhos de comprimento [ + m comecando em z e termi-
nando em y sao concatenacoes dos caminhos de comprimento [
comecando em x e terminando em algum 2z com os caminhos de
comprimento m comec¢ando em z e terminando em y. Logo

d
A?ym = Z AQ,ZAZ‘y para todos x,y € M e todos [, m > 1.
z=1
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Assim, Aé’y é exatamente a entrada (z,y) da matriz A’.

Obs:O raio espectral 7(B) de uma aplicacdo linear B : R? — R?, ou
seja, o maior médulo de seus autovalores, ¢ dado por
r(B) = lim ||B"||'",
n—00
onde || - || é qualquer norma no espago das matrizes, que tem di-
mensao (de espago vetorial) finita e portanto tem todas as normas
equivalentes.

Note que para qualquer matriz de transicao A, todas as linhas de
A" sao também nao nulas e, portanto,

147(1, ..., 1)
(1., 1]

47| 2 oy
Logo r(A) > 1.
Fixando a notacao || - ||s para a norma da soma, vamos calcular a

entropia de o4 : X4 — X4 para o caso unilateral, sendo o bilateral
analogo.

Seja a a cobertura aberta de X 4 dada por
[a]a = {(zp)n € X4 :21 =0a}

Para cada n > 1, a cobertura o" é formada por

a1, a9, ...;ap]a = {(xp)n € Xa 21 =01, ...,2, = ay,}

que sao restricoes dos cilindros de tamanho n. Em particular, seu
diametro vai a zero. Como esses conjuntos sao disjuntos dois a dois,
M (a™) é igual ao nimero de caminhos de comprimento n — 1 no grafo

I'4, ou seja,
d

M(a") =Y Al = 1A

i.j=1
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Assim,

1
h(oa,a) = lim log M(a™) = lim —log||A" ||, = logr(A).

n—oo0L n—oo
Como diam(a™) — 0,
h(ca) =logr(A).

No caso A;; = 1 para todo (7,7), r(A) = d e caimos no exemplo
anterior.

Exemplo 3.27. Seja M um espaco métrico compacto infinito, X =
MX, K=NouZeo:X — X. Fixe (z,), C M sequéncia de
elementos distintos. Para cada d > 1, definimos

?7/} D/ = {1, ...,d}K — X, ¢(j1,j2, ) = (SUjl,iL’jQ, )

Como v é continua, sobrejetiva e 1) o oy = ox o 1, a Proposicao 3.20
nos da
h(ox) > logd

para todo d > 1. Logo
h(JX) = OCQ.
Em particular, isso mostra que o : ([0,1])N — ([0, 1]D)Y tem en-
tropia infinita para qualquer d > 1, ou seja, ela nao consegue diferir
tais sistemas.
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4 Dimensao Métrica Média

A entropia topoldgica é uma ferramenta muito util para descobrir
se dois sistemas nao sao conjugados ou se um pode ser fator de outro:
se f e g sao conjugados, necessariamente tém mesma entropia e se ¢
¢ fator de f, necessariamente h(g) < h(f). No Exemplo 3.25 vimos
que alfabetos com quantidades distintas (porém finitas) de elementos
induzem deslocamentos com diferentes entropias e, portanto, nao con-
jugados. Mas no Exemplo 3.27 vimos que alfabetos infinitos geram
deslocamentos de entropia infinita. Sera que sao todos conjugados?

Em [5], Gromov definiu um analogo dinamico da dimensao topolégica,
a chamada dimensao topoldgica média, que distingue sistemas com
entropia infinita. Contudo, esta quantidade é, em geral, dificil de ser
computada. Assim, em [6], Lindenstrauss e Weiss definiram a di-
mensao métrica média, que pode ser pensada como uma dimensao
de Minkowski média, dependente da métrica, que serve como cota
superior para a dimensao topoodgica média.

Lembre que a dimensao de Minkowski é uma noc¢ao de tamanho que
associamos a conjuntos, nao ha dinamica. Porém, dada uma funcao
continua num espago métrico compacto f : (X,d) — (X, d), as quanti-
dades usadas na definigao de entropia S(¢), g(¢€), s(¢) nada mais sdo do
que médias ao longo da dinamica das quantidades usadas na definicao
da dimensao de Minkowski.

Definigao 4.1. Seja (X, d) espaco métrico compacto e f : X — X
continua. Chamamos de dimensao métrica média inferior e di-
mensao métrica média superior de (X, d, f) as quantidades

: . O(X, fde
mdim, (X, f,d) = llgl()rlf (|loge| )

_ X, f,d
mdimy (X, f,d) := lim sup S/, ’6).
=0 | log €|
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Se os valores acima coincidem, chamamos o limite de dimensao
métrica média e denotamos

X
mdima (X, f,d) == lim S, f.d, )
e—0  |loge]

Como vimos anteriormente, obtemos as mesmas quantidades se sub-
stituirmos S por s ou g.

Quando nao houver confusao, omitiremos alguns dos parametros na
notacao de S(-).

Obs: Segue diretamente da defini¢ao que se h(f) < oo entao
mdima (X, f,d) =0
para qualquer métrica d que gere a topologia.

Uma grande diferenca entre a entropia e a dimensao métrica média
é a dependéncia, de fato, na métrica. A entropia diz para onde
S(X, f,d,e) esta convergindo, o que, como vimos, depende apenas
da topologia. Quando essa convergéncia € para infinito, a escolha da
métrica dita a velocidade em que isso acontece, o que é quantificado
pela dimensao métrica média. Isso é natural de se esperar uma vez que
a dimensao de Minkowski mede a velocidade em que a cardinalidade
de e—coberturas aumenta quando e diminui. Essa dependéncia ficara
mais clara a seguir.

Dados (X, d) espaco métrico compacto e p > 1, considere em X a
métrica d, dada por

d(wi, y;
dp(z,y) = d((2i)ien, (Yi)ien) = Sup (pi—l :

Se nao houver confusao, simplificaremos a notacao denotando d,
apenas por d.
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Teorema 4.2 ([13]). Nas condi¢oes anteriores,

_mdzmM(XN, g, dp) = dZ—mM (X7 d)

mdim (XY, 0,d,) = dimpy (X, d).

Prova. Dado € > 0, fixemos [ = I(e) tal que diam(X)/p' < €. Seja
N = N(¢) o menor numero de abertos Uy, ..., Uy de diametro menor
ou igual a € necessarios para cobrir X. Para cada n > 1, considere a
seguinte cobertura de X
Oén:{Ujl X ... x U;

Jl4+n

XX xXx..:5,=1.,N}
Note que diam(a,,d,) < €. Logo

N(XN d,, €) < |an| = N(e)™.

Entao 1
S(XN,0,d,€) = lim —log N(XN,d,, €)
n—oo 1
l
< lim n log N(€) = log N (¢).
n—oo N

Dividindo por |loge| e tomando os limites, obtemos < .

Para a outra desigualdade, seja I/ = {z1,...,Zn(9} um conjunto
2e—separado maximal em X. Para n > 1, note que o conjunto

E,={(y)iec XN:y;ec EVie{l,...n} ey = x1,Vk >n} C XN

é (o,n,€)— separado, uma vez que dois elementos distintos x,y €
E, diferem em 2¢ em alguma coordenada j € {1,...,n} e, assim,

d(o?1(z), 077 (y)) = 2¢ > €.
Entao,

1 1
s(o,€) > lim —log|E,| = lim —log N(¢)" = log N(e).

n—oo M, n—oo 1
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Logo,
s(o,€) _ log N(e) log N(e)|log2e]

lloge| — |log2e| |loge|

>
| loge| —

Tomando os limites, obtemos >

[]

Com isso em maos, a dependéncia na métrica da dimensao métrica
média segue imediatamente da dependéncia na métrica da dimensao
de Minkowski, como visto no Exemplo 2.16.

4.1 Propriedades Basicas

A dimensao métrica média, pela semelhanca com a entropia topolégica
e a dimensao de Minkowski, herda diversas propriedades das anteriores
com pequenas regularidades adicionais necessarias. Assim, os resulta-
dos desta secao sao pequenas adaptacgoes de propriedades cldssicas.

Teorema 4.3. Sejam [ : (X,d) — (X,d) e g : (Y,d) = (Y,d)
continuas em espacos métricos compactos. Se existe 6 : X — Y Lip-
schitz com constante L sobrejetiva tal que 8 o f = go 8, ou seja, g €
fator topologico de f por uma semi-conjugacao Lipschitz, entdao

mdim (Y, g,d) < mdim,, (X, f,d)

mdimy (Y, g,d) < mdimy (X, f, d).

Ainda, se 0 for Bi-Lipschitz, valem as igqualdades.

Prova. Comecemos por fixar n > 1. Dada qualquer (n, €)—cobertura
a de X, 6(a) é (n, Le)—cobertura de Y. De fato, é cobertura pela
sobrejetividade de # e, dados U € a e 0 < j < n,

diam(g’ (A(U))) = sup d'(¢’ 0 0(x), ¢’ o 0(y))

x,yelU
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— sup d(80 f(x),00 fI(y)) < L sup d(f(z), fi(y)) < Le.

z,yelU z,yelU

Entao,
N(Y.d,, Le) < N(X,d,,e) = S(Y,g9,Le) < S(X, f,e).

E assim,
S(Y.9,Le) [log Le| _ S(X. .¢)

|log Le|  |loge|] — |loge]

Tomando os limites em € concluimos a prova. No caso Bi-lipschitz,

basta inverter os papeis de f e g que obtemos as outras desigualdades.
]

Isso mostra que a dimensao métrica média, mesmo nao sendo um
invariante topolégico, é um invariante por conjugacoes Bi-Lipschitz e,
em particular, por conjugagoes isométricas.

Proposicao 4.4. Se f : (X,d) — (X,d) € continua num espaco
métrico compacto X eY C X é f—invariante entao

MM(Y7f|Y7d) S MM(Xafad)

mdimy (Y, fly,d) < mdimp (X, f,d).
Prova. Como qualquer cobertura de X também cobre Y, temos
N(Y,d,, €) < N(X,dp,e€)

para todon > 1 e € > 0 e o resultado segue. []
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Corolario 4.5. Se Y, Z C X métrico compacto sao fechados invari-
antes entao

mdimy (YUZ, flyuz, d) = max{mdim (Y, fly, d), mdimy(Z, f|z,d)}.
Prova. Para cadan > 1,
NY UZ,dy,e) < N(Y,dy,€) + N(Z,d,,e¢)
< 2max{N(Y,d,,€), N(Z,d,,¢€)}.
Logo

1
S(YUZ, f,d e) <limsup —log2max{N(Y,d,,€), N(Z,d,,€)}

n—oo N
=max{S(Y, f,d,€),S(Z, f,d,e)}.

Dividindo por |loge| e tomando o limsup obtemos <. A outra de-
sigualdade segue da proposicao anterior. ]

No caso de uma uniao infinita X = U;cnyA; vale apenas a desigual-
dade >. O Exemplo 4.9 possui uma decomposicao invariante Ji, Jo, ...
de [0, 1], todos com dimensao métrica media nula.

Proposigao 4.6. Seja (X, d) espaco métrico compacto. Entdo, para
qualquer f : X — X continua, vale

mdim (X, f,d) < dim,,(X,d) e mdima (X, f,d) < dimy (X, d).
Prova. Considere ¢ : X — X~ dado por
V(a) = (z, f(2), fA(2),..).

Note que ¥ o f = o o f. Entdo Y = 9(X) é fechado e invariante em
XN, Defina a métrica dy em X por

dy(,y) = d((@), ¥(y)).
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Claramente d(x,y) < dy(z,y) para quaisquer z,y € X. Entao qual-
quer conjunto (n, f, e, d)—separado é (n, f, €, dy;)—separado. Logo,

mdim (X, f,d) < mdim,; (X, f,dy) = mdim,, (Y, oly,d)
< mdim,,; (X", 0,d) = dim,,(X,d).
Para as dimensoes superiores, as desigualdades sao andlogas. []

Obs: Como veremos no Exemplo 4.9, existem funcgoes que atingem a
igualdade.

Proposigao 4.7. Seja (X,d) espago métrico compacto, f: X — X
continua e k > 1. Entao

mdim, (X, ¥, d) < k mdim, (X, f,d)

mdimy (X, f5,d) < k mdimy (X, f,d)

Prova. Vamos repetir a primeira parte da prova da Proposicao 3.18.
Sejamn > 1ee > 0. Se um conjunto £ C X é (nk, €)—gerador para f
entao ¢é (n, €)—gerador para f*, uma vez que a segunda leva em conta
apenas os iterados multiplos de k fazendo com que as bolas tenham
menos restricao, contendo as primeiras. Entao

1
— g(f",e) = limsup—log g(f*,n, )

n—00

1
< klimsup —-log g(f,nk,e) < k g(f. o).

n—oo

Dividindo por |loge| e tomando os limites o resultado segue. ]
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Obs: Como veremos no Exemplo 4.9, pode valer a desigualdade estrita.

Ja vimos que podem haver conjuntos invariantes que atingem a
entropia total de um sistema. O conjunto nao-errante funciona de
maneira equivalente para a dimensao métrica média.

Proposigao 4.8. Seja (X, d) espago métrico compacto e f: X — X
continua. Entao

Prova. Basta mostrar >. Repetindo a prova usada para entropia obte-
mos

9(2¢, X) < g(e,Q(f))

e, portanto,
926, X) _ g(e.Q(f) |logd
|log2¢|] = |loge|l |log2e|
Tomando os limites, concluimos a prova. ]

Exemplo 4.9 ([13]). J4 vimos que para qualquer ¢ € C°[0, 1] vale

Agora, vamos construir um exemplo que atinge esse valor.

Sejam ¢ : [0, 1] — [0, 1] dada por
g9(x) = [1 =3z —1f|,

agp:=0e, paran > 1,

6 — )
k=1

50



Para cada n > 1, denotemos por
Ty : Jn = lan—1,a,] — [0,1]

o tinico mapa afim crescente entre J,, (que tem comprimento 6/7?n?)
e [0,1].
Considere ¢ : [0,1] — [0, 1] continua dada por

¢|Jn = Tn_l OgnoTn-

Essa é a funcao que dara o que queremos.

Fixado n > 1, J, pode ser dividido em 3" intervalos de mesmo
comprimento J,(1), ..., J,(3") tais que

o(Jn(1)) = Jp para todo ¢ € {1,...,3"}.

A seguir, J,(i) pode ser dividido em 3" intervalos de mesmo com-
primento J,(i,1), ..., J,(i,3") tais que

¢*(Jo(i,5)) = Jn para todo 7,j € {1,...,3"}.

Indutivamente, para todo k > 1 e (i1, ..., i) tal que ¢; € {1,...,3"},
podemos dividir J,, (i1, ..., i) em 3" intervalos de mesmo comprimento
Jn(i1y ooy i, 1), T (i1, ooy 8y 2) 5 oony Jn(i1, ey 1k, 3™) tais que

G (i1, oy ig, i) = Ty para todo i € {1,...,3"}.
Cada J,(i1, ..., i) tem comprimento |.J,|/3*" para k > 1. Seja
€, = |J,]/3" = 6/7*n?3".

Se x € Ju(i1,....,17) ey € Ju(J1, -, Jk), onde (i1, ...,5k) # (J1, .-, Jk) €
os i's e j's sd2o todos impares, em no maximo k iterados suas imagens
vivem em J(i;) e J(j;), respectivamente que distam pelo menos ¢, ou
seja,

dp(z,y) > €.
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Para cada k& > 1 existem ao menos (3"/2)% escolhas diferentes de
Jn(i1, ..., 1) com todos os indices impares. Assim

s(k,e,) > (3"/2)F

Logo
1 k, e
s(ep) = lim M > log(3"/2).
k—o0
Finalmente,
' . log(3"/2) . nlog3 +1log2
mdim([0,1], ¢, ]-]) = lim Tlogen]  noklog a2n?/6 + nlog3

Foi referenciado ao final da Proposicao 4.7 que este exemplo atinge
a desigualdade estrita. Isso ocorre pois, para qualquer k > 1,

mdim([0,1], ¢",| - |) < dima ([0, 1], |- |) = 1
e, assim,

mdima([0,1], 6%, | - |) < k = k mdimy([0,1],0,] - |).
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5 Principio Variacional

Nessa secao veremos uma expressao equivalente para a dimensao
métrica média através de um principio variacional. Essa formulagao
conecta o objeto que vimos até agora com as medidas de probabilidade
definidas na sigma-algebra de Borel, gerada pela topologia, que ficam
invariantes pela funcao f.

5.1 Medidas invariantes

Definicao 5.1. Seja f : (X, d) — (X, d) fungdo continua num espago
métrico compacto. Diremos que uma medida de probabilidade p :
B(X) — [0,1] é invariante por f, ou f—invariante, se para qualquer
conjunto Borel-mensuravel A temos,

p(f7(A)) = p(A).
Denotamos o conjunto das probabilidades f—invariantes por M¢(X).

O conjunto M(X) das probabilidades borelianas é compacto na
topologia fraca®, ou seja, a topologia na qual

=i = [ ot~ [ odnvo e (),

A prova desse resultado nao serd apresentada e pode ser encontrada
com detalhes em [2].

Uma maneira construtiva de obter medidas invariantes é através da
aplicacao push-forward

for M(X) = M(X),  (fLW))(E) :=v(f(E)).

Segue da definicao de f,, da linearidade da integral e do fato das
funcoes continuas serem uniformemente aproximadas por funcoes sim-
ples, que para qualquer ¢ € CY(X)
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[ vitr.o) = [ oo sav

Pela continuidade de f e da relacao acima segue a continuidade de

Js
Lema 5.2. Seja (v,), sequéncia qualquer em M(X). Se

n—1

Mn i= %Zfiyn

entdo qualquer ponto de acumulagdo de (pin)n, que sempre existe por
compacidade, € f—invariante.

Obs: Uma probabilidade é invariante se, e somente se, é ponto fixo de
Je

Prova. Seja ¢ : X — R continua e n > 1. Entao

/ b f. (1)) = / b0 fajim = %; / bo fid,

:/qﬁdunJr%(/cbofnan—/cden)

Assim,
2sup |@
yEam) /¢dun < 2oeldl
Logo, se (py,) — p entdo [¢d(f.(pn)) = [édp para qualquer ¢
continua e, portanto, f.(u) = pu. O

A seguir, veremos que alguns conjuntos dinamicamente interessantes
tem boas relacoes com medidas invariantes. Isso sera usado mais tarde
para obter tanto uma prova simplificada do resultado sobre o conjunto
nao-errante quanto a obtencao de outro conjunto tal que a restricao
da dinamica a este tem dimensao métrica média total.
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Proposigao 5.3. Seja (X, d) métrico compacto e f : X — X continua.
Entao para qualquer probabilidade invariante pn € My(X), vale

onde Y = Q(f) ouY =(),50 f"(X).

Prova. Comecemos pelo caso Y = Q(f). Seja {U;}52; uma base da
topologia de X. Entao X —(f) é a unido dos U, tais que os conjuntos

Uy, f7HUy), F2U;) . U)o
sao dois a dois disjuntos. Mas para qualquer tal U, vale
1> u(f(U) = ).
n>0 n>0

Assim, pu(U) = 0, pois, caso contrario, a soma acima divergiria. Assim,
1(X = Q(f)) = 0 e, portanto, p(Q2(f)) = 1.

Agora, consideremos Y = (1), - f"(X). Como p é invariante temos,
para qualquer n > 0,

p(f"(X)) = p(f(f1(X)) = mX) = 1.
Portanto,

p(() (X)) = 1.

n>0
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5.2 O principio variacional

Fixados (X, d, f) e dada uma probabilidade invariante p € M¢(X),
seja N, (n, €,9) a menor quantidade de (n, €)— bolas dinamicas, isso é,
bolas de raio € na métrica d,,, necessaria para cobrir algum conjunto
de medida p maior que 1 — 4§, ou seja,

N,(n,e,d) = i%fN(B, €,dyp)

onde o infimo pode ser tomado sobre as unioes finitas de (n, €)—bolas
B = U By, tais que u(B) > 1 — 4, pois dado qualquer conjunto
Borel-mensuravel B’, obtemos o mesmo N(-, €, d,) se considerarmos a
propria cobertura como sendo o conjunto. Denotando

1
hu(e, f,0) :=limsup —log N,(n, €, 6),
n

n—oo

foi provado em [3] o seguinte

Teorema 5.4. Seja (X, d) espaco métrico compacto e f : X — X
continua . Entao,

- su h,(e, f,0
mdimy (X, f,d) = lim lim sup Preny ACEIL)
50 0 | log €|

e, caso mdimy (X, f,d) < oo,

su h,(e, f,0
mdim (X, f,d) = lim lim inf Pyent; i€ £, 0)
50 €0 | log €]

Note que as desigualdades > seguem da definicao pois, para toda pu
e todo 9, o infimo na defini¢ao de IV, sempre considera o conjunto X
e, portanto, N,(n,€,0) < N(X,€,d,).

A parte principal da prova é o seguinte
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Lema 5.5. Seja (X, f,d) como anteriormente. Entdo para todo € > 0
existe jt. € My(X) tal que

hﬂe(evfa 5) > 8(26) T 355(f7 6)'

Prova. Seja E,, = {x1, T3, ..., T4(n,) } um conjunto (n, €)-separado maxi-
mal em X. Em cada F,, defina a probabilidade uniforme

e defina

Tome uma subsequéncia (ny)x tal que

1
s(e) = ]}LIgon—klog N(ng,¢€)) and U, — p € My

Podemos supor ni/k — co. Seja K aberto tal que
pw(K)>1-19 e N(K,€e/2,d,) = Ny(n,€/2,6).
Entao existe kg tal que
U (K)>1—6

para k > k.
Denote por (L) a matriz de 0’s e 1's, onde : = 0,....n—1 e j =
1,...,s(n,€), dada por

Entao
171]6—1‘ 1’ka—]. 1
1-80) <7, (K)=— e (K) = — S pigo (K
(1=0) <wulE) = 2D FonB) =503 g D drin(K)
1= 1= x Nk



implica que

’I’Lk—l

(1= 0)ngs(ng,€) < > Y Spuy(K) = #{1 € Ly, }.

1=0 z€En,

Para s > 1 definimos a submatriz L,, (s), onde

i € [|ne/k],ng — [ne/s] — 1].

Entao
#{1 € Ln,(s)} = #{1 € Lp,} — #{1 € Ly, i < [ /k]}
—#{l € L,,,i>n;— |ng/s|] —1}

> #{1 € L’I’Lk} - S(TLkJ) 6) Lnk/kj - S(nka 6) Lnk/SJ

implica que
#{l € L, (s)} > s(ng,e)ng(l =0 —1/k —1/s)

[remos supor s > ouseja, l =6 —1/k—1/s > 6. Entao

1
125 1/k
#{1 € L, (s)} > s(ng, €)ngo.

Como L, (s) tem ny — |ng/s] — |nr/k| linhas, existe um indice my,
satisfazendo

s(ng, €)ngo

n — [ng/s] — /K]

#{1 na linha my} >

i /K] < my < ng— |ne/s].
Isso significa que existe J C {1, ..., s(n,€)} tal que

s, €)d > s(ny, €)9.

[ (xy) € K,Vj € J ¢ B g — [ne/s] — |n/k]
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Note que, por defini¢ao, X pode ser coberto por N (my, €/2) (my, €/2)—
bolas dinamicas. Entao X pode ser coberto por N(my, €/2) conjuntos
de diametro menor que € na métrica d,,, . Em particular, existe um
subconjunto A" C {z,};es tal que
s(nyg, €)0

di A < Al > ——~717—
iamg,, (A') <€ e | |_N(mk,e/2)

Alem disso, se i # j e dp, (74, ;) < € entdo
€ < du, (23, x5) = max{d(f™ (w;), f™ (7)), d(f™ (@), f7 (2))),

ey AN (@), [ @)} = g (7 (2), f7 (25)).
Entao obtemos A := f™(A") C K satisfazendo

s(ng, €)0
Al > ——-— n iy g Z N —m 19 Wy Z 5 1y Wy A
|A| > N(my. c/9) e dn (@i, a5) > dp—m, (i, a;) > €,Va;,a; €

Logo, A C K é (ng, €)— separado e, portanto,
By, (a;,e/2) N By, (aj,€/2) = 0.

Assim,
s(ny, €)0
N(my, €/2)
Ja estdvamos assumindo m < s. Para k > 1/9, podemos
também assumir

Ny(nr,€/2,0) = N(K, €/2,dy,) >

1 1
20— 1/k S 1-30

Lembre que
o |ny/k|] <my = my — o0
e myp <np—ni/s+1 = my/ny<1—1/s+1/ny
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o s< e = 1-1/5<36

Finalmente,

1
hu(e/2, f,0) = limsup —log N,(n,€/2,6)

n—oo N
. 1 my 1
> lim sup — log s(ng, €) — ——log N (my, €/2)
k—oo Tk ng Mg
, 1 1 1.1
> lim sup — log s(ng, €) — (1 — — + —)—log N (my, €/2)
k—oo T s N Mg

1 1.1
> lim sup — log s(ng, €) — (36 + —)— log N (my, €/2)
k—oo Tk N Mg

= s(e) —305(¢/2).

Prova. (Teorema)
Pelo Lema,

SupuGMf(X) hu(ea f7 5) > 8(26) _35S(f, E)
logel = logel " Jlogel”

No caso mdimy; (X, f,d) < oo, basta tomar os limites.
Se mdim (X, f,d) = oo, usamos que limg lim sup, > lim sup, limg
]

Obs: Note que, com os calculos feitos acima, podemos reescrever o
principio variacional invertendo os limites em € e 9, de modo a aban-
donar a hipotese de finitude no caso da dimensao inferior. Assim,
obtemos, para qualquer f : X — X continua num métrico compacto,

- su hy(e, f,0
mdimy (X, f,d) = limsup lim Pyent; ful€: 1,9)
cs0 00 | log €|
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su h,(e, f,0
mdim (X, f,d) = lim inf lim Pyent; €, £,0)
e—0  §—=0 | log 6|

A seguir, provaremos um corolario importante e simples do principio
variacional. E um resultado equivalente ao que ja existe para a en-
tropia e a prova é analoga a encontrada em [15] onde se faz uso do
Principio Variacional classico da entropia.

Corolario 5.6. Seja (X, d) métrico compacto e f: X — X continua.
SeY =Q(f) ouY =[,5 ["(X) entao

mdimp (Y, fly,d) = mdimy (X, f,d)

mdim (Y, fly,d) = mdim,, (X, f,d)

Prova. Pela Proposicao 5.3, Y tem medida total para qualquer proba-
bilidade invariante p. Portanto,

u(B)>1—-9§ <= pu(BNY)>1-946

Assim, para qualquer p € M(X),

N,(n,e,0) = 1%f N(B,e¢,d,) = érr%;N(B NY,ed,) = Ny, (n,¢€0)
= hu(e, f,0) = hy, (€, fly,9)
e o resultado segue do principio variacional. ]
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6 Deslocamentos de Tipo Finito em Al-
fabetos Métricos Compactos

O modelo de principal interesse desse texto, tratado inicialmente em
[1], é inspirado em deslocamentos de tipo finito. Antes de abordarmos
0 objeto em si, algumas observacoes:

e Ja vimos que a entropia de um deslocamento de tipo finito é dada
pelo logaritmo do raio espectral da matriz de transicao. Em
particular, a entropia é sempre finita e, portanto, tem dimensao
métrica média nula;

e Deslocamentos completos, ou seja, deslocamentos cujo espaco é
da forma X" ou X7, tem entropia infinita quando o alfabeto X
¢ infinito. Mais ainda, sabemos calcular sua dimensao métrica
média, que é dada pela dimensao de Minkowski do alfabeto (com
respeito as métricas vistas anteriormente).

Com isso em mente, parece natural o estudo da dimensao métrica
média de deslocamentos semelhantes aos de tipo finito, mas em al-
fabetos infinitos. Isso é, deslocamentos em espacos compostos por
sequencias, unilaterais ou bilaterais, cujas entradas adjacentes tém
transicao permitida por um conjunto previamente definido. Mais
ainda, a dimensao de Minkowski do alfabeto é uma cota superior na-
tural, uma vez que tais deslocamentos agem em subespacos invariantes
do espago produto, que atinge esse valor. Precisaremos tudo isso em
seguida.

6.1 O modelo

Sejam (X, d) espago métrico compacto de diametro D e ' C X x X
fechado. Denotemos, para cada [ > 0 e K =N ou Z,

U= {(x1,...,z) : (x5, 241) €T}
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I'k := {(@i)iek : (@5, Ti41) € '}
Assumiremos sempre que os conjuntos acima sao nao vazios. Deno-
tamos, também

I = {(y,2): (v,y) €T}

A topologia produto, ou topologia Tychonoff, nos espacos XX é
metrizavel: dado qualquer p > 1, temos a métrica compativel

d,(z,y) = sup o1

ick P
Quando estiver claro, omitiremos p da notacao.

Como queremos considerar deslocamentos em I'x, precisamos do
seguinte

Lema 6.1. 'y C X € fechado e invariante pelo deslocamento.

Prova. A invariancia segue do fato de que as condigoes impostas sobre
uma sequéncia para que pertenca a 'k depende apenas de relagoes
entre termos adjacentes de cada coordenada, que sao preservados pelo
deslocamento. Para ver que é fechado, tomemos uma sequéncia em
X®_Tk. Entdo existem coordenadas (;, 7;41) € I'. Como I é fechado
em X X X, existem vizinhancas U de x; e V' de x;11 tais que

(UxV)NT =10.

Assim, qualquer sequéncia suficientemente préoxima de x, possui coor-
denadas i em U e 7+ 1 em V, e, portanto, nao pertence a I'k. ]

Assim, fica bem definido o deslocamento
o:I'x = Ik, o((®i)iek) = (Tiy1)iex-
Para cada A C K, denotemos a projecao em A por
Ta((2i)i) = (Ta)aea
No caso de conjuntos unitarios A = {a}, denotamos apenas por .
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6.2 N=xZ

Nessa subsecao, provaremos que a dimensao métrica média induzida
por I' no modelo acima é a mesma se considerarmos sequéncias uni-
laterais ou bilaterais.

Seja X; := m(I), ou seja, o conjunto dos elementos ao final de uma
palavra de tamanho [ permitida por I'. Denotamos X' := N> X; e
I'M:=(X'x X')NT. Entao

7=1z € mn(Tz) = mn(17) = 'y C I

No teorema a seguir, omitiremos p, fixo e igual, na notacao das
métricas. Ainda, para distingui-las, denotaremos
d(;, y;)

dN(z,y) = sup —222 e d?(x,y) := sup
(z,y) up— (z,y) up =

d(i% yz)

ji[—1

Teorema 6.2. Sejam (X, d) espaco métrico compacto, p > 1 e ' C
X X X fechado. Entao

mdimM(FN, ON, dN) = mdimM(FZ, oz, dZ)

mdimM(FN, ON, dN) = mdz’mM(FZ, oz, dZ)

Prova. Os argumentos abaixo valem para ambas as dimensoes, inferior
e superior. Nao havera distincao na notacao.
! n S L
Observe que I'y = [,~( op(I'n). Entao, pelo Coroldrio 5.6,

mdzmM(Fi\I, ON, dN) = mdimM(FN, ON, dN)
Resta mostrar
mdzmM(Ff\;, ON, dN) = mdz’mM(FZ, oy, dZ),
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entao podemos supor que X' = X.

A desigualdade < segue do Teorema 4.3, pois ny € uma semi-
conjugacao Lipschitz sobrejetiva.

Para a outra desigualdade, considere as seguintes observacoes

e Como ja comentado anteriormente, o infimo na definicao de
N,(n,€,0) pode ser tomado sobre unioes finitas de (n, €)—bolas
dinamicas. Em particular, nesse modelo, tais bolas sao cilin-
dros. Entao consideraremos o infimo tomado sobre o conjunto
dos cilindros com medida superior a 1 — d;

e Todo cilindro em I'y com medida p' = (7n)sp maior que 1 — ¢
tem como pré-imagem um cilindro em I'z com medida g maior
que 1 — 9.

e Para cada ¢ > 0, seja [ = I(¢) tal que p'D < € e seja U =
{U1, ..., Ung(e) } uma cobertura aberta qualquer de X satisfazendo
diam (U, d) < e. Dada uma cobertura aberta o de um conjunto
A C XN tal que diam(a, dY) < €, podemos construir uma cober-
tura aberta de 7' (A) C X% dada por

b= . XXxXxUj ,x..xUyxV:Veayj=1..,M()}
Note que diam(3,d%) < e e |8| = M(e)""|al. Entao

N(my'(A),e,d?) < M(e)T'N(A,e,d));

Portanto, dada u € M,,(T'z),

NZ ) = inf N(B, e, d*
p (1,€,0) BemFZI,%(B)>1—5 (B,€.dy)

< 3 f N —1 A dZ
— A in FN’IILII}(A)>]_75 (ﬂ-N ( )7 67 n)
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< M(e)t? inf N(A. e. dY) = M(e)*'NY 5).
< M(e) AMN}}?(A)M_& (A, e,d,) (€)"Ny(n,€0)

Logo,

1
h,(e,07,9) = limsup — log Ng(n, €,0)
n

n—oo

1 1
< lim sup — log M(E)ZHNE,(n, €,0) = limsup — log N}j(n, €,0)
n

n—oo T n—00

= hﬂl(é, ON, 5)
Assim,
sup hy(e,02,8) < sup hy(e,on,0)
peMs, veMoqy
e o resultado segue do principio variacional. ]

Obs: A demonstracao anterior funciona analogamente se considerar-
mos, ao invés de d¥, as métricas

d/]K('737 y) = Z d(z;, yz)

-1
1K P
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6.3 Cotas para a dimensao métrica média

Nessa subsecao, veremos algumas estimativas para a dimensao métrica
média no modelo em questao. Comecemos pela mais simples.

Lema 6.3. Seja (X, d) espago métrico compacto, I' C X x X fechado
ep>1. Entao

mdimM(FN, g, dp) < MM(F, d x d)

Prova. Como 7 é Lipschitz, I C IV := m(T'U TT) x m(T'U T'T) e
Iy = (m(TU 7)Y, temos

mdimy (T, 0,d,) < mdimy (I, 0,d,) = mdim (m(TU TN, 0, d,)

= dimy(m(TU I, d) < dimy(T'U I'T,d x d)
= dimp (T, d x d).

]

A seguir veremos outra cota superior, obtida em [1], mas com uma
prova menos carregada em notacao quanto a original.

Dado € > 0, seja U(e) = {U, ..., Un()} uma e—cobertura minimal
de X. Consideremos I'* uma matriz N(e) x N(e) dada por

] L, seUxU;NT'#0
re = .
J 0, caso contrario

Pelos mesmos argumentos de contagem do deslocamento de tipo
finito, o nidmero de caminhos de elementos de U(e) de tamanho k
permitido por I' é

k
[T s,

onde || - ||s é a norma da soma no espago das matrizes N(e) x N(e).
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Lema 6.4. S(TY, 0, d, ¢) < logr(I)
Prova. Para e > 0, seja | = [(¢€) tal que Dp~! < e. Definimos

al ={U;, x ... x Uj

€ Ji4n—

. X X x X...:intersecta 'y, U; € U(e)}.

e note que, para cada elemento de o, existe um caminho de tamanho
[ +n — 1 como anteriormente, ou seja,

o | < ().

Além disso, diam(a”, d,) < e. Assim,

e\l+n—1
S o d,e) < Tim BNl

N—00 n

= log(r(I))

]

Utilizando as ideias do Lema anterior, podemos obter uma classe
de exemplos nos quais calculamos explicitamente a dimensao métrica
média. Isso serd dado no préximo resultado, que é uma generalizacao
do Teorema 4.2, no qual podiamos interpretar I' = F' x F', ou seja,
todo o conjunto F' tinha transicoes permitidas para voltar a si mesmo
em um passo. No que segue, tomaremos I' que permita o retorno do
conjunto F' a si mesmo em k € N passos.

Teorema 6.5. Sejam (X, d) espaco métrico compacto, F C X fechado,
p>1eay,.., a1 € X distintos. Se ' é dado por

I'=(F x {a'})U{(a',a®), (a® a®), ..., ("2 a" D} U ({1} x F),

entao, ‘
mdimy (T . d,) = 220F)

€ —
mdimy (T, 0,d,) = d’mTM(F).
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Obs: Todas as contas feitas a seguir valem para ambas as dimensoes,
superior e inferior. Nao haverd distincao na notacao.

Prova. Considere h : FN — I'y dado por

12 k-1 1 2 k-1
h(zy,x9,...) = (x1,a ,a°, ...;a" " xe,a",a%,...,a" ", x3,...).

Note que hoo =cFoh e

d(xa,y2) d(x3,y3) d(zs,ys) )

k ) 2k ? 3k ?
p p

dp(h(x)7h(y)) - Sup{d(xl,yl), P

= d i (z,y),

ou seja, h: (FN,d ) — (I'n,d,) é isometria com sua imagem. Logo
dimy (F) = mdima (F, 0,d )

= mdimyr (h(FV), 0%, d,) < mdimy (Ty, 0%, d,) < k mdimy Ty, 0, d,)

e obtemos .
dima(F) < mdimy(I'n,0,d,).

Para a outra desigualdade, como vamos obter uma cota por cima,
podemos supor que a',...,a*"! € F. Se nao fosse esse o caso, tal [’
estaria contido em I"” obtido ao considerar F' = F U {d!,...,a* "} que
tem a mesma dimensao de Minkowski.

Dado € > 0, seja Iy, ..., [y e—cobertura aberta minimal de F'. Para ¢
suficientemente pequeno, podemos supor que nenhum dos I’s contém
mais de um dos a/. Mais ainda, podemos supor que a/ € I; unica-
mente. De fato, se algum a € I; N I, tome 0 > 0 pequeno tal que
B(a,6) C I; N I;. Substituindo, por exemplo, I; por I; N B(a,é)c,
resolvemos esse problema.

Vamos construir uma cobertura dada por cilindros formados pelos
I's acima e precisamos contéd-los. Denote, para j = 1,....k — 1,

0

x, = #{cilindros tamanho n com tultima coord # I,..., [x_1}
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), = #{cilindros tamanho n com tltima coord = I;}

Note que

T =2 (N —k+1)
x}lﬂ = x% + ...+ :Ufl_l

vl =ai ekt e {2,k -1}

ou, equivalentemente,

(0000 0 N=k+1)
0 1111 -1 1
i .TO
pH 0100 -0 1 n
i LUl
o010 -0 1 "
: 0001 -0 1 :
Lot i 0 01 ¢
\0o0o0O0O 0O 1 1 )

Denotemos a relacao acima por v, = Av,, A = A(e), onde v; =
(N —-—k+1,1,1,...;1). Como queremos estimar a totalidade de tais
cilindros, queremos z} +1- Note que

21| < [onsa] < [JA"]] |01

Agora, tomamos [ > 1 tal que Dp~' < € e, para n > 1, definimos a
cobertura aberta

an = {1 x .. x I, xX xX..:ocilindro intersecta I'y}

e note que diam(a,,d,) < €. Logo,
S(Tw,e.d) < Tim ~log|ay| = lim ~log |z}, 1| < logr(A)
N, € 0) > nl—H)lon 0g |Qn| = nl_{gon 08 [T yny1l > 108T(A).

Para concluir, vamos analisar a relacao entre autovalores de A e
N (€) para interpretar o raio espectral como a quantidade que quere-
mos.
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1

1—A

1

- )

A—- M =

—Adet Ay + (=1)* YN — k + 1) det Ay, onde

(

—> det(A — \I)

1

1—A

A =

Ay =
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Como Ay é triangular superior com termos diagonais iguais a 1,
temos det Ay = 1. Logo, se A é autovalor de A,

0= det(A = AI) = (=1 A" + b M 4 bid+ (b + (1)),

onde a escolha dos b's independe de N. Assim,

bk‘fl bO bk,1 bo
N=XN1+ D)+ + )=+ D=+ +—
(L (DS 53) = PP+ (CD)A (S + 4+ 57)
kDb bo
—> log N =k log|\| +log |1+ (—1) (T++F)‘
Finalmente,
. . logr(A)
< ljm =2/
mdima (T, o, dy) < g =

= lim (1/k) logN(e)_(l/k) log |1 + (_1)k(ka_l +ot %)‘ _ dimas(F)
<0 | log €| | log €| L
]

O resultado acima também fornece um cota inferior nos casos em
que I' é simétrico, ou seja, I' = I'".

Corolario 6.6. Sejam (X, d) métrico compacto, p >1 e’ C X x X
fechado tal que T = I'T. Entdo, denotando T, := {y : (z,y) € T'},

temos i L g
sup dimy (I, d) < mdimy;(I'n,0,d,)
reX 2

di | S
sup tma (T, d) < mdimy(I'y, 0,d,)
zeX 2
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Prova. Como I' é simétrico, para qualquer z € X,
Y(z):={(z,T;), (T, z)} CT.

Entao Y (z)y C I'y é um fechado invariante e o resultado segue do
teorema. ]

O comportamento descrito no Teorema 6.5 também pode ser obser-
vado no caso finito.

Exemplo 6.7. Sejam X = {1,2,3,4,5,6,7} e tomemos a matriz de
transicao A dada por

I

I
O OO == O
OO OO OO
OO, OO OO
SO =R OO OO
O R O OO oo
_ O O O o oo
DD DO OO O

\

ou seja, as passagens permitidas sao
{2,3,4} - 5—-6—->7—1—{2,3,4}.

Se valer algo semelhante ao que provamos no deslocamento induzido,
deve se esperar que a entropia seja,

log 3
h(O'A) = § .
Note que a matriz A satisfaz
A =3A.
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Entao
AT =3 AT = |4 = 37|47

e portanto

T(A) _ hgtn HAGnHl/Gn _ hTILn(Sn)l/GnHAnHl/Gn _ 31/6(117£nHAnH1/n)1/6

= 31/67“(14)1/6.
Assim,
r(A) = 3!?
e portanto
h(oa) = logr(A) = 10? 5
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7 Aplicacao: dinamica de semi-grupos fini-

tamente gerados
Em [1], o modelo Friedland foi introduzido com o objetivo de obter
uma definicao de entropia para graficos, semi-grupos e grupos. Analoga-
mente, podemos tratar da dimensao métrica média. O objetivo dessa
secao € relacionar tais objetos com outra definicao, mais recente, de

entropia e dimensao métrica média que vem sendo objeto de interesse
em [10] e [11].

Seja G uma colecao de m mapas continuos em X. Queremos estudar
a acao de semi-grupo S gerada por G, ou seja,

S:Gx X = X
(9,7) = g()

Assim, seguindo [1], definimos a entropia e dimensao métrica média

de G por

h(Ty, o) e  mdimy(I'n,0,dy),
onde I' = Uy graph(g).
Agora, introduziremos as nogoes utilizadas em [10] e [11]:

Denotemos Y := {1,2,...,m}. Um passeio aleatério P em YV é uma
probabilidade invariante pelo deslocamento. Para cada g = g(w),w €
YN e n > 1, definimos a métrica em X dada por

dg,n(xay) := Inax d(gjgj—l--~gl<37)agjgj—ln-gl(y))-

0<j<n

Denotamos por
s(g,n,e) e r(g,n,e
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a maior cardinalidade de um conjunto e-separado e a menor cardinal-
idade de um conjunto e-gerador com respeito a metrica d,,,, respecti-
vamente.

As e—entropias da acao S com relacao ao passeio aleatério P sao
dadas por

1
h(X,S,P,e) = lim Sup—log/ $(Gw, n, €)dP(w)
n YN

n—oo

1
h'(X,S,Pe) = limsup—log/ 7(Guw, m, €)dP(w).
n YN

n—oo

Como temos
R (X,S,Pe) < h(X,S,P,e) < h"(X,S,P,e/3),

ambas as quantidades definem a mesma entropia topoldgica e di-
mensao métrica média. Assim, definimos

h(X,S,P) = lim h(X,S,P,¢) = lim h"(X,S,P,¢),

e—0T e—0+
h(X,S,P W(X.S.P
mdim; (X, S, d,P) = liminf (XS, P, e) — liminf (XS, Pe)
e—0T | log €| 0+ | 1Og €|
e
— h(X,S,P h"(X,S, P
mdzmM(X,S,d,P) — limsup ( ng) 76) _ limsup ( s &y ,E).
0+ | log €| 0+ | log €|

Observe que as quantidades acima dependem da escolha G de ge-
radores do semi-grupo feita inicialmente. Em [1], a entropia do semi-
grupo/grupo é dada pelo infimo sobre as possiveis escolhas de ge-
radores. Aqui, manteremos fixada a escolha e, se for de interesse,
pode-se tomar o infimo no final.
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Definigao 7.1. Dizemos que uma probabilidade  num espago métrico
M ¢é homogénea se existe L > 0 tal que Ve, y € M e e >0

p(B(z,€)) < L u(B(y,€/2)).

Considerando a métrica em Y~ dada por

d/(l', y) _ 2—min{n21:mn7§yn}’

note que para qualquer passeio aleatério homogéneo P, z € YN e k > 1
temos
Bz, 27" = 717

e, portanto,
P(z1zr) = P(B(z,27")) > (1/L) P(B(z,27"%)) > ...
> (1/L)" P(B(x,1/2)) = (1/L)" P(Y") = (1/L)*

Obs: O conjunto dos passeios aleatérios homogéneos acima é nao vazio:
dada qualquer probabilidade v em Y com suporte total, P = N é um
exemplo.

Teorema 7.2. Seja (X,d) métrico compacto, G uma colegio de m
mapas continuos em X e p > 1. Entao, tomando I' = Uy graph(g),

mdim,(I'n, 0,d,) = supmdim,;(X,S, d,P)
P

mdimy(I'n, 0,d,) = supmdimy (X, S, d, P).
P

Além disso, o supremo € atingido por qualquer passeio aleatorio ho-
mogeneo.
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Prova. Comecemos por > .
Dado qualquer w € YN, tome E C X um conjunto (g(w), n, €)—separado
maximal. Entao para quaisquer z,y € E temos

e < max{d(z,y), d(gu, (), gu, (¥)) s A(Gu, --Gu (%) Guv, -G (¥)) }.

Assim, os elementos

(1'7911}1 (CC), sy Gwy, - Guy (x)), qqr COiS&)

(y7 Gu, (y)7 s Gy, Gun (y)), qqr COiS&)
de 'y sdo (o,n, €) separados. Logo, para todo w € Y,
S(g(’ll]), n, 6) S N(FN, g, n, 6).

Portanto, para qualquer P,

1
h(X,S,P,¢e) = lim sup—log/ $(Gu,m, €)dP(w)
n YN

n—oo

1
< limsup —log N(I'y, 0,n,€) = S(I'y, 0, €).
n

n—oo

Concluimos dividindo por |log €| e tomando os limites.

Agora, vamos verificar que o supremo ¢ atingido por P homogéneas.

Seja E = {x1, T2, ..., Tn(n,) } um conjunto (n, €)—separado maximal
em (I'y,0,d,). Tome | = I(e) tal que diam(X)/p' < e. Note que
a propriedade de ser separado depende apenas das primeiras n + [
coordenadas dos elementos de E. Por continuidade, podemos supor
que as primeiras coordenadas dos elementos de E sao todas distintas.
Pelo principio dos pombos, existe um subconjunto A C F tal que

e todas as transicoes até a coordenada n+( sao dadas pela mesma
(n + l)_upla (gla g2, .-, gn—H);
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Reordenando se necessario, temos
r1 = (2, g1(2"), gagr ('), -+, gnsiogi (2, qqr coisa)

L2 = (332, 91(12)7 9291(x2)7 9+l 01 ('%2)7 qqr COiS&)

zo = (2% 91(2%), 9291(2), - -+, Gnti---g1(2"), qar coisa).

Assim, {z!,...,2%} é (n + [, ¢)—separado em X na métrica

(917 92, .-+, gn+1, 99T COiS&),

ou seja, para qualquer sequéncia g no cilindro §1gs...g,1;, existe um
conjunto (n + [, €)—separado de cardinalidade maior ou igual a ]\gfj).

Por outro lado, se tal conjunto é (n+1, €)—separado nessas métricas,

temos

By p(x',€/3) N By, ¢/3) = 0.

Assim, para qualquer sequéncia g € g1G3-.-gn+; temos

r(g,n+1,¢/3) >a>

Portanto, para cada P homogénea,

/YN r(g(w),n +1,¢/3)dP(w) > / rg(w),n+1,¢/3)dP(w)

192---9n+l1
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N(n,e)
— (Lm)(n—i—l)

— h'(X,S,P,e/3) > S(I'y, 0,€) — log Lm.

Concluimos dividindo por |loge| e tomando os limites.

Observe que na prova anterior, foi visto que para qualquer passeio
aleatorio IP,

h(X,S,Pe) < S(I'y, 0, €),

e assim,

h(X,S,P) < h(or) e mdimy (X, S, d,P) < mdimy(I'y,0,d,).

Por outro lado, denotando o skew-product por
S:YNx X —>YVxX
(9,2) = (0(9), 1(2))
podemos definir
¢: (YN x X,d xd) — (I, ds)
dada por
¢(g,x) = (z,91(2), 9201 (), .)-

Essa aplicacao € sobrejetiva, Lipschitz e semiconjuga o deslocamento
com o skew-product:

d(g1(x), g1(z"))

dQ((gax)v (glax/)) - sup{d(m,x’), 5 )
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d(Gn---9291(x), gh---9595 (")) !

diam (X)L, 2, diam(X)1L,, )
: 1 .

2
— sup{d(aj, :E/), diam(X)d'(g, g’)}
< (1 + diam(X)) max{d(x,2"),d (g,¢")}
= (1 + dlam(X )[d/ X d]((g,l’), (g/,l'/)))

< sup{d(z, '),

)
)
oo d(g,z) = (q1(2), g291(), ...) = ¢(a(g), 91(x)) = ¢ 0 S(g, x).

Assim, as quantidades provenientes do modelo Friedland satisfazem

sup h(X, S, P) < h(or) < h(S)
P
e

sup mdimy(X,S, d,P) < mdimy (T, 0, ds) < mdima (X xYN, S, dxd).
P
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8 Ideias em desenvolvimento: Operadores
integrais

Essa secao sera mais informal, apenas para expor algumas possi-
bilidades e desenvolver ideias. Os termos que aqui aparecerao pela
primeira vez no texto podem ser encontrados e detalhadamente expli-
cados em [16].

Quando pensamos no raio espectral de uma matriz A;.g4, estamos
nos referindo a aplicacao ¢4 : v — Awv, ou seja,

d
(pav); = Z A jv; = /Ai’jvjd(contagem)
j=1

= d/AZ-’jvjd(prob uniforme) := d(¢4v);.

Assim, r(p4) = dr(i4) e, portanto,
logr(pa) = logd +log r(¥4). (%)

No nosso contexto, quando I' é finito, podemos vé-lo como uma
matriz (['(z,y) =1 <= (z,y) € I') e sua entropia ¢ o log acima. A
ideia é adaptar essa igualdade para obter uma expressao para mdimy:

e O lado esquerdo da equagao (entropia) deve fazer o papel da
dimensao métrica média;

e O primeiro termo a direita deve representar o tamanho (dim ;)
do conjunto ambiente onde as coordenadas das sequéncias vivem.
Possivelmente o conjunto X’ definido anteriormente seja o can-
didato;

e O ultimo termo deve ter relacao com raios espectrais de o-
peradores integrais com niucleo I' com respeito a alguma(s) me-
dida(s) de probabilidade.
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No que segue, pode haver uma certa dualidade ou ambiguidade ao
nos referirmos a I' como conjunto ou como sua funcao indicadora.

O espaco onde tais operadores atuariam é uma questao a ser con-
siderada. Temos um ntucleo I' que atinge apenas os valores zero e um,
ou seja, em geral nao temos continuidade. O que sabemos é que I' é
fechado e, portanto, Borel-mensuravel.

Para fixar as ideias, consideremos, para cada probabilidade p em
X, o espaco

L*p)={f: X - C: /|f\2d,u < oo}
Denotemos
K= KD » L. (KN)@) = [T fG)duty).

Tal operador é compacto no espaco de Hilbert L?(p) e, portanto, seu
espectro é, a menos possivelmente de zero, o conjunto dos autovalores e
seus conjugados. Assim, para calcular seu raio espectral basta analisar
os autovalores.

Uma observacao possivelmente util é a seguinte: Dados x,y € X,
se I'y =T, (z e y passam via I' para os mesmos pontos) entao para
qualquer medida p e f € L*(u) temos

(K)@) = [ T2 fGdnt:) = [ T2 dnl) = (K5) ),
Em particular, as autofuncoes de K sao constantes em cada conjunto
E(x) ={ye X :I'y =T},

mais precisamente,

1

Ki=M = =y [ f@d
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A seguir, alguns exemplos exibirao como essas relagoes se dao em ca-
sos que sabemos por outros meios (Teorema 6.5) o valor da dimensao.
As escolhas das medidas a serem utilizadas abaixo é motivada pela
uniformidade da probabilidade usada no caso finito (x).

Exemplo 8.1. Sejam FF C X, zp€ X e’ = ({0} x F)U(F x{xp}).
Entao,
5

Sobre o outro lado de (x), o primeiro termo deve significar o tamanho
do ambiente onde se impoe as restricoes que, nesse caso, é

mdimy(I'y, 0,d) =

dimy (F U {xo}) = dimp(F).

Para valer a analogia, precisamos fazer uso de operadores integrais
com respeito a medidas de probabilidade e ver se obtemos algo que
faz sentido:

Dado € > 0 tomemos {z1,...,7y()} e-separado maximal em F' e a

probabilidade
1 N(e)

= — 4]
TN r1 &
Pelo formato de I' temos, para i > 1,

N(e)

(K f) (o) = ﬁ Z flz)  (Kf)(z:) = ﬁf@o)

1=0

Obs: Na 1 igualdade acima, é suposto que xg € F' ( = (x,z9) €
'), caso contrario a soma comegaria em 1.
Sejam f e A := A, tais que Kf = Af. Essa igualdade so precisa

valer em {zg, ..., Zn(} = supp(ite).
Note que se f(xg) = 0 entao f(z;) = (1/N)(Kf)(x;) = 0, ou seja,
f = 0. Suponhamos, f(xy) > 0. Entao
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f(20) 1 -
- TXNO 1 E_; /(o)

N (e)
NCES LSBT

que ¢ um polinomio de grau 2 em A que tem como maior solugao

- N(e)+ (N(e) +1)y/4N(e) + 1+ 1 ~ o(N(c )71/2)‘

j)\:

2(N(e) + 1)2
Obs: No caso zg € F, \2 = % — A~ o(N(e)"1/?)
Logo
logAe — dimu(F)
lim —_—
e—0 | log e\ 2

e a soma das trés quantidades vale.

Observe que, para cada € > 0, foi escolhida uma medida diferente e a

normalizacao utilizada foi a mesma da dimensao de Minkowski. Parece
essencial para seguir esse caminho que se entenda mais claramente que
tipo de imposicao cada ¢ impoe na escolha da medida.

Seguimos com mais alguns exemplos para ilustrar.

Exemplo 8.2. X métrico compacto, F' C X fechadoe I’ = F x F.
Sabemos que

mdimy; (U, 0,d) = dimy(F).
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Nesse caso, o primeiro termo a direita em (x) deve valer

Dado € > 0, seja {z1,..., Tn()} e-separado maximal em F e consi-
deremos a probabilidade

1 N (e)
He = 6361
Vo 2

A (i) = (Kf)(2) = f(x)), Vi — fxi) = f(x;), Vi, j.

N(e)
1
Ae = flxy) =1, para todo € > 0
Fan 2 1@
Logo,
1
lim 282 _
—0 |log €|

Exemplo 8.3. F C X, a, b€ X el'={(a,b)}U({b} x F)U(F x{a})
Obs: Abaixo € feito o calculo quando a,b € F'. Os outros 3 possiveis
casos sao simplificacoes deste e em todos obtemos o mesmo valor.
Temos i P
mdimyy (T, o, d,) = 274
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e o tamanho do "ambiente” vale

Dado € > 0, tome {x1,...,zx} € separado maximal em F', diferentes
de a e b. Para reduzir as contas, denote M = N + 2. Defina

1
Me=M<5a+5b+Z(5xi>

Tomando K definido por u,. temos

(K f) (i) = fjfj) (K f)(a) = W
e (kf)m) = LWt f(b])er > f ()
Se K f = Af, entéio
e oy~ D) fa)

A M
Para que f nao seja nula, podemos supor f(b) > 0. Entao

M) = (50 = (£ +10) + 3 10

(O s+ - 9)

MA\XM —1 MM
1/ ) M—2 f(b)
_M<AM—1+f(b)+ AM AM—l)
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Logo

1 1 M—2
)\:M<1+)\M—1(1+ M )>

que é um polinomio de grau 3 em A\ = A\ cujas solugoes satisfazem
Ae = o(M723) = o(N72/3),

ou seja,

log A\, 2 .

lim 22 —=dimy(F).
e—0 | log €] 3
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