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“Tudo que € preciso para o triunfo do mal

€ que os homens de bem nao facam nada.”

(Edmund Burke)
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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos solucoes analiticas alternativas para a
equagao integral de Cauchy (equagdo do aerofdlio) e a equagao integral de Hada-
mard (equagdo hipersingular) sobre dois intervalos disjuntos. Alguns conceitos e
resultados importantes em teoria de analise complexa sao empregados para embasar
a construgao destas solugoes. No caso particular da fun¢ao de entrada (lado direito
da equagao integral) ser um polindémio de Chebyshev, sdo apresentadas solugoes para
a equacao do aerofdlio na forma de uma série finita e uma relacao de recorréncia,
enquanto que a solucao da equacao hipersingular é expressa em termos de integrais
elipticas. Experimentos numéricos foram feitos para mostrar a eficiéncia e acuré-
cias destas solu¢oes. Além do mais, métodos espectrais sao propostos para ambas
as equacoes integrais generalizadas, com destaque a aplicacao da equacao integral

hipersingular em um problema de espalhamento de ondas de agua.
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ABSTRACT

In this work, we present alternative analytical solutions for the Cauchy
integral equation (airfoil equation) and the Hadamard integral equation (hypersin-
gular equation) over two disjoint intervals. Some important concepts and results
in complex analysis theory are used to support the construction of these solutions.
In the particular case when the input function (right side of the integral equation)
is a Chebyshev polynomial, solutions for the airfoil equation are presented in the
form of a finite series and a recurrence relation, while the solution of the hyper-
singular equation is expressed in terms of elliptic integrals. Numerical experiments
are done to show the efficiency and accuracy of these solutions. Furthermore, spec-
tral methods are proposed for both generalized integral equations, with emphasis
on the application of the hypersingular integral equation in a water wave scattering

problem.
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1 INTRODUCAO

Equagoes integrais surgem naturalmente em vérios ramos da matemé-
tica e fisica matematica. Muitos problemas de valor inicial e de contorno associados
a equacoes diferenciais, quer parciais, quer ordinarias lineares, podem ser conver-
tidos em equagoes integrais, e.g., o problema de espalhamento de ondas de agua
através de uma barra vertical fina (teoria linear de ondas de agua), o problema de
fraturas (teoria de elasticidade) e o escoamento de um fluido por um aerofélio [3]
resultam em equagoes integrais com singularidade do tipo Cauchy [14]. Varios ou-
tros problemas de valor de fronteira bidimensionais envolvendo corpos finos podem
ser formulados através de uma equacao integral de Hadamard, também chamada de
hipersingular [14], e.g., o escoamento tridimensional através de uma placa fina em
um fluido [19]. Martin [15] apresenta alguns exemplos em teoria potencial, actstica,
hidrodinamica e elastostatica. No entanto, as equagoes integrais singulares menci-
onadas estao definidas para um dominio continuo (“sem salto”). Tricomi [23] foi o
primeiro a apresentar uma solu¢ao analitica para equagao integral de Cauchy (equa-
¢ao do aerofdlio) para dois intervalos disjuntos. Mais recentemente, Dutta e Banerjea
[6] apresentaram uma solugao analitica para equagao integral hipersingular em dois
intervalos disjuntos. Essa solugao foi posteriormente utilizada por Piroli e Calabrese
[20] em seu trabalho sobre gas de Bose. Contudo, ainda sdo poucos os trabalhos
envolvendo solugoes analiticas de equacoes integrais singulares e hipersingulares em

dominios disjuntos.

Deste modo, um estudo envolvendo solugoes analiticas para as equagoes
integrais com singularidades do tipo Cauchy (equagdo do aerofdlio) e de Hadamard
(equagao hipersingular) é proposto neste trabalho. Com o intuito de resolver futu-
ramente equagoes integrais generalizadas através de um método espectral, apresen-
taremos solucoes analiticas alternativas em termos da parte principal da densidade

da integral de Cauchy e de integrais elipticas, particularmente para os casos em que



a fungao de entrada (lado direito da equagao integral) sdo polinomios de Chebyshev
do primeiro tipo (7},) e do segundo tipo (U,,). Deduzimos uma generaliza¢ao de uma
identidade integral classica que relaciona 7,, com U,,_; através de uma integral de
Cauchy sobre o intervalo (—1,1). Em nossa versdo para uma integral de Cauchy
sobre dois intervalos disjuntos, a fungao no integrando é um polinémio que pode ser
calculado através de relagoes de recorréncia de trés termos. Esta identidade integral,
conjuntamente com a hipotese sobre as fungoes de entrada, nos permite estabelecer
um método espectral para solucao numérica de equacoes integrais singulares gene-

ralizadas (em que o niucleo possui uma componente regular) em intervalos disjuntos.

Comparagoes sao feitas entre a solugao analitica para dois intervalos
disjuntos representadas por uma série finita, uma relacao de recorréncia e a solu-
¢ao analitica da equagao integral correspondente sobre um intervalo inico. No caso
hipersingular apresentaremos uma aplicacao da equagao integral hipersingular no
espalhamento de ondas de agua sobre uma placa com uma abertura. A seguir, de-
linearemos o processos de obtencao das solucoes, assim como o método espectral

proposto e as possiveis aplicagoes e as perspectivas deste trabalho.

No capitulo 2, primeiramente sao fornecidas algumas defini¢oes da teo-
ria de anélise complexa, fundamentais no estudo da soluc¢ao do equagao do aerofélio
em dois intervalos disjuntos. Em seguida, a partir da solugao apresentada por [23]
é analisado o caso no qual as contantes arbitrarias presentes na solugao sao nulas,
possibilitando escrevé-la em termos da parte principal da densidade da integral de
Cauchy. Particularmente, é analisado o caso no qual o polinémio de Chebyshev T, é
uma fungao de entrada, que resultara em solugoes analiticas (série finita e relagao de
recorréncia) para a equagao do aerofélio. Alguns experimentos numeéricos sao feitos
para validar e verificar a acuracia e eficiéncia das solu¢oes obtidas para os inter-
valo disjuntos (—1, —k) U (1, k), as comparando com a solugao no dominio continuo

(—1,1). Além disso, é investigado o comportamento dessas solugoes para constantes



arbitrarias nao nulas, deduzidas a partir da solucao particular quando reduzimos o

“salto” entre os intervalos disjuntos.

No capitulo 3, buscamos uma solugao analitica alternativa para a equa-
¢ao integral hipersingular em dois intervalos disjuntos. Utilizando como base a solu-
¢ao obtida por [6], inspirada no artigo de [23|, é possivel aproveitar os resultados do
capitulo 2 e expressar a solugao f, e a constante C ,, em termos da parte principal
e integrais elipticas (defini¢oes e resultados preliminares sdo apresentados para esse
tipo de integral). Além disso, sdo apresentadas solugoes analiticas em séries finitas de
integrais elipticas para os casos particulares da solucao quando temos os polindmios
T, e U, como fungoes de entrada. Resultados interessantes sao obtidos comparando

essas solugoes com a solugao para o intervalo simples (—1,1).

No capitulo 4, sao discutidas as relacoes das equacoes do aerofélio e in-
tegral hipersingular com problemas de Riemann-Hilbert. A variedade das aplicagoes
desse tipo de problema, nos permite aventar outras possibilidade, por exemplo, apli-
cagoes sobre miltiplos dominios e diferentes geometrias. Além disso, dois métodos
espectrais sao sugeridos, utilizando as relagoes (2.20) e (4.7) obtidas nos capitulos 2
e 3, respectivamente, para resolver as equagoes generalizadas (4.4) e (4.5). No que
se refere a aplicagoes, na segao 4.3, é elaborado um problema em espalhamento de
ondas de agua sobre uma placa submersa com uma abertura, inspirada no trabalho
de [19] em um placa continua. Com isso, pretende-se utilizar as solugoes analiticas
obtidas no capitulo 3. Ao final do capitulo, sao levantadas algumas perspectivas

futuras do trabalho, com aplicagdes no problema 3D para um anel circular.

Por fim, no capitulo 5, apresentamos as principais contribui¢oes deste
trabalho, destacando as relagoes obtidas tanto para a equacgao do aerofdlio, quanto

para a equacao integral hipersingular, ambas definidas sobre um intervalo disjunto.



2  EQUACAO INTEGRAL DE CAUCHY PARA
DOIS INTERVALOS DISJUNTOS

Neste capitulo, investigamos uma solucao analitica para equacao do

aerofolio em dois intervalos disjuntos G, = (-1, —k) U (k, 1), x > 0, dada por

% 5 f—@tdt = —(z), z€G,,

para caso em que a fungao prescrita (fun¢do de entrada) @Z(x) seja um polinémio
de Chebyshev e ﬁ(t) a funcao incognita. Antes, apresentamos algumas defini¢oes

importantes para o entendimento do trabalho e para isto seguiremos a abordagem

de [8]).

2.1 Definicoes preliminares

2.1.1 Integral do tipo Cauchy

Definigao 2.1 (Integral do tipo Cauchy). Seja L um contorno fechado suave! no

plano de variavel complexa z = x + 1y. O dominio dentro do contorno L é chamado
dominio interior e ¢ denotado por Q1 e o complemento, por QT U L. O dominio que

contém os pontos no infinito, é chamado o dominio exterior e é denotado por 2.

Se uma fungao f(z) é analitica em QT e continua em Q U L, entéo de
acordo com a formula de Cauchy da teoria de fungoes de uma variavel complexa

temos
1 z) para z € QF,
2mi Jp T~ 2 0 para z € Q™.

Por contorno suave entendemos aqui como uma linha simples (i.e. sem pontos de intersec¢ao em
si mesma), fechada ou aberta com variac¢do continua da reta tangente, ndo tendo pontos recorrentes

(cuspides).



Se uma fungao f(z) é analitica em Q™ e continua em Q- U L, entao

RRVEIGI iC para z € O, 22)

2mi Jp T — 2 —f(2) + f(o0) parazeQ,

em que f(00) é o valor da fungdo numa vizinhanga do infinito. Como usual, a diregao
positiva em L é definida como a direcao na qual o dominio Q7 fique & esquerda do

contorno.

A formula de Cauchy permite calcular os valores de uma fung¢ao em
qualquer ponto do dominio fornecido, desde que os valores na fronteira do dominio
sejam conhecidos, ou seja, a formula de Cauchy resolve o problema de valor de
fronteira para fungoes analiticas. A integral a esquerda de (2.1) e (2.2) é conhecida

como integral de Cauchy (cf. [8]).

Definicao 2.2. Considere L um contorno suave fechado ou aberto situado inteira-
mente no plano complexo. Seja 7 a coordenada complexa em L e ¢(7) uma funcao

continua de posi¢cao no contorno. Entao, a integral

O(z) = 2%”]{ f(—_T?sz’ (2.3)

escrita da mesmo modo que uma integral de Cauchy, é chamada integral do tipo

1
o nicleo (cf. [8]).
z

T —

Cauchy. A fungado ¢(7) é chamada de densidade e

Se L é um contorno aberto, entao ®(z) é uma fung¢do analitica em todo

plano complexo, menos em L.

A defini¢@o 2.2 nos permite dividir ®(z) em duas fungdes independentes.
®*(2) definida em Q7 (z) e @~ (2) definida em Q7 (z). Essas fun¢oes nao necessaria-

mente sao continuacao analitica uma da outra.

Definigao 2.3 (Condicao de Holder). Seja L uma contorno suave e ¢(7) uma fungao
de posicao sobre. Dizemos que a fungao (1) satisfaz a condigao de Holder em L

(condigao H), se para dois pontos arbitréarios sobre a curva

lp(t2) — @(tr)] < Alta — t1]*,



no qual A e A sao niimeros reais positivos. A é chamado de constante de Holder e A

o indice de Héolder.

Defini¢ao 2.4 (Valor principal de Cauchy). A integral em (2.3) é interpretada no
sentido de wvalor principal de Cauchy, i.e.,

]gb PT) 4 — Tim U_ Sp(x)dx—i—/cb s0(:”)014, (a<c<b)

T —c e—0 T —c LT —cC

em que p(z) € |a, b satisfaz a condi¢ao de Holder (cf. [21]).

Em uma integral de Cauchy com densidade ¢(7) continua, os tGnicos

pontos em que o integrando deixa de ser analitico na variavel z estao sobre o contorno

L.

2.1.2  Valor limite da integral de Cauchy para intervalos sobre o eixo

real

Lema 2.1.1. Se a densidade o(T) satisfaz as condigoes de Hélder e o ponto t nao
coincide com um dos extremos do contorno, entao a funcao

P(z) = ]é —(’O(TT) : f(t)dT
ao passar pelo ponto z =t do contorno, comporta-se como uma func¢ao continua,
1.€., essa funcao tem um valor limite definido quando z se aproxima de t de qualquer

lado do contorno, ao longo de qualquer caminho:

lim e (z) = ][L ) =2 40—y,

z—t T — Z

Demostragao. (8, segao 4.1].



2.1.3 A formula de Sokhotski

Considere a funcao

O(z) = L][L Mdﬂ

2mif; T — 2

em que a densidade da integral ¢(7) é Holder continua.

Assuma que L é um contorno fechado. Em caso de ser um contorno
aberto, podemos completd-lo por uma curva arbitraria tal que se torne fechado,

impondo a curva adicional ¢(7) = 0.
Notagao 2.1. Os valores limites das fungoes analiticas ®(z), 1(z) serao denotados
por:
o O (1), 1 (t), quando z tende ao ponto t do contorno por dentro;
o O (t), ¥ (t), quando z tende ao ponto t do contorno por fora;
Para um contorno aberto, isso corresponde aos valores limites da es-
querda e da direita, respectivamente.

Denotaremos z — t+ ou z — t= para enfatizar a direcao de passagem

do limzite.
Os wvalores das fungoes correspondentes no ponto t do contorno denota-

remos simplesmente por ®(t), (t).

Da teoria de analise complexa, temos as relagoes:

)
2w, z € QF,

1
][T ZdTZ 0 ,2€eQ"
.

o, z€ L,

\



donde, obtemos:

YT (t) = lim L #(7) dr — @][L ! dT- =01 (t) — o(t),

ottt | 2m ) T — 2 2mi J, T — 2

o (1) = tim | £ df—@][ L] o),

ot |27 T — 2 2mi ), T — 2

L [ (1) 90(75)][ 1 1
= 4 P qr P 2 4 — () — (),
Vo) 27ri]€7—tT omi [, 7 =07 = P — 5elt)

De acordo com o lema 2.1.1, a funcao 1 é continua. Entao, segue que

(1) — 1) = (1) = B(1) — 3(0)

Por fim, obtemos as formulas de Sokhotsks:

(1) = Solt) + %]é 20 4 (2.4)
o (1) = ~5e(t) + 51 04 (2.5)

sendo as integrais acima definidas no sentido de valor principal. Uma versao alter-
nativa e mais usual das formulas de Sokhotski é obtida somando e subtraindo as

equagoes (2.4) e (2.5), resultando em:

O () + O (1) = l][ 2 4.

mi) T—1
Teorema 2.1.2. Suponha que em uma curva fechada suave L uma fung¢ao complexa
©(t) Hélder continua é dada. De modo que essa fungdo seja o valor limite de uma
funcao analitica no dominio interior QF, € necessdrio e suficiente que a condicdo

50+ 50 [ FDar =0

211 T—1

8



seja satisfeita. De modo que (t) seja o valor limite de uma fungdo analitica no
dominio exterior 2~ e assuma no infinito o valor I', € necessdrio e suficiente que a

condicao

21 T—1

1gp(t) + 1 /L de —I'=0 (I =p(c0)) (2.6)

seja satisfeita.

Considere agora que ¢(t) seja o valor de fronteira de uma fungao anali-
tica no dominio 27, exceto no infinito, onde a fun¢ao tem um polo de ordem n cuja

parte principal é dada pelo polinémio

Y(2) = apz" + a1zt 4 Fap_12 + ay. (2.7)

Um argumento similar ao do Teorema 2.1.2 leva a uma equagao com a
mesma forma de (2.6) (cf. [8, p 28]), sendo a constante I' substituida pelo polind-
mio (2.7) em ¢ (7(t)). O Teorema 2.1.2 é um resultado importante que combinado
com as formulas de Sokhotski resulta no Lema 2.2.1, a seguir, crucial para avaliar

analiticamente uma integral de Cauchy em intervalos disjuntos.

2.2 A equagao integral de Cauchy sobre o intervalo G,

Considere a equacao integral

— dt + —
TSy

™), x—1

ﬁftidt = —i(z), z€G. (28)

X

na qual /() ¢ uma fun¢do conhecida e G, = (—1, —k) U (, 1) é um intervalo com

uma abertura de comprimento 2k (k > 0).

Sabemos de Tricomi [23| que a solugao da equagao (2.8) é dada por:



1 ~ ~
~ —[CLH + 02,51' "‘ \IIH(I')] s €T € (_17 _li>
fn(l') = WRH(%) B N (29)
_WR,{@) [Crx+ Cor+V(2)], z€(k1)

em que ¥, é dada em termos de integrais de Cauchy

R GLAG I R OLAC)

1 T

(i e Oy, sao duas constantes arbitrarias, e

Ro(z) = /(1 —a2) (22 —kK2), z€q,.

A principio, para a simplicidade na solucao e validacao dos resultados,
assumimos as constantes C , = Cs,, = 0. Na secao 2.4 mostramos alguns casos para

outros valores dessas constantes. Entao, a solu¢ao (2.9) se reduz a:

1
. L g, we(-1,-n)
Fulw) = { TR (2.10)
TR V.(x), zé€(k1).

No artigo de Farina et al. [7] foram comparadas numericamente a so-
lugao (2.10) com a solugdo da equagao do aerofélio no intervalo (—1,1) e boas
aproximagoes foram obtidas para x < 1. Tendo isso em mente, em segoes futuras
pretendemos comparar as solucoes analiticas obtidas no caso particular em que a

funcao de entrada ¢ um polinémio de Chebyshev do primeiro tipo (¢(t) = —T,,(t))

com a solugao da equagao do aerofdlio sobre o intervalo simples (—1,1).

Observe que a soluc¢ao (2.10) depende do termo W, (x), que por sua vez
é formado por integrais de Cauchy, cuja densidade depende da fun¢ao conhecida
ibv(x) Aqui, buscamos trabalhar com os casos em que a fun¢ao conhecida é um
polinémio, pois esta ¢ uma condi¢ao necessaria para o uso do lema 2.2.1, a seguir.
Particularmente, investigaremos a solucao para J(x) = —T,(x), pois além de tratar-

se de um polinémio bastante estudado, com varias propriedades importantes, uma

10



conjunto deles pode compor bases ortogonais. Isso nos permitira estabelecer um

método espectral para solugoes de equagdes integrais generalizadas (se¢ao 4.3).

O lema 2.2.1 foi apresentado por Gakhov [8, p. 81| e mais tarde por
Khvedelidze |12, p. 374-375] em problemas de valor de fronteira da teoria de fun-
¢oes holomorficas de uma variavel complexa, também conhecidos como problemas de
Riemann-Hilbert. Ele sera crucial para o desenvolvimento deste trabalho e repetida-
mente empregado. O lema nos fornece um método que permite avaliar analiticamente

integrais do tipo Cauchy.

Lema 2.2.1. Seja L = Y ;" | L, um contorno consistindo de m curvas abertas
simples nao tendo pontos finais em comum. As coordenadas dos pontos finais sdo
denotadas por 1, ¢z, C3, . . ., Com nessa ordem. Seja p um inteiro, 0 < p < 2m, e P(z)

um polindmio.

Entao, a integral

ﬁ(T — Ck)l/2
I(t) = % ke . f(_Ti dr = —P*(t), (2.11)
L H (T — cj)1/2

no qual P*(z) € um polindmio que representa a parte principal da expansdo da den-
sidade da integral do tipo Cauchy, na vizinhanca do infinito, i.e., um polindmio que

obedece a condicao

p
H(z — )2
lim = . P(z) — P*(z)| =0.
II G=c)t?
| j=p+1 ]

Para fins computacionais podemos situar o resultado acima para avali-
armos a integral de Cauchy na forma da equacao (2.11); expandimos sua densidade

em série de Taylor, centrada em 0. Em seguida, passamos o limite com z — oo,

11



obtendo assim uma expressao polinomial chamada de parte principal da expansao

da densidade da integral e denotada por PP.

2.2.1 Solucao analitica em termos da Parte Principal

Nesta se¢ao, apresentamos a solucao (2.10) em termos da parte principal
da expansao da densidade da integral de Cauchy numa vizinhanca do infinito. Mas
antes é preciso escrever a integral de Cauchy presente na solugao na forma do lema

2.2.1.

Observe que

v - [ VTmEE = |2 W)]dt

= /1 VA= 2)(#2 — k) Y(—t)(x —t) —P(t)(z + 1)

[ i | {50 G JW] i

Separamos os dois casos a seguir.

Caso 1. Se zZ(t) é uma fungao par, entao

wn(x):/ VA= = r) [_2“/’(”] .

$2—t2

2

Fazendo as mudancas de varidveis 22 = u e t2 = v temos

b = [ V=0 i)

Vv—Uu

- I [ VaT - aive s

(L [ VEmTem @i ).

12



Aplicando o lema 2.2.1 e invertendo as mudancas de variaveis, segue

que

W (vat) = 7 PP {/(u=1) (u— 2)5(V) }

U—00

U, (z) = 7 PP {¢(;p2 ") KZ)J(Q;)} . (2.12)

T—00

Logo, reescrevemos a solugao (2.10) como

fulz) = S]_f‘g“((;) PP {@ =1 @ —)ie)} . (2.13)

Caso 2. Se 9(t) é um fung¢ao impar, entao

v = [ R0

:L‘2—t2

—2_w<t>] "

2

Fazendo as mudancas de varidveis 22 = u e t* = v, temos

v =i [ VTt

= uﬂ—z 1 —v)(v— K2 —J(ﬁ) dv
—\/_m. 52\/(1 ) ) o v—u

=Jurm i 1 v — U—HQLV(\/E) dv
- (7” 52\/( 1)( ) \/E v—u)

Aplicando o lema 2.2.1 e invertendo as mudancas de variaveis, segue

que

¥, (vu) = —7y/uPP {\/(u_ 1) (u— H2>¢(\/\/aa)}

U, (z) = —ma PP {\/(gg2 1) (22— n2)¢f) } . (2.14)

Logo, reescrevemos a solugao (2.10) como

~, . sgn(x)r 1) (22 2 zZ(x)
o) = 22 PP{W DCErsy }m. (2.15)

13



2.2.2  Solugao analitica para o caso 1;(95) = —T,(x)

Aqui, apresentamos as solugoes analiticas da equacao do aerof6lio em

dois intervalos disjuntos (2.8) para a funcao de entrada

sendo T, (z) o polinémio de Chebyshev do primeiro tipo. Para isso, utilizamos a
representagao (cf. [22, p. 13] e [1])

[n/2]

Z th (2.16)

em que [n/2] corresponde a parte inteira de n/2 e tf ., os coeficientes do polinomio

de Chebyshev obtidos por

g gmi(_qy [ (14
z it v

A equagdo (2.16) evidencia que T),(x) tem grau n. Se separarmos os

polinémios em pares e impares temos respectivamente as férmulas

m

_ m—k .2k
Tgm(x)—g to, "x
k=0
e
L2k
Tomy1(z E t2k+1

sendo m a parte inteira de n/2.

Substituindo ¥(z) = —Tym(z) € () = —Tomi1(z) em (2.13) e (2.15)

respectivamente, obtemos as solugoes (cf. o apéndice A para mais detalhes)

~ sgn(x “ “ —k s,gk_(m_l)) 0 (i1
Jomu(z) = — g 5 {lz [(kz . W—%')aj( (=) 4
} (2.17)

l
S(l+1) (0)

tml(l+)

14



~ o) — _sgu(x) - S sﬁki(m*l))(O) 2m—(i-1))
f2m+1,li( ) - RK(CL') {Z [(k:zm:_thk+l (l{} _ (m _ l))' +

} . (2.18)

As solugoes (2.17) e (2.18) podem ser escritas resumidamente como

o 5n 0 (0)

21+1 (l + 1)'

o) = BB, (o), (219

no qual E,(z) é um polindémio de grau n, dado por

m m (k—(m—1)) (1+1)
_ K 0) —(l— —_1SK (O)
E _ m—k S ( 2(m—(1—1)) | ym—I
2m () ZKkZ L (k—(m—l))!)x Tl )

u N S () WY SEPAPRPRS (1)
Baa (@) =D 1 D g =i ) © Tl
k

em que s.(w) = /(1 —w)(l— Kk2w), s,&n)(w) ¢ a n-ésima derivada de s,(w) e

5,20)(w) = s.(w).

Observacgao 2.1. No apéndice A, por comodidade, trabalhamos nas contas sem o

sinal de negativo presente na funcao v, sendo adicionado apenas nos resultados

finais (2.17) e (2.18).

Observagao 2.2. O termo com raiz presente em (2.19) poderia ser considerado como

uma fungao peso no qual a equagao do aerofolio (2.8) seria lida como

L[ fu()

s Gﬁx—t

w(t)dt = —(z), =€ G,

1
em que w(t) = sgn(t) R0 Vemos que E,, é uma solucao puramente polinomial da

equagao do aerofdlio com peso e a seguinte relagao integral é vélida.

l]é En®) yar = 1), (2.20)

m x—1
K

15



A equagao (2.20) é provavelmente uma das principais contribui¢oes

deste trabalho e generaliza a identidade integral classica:

l/l Unill) =5 41 = 1y (a). (2.21)
T™J)_1 x—1

Na proxima segao, mostramos que F,(x), e consequentemente também
fnr(x), pode ser facil e eficientemente calculada por meio de uma relagao de recor-
réncia generalizada, o que significa, uma relagao de recorréncia de trés termos, sendo
um termo residual, quando n é par, e por uma relagao de recorréncia de trés termos,

quando n é fmpar.

2.2.3 Formula de Recorréncia

Na secao anterior, apresentamos uma solugao analitica da equacao do
acrofolio para o caso particular ¢(z) = —T),(z) com constantes Cre = Cyp = 0.
Com o objetivo de otimizar o emprego computacional, desenvolvemos também uma
lei de recorréncia usando a relacao T, (z) = 22T, (x) — T,,_2(2) para polinémios de
Chebyshev do primeiro tipo. Aqui, vamos suprimir alguns detalhes na obtencao da
solugao de recorréncia, para evitar que o texto fique carregado, mas disponibilizamos

todas as etapas no apéndice B.

Considere a expressao Es,, para o polindmio de grau par Ts,,(x),

m+1 (k)

Ey,, = PP {sz(:c) > o kl(o)aﬂ(lk)} . (2.22)

k=0

Substituindo T, (z) = 2z T,,_1(x) — T,,_o(z) em (2.22) segue que

s,.;)(O) 2(1—k)
B = PP (22 Typon(2) — Toma(2)) Y o

ml (k)

sk (0) 2(1—k) = ngk)(O) 2(1—k)
= PP 22Ty, 1(x) Z AR — Topa(x) Z A
! — .

k=0

T—00

16



Multiplicando os polindémios T5,,—1(x) € Ty, —2(x) pelos somatorios acima,

eliminando os termos quando x — oo e rearranjando os resultados, chegamos a

S (k+2) (O)
Eom = 20 (vBopm—1) — Eom—o + | 2 Z tokr1 e+ 2)

Dai, substituindo a expressao acima em (2.19) obtemos a lei de recor-

réncia

- - _ sgn(z) s+
Jomw(2) =22 fom—1,5(2) — fam—2n(x) + @) (2 Z o k (()))> (2.23)

Aplicando procedimentos analogos para o polindmio de grau impar

Tomi1(x) (cf. o apéndice B), obtemos

J}v2m+1,n(x) = 2$ng,ﬁ(x) - ﬁm—l,m(x)- (224)

Os termos iniciais sao dados por

ot = -5 (- 57
| o) = 0 (157

17



2.3 Solucao analitica da equacao integral de Cauchy sobre

(_171)

A equagao integral de Cauchy, ou do aerofélio, na sua forma original é

escrita, como
f( ) dt =g(z), € (-1,1). (2.25)

,1$—t

Se restringirmos g(x) a fun¢oes Holder continuas em [—1, 1], a solugao

geral de (2.25) pode ser escrita como (cf. [24, pg. 173-180] ou [16])

A
—_— 2.2
][ 1—x2x—t V1—22’ (2.26)

em que A é uma constante arbitraria. Isso quer dizer que (2.26) possui infinitas

solugoes dependendo de A. Uma interpretacao fisica para essa constante é a circu-
lagao ', em torno do aerofdlio (cf. [3, pg. 70]). Por uma questao de simplicidade,

adotamos A = 0. Logo, (2.26) reduz-se a

1Y [1—1% g(t)
—— dt. 2.2
7T][1 1—a22x—t (227)

Se tomarmos ¢(t) = T,,(t) em (2.27), teremos

B ][ 11—t
N 1— 22 x—t

B Ul = Uns(t)
- Wm/ Vi-t > Py

“ i VR [ TR
___ 1 [T 1 (z) — 7T, ()] -

27/ 1 — 22

—1

Acima utilizamos as relagoes



%/ VIZPU(0 25 = Teale) (et 16])

r—1

em que U, (t) é o polindmio de Chebyshev do segundo tipo.

Portanto,
-1

f(@zz\/ﬁ

T (@) — T ()] (2.28)

Na segao 2.2, quando escolhemos as constantes (717,£ = 6'275 = 0 na
solugdo (2.9) definida sobre os intervalos disjuntos G, = (—1, —k) U (k, 1), tinhamos
0 objetivo de compara-la com solugao (2.27) da equagao do aerofolio sobre o intervalo
continuo (—1,1). Sendo assim, na proxima se¢do, buscamos validar os resultados
obtidos até o momento, fazendo a comparacao entre as solugbes analiticas e de
recorréncia sobre G, e a solucao (2.28). Além disso, desejamos mostrar também o

bom comportamento dessas solugoes para x nao muito pequeno.

2.4 Experimento Computacional

Nesta secao apresentamos as solugoes da equagao do aerofélio em dois
intervalos disjuntos e também as comparamos com a solucao sobre um intervalo

simples.

2.4.1 Comportamento geral

A solucao f, ., obtida anteriormente, nao é valida apenas para x pe-
queno. Nesta subsecao temos dois objetivos: testar a acuracia da solugao numérica

e exibir o comportamento geral da solucao f, . para varios valores de x.

Nas Figuras 2.1 — 2.5, buscamos observar a tendéncia geral da solucao

ﬁl,n para as fungoes de entrada de Ty a T5, respectivamente, com « € {0,05; 0, 1; 0, 2;
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0,3; 0,4}. Para gerar os graficos de ]?n’,{, foram utilizadas as féormulas de recorréncia
(2.23) e (2.24), pois mostrarem-se mais estaveis computacionalmente, além de calcu-
lar a solugao em varios pontos do intervalo em poucos segundos. Incluimos também o
grafico de f, a solugao da equagao do aerofdlio no dominio continuo (—1, 1), avaliada

pela formula (2.28).

Claramente percebemos uma divergéncia entre as solugoes ﬁ%,{ e f, nao
apenas nos extremos do intervalo G, (r = £1 e x = £k ), em que ﬁw nao esta
definida. Tal comportamento ja era esperado, pois tanto a escolha das constantes
arbitrarias 51,,4 = (Zﬁ = 0, o valor de k, quanto o grau baixo do polinémio 7;, na
funcao de entrada influenciam o termo residual presente na solugao de recorréncia.
Isso explica o deslocamento vertical sofrido pelo gréafico de ﬁw para os graus menores

0,1e?2.

——Continua
Solugdo =04
-10 -|——Solugdo x=0,3
—Solugdo =0,2
—Solugdo « =0,1
——Solugdo « =0,05
]

|
-15
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.1: Solucoes para 1;(3:) = To(x), C1, = 52,,{ =0er =04,k =0,3,
k=0,2,k=0,1ex=0,05
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[N}

Figura 2
k=0,2,
15
10
5

f2, K

T
——Continua
——Solugdo x=0,4
—Solugdo x=0,3
|——Solugdo « =0,2
——Solugdo «=0,1
——Solugédo « = 0,05

2: Solugdes para ¥(z) = Ty(z),
k=0,1exr=0,05

0,4, k = 0,3,

T
——Continua
——Solugdo « =0,4
—Solugdo =0,3
———3Solucdo x=0,2
——Solugédo « =0,1
——Solugdo « =0,05

__ o/

(/

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

Figura 2.3: Solugdes para ¥(z) = Ty(z),

k=0,2,

k=0,1ex=20,05

21

Cl K

)

0.2

CQ,/-;

0.8 1

0,4, K = 0,3,



——Solugéo
——Solugao

| |——Solugéo

——Solugéo
——Solugéo
]

——Continua

k=04

k=03

k=02

k=0,1

k= 0,05
|

-1 -0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.4: Solugoes para J(x) = T3(x), C1p = Cop = 0 ek = 0,4, Kk = 0,3,

)

k=0,2,k=0,1ex=0,05

4
——Continua
35 |.|—Solugdo x=0,4 i
—Solugdo x=0,3
—Solugéo «=0,2
3-|——Solugéo « =0,1 n
——Solugdo « =0,05
25 B
oL |
15 |- -
1 //\ A\
05 \
fs « \ /
o p / B
\ Y
05 — / -
4 ! \ ! ! ! ! ! / !
- 0.8 0.6 04 0.2 0 02 0.4 06 08 1

Figura 2.5: Solugbes para J(w) = T5(x), C1, = 627,{ =0ekr =04k =0,3,
k=02, k=0,1exk=0,05
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A solucdo f,, também pode ser calculada na forma das séries (2.17) e
(2.18). Sendo assim, na Tabela 2.1 apresentamos a diferenga entre esses dois tipos
de calculos, expressando o erro pela norma Lo, para x = 0,01. O fato do erro ser tao
pequeno nos mostra que podemos utilizar a féormula de recorréncia para o célculo

da solucao, tendo como beneficio, resultados réapidos e acurados.

¥ | ||série — recorréncialls
T -

T -

Ty 9.80632415e-15
T3 1.71891178e-14
Ty 2.83788189e-14
Ts 5.01361495e-14

Tabela 2.1: Erro na norma Ly da solucdo f,, ., calculada pelas séries (2.17) e (2.18)

e pelas formulas de recorréncia (2.23) e (2.24).

Vimos que f, , diverge de f nas extremidades dos intervalos disjuntos.
Na proxima segao, vamos olhar de perto esse comportamento e as condigoes para

atenuar essa divergéncia.

2.4.2 Comportamento nas extremidades

Vamos examinar agora mais detalhadamente o comportamento de f;,,ﬁ
nas extremidades do intervalo G, para k pequeno. Mostramos nas Figuras 2.6-2.11
as solugdes para n € {1, 2, 3, 4} e a solugdo f(z), para a equagao do aerofélio
no dominio (—1,1). Nesses resultados, tomamos x = 0,01 e as solugdes sobre os
intervalos disjuntos foram calculadas pelas expansoes (2.17) e (2.18) e as relagoes de
recorréncia (2.23) e (2.24). De modo a tornar mais explicita a diferenca entre f e ﬁw,
exibimos nas Tabelas 2.2-2.6 parte dos dados numéricos utilizados na construcao dos

graficos 2.6-2.11. Vemos que para n € {0, 1, 2, 3} a divergéncia entre as solugoes
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nos dominios conexos e disjuntos é muito clara, particularmente proximo a origem
z = 0. A medida que o grau n cresce, para n > 3, as solucoes quase coincidem longe
dos extremos x = £1 e ¥ = 4k com um erro na ordem de 1078, como vemos na
Figura 2.11, para n = 4. Na Tabela 2.6, podemos ver, contudo, o ponto que fs o001
comeca a divergir de f proximo a x = 0. O comportamento mencionado acima é
esperado devido as singularidades presentes no denominador das solugoes (2.17),

(2.18) e (2.23) em intervalos disjuntos, com élﬁ = 6’27,.6 = 0.

Os codigos utilizados para gerar os graficos abaixo estao escritos em
MatLab, pela sua facilidade em efetuar manipulagoes simbdlicas (essencial no célculo
das séries presentes em ]f";ﬁ), por possuir fungoes internas estéveis, além de ter um
bom poés-processamento grafico. No entanto, seu algoritmo intermo permite calcular
com precisao dupla até 21!, sendo que para nimeros maiores a acuracia é reduzida
a 15 digitos significativos. Acreditamos que essa limita¢ao nos leva a um problema
de natureza numérica, que se reflete nas solugoes (2.17) e (2.18) e a de recorréncia
(2.23), pois tém presente um termo com fatorial. Isso quer dizer que as solugoes para
graus n > 40 ficam um pouco comprometidas pelos erros acumulados no calculo do
fatorial, e agravados particularmente nos extremos x = +1 do intervalo G,, que
correspondem & singularidades na soluc¢ao (vide Figura 2.13), notamos nesses casos
que a relacao de recorréncia apresenta-se mais estavel a media que o valor de n

aumenta.

Nas Tabelas 2.2-2.10, comparamos as solu¢oes da equagao do aerofélio
f no intervalo (—1,1) e a solugao ﬁm no intervalo disjunto G,, calculada de duas
formas (série e formula de recorréncia). Como as solugoes apresentam uma simetria
ou anti-simetria em relagao ao eixo y, apresentamos apenas alguns valores para que

se note a proximidade entre as solugoes ou até mesmo a coincidéncia entre elas.
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o Y(z) ="Ty(x) e k=0,01:

x (-1,1) Série G, Recorréncia G
-0.9996 | 35.7335148473 | 17.8518701973 | 17.8518701973
-0.9938 | 8.9028619780 4.3950410446 4.3950410446
-0.9809 | 5.0489738780 2.4253205904 2.4253205904
-0.9614 | 3.4927453222 1.6031165700 1.6031165700
-0.9353 | 2.6434728000 1.1325049146 1.1325049146
-0.9031 | 2.1034823278 0.8139610473 0.8139610473
-0.1315 | 0.1326421882 | -3.7143593139 | -3.7143593139
-0.0955 | 0.0959227831 | -5.1936516084 | -5.1936516084
-0.0653 | 0.0654397767 | -7.6994784147 -7.6994784147
-0.0414 | 0.0414018565 | -12.4258042541 | -12.4258042541
-0.0240 | 0.0240306122 | -22.8726082000 | -22.8726082000
-0.0135 | 0.0135196589 | -54.9561387965 | -54.9561387965

Tabela 2.2: Comparacio das solugdes para 1(z) = Ty(z) e r =

0,01

|
——Continua
Série G
K
o Recorréncia G .

—EDEDDDBD T

DDDDDDDD

-0.4 -0.2

0.2

0.4 0.6

Figura 2.6: Solucdes para ¢(z) = Ty(z) e k = 0,01
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, K

o Y(z)="Ti(z) e k=0,01:

x (-1,1) Série G, Recorréncia G,
-0.9996 | 0.0279739806 | -17.8448838970 | -17.8448838970
-0.9938 | 0.1116214984 | -4.3675755289 -4.3675755289
-0.9809 | 0.1942859978 | -2.3791059311 -2.3791059311
-0.9614 | 0.2752485536 | -1.5411931435 -1.5411931435
-0.9353 | 0.3538199961 | -1.0592471761 -1.0592471761
-0.9031 | 0.4293531198 | -0.7351180940 -0.7351180940
-0.1315 | 0.9913174290 | 0.4884030117 0.4884030117
-0.0955 | 0.9954309165 | 0.4959132472 0.4959132472
-0.0653 | 0.9978656704 | 0.5027767619 0.5027767619
-0.0414 | 0.9991440434 | 0.5140110172 0.5140110172
-0.0240 | 0.9997113898 | 0.5494841442 0.5494841442
-0.0135 | 0.9999086219 | 0.7429203591 0.7429203591

Tabela 2.3: Comparacdo das solucdes para ¢ (z) = Ty(z) e x = 0,01

nnnnnnnnnnnnuﬂ%nnnnnnnnnnnnnn
B g
]

B! I

= ]
0 o @ @ m 8
=2
=]
oL
=]
4
ul
_6 =
_8 =
_10 =
12
14 —
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0.2

0.4

0.6

Figura 2.7: Solucdes para ¢(z) = Ty (z) e k = 0,01
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o Y(z) ="Ty(x) e k=0,01:

(_1,1)

Série G,,

Recorréncia G,

-0.9996
-0.9938
-0.9809
-0.9614
-0.9353
-0.9031

-0.1315
-0.0955
-0.0653
-0.0414
-0.0240
-0.0135

-0.0559260661
-0.2218479054
-0.3811677281
-0.5292331095
-0.6618652633
-0.7755291193

-0.2606976746
-0.1900964544
-0.1303214695
-0.0826620210
-0.0480334864
-0.0270343765

8.8848961918
2.0320625442
0.9306589055
0.4155812590
0.0936186729
-0.1307684850

1.6628022397
2.4546885538
3.7521307167
6.1509128859
11.4001226776
27.4561827301

8.8848961918
2.0320625442
0.9306589055
0.4155812590
0.0936186729
-0.1307684850

1.6628022397
2.4546885538
3.7521307167
6.1509128859
11.4001226776
27.4561827301

Tabela 2.4: Comparacdo das solucdes para ¢ (z) = Ty(z) e x = 0,01

——Continua
Série G
K
o Recorréncia G .

nﬂﬂnn

o
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-0.8 -0.6

-0.4 -0.2

0.2

0.4 0.6 0.8

Figura 2.8: Solucdes para () = Ty(z) e k = 0,01
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o Y(z)="T;3(x) e k=0,01:

x (-1,1) Série G Recorréncia G
-0.9996 | 0.0838343784 | 0.0820456927 0.0820456927
-0.9938 | 0.3293015660 | 0.3288479944 0.3288479944
-0.9809 | 0.5535231011 | 0.5532556657 0.5532556657
-0.9614 | 0.7423323945 | 0.7421358586 0.7421358586
-0.9353 | 0.8842830831 | 0.8841215521 0.8841215521
-0.9031 | 0.9714644990 | 0.9713217300 0.9713217300
-0.1315 | -0.9227588870 | -0.9256884508 | -0.9256884508
-0.0955 | -0.9501283852 | -0.9646826848 | -0.9646826848
-0.0653 | -0.9808456586 | -0.9928058342 | -0.9928058342
-0.0414 | -0.9923051799 | -1.0228934886 | -1.0228934886
-0.0240 | -0.9974035079 | -1.0972298669 | -1.0972298669
-0.0135 | -0.9991776976 | -1.4852489718 | -1.4852489718

Tabela 2.5: Comparacao das solucoes para @(:c) =Ts(x) e k =0,01

—— Continua & @
Série G .
o Recorréncia G .
145 I I | | ] |
El 0.8 -0.6 0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 08

Figura 2.9: Solucgoes para @Z(x) =Ts(x) e k =0,01
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Figura 2.10: Ampliagao das solugoes proximo & origem para J(m) =T3(x) ek =0,01

o Y(x) =Ty(x) e k=0,01:

x (-1,1) Série G, Recorréncia G,
-0.9996 | -0.1116770738 | -0.1116768949 | -0.1116768949
-0.9938 | -0.4326394802 | -0.4326394345 | -0.4326394345
-0.9809 | -0.7047836286 | -0.7047836013 | -0.7047836013
-0.9614 | -0.8980836784 | -0.8980836579 | -0.8980836579
-0.9353 | -0.9922986111 | -0.9922985938 | -0.9922985938
-0.9031 | -0.9792013640 | -0.9792013482 | -0.9792013482

-0.1315 | 0.5033657535 | 0.5033679846 0.5033679846
-0.0955 | 0.3732602505 | 0.3732660834 0.3732660834
-0.0653 | 0.2584201218 | 0.2584385457 0.2584385457
-0.0414 | 0.1647582434 | 0.1648332995 0.1648332995
-0.0240 | 0.0959560852 | 0.0963913602 0.0963913602
-0.0135 | 0.0540489910 | 0.0583475875 0.0583475875

Tabela 2.6: Comparacao das solucoes para @Z(x) =Ty(x) e k =0,01
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Figura 2.11: Solugdes para (z) = Ty(z) e k = 0,01
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Figura 2.12: Ampliagao das solugoes proximo a origem para J(m) =Ty(z)er =0,01
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e (z) = Typ(x) e k = 0,01:

x (-1,1) Série G, Recorréncia G,
-0.9996 | -0.8997102398 | 0.5555953828 | -0.8969343989
-0.9938 | 0.9717630570 | 1.7838370765 | 0.9724652595
-0.9809 | -0.9994621084 | -0.6768609949 | -0.9990499129
-0.9614 | 0.9874880205 | 1.1005528343 0.9877893301
-0.9353 | -0.9463920290 | -0.9291411564 | -0.9461458231
-0.9031 | 0.8905260115 | 0.8999148576 | 0.8907420371

-0.1315 | -0.8459207935 | -0.8454114429 | -0.8448022798
-0.0955 | -0.6315999716 | -0.6309802308 | -0.6300183634
-0.0653 | 0.5035721771 | 0.5048759355 0.5060058529
-0.0414 | 0.9964461071 | 0.9990178138 1.0008147942
-0.0240 | 0.8197873135 | 0.8279134627 0.8307549349
-0.0135 | 0.5147820535 | 0.5650539862 0.5731785207

Tabela 2.7: Comparacao das solugoes para @E(a:) = Ty(z) e k=0,01

2 \
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o Recorréncia G .
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Figura 2.13: Solucoes para QZ(:U) = Ty(z) e k=0,01
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Como ja mencionado anteriormente, a diferenca entre as solugoes nos
intervalos (—1,1) e G, para os graus do polinomio n = 0,1 e 2 esta relacionada a
escolha das contantes 5’17,i e 6’27,.; nulas em f; As figuras 2.14 — 2.16 mostram que
um ajuste adequado nessas constantes modifica o comportamento da solugao ﬁm
nas extremidades * = +k e x = =£1, além de melhorar a proximidade a solucao

f(z). As escolhas de CN’L,.; e 6’215 s@o justificadas algebricamente.

Por exemplo, se tomarmos g(x) = Tp(x) em (2.27) temos

V1—1t?
dt

f<x>:‘7r¢11—7][_11 =t

que resulta em

—T

==

Por outro lado, de (2.9), temos

1 (1+ &%)
O+ Can 2 LER)) 1,
WRH(iL’)[ 1+ O, x]+RK(x) (x 5 ) x € ( K)
Jor(r) =
1 1 . (1+#2)
TR [Ch s+ Co ] — R <x ) € (k,1)
Fazendo k — 0 e tomando 51,0 = g e 6’270 = 0, obtemos
( 72
m , z€(=1,0)
Joo(x) =
- 0.1
T a5 VS ) )
L |2V —a2?
x .
e, usando sgn(z) = m permite escrever
sgn(z) x
Nk z € (—1,0]
f0,0($) =
@ ),

Vi
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Portanto,
—x
Joo = == 7€ (—1,1).
De modo geral, podemos escolher 617,.6 e 527,.6 comparando as solugoes
dos problemas continuo e disjunto para um x pequeno. Em outras palavras, isso é
feito usando
lim f,.«(x) = /().
Kk—0
_ ~ ~ T =~ T~
Esse procedimento gera C, = 0, Cy, = —5 ¢ Cip = 0 Cor =0
para n = 1 e n = 2, respectivamente. As Figuras 2.14, 2.15 e 2.16 mostram os
resultados das solucoes com as constantes nao nulas. Em particular, é notavel que
as solugoes sobre os intervalos disjuntos se aproximam mais da solu¢ao no intervalo
continuo nos pontos extremos x = +x e x = 1. Comparagoes entre as tabelas 2.2

e 2.8, por exemplo, deixa isso mais evidente.
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Figura 2.14

Tabela 2.8: Comparagao das solugoes para {pv(ac)

k=20,01

| X

, Cow=0¢r=0,01:

——Continua
Série G .

o Recorréncia G .

-

D—u—n—n—n—n—n——n—|:|—|:|—n—|:|—|:|—|:|—|:|—|:|-m:uu-|:n:|:|‘|:|-n—n—n—n—n—n—n—n—n—n—n—n—n—n—n_ﬂ

-0.6

-0.4 -0.2

- Solugdes para ¥ (z) = Ty(z), Cyp. = g,

0.4 0.6

)

(_1,1)

Série G,

Recorréncia G,

-0.9996
-0.9938
-0.9809
-0.9614
-0.9353
-0.9031

-0.1315
-0.0955
-0.0653
-0.0414
-0.0240
-0.0135

35.7335148473
8.9028619780
5.0489738780
3.4927453222
2.6434728000
2.1034823278

0.1326421882
0.0959227831
0.0654397767
0.0414018565
0.0240306122
0.0135196589

35.7335148920
8.9028619894
5.0489738848
3.4927453273
2.6434728043
2.1034823317

0.1326427461
0.0959242415
0.0654443834
0.0414206234
0.0241394476
0.0145944850

35.7335148920
8.9028619894
5.0489738848
3.4927453273
2.6434728043
2.1034823317

0.1326427461
0.0959242415
0.0654443834
0.0414206234
0.0241394476
0.0145944850
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~ ~ ~ T
o Y(zx)=Ti(x), C1,,=0,Cyy = —5 ex=0,01:
15 1 EIE
——Continua
Série G .
o Recorréncia G .
& &
G
1 e —Bag o

05 —

Figura 2.15: Solugdes para ¢(z) = Ty (z), Cre=0,Ch, = —g ek =0,01

-0.6

-0.4 -0.2

0.4 0.6

x (-1,1) Série G, Recorréncia G
-0.9996 | 0.0279739806 | 0.0297628452 | 0.0297628452
-0.9938 | 0.1116214984 | 0.1120751154 | 0.1120751154

-0.9809
-0.9614
-0.9353
-0.9031

-0.1315
-0.0955
-0.0653
-0.0414
-0.0240
-0.0135

0.1942859978
0.2752485536
0.3538199961
0.4293531198

0.9913174290
0.9954309165
0.9978656704
0.9991440434
0.9997113898
0.9999086219

0.1945534599
0.2754451092
0.3539815434
0.4294959031

0.9942472862
1.0009857730
1.0098270491
1.0297354572
1.0995482067
1.4860380127

0.1945534599
0.2754451092
0.3539815434
0.4294959031

0.9942472862
1.0009857730
1.0098270491
1.0297354572
1.0995482067
1.4860380127

Tabela 2.9: Comparagao das solugdes para 1;(9[;)

k=20,01
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Figura 2.16: Solucoes para ¢ (z) = Ty(z), Chp = —%, Cox=0er=0,01

Tabela 2.10: Comparacdo das solugdes para (z) = Th(z), Chp =

k=20,01

x (-1,1) Série G, Recorréncia G
-0.9996 | -0.0559260661 | -0.0559261556 | -0.0559261556
-0.9938 | -0.2218479054 | -0.2218479283 | -0.2218479283
-0.9809 | -0.3811677281 | -0.3811677417 | -0.3811677417
-0.9614 | -0.5292331095 | -0.5292331197 | -0.5292331197
-0.9353 | -0.6618652633 | -0.6618652719 | -0.6618652719
-0.9031 | -0.7755291193 | -0.7755291272 | -0.7755291272
-0.1315 | -0.2606976746 | -0.2606987903 | -0.2606987903
-0.0955 | -0.1900964544 | -0.1900993712 | -0.1900993712
-0.0653 | -0.1303214695 | -0.1303306824 | -0.1303306824
-0.0414 | -0.0826620210 | -0.0826995528 | -0.0826995528
-0.0240 | -0.0480334864 | -0.0482511462 | -0.0482511462
-0.0135 | -0.0270343765 | -0.0291839106 | -0.0291839106
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3 EQUACAO INTEGRAL DE HADAMARD
PARA DOIS INTERVALOS DISJUNTOS

Neste capitulo, investigamos uma solugao analitica alternativa da equa-
¢ao integral do tipo Hadamard, ou equagao integral hipersingular (EIH), no inter-
valo disjunto G, = (=1, —k) U (s, 1). Além do mais, como estamos interessados em
propor um método espectral para a EIH generalizada, necessitamos trabalhar com
polinémios ortogonais para a construgao do método, portanto, particularmente, exa-
minaremos solu¢oes quando a funcao de entrada é um polinémio de Chebyshev do

primeiro tipo (7,,(x)) ou do segundo tipo (U,(x)).

3.1 A equacao integral de Hadamard sobre G,

Considere a equagao integral

IR
77[1 (x—t)th_l_?Tj{ (:L‘—t)th (@), € G (3.1)

em que f.(xr) € CY*(G,) e ¥ € C"(G,), 0 < a < 1. Com condigoes de fronteira

fr(£1) = fu(£r) =0 (3.2)
e integral definida no sentido da Parte Finita de Hadamard *.

Sob as condigoes de fronteira (3.2), Dutta e Banerjea [6] apresentaram

uma solugao para (3.1) ao resolver a equagao equivalente

1 - L@)dt + 1 1 L(t)dt = —(x), x€GqG,. (3.3)

™), x—1 T™J). T—1

1Uma integral é interpretada no sentido de parte finita de Hadamard de ordem 2 quando

Pt () et o pl@te) +e(z—e)
7{ dt = lim [/a dt+/x+€( dt ,

(x —t)2 e—0+ (x —t)2 x —t)2 5

em que a < t < be ¢ tem derivada Holder continua, i.e., ¢ € C1%(a,b) (cf. [14]).
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Note que (3.3) corresponde a equagao integral do tipo Cauchy, ja estu-

dada no capitulo anterior, cuja solugao foi obtida por Tricomi 23], a saber,

1
/ W[OLK + CQ,N:U + \Il’f(x)] » TE <_1’ _K>
sy =4 34
_W[Om + Copr + W(2)], € (k1)

em que

b= [HOD,, [ HOR,,

(1, e Uy, sao constantes arbitrarias e

Ro(z) = /(1 —a2) (22 —kK2), z€q,.

Ao integrarmos (3.4) com respeito a z, obtemos

1 /M~ 1
—/ it Cout U ()]du+ k€ (1, —k)
™) Rn(u) 7 ,
fu(z) = . (3.5)
— —_— R 1
W/m Rﬁ(u)[CLH‘{'Cgﬁu“— s(w)du+ ke, x€ (K1),

sendo k; e ko duas constantes arbitrarias.

Impondo as condigoes de fronteira f,(£1) =0 a (3.5) obtemos

enquanto que as condigoes f.(+x) = 0 fornecem

=
/1 R.(u) [Chs + Co e+ ¥y (u)]du = 0,
(3.6)

1
1
/H m[olﬁ + Cgﬁu + \I/,.i(u)]du =0.

Do sistema (3.6), obtém-se as contantes C ,, e Cy , dadas por:

Cl,K = ) € 027,.; = O,




no qual

P = [ o [ 5 i) + v de 3.7

(1) u? — 2

! dz —s
F(Q):/O V(=231 - ¢?2?) PmVi

¢ uma integral eliptica completa do primeiro tipo. Note que se ¢ (t) é uma fungao

impar, C , = 0 (cf. [6]).

De modo geral, a solugao da equagao integral hipersingular (3.1) sujeita

as condigoes (3.2), é dada por:

1 [/ 1
— —|C1 .+ Y, (u)du, z€(—1,—k),
R IR A (1, -#)

Ra)=9 (3.8)
— ——|C .+ Ve (u)|du , =z € (k,1).
e A ) (x.1)

A investigagao por uma solu¢ao analitica mais explicita para (3.8), nos
conduziu ao estudo de integrais elipticas. Essas integrais especiais ja foram muito
estudas e sao bem conhecidas em aplicagdes de fisica e engenharia (cf. [4]) e nos
permitirdo escrever uma nova versao para (3.8). Sendo assim, na proxima segao defi-
nimos e apresentamos algumas relacoes e resultados importantes para a continuidade

deste trabalho.

3.2 Integrais elipticas: definicoes e relagoes fundamentais

Definigao 3.1. A integral

I = /R |:t, \/CL(]t4 + Clltg + a2t2 + Cbgt + ay dt (39)
é chamada de integral eliptica se a equagao
aot* + ait® + agt* + ast +a, =0, (ag e a; ndo sdo ambos nulos),
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nao tem raizes multiplas e se R é uma funcao racional de t e da raiz quadrada

\/a0t4 + CL1t3 + a2t2 + Clgt + ay

(ct. [4]).

3.2.1 Funcoes elipticas Jacobianas

Ao invés de investigar uma solugao direta para a integral eliptica

vt dt ¢ dé
U(yl, k) = = 2 D) =
o (1—1)(1— k%2 0o V1—kZsen?2d

Abel e Jacobi resolveram atacar primeiro o problema envolvendo a inversa dessa

F(p, k),

integral (cf. [4]). Desse modo, fungoes inversas ? foram definidas por y; = senp =
sn (u, k) e ¢ = am (u, k), ou simplesmente y; = snu e ¢ = amu quando nao houver
a necessidade de enfatizar o mddulo® k; Elas sao lidas, respectivamente, como seno

amplitude de u e amplitude de u. Outras duas func¢oes podem ser definidas:

en (u, k) = /1 —y? = cosp

dn(u, k) = /1 —k2y? = Ap = /1 — kZsen 2,

em que sn (0,k) =0, cn(0,k) =1edn(0,k) = 1.

Defini¢ao 3.2. O namero k' é chamado de mddulo complementar e se relaciona

com o mddulo por k' =+/1 — k2.

?Isso tem uma analogia com funcdes trigonométricas. A funcdo peridédica simples y = senw,

por exemplo, define a inversa da integral

u_/yi (y<1)
o Vi T

30 mddulo pode ser real ou imaginario em investigacoes tedricas. No entanto, nas aplicacdes de

fisica e engenharia geralmente sao empregados valores entre 0 e 1.
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Definicao 3.3. As funcoes snu, cnu e dnwu sao chamadas de funcoes elipticas Ja-
cobianas, definidas como as inversas da integral eliptica do primeiro tipo e sao uni-

valoradas para o argumento u.

Definicao 3.4. Os quocientes e reciprocos de snu, cnu e dnu sao representados

na notagao de Glaisher por:

SN U Snu
nsu=—; tnu=scu=——; sdu=-——;
snu cnu dnu

1 cnu cnu

ncy=—; — =csu=——; cdu=——;
cnu  thu SN U dnwu

dnu dnu

ndu = —; dsu = ——; deu = —;
nu snu cnu

3.2.2 Formas canonicas das integrais elipticas

A equagao (3.9) sempre pode ser escrita em termos de fungoes elemen-

tares * e das trés integrais fundamentais seguintes:

1. Integral eliptica do primeiro tipo:

/y dt B /«0 9
o VI-2)(1-k2) Jo VI—Esen?0

:/ du=u; =sn "y, k) = F(p, k), (3.10)

0

em que y = senp e p = amu; (amplitude).
2. Integral eliptica do sequndo tipo:
/y VIR g /w V1 —kZsen20df = /u dn*u du
o V1I—#£ 0 0
= E(uy) = E(amuy, k) = E(p, k), (3.11)

em que dnu = /1 — k% sen 2p (dnoidal).

4Funcoes elementares sdo algébricas, trigonométricas, inversas trigonométricas, logaritmicas e

exponenciais.
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3. Integral eliptica do terceiro tipo:

dt dé

y
/0 (1—a22)\/(1— — k2t2) / (1 —a?sen?0)y/1 — k?sen 20

2
onSn U = 1Ty, a%)

M(amuy, o k) = (e, a? k), (3.12)
em que —00 < @ < 00.

Notacao 3.1. A segunda forma, nos lados direitos de (3.10), (3.11) e (3.12), em
cada uma das integrais acima € escrita na nota¢ao de Legendre, enquanto que a

primeira e terceira forma estao na notac¢ao de Jacobi.

Aqui, vamos nos focar principalmente nas integrais eliptica do primeiro
e segundo tipo, pois elas serao importantes na construgao da uma solugao analitica

para (3.8).
Defini¢ao 3.5. A variavel limite y ou ¢ que aparece nas integrais (3.10)—(3.12) ¢é
chamada de argumento.
O argumento pode ser real ou complexo, mas é usualmente empregado
no intervalo 0 <y <1lou0 < ¢ < 7/2.
Defini¢ao 3.6. Quando y = 1 ou ¢ = 7/2, as integrais (3.10)—(3.12) sao ditas

completas.

A integral eliptica do primeiro tipo pode ser escrita como:

/0 \/(1—252 1 — k2t2) / 1—]{328811

K.

:/0 du = F(r/2,k) = F(k) = K (k)
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3.2.3 Integrando envolvendo va? — t2 e v/t2 — b?

Integrais elipticas, a depender do tipo de integrando, podem ser con-

vertidas a forma canénica, desde estes atendam alguns critérios. Por exemplo, para:

e (a>y>b>0)

9 a’ — t? 2 a’ —b? 1
sn ‘u = = g=-
a? — b2’ a? a’
p) D)
-1 a” —
@ =amu; = sen ol snu; = sen .

¢ dt u .
/y\/<a2_t2><t2_b2)_g/o du = gu; = gsn ™" (sen ¢, k)
= gF(p, k).

(cf. [4, eq. 218.00 ])

a tdet ) /u1 5
= ga™™ dn “™u du.
/y Vae-me-»m

(cf. [4, eq. 218.06 |)

o (a>y>b>0)

a2(t2 _ b2) a2 _ b2

t2(a2 _ b2)’ a )

_ _ -1 a*(y* — %) _
¢ =amu; = sen —yQ(aQ — ) snu; = sen .

Yy dt /ul ,
— du = gu; = gsn sen @, k
/b N D 9/ gur = gsn~ (senp,k)
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=gF(p, k). (cf. [4, eq. 217.00 |)

Y tdet U1
/ :b2mg/ nd *"u du.
y V(@ —P)E ) :

(cf. [4, eq. 217.05 ])

3.2.4 Formulas de recorréncia para integrais de funcoes elipticas

" dt

_ _ 12 sen 20) (M- 1/2
G = /\/(1—t2)(t2—k’2) _/<1 Fsentpyr e

= /dnmu du,

=+/1—Fk%?sen2p =dnu) (cf. [4, egs. 314.00-3.15.16])

du = (p, k), (¢ =amu).

dnudu = am v = sen ' (sn u).

dn3udu =

(1 +k'2) amu—i—k%nucnu} .

l\DI»—

dn udu— [K’snucnudnu — k% u+2(1 + k?)E(u)]

o
-
Go = [ anudu =B = B(e.h) (B = E(e.h), = anu)
o
-

Edn*" tusnucnu + (1 — 2m)k?Gapm_o + 2m(2 — k*)Gap,
2m +1

G2m+2 =
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Erdn?musnucnu — 2mk?Gopm_1 + (2m + 1)(2 — k?)Gopmy1
2(m+1)

G2m+3 =

/ tm dt / de /
I, = = = [ nd "udu,
VI =) (1 - &2%) (1 — k2 sen 2p)) 172

(t=1//1—k%sen?p =ndu) (cf. [4, eqs. 315.00-3.15.06])

Ioz/du:u:F(go,k:), (p =amu)
1 ! —
I = /ndudu = —tan"! ksnu—cnu
k' kK'snu +cnu
1
I, = /nd2udu =1r [E(u) — K’snucdu], (E(u) = E(p,k), ¢ = amu)
I —/ndgudu— ! (2—k2) tan ™! w — K'k*snucnund?u
T 2k kK'snu+ cnu
1
Iy = /nd4u du = i 2(2 = K*)E(u) — k”u — k*snucdu (k”nd *u + 4 — 2k7) |
I 2m(2 — k*)Ioy, + (1 — 2m) Iop, o — k*snucnund 2™y
e (2m + 1)k
I (2m + 1)(2 — k*) Iypni1 — 2mIsy, 1 — k*snucnund 2™ 2y
2m+3 — .

2(m + 1)k

3.3 Solugao analitica da equagao integral de Hadamard
sobre GG, em termos de integrais elipticas e fungoes

elementares

Como ja dito anteriormente, a investigacao por uma solugao analitica

mais explicita para a equagao integral hipersingular (3.1) nos fez perceber a possibi-
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lidade de escrevé-la em termos de integrais elipticas. Essas integrais, além de estarem
presentes em muitas aplica¢oes de fisica e engenharia, ja possuem uma teoria am-
plamente desenvolvida, além de rotinas computacionais implementadas e validadas
em linguagens como MatLab e C. Desse modo, nesta secao, apresentaremos uma
versao alternativa da solugao da EIH (3.8) combinando a parte principal da integral

de Cauchy, vista no capitulo 2, com resultados sobre integrais elipticas.

Tanto a solucdo (3.8) quanto a constante C'y , podem ser expressas em
termos de integrais elipticas e da parte principal da integral de Cauchy. Vejamos a

constante 'y ,, primeiramente.

Note que a integral interna em (3.7) é do tipo Cauchy, logo, pelo Lema

2.2.1, ela resulta na parte principal da expansao da densidade da integral (cf. apén-

dice C).

Dai, temos:

o= | 1 wrr (VE D@}

sendo ¢ = /1 — k% e F'(q) uma integral eliptica do primeiro tipo completa.

Agora, olhando a solugao (3.8), nota-se que seu primeiro termo também
¢ uma integral eliptica do primeiro tipo. Logo, a reescrevemos abaixo de acordo com

a paridade da fungao de entrada ¥ (u) (cf. apéndice C). Segue que:
Se ¢(u) é par:

Cln

folw) = SRl ~ | g

PP {\/(u2 1) (2 — M)w(u)}mo 8.16)

z € (—1,—k)U(k,1).

sendo ¢ = V1 — k2, F(¢(x),q) uma integral eliptica do primeiro tipo e

1 —a?
_ -1,/
o(z) = sen e

46




Se ¢(u) é impar:

1

fulz) = —sgn(z) /| P {\/(u2 “ (0 = Fﬂ)—}u% du, (3.17)

3.3.1 Solugao analitica para o caso ¥(x) = T,(z)

Nesta secao, apresentamos uma solucao particular da equacao integral
(3.1), quando a fungao de entrada é um polindémio de Chebyshev do primeiro tipo
(¢ = T,). Mostraremos a possibilidade de escrever tanto a solu¢ao (3.8) da EIH

quanto sua constante (' , em termos de um série finita envolvendo integrais elipticas.

Dividimos em dois casos de acordo com a paridade do polindémio 7;, (cf.

apéndice C).

Se T,,(z) tem grau par:

m m (k—(m—1)) (I41)
s _1 Sk (O) —15k (0)
”:_E E et 2 e AR
“e = Fg) [(k 2 (k;—(m—l))!) 2m=(=0) Ffar Ty

=0 =m—I

A solugao é dada por:

m m S,gk_(m_l))
Fanl@) = S F(p(fal).) 3 [( > th_(g)),) Gz<m-u-1>><|x|>] -
k=m—I1




l+1)
(Zt l—|—10)> Go(|z]), =€ (—=1,—kr)U(k,1), (3.18)

1 — 2
1—552, q=V1—r2 s.(w) = /(1 —w)(l— rK2w), m a parte
— K

inteira de n/2 e tf os coeficientes do polinomio 7,,. I, e G, sao umas das 12 integrais

sendo () = sen !

de funcoes elipticas de Jacobi definida na secao 3.2.4.

Se T, (z) tem grau impar:

Ol,ﬁ - Czﬁ - O

A solugao é dada por:

m m - Sl(f—(m—l))(o)
fomt1,(x) = — sgn(x) Z [(kz t2k+1m> Gam—(1-1) +1(|x|)]

=0 =m-—I

et 50 (0)
— Sgn(l') (Z tg;—i—lm) G1<|LIZ'D, WS (—1, —:‘i) U (Ii, 10319)

=0

no qual s, (w) = /(1 —w)(1 — k2w), m é a parte inteira de n/2, t/ sio os coeficientes
do polinémio de Chebyshev do primeiro tipo 7, e G, ¢ uma das 12 integrais de

funcoes elipticas de Jacobi definida na se¢ao 3.2.4.

3.3.2  Solucao analitica para o caso ¢(x) = U, (z)

Podemos utilizar ainda o polinémio de Chebyshev do segundo tipo U,

na fungao de entrada 1, para isso lagamos mao de sua férmula explicita (cf. [1])

[n/2]

k n—2k
Un - E :uankx
k=0

em que [n/2] é a parte inteira da divisao n/2 e u¥_,, sao os coeficientes do polinémio

calculados por
n—=kK\_,_
qu—Qk ( ]‘)k ( k ) 2 2k'
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Separando os polindmios em pares e impares temos, respectivamente:

E:umlﬂ

_ m—1, 21+1
Uzmy1 = E :u21+1$ .

Veja que os polinomios U, e T}, sao diferenciados apenas por seus co-
eficientes, isto quer dizer que o processo de obtencao da solugao quando ¢ = U,

seré analogo ao mostrado no Apéndice C para ) = T,,. Logo, é possivel aproveitar

as formulas obtidas na se¢ao anterior, trocando apenas os coeficientes ¢ por w].

Portanto, obtemos as solugoes:

Se U, (z) tem grau par:

m m (k—(m—1)) (I41)
T m—k Sk (O) m— lS (O)
- E E — | I Y |
Cl,n (q) [(k Ugp (k — (m _ l))!) 2(m—(1-1)) T Uy (l + 1)! 0

A solugao é dada por:

m m ngk—(m—l))
me,n(x) = C;_’HF((P("%‘%q) - [( Z ugikW—%%) GQ(m—(l—l))(‘w’)] -

- ls,f+1)(0)
Z I+ 1) Go(lz]), ze(=1,—k)U (k1) (3.20)
=

1 — 2
sendo p(x) = sen 14/ 1—362, q=V1—r2 s.(w) = /(1 —w)(l—rK2w), m a parte
— K

inteira de n/2 e u] os coeficientes do polinomio U,. I, e G, sdo umas das 12 integrais

de fungoes elipticas de Jacobi definida na segao 3.2.4.
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Se U,(z) tem grau impar:

Ci=0Cyy =0.

A solucgao é dada por:

m m (k—(m l))(o)
Famsra() = = sgn(z) Y [( > u2k+1—_l))'> Gz(m—(z—l))ﬂ(lxl)]
2 !

=0 -l

s (0)
— sgn(z (lz =] )G1(|x|), z € (—1,—k) U (k,1(3.21)

no qual s,(w) = /(1 — w)(1 — k2w), m é a parte inteira de n/2, u? sdo os coeficientes
do polinémio de Chebyshev do primeiro tipo U, e G, ¢ uma das 12 integrais de

funcoes elipticas de Jacobi definida na secao 3.2.4.

3.4 Meétodo de avaliagao numérica direta da solucao da

equacao integral de Hadamard sobre G,

Além de podermos avaliar a soluc¢ao da equacgao integral hipersingular
pela expressoes analiticas das secoes 3.3.1 e 3.3.2, para critério de validacao, podemos
também fazer isto de uma forma mais direta e numérica, usando as solugoes (3.8)

de [6], reescrita abaixo:

! /m L [Cre+ Ve(u)]du , z€(-1,—k),
fulz) = (3.22)

em que

v - U, [ VOR,

-1 X

20



(', ¢ uma constante calculada por

BIE=

AL 7

_ F@ / 1 R:(u) P {0~ (@ — @)} du
Ro(z) = /(1 —a2) (22 —K2), z€G,.
Substituindo ¥, (z) em (3.22), tem-se:
du+ R (/ wu " —/: zi%';(t)dt> du}
x € (=1, —K),
</ S [ o
€ (x,1).

l{/ du—i—// t dtdu
dtdu

L w+//

\—/xl/’:%dtdu} T e (1)
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1 Ri(u) o (=) (1 —u)(u? - mz)dt V14w

- /w 1Mdt du] , x€(—1,—k),
ful) = (3.23)

Vl Cl“d +// u_t )dtdu

// (u—t) 1+u()t() )d \/ih_bu], x € (k,1).

A maior dificuldade encontrada ao avaliar numericamente a solugao

/w L. = [k W) Ry(t) du

A=

(3.23) foram as integrais duplas, pois dependendo do intervalo no qual x pertence,
a integral interna sera do tipo Cauchy. Entao, utilizamos uma combinacao de qua-
draturas numéricas, que nos permitiu contornar um pouco esse problema. Para as
integrais de Cauchy utilizamos uma quadratura numeérica prépria desenvolvida por
Hui e Shia [9], ja & integral externa foi aplicada a quadratura de Gauss-Jacobi para
x € (—1,—k)U(k, 1), os pesos em evidéncia sob os diferenciais du indicam onde apli-
camos essa combinacao. Nas demais integrais nao tivemos outros problemas, uma
quadratura numérica Gaussiana para cada tipo de integral (simples ou dupla) foi

suficiente para resolvé-las.

3.5 Solucao analitica da equacao integral hipersingular

sobre (—1,1)

De modo a validar as solugoes apresentadas para os casos particulares
Y(z) = Th(x) e Y(x) = Uy(x), iremos, nesta se¢do, comparar as solugoes (3.18),
(3.19), (3.20) e (3.21) a uma versao de (3.8) calculada numericamente. Além disso,

para cada funcao de entrada, avaliaremos seu comportamento em relagao a solugao

52



da EIH definida sobre o intervalo (—1,1), ou seja, a solugao de

17[1 IO 4t — @), ze(-11), (3.24)

™) (e —1)?

em que f(t) é Holder continua, sujeita as condi¢oes de fronteira f(£1) = 0 (c.f.

[19]).

Primeiro, vamos determinar uma solugao para (3.24) quando temos a
fungao de entrada 7, (z), i.e.,

17[1 IO~ Ty2), ze(=1,1). (3.25)

T )1 (x—1)?

Da conhecida relagao

1 7[1 Un(t)V/1 — 12

L (12 dt = —(n + )Uy(2), x€(=1,1), (3.26)

™

paran > 0, em que U, é o polindémio de Chebyshev do segundo tipo (cf. [19] e [24])),

obtemos
LY ) Vi=
- _ ———dt =U,(x), > 1),
77{1 n+1(x—t)2 U(@ para n Oexe( )
e

T

_ - 1 (CC t)2 dt:Un—Q(x)7 paranZQexe (_171)
1 — _

1 7[1 Up_o(t) V1 —12

Un(x) - Un—Z(x)
2

Subtraindo as equagoes anteriores e aplicando T,,(t) =

(cf. [1]), temos:

17[1 ( Un(t) N Ung(t)) V1-12

n+l n—1 ) (x—1t)?

dt = Up(z) — Up—a(2)

T™J-

dt =T,(z), paran>2exe(—1,1).
m

lj[l 1( Un(t) N Un_2(t)) V1—1t2

2\ n+1 " n—1 ) (xz—t)?

Portanto, a solucao de (3.25) sera dada por

f(t) = 1 ( Un(t) + Un2<t)) V1—t? paran>2ex€ (—1,1).

_n+1 n—1
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Para n = 0 e n = 1, temos, respectivamente:

ft)y=-vi-1

f@y_—%v1—ﬂ.

No caso ¢ (z) = U, (z) ¢ imediato de (3.26) que

f@y:—gﬁ?¢T?§.

3.6 Resultados numéricos para ¢ (x) = T,(x) e ¥(z) = U,(z)

Nesta subsegao, buscamos validar as solugoes da EIH em G, compa-
rando os diferentes métodos adotados (série e numérica) e a solugao continua f da
equagao EIH sobre (—1,1). Nas Figuras 3.1-3.5 temos os graficos das solugdes nu-
mérica (3.23) e as séries (3.18)—(3.19) para ¢(z) = T,(z) e n € {0,1,2,3,4,5}, eles
deixam claro a coincidéncia entre as solugoes, além disso, f indica a tendéncia das
solucgoes em G,. O mesmo tipo de comportamento é notado nos gréaficos das Figuras

3.6-3.11 referente solugdes (3.20) e (3.21) para ¢(x) = Uy ().
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Figura 3.1: Solugoes da EIH para k = 0,1 e ¢(z) = Ty(x)
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Figura 3.2: Solugbes da EIH para k = 0,1 e ¢(z) = Ty (z).
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Figura 3.3: Solugoes da EIH para x = 0,1 e ¢(x) = Ty(z).
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Figura 3.4: Solugbes da EIH para k = 0,1 e ¥(z) = T3(z).
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Figura 3.5: Solugoes da EIH para k = 0,1 e ¢(x) = Ty(z).
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Figura 3.6: Solugoes da EIH para k= 0,1 e ¢(z) = Up(x).
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Figura 3.7: Solugoes da EIH para = 0,1 e ¢(z) = Uy (x).
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Figura 3.8: Solugoes da EIH para k = 0,1 e ¢(z) = Us(x).
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Figura 3.9: Solugoes da EIH para k = 0,1 e ¢(z) = Us(x)
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Figura 3.10: Solugbes da EIH para k = 0,1 e ¥(z) = Uy(z).
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Figura 3.11: Solugoes da EIH para k = 0,1 e ¢(z) = Us(x).

Graficos das solugoes da EIH para diferentes valores de k.
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: Solugoes da EIH com diferentes valores de k e ¢(z) = To(z).
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Figura 3.13: Solugoes da EIH para diferentes valores de x e ¢(z) = Ti(x).
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Figura 3.14: Amplia¢ao da Figura 3.13 proximo a origem.
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Figura 3.15: Solugbes da EIH com diferentes valores de k e ¢(x) = To(x).
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Figura 3.16: Solugbes da EIH com diferentes valores de k e ¢(x) = T3(x).
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Figura 3.17: Ampliacao da Figura 3.16 préximo a origem..
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Figura 3.18: Solugoes da EIH para diferentes valores de x e ¢(z) = Ty(x).
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Figura 3.19: Solugoes da EIH para diferentes valores de x e ¢(x) = Up(x).
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Figura 3.20: Solu¢oes da EIH para diferentes valores de k e ¥(z) = Uy (x).
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Figura 3.21: Solugoes da EIH para diferentes valores de k e ¥(z) = Us(x).
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Figura 3.22: Solugoes da EIH para diferentes valores de x e ¢(x) = Us(x).
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0.2 :

Solucgodes da EIH
—— Continua

k=05

k=0,3

k=0,1

0.1 + k=0,001

0.15

Figura 3.23: Solugoes da EIH para diferentes valores de x e ¢(z) = Us(x).

E importante destacar a vantagem computacional obtida utilizando as
solugoes na forma de série (3.18), (3.19), (3.20) e (3.21), pois em nossas simulagoes,
ao avaliar a solucao da EIH por métodos de quadratura, tivemos de escolher 15
pontos em cada intervalo de G, para ter uma boa ideia do comportamento da
solucao, o que ja foi penoso computacionalmente, haja vista que todo o processo
levava alguns minutos para ser finalizado, enquanto que utilizando as solugoes (3.18)—
(3.21), que sdo constituidas internamente por relagoes de recorréncia de integrais
elipticas, leva pouquissimos segundos para varrer todo o intervalo com mais de 100

pontos, todos avaliados simultaneamente.
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4 DISCUSSOES, APLICACOES E
PERSPECTIVAS

4.1 Problemas de Riemann-Hilbert

Muitos problemas envolvendo teoria de ondas de dgua (Parsons e Mar-
tin [19]), aerodinamica (Breslin e Andersen [3]), rachaduras em teoria da elasticidade
(Mandal e Chakrabarti [14]), gas de Bose (Piroli e Calabrese [20]), actstica (Martin
[15]), mecanica estatistica, dentre outros, sdo reduzidos ao estudo de fungoes especi-
ais nao lineares, que incluem as solugoes de equagoes diferenciais parciais integréaveis.

Essas fungoes especiais, por sua vez, também sao obtidas a partir da solugao de um

problema de Riemann-Hilbert (PRH).

A equagao do aerofolio (2.25), por exemplo, é resolvida como um PRH
mediante a comparag¢ao com a equagao singular candnica (47.1) em Muskhelishvili

[18]:

A(x)f(x) + @ &dt =

m o Jrpt—x

(), (4.1)
tomando A(z) =0 e B(z) = —i.
A equagao (4.1) esta sujeita as condigoes:
1. L consiste de um numero finito de contornos suaves que nao se inter-

sectam. No caso da equagao (2.25) temos um contorno aberto simples

de —1 a 1 sobre o eixo real;
2. A(z) e B(x) devem ser fungdes Holder continuas;

3. As fungoes soma e a diferenga, respectivamente, S(z) = A(z) + B(z) e

D(z) = A(x) — B(z) nao se anulam em nenhuma parte de L.
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Considerando

d(2) = L[ ) dr,

2w, T — 2
a equacao integral (4.1) é resolvida como um PHR ao ser reduzida a equagao da

forma:
OT(t) = G(H)P (1) + g(1), (4.2)

em que G(t) e g(t) sao fungoes Holder continuas e ®* obtemos das formulas de
Sokhotski (2.4) e (2.5). O problema envolvendo (4.2) e ® é chamado de Problema de
Riemann-Hilbert (cf. [14]).

A equagao (4.1) pode ser estendida para o caso de uma equagao integral
hipersingular, usando uma versao das formulas de Sokhotski para singularidades de

maior ordem.

Definicao 4.1. A seguinte integral é uma integral singular de parte finita:

B(z) = QLM g (tf_(t;)udt, LEN, (4.3)

em que L é uma contorno suave no plano da varidvel complexa z, ¢t é a coorde-
nada complexa de seus pontos e f(t) uma fun¢ao Holder continua de ¢ em qualquer

dominio D contendo o intervalo L (cf. [13]).

Teorema 4.1.1. Considere um contorno suave fechado ou aberto L e uma func¢ao
Hélder continua f(t) de posicao em L. Entao, a integral singular de parte finita (4.3)
tem os valores limites ®#=D7"(z) e ®W=D7(z) em todos os pontos do contorno L
nao coincidindo com suas extremidades, ao se aproximar do contorno pela esquerda
ou pela direita ao longo de um caminho arbitrdario, e esses valores limitantes sao

dado pelas relagoes:

@(#*U*(x) — LD () = fED(g),

Pl () + @(“’1)7(1‘) _ F(N)][ f(t) dt.

i J (t—x)H

em que p € N e I'(u) € a fun¢io Gama.
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4.2 Meétodos espectrais para as equacoes integrais de

Cauchy e de Hadamard generalizadas sobre G,

Com os resultados obtidos neste trabalho, propomos dois métodos es-

pectrais: Um para a equag¢ao do aerofolio generalizada

l]éﬂ { 1 -+ /c(q;,t)} Fot) w(t) dt = h(z), =€ G,, (4.4)

™ x —

sgn(t) " - o
sendo w(t) = R—(t) uma funcao peso; e outro para a equac¢ao integral hipersingular
generalizada

7[& {rlwz + IC(:z:,t)} fe(t)dt = h(z) z € Gy. (4.5)

Em ambas equagoes K é um nicleo regular (ndo fortemente singular) e
h(z) é uma fungao fornecida. Essas equagoes integrais possuem uma versao definida
sobre um dominio continuo e sao bem estudadas do ponto de vista fisico e numérico

(cf. [2, 17, 25, 11]).

A escolha dos polindomios ortogonais T,(x) e U,(x) como funcao de
entrada para as equagoes integrais sobre intervalos disjuntos é essencial na aplicacao
do método espectral, suas caracteristicas e propriedades nos permitiram obter as

relagoes
1][ Ent) it = To(x),  z€ G (4.6)
a

™ Tx—t1
K

L Jrnll) 4y _ r) ou 1 Innl®) gy x x
_7[G Inell) 4 (@) 7{} dt = T, (x), € G, (4.7)

7 o, o172 7 o, @12
que estao entre os principais resultados desta tese e estendem as relagoes (2.21) e

(3.26), respectivamente, definidas sobre o intervalo continuo (—1,1) .

Assim, expandimos as solu¢ées como
N N
fot) =) anEn(t), (4.8)
n=0
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~ D bufunlt) = fu(®), (4.9)

Substituindo (4.8) em (4.4) e (4.9) em (4.5) e trocando a ordem de

integracao com o somatoério, obtemos

- ian (][ . _2 dt + /G K(z,t)E,(t) dt) w(t) =h(z), =€qG,.

) A =h(z), =
o (f, e e [ K05 @) =k, <G
Usando as relagoes (4.6) e (4.7), seguem os somatorios
> an [T(2) + K(E)(@)] = h(z), (4.10)
> b [Un) + K(fue) ()] = h(x), (4.11)

sendo K o operador integral dado por:

1
—~ [ K09 v,
T G
com w(t) = 1 para o caso da equagao hipersingular.

As equagdes (4.10) e (4.11) podem ser resolvidas pelos métodos de Ga-
lerkin ou de Colocacao. Os métodos espectrais para a solucao das equagoes integrais
(4.4) e (4.5) ficam caracterizados por (4.8) e (4.10) (equagao do aerofolio); (4.9) e
(4.11) (equagao hipersigular).
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4.3 Aplicacao ao espalhamento de ondas de agua por uma

placa submersa com uma abertura

Nos capitulos anteriores, obtivemos uma solucao analitica da equacao
integral de Cauchy em dois intervalos disjuntos com o lado direito em termos do po-
lindbmio de Chebyshev que em seguida auxiliou na construgao da solugao da equac¢ao

integral hipersingular em termos de integrais elipticas.

Nesta parte da tese, indicamos uma aplicacao para as solugoes obtidas
no capitulo 3 em um problema fisico de espalhamento de ondas de 4gua para uma
placa submersa com uma abertura. Esse problema foi estudo por [19], mas para o
caso de uma tunica placa plana submersa. Eles investigaram o espalhamento causado
por uma onda incidente sobre a placa, no qual foi possivel determinar os coeficientes
de transmissao e reflexao. Esse artigo foi a base da formulagao do problema proposto,

de modo que a maioria das equacoes sao aproveitadas.

4.3.1 Formulacao diferencial

Considere um sistema de coordenadas cartesianas onde y esta direcio-
nado verticalmente para baixo no fluido e a superficie livre da agua nao perturbada
estda em y = 0. O eixo z é perpendicular a dire¢ao de propagacao do trem de ondas
incidente. Uma placa com uma abertura, paralela a crista da onda incidente, é po-
sicionada abaixo da superficie livre do fluido (Figura 4.1). Assumimos o problema
bidimensional considerando uma placa infinitamente longa na direcao de z. Além

disso, consideramos o movimento harmoénico simples no tempo.
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Superficie Livre

Fluido 0

/ Placa
«

Figura 4.1: Perfil de uma placa com um furo.

Assumimos um fluido nao-viscoso, incompressivel e irrotacional, o que
implica que existe uma funcao escalar ¢(z,y) tal que o campo de velocidades u(zx, )
do fluido é dado por u = V¢. Além disso, supondo o movimento harmoénico simples
no tempo, o problema é formulado para o potencial de velocidade Re{¢(z,y)e *t}.

Assim, ¢(z,y) satisfaz o seguinte problema.

V2¢(z,y) = 0, no fluido

Kgb—l—@ = 0, em y=0
dy
do
% = 0 em F,

onde K = w?/g e g é a aceleraciao devido a gravidade e a placa submersa com uma

abertura é representada por I'.

Como usual em problemas lineares de espalhamento de ondas, separa-

mos o potencial em duas componentes:

¢ = ¢sc + ¢inc

em que ¢;,. € o potencial incidente conhecido e ¢4. € o potencial espalhado [19].

Assim, podemos formular o problema alternativamente como:
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V2¢se(r,y) = 0 no fluido,

K¢sc+a¢sc = 0 emy=0
dy
a¢sc _ a¢mc em F
on on

O problema de espalhamento é completado com a condi¢ao de radiacao de Sommer-

feld, dada por

aQZSSC
or

—iK¢y — 0 quando r = (22 + 2%)"/? — cc. (4.18)

4.3.2 Formulagao integral

A solugao do problema apresentado acima pode ser escrita, usando o

teorema de Green, como

bul@) = o [0 22 as, (4.19)

onde = (x,y) ¢ um ponto no fluido, & = (£, n) representa um ponto na placa e [¢]
é a descontinuidade através da placa no ponto &. GG é a funcao de Green de superficie

livre (cf. [10]) dada por

. _ 1 (ZL’ — 6)2 + (y _ 77)2 > —k(y+n) dk
Glz,y;&m) = élog =7+ (gt 1) —2%0 e "t cosk(x—f)k_—K (4.20)

que satisfaz as equagoes (4.15) e (4.16). O caminho de integragdo em (4.20) passa

abaixo do polo k = K, e isto garante que G também satisfaz a condicao de radiagao

no infinito (4.18) (cf. [10]).

O potencial definido em (4.19) satisfaz as equagoes (4.15), (4.16) e

(4.18). Impondo agora a condigao de fronteira na placa (4.17), temos

a(binc
on 5 = - on

19 9G(x, €)
57 B F[cbsc(s)]—

(), xel. (4.21)
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Trocando a ordem entre a integral e a derivada normal na equagao (4.21), obtemos
a equacao integral

1 62 o aqbznc
Py F[¢SC(£)]8n56nx G(xz,£)dS = — o, (), =z=el, (4.22)

onde a integral deve ser interpretada como parte finita de Hadamard.

Fisicamente, pelo fato da placa estar totalmente submersa, é esperado
que a descontinuidade na pressao ao longo da placa tenda a zero a medida que se

aproxima das extremidades de I'. Assim, impomos a condi¢ao
[¢sc] = 0 nas extremidades da placa T

para a solucao de (4.22). Parametrizando I', pode-se mostrar (cf. [19]) que o nicleo
desta equagao integral tem uma hipersingularidade e que (4.22) é da forma (4.5).
Logo, podemos aplicar o método espectral apresentado na secao 4.2, para a sua so-
lugao. Quantidades fisicas de interesse na engenharia oceanica, no problema descrito
nesta subsec@o s@o os coeficientes de transmissao e reflexao (cf. [19]) que podem ser

prontamente calculados através de integrais sobre I' que envolvem a solugao [¢s.|.

4.4 Prespectivas

Como vimos anteriormente, as equagoes integrais estudadas nesta tese
decorrem dos problemas de Riemann-Hilbert. Esses problemas, ja muito estudados
ao longo dos anos, possuem uma teoria bem desenvolvida no estudo de fungoes
analiticas. O seu grau de relevancia permite que ainda estejam presentes em muitos
problemas cotidianos, como aqueles relacionados a teoria de ondas de dgua, dentre
outros ja citados. A variedade em suas aplicagdoes nos permite explorar uma gama
de possibilidades, incluindo problemas envolvendo geometrias mais complexas, como
contornos cuspides ou multiplas curvas, conforme Muskhelishvili [18] e Gakhov [§]
mostram em seus livros. Tendo isso em mente, acreditamos que é possivel seguir

nesse caminho, ampliando mais nossa investigagao.
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A partir das contribuigoes deste trabalho sobre a equacao integral do
aerof6lio sobre dois intervalos disjuntos, conseguimos dar mais um passo num cami-
nho promissor, ainda com poucos resultados na literatura. Estamos seguros que isso
nos da suporte para investigar solucoes com constantes nao nulas, que satisfacam
as condigoes de fronteira f(+1) = f(£k) = 0 em G, uma vez que estas solugoes

possuem uma maior aplicabilidade.

Em se tratando da equacgao integral hipersingular sobre dois intervalos
disjuntos, com os resultados apresentados, poderemos apurar o problema de espa-
lhamento de ondas de agua em duas placas planas submersas, discutido na segao
(4.3), para diferentes dngulos de inclinagao. Como foi possivel observar, a solugao
sobre o intervalo descontinuo G, tem um comportamento similar a solugao sobre o
intervalo continuo (—1,1) & medida que k — 0. Desse modo, comparar tais solugoes
a resultados conhecidos em dominios continuos, abre uma perspectiva para outros

trabalhos de pesquisa.

O problema de espalhamento de ondas por uma placa com uma aber-
tura, em duas dimensoes fisicas descrito na secao 4.3 tem uma natural extensao para
o caso 3D, que é o problema da interacao de ondas de agua com um anel circular
submerso. Este problema foi analisado experimentalmente por Carter e Ertekin [5].
Assim, buscar solucoes analiticas polinomiais para uma EIH sobre um dominio bi-
dimensional descontinuo constitui um outro interessante problema de matemética

aplicada a ser investigado.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

O emprego da teoria de fungoes analiticas é notavel neste trabalho.
Nosso primeiro resultado fundamental depende do Lema 2.2.1 encontrado em Gakhov
[8] e Khvedelidze [12]. Esse resultado foi crucial para para o desenvolvimento das
solugbes em série (2.17) e (2.18) e consequentemente as relagdes de recorréncia (2.23)
e (2.24), quando temos uma fun¢ao de entrada ¥ (z) = —T,(z). Ele nos forneceu um
método de avaliar integrais de Cauchy através da parte principal expansao densidade
da wntegral. Nesse caso, utilizamos a expansao em série de Taylor na construcao das
solucao da equagao do aerofélio sobre dois intervalos disjuntos. Percebemos com isso
a dependéncia clara dos coeficientes das expressoes FE,, dos extremos do intervalo Gy.
Alcancamos excelentes resultados comparando as solugoes ﬁm para intervalos dis-
juntos e a solucao f para o intervalo (—1,1). Os experimentos numéricos deixaram
evidente a estabilidade das solugoes, especialmente a relagao de recorréncia para
polinémios de grau elevado (n = 40). Como a principal contribui¢do do capitulo 2,

para além das solugoes assinaladas, temos a relacao

l E,(t) w _ .
][G (t)dt = To(2),

T)g, r—t1

que é um caso generalizado da identidade integral (2.21) e nos permitiu propor na

secao 4.2 um método espectral para a equacao do aerofélio generalizada generalizada.

No capitulo 3, investigamos as solugoes analiticas alternativas para a
equagao integral hipersingular sobre dois intervalos disjuntos (3.1). Empregamos as
expressoes Fy, e Fs,,11 obtidas no capitulo 2, quando percebemos nas integrais du-
plas da solugao (3.8) e da constante C , integrais internas do tipo Cauchy. Com isso,
foi possivel reescrever as solugoes em termos da parte principal conseguindo (3.16)
e (3.17). No caso particular das fungoes de entrada ¢(x) = T, (z) ou ¥(z) = U, (z),
apresentamos resultados promissores com as solugoes (3.18), (3.19), (3.20) e (3.21)
como série de integrais elipticas. Os experimentos computacionalmente mostram que

tais solugoes sao acuradas e estao de acordo com a solugao numérica direta. Nota-
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mos uma convergéncia para a solu¢do no intervalo simples (—1,1), quando k — 0,
principalmente para polindmios de graus fmpares, mas ainda nao demostrado ma-
tematicamente. Além disso, das contribui¢coes mais importantes desse capitulo, no
estudo da equagao integral hipersingular sobre dois intervalos disjuntos, foi a obten-
cao da relacao
%7@ %dt — (@), zeC,

com Y(z) = T, (z) ou ¢(z) = U,(x) (generalizando da equagao (3.26) sobre o inter-
valo (—1,1)). A partir da relagdo acima, pudemos estabelecer um método espectral
apresentado na secao 4.2 para resolver a equagao hipersingular generalizada sobre

dois intervalos disjuntos, cuja aplicagao prética foi sugerida na segao 4.3.

Em se tratando de trabalhos futuros, os resultados apresentados nesta
tese nos conduz a investigar ainda mais a equagao integral singular (equagao do
aerofolio) (2.8) e a equacao integral hipersingular (4.7) para dois ou mais intervalos
disjuntos, além de dominios envolvendo geometrias cispides ou curvas. Na equagao
(2.8), podemos trabalhar nos caso de constantes arbitrarias nulas que atendam as
condicdes de fronteira f,(+1) = fi(£x) = 0. J& na equacdo (4.7) poderiamos aplicar

as solucoes aos problemas de ondas de dgua a partir do método espectral proposto.

Um trabalho mais ambicioso, trata-se do problema 3D para um anel cir-
cular submerso. Esse problema esta diretamente relacionado a uma equacao integral
hipersingular em intervalos disjuntos devido a caracteristica do objeto submerso.
Carter e Ertekin [5] ja tém um estudo experimental nesse sentido, no artigo pu-
blicado eles relatam experimentos no qual aplicam ondas verticais sobre um grande
disco horizontal perfurado concentricamente posicionado préximo da superficie livre.
Resultados numéricos e experimentais sao apresentados. Esta seria uma oportuni-
dade interessante de testar as solugoes obtidas no capitulo 3 e comparar com os

resultados apresentados no artigo.
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APENDICE A

Aqui explicamos com mais detalhes como obtemos a solugao analitica
da equagao (2.8) para o caso ¢(z) = T,,(z). Para encontrar essa solugdo temos que
determinar a parte principal da densidade da integral de Cauchy a partir de uma
expansao em série de Taylor centrada em 0 nas equagoes (2.12) e (2.14). Dividimos

em dois casos.
Caso 1. ¢(z) = Tym(z) (m=0,1,2,...).

O polinémio 75, tem a representacao
Tom(x) = Z ton (A1)
k=0
ou seja,

Tom () = 15" + 4572 170" oo 15, g8 g8 A 2

g gy (142 (i
' it J

sao os coeficientes do polinomio de Chebyshev (cf.[22, p. 14]).

em que

Considere o termo VU, (z) em (2.12) para o caso par,

We(w) = 7 PP { /(@ = (a2 = #)u(x) |

T—r00

1
Aplicando a mudanga de variavel 22 = — e usando ¥ (z) = Ty, (z) na
w

equacao acima, temos:

w—0

sendo s, (w) = /(1 — w)(1 — k2w). Definindo
EQm = —\I’/ﬂ'
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e expandindo em série de Taylor s, (w), temos

s(0 _i
: ' z—00

Usando (A.1), expressamos (A.3) como

=0

m+1 (3
— PP § tm k 2k wmﬂlf’i)
7! ’
T—00

(A.3)

(A.4)

Note que em (A.3), expandimos s,(w) apenas até grau m, pois para

termos de ordem maiores anulam-se quando fazemos o limite de z — oo (w —

0). Os termos nao nulos restantes correspondem a parte principal da expansao.

Reorganizando aos termos em (A.4), podemos determinar os coeficientes para cada

poténcia de x como

E2m - tgm SH(O)$2m+2 + (tgm ;(0> + t§m72 Sli<0))‘r2m

s7(0
+ (tgm 52(' ) +t2m 2 K,(O) +t2m 4 S (O)) xzm_Q

s£3><0> ()
3!

m m—1 m—2
s ><o>+1 v D(0) si"2(0)

(m—1)
+<t3 —3;_(0?+ 2 g (0) 4 (0)) 2t

1 O
4 2 8“2(' ) + 77 s (0) -t sﬁ(o)) z2
m—+1 m m—1
+ ¢ M—i—tl 3(”_)(()) +2 M+
o m 1) PR ) 24 (g — 1)

(3) 7
sk (0 _1 8.0 m
i 3|()+t§"”1 2(')+t0 s'.(0).
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Rearranjando os termos, obtermos Fs,, como

m (k—m k—
$m= kSH )(0) 2m+2 Z tm k S;(.; . )(O) x2m
k £ (k—m)! - (m—1))!

=m —1
m k: (m 2))(0) ) ( m S(k—(m—3))(0)
Z t x2m—2 + Z t;r];_k K x2m—4 4.
— — — — |
(km 2 2)) k=m-—3 (k (m 3))
m SR — O) m S,({k) (0 m S,({k+1) (0)
+ tomh zt + ek 2% + tmokZr

De um forma mais compacta, temos

=0 =m—I
ou ainda
(b= (m=0) (I+1)
Z Z £ (0) p2(m=(-1)) +tm713n (0)
—(m—=1))! (14 1)!
k=m—1
Portanto, a soluc¢ao para zZ(a:) = Ty, (z) serda dada por:
m m (k—(m—1)) (1+1)
ra sgn(z) —k Sk (0) 2(m—(1—1)) isx(0)
fgmﬁ(flf = | 2=\ + iy
b Xl D) | WD DR ey ] [

Caso 2. ¥(z) = Tomyir(z) (m=0,1,2,...).
O polinémio de Chebyshev de grau impar é expresso pela soma

Tomia(z) = Z t2k+1 2 (A.6)
k=0

Por extenso,

Tomir(z) = 7 2 +5 7 P02 2%+ 15, o2 Pt T )
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Para o caso impar, consideramos W, (z) em (2.14):

U, (r) = —max PP {\/(x2 — 1) (22 — n?)M}m :

X

1
Pela mudanga de variavel 2 = — e fazendo 9 (x) = Ty,,11(x) na equa-
w

() = e () )L

em que s,(w) = /(1 — (1 — R2w).

¢ao, temos

Analogamente ao caso par, expandimos em série de Taylor o termo

sx(w) centrado em 0, temos

= s,(.f)(O) 2(1—1)
E2m+1 = PP T2m+1 (27) Z ; T . (A8)
' T—00

Usando (A.6), escrevemos (A.8) como

m m+1 8’(:)(0) ‘
Eyme1 =PP Y by = 2200 (A.9)
T—r00

7!
k=0 i=0

Reorganizando os temos com mesmo expoente de z, temos

m) (k (m—1)
o (Zt% (0!)> — (Z ek _<f)>>!)x2m
k

1

m k: m—2 k m—3
2k+1 _ m _ 2))' 2k+1 . 3)>|
k=m— k=

2 -3

m kl)O m k+1)0
+(zt%ﬂ ”) (zt%ﬂ ) (z MHP)

k=1 k

Podemos reescrevemos FEs,, 1 como:

m [/ m (k—(m—1)
o m—k Sk (0) 2(m—(
Bomin =3 [(kz G (= 1))!> !

=0 =m—I

m (k+1) 0
(z “)

k=
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ou ainda,

m m k—(m—1 +1
E :Z Z gm—k s,& ( ))<O) 22(m=(1=1)) 4 ym— 5(+)(0)
2m+1 . 2k+1 (k - (m o l))' 2l+1 (l + 1)|

=0 =m—I

(A.10)

Portanto, a solu¢ao para ¢ (z) = To,,41(z) serda dada por:

m m (E—(m) (1+1)
1 Sgn(a:) z § § m—k Sk (0) 2(m—(1-1)) gm—l Sk (0)
m+1,k = t —_— 7
P =R ) { Kk:m V=m0 " )

=0

.
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APENDICE B

Aqui mostramos de forma mais detalhada a obtencao das féormulas de

recorréncia apresentadas na se¢ao 2.2.3. Dividimos em dois casos.
Caso (z) = Tom (m=0,1,2,...).
Considere a expressao FEs, para o polinémio 7,, dada no apéndice A,

s.(0) 1
ol g2

+s£,:">(0) - s ) 1
m!  x?m=2  (m+ 1) 22
T—00

Substituindo a férmula de recorréncia T, (z) = 22T, _1(x) — T,,_2(x)

Es,, =PP {TQm(x) (sﬁ(o)g’:2 +5.(0) + S

para polinémio de Chebyshev do primeiro tipo, temos:

E2m =PP {(QxTmel(f,E) — TQm,Q(fE)) X
"(0) 1 v0) 1 C0) 1
SR I S Gl
T
T—00

2! m! z?m=2  (m+ 1) x2m

X (SH(O)QfQ +5.(0) +

" 0 1
B = PP{Qz Tom_1(2) (sﬁ(ow +5(0) + 52—(‘); 4

2! 22 * ml x?m=2  (m+ 1)l 227

s"(0) 1 s™o) 1 sM™Y0) 1 )}
T—>r00

Aplicando a formula (A.1) e (A.6) em Ty, o(x) e Ts,,_1(x), respectiva-

mente, segue

Es,, = PP {2:6 (ﬂ”’l R e R e N T S tgmflxszl) X
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7 (m) (m+1)
0) 1 k(0 1 o 0) 1
><(sR(O)x2+3;(O)—|—S"()_+..._|_S (0) 5 (0) )

2! a2 m! x?2m=2  (m 4 1)! 227

_ (t'gL 1+tgb 2$2+tm_3flf4+ 2m—4

-+ tQm 4L + t2m 21,2771—2) X
” (m) (m+1)
>0y 5e0) 1 570 1 s (0) 1
X (sH(O)JJ + 5,(0) + ol g2 vt T ama (m + 1)! 22m
Tr—00

Bop = PP { (267 2 + 26572 0" 4 2003 28 o 200 o272 4 20 2™ x

" (m) (m+1)
1 p 1 p 1
X <8n(0):€2 +5.(0) + 5s(0) 44 sx(0) S (0) )

2! 22 ml x?m=2  (m+ 1) 227

— (R R 2m—4

-+ tQm 4T

4 tQm 2x2m72)

X

7(0) 1 Moy 1 M+ o) 1
X(SN(O)$2+S;(O)+SN< P—F"'—FS () > ()
rT— 00

2! m! z?m=2  (m+ 1)l 22m

Efetuando as multiplicagoes, aplicando o limite com = — oo e agru-

pando os termos de mesma poténcia, obtemos

= 1—k szk_(m_l))(o) 2m+1 - 1—k ngc_(m_m(o) 2m—1
FEom =2z Z 2 = (m=1)! x + 2z Z 2 = (m=2))] x
k=m—1 k=m—2

m—1 g(k=(m=3)) )
m—1 k Sk (0) 2m=3 | m—1 ksn (0) 3
(k bokr1 —(m— 3))!> 2z (Z boks1 z
-3

m—1 (k+1) s+
m Sk (O) m (O)
+ 2z ( t2k+11 g (k+1) > +2 (Z t2k+11 K
k=0

&k +2)

( mzl tm 1— k f(ﬂk (m_l))(o) ) ( Z tm 1- k (k_(m_2)(0) )xZM2
k=m—1 = (m=1))! k=

. ~(m—2))
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-1 k—(m— m—1 k—(m—
_ Z gm—1-k sit | 3))(0) p2m—4 _ gm—1-k st 4))(0) L2m=6 _
" * (k= (m—3)) ) * (k= (m—4))

=m-3

m—1 k— m—1 k 1 N
(St O i (O (R sk D0
2H (k—1)! 2k k! 2% TEDNE

k=1

De (A.9) e (A4),

m—1 S (k+2) (0)
Eom =22 (x- Eyp1) — Fopo + | 2 o1 (k + 2)

k=0

Substituindo a equagdo acima em (2.13) concluimos que

= ~ ~ m—1 (k+2) 0
Fom@) = 20 Jom-1.0(2) = Foman(0) + 220 (2 Z G §>>>.

Caso ¥(z) = Topmer (m=0,1,2,...).

e (A.6) e (A.9) podemos escrever

B Tomia () = si(0) 2(1—i)
Eamy1 = PP{ - ; S . (B.1)
= T—00

Substituindo a formula de recorréncia T,,(x) = 22T, _1(z) — T,,—2(x),

temos
23 Ty () — Tom—1 () © s,(f)((]) 2(1—4)
FEomq1 = PP Z ra
x pr e
m+1 (i) m+1 (3)
_ sk’ (0) 2(1—1) Tom—1(z) sk’ (0) 2(1—1)
= PP {2 Tom () Z S - Z S (B.2)
1=0 1=0 —00
De (A.3) e (B.1), segue que
E2m+1 = 2E2m - E2m71 (B3>
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Observe que os termos em (B.2) correspondem & s, € Es,,_1 respecti-
vamente, obtidas das formulas em (A.5) e (A.10). Substituindo a equagao (B.3) em
(2.15), temos

Fomi1e(@) = 22+ fomn(®) = fomo1,4(2)a
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APENDICE C

Neste apéndice mostramos como expressar a constante C' ,, e a solugao

da equagao integral hipersingular (3.8), a saber

1/ 1
;/_1W[OM+\DH(U)MU , x€(—=1,-r),

e =4 (e
;/x W[Cl’ﬂ—i—\lfﬁ(u)]du, z € (K, 1),

em termos de integrais elipticas, da parte principal da densidade da integral e fungoes

elementares. Separamos em dois casos de acordo com a paridade de 1) (t).
Se ¥(t) é par.

De acordo com [6], se 1(t) temos na solugao (C.1):

_ bk _
Cl,fi - F(q) 02,,‘6 07
em que
P = [ [ e W+ (o) drdu,

! dz 5
F(Q)_/O \/(1—:62)(1—(]2:62)’ q=V1—~k

é uma integral eliptica completa do primeiro tipo.

Note que a integral interna em P; (k) é uma integral de Cauchy. De fato,

chamando

me) = [ Bal) ity 1+ (1)) dt

u2 _ t2
e aplicando as mudancas de varidveis u?> = v e t? = 7, temos:

dr

vV —T

p) = [ B(V7D
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dr

T—v

—— [ I = ()

Por ser uma integral de Cauchy podemos utilizar a proposicao 2.2.1 e

reescrevé-la em termos da parte principal densidade da integral. Assim,

) =- 5 [ Va=nE - wuvn-S

T—V
1

T R G T o

T )2 T—V

—n PP {\/ (v = 1)(v = (Vo) }

V—00

Desfazendo as mudangas de variaveis e substituindo em P (x), obtemos:

Cip = F?q) / 1 R:(U)PP{\/(u2 e ) S

A solucao fica

B A
z € (—1,—k),

fulz) = 1
[ e ),
\ x € (k1)

Se ¢(t) é impar.
Segundo [6], se ¥(t) ¢ uma fungao impar temos:

Cip =0y, =0.

A solucao fica

u

fu(z) =

u
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C.1 Solucao da equacao integral hipersingular no intervalo

(k,1)

Vamos analisar a solugao (C.1) para x € (k, 1), i.e,

fﬁ(@:%/ L O U )de, xe (1),

R, (u)
em que B . X .
b= [ OB g [ HOR),,

Ru(u) = v/(1 = u?)(u? — #2).

Denotaremos as integrais em (C.2) como segue:

G [P du 11
fula) = = / oA / Ty Vo) -

-~ -

Al,m(z) Bl,m(z)

Veja que

1 dt 1 dt
Ay k() :/x Ro(h) :/I V(I = 2)(12 — K2)

(C.2)

¢ uma integral eliptica do primeiro tipo. Logo, utilizando a equagao (3.13) podemos

reescrevé-la a forma canonica, i.e.,

Aun(z) = g / du=gu =gsn(seng,q) = g Flo(@),q),
0

donde

a=1 y=uz, b=k, (a>y>b>0)

1—t?
Sn2uzm, q2:1—/£2, g:l

1 — 2
@ =amu; = sen‘lw/ﬁ, snu; = sen .
— kK
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Al,n('r) = F(@(‘T:)v Q)'

Quanto a integral B, (x), separamos em casos de acordo com a paridade

de ¢¥(u) em U, (u). Vimos na segao 2.2.1 que:

Caso 1. Se ¢(t) é uma funcao par, entao

W, (u) =~ PP { /(w2 = (w2 = )u(w) |

U—00

Dai,

Bin(z) = - /xl %(U)PP (Ve =D~ 2w} du

U— 00

Caso 2. Se 9(t) é uma fungao impar, entao

¥, (u) = —muPP {\/(u2 — 1) (u? — wM}Hm

u

Dalf,

Bin(z) = —7 / 1 R:Eu)PP {\/(u2 —1)(u? — #)@}u% du.

Portanto, a depender da fungao de entrada v)(u) ser par ou impar temos

respectivamente as solugoes:

= oo - [ e (V@D )

T U—00

fu(2)

fulz) = — /x1 Rnu(u)PP {\/(u2 (e = 52)@}1%3 du.

C.2 Solucao da equagao integral hipersingular no intervalo

(_17 _’%)

Vamos investigar agora a solugao (C.1) para z € (—1, —k), i.e.,

fulz) = = / ) %[Cw + U, (u)]du.



Trocando o sinal da integral e efetuando a mudanga de variavel u = —v,

v e (k, 1), temos:

ful(z) = _71 / : R:(u) (Ol + U, (u)]du

fula) = / L e ()

™ T RN<_U)
o) == [ O+ Wl (©3)

Vamos denotar as integrais em (C.3) como segue:

Ol,K 1 dV 1 1 1
fule) = 2 / P oar / ) .

/

~~

AQ’K(x) BQ,m(iE)
Note que
Udw b dv
Ag () = = = A .(y), do —z = 1),
)= [ = | iy = M), sendo —a=ye )

Para a integral By (), dividimos em dois casos:

Caso 1. Se ¢(u) é par, entao ¥, (u) é par. De fato,

We(—u) = =7 PP { /(=) = ((—u = @2)(—u) }

U—00

Da igualdade acima e tomando y = —x, temos:

b
By x(x) = /w mllfﬁ(—u) dv

- /y1 %(V)\pﬁ(y) dv

— /y 1 R:(V)PP V=102 = )} v

= Bix(y);, y€ (k1)
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Caso 2. Se ¢(u) é impar, entdo W, (u) é impar. De fato,

Da igualdade acima e tomando y = —x, temos:

By n(z) = /_ #V)xpﬁ(—u) dv

-

R.(v)
w/yl R:(V)PP {\/(u2 T H2)¢(V”> }HO dv

=-Bixly), ye(n1).

U, (v) dv

Portanto, as solugoes para os casos par e impar sao, respectivamente:

o Cl,n

™

Flot-a.0 - [ P (VT )]

U—00

fu(2)

fola) = /1 %(U)PP {\/(u2 T e A G }HO du.
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Em resumo:

Se ¢ (u) é par.

O (o - [ hrp (V=T =00},
re(—1,—k)
fulz) =
L P (pla) ) - / R:(u) PP{ V@ 1) — w20} du.
\ X € (I{, 1)
ou ainda,
fn(x) - C;:HF(QO(lxD? Q) N /l Rnl(lb) PP {\/(u2 - 1)(u2 B K2)w(u)}uaoo du

z € (—1,—k)U(k,1).

Se ¢ (u) é impar.

/1 RLU)PP {\/(u2 — 1)(u? - /#W(u) }u_m du, x€(~1,—K)

fny =4 ’
_/w %@)Pp {\/(u2 —1)(u? — /-f?)wi“) }Ho du, z€ (k1)
ou ainda,
o) = ~seale) [ | e { VTt
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C.3 Solugao analitica para o caso (t) = T,,(t)

No caso particular em que ¥ (t) = T,,(t), conseguimos expressar a cons-
tante C ,; e a solugao da equagao integral hipersingular (3.5) em termos séries finitas
de integrais elipticas. Novamente, separamos em dois casos de acordo com a paridade

do polinémio T,,(t), que esté associada ao grau do polinémio.

Caso 1. T,(t) tem grau par n = 2m, m € Z*.

No apéndice A, vimos que Es,, = PP {\/(UQ —1)(u? - mQ)w(u)} e

U—00

que no caso particular de ¥ (u) = Ty, (u)

m m k—(m—I I+1
B, — Z Z gm—k 3'(< ( ))(0) y2(m—(-1)) +tm,ls,(€+ )(0)
am . % (k= (m—1) A (141)!

=0 =m—I

Como VU, (u) = —mEy,, obtemos:
m m (k—(m—1)) (I+1)
_k Sk (0) —(1— —15k (0)
\IIH(U) - tm R S u2(m (1-1)) +tm l .
ZX(; [(k;_l 2k (k= (m— 1))!> (14 1)
Da secao anterior, temos
Crp= — /1 L_pp (V=D =@}
Y F(q) J Re(u) o0

Substituindo Ejy,, em (' ., temos:

__T RS ok Sf(f_(m_l))(o) 2(m—(1—1))
=g [ w5 Ty

=0 l
I+1
L5 (0)
2o+

du
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Cl,f{

F

|

>

=0

m

-l

Lmease 2 (0) / du
(14 1) R, (u)

(k—(m=1)) (I+1)
s,.€ (0) sk (0)
E tm k I B tm l T,
- —l))> 2m==1) o gy o)

sendo ¢ = V1 — K2, tf os coeficientes do polindémio 75, e I, é a integral de uma das

12 fungoes elipticas de Jacobi (cf. [4]). Temos:

f2m,ﬁ(x) =

ou

(
Ch,

m §E=(m=D)
( > t%’“mf&) G2(m—(l—1>)(—l’)] -
k

=0 =m—I
(14+1)
_8e(0)
! ) Go(—z), =z € (—1,—k),
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Caso 2. T,(t) é de grau impar n =2m + 1, m € Z*.

No caso em T),(t) é impar vimos que C ,, = Cy,, = 0. Agora, do apéndice

A, temos

FEopmi1 = PP {\/(u2 — 1) (u? - Ia?)M}UW ,

u

e no caso particular de ¥ (u) = Ty (u)

m k—(m—l l
Z gm—k Sf(f ( ))(0) u2(m=(=1) | ym—l 5'(<+1)(0)
. kAL (E — (m —1))! (14 1)

m

By = Z

=0

=m—I

Como V¥, (u) = —mu Eoyyyq, segue:
m m (k—(m=1)) (I+1)
_ m—k Sk (0) ) 2gn—a-1y) m—1 5% (0)
U, (u)=—mu ZZ(; [(k;lt2k+l—(k iy l))!) u + —|—t2l+1—(l |
Logo,
(o m m (k—(m—1))
u _k Sk (0) —(l—
tm k u2(m ¢ 1))+
[ ma s | wa—mem)
(I+1)
m—1 Sk (0)
+t2l+1—(l Y } du, =€ (-1,—k)
fu(z) =
- m m S(k—(m—l))(o)
. tm—k K u2(m7(l71))+
[ w0 {Z [(Zm: N ]
(1)
m—1 5k (0)
k +t21+1m } du, =€ (k1)
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Passando a integral para dentro dos somatoérios, segue que

t2k+1— / ———— du| +
1=0 L \k=m—1 —(m=0O))J.  Reu)
l+1) 1
m—l1 (O) U 1
+Zt21+1 = / Rn(u)du’ € (—1,—k)
felz) =
Em: [( i it Sf(ik (m— l))(O) >/1 L 2m—(1=1))+1 du]
o 2k+1 _ -
1=0 k=m—l l))‘ x Rﬁ(u)
m (l+1)(0) 1 u
d 1
Z TSI A N0 R
( =0
Portanto,
m (k (m—l))(o)
Z [( t2k+1ﬂ) Gom—(-1)+1(—2) | +
1=0 L \k=m—I ’
m s
0
+ <Z t2l+1 ( )> Gl(_l')a T e <_17_K“)7
1=0
f2m+lyn(x) =
m m (k—(m l))(O)
Z [( Z t2k+1_—_l))'> Gom—@-1))+1(2) | +
=0 k=m—I ’
m (1+1)
m—1 5K (O)
+ <Z t2l+im> Gi(z), z¢€ (k1)
\ 1=0
ou ainda,

m m (k (m~— l))(o)
fomi1,x(2) = — sgn(z Z Z 2k+1 —1))! G2(m—(l—1))+1(|x|>
=0 k :

=m—I

m I+1)
— sgn(x (Z l+£0>) Gi(|z]), =€ (—-1,—k)U(k,1)

0

em que Gym—(—1))+1 ¢ uma das 12 integrais de fungoes elipticas de Jacobi (c.f. as

equagoes (3.14) e (3.15)).
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