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Resumo

Neste trabalho, estudamos dois processos estocasticos a tempo continuo que advém
de uma classe de processos baseada na solucao da equacdo de Langevin generalizada.
Consideramos para o ruido um processo de Lévy a-estavel. Apresentamos um estudo de
algumas medidas de dependéncia que possam substituir a funcao de autocovariancia, no
caso a-estavel. As medidas de dependéncia consideradas foram: funcao de covariacao,
funcao de codiferenca e funcao de covariancia espectral. Além disso, propomos um processo
estocastico que pertence a classe dos processos média movel fracionariamente integrados,
obtido a partir das integrais de Riemann-Liouville. Para os processos estudados neste
trabalho, apresentamos propriedades e resultados tedricos, especialmente, provamos que
estes processos possuem ou nao a propriedade de longa dependéncia. Encontrado um
processo que possui a propriedade de longa dependéncia, apresentamos um estudo de
simulagoes para este processo, mostrando a sua geragdo e outras propriedades, no caso em
que o ruido é o movimento Browniano. Por fim, apresentamos um estudo sobre a estimacao

dos parametros do processo que possui a propriedade de longa dependéncia.

Palavras-chaves: Processos estocasticos a tempo continuo; Longa dependéncia; Medi-
das de dependéncia; Processos do Tipo Ornstein-Uhlembeck Generalizados; Processos

Fracionariamente Integrados do Tipo Média Movel.



Abstract

In this work we study two continuous-time processes arising from the class of processes
based on solution of the generalized Langevin equation. We consider a-stable Lévy motion
as the noise. We present a study of some dependence measures in order to replace the
autocovariance function in the a-stable context. We consider three different dependences
measures: covariation, coddifference and spectral covariance. We also present a study of a
stochastic process that belongs to the class of the fractionally integrated moving average
processes. We use the Riemann-Liouville fractional integral to construct this process. We
prove theorical properties for the processes under study, especially, we show if these process
have or not the long-range dependence associated. After finding a process that has the
property of long-range dependence, we present a simulation study for this process. We
restrict the noise as Brownian motion for simulation purposes. Lastly, we apresent a study

about the estimation of the process parameters that has the long-range property.

Key-words: Continuous-time processes. Long-range Dependence. Dependence Measures.
Generalized Ornstein-Uhlembeck Type processes. Fractionally Integrated Moving Average

processes.
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1 Introducao

Neste trabalho, estudamos trés processos estocasticos a tempo continuo. Dois
destes processos advém da solugdo da equagao de Langevin Generalizada. Enquanto o
outro processo pertence a classe de processos média movel fracionariamente integrados. O
interesse no estudo por estes processos, surgiu da busca de novos modelos que apresentassem
a propriedade de longa dependéncia. Os processos com propriedade de longa dependéncia
caracterizam-se por persistente dependéncia entre as observagoes, ainda que distantes no

tempo.

O primeiro estudo relatado com as caracteristicas de longa dependéncia em uma
série temporal foi apresentado por Hurst (1951) em um artigo sobre a famosa série dos
niveis do Rio Nilo. Somente na década de 80 esse tipo de processo passou a ser considerado
em aplicagdes na area de Economia, bem como em diversas areas atualmente. Desde entéo,
a longa dependéncia é objeto de estudo de diversos autores, como Hosking (1984), Lopes
(2008), Lévy e Taqqu (1994), entre outros.

A fim de encontrar um processo estocastico que possua a propriedade de longa
dependéncia, consideramos, em um primeiro momento, processos estocasticos em que o
ruido é dado por um processo de Lévy a-estavel. Os dois processos estocasticos considerados
para o estudo sdo advindos da classe de processos do tipo Ornstein-Uhlembeck generalizado.
O primeiro processo apresentado surgiu de um exemplo de Klebaner (2005), enquanto o

segundo processo foi apresentado inicialmente por Stein et al. (2016).

A longa dependéncia pode ser caracterizada pelo decaimento lento da fungao de
autocovariancia do processo, desde que esta funcao esteja bem definida. Sabe-se que,
para processos estocasticos onde o ruido é dado por um processo a-estavel, a funcao
de autocovariancia nao pode ser definida, ja que os momentos de segunda ordem sao
infinitos nesta classe, exceto quando « é igual a 2. Entao, estudamos outras medidas de
dependéncia: a funcao de covariacao, a funcao de codiferenca e a fungao de covariancia
espectral. As medidas de dependéncia apresentadas neste trabalho sdo baseadas nos estudos
de Samorodnitsky e Taqqu (1994), Paulauskas (1976) e Rosadi e Deistler (2009). Ainda, foi
necessario buscar outras defini¢oes para a propriedade de longa dependéncia. Para definir
a propriedade de longa dependéncia para estes processos, referenciamos os autores Beran
(2010), Heyde e Yang (1997), Samorodnitsky e Taqqu (1994) e Maejima e Yamamoto
(2003).

Apébs concluido alguns resultados tedricos sobre estes dois processos, iniciamos
o estudo dos processos média mével fracionariamente integrados. Baseado no artigo de

Marquardt (2006), propomos um novo processo estocastico que apresenta a propriedade
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de longa dependéncia. Este processo, a ser definido, surgiu a partir de um modelo similiar
ao Processo Quadrético do Tipo OU, proposto em Stein et al. (2016). Criamos, entao,
um processo estocastico média movel, cujo nicleo coincide com o do Processo Quadratico
do Tipo OU, porém considerando o processo ruido como um processo Lévy de segundo
momento finito. A partir da teoria sobre as integrais fracionarias de Riemann-Liouville,
dadas em Samko et al. (1993), propomos um processo média mével fracionariamente
integrado, para o qual destacamos alguns resultados e provamos que este processo possui

a propriedade de longa dependéncia.

Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma. O Capitulo 2 apresenta
preliminares e defini¢oes bésicas para o estudo realizado. O Capitulo 3 inicia com o estudo
do processo estocastico a tempo continuo criado a partir do exemplo apresentado em
Klebaner (2005). Apés a definigao deste processo, estudamos algumas de suas propriedades
como, por exemplo, o fato de nao ser estacionario, mas ser self-similiar. Propomos, ainda,
um processo estacionario baseado na transformacao de Lamperti para processos que sao
self-similiar. Apos isto, apresentamos trés discretizagoes para o processo, exemplificando

algumas trajetorias para determinados casos.

Na segunda secao do Capitulo 3, definimos as medidas de dependéncia consideradas,
obtendo as expressoes destas fungoes para o processo definido na primeira secdo. Através da
funcao de covariagao, sera possivel provar que o primeiro processo estudado nao apresenta

a propriedade de longa dependéncia.

Na terceira se¢do do Capitulo 3, definimos e estudamos o Processo Quadratico do
Tipo OU. Apéds apresentarmos uma discretizacao para ele, provamos algumas propriedades
do processo relativo as suas medidas de dependéncia. Estes resultados nos fornecerao um
embasamento para concluir que este processo também nao apresenta a propriedade de

longa dependéncia.

No Capitulo 4, propomos e estudamos um processo média moével fracionariamente
integrado. Este capitulo ¢ iniciado com o estudo de um processo estocéstico média maével
estacionario. Apos, utilizando a integral de Riemann-Liouville, desenvolvemos a técnica
de Marquardt (2006) para se obter um processo média mével fracionariamente integrado.
Definido o processo, apresentamos alguns resultados, especialmente, provamos que o

processo obtido possui a propriedade de longa dependéncia.

No Capitulo 5, apresentamos um estudo de simulagoes para exemplos do processo
estudado no capitulo anterior e abordamos a estimagao dos dois parametros do processo.
Na primeira secao, apos obtermos uma aproximacao para o processo e provarmos que tal
aproximacao é convergente, apresentamos algumas trajetérias para determinados casos.
Na segunda se¢ao, realizamos a estimacao de um dos parametros do processo, enquanto na
terceira secao, fazemos alguns comentarios sobre a dificuldade de se realizar a estimacgao

do outro parametro.
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As conclusoes finais sao apresentadas no Capitulo 6. Alguns dos resultados obtidos,

encontram-se no Apéndice A deste trabalho.
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2 Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentamos alguns conceitos basicos pertinentes aos
estudos que serao desenvolvidos na dissertacao. Além disto, partimos do suposto de que
o leitor possua um conhecimento prévio sobre a teoria de probabilidades e estatistica

matematica.

Uma série temporal é uma sequéncia de realizacoes - observacoes - de uma variavel
aleatoria ao longo do tempo. Do ponto de vista probabilistico, uma série temporal nada
mais é do que uma realizacao de um processo estocastico. Esta area possui uma vasta

importancia por sua aplicagdo em estudos economicos, biolégicos, fisicos, entre outros.

Definicao 2.1. Um processo estocdstico é uma familia de varidveis aleatérias {X;}ier
definidas de um espaco de probabilidade (2, A, P) em um espac¢o mensuravel (S, G). As
variaveis X; sao indexadas por um parametro ¢, t € T', que representa o parametro temporal

do processo. Se T for continuo, temos um processo estocastico a tempo continuo.

Neste trabalho apresentamos um estudo realizado com alguns processos estocasticos
a tempo continuo, onde consideramos que 7' = R* ou T' = R. A seguir, definimos algumas

propriedades referentes aos processos estocasticos.

Defini¢ao 2.2. Um processo estocédstico {X; }ier € dito ser fracamente estaciondrio se:

i. E|X,|> < oo, para todo t € T.
ii. E[X;] = pu, com p constante independente de ¢, para todo t € T.

iii. yx(r,s) =yx(r+t,s+t), para quaisquer r,s,t € T.

Observe que o ultimo item da definigdo anterior satisfaz vx(r,s) = vx(r — s,0)
para quaisquer r, s € T. E natural, entdo, redefinir a func¢do de autocovaridncia de ordem

h de um processo fracamente estaciondrio como

vx(h) = vx(h,0) = Cov(Xy, Xyip), VE,h € T.

A estacionaridade definida anteriormente também é comumente referida como

estacionariedade de sequnda ordem.

Ainda sobre estacionariedade, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.3. Um processo estocastico {X; }er € dito ser fortemente estaciondrio se, e
somente se, (X (t + s),t > 0) < (X(t),t > 0) para todo s > 0.
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Intuitivamente, a estacionariedade forte indica que os graficos sobre duas partes
em igual intervalo de tempo de uma realizacdo de um processo estocastico exibem as
mesmas caracteristicas estatisticas. Observamos sobre a estacionariedade de processos
estocasticos que um processo fortemente estacionario com segundo momento finito também

¢é fracamente estacionario. Porém, o contrario nao é verdadeiro.

Exemplo 2.4. Seja {X(t)}+>0 um processo estocéstico formado por varidveis aleatérias

independentes, tais que

g
2

E(1), seteN,

N
¢
=

(1,1), caso contrario,

onde £(A) denota uma distribui¢io exponencial de parametro A e N'(j, ) uma distribuicao

normal de média u e varidncia o2

E facil ver que E(X(t)) = 1 e E((X(t))%) = 2, para todo ¢t > 0. Além disto, pela
independéncia de {X (t)}+>0, temos que
1, seh=0.
Vx(h) =

0, caso contrario.

Portanto, o processo {X;}i>0 é fracamente estaciondrio com segundo momento
finito.

Observe, porém, que este mesmo processo nao é fortemente estacionario, pois X; e
Xi1pn podem assumir distribuigoes diferentes para alguns valores de ¢ e h. Por exemplo,
considere t € Ne h € (0,1). O

Ressaltamos que quando nos referirmos a processos estocédsticos estacionarios,
estamos tratando de estacionariedade no sentido forte, conforme a tltima definicao apre-

sentada.

Iniciamos esta dissertacao estudando dois processos advindos da Equagao de
Langevin Generalizada. Esta equagao surgiu em 1965 com Hazime Mori e ficou conhecida

como tal em 1966 por Ryogo Kubo. A Equagao de Langevin Generalizada é dada por
t
dV (1) = —/ Wt — $)V(s)dsdt + dL(t), (2.1)
0

onde V(0) = Vp e {L(t) }+>0 ¢ um processo ruido dado por algum processo estocéstico a
tempo continuo, com Vj variavel aleatéria independente de L(t). Na equagao (2.1), 1(-) é

chamada de fung¢do memdoria.

Observe que definindo a fun¢do meméria como ¥ (t — s) = 65(t — s) na equagao
anterior, onde 6(t — s) é a fungdo delta de Dirac no ponto t — s e § > 0, entdo obtemos a

Equagao de Langevin Classica

dV () = —0V (t)dt + dL(t), (2.2)
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que foi apresentada por Langevin (1908).

Se L(-) for o Movimento Browniano, entao esta equacao pode ser resolvida utilizando
a Formula de It6 (veja p. 111 de Klebaner, 2005). Introduzimos a seguir a defini¢ao do

Movimento Browniano.

Definicao 2.5. O processo estocdstico { B()}+>o ¢ chamado de Movimento Browniano se

satisfaz as seguintes condigoes:

i. B(0)=0.

ii. Para todo 0 <t <ty <..<t, 1 <t, osincrementos B(t,) — B(t,-1), ..., B(ta) —
B(t1) sao variaveis aleatérias independentes.

iii. Se 0 < s <t, o incremento B(t) — B(s) tem distribuigdo normal N(0,t — s).

iv. O processo {B(t)} possui trajetérias continuas.

Considerando entao L(-) = B(-) na equacao (2.2) e utilizando a Férmula de It6

para resolver esta equagao diferencial estocastica, obtemos que a solugao é dada por
V(t) = Voe o +/ ot=5) 1 B(s), (2.3)

para todo t > 0. O processo apresentado em (2.3) é denominado de processo Ornstein-
Uhlembeck (OU).

Quando B(-) é o processo Browniano Padrao, varios autores ja estudaram o processo
OU (veja secao 3.1 de Stein, 2015). Mostrou-se que este processo é Gaussiano com trajetérias

continuas, possui a propriedade de Markov e é estacionéario quando Vo ~ N (0, 29)

Apresentamos, agora, a classe dos processos tipo OU generalizado, onde conside-
ramos o ruido como um processo de Lévy. E a partir de um processo do tipo GOUT
(Generalized Ornstein-Uhlembeck Type process) que iniciamos os estudos de processos que

possuam a propriedade de longa dependéncia.

Definicao 2.6. Seja {V (t)}+>0 um processo estocastico e p(-) uma fun¢ao deterministica.

Dizemos que o par (V, p) representa uma solugdo da Equagao de Langevin Generalizada se

V(t) = Vaplt) + [ ple = $)dL(s) (2.4)

e a funcao deterministica p(-) satisfaz a seguinte equagao integro-diferencial

p(t) = = Jo p(s)dp(s),
p(0) =1,
onde { i }+>0 ¢ uma familia de medidas com sinal, {L(t)}:>¢ ¢ um processo de Lévy e Vj é

independente de {L(t)};+>. Dizemos, ainda, que o processo definido em (2.4) é um processo

tipo OU generalizado e denotamos por GOUT.
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Os processos que sao apresentados na Defini¢ao 2.6 pertencem a uma classe daqueles
que se baseiam na solugdo em média quadratica, proposta por Kannan (1977), para a
Equacao Generalizada de Langevin, considerando que o processo ruido tenha segundo

momento finito. Neste caso, a referida solugao é dada por

V() = Viplt) + [ plt = $)dL(s), (2.5)

onde Vo = V(0), {L(t) }+>0 é o processo ruido, independente de Vp, e p(-) é uma funcao

deterministica satisfazendo a equagao integro-diferencial de Volterra

§(8) = — Job(t — 5)pls)ds,
p(0) = 1.

Nas condigoes anteriores, a integral estocédstica apresentada em (2.4) pode ser
considerada no sentido de convergéncia em probabilidade, se p(-) for uma fungao continua
(Lukacs, 1975). Applebaum (2009) mostra que, de forma geral, esta integral pode ser con-
siderada via integracao estocastica com respeito a semimartingais. Além disto, Mingarelli
(1983) apresenta um estudo sobre as equagoes integro-diferenciais, tal como a apresentada

na definicdo anterior.

Stein (2015) apresentou outra versdao para a equagao integro diferencial a ser
considerada no processo definido anteriormente em (2.4). Essa nova interpretagao considera

que o processo tipo OU generalizado deve satisfazer a equacao diferencial

p'(t) + p(t)f(t) =0,
p(0) =1 e p'(0) =0,

(2.6)

onde du(s) = f(s)ds.

Consideramos em nosso trabalho o processo ruido {L(t)}+>0 como da classe dos

processos de Lévy. A definicao destes processos é apresentada a seguir.

Definigao 2.7. Um processo estocéstico {L(t) };>o é dito processo de Lévy se satisfazer as

seguintes condig¢oes:

i. L(0) = 0, quase certamente;

ii. L(-) possui incrementos independentes e estacionarios, isto é, para todo n > 0 e
0<ty<ty <..<t, as varidveis aleatorias L(to), L(t;) — L(to), ..., L(t,) — L(tn—1)
sao independentes e L(t + h) — L(t) tem a mesma distribui¢ao que L(h), para todo
h > 0;

iii. L(-) é continuo em probabilidade, ou seja, dado t > 0 e € > 0, temos que

lim P{|L(t + ) — L(t)] > ] =0.
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Observacao 2.8. Nas condigoes acima, a funcao caracteristica da varidvel aleatéria L(1)

pode ser escrita como

p(z) = e=¢@ (2.7)
onde ¢ : R — C é dito ser o expoente caracteristico de L(1).

Defini¢ao 2.9. Um processo estocéastico { X (¢) }s>0 € dito infinitamente divisivel se, para
qualquer nimero natural k > 2, existirem k variaveis aleatorias Yi(t), ..., Yx(t) independen-
tes e identicamente distribuidas, tais que Yi(t) + ... + Yi(t) = X (t), para todo ¢t > 0.

Em outras palavras, podemos dizer que uma funcao de densidade de probabilidade
é infinitamente divisivel se, e somente se, a sua fungao caracteristica o(t) for, para cada

nimero natural k, dada por [¢x(t)]", onde ¢(0) = 1 e @i(+) é continua.

Exemplo 2.10. A distribui¢io Normal A (i, 0?) é infinitamente divisivel.

De fato, a fungao caracteristica de uma varidvel X ~ N'(u,0?) é dada por
t2o?
px(t) = exp <Wt - 2) :

Observe que podemos reescrever a fungao caracteristica como

£20°2 k
ex(t) = [exp (zZt — 22)1 ,

e, portanto, a funcao de densidade de probabilidade de X é infinitamente divisivel. O

Utilizando os itens da Definicao 2.7, é facil mostrar que o processo Lévy ¢ infinita-
mente divisivel. Além disto, Sato (1999) mostra que um processo de Lévy pode ser escrito
utilizando a representacdo de Lévy-Khintchine, onde a distribuicao do processo é gerada
por uma tripla (v, 0% v), denominada tripla geradora de um processo de Lévy. Isto é, o

expoente caracteristico dado em (2.7) pode ser escrito como
1 )
((0) = 50%0* + / (1= € + 621 <1y (7)) v(dz) — i, (2.8)
R

onde a tripla geradora (v, 02, v) é unica.

No Capitulo 3, utilizamos um caso particular do processo de Lévy como ruido,
chamado de processo de Lévy a-estdavel. Antes de definir este processo, definimos uma

variavel aleatoria a-estavel.

Definicao 2.11. Uma variavel aleatéria X possui uma distribuicdo a-estdvel se existem
parametros « € (0,2], 0 >0, 5 € [—1,1] e 6 real tal que a sua fungao caracteristica possui

a seguinte forma:

exp{—oc® |z|* (1 — ifsign(x) tan (%)) +i0x}, se a#1,

px(z) =
exp{—o |z| (1 + 2ifsign(z)In \x|> +idx}, se a=1,
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onde a é o indice de estabilidade (ou indice caudal), o é o pardmetro de escala, 8 é o
parametro de simetria e § é o pardmetro de locagao. Estes parametros sdo tinicos. Neste

caso, denotamos X ~ S,(a, 3,0).

Define-se, entao, um processo de Lévy a-estdvel como a seguir.

Definicao 2.12. Seja {L(t)}+>0 um processo de Lévy. O processo {L(t)}+>0 é dito Lévy
a-estavel se L(1) ~ S,(1, 5,0).

Observagao 2.13. (a) Um processo de Lévy padrio a-estdvel apresenta o pardmetro

S =0.Se X ~5,(1,0,0), entdo X é dita ser uma variavel aleatdria a-estavel padrao.
(b) Dizemos que X ¢ uma varidvel aleatéria a-estdvel simétrica, se X ~ S,(0,0,0).

(c) Podemos determinar a fungao caracteristica o, (-) da variavel aleatéria L(t) pelo Teorema

4.9 em Papapantoleon (2008), sendo esta dada por

exp{—(ta)* |z| (1 — ifsign(x) tan (%)) , ose a#l1,

oulx) = (pa(a))! = !
exp{—(t) |z| (1 + Zifsign(z) In |a:|)}, se a=1.

Logo, L(t) ~ Sa(ti, 3,0). Além disto, por ser um processo de incrementos estaciondrios, é
facil ver que L(t) — L(s) ~ Sa((t — s),3,0), para 0 < s < t < co.

(d) A variavel aleatéria a-estavel possui, em apenas trés casos, uma fungao de distribuigdo
com formula fechada e conhecida. Se uma variavel aleatéria X é Gaussiana com média ¢ e
varidncia o2, entdo X ~ 52(%, 0,6). Da mesma forma, uma distribuicio Cauchy C(o, ) é
estavel S1(0,0,6) e uma distribuicao de Lévy L(o,0) é também estavel Sys5(o,1,0). Nos
demais casos, torna-se necessario a utilizagao de integragao numérica para determinar as

fungoes de distribuicoes e densidades de variaveis a-estaveis.

(e) Um dos grandes problemas dos estudos envolvendo as varidveis a-estéveis estd relaci-
onado com a inexisténcia de momentos de primeira e segunda ordem finitos para estas
varigveis. Conforme Samorodnitsky e Tagqqu (1994), se X ~ S, (0, 3,9), entdao E(| X |") < oo,
para 0 < p < a, e E(|X|’) = oo, para p > a. Portanto, para a < 1, as varidveis a-estdveis
nao possuem momentos finitos, enquanto que para « € (1,2) apenas o momento de
primeira ordem é finito. O processo Gaussiano, quando a = 2, é o tnico caso estavel que
apresenta média e varidncia, pelo fato de ser o inico com momentos de primeira e segunda

ordem finitos.

A pesquisa desenvolvida nesta dissertagdo tem como objetivo estudar um processo
estocastico que possua a propriedade de longa dependéncia. A seguir definimos a esta

propriedade para processos estocasticos estacionarios.
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Definigao 2.14. Seja {X(t)}:>0 um processo estocéstico estacionario e yx(h),h > 0, a

sua funcao de autocovariancia. Se existem 0 < d < % e uma constante c, > 0, tal que

vx(h)

h— 00 C}yh?d*l

~ 1, (2.9)
entdo {X(t)}i>0 ¢ um processo estaciondrio com longa dependéncia.

Ressaltamos que esta definicdo nao se aplica para processos estocasticos a-estaveis
com « € (0,2), pois a fun¢ao de autocovariancia nao esta definida para estes processos,
dado que nao existem momentos de segunda ordem finitos. No proximo capitulo, estudamos
outras medidas de dependéncia, as quais poderao ser utilizadas, segundo Samorodnitsky e

Taqqu (1994), para analisar a longa dependéncia destes processos.

Quando o processo estocastico for nao estacionario ou possuir variancia infinita
referenciamos o trabalho de Heyde e Yang (1997) que aborda a longa dependéncia para

estes processos.
No capitulo a seguir, estudamos dois processos advindos da classe GOUT.

Demais defini¢oes serao apresentadas a medida que forem necessarias, de modo

que o leitor sinta-se confortavel e localizado no trabalho subsequente.



19

3 Processos Advindos da Classe GOUT

Neste capitulo, estamos interessados em estudar dois processos a tempo continuo
advindos dos processos tipo OU generalizado (GOUT). Além de mostrar propriedades
que caracterizem estes processos estocdsticos, o objetivo deste capitulo é analisar se eles

possuem ou nao a propriedade de longa dependéncia.

Na primeira secao, apresentamos um processo particular do caso GOUT que se
diferencia por apenas nao satisfazer a condicao inicial da equacao diferencial dada em
(2.6). Na segunda secao, desenvolvemos o estudo de trés medidas de dependéncia, as quais
poderao ser utilizadas para processos a-estaveis que possuem segundo momento infinito. J&

na terceira se¢ao, estudamos um processo estocastico que pertence a classe dos processos
GOUT.

3.1 Processo Particular (Klebaner, 2005)

Nesta secao, estamos interessados em estudar os processos a tempo continuo

advindos da integral estocastica dada por
t
/ (t — 8)4dL(s), ¥t € [0, 00),
0

onde d é uma constante real, definida a priori para tentarmos obter a propriedade de longa

dependéncia do processo, e {L(t) }1>0 é o ruido a-estavel.

Este processo foi considerado parcialmente por Stein (2015). O processo foi inspirado
em um exemplo apresentado por Klebaner (2005) (veja exemplo 8.1, item 6, pagina 212),

onde o autor apresenta o processo

X(t) = /Ot(t — $)1dB(s),

quando o ruido na integral do processo ¢ o Movimento Browniano e 0 < d < % Este

referido processo servia de exemplo de um processo estocastico que nao é semimartingal.

Apresentamos nesta secao algumas propriedades do processo a ser definido, bem

como algumas discretizagoes que poderao ser utilizadas para simulagoes.

3.1.1 Definicao do processo
A definicao a seguir apresenta o processo estudado nesta secao.

Definigao 3.1. O processo estocéstico {V(¢)}+>0 é dado por

Vt) = Vit + /Ot(t _$)YdL(s), >0, (3.1)
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onde Vy = V(0), d € (—é, 1-— l) \O e {L(t)}+>0 é um processo ruido Lévy a-estavel

o

padrao, com « € (0,2). Além disto, V é independente de {L() };>¢.

d

Considerando a func¢ao p(t) = t* no processo apresentado em (2.4), obtemos o

processo definido em (3.1).

Observe que esta fungio p(-) satisfaz a equagao diferencidvel dada em (2.6) com
f(t) = _ddl) Pois, dado que

$2
p”(t) _ (td)” _ (dtd—1>/ = d(d — 1)td_2,
temos que

i dld—1)

- t4 = 0.

§/(8) + F(0)p(t) = d(d — 1)

Entretanto, apesar de p'(0) = 0, j& que p/(t) = dt?!, esta fungdo p(t) = t? nio
satisfaz a condigao inicial apresentada em (2.6), pois p(0) # 1. Este processo, inspirado
no exemplo de Klebaner (2005), assemelha-se e muito aos processos GOUT, por isso o

interesse em estuda-lo.

Mostramos a seguir que o processo apresentado em (3.1) estd bem definido.

Teorema 3.2. O processo {V (t)}+>0 dado em (3.1) estd bem definido, no sentido de que

a integral estocdstica estd bem definida, isto é, [} ‘(t - s)d’ads < 0.
Prova. Para todo s,t € [0,00), com 0 < s < t < oo, temos que,
t o t
/ ‘(t - s)d’ ds = / (t — s)%ds.
0 0

Fazendo a mudancga de variavel u =t — s, temos

t t uda—i—l
/ (t — s)™ds = / u™du =

0 0 da+1

3 tda-i—l

= <
0 da+1

00,

pois da + 1 > 0, para d € (—é, 11— é) \0. Portanto, a integral estocastica do processo
(3.1) estd bem definida. O

3.1.2 Propriedades

Apresentamos nesta subsecao algumas propriedades do processo introduzido na

Definicao 3.1, sob determinadas condigoes.

Teorema 3.3. Se Vi ~ S,(00,0,0), entdo o processo definido em (3.1) é nao estaciondrio.

Prova. Consideremos que o processo definido em (3.1) pode ser escrito como V() =
A(t) + B(t), onde A(t) = Vytd e B(t) = [5(t — s)%dL(s), para t > 0.
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Dado t > 0, note que, pela proposi¢ao 1.2.3 em Samorodnitsky e Taqqu (1994),
temos que A(t) ~ S,(04,0,0), com 0% = ‘tda‘ o8 = t%gg. Além disto, pela proposigao
3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994) vem que B(t) ~ S,(05,0,0), onde
o+

do+1

t o t
a%:/o ’(t—s)d‘ ds:/o(t—s)do‘dSZ

Como Vy e {L(t)}+>0 sado independentes por defini¢ao, pela proposigao 1.2.1 em
Samorodnitsky e Taqqu (1994), conclui-se que V (t) = A(t) + B(t) ~ Sa(ov,0,0), onde

tda-i—l

doo+1

d
oy =0y +og =1t"%g +

Portanto, V(t) tem sua lei de distribui¢do dependendo de ¢. Logo, o processo é nao

estacionario. ]

Podemos também estudar a estacionariedade quando a distribuicao inicial é cons-

tante. O Teorema 3.4 aborda esta questao.

Teorema 3.4. Se Vi = ¢, com ¢ uma constante real, entio o processo definido em (5.1) é

nao estaciondrio.

Prova. Neste caso, o processo dado em (3.1) pode ser reescrito como
t
V(t) =t +/ (t — s)4dL(s).
0

Pela proposicio 1.2.2 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), temos que V (t) ~ S, (ov, 0, ct?),

a tda+1
onde oy = 777
Logo, a lei do processo depende de t e, portanto, é nao estacionario. O

O fato do processo ser nao estacionario sob as condi¢oes propostas, além de nao
existirem momentos de segunda ordem finitos, leva-nos a procurar outras medidas de
dependéncia, diferentes da fungdo de autocovariancia. Trés outras medidas de dependéncia

sao estudadas na préxima secao.
A seguir, definimos os processos estocasticos self-similiar.
Definicao 3.5. Um processo estocéstico {V (¢) }1>o ¢ dito self-similiar com pardmetro H,

se, para todo a > 0, as distribui¢oes finito-dimensionais de {V'(at),t > 0} sao iguais as
distribuicoes finito-dimensionais de {a*V (¢),t > 0}.

O Teorema 3.6 apresenta a propriedade de self-similiar para o processo de interesse
dado em (3.1).

Teorema 3.6. O processo definido em (3.1), com V(0) =0, é self-similar com pardametro
H=d+ 1.



Capitulo 3. Processos Advindos da Classe GOUT 22

Prova. Observe, inicialmente, que V (at) = [§(at — s)?dL(s). Pela proposigio 3.4.1 em

Samorodnitsky e Taqqu (1994), temos que V(at) ~ S,(ov,,0,0), onde

at gl at J dot1 da+1
o= at — s ds:/ at — 8)*ds = a**" ———.
TV /0 ( ) ‘ 0 ( ) da+1
Sabemos que V(t) ~ S,(ov,0,0), onde o = f;:: Pois basta considerar ¢ = 0 no

Teorema 3.4.

Entao, pela proposi¢do 1.2.3 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), considerando
H=d+ %, temos que 'V (t) = a3V (t) ~ Sa(oy,0,0), onde

da+1
¢ o — ada-i—l l

1
‘ad-‘rg ol

@ H|Y _« «
O‘H:‘a ’ UV: :Uva.

da +1

Portanto, temos que V(at) = af'V(t), com H =d+ %, o que prova o teorema. [

Observacgao 3.7. (a) Note que

1 1
<H<1<:>de(0,1—> (3.2)
(67 (07
[§
1 1
0<H<<:>de(—,0), (3.3)
(6 (6]

para a € (1,2).

(b) Quando « € (0, 1], observe que se —é <d<0,entao 0 < H < é

Visto que o processo dado em (3.1) é nao estacionario sob a condigao do Teorema
3.4 e que ¢ self-similiar de acordo com o Teorema 3.6, podemos construir um processo
estocdstico estaciondrio a partir do processo dado em (3.1), considerando V' (0) = 0. Este
processo a ser apresentado no préximo teorema ¢ obtido através da Transformacao de

Lamperti, dada por Lamperti (1962).

Teorema 3.8. Seja {V (t)}i>0 0 processo estocastico definido em (3.1), com V(0) = 0.
Entdao o processo estocdstico {Y (t)}y>0 dado por
t

y@y:gﬂﬁqw:e%HAe@ﬂ—@ML@% (3.4)

é estaciondrio, onde H é o parametro self-similiar de {V (t) }+>o0-

Prova. Observe, inicialmente, que o processo dado em (3.4) possui igualdade em distri-
buigdo com uma varidvel aleatéria a-estével simétrica S, (o, 0,0), onde

et
(& Z—
o = [
0

d|e et da
e tH (et — 3) ds = / e tHe (et - s) ds.
0




Capitulo 3. Processos Advindos da Classe GOUT 23

Fazendo a mudanca de varidvel u = e* — s, para cada t > 0 fixo, temos que

et uda+1
O-?-ZI — eftHa/ udadu — eftHa
0 da+1

t
¢ —tHa gi(da+1)

0 da+1

Mas como o processo dado em (3.1) é self-similiar com parametro H = d + i,
temos que

e—tHa t(datl) e—t(d+§)a_et(da+1) e—t(datl) pt(dat1) 1 1

T T a1 do+ 1 - do+ 1 T da+1 oH

Portanto, como a lei do processo {Y (t)}+>0 nao depende de t, temos que o processo

é estacionario. O

Observagao 3.9. A transformacao de Lamperti, dada por Lamperti (1962), estabelece que
dado um processo estocéstico self-similiar {X (t)}>o com pardmetro H, entdo o processo
estocéstico Y (t) = e " X (e!), para t > 0, é um processo estacionario, pois a distribui¢io

nao depende de t.

Para realizar as simulagoes do processo dado em (3.1), precisamos de alguma
discretizacao para este processo. A seguir apresentamos trés discretizagoes para o processo

particular desta se¢do, sendo a primeira discretiza¢ao proposta por Stein (2015).

Proposicao 3.10. Seja {V(t) }i>0 0 processo definido pela expressio (3.1). Uma forma

discreta para este processo € dada por
V(kh) = Vo(kR)* + epp,

onde k € {1,....,n}, n € o tamanho amostral, h é o tamanho da discretizagiao do processo e

(kh)da+1
da+1

€k ~ S0k, 0,0), tal que of ), =

Prova. Ver Stein (2015). O

Propomos abaixo uma nova discretizagao para o mesmo processo.

Proposicao 3.11. Seja {V(t) }i>0 0 processo definido pela expressio (3.1). Uma forma

discreta para este processo é dada por
V(kh) = Vo [(kh)" = ((k = D) + V((k = 1)h) + &, (3.5)
onde k € {1,....,n}, n € o tamanho amostral, h é o tamanho da discretizacio do processo e
ék,h ~ Sa(O'th, 0, O), tCLl que
hda+1

o (k—=1)h hd dad
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Prova. Do processo apresentado em (3.1), temos que

V(kh) = Vo(kh)® + Okh(/@h — 8)%dL(s)

= k) — Vol = D) Va((k = D)+ [ (O~ 1)~ )L (s

[T = 0 syar(s) + [k - syaLgs).

Colocando Vj em evidéncia e repartindo a tltima integral estocastica em intervalos

convenientes, decorre que

V(kh) = Vo [(kh)" = ((k — Dh)] +V )h) — /0 k- h - sytaL(s)
+ / T — sydL(s) + N l)thh —s)"dL(s)
7, [(k;h) Dh)!] +V )h)
+ / [(kh — 8)7 = ((k = Db — s)%] dL(s) + B =)L),

Logo, podemos escrever
V(kh) = Vo [(kh)* = (k = D)h)"] + V((k = 1)h) + &,

onde & = Agp + Bip, com
kh

App = /0 o [(kh = s) = ((k = 1)h — 5)*| dL(s) e By = /( k_l)h(kh — 5)"dL(s).

Pelo fato dos intervalos das integrais estocésticas serem disjuntos em Ay j, e By €
{L(t) }+>0 ser um processo de incrementos independentes, conclui-se que Ay, € By, sdo

independentes. Temos, entdo, que Ay, ~ Su(04,0,0), onde

. (k—1)h . Je (k—1)h .
aA:/O (kR — ) — ((k — Dh — 5) ds:/o (@ + byt —

e Bgp ~ Sa(0p,0,0), onde

‘ (e

dx,

kh d h d
% = Bh = s)ds = [ utdu =
o (k—l)h( s)*ds ; u“du

hda+1

da+1

Segue, pela proposi¢ao 1.2.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), que & possui
uma distribuigao S, (ok.p, 0,0), onde

hda-l—l

da+1

k—1)h N
+/O ‘(x+h)d—xd’ dz,

(04 _ (63 o
Okh =04 T 0p =

como queriamos demonstrar. O

Apresentamos a seguir uma tultima discretizacao para este processo.
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Proposicao 3.12. Seja {V(t) }i>0 0 processo definido pela expressio (3.1). Uma forma

discreta para este processo é dada por

V(kh) = V((k —1)h). (&) + &k, (3.6)

onde k € {1,....,n}, n € o tamanho amostral, h é o tamanho da discretizagio do processo e
Ekn ~ Sal(0kn,0,0) € tal que

(k—1)h
a
Ok.h —/
0

Prova. Observe inicialmente que o processo (3.1) descrito no passo de discretizagao
(k — 1)h é dado por

hda+1

s +

(o — )7 — [k — 2K dad
k1

da+1°

(k—1)h
V((k = 1)R) = Vo((k — 1)) +/0 (k= 1)h — 5)dL(s), (3.7)

de onde vem que
Voht — (/g_11)d [V((k: ~om - [ S = 1) — s)taL(s)| (3.9)

Substituindo (3.8) na expressao
kh
V(kh) = Vo(kh)® + / (kh — s)%dL(s),
0

temos que

V(kh) = <kfl>d [V((k ~m - [ S k= 1) — s)dL(s)

+ /Okh(kh — $)%dL(s).
Podemos, entao, escrever V(kh) como sendo
V(kh) = (A) V((k—1)h) — (&) /O(k_l)h((k; 1)k — )%dL(s)
kh
—i—/o (kh — s)*dL(s)

- (L)dv((k —1)h) — /O(H)h (kh — kffl)ddL(s)

+ /0 "k — )L (s)

_ (}L)dv«k— 1)h) — /O(H)h (kh— kSﬂ)ddL(S)

(k=1)h kh
+ / (kh — s)%dL(s) + (kh — s)%dL(s).
0 (k—1)h
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d
Reorganizando os termos obtemos V' (kh) = V((k — 1)h). (ﬁ) + &k, onde

£k,h=/(kh (kh—s)ddL(s)—/O(kl)h <kh— sk ) dL(s)

k—1)h

+ /O S ek — $)tdL(s)

™ k= s dL(s) + /0 — [(kh—s)d— (kh— sk )d

(k—1)h k—1

dL(s).

Por um raciocinio analogo ao utilizado na demonstracao da Proposi¢ao 3.11, temos,
por fim, que &, ~ Sa(0kp,0,0), onde

(k=1)h e \4" pdo-t1
a;;h:/o ((k:h—s)d—<kh— i ) )ds+da+1,

k—1
como queriamos demonstrar. O]

Sobre as discretizacoes apresentadas, temos os seguintes comentarios a destacar.

Observagao 3.13. (a) Nas simulagoes deste processo utilizamos a discretizagao apresen-
tada na Proposicao 3.10 para a geragao da série temporal. A Proposi¢ao 3.10 apresenta
uma discretizacao com uma expressao para &, mais simples do que as demais, o que

facilita a simulacao do processo durante a geracao de dados.

(b) A discretizagao do processo apresentada na Proposigao 3.11 nos permite escrevé-lo
como um passeio aleatério com drift v, para determinado tamanho de discretizacao h,

pois pode ser escrito sob a forma
Xn(k) = ven + Xn(k — 1) + &p,

onde v, = Vp [(l{;h)d — ((k — 1)h)d} e & p € dado na Proposigao 3.11.

(c) A discretizagao do processo apresentada na Proposicao 3.12 nos permite escrevé-lo, para
cada valor de k fixo, como um AR(1) com d € (—é, 0) e uma discretizagdo de tamanho h.

Isto é, um processo autorregressivo de ordem 1, nao estacionario, onde
Xin(k) = g1 Xn(k — 1) + &,

d
onde ¢; = (k—fl) . Note que |¢1]| < 1, porém assintoticamente este valor tende a 1.

Na Figura 3.1, que é apresentada logo a seguir, podemos observar trés exemplos
de trajetorias para o processo dado em (3.1). Nestes exemplos, consideramos d = 0.2 e
h = 1. Escolhemos estes valores de d e h a priori; uma interpretacao destes valores sera

dada mais a frente.

Segundo Nolan (2017), as distribuigdes a-estaveis sao caracterizadas pela assimetria,

caudas pesadas e suas propriedades matematicas. Observe que para « € (1,2], temos a
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existéncia do momento de primeira ordem, o qual, segundo Samorodnitsky e Taqqu (1994),

coincide com o valor de §, pardmetro de locagdo da varidvel a-estével, isto é, E[X (¢)] = 4.

Como o processo descrito em (3.1), com V(0) = 0, possui igualdade em distribuigao
com uma variavel aleatéria S, (o p,0,0), conforme a Proposicao 3.10, temos que § = 0.
Portanto, temos que estas trajetérias possuem média zero. Este resultado é perceptivel

nas trajetorias apresentadas na Figura 3.1.

Além disto, Nolan (2017) comenta que o pardmetro « controla o grau de concen-
tracdo em torno da média. No caso Gaussiano, a = 2, temos os dados mais proximos ao
valor médio, enquanto conforme o valor de o diminui, possuimos os picos observados na

Figura 3.1, indicando caudas mais pesadas, caracteristica notéria das varidveis a-estaveis.

Observemos estes comentarios nas trajetorias apresentadas na Figura 3.1 a seguir.
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Figura 3.1: Exemplos de trajetérias para o processo definido em (3.1), considerando a
discretizagao apresentada na Proposicao 3.10, onde n = 1000, V(0) =0, d=0.2e h =1,
com « € {1.3,1.8,2.0}.
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Como os processos estocasticos dados na forma (3.1) ndo possuem segundo momento
finito, nao podemos utilizar a funcao de autocovariancia para eles. Estudamos, entao, trés
outras medidas de dependéncia que nos dao suporte para analisar o processo quanto a

propriedade de longa dependéncia.

3.2 Medidas de Dependéncia

Nesta secao apresentamos trés medidas de dependéncia que podem ser utilizadas
para processos estocasticos que nao possuem segundo momento finito. Inicialmente, apli-
camos estas medidas de dependéncia para o processo estudado na sec¢ao anterior, porém

recorremos ao uso destas medidas nos estudos apresentados ao longo deste trabalho.

Conforme ja comentado, na classe das distribuigoes a-estaveis nao possuimos
momentos de segunda ordem finitos para « € (0, 2), fazendo-se entdao necessaria a busca

por novas medidas de dependéncia para estes processos.

As medidas de dependéncia selecionadas para este trabalho sao a funcdo de covari-

acdo, a funcao de codiferenca, a fungdo de covariacao espectral.

3.2.1 Funcao de Covariacao

A primeira medida de dependéncia que utilizamos em nosso trabalho é a funcdo de
covariagdo. Os estudos sobre a fungao de covariagao foram introduzidos por Miller (1978) e
posteriormente estudada por alguns autores, como, por exemplo, Samorodnitsky e Taqqu
(1994).

Apresentamos abaixo uma definigao, segundo Samorodnitsky e Taqqu (1994), para
a funcao de covariagao de processos estocasticos sob determinadas condigoes, a qual nos

interessa neste estudo.

Definicao 3.14. Considere um processo {X (t)}+>o qualquer, dado na sua forma integral
por

X(0) = [ f()dLs) (3.9)
onde £ C R é um conjunto, {L(t)}:+>o ¢ o processo de Lévy a-estavel e {fi(-) }+>0 ¢ uma
funcao deterministica tal que [ |fi(s)|" ds < oo, onde o € (1,2]. A fungao de covariagio

do processo {X(t)}+>0 é dada por

X0, X(), = [ fla) () da, (3.10)

<> = |qff

para todo t,s > 0, onde a sign(a).

Observagao 3.15. (a) A funcao de covariagao é utilizada especificamente para processos

a-estaveis com a € (1,2]. Segundo Samorodnitsky e Taqqu (1994), esta medida de
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dependéncia apresenta melhores propriedades neste intervalo, além do que esta funcao

pode nao estar definida para alguns processos com o < 1.
(b) Quando a = 2, a funcao de covariacao é igual a metade da funcdo de autocovariancia

entre X (t) e X(s), isto ¢, [X(t), X(s)], = 37x(t, s).

«

(c) Uma das desvantagens do uso da funcado de covaria¢ao, em geral, é que esta medida
nao ¢é simétrica. Outras propriedades sobre esta medida podem ser encontradas na segao
2.7 em Samorodnitsky e Taqqu (1994).

(d) Esta medida de dependéncia é muito utilizada em regressoes lineares e em filtragoes,

como pode-se notar nos estudos realizados por Miller (1978) e Cambanis e Miller (1981).
A seguir, determinamos a fungao de covariagao para o processo dado em (3.1) na
secao anterior.

Proposicao 3.16. Seja {V(t)}i>0 0 processo estocdstico definido em (3.1), com Vo =0 e

a € (1,2]. Entao tem-se que a fungdo de covaria¢io do processo é dada por
[(X(t), X(t+ k)], = /Ot 2z + k)Y, (3.11)
para k,t > 0.
Prova. Dados k,t > 0, considerando f;(s) = Ljo4(s)(t — s)* na Defini¢do 3.14, obtemos
que
X (8), X(t+ k)], = /O T 0y (8)(t — 8)0 D (5)( + & — 5)%ds. (3.12)

Como [0,t] N [0,t 4+ k] = [0, 1], a integral definida em (3.12) reduz-se a

a—1

X (), X (t + k)], = /Ot(t — )|t + k=) ds
= /Ot(t —5)4t + k — s)U@ Vs,
Fazendo a mudanca de varidavel x =t — s, obtemos que
(X(t), X(t+ k)], = /Ot 2z + k)" V.

]

Provamos, a seguir, um resultado que permite caracterizar o comportamento da

funcao de covaria¢ao do processo definido em (3.1).

Teorema 3.17. Dado o processo apresentado em (3.1), com o € (1,2] et € (0,00) fizo,
tem-se que
lim (X (), X (¢ + k)], =0,

k—o0

quando d € (—i, O) , para k,t > 0.
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Prova. Desejamos provar que, para d € (—é, O), tem-se que

lim /Ot fr(x) dz =0,

k—o0
onde fi(z) = 2%z + k)%= dados k,t > 0.

Note, primeiramente que |f,(z)| < g(x), onde g(x) = 29, dado que

‘xd.(x + k:)d(a_l)} = 2% (z 4 k)47 < gd glla=D) — gda

para d € (—é,()).

Além disto, é facil ver que limy_,. fr(x) = 0, pois d < 0, por hipétese. Logo, pelo

teorema da convergéncia dominada, temos que

lim /Ot fr(x) doe = /Ot klg& fr(x) de =0,

k—o0

como queriamos demonstrar. O

Na Figura 3.2 apresentamos os graficos da fungao de covariagao, considerando ¢ = 1
fixoed € (—é, O). E possivel observar o resultado demonstrado teoricamente no Teorema

3.17 através dos graficos da Figura 3.2.

Funcédo de Covariacéao
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k
Figura 3.2: Funcao de covariagao tedrica do processo dado em (3.1), onde d = —0.4,

t=1,h=1n=500e ac {1.3,18,2.0}.

Observacao 3.18. Observe que o resultado do Teorema 3.17 nos garante, sob as condic¢oes

impostas, que a fungdo de covariacao do processo dado em (3.1) tende a zero, quando
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k tende ao infinito. Porém este limite nem sempre ocorre desta maneira. Veremos no
Teorema 3.20 que, para valores de d € (O, 1 - i), 0 mesmo processo tem a sua funcao de

covariagao tendendo a infinito.

Nas condicoes da Figura 3.2, é possivel observar que, conforme o valor de o aumenta,
o decaimento da funcao de covariacdo do processo é mais acelerado. Este resultado é

apresentado no teorema a seguir.

Teorema 3.19. Dado o processo apresentado em (3.1), com aq, e € (1,2], com ay < ag,
t € (0,00) fizo e k > 0, tem-se que [X(t), X(t+ k)], > [X(t),X(t+k)],,, quando
de(-10).

aq

Prova. De fato, para oy, as € (1,2], com o < o, e k e t fixos, temos que

d ,.d(a1—1)

% x d(az—1)

>zl ,

pois d < 0.

Naturalmente, segue que

¢ ¢
/ 2tz > / e 2% Vdy = [X (1), X (t + k)]
0 0

o > [X(), X (E+F)lg,

como queriamos demonstrar. O

Entretanto, observe agora que, quando d € (O, 1-— é), o processo dado em (3.1)

apresenta uma caracteristica indesejavel, isto é, a funcao de covariacdo do processo tende

a infinito, quando k& — oo. Este resultado é apresentado no teorema a seguir.

Teorema 3.20. Dado o processo apresentado em (3.1), com « € (1,2], t € (0,00) fizo e
k >0, tem-se que
lim [X (), X(t + k)], = oo,

k—00

quando d € (O, 1-— é) .

Prova. Nas condigoes enunciadas e considerando ¢ > 0 fixo, temos, pelo teorema do valor

médio que existe ¢ € (0,t) tal que

t t
0 0
Como d > 0 e a € (1,2], temos, entdo, que
t

lim [ z%(x+ k)d(afl) dr = lim ¢®.(c+ k)d(a’l) = o0,
k—o0 Jo k—o0

ja que d(aw — 1) > 0. O
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Este ultimo resultado demonstra que, para valores de d € (O, 1-— é), O Processo
dado em (3.1) apresenta uma funcao de covariagao crescente entre X (t) e X (t+k), conforme
o valor de k aumenta. Esta caracteristica nao nos interessa em termos de investigacao, visto
que buscamos processos estocasticos cuja medida de dependéncia tenda a zero, quando k&

tende a infinito, e que possuam a propriedade de longa dependéncia.

Em um primeiro momento, acreditdvamos que o processo definido em (3.1) possuia
a propriedade de longa dependéncia para valores de H € (i, 1) , conforme (3.2), por
analogia aos estudos realizados por Samorodnitsky e Taqqu (1994) com o well-balanced
linear fractional stable motion. Porém com o resultado apresentado no Teorema 3.20,
concluimos que o referido processo nao é de longa dependéncia, visto que sua medida de
dependéncia tende a infinito, quando d € (0, 1-— i)

A Figura 3.3 apresenta os graficos da funcao de covariagao, considerando ¢t = 1 fixo

ede <O, 1-— l). Podemos constatar pelos graficos desta figura o resultado apresentado

«
no Teorema 3.20, isto é, conforme o valor de k£ aumenta, a covariagdo do processo cresce,

tendendo ao infinito.
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Figura 3.3: Funcao de covariacao tedrica do processo dado em (3.1), onde d = 0.2, t = 1,
h=1,n=>500e«ac {1.3,1.8,2.0}.

Como a funcao de covariagdo estd bem definida para valores de a € (1,2], nas
préximas duas subsec¢oes estudamos outras duas medidas de dependéncia definidas para

a € (0,2], que podem ajudar no estudo de processos estocésticos que nao possuem fungao
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de autocovariancia.

3.2.2 Funcao de Codiferenca

A funcao de codiferenga foi introduzida por Astraukas (1983) e utilizada novamente
por Astraukas et al. (1991). Inicialmente, definimos a fun¢do de codiferenca para duas

variaveis aleatérias X e Xs.

Definicao 3.21. A funcdo de codiferenca entre duas variaveis aleatorias X; e X, é dada

COo1mo

E [exp(i(X1))] E [exp(—iXs)] (3.13)

E (X1 — X,
7(X1,X5) =In ( [exp(i( Xy 2))] ) .
A fungao de codiferenga possui a vantagem de estar bem definida para a € (0, 2],
além de estar bem definida para processos em que os momentos de primeira e de segunda
ordem sejam infinitos. Mais estudos para esta funcao para processos lineares foram
apresentados em Kokoszka e Taqqu (1994 e 1995). Além disto, Samorodnitsky e Taqqu

(1994) apresentam uma outra defini¢ao equivalente a esta.

Observagao 3.22. (a) Se X; e X, sdo varidveis aleatérias Gaussianas, entdao 7(Xq, Xs) é
equivalente a funcao de autocovariancia entre X; e X, isto é, 7(X1, Xa2) = 7x,.x,-
(b) A funcao de codiferenga é uma fungao simétrica, isto é, 7(Xq, Xo) = 7(Xs, X;), para

variaveis aleatorias X; e X9 a-estaveis simétricas.

(c) Se X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes, entdao 7(X,Y) = 0.

Definimos agora a fun¢ao de codiferenga para processos estocasticos.

Definicao 3.23. Se {X(¢)}+>0 ¢ um processo estocdstico, entdo a func¢io de codiferenca

do processo { X (t)}+>0 ¢ dada por

rx(k,t) = 7(X(k), X (1)), Vk,t > 0. (3.14)

Além dessa definicao para a fungao de codiferenca de um processo estocastico, uma
outra, mais geral, foi proposta por Rosadi e Deistler (2009), onde os autores consideraram
uma parametrizacao da funcao de codiferenga dada em (3.14). A seguir apresentamos uma

defini¢do proposta por Rosadi e Deistler (2009).
Definicao 3.24. A fungao de codifereng¢a de um processo { X (t)}+>o ¢ dada por
Tx(8;k,t) = In{E [exp(is(X (t + k) — X (t))]} — In{E [exp(is(X (t + k))|}

— In{E [exp(—is(X(?))]}
E [exp(is(X(t + k) — X (t))]
E [exp(is(X (t + k))] .E [exp(—is(X (¢))] |’

=In

(3.15)

onde s € Re k,t > 0.
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Observagao 3.25. (a) Quando s = 1, a expressao (3.15) equivale a (3.14).

(b) Se {X;}+>0 é um processo estaciondrio, entdo a expressao (3.15) ndo depende de t.

Neste caso, a fungao de codiferenga é denotada por 7x(s; k).

(c) Processos a-estéveis estacionérios que apresentam a propriedade de mizing (ver Gross,
1994) devem satisfazer

Jim 7 (s; k) =0,
para todo s € R. Além disto, processos a-estdveis estaciondrios de média maovel, isto é, os

processos dados na forma
X(t) = / f(t — 2)dL(z), tE€R, (3.16)
R
para funcao f(+) tal que [; |f(2)|" < 0o, também tém a funcdo de codiferenga tendendo a
zero quando k — oo (ver Samorodnitsky e Taqqu, 1994).

(d) Segundo a propriedade 2.10.7, em Samorodnitsky e Taqqu (1994), dado um vetor
aleatoério a-estével (X1, ..., Xg), a matriz de codiferenca {7x, x;, 7,j = 1,...,d} é definida
nao-negativa.

(e) Algumas propriedades e comentarios referentes a funcao de codiferenga tedrica e

empirica para processos estaciondrios podem ser encontrados em Stein (2015).

A seguir, enunciamos uma proposigao de Stein (2015) que nos permitira calcular a

funcao de codiferenca para o processo estudado neste capitulo.

Proposigao 3.26. Seja {V (t) }+>0 0 processo estocdstico definido na expressio (2.4). Entao

valem as sequintes afirmacoes:

i. A fungdo de codiferenca de {V (t)}i>o € dada por

v (s(p(t + k) — p(t)))
o (s(p(t + k))pvy (=sp(t))

onde @y, (+) € a fungao caracteristica da varidvel aleatoria Vy e

Tv(s;k,t) =1In [ ] + 71, (85 k, 1), (3.17)

1) = [ olt = $)dL(),

dados k,t > 0 e s € R.

it. Seja {L(t)}1>0 um processo de Lévy padrao a-estavel e Vy ~ S,(0,0,0). Entdo a
fungao de codiferenca de {V (t)}i>0 € dada por

r(si k1) = || 0@ [lo(t + B)|* + [p(®)]" = |p(t + k) — p(t)]"]
1517 [ (ot =2+ B+ 1plt = )" = ot — 2+ ) = plt = 2)|°) d,
(3.18)
dados k,t > 0 e s € R.
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Prova. Ver Stein (2015). O

Podemos agora calcular a fungao de codiferenga para o processo dado em (3.1).
Proposigao 3.27. Considere o processo estocdstico {V (t)}i>0 definido em (3.1).
i. Se Vo ~ S4(00,0,0), entdo a fungao de codiferenca do processo é dada por
Ty (s ko) = |s|” 0f [t + k)™ 4 17 — | (¢ + k) — ¢
+ s /Ot (t+k—a)@+(t—a) = |t+k—a) = (t—2)")dz, (3.19)
dados k,t > 0.
it. Se Vo = 0, entdo a funcdo de codiferenca do processo é dada por
(s k,t) = |s|* /Ot ((w+ k)™ +u — |(u+ k)? = u[") du, (3.20)
dados k,t > 0.
Prova. Para provar o item 1., utilizamos a Proposicao 3.26 (item 7i.), considerando a
fungao p(t) = t¢, de onde, fazendo u = t — x, obtemos que
Tv(s;k,t) = |s|” of {(t + k)b 4 g — ‘(t + k) — tdm
+sp° /Ot ((t+k —2)® 4 (= 2y = |t + k= 2" — (¢ — 2)|") do
para todo s e Ret, k> 0.

Para provar o item 4., utilizamos a Proposi¢ao 3.26 (item i.), segue que, se Vo = 0

no processo definido em (3.1), entdo a sua fun¢ao de codiferenga é dada por
t «
v (s; k,t) = |5|O‘/ ((u + k)4 4y — ‘(u + k) — ud) ) du, (3.21)
0
para todo s € Ret, k> 0. O

Esta medida de dependéncia pode ser utilizada para caracterizar processos de
longa dependéncia conforme a definicao abaixo, formulada de maneira andloga a defini¢ao

encontrada em Maejima e Yamamoto (2003).

Defini¢ao 3.28. Um processo estocastico { X (t)};>0 possui a propriedade de longa de-

pendéncia se a sua fungao de codiferenga, dada por (3.14), satisfaz

lim 7x(t,t+k) =0 (3.22)
k—ro0
€ oo
> lrx(tt+ k)| = oo, (3.23)
k=0

para todo ¢t > 0.

Um exemplo muito interessante de aplicacao desta definicao pode ser encontrado

no teorema 4.3 em Maejima e Yamamoto (2003).
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3.2.3 Funcao de Covariancia Espectral

A tltima medida de dependéncia que consideramos é a funcao de covariancia
espectral. Esta medida de dependéncia foi apresentada por Paulauskas (1976) e estudada
com maior énfase em Damarackas e Paulauskas (2014). A vantagem em utilizar a fungao
de covariancia espectral estd no fato de que a sua definicdo nao é baseada na funcao
caracteristica do vetor do processo (X1, ...., X,,). Isto facilita a generalizagdo desta medida
de dependéncia para vetores aleatérios a-estéveis (veja Damarackas e Paulauskas (2014))

e para outras classes de distribuigoes.

Apresentamos a seguir a definicdo de funcao de covariincia espectral introduzida

por Damarackas e Paulauskas (2014) para processos estocasticos.

Definicao 3.29. Considere um processo { X (t)}+>0 qualquer, dado na sua forma integral

X(t) = /E Fu(s)dL(s), (3.24)

onde £ C R é um conjunto, {L(t)}i>o é o processo de Lévy a-estavel e {fi(-) }i>0 é uma
fungao deterministica tal que [g|fi(s)|" ds < co. A fungdo de covariancia espectral do

processo { X (t)}+>0 ¢ dada por
o(X (1), X(t+k)) = /Eft(S)ft+k(8) I £(s) 1172 ds, (3.25)

onde || f() [I*= f7(-) + fZx(-), para todo £,k > 0.

A seguir, enunciamos uma proposigao de Stein (2015) que apresenta uma féormula

geral para a funcao de covaridncia espectral do processo estocéastico definido em (2.4).

Proposigao 3.30. Seja {L(t)}+>0 0 processo de Lévy a-estdvel e Vy = 0. Nestas condigoes,

a fungdo de covariancia espectral de {V (t)}i>0, definido na expressao (2.4), é dada por

a—2

Q(V(t),V(t—i—k)):/Otp(t—s)p(t—l—k—s) P2t —s)+ 2+ k—5)] 7 ds.  (3.26)

dados k,t > 0.

Prova. Ver Stein (2015). O

Podemos agora obter a fungao de covariancia espectral para o processo particular

que estamos estudando neste capitulo.

Proposicao 3.31. Seja {V (t) }i>0 0 processo estocdstico definido em (3.1), com Vi = 0.

Entao tem-se que a fungdo de covariancia espectral deste processo é dada por

t

oAV VE+R) = [ 2l k) [+ (o 4 )] 7 (3.27)

0

para todo k,t > 0.
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Prova: Dados k,t > 0, aplicando a Proposigao 3.30, com p(t) = t¢ e fazendo a mudanga

de variavel x =t — s obtém-se o resultado desejado. O

Observagao 3.32. (a) Segundo Damarackas e Paulauskas (2014), a fun¢do de covariancia
espectral possui uma vantagem no que diz respeito ao fato de que esta pode ser estendida
naturalmente para vetores aleatérios a-estaveis em RY ou para um espaco separavel de

Banach, o que nao ocorre para as funcoes de codiferenca e de covariacao.
(b) Damarackas e Paulauskas (2014) provam que para um processo média mével a-estavel
qualquer {X (t)}+er definido em (3.16), temos que
k—o0
onde ox (k) = o(X (£), X(t + ).

(¢) Ressaltamos que, segundo Samorodnitsky e Taqqu (1994), os processos média médvel

a-estaveis sao estaciondrios (veja o exemplo 3.6.2 na pagina 138). Neste caso,

o(X (1), X(t + k) = o(X(0), X(K)).

(d) Dado um vetor aleatério a-estével (Xi,..., X,), a matriz de covaridncia espectral

{ox,x;, ,j =1,...,d} é definida ndo-negativa, segundo Damarackas e Paulauskas (2014).

3.3 Processo Quadratico do Tipo OU

Nesta secao, estudamos um processo estocastico que pertence a classe GOUT. O
Processo Quadratico do Tipo OU (Quadratic OU Type Process), a ser definido a seguir,
foi apresentado em Stein et al. (2016).

3.3.1 Definicao do Processo

Definig¢ao 3.33. Seja o processo estocastico {V (t)}+>o dado por
t
V(t) = Voe " + / e =G (s), ¢ >0, (3.28)
0

onde a > 0 e o ruido {L(t)}>0 é um processo de Lévy a-estéavel com « € (0,2]. Este

processo é denominado de Processo Quadratico do Tipo OU (Quadratic OU Type Process).

Observe, inicialmente, que o processo dado em (3.28) pertence a classe dos processos
GOUT. De fato, basta considerar p(t) = e~ na Definicao 2.6. Além disto, note que
p(0)=1e

p(0) = —2at.e” | =0.

t=0

Considerando f(t) = 2a(1 — 2at?), verifica-se a equagdo diferencidvel dada em (2.6) e as

suas condicoes.
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Teorema 3.34. Seja {V (t)}i>0 0 processo dado em (3.28). Entao, o processo estd bem
definido.

Prova. Sabemos que o processo dado em (3.28) estd bem definido se

/t ’e—a(t—s)2
0

“ds < 0. (3.29)

Observe, entao, que

/t ‘efa(tfs)2
0

Fazendo a mudancga de variavel u =t — s, segue que

a t
ds:/ emaa(t=9) 7.
0

t t
/ e’“a(t’5)2d3:/ e du, (3.30)
0 0

Como e~ > (), para todo u € (0,00) e a > 0, da expressao dada em (3.30),

tem-se que
t 2 o0 2
/ e " du </ e " du. (3.31)
0 0

Sabemos, da funcao de distribuicao de uma variavel aleatoria Gaussiana, que, se

X ~ N(u,0?), entao
© 1 1 /o — p\? 1
. —= de = —. .32
/0 o) eXp( 2( o ))x 2 (3:32)

Considerando uma varidvel aleatéria X ~ N (0, ﬁ), concluimos da sua funcao de

distribuicao que

/OO e—aOZUQdu — ﬁ .
0 2+v/a

Consequentemente, da expressdo dada em (3.31), concluimos que

t a t
/ ‘e’“(t’s)z ds :/ e~ (< VT )
0 0 2\/a

Logo (3.29) se verifica, isto ¢, o processo dado em (3.28) esta bem definido. O

O Teorema 3.35 a seguir apresenta a distribuicao do processo.

Teorema 3.35. Seja {V(t) }i>0 0 processo definido em (3.28), considerando Vo = 0. Temos
entao que o V(kh) ~ S (04k.n,0,0), onde

kh 5
«@ _ —aou
Tokh = /0 e du,

para k € {1,...,n} e h o tamanho da discretizagdo.



Capitulo 3. Processos Advindos da Classe GOUT 39

Prova. Para k € {1,...,n} e h o tamanho da discretiza¢ao, obtemos da proposicao
3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), que V(kh) ~ Su (04, 0,0), onde

kh (kh—s)?
o _ —aa(kh—s
Tokh = /0 e ds

Fazendo a mudanca de variavel u = kh — s, obtemos
kh 5
Ookh :/ e " du.
0
m

Para calcular o parametro escala na distribuicao dada no Teorema 3.35 necessitamos
realizar o calculo via integracao numérica. A fim de dar outra op¢ao para simular o processo
dado em (3.28), apresentamos a seguir uma discretizagdo para o processo, que nos permite

escrevé-lo sob a forma de um processo AR(1) nao estacionério.

Teorema 3.36. Seja {V(t)}i>0 0 processo definido pela expressao dada em (3.28). Uma

forma discreta para este processo € dada por
V((k+ 1)h) = e DV (ER) + Wi, (3.33)

em que k € {1,....,n}, n € o tamanho amostral e Wy, € uma varidvel aleatoria a-estdvel

simétrica, denotada por S,(ow,0,0), onde
0‘(34[/ _/ —aou du+/ ((k+1)h—s)2 _e—a((2k+1)h2+(k‘h—s)2)}ads‘
Prova. Para k € N e h o tamanho da discretizacao do processo, temos, por defini¢ao, que
—a(kh)? M a(kh—s)?
V(kh) = Vo akh)?® 4 / k=9 I (5), (3.34)
0
de onde segue que

kh
Voe @0 — v/ (kp) — / e—oh=57 41 (). (3.35)
0

Por outro lado,
V((k+1)h) = Voe ol o /(kH) —a((k+1)h—s) dL( )
= e DIy omalk)® / BN atern—s g g). (3.36)
Substituindo (3.35) em (3.36), temos que
V((k+1)h) = e @F+Dn [V(kh) /0 . ea(khsde(s)]
. /(k+1)h e_“(("/’“)h_s)zdL(s).
0

e—a(2k+1)h2v<kh) . /kh 6—a((2k+1)h2+(kh—s)2)dL(S)
0

(k+1)h
+/O ea( - DR=52 g (). (3.37)
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Note agora, que podemos reescrever

/(k-i—l)h e—a((’f“)h_s)gdL(s) _ /kh e—a((’f“)h—s)gdL(s) +/(k’+l)h e—a((’f“)h‘S)QdL(s).
0 0 kh
(3.38)
Substituindo (3.38) em (3.37), segue que
kh
V((k+1)h) = —a(2k+1)h2V kh _/ —a((2k+1)h2+(kh—s)2)dL
((k+1)h) =e (kh)— | e ()
+/ ((k+1)h—s)? dL +/ —a((k+1)h—s)? dL()
_ efa(2k’+l)h2v(kh) + (k+1)h€ a((k+1)h—s) dL( )
kh
+ /kh ((k+1)h—s)2 6—a((2k’+1)h2+(kh—s)2)} dL(S)
= ROV (Rh) + Wi, (3.39)
onde Wk,h = Xk:,h + Yk,ha com
Xip = o e~ U EFDR=97 g7 ()
kh

kh
Y, = / [efa((kJrl)hfs)? _ efa((2k+1)h2+(khfs)2)} dL(s).
’ 0
Como os intervalos das integrais estocdsticas sao disjuntos em Xy 5 € Yy, € {L(t) }i>0
¢ um processo de incrementos independentes, conclui-se que Xy, j, e Y; , sao independentes.

Temos, entdo, pela proposigao 3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), que Xy, ~

Sa(0x,0,0), onde
(k+1)h
0% = el (b Dh=5)? g (3.40)
kh

Fazendo a mudancga de variavel u = (k 4+ 1)h — s, obtemos que

h 2
o :/0 e " du. (3.41)

Ainda, pela proposigdo 3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), segue que a variavel
Yk,h ~ Sa(ay, 0, 0), onde

oo _/ —al(kHDR—s)? _ —a((2k+1)h2+(kh—s)2)}ads‘ (3.42)

Por fim, pela proposi¢ao 1.2.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), e das expressoes
encontradas em (3.41) e (3.42), conclui-se que Wy, ~ S, (ow,0,0), onde

ol = 0% oy = / o gy / o D) _ oal Bt (h—")] g

como queriamos demonstrar. O
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Observacao 3.37. Em Stein et. al (2016), simulagbes para as trajetérias do processo
dado em (3.28) sao apresentadas considerando o ruido Lévy como o ruido Browniano, e

também considerando o ruido como um processo de Lévy a-estavel.

A seguir, determinamos as trés medidas de dependéncia definidas na Se¢ao 3.2

para o processo dado em (3.28).

3.3.2 Propriedades

Nesta subsecao apresentamos as medidas de dependéncia para o Processo Qua-
dratico do Tipo OU e provamos que este processo nao possui a propriedade de longa

dependéncia.

Teorema 3.38. Seja {V(t)}i>0 0 Processo Quadrdtico do Tipo OU dado em (3.28),

considerando Vo = 0. Tem-se, entdo, que a funcdo de covariacio do processo € dada por

t 2
[X(0), X (4 R)], = [ et@ematetitigy, (3.43)
0

para k,t >0 e a € (1,2].

Prova. Observe, inicialmente, que podemos reescrever o processo como
V(t) = / == 1 (0. ()AL (s). (3.44)
0

Pela Definicao 3.14, temos, dados k,t > 0, que

XX+ R, = [ e Loy e )de, (345)

para a € (1,2]. E, como (0,t) N (0,t + k) = (0,%), temos que
t

X (), X(t+ k)], = / galt=w? p=altrk—w(a=1) gy, (3.46)
0

Fazendo a mudanca de varidvel x =t — u em (3.46), obtemos que

t 2 2
X(), X(t+ k)], = / e=07* gmale+k)?(@=1) g (3.47)
0

Note que

—az® —a(z + k)*(a—1) = —ax® — a(2® + 22k + k*)(a — 1)
= —azr? — aax® — 2aaxk — aak® + ax® + 2axk + ak?
= —aa(z + k)* + ak(2x + k)
=a(k(2r + k) — alz + k)?). (3.48)
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Temos, entdo, que a expressao da fungao de covariagdo dada em (3.47) pode ser reescrita

CcOomo

X)X+ R, = [ " palketR) o)) gy (3.49)
0

como queriamos demonstrar. O

O Teorema 3.39 apresenta uma propriedade da funcao de covariacao encontrada.

Teorema 3.39. Seja [X(t), X(t + k)], a fungdo de covariagio dada em (3.43). Tem-se,
entao, que
lim [X(t), X(t+ k)], =0. (3.50)

k—o0

Prova. Dado t > 0 e a > 0 fixo, considere a fungao de autocovariacao dada em (3.43)

escrita na forma [ fi(z)dz, onde fi,(z) = e®FRetk)—alz+k)®)

Note que |fx(x)| < 1, pois

ak(2z+k) a.1.(2kz+k2)
palk(2a+k)—a(a+k)?)| _ € _ ¢ <1,

T Lao(z+k)? ac(x24+-2xk+k2
(& (&

|fr(@)] =

pois a > 1 e 22 4 22k + k? > 22k + k2.

Ainda, dado z € (0,t), temos que

: _ 1 a(k(2x+k)—a(z+k)?)
g Julo) = i e

= lim ea(—a:p2+(1—a) (2zk+k2)))
k—o00

— 2 . —
— 7% iy ea(l ) (2zk+k2)
k—o0

:07

pois (1 —a) < 0.

Portanto, pelo teorema da convergéncia dominada, concluimos que

lim [X(£), X(t + k)], = lim /Ot fol)da = /Ot lim fi(x)dz =0,

k—o0
]

O resultado obtido no Teorema 3.39 apresentada o comportamento desejado para
0 processo, isto é, a funcao de covariagao tende a zero conforme o lag aumenta entre as
variaveis do processo. A fim de concluir algo sobre a dependéncia do Processo Quadratico

do Tipo OU, estudamos a seguir a fun¢ao de codiferenca e a funcao de covariancia espectral.

Teorema 3.40. Seja {V (t)}+>0 0 Processo Quadrdtico do Tipo OU dado em (5.28). Temos

que:
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i. Se Vy ~ S4(00,0,0), entao a sua funcao de codiferenca é dada por

t
0

— 2 42 _ 2 42
Tv(s;k,t) = |s|of [e altHk) e 4 patfa ‘e alt+h)” _ gat

) du.  (3.51)
para s € R e k,t > 0.
ii. Se Vo =0, entdo a sua fungdo de codiferenca € dada por

t e
Tv(S; kﬂf) _ |S|a/0 (e—a(u+k)2a + e—au2a N ‘e—a(u—i-k)Z - e—au2

) du.  (352)

para s € R e k,t > 0.

Prova. Iniciamos provando o item 4. Sabendo que o processo estocéstico dado em (3.28)

pertence a classe GOUT, utilizamos, entao, o item 4i. da Proposicao 3.26.

Considerando p(t) = e~ em (3.18), obtemos que
+ |S|a /t <€—a(t+k—z)2a + 6—a(t—m)2a . ’e—a(t—&—k—x)z . e—a(t—a:)2
0
para s € Re k,t > 0.

— 2 12 _ 2 442
Tv(s;k,t) = |s|of [e a(t+k)a 4 patie _ ‘e alt+k)" _ gmat

") dx. (3.53)

Fazendo a mudanca de varidvel u =t — z, obtemos a expressao dada em (3.51).
Para provar o item ¢i., basta considerar oy = 0 na expressao dada em (3.51). [

O Teorema 3.41 a seguir apresenta a fungao de covaridncia espectral para o processo
dada em (3.28).

Teorema 3.41. Seja {V(t)}i>0 0 Processo Quadrdtico do Tipo OU dado em (3.28), com

Vo = 0. Tem-se, entao, que a sua funcdo de covariancia espectral é dada por

o(X (), X (¢ +8)) = [

0

a—2

efau2.€fa(u+k)2 [efZauQ + efZa(quk)Q} 2 du. (354)
para k,t >0, a>0 e« € (0,2].

Prova. Seja k,t > 0 e a € (0,2]. Pela Proposicio 3.30 em (3.26), utilizando p(t) = e~

obtemos que

Q(X(t), X(t -+ k‘)) — /t e_a(t—a:)Q‘e—a(t-i-k:—x)? |:e—2a(t—q;)2 + 6—2a(t+k—x)2} QT_Q dr.
0
Fazendo a mudanca de varidvel u = t — x, temos que

o(X (). X(t+ k) = [

0

t a—2
Cau?  — 27 9402 _ 2
e o a(u+k) [6 2au e 2a(u+k) } 2 du

Y
como queriamos demonstrar. O

Nos préximos dois teoremas, apresentamos fungoes que sao cotas superiores em k
para a funcao de covariancia espectral do Processo Quadratico do tipo OU, quando k£ > 0,

para os casos de o € (0,1] e o € (1,2].
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Teorema 3.42. Seja o(X(t), X(t+ k)) a funcio de covariancia espectral no lag k dada
em (3.54). Se a € (0,1], entio

o(X (1), X (t+ k)) < te™ ™, (3.55)

para todo k > 0, dado t > 0 fixo e a > 0.

Prova. Seja u € [0,t] e k > 0. Observe inicialmente que

a—2 a—2
_ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
e 2au <e 2au e 2a(u+k) s [6 2au ] 2 > [6 2au e 2a(u+k) 2 :

o

pois ?2 < 0 para a € (0,2]. Lembrando que a > 0, por defini¢gdo do processo dado em
(3.28).

Temos, entao, de (3.54) e desta desigualdade, que
¢ a—2
Q(X(t)7 X(t + k)) < / €7au2,e*a(u+k)2 {€f2au2} p) du
0

t
9 2 2 (e
:/6 au® a(u+k) e (x 2)du
0

t
a2 a2 a2 2 2
:/ e~ pmau 2auk—ak e aau +2au du
0
K 2 k(2u+tk
:/ e o ak(uth) gy, (3.56)
0

Note que a cota superior desta integral é dada quando u = 0, para o intervalo de

tamanho ¢ fixo, pois f(z) = e e g(z) = e ™" sdo funcdes decrescentes, para m e n
constantes.
Concluimos, entao, que
o(X (), X(t+k)) < (t—0) e e uth)| = peok, (3.57)
para todo k > 0, dado t > 0 fixo e a > 0. O

Teorema 3.43. Seja o(X (1), X(t +k)) a funcao de covariancia espectral no lag k dada
em (3.54). Se a € (1,2], entao

o(X (1), X(t+ k) < 2°F te~ DK (3.58)

para todo k > 0, dado t > 0 fixo.

Prova. Observe inicialmente, dado a > 0, que
6—2au2 > 6—2a(u+k)2 e—2au2 + e—2a(u—|—l€)2 > 26—2a(u+k)2
a—2 a—2
6—2au2_'_6—2a(u+k)2} T {26—2a(u+k)2} 2 :2"‘7726—a(u+k:)2(a—2)

)

(3.59)
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pois %52 < 0 para a € (0,2].
Aplicando na expressao (3.54) a desigualdade obtida em (3.59), temos que

@

t ) ) B ,
o(X (1), X(t+ k) < [ e o (255 et o) gy
0
< 9% / L Al (1 (a-2)) g,
7/ —a(u+k)? =1y, (3.60)

pois e~ < 1 para u € [0, 1].
De modo anterior & demonstragao do Teorema 3.42, considerando a cota superior
da integral dada em (3.60) em relagdo a varidvel u € [0, ¢], obtemos que

_ 2“7_2te—a(a—1)k2 )

Q<X(t)7 X(t + k)) < 20‘7—2t e_a(u+k)2(a—1) .,

para a € (1,2]. O

Beran (2010) afirma que, para processos estocésticos nao estacionarios com segundo
momento infinito, é necessario utilizar outras medidas de dependéncia para a anélise de
longa dependéncia, citando, por exemplo, a funcao de codiferenca como uma medida
de dependéncia valida. Apresentamos a seguir uma definicao para a longa dependéncia,

similiar a apresentada para a funcao de codiferenga, segundo Samorodnitsky e Taqqu
(1994).

Definicao 3.44. Um processo estocéstico {X(t)}t > 0 possui a propriedade de longa
dependéncia em relagdo a funcdo de covariancia espectral se a sua fungdo de covariancia
espectral satisfaz

lim o(X(¢),X(t+k))=0 (3.61)

k—o0

Z o(X (), X(t+k)) = (3.62)

Podemos entao concluir que o Processo Quadratico do Tipo OU nao apresenta a

propriedade de longa dependéncia, resultado este apresentado a seguir.

Teorema 3.45. Seja {V(t)}i>0 0 processo estocdstico dado em (3.28), com Vo = 0.
Entao, {V (t)}+>0 nao possui a propriedade de longa dependéncia em relagio a fungio de

covariancia espectral.

Prova. Para provarmos este resultado, analisamos dois casos.
Caso I: a € (0, 1].

Dado t > 0 fixo, temos, do Teorema 3.42 que

0< o(X(t), X(t+k)) < te™ "
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—ak?

Como limy_, te = 0, segue pelo teorema do confronto, que

lim o(X(t), X (t+k)) =0. (3.63)

k—o0

Ainda, note que, para t > 0,

00 a2 o) 1 k2
> te =ty <a> < 00, (3.64)
k=0 k=0 \€

pois e% < 1. Portanto,

Z o(X (1), X(t+k)) <
Logo, o processo dado em (3.28) nao possui longa dependéncia para « € (0, 1].
Caso II: « € (1,2].

Dado t > 0 fixo, temos, do Teorema 3.43 que
0< o(X (1), X(t+k)) < 2te~ 2@~ DF
Como lim,,_,o 2te @Dk — 0, segue, novamente pelo teorema do confronto, que

lim o(X(t), X(t+k)) =0. (3.65)

k—o0

Por fim, basta observar que, dado ¢t > 0, temos

k2
ZZte_“o‘ DF = QtZ <€M : ) < 00. (3.66)

Portanto, o processo dado em (3.28) nao possui longa dependéncia para « € (1, 2], como

queriamos demonstrar. O

Concluimos este capitulo salientando que ambos os processos apresentados aqui
nao possuem a propriedade de longa dependéncia. O Capitulo 4 apresenta outra teoria
com o objetivo de definirmos um processo estocastico que possua a propriedade de longa

dependéncia.
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4 Processo do Tipo Média Movel Fracionari-

amente Integrado

Neste capitulo desejamos apresentar um processo estocastico a tempo continuo

com a propriedade de longa dependéncia.

O processo a ser apresentado neste capitulo surgiu a partir do artigo de Marquardt
(2006), onde sao estudados os processos estocasticos estacionérios do tipo média mével,

que definimos a seguir.

Definigao 4.1. Um processo estocastico média movel estaciondrio {Y (t) }ser ¢ um processo

dado na forma

Y(t) = /Rg(t —w)dL(u), t € R, (4.1)

onde a fungdo nicleo g : R — R é mensurével e o processo ruido {L(t)}cr é um processo

de Lévy em R.

Observagao 4.2. Salientamos ao leitor que neste capitulo utilizamos a notagao L(-) para

indicar um processo de Lévy qualquer, cuja média é zero e o segundo momento é finito.

Marquardt (2006) mostra que o processo dado em (4.1) estda bem definido se o
niicleo g(+) e a tripla geradora (7,02, ) do processo de Lévy {L(t)}er, dada segundo

(2.8), satisfazem a condicao de que
/ / (|g(t —w)z| Alg(t — u)x|) v(dz)du < oo, (4.2)
R JRo

com Ry =R — {0}.

Consideramos, entao, o processo média movel estacionario apresentado como a

seguir.
Definigao 4.3. Seja o processo {Y)(t)}er dado por
Ya(t) = / e =W (¢ — w)dL(u), t € R, (4.3)
R

onde A > 0 e o processo ruido {L(t)};er € um processo de Lévy em R com E[L(1)] =0 e
E[L(1)?] < co. O processo dado em (4.3) é um processo média mével estaciondrio, onde

gx(t) = e"\t21(0700) (). A expressdo dada para este processo pode ser reescrita como
t
Ya(t) = / e N L (), t € R, (4.4)

pois 1(0700) (t — U) = ]l(foo,t)(u)'
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Vamos agora provar que o processo dado em (4.3) estd bem definido.
Teorema 4.4. O processo estocdstico dado em (4.3) estd bem definido, isto €, a fungdo

nicleo g\(t) = 6_’\152]1(0700)(15) satisfaz a expressao dada em (4.2).

Prova. Substituindo g(t) = e "1 g (t) em (4.2), temos que

2 2 w2
A= /R/R (‘e)\(tu) 1(0,00)@ — U)%) A ‘e A(t—u) ]1(0700)@ — U)SL’D v(dz)du,
0

o que equivale a

A= / /IRO ( —At-u) x‘ A ‘ Qa:D v(dx)du, (4.5)

pois 1(0700) (t — U) = ]l(foo,t)(u)'

Note que e~2A=w* < e=At=* para A >0 e t —u > 0. Além disto, para |z| < 1,

temos que |z|* < |z|. Ora, entdo e~ 22~ |z|> < e~ M=% || para |z| < 1.

Ainda, para t — u € (0, 00), observe que

min{e 2 [z? e g} < minf{e MW 2P e g} = e g
|z[>1 |z[>1

pois |z|* > ||, para |z| > 1.

Temos entao, da expressao (4.5), que

A< [ (e [ e [ o)) e (46)
lz|<1 |lz[>1

Segundo Sato (1999), temos, pelo Teorema de Lévy-Ito que [, <, z°v(dz) < oco.
Ainda, pelo teorema 25.3 de Sato (1999), decorre que [, - [z v(dz) < oo, pois o processo

dado em (4.1) possui segundo momento finito. Podemos entao reescrever (4.6) como
t
A< / (6_2)\(t_u)2-01 + 6—A(t—u)2_(]2> du, (4.7)

onde Cy = [, 2°v(dx) < 00 e Cy = [,o; || v(dz) < 00

Considerando a integral da expressao dada em (4.7) e fazendo a mudanga de variavel

r =t — u, obtemos

" ) 00 9 S 2
/ (6—2/\ (t=u)’ 1 4 = AE-w) ‘02) du = 01/ e 2 g 4 02/ e M d. (4.8)

Considerando entdo uma varidvel aleatoria Z ~ N(0, /\) obtemos, da expressao
dada em (3.32), que

¥ty VT 4.9
/Oe T o (4.9)
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1
? 2)

< a2y, VT
A dr= 2o (4.10)

Utilizando as expressoes das integrais acima em (4.8) concluimos que

O 5y2 -y 9 C ﬁ CQ\/7_T
C/ 2“d+0/’ S R SV . 411
Lo € R N TN A (4-11)

Portanto, da inequagao dada em (4.7) e do resultado obtido em (4.11), concluimos

Analogamente, considerando uma varidvel aleatéria Y ~ N(0, 55 ), podemos concluir que

que a expressao (4.5) é finita, isto é, o processo dado em (4.1) estd bem definido. ]

Observagao 4.5. (a) Note que, a partir das expressoes dadas em (4.9) e (4.10) é possivel
concluir que gy € LY(R) e gy € L*(R), isto ¢, gy € L*(R) N L*(R), onde a fungio ntcleo é
dada por g)(t) = e*)‘tQ]l(o,oo)(t).

(b) Salientamos, ainda, que a func¢do nicleo g(-) do processo dado em (4.1) deve ser de

memoria curta, caso contrario a teoria subsequente nao se aplica.

Para o estudo, vamos considerar as duas condicoes a seguir:

e Condigao 1. g,(t) =0, para todo t < 0 (casualidade).

e Condigao 2. |g\(t)| < Ce™, para algumas constantes C' > 0 e ¢ > 0.

Observacao 4.6. Antes de provarmos que a funcao ntucleo estudada nesta secao satisfaz
as Condigdes 1 e 2 descritas acima, observemos o grafico da funcio f,(t) = e* ™ — e~

para todo t > 0 e para um valor de A fixo.

De fato, para valores de C' = e* e ¢ = \, a Condicao 2 é satisfeita, considerando

A = 1. No lema a seguir, generalizamos este resultado.

Lema 4.7. Seja gx(t) a fung¢ao nicleo dada no processo (4.3). Entao sao vdlidas as

sequintes afirmagoes:
i. gA(t) satisfaz a Condigdo 1, isto é, g\(t) =0, para todo t < 0.
ii. gx(t) satisfaz a Condigdo 2 para C = e e c= \.
Prova. Para demonstrar o item 1, é facil ver que a fungao nicleo g,(t) = e*AtQIL(Om)(t)

satisfaz a Condicao 1, pois, para todo ¢ < 0, temos que 1y )(t) = 0.

A fim de demonstrar o item 7, desejamos provar que a desigualdade apresentada
na Condicdo 2 é sempre valida para todo ¢t € R, onde C' = e* e ¢ = \. Para isto, observe

que basta provar que e < e} para todo ¢ > 0.
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Figura 3.3: Grafico da funciio fy(t) = e* — e ¢ > 0, para A = 1.

De fato, esta desigualdade ocorre para todo t > 0, ja que

e <M = In(e ) <In(eM M) = AP < A — X
=M M+ A>0
= AP —t+1)>0. (4.12)

Porém o polindmio p(t) = At? — M\t + A ndo possui raizes reais e p(t) > 0, para todo
t. Temos, entdo, que a desigualdade (4.12) se verifica para todo t > 0, isto é, este nicleo

g(+) satisfaz as Condigdes 1 e 2. O

Para criar um processo estocdstico fracionariamente integrado média maovel, vamos
utilizar a fungao nicleo de um processo média mével estacionario (ver Marquardt, 2006).
Utilizando a integral de Riemann-Liouville a direita para a func¢do nicleo dada em (4.3),

obtemos o processo desejado.

Para isto, definimos a seguir as integrais fraciondrias de Riemann-Liouville.

Definigao 4.8. Para 0 < r < 1, as integrais fraciondrias de Riemann-Liouville (I f)(-) a

esquerda e a direita da funcao f, sao, respectivamente, definidas por

(1) @) = s [ 1@ =2y (1.13)
F(T) T
(1) @) = 5 [ F@) @ — oy (1.14)
F(T’) —00

para fungoes f € LP(R), se 1 <p < 1.

Podemos, entao, introduzir as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville a es-

querda e a direita conforme a Defini¢ao 4.9 a seguir.
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Definigao 4.9. Seja I’ (LP) a classe de fungoes ¢ € LP(R) que podem ser representadas
como uma integral fracionaria de Riemann-Liouville de alguma func¢ao f € L?(R). Entéao
existe uma unica fungao f € LP(R) tal que ¢ = I f. Dizemos que [ é a derivada de
Riemann-Liouville a esquerda ou a direita de ¢ de ordem r e coincide, respectivamente,

com D’ ¢(-), definidas por

(D" 6)(x) = —ml_)j 7 ottt - o), (4.15)
¢ 1 d e )
(DL0)() = 57—y gy |, OO =)t (4.16)

Definimos, entdo, o nicleo fracionariamente integrado de um nicleo g(-) através

da integral fracionaria de Riemann-Liouville a direita deste ntcleo.

Definigao 4.10. O nicleo fracionariamente integrado de um nucleo g(-) é dado por

d—1

ga(t) :== (]ig) (t) = /Otg(t - s)ii(d)ds, teR, (4.17)

ondeO<d<%.

O Teorema 4.11, a seguir, apresenta o nucleo fracionariamente integrado da funcao
gra(+) dada em (4.3).

Teorema 4.11. Seja a fungao nicleo dada por gy4(t) = e*Atz]l(o,oo) (t), com A > 0. Entao
o nicleo fracionariamente integrado de gxq(t) é dado por

t ol dtl d+2
- 2472 9 ) 9

1) = ——— —. 1 NV t 4.1
g)\,d( ) F(d+ 1) 27 ) ) ) ’ > 07 ( 8)

onde d € (0,3) e 2Fs(z,y; z,w;v) € a fungio hipergeométrica generalizada nos pardmetros

x,Y,z,w ev, dada por

o Fy(z,y; 2z, w;v) = ;m.z,

I'(z+n)

em que (), = OB

Prova. Por definicdo, considerando gy(t) = e "1 g o) (t) em (4.17), temos que
d

S—l

t
)= [ e Mt=9)7q t—s). ds. teR. 4.1
g)‘7d( ) /0 € (0,00)( S) F(d) S, S ( 9)

Observe inicialmente que, para s € (0,t), naturalmente temos que (¢ — s) € (0, 00).

Tem-se, entdo, que a expressao dada em (4.19) se reduz a

ra(t) = (Ii ) (t) = /Ot e_A(t_S)Q.Ii(d; ds.
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Fazendo a mudancga de variavel x =t — s, obtemos que

gaalt) = F(ld) / LNty

Utilizamos, entdo, a férmula 3.478(4) de Gradshteyn e Ryzhik (1980), considerando
u=t,v=1>0,u=d>0,n=2e = —M\, para obter que
alt) = g B2 (1 )
onde B(a,b) é a fungao Beta nos pardametros a e b, dada por
['(a)T'(b)
I'(a+b)

(4.20)

B(a,b) =

Reorganizando os termos na expressao (4.20), para todo t € R, obtemos que
d

13 d+1 d+ 2
= —. Doy | =1, ———, ———; —
F(d) (1) d +1 d+ 2 9
= o F , — At
F(d 1) 2 2
1 . d
= 2F2< 1 +1 d+2 )\tQ)
2 2
como queriamos demonstrar. O

A seguir, apresentamos no Teorema 4.12 um resultado que nos possibilita provar o

resultado da Proposicao 4.13.
Teorema 4.12. Uma fungio f(-) € L*(R) se, e somente se, existe constante C' > 0 tal

que [ [h(w)f(u)| du < C||h||1z2, para toda fungio h(-) € L*(R).

Prova. A demonstragiao no sentido = ¢ trivial, basta considerar h(-) = f(-). Para provar
a volta <, basta verificar que vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz, onde C' = || f||Lz,

senao teriamos um absurdo. O

Proposigao 4.13. Seja gx q(-) o nicleo fracionariamente integrado dado em (4.17). Entdo,
grd € L? (R)

Prova. Pelo Teorema 4.12, basta provar que
[ 1h@)gaa(w)] du < K]|h]].
para toda fungdo h(-) € L*(R), com K constante positiva.

De (4.17), temos que

[, Ih(w)gaau \du—/ [l = )% ds
/ / u)| g(u — s)s* ds du, (4.21)
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pois g(t) = 0 para t < 0.

Reescrevendo a expressao obtida em (4.21), temos que

[ () gr )| du = F(l) (I + L), (4.22)

onde o
I = /0 /0 Ih(w)| g(u — 5)s%1 ds du (4.23)
L= /0 - /1 7 h(w)| g(u — 5)s* ds du. (4.24)

Utilizando o teorema de Fubini e a desigualdade Holder, temos que

L = / dl/ w)| glu —s) du ds

sﬁs*mwnmmz
1
= SlIhllz2llgllzz, (4.25)

pois ja sabemos que gy € L? (R).

Em I, dada em (4.24), utilizando o teorema de Fubini e fazendo a mudanga de

variavel t = u — s, obtemos que
I = / g(t)/ ‘h(t + s)sd’l‘ ds du
1

1
< / )] 1112 ( / 32<d1>ds)2dt, (4.26)

pela desigualdade de Holder.
Temos, entao, de (4.26), que

00 1 1
I :/ Ol e dt <~ B2,
2 0 |g( )||| ||L2m = m“gHLlH ||L2

pois também ji vimos que gy € L' (R).

(4.27)

Aplicando os resultados obtidos em (4.25) e (4.27) na igualdade dada em (4.22),

concluimos que

|mw%ﬂmmUsﬂ3(|mm-+¢__4wmﬁuwm7

e, portanto, gy 4 € L*(R). O

Com estes resultados, podemos definir o processo que apresenta a caracteristica de

longa dependéncia.
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4.1 Definicao do Processo

O processo apresentado neste capitulo advém da classe de processos média moével
fracionariamente integrados (FIMA - fractionally integrated moving average), apresentada
em Marquardt (2006).

Definicao 4.14. Seja 0 < d < 1. O processo FIMA {Y, q(t) }+er para o nicleo fraciondrio
integrado gxq(-), dado em (4.18) é definido por

t(t—u) 1 d+1d+2 )
Y)\7d(t> = . m 2F2 <2, 1, ?, T, —)\(t — U) > dL(U), te R, (428)

onde {L(t)}ier é um processo de Lévy com E[L(1)] =0 e E[L(1)?] < oo.

No Teorema 4.15, dado a seguir, mostramos que o processo esta bem definido. Ap6s,

no Teorema 4.16 apresentamos algumas propriedades do processo dado na Definicao 4.14.

Teorema 4.15. Seja {Y) 4(t) her 0 processo dado em (4.28). Entao, esse processo esto-

castico estd bem definido.

Prova. Como g, 4 € L*(R), podemos aplicar a proposi¢ao 2.1 de Marquardt (2006) e

obtemos que o processo dado em (4.28) esta bem definido. [

Teorema 4.16. Seja {Y) 4(t) her 0 processo dado em (4.28). Entao, esse processo es-
tocdstico é estaciondrio e, para todo t € R, a distribuicio de Y, 4(t) € infinitamente

divisivel.

Prova. Este resultado segue diretamente do teorema 6.1 de Marquardt (2006). [

A seguir, apresentamos as expressoes para a funcao de autocovariancia e a funcgao

de densidade espectral do processo dado em (4.28).

Teorema 4.17. Seja {Yya(t)}er 0 processo dado em (4.28). Entao, verificam-se as

sequintes afirmagoes:

i. A fungdo de autocovariincia do processo é dada por

v o (h) = m /0 (w4 h) () balu + R) du, (4.29)

para h >0, onde Yq(x) = oF, (%, 1; %, %, —)\xQ).

ii. A fungdo densidade espectral fy, ,(-) € dada por

E[L(1)?] 2
fraa(w) = T+ 1) [Fxa(w)]”, (4.30)

para w € R, onde Fyg(w) = [5° x%e™y(z) dx, com 14(-) dado como no item i.
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Prova. Para provar o item 4., temos da definicdo de funcao de autocovariancia espectral e,
como E[L(1)] = 0, que

/yYA,d (h) = COV [Y>\7d(t + h), Y)\,d(t)] = E [Y)\,d(t + h)YA7d(t)]

— Var[L(1)] /_t (t+h—s) (t—s)

a(t — s) ds.

Fazendo a mudancga de variavel u =t — s, obtemos que

E[L(1)?] = i d
)2/0 (u+ h)"upa(u)pa(u + h) du.

’YYA,d(h) = W

Para provar o item ., utilizamos o fato de que a funcao densidade espectral de um
processo estacionario é a transformada de Fourier Inversa da funcao de autocovariancia

(ver teorema de Herglotz em Brockwell e Davis (2002)).
Obtemos, entao, do item 7. ja provado, que, para w € R e h > 0,
E[L(1)% < —ihw [ 2 d
= — e . 4.31
Pale) = gmpariyp ) @ W ok B)utu) dudn (431

Aplicando o teorema de Fubini e fazendo a mudanca de variavel v = u + h para a

integral em h na expressao (4.31), obtemos que
E[L(1)?] T i, d, d
= e dvdu. 4.32
Pale) = gepcarip Sy T @) dvdu. (432
Reescrevendo a expressao dada em (4.32), temos que

Jraa(w) = m (/OOO vde_“"”wd(v) dv) (/OOO udei““’wd(u) du>
B[
2r(T(d+1))?

_ E[L()? 2
~2n(T(d+ 1)) Fral@)l”,

.FA’d(—w).FNd(w)

para w € R, como queriamos demonstrar. O

No Teorema 4.18 apresentamos a distribui¢do do processo dado em (4.28) para um

caso particular, quando o processo {L(t) };cr é 0 movimento Browniano.

Teorema 4.18. Seja {Y) 4(t) }rer 0 processo estocdstico dado em (4.28), onde o processo

ruido é o movimento Browniano, isto é, L(-) = B(-). Entdo,

Yaa(t) Lx~N (O, 20§7d) ,

1 poo g2 1. d+1 d+2 2
2 - | =1 — — = 2P dz.
U)x,d 2/0 (F(d+1))2 (2 2(27 ) 2 ) 2 9 x X

onde
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Prova. Considerando a medida de controle quando a = 2, obtemos que o processo

estocastico dado por

Yaa(t) = /_too m 21 (1 gt w; —A(t — U)2> dB(u)

2272 72
segue uma distribuicao Sy(oy 4, 0,0) onde

1t (t—u) 1 d+1 d+2 2
i== | e (2 [ —— == At —w)? ] d 4.
O\d 92 /—oo (F(d+ 1))2 2472 9 g g ( u) u, ( 33)

pela proposicao 3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994). Fazendo a mudanga de varidvel

x =1t —wu em (4.33), obtemos que

1 oo g 1 d+1 d+2 2
2 = — | F =1 —= — =\ dz.

Além disto, temos que uma variavel aleatéria a-estdvel Sy(a,0,0) L7~ N (0,202).

Segue, entao, o resultado deste teorema. O

Demonstramos agora o resultado que nos permite afirmar que a funcao hipergeo-

métrica dada na expressao (4.28) estd bem definida.

Teorema 4.19. A func¢do hipergeométrica

1 d+1 d+2
N R T
2 2 2

¢ absolutamente convergente, para todo x € R e d € (0, 1— l).

Prova. Por definicao, temos, para d € (O, 1— é), que

1 d+1 d+2 )\ X TG+ +n) I(EH(2) (=Az?)"
2t <2’1’ 5 M ) - nz;; rHr@aQ) T(E + (%2 +n)  nl
F(%)F(%) i r % +n) (1 +n (—Ax?)"
B F(%) =0 F(% + Tl)f‘(d%2 +n) n!
ICIRCOR
O
DG (4H2) &

=—2-""2°%"g, (4.34)

onde
TG+l 4+n)  (—Az?)"
“ NG () 3
Dado z € R fixo, temos que
TG+ 4+ 4+ (n+1) (=)
T P ))T(E2 4 (n+ 1) (n+ 1)
B L +n)(5+n)I(1+n)(1+n) (—Az?)m+t (4.36)

D ) )2 ) (L2 4n) (n+ 1)
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pois ['(r + 1) = rI'(r).
De (4.35) e (4.36), obtemos que

G+l +n)(1+n)  TEE+n)0(H2+n)  (“A?)"nl
(L +n) (2 +n) (B2 +n) T(+n)0(1+n) (=Aa?)r(n+1)!
1

pois as poténcias n no numerador e denominador sdo da ordem, respectivamente, de n? e

n3.

Logo, pelo Teste da Razao, concluimos que a série hipergeométrica dada em (4.34)

¢é absolutamente convergente, para todo x € R. O

Observacao 4.20. Consideramos neste capitulo o caso em que a = 2 no Teorema 4.19,
apesar de demonstrado para d € (0, 1-— i) ea € (0,2].

Na préoxima segao, estudamos a principal propriedade do processo dado em (4.28).

4.2 Longa Dependéncia

Um dos principais objetivos desta dissertagao ¢ estudar um processo estocastico

que possua a propriedade de longa dependéncia.

Utilizando um ntcleo fracionario integrado de meméria curta na teoria da secao
anterior, obtivemos o processo dado em (4.28). Provamos nesta se¢do que o referido processo
possui a propriedade de longa dependéncia, como desejamos. Antes disto, é necessario

ressaltar alguns resultados.

Teorema 4.21. Considere o processo dado em (4.28), sob as condi¢oes da Definicao 4.1/.
Entao {Y)a(t)}ter pode ser representado como
t 2

Yaall) = / e N My (s), e R, (4.37)

onde

M) = g [0t = (=] Las)

¢ um processo de Lévy fraciondrio, com o processo de Lévy {L(t)}ier como ruido, tal que
E[L(1)] =0 e E[L(1)?] < oo.
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Prova. Pelo teorema 6.2 de Marquardt (2006), temos que o processo dado em (4.28) pode

ser reescrito como

Yia(t) = /_t g(t — s)dMy(s), teR, (4.38)
onde
g(x) = 1“(11—d)c2lc /Ox ga(s)(x — s)"%ds, z €R, (4.39)

isto é, g(+) é a derivada positiva de Riemann-Liouville do nicleo fracionario g4(+).

Entao temos que

gr(z) = (Dlga) (x) = e N ) (),
pela defini¢ao de derivada positiva de Riemann-Liouville, dada em (4.16).

Aplicando este resultado em (4.38), obtemos, para todo t € R, que
t t
Yaalt) = / e g o (t — ) dMy(s) = / e N9 G0 (s),
pois t — s > 0, para todo s < t. O

Demonstramos agora duas proposicoes que apresentam resultados sobre os momen-

tos de primeira e segunda ordem do processo dado em (4.37).

Proposigao 4.22. Considere o processo estocdstico {Y 4(t) hier dado na expressio (4.37).
Entao, E[Y)4(t)] =0, para todo t € R.

Prova. Temos, dado t € R, que
t
E[¥a(t) =E | [ ™M y(s)]
t(t—u)? 1 d+1 d+2
=E R o, ——, —— =\t —u)? | dL 4.4

pois podemos escrever a expressao (4.40) na forma E {ZZ;& ar (L(sg41 — L(sk)))} , para
ag, .., an_1 E R, neNe —0o < 59 < ... <s, =tapropriados. Como o processo de Lévy
{L(t) }ter ¢ um processo de incrementos estacionarios e E[L(1)] = 0, concluimos que esta

média é igual a 0. [

Proposigao 4.23. Considere o processo estocdstico {Y 4(t) hier dado na expressio (4.37).

Entao,

Cov[Yaa(t + k), Yy a(t)]
(1 — 2d)

t itk
— " RL(1)? / / CA(tk—8)2 A(t—u)? |, 2d—1 a1
() WL N s — N ds du, - (441)

para todot € R e k > 0.
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Prova. Por defini¢ao, temos que
Cov [Y)\’d@ + /{3>7 YA,d(t)] = E[Y)\’d@ + k?)Y)\’d(tﬂ

t+k 9 t 9
:EV KWHWM@/eWHWMM, (4.42)

pela Proposicao 4.22.

Pela Observacao 4.5, podemos utilizar a propriedade da isometria dada no teorema
5.3 em Marquardt (2006), obtendo de (4.42) que

E[Y)a(t + k). Yy a(t)] E[E %;2 / / / A(t+k— L0y (t + k — 5)

A ooy (E = w).(s — 2)4 7 (u — x)* s du da,
para k > 0.
Aplicando o teorema de Fubini, obtemos que
2]
E[Yyq(t + k). Yy q(t)] ) / / A= ooy (E+ k= 8).e D 00 ) (8 — )

min(u s)
</ — )" u — x)dldx> ds du

E / /t+k N 5)2 CA(t—u)?
- (T(d)?

mln(u s)
(/ (s —2) (u— x)d_ldx> ds du.

Utilizando o fato de que, segundo Gripenberg e Norros (1996),

U , s,u € R,

min(u,s) . 4, (1 —2a)T(d) 2d—1
JERRRCEE R —a)Me = =g ls—ul

obtemos que

t+k 2 1'(1 — 2d)I'(d
E[Yaa(t + k). Yaa(t) 01/ / Attk=s)” g=A(t=u) (F(l—)d)() s —u)*" ds du,

2
onde (] = I%[FL(S)))Q].

Reorganizando os termos, temos que

t+k
EYya(t + k).Yya(t C'z/ / Alttk=9)* == | _ 4,271 ds du,
onde Cy = %.E[L(l)ﬂ, como querfamos demonstrar. O

Podemos agora calcular a fungao de autocovaridncia do processo estudado neste

capitulo dado na expressao (4.37).
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Teorema 4.24. Considere o processo estocdstico {Y) 4(t) her dado em (4.37). Entao a

sua funcao de autocovariancia é dada por

,Yyk,d(k) = Fr(l — Qd)

— 20wy [ [ e =gy 4.4
Wri g B[ b=ty dedy,  (443)

para k > 0.

Prova. Dado t € R, pela definicao da fungdo de autocovariancia e utilizando os resultados
das Proposicoes 4.22 e 4.23, obtemos que
Wh@%)zcmﬂkdt+k)Kd(ﬂzﬁﬂﬂd@+k)Kd(ﬂ

IO 2d t+k A(t+k—s)? = A(t—u)? 2d—1
_ -2 : u ds du, (4.44
T(d)I(1 - / [ s~ ds du, - (4.44)

para k > 0.

Fazendo as mudangas de varidveis t =t + k — s e y =t — u na expressao (4.44),

concluimos que

- 2d a2 2d—1
k)= et / / |k — da d
/YY)\,d( ) F(d)F( 6 | T+ y| X ay
F<1 — 2d) 2 (@2 +y? 2d—1
:——————ELl / / @47 | — dz dy,
para k > 0. O

Esse resultado poderia ter sido obtido a partir do Teorema 4.23, dado que o processo

é estacionario.

Dando prosseguimento, relembramos que o objetivo desta se¢ao é provar que o
processo dado em (4.28) possui a propriedade de longa dependéncia. Para isto, j4 provamos
que o referido processo pode ser expresso na forma dada em (4.37), obtendo a sua fungao
de autocovariancia. O Teorema 4.25 apresenta o resultado que nos permite concluir o

objetivo desta secao.

Teorema 4.25. Considere o processo estocdstico {Yy 4(t) }ter dado em (4.37). Entao, a
sua fungdo de autocovaridncia 7y, ,(-), apresentada em (4.43), possui um decaimento dado

por

MWaa(k) ~ m.E[L(l)Q] <47;) k[>T (4.45)

quando k — oo.

Prova. Para provar o resultado deste teorema, iniciamos provando que

oo oo 0 2
/ / 67)\(352+y2) |k — x4+ y‘2d—1 dr dy ~ (/ e)\zzdx> |k’2d_1
0 0 0

quando h — oc.

(4.46)
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Observe, inicialmente, que é possivel escrever

o oo e_>‘(12+y2) ‘k — X + y‘2d_1 €T y 2d—1
dz d _/ / Ne+?) | T YT g g
I T o PR
_/ / Ma®+97) g dy + T (4.47)
onde
@) r y|2d-l
I= 1——+= — 1) dx dy. (4.48)
kE ok
Entao, pelo item 7i. do Lema 4.7, temos, para dado € > 0, que
oo OO 2d—1
—A(z?+y?) _r. Y _
|]| S/O /0 ‘6 '1 2 -+ 2 1 .]l{‘y,x‘gek} dx dy
- x oyl
+/ / yb—k+k — 1] gy da dy. (4.49)
Para |y — x| < €k, temos que
ooyt 2d—1 2d—1 2d—1
‘“/ﬁ/{; 1 <max{(1— ¥ S 11— (142 < (1— ¥ — 1. (4.50)

Aplicando a desigualdade (4.50) em (4.49), obtemos que
1< (=t =1) [T [ e a dy + R(k) (4.51)
o Jo

onde
2d—1

@—9)"

k

0 0

L _ _ _ utv _ u—v
Fazendo a mudanca de variavel u = x +y e v = v —y, temos que v = “T* e y = “5°

.]l{|y_x|>€k} dx dy. (452)

-

e o Jacobiano desta transformacao é dado por

oz Oz
_ 4] o] _
J = det ELZ 67;; = det
ou  Ov

Como u > |v], pois (z,y) € Ry x Ry, obtemos de (4.52), que

1 00
R(k) = f/ / A0y,
2 JR v
1 o0
= —/ / Ay
2 |v|>ek J|v|
— 1 / ek/ )\(2 U du
2 —v
—ek A(24v)
A

—ek e 2+U) v
1— =
(I (1 :

N DO
| N =
N[ =
SN——
I
|
DO | =

2d—1

v
1— =
i

»

— 1‘ ]l{ka} dv

2d—1

— 1| dv

—1 dv+/ / A2 gy
‘ _ v

0 e A(2—v) 2d—1
1o+ [,
v+ 2

2d—1 0o )\2 v) v
+1>dv+/ (‘1—k

k

2d—1 2d—1

—1 dv)

1— =
k

-1 dv)
2d—1
+ 1) dv)

k

U2d1

N | — [\3\>—~

IN

(4.53)
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Observe agora que, para v < —ek, temos que

v 1241
‘1 e (4.54)
k
pois 2d — 1 < 0.
Utilizando (4.54) em (4.53), obtemos que
—ek 6)\(2—1—1)) 1 oo e)\(Q—v) p|2d-1
R < [ av+s | b— 1)d 4.55
G S WY P ( IR A (4.35)
De onde, calculando a primeira integral, temos que
A2H) TR oo A2-0) v |2d-1
R(K) < 5/ b— 1)d
W= =% T3l ( 2 +> 0
6)\(2—ek) 1 [oo e)\(2—v) p|2d-1
= — 1—-— 1]d
3l (‘ Koo ) v
e)\(2—ek) [l(k)
— 4.
onde
0 A(2-0) v 2d—1 Ny
I :/ ‘—
=), A ( K +> v

Para calcular a integral [ (k), dividimos o intervalo de integral de forma que

2k e)\(2—v) v 2d—1 e 6)\(2—1)) v 2d—1
Ik:/’ b— 1] d P— 1)d
=1 A < k +’>“+2k A ( k +> v
= I>(k) + I3(k), (4.57)
onde
2%k 6/\(2—1)) v 2d—1 00 6)\(2—1)) v 2d—1
[k:/ b— 1)d Ik:/ b— 1) dv.
k)= J, A ( k +) velstk)= [ =3 ( Koo
Como ‘1 -7 2 < 1, para v > 2k, obtemos, entao
00 e)\(Q—v) 2€>\(2—v) o0 262)\(1—19)
I3(k) <2 dv = | — = —— 4.58
sh) <2 [ ——d ( \2 >% N2 (4.58)
Portanto, de (4.57), temos que
262)\(1—kz)
Ii(k) < Ly(k) + (4.59)

< e
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Por fim, para determinar uma majoracao para I, observe que a integral desta

A(2—v)

expressao pode ser reescrita como
v

2k pA(2—v) 2d—1 2k o
(k) —/ /\ 1 k dv—i—/
2d—1 2k )\(2 v) v 2d—1 2k 6)\(2—11)
— - 1
( k) d”/ (k: ) dH/ek N
2 ek) v\ 2d—1 2%k >\(2 k) v 2d—1 2%k e>\(2—u)
< =9 g / < _ 1> d / d
= / Y ( k) v k Ve T ™
eA\(2—ek) k X o 24| e’\@*k) L v X 2d|%k oA (2-v)
=5 () (1) PR m(k_)k+_xz 6

AN2—ek) [ ], by ME [ A2-2k)  A2eh)
— 1 L. . 4.
) <2d>( S <2d> JURNRENDT (4.60)

dv

Substituindo o resultado de (4.60) em (4.59), concluimos de (4.56) que

6)\(276]6) 1 262A(17k‘) 6/\(27(»:16) L 0d
< 4 - _
R(k) < v T3 ( vt <2d> (1—¢) )

1 /eM2h) [k P2A1-k) o A(2—ch)
= — | — . 4.61
T3 ( ) <2d> ot ) (4.61)
O que nos permite concluir que
e)\(Qfek) ke 62/\(17k) k,eA(ka)
k) < ——— 1—¢) : 4.62
Bb) < =55 <3+ <2d>( 2 >+ S CEYY (4.62)

Escolhemos entao € > 0, tal que

K
(1 —¢)? / / A +y%) dxdy<2

para algum K > 0. Temos, para ¢ > 0 fixo, que, dado (4.62), R(k) — 0, quando k — oo.
Isto implica que podemos assumir |I| tdo pequeno quanto se queira em (4.47). Portanto, a

aproximagcao dada em (4.46) é vélida.

Entao, da fun¢ao de autocovaridncia dada em (4.43) e do resultado provado em
(4.46), obtemos que

Yy, (k) ~ F(l_M))E [L(l)Q] (/OOO e’\“2du>2 o241

a1 —d
(1 — 2d) (VT ean
=m0 (35
_ ['(1 —2d) 2 Q 2d—1
()T - d)E Ly (4/\> IR
como queriamos demonstrar. O

O Teorema 4.26 conclui que o processo estudado nesta se¢ao apresenta a propriedade

de longa dependéncia.
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Teorema 4.26. Seja {Y)4(t)}i>0 0 processo dado em (4.57), com 0 < d < . Entdo o

referido processo possui a propriedade de longa dependéncia.
Prova: Pelo Teorema 4.25, temos que
I'(1 —2d) 21 (T 2d—1
e T2 ) (7 s
malh) ~ s g LW (g3) 18

quando h — oo.

Entao, considerando c, dada por

(1 —-2d) o1 (T
= RT3 [L(1)7] (M) >0,
obtemos que
t ! fVY)\,d(hJ

h=oo ¢ |B[*TH
Portanto, de acordo com a Defini¢ao 2.14, o processo possui a propriedade de longa
dependéncia. O

Concluimos este Capitulo 4 com o objetivo alcangado, isto é, encontramos um

processo estocéastico a tempo continuo que possui a propriedade de longa dependéncia.

No préximo capitulo, abordamos a simulagao e a estimacgao dos parametros deste

Processo.
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5 Simulacao e Estimacao

Neste capitulo, simulamos o processo estocastico FIMA estudado no Capitulo 4
com o objetivo de estimar os pardmetros do processo. Dado o processo estocéstico {Y) 4(t)}
definido em (4.37), buscamos estimadores para o vetor de parametros 1’ = (d, \), para

valores de d € (O, %) e A>0.
Na primeira sec¢do, apresentamos uma forma de simular o processo {Y) 4(¢)}, dado
em (4.37), através de uma aproximagao por somas de Riemann. J4 na segunda e terceira

secoes, discutimos métodos para se obter a estimacao dos parametros deste processo.

5.1 Simulacao

Nesta secao, apresentamos simulacoes realizadas, utilizando uma aproximacao para
o processo dado em (4.37) através de somas de Riemann. Nas simulagoes apresentadas,
consideramos como ruido o movimento Browniano fracionario. A definicdo deste processo

ruido é apresentada a seguir, segundo Mishura (2008).

Defini¢ao 5.1. O movimento Browniano fraciondrio com parametro de Hurst H € (0, 1)

¢ um processo Gaussiano By = { B (t)}scr que possui as seguintes propriedades:
i. BH(0) = 0;
ii. E {BH(t)} =0, para todo t € R;
iii. B |B7(t).B (s)] = § ([t + [s]*" — |t — s]*7) , para s, € R.
Observagao 5.2. (a) Pela Definicio 5.1, temos que B (t) ~ N(0, t27).
(b) O processo { B (t)};er ¢ um processo de Lévy fraciondrio.
(c¢) Conforme ja comentamos no Capitulo 3, o pardmetro de Hurst H estd direta-

mente relacionado ao parametro d. A relacao é dada por H = d + %

Sobre o movimento Browniano fracionario, é importante ressaltar que este processo
apresenta a propriedade de longa dependéncia quando % < H < 1 (veja Mishura (2002)),

isto é, para 0 < d < % Logo, o estudo realizado encontra-se neste caso.

Consideramos, entdo, o processo dado em (4.37) com o ruido My(-) = BH(-). O

processo {Y) 4(t) }+er, estudado nesta secdo é dado por

t
Kﬂﬂ:/ N gBH(g) e R, (5.1)

—00
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onde)\>0,0<d<%eH:d+%.

De acordo com o estudo realizado no Capitulo 3, temos que o processo dado em

(5.1) pode ser dado na versao

Y)\7d(t) -

t o (t—u) d+1 d+2
2472 27 7TJ 2

e T(d+1) 'fMt—U)>dBOA, teR, (5.2

onde {B(t)}icr é 0 movimento Browniano.

Para gerar as observagoes do processo dado em (5.1), utilizamos a aproximagao

Yaalt) ~ ﬁf<fN“if[BH<k>-<BH<k_l>], (5.3)

ke —n2 n n

dada por

quando n — oo.

Os Teoremas 5.3 e 5.4, apresentados a seguir, nos garantem que a aproximacao

dada em (5.3) é convergente.

Teorema 5.3. Seja a sequéncia de fungoes ¢p(-) : R — R e a fungio gr(-) : R — R
definidas por

duls) = 3 M M 1) (5) (5.4)

ga(s) = e ML (s), (5.5)

para t fizo e n € N. Entao, ||¢,(s) — gr(s)||lg — 0, quando n — oo, onde
1 1l = (BIL?) (120 (w)du)”

Prova. Sabemos, de Marquardt (2006) que

Pn(s) = ga(3)[lr < Cllon(s) = gals)llLr + [lon(s) — ga(s)]L2] - (5.6)

Provamos, entao, que

[¢n(s) = gr(s)ller + ll@n(s) — gal(s)lz2 — 0,

quando n — oo.
Observe, inicialmente, que

||¢n(5) —g)\( ||L1 :/ ( Z e t*%)Q (’“;1,5)<S)_€A(t3)2ﬂ(_w7t)(s)) ds

k=—n2

_/ Z e M= (n 7k)(8)d8—/t006_>\(t_5)2d8, (5.7)

n
k=—n?2
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de onde, fazendo a mudanca de variavel ¢ = %, temos que
: A(t—i)2 ¢ A(t—s)2
160(8) = gr(s)ller = [ 30 00y ()ds— [ e Vas (5.8)

Logo, quando n — oo temos que

16n(5) = ()12 = [ S M-y (s )ds_/ A=)? g

i=—00 —©

e, portanto,
t t
16a(8) = gr(s)lls = [ e ds— [ e ds =0, (5.9)

Note, agora, que

: 1
= Y T L1y (s) Sere™(t+n)., (5.10)

n
i=—n

pelo item 7. do Lema 4.7. Podemos, entdo, limitar a fungao ¢,(s) por
Pn(s) < e M(t 4 1), (5.11)

para todo n € N.

Pelo teorema da convergéncia dominada temos que

T 116a(s) = 9(5)l22 < lim [ 10u(s) = g(s)* ds = [l I6a(s) — g(s)* ds

n—oo
:/|gs—gs|ds
R
=0

pois, ja vimos que lim,, ., ¢,(s) = g(s).
Concluimos, entao, de (5.6) que ||¢,(s) — gr($)||lg — 0, quando n — oc. O

Teorema 5.4. Nas condicoes do Teorema 5.3, temos que a aprozimagio dada em (5.3) é

convergente.

Prova. Pelo Teorema 5.3, podemos utilizar o teorema 5.3 de Marquardt (2006), o qual nos
garante que tal aproximacao é convergente e independe da sequéncia de fungoes simples

¢n(+), desde que convergente para g(-).

Maiores detalhes sobre a integracao a respeito ao movimento Browniano fracionario

podem ser encontrados em Pipiras e Taqqu (2000).
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Observacgao 5.5. Note que

Vialt) ~ 3 e (08) lBH <k> - B (k - 1)1 = 5 Ry {BH (iﬂ ’

k=—n?2 n n k=—n2
(5.12)

quando n — oo, onde utilizamos o fato de que B*¥(-) é um processo de incrementos

estacionarios.

Para simular, entdao, algumas trajetorias do processo dado em (5.1), utilizamos a
aproximacao (5.12). Apés algumas simulagoes, constatamos que a aproximacao é conver-
gente para valores pequenos de n. Em um estudo inicial, utilizamos na proxima secao
valores de n € (10, 20, 30).

A Figura 5.1 a seguir apresenta trés trajetérias para o processo dado em (5.1) para

alguns valores especificos de d e A\, com H = d + %

d=0.15

X(t)
40 4
I I |

X(t)
20 2
| I |

0 200 400 oo &0a 1000

d=045

e

X(t)
45 0
AN

0 200 4010 Goa &0a 1000

Figura 5.1: Exemplos de trajetérias para o processo definido em (5.1), considerando a
aproximagcao dada em (5.12), onde n = 30, d € (0.15,0.30,0.45) e A = 0.001.

Podemos observar na Figura 5.1 indicios do resultado apresentado no Teorema

4.18, isto é, o processo simulado apresenta um comportamento semelhante ao Gaussiano e
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possui a média em torno de zero. Ainda, observamos que, conforme o valor de d esta mais

proximo de 0.5, a variabilidade do processo diminui.

Na proxima segao, apresentamos um estudo sobre a estimacao do pardametro d do

processo dado em (5.1).

5.2 Estimacao do parametro d

Para estimar o pardmetro d do processo definido em (5.1), utilizamos o ruido da

aproximagao (5.12), considerado na geracao dos dados da série temporal. Observe que o
2d+1

ruido da aproximagao dada em (5.12) possui distribuigao N <0, (l) >, pois H =d + %

n

O Teorema 5.6 apresenta o estimador para o parametro d do processo estudado.
Teorema 5.6. Seja d € (O, %) um parametro do processo definido em (5.1). Entdo, o
.1 (log (82
d=— g -1 (5.13)
2\ log (%)

é um estimador ndo-viciado de d, onde S* é a varidncia amostral corrigida do ruido

BH (%) ~N <O, (1>2d+1>, paran € N —{0}.

estimador

n

- . Entao, temos que

E(J):E<; (Toggg))—l)) :; bgl%:g;)?i)l)

Prova. Sabemos que E (SQ) — Var (B l>2d+1

=
~
S =
~——
~—

I
—

! (2d+1)log((%)) .,
2 log (%)
1
:§(2d+1—1):d. (5.14)
Logo, o estimador ¢ nao-viciado. O]

Para escolher uma situacao para realizar as estimacoes do parametro d, estudamos
em trés casos diferentes, considerando d = 0.3. As Figuras 5.2, 5.3 e 5.4 apresentam os
resultados destas estimacoes. Para cada um destes casos de estudos, apresentamos na

Tabela 5.1 informagoes sobre a varianica, a média e o vicio dos estimadores.
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t=1000; re =500

. |
O 1
@ : &
© : — e
R *— — - E—
. | L
% - ; —e
O -
]
L]
| I I
10 20 30
n

Figura 5.2: Estimagao do pardmetro d do processo definido em (5.1), considerando
(5.12), onde t = 1000, re = 500, A = 0.001,n € (10,20, 30) e d = 0.30.

t=500; re =500

=]
L]
© |
< ! _ 8 o
= : | —
T *— — e g =B
O | |
o | | v 5
()] 1
{\!— 1
o o
| [ [
10 20 30

Figura 5.2: Estimacao do parametro d do processo definido em (5.1), considerando
(5.12), onde t = 500, re = 500, A = 0.001,n € (10,20, 30) e d = 0.30.
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t=500; re =800

=]
L]
© |
< l g o
o | .
I — ——
[ | |
o | i v 5
[8)] 1
N_ 1
o o
[ [ [
10 20 30
n

Figura 5.4: Estimagao do pardmetro d do processo definido em (5.1), considerando
(5.12), onde t = 500, re = 800, A = 0.001,n € (10,20, 30) e d = 0.30.

Tabela 5.1: Resultados da estimagdo quando d = 0.30,n € (10, 20, 30) para trés casos,
com valores aproximados para a média.

|

|

t = 500;re = 500

n 10 [ 20 | 30
d 0.30
média | 0.29998 | 0.30004 | 0.30002
variancia | 1.93.107° | 5.42.107° | 2.57.107°
vicio [ —0.00002 | 0.00004 | 0.00002
| \ = 1000; re = 500
n 100 [ 20 | 30
d 0.30
média | 0.30002 [ 0.29999 [ 0.30001
variancia | 9.02.10°° | 2.83.10°° | 1.36.10°
vicio [ 0.00002 | —0.00001 | 0.00001
| \ t = 500; re = 800
n 10 [ 20 | 30
d 0.30
média | 0.30017 | 0.30024 [ 0.29995
variancia | 2.04.107° | 5.42.10° | 2.80.10°°
vicio [ 0.00017 [ 0.00024 | —0.00005

Apos a andlise destes resultados, optamos por realizar as estimagoes considerando

o caso em que t = 1000, e = 500 e n = 30, considerando a aproximacao dada em (5.12).
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Pois, neste caso, a estimacao apresenta melhores resultados quanto a média do estimador

e a baixa variancia do mesmo.

Os resultados das estimagoes para o pardametro d, quando d € (0.15,0.30,0.45),
estdo no Apéndice A deste trabalho.

5.3 Estimacao do parametro A

Para a estimagao do pardmetro A do processo definido em (5.1) tentamos duas

abordagens. Porém, nenhuma delas apresentou resultados satisfatérios.

Em um primeiro momento, apds a simulacao de algumas trajetorias do processo,
obtemos a fun¢do de autocovaridncia do processo gerado (um exemplo pode ser visto
na Figura 5.5 a seguir). Através do decaimento da fungao de autocovaridncia dada no

Teorema 4.25, tentamos obter um estimador de A\ pela expressao

A,

. I'(1—2d) - (w) k2=t

~ —_— (5.15)
%ﬁ,&(k)

4

A

I(d)(1—2d

para k suficientemente grande.

15 20 25

ACF (cov)

1.0

0 2 10 15 20 25 30

Lag

Figura 5.5: Exemplo de funcao de autocovariancia de uma simulacao do processo dado
em (5.1), onde ¢t = 1000, A = 0.001 e d = 0.30.

Para os valores apresentados na Figura 5.5 e no estudo de outros casos, a estimacao
através da expressao dada em (5.15) nao apresentou resultados satisfatérios, possivelmente

pelo fato de que para o valor de t = 1000 tal aproximacao do decaimento nao ¢ suficiente.
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Em busca de outras maneiras para estimar o parametro A, testamos utilizar as
expressoes dadas nos Teoremas 4.18 e 4.24, considerando o estimador de A como o valor
que minimiza a diferenca entre a variancia real e a variancia amostral do processo simulado.

Porém, computacionalmente, ndo encontramos forma de aplicar este método.

Portanto, deixamos em aberto a estimacgao deste parametro do processo.
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6 Conclusoes

Neste trabalho abordamos alguns pontos importantes na area da probabilidade e
da analise de séries temporais, tais como processos estocasticos a tempo continuo, medidas
de dependéncia para processos a-estaveis e a propriedade de longa dependéncia. O ponto
principal deste trabalho encontra-se no quarto capitulo, onde foi definido um processo
estocastico que possui a propriedade de longa dependéncia e que ainda nao foi estudado

por nenhum outro autor.

Em um primeiro momento, o projeto de pesquisa desta dissertacao tinha como
objetivo o estudo do processo baseado no exemplo de Klebaner (2005), pois acreditava-se
que este processo possuia a propriedade de longa dependéncia. Porém, apos estudos mais
intensificados, provamos que isto nao ocorria. Estes resultados foram provados fazendo o
uso das medidas de dependéncia, pois consideramos o processo ruido como um processo de
Lévy a-estavel. As fungoes de covariacao, de codiferenca e de covariancia espectral foram

estudadas e apresentadas no terceiro capitulo deste trabalho.

Apesar do processo baseado em Klebaner (2005) nao possuir a propriedade de
longa dependéncia e nao ser estacionario, encontramos um novo processo estocastico
obtido pela transformagao de Lamperti. Este processo pode ser futuramente estudado com
maior aprofundamento, sendo que ja sabemos que este processo possui a propriedade da

estacionariedade.

Na busca por encontrar um processo estocastico com a propriedade de longa
dependéncia, estudamos o Processo Quadratico do Tipo OU. Obtivemos as medidas de
dependéncia para este processo e, consequentemente, concluimos que este também nao
possui a propriedade de longa dependéncia. Apés alguns estudos, chamou-nos a atencao o
estudo realizado por Maejima e Yamamoto (2003). Existe a possibilidade de que um estudo
semelhante a este feito pelos autores, possa ser realizado com o Processo Quadratico do
Tipo OU, e resulte em um processo de longa dependéncia. Este seria outro projeto futuro

levantado pelos nossos estudos.

Apos a leitura de alguns artigos referentes a processos estocdsticos com a propriedade
de longa dependéncia, deparamo-nos com o artigo de Marquardt (2006), o qual foi publicado
a partir de sua tese de doutorado. O artigo apresenta uma técnica para a construcao de
processos que possuem a caracteristica de longa dependéncia, a partir de processos do tipo

média maével estacionario com um nicleo que satisfaga determinadas condigoes.

A ideia, entao, foi utilizar um processo do tipo média mével com um nicleo que
advém do processo Quadratico do Tipo OU. A partir deste niicleo, obtivemos um nticleo

fracionariamente integrado através da Integral de Riemann-Liouville. Apds, definimos um
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novo processo estocastico em (4.37), cujo nicleo era dado por este nicleo fracionariamente
integrado, o qual é um processo Média Mdvel Fracionariamente Integrado (FIMA). Prova-
mos, entao, algumas propriedades para este processo e no Teorema 4.25, um dos principais
resultados deste trabalho, obtivemos o decaimento da func¢ao de autocovariancia do pro-
cesso, 0 qual nos possibilitou provar que este processo encontrado possui a propriedade de

longa dependéncia.

No tltimo capitulo deste trabalho, buscamos, inicialmente, uma forma de simular
algumas trajetorias para o processo. Para isto, consideramos o ruido como o movimento
Browniano, caso mais simples de um processo de Lévy. O processo entao foi simulado através
de uma aproximagao por somas de Riemann, sendo que provamos que esta aproximagcao é

convergente para o processo estudado.

Apesar de estarmos considerando um processo ruido simples, o processo FIMA
estudado possui complexidade em sua distribuicao, o que dificultou as estimacoes dos
parametros do processo. Uma das opc¢oes foi realizar a estimacao do parametro d através
do ruido. Em caso de analisar uma aplicacao real, tal estimacao pode ser complicada, caso

nao seja possivel isolar o ruido do processo.

Para estimar o pardmetro A do processo (4.37), encontramos dificuldades na parte
computacional para lidar com a complexidade das expressoes. Ficando esta estimagao em

aberto.

Por fim, conclui-se que o ponto principal deste trabalho foi a apresentagao de um
novo processo estocastico que possui a propriedade de longa dependéncia, o que tem grande

importancia na area da probabilidade e se espera que tenha aplicabilidade.

Para trabalhos futuros, além dos ja destacados, destacamos a extensao dos estudos
de Marquardt (2006) para processos de Lévy a-estaveis. A autora faz breves comentarios
sobre esta classe de processos, porém nao se aprofunda nesta questao. Em tempo, buscare-
mos outras maneiras de estimar o pardmetro A do processo dado em (4.37) e encontrar

uma aplicagado para o mesmo.
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Apéndice A

Resultados das estimacoes do parametro d.

Nas Figuras A.1, A.2 e A.3, apresentamos os resultados das estimag¢des do parametro
d para o processo definido em (5.1), considerando a aproximacao dada em (5.12), onde

t = 1000, re = 500, A € (0.001,0.005,0.01),n = 30 e d € (0.15,0.30,0.45).
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Figura A.1: Estimacao do parametro d do processo definido em (5.1), considerando a
aproximacao dada em (5.12), onde ¢t = 1000, re = 500, A € (0.001,0.005,0.0001),n = 30 e
d=0.15.
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Figura A.2: Estimagao do pardmetro d do processo definido em (5.1), considerando a
aproximacao dada em (5.12), onde ¢t = 1000, re = 500, A € (0.001,0.005,0.0001),n = 30 e

d = 0.30.
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Figura A.3: Estimagao do pardmetro d do processo definido em (5.1), considerando a
aproximacao dada em (5.12), onde ¢ = 1000, re = 500, A € (0.001,0.005,0.0001),n = 30 e

d = 0.45.
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Na Tabela A.1, apresentamos os valores para as médias, as varidncias e os bias dos

estimadores nos casos estudados.

Tabela A.1: Resultados da estimagao do parametro d € (0.15,0.30,0.45), quando A €
(0.001,0.005,0.01),¢ = 1000, re = 500, com valores aproximados para a média.

d 0.15
A 0.001 0.005 0.01
mean 0.14999 0.14999 0.15005
variance | 1.28.107° | 1.31.107° | 1.59.107°
bias —0.00001 | —0.00001 | 0.00005
d 0.30
A 0.001 0.005 0.01
mean 0.30001 0.29962 0.29996
variance | 1.36.107% | 4.18.107% | 1.52.107°
bias 0.00001 | —0.00038 | —0.00004
d 0.45
A 0.001 0.005 0.01
mean 0.44988 0.45002 0.44995
variance | 1.34.107% | 1.33.107° | 1.19.107°
bias —0.00012 | 0.00002 | —0.00005
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