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ij  =  componente do tensor de tensões;

  =  produto do coeficiente de Stefan-Boltzmann pela emissividade;

ij = componentes do tensor de tensões desviadoras;

i =  funções de interpolação para a pressão correspondentes aos nós 'i' ( )8,...,1i  ;

 ,, = coordenadas naturais ou locais do elemento finito isoparamétrico;

 = coeficiente de amortecimento;

~
B  = matriz que contém as derivadas  das funções de interpolação, incluindo os termos de 
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B
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dev

n
B
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 ˆ ,
~~ ijij
DD

=  matrizes correspondentes aos termos devidos à viscosidade, quando não é usado e 

quando é incluído o tensor difusivo de balanceamento, respectivamente;

int~
F = vetor de forças internas;

~
G = matriz correspondente ao operador gradiente;

 det  ,,
~

1

~~
JJJ 

=  matriz Jacobiana, sua inversa e seu determinante, respectivamente;

v
M

~
 =  matriz de massa das componentes de velocidade do fluido;

P
M

~
= matriz de massa da pressão do fluido;

Lv
M

~ , 
LP

M
~ , 

L
M

~
= matrizes de massa discretas para as componentes de velocidade, para 

pressão e para a estrutura, respectivamente;

~
P  = vetor de cargas para o fluido e para a estrutura;

R  = matriz de rotação;

)(
~~
T  = matriz constitutiva que relaciona incrementos de tensões com incrementos de 
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)(ˆ
~~
T  = matriz de tensões iniciais; 

~
t = vetor de cargas de superfície;

~
x  = vetor com coordenadas referidas ao sistema global;

~
x̂  = vetor com coordenadas referidas ao sistema co-rotacional.

RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo principal formular, implementar e aplicar um

algoritmo numérico para simular problemas de interação fluido-estrutura.

Considera-se que o fluido é levemente compressível e viscoso. Considera-se também

um  processo  isotérmico.  Para  analisar  o  escoamento  transiente,  emprega-se  o  esquema

explícito de Taylor-Galerkin e o método dos elementos finitos.

Considera-se que a estrutura é constituída de um material elástico linear e que pode

estar sujeito a deslocamentos finitos. Para a análise dinâmica emprega-se o método explícito

de Taylor-Galerkin e o método dos elementos finitos. As equações constitutivas são expressas

em termos do tensor de taxas de tensões de Truesdell.

Tanto para estrutura como para o fluido são usados elementos hexaédricos de oito nós

e o acoplamento do fluido e a estrutura é implementado em forma monolítica, de maneira a

evitar uma defasagem na análise do sólido ou do fluido no tempo e  representar melhor os

efeitos da interação.
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O  programa  foi  vetorizado  com  o  objetivo  de  aproveitar  as  vantagens  dos

processadores vetoriais do CRAY T-94 do Centro Nacional de Supercomputação (CESUP)

localizado na Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS).

Alguns exemplos de aplicação para validar separadamente os códigos na análise de

escoamentos e de estruturas são mostrados; problemas de interação fluido-estrutura também

são apresentados.

ABSTRACT

Formulation,  implementation  and application  of  a  numerical  algorithm to simulate

fluid-structure  interaction problems are the main goals here.

A slightly compressible and a viscous fluid is considered, and an  isothermic process is

assumed. The transient flow is analyzed using an explicit Taylor-Galerkin scheme and the

finite element method.

A linear elastic material and the possibility of finite displacements are considered for

the  structure.  The  nonlinear  dynamic  analysis  is  accomplished  using  an  explicit  Taylor-

Galerkin   scheme and the  finite  element  method.  Constitutive  equations  are  expressed in

terms of the Truesdell rate stress tensor.

 Hexahedrical  eight-node  elements  are  used  for  both  fluid  and   structure  and  a

monolithical coupling is used in order to calculate both domains at the same time level and to

improve the representation of the interaction effects.
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The  code  was  completely  vectorized  in  order  to  use  efficiently  the  CRAY  T-94

Supercomputer of the National Supercomputing Center (CESUP) of the Federal University of

Rio Grande do Sul (UFRGS).

Numerical examples to prove the accuracy of the codes to analyze separately flows

and structures are shown; some fluid-structure interactions problems are also presented.
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1 - INTRODUÇÃO

1.1– PROBLEMAS DE INTERAÇÃO FLUIDO-ESTRUTURA
                        

Nas últimas três décadas esforços significativos têm sido desenvolvidos para analisar

numericamente problemas de interação fluido-estrutura. O termo “interação fluido-estrutura”

refere-se tanto a fluidos contidos em estruturas, como o caso de estruturas imersas em fluidos.

Como  exemplos  de  fluidos  contidos  em  estruturas  podem  ser  mencionados  os  casos  de

reservatórios  excitados  por   ações  sísmicas,  reservatórios  de  combustíveis  de  foguetes,

respostas  de  barragens  excitadas  pela  aceleração  do  reservatório  contíguo,  o  fluxo  em

sistemas de dutos flexíveis, etc. Como exemplos de estruturas total ou parcialmente imersas

em fluidos pode-se mencionar o caso de estruturas “off-shore”, excitadas pela ação das ondas

do  mar,  estruturas  civis  excitadas  pela  ação  do  vento,  problemas  de  aeroelasticidade  e

hidroelasticidade envolvendo estruturas aeroespaciais e navais respectivamente, etc.

Desde sua origem, há mais de quarenta anos, o Método dos Elementos Finitos (M. E.

F.)  tem  sido  aplicado  com  bastante  sucesso  à  análise  estrutural,  e  hoje  é  uma  técnica

consagrada e de uso popular na Mecânica das Estruturas. Numerosos livros e trabalhos em

periódicos têm contribuído para a divulgação dos enormes avanços produzidos nos últimos

anos,  assim como a ampla  distribuição  de programas comerciais  (tais  como ANSYS [5],

NASTRAN [90],  ABAQUS [1],  etc.)  tem favorecido  a  intensa  aplicação  do  método  em

escritórios de projeto  particulares, universidades e institutos de pesquisa.

 Uma alternativa ao Método dos Elementos Finitos tem sido o Método dos Elementos

de  Contorno  (M.E.C.),  que  teve  um crescimento  significativo  nos  últimos  vinte  anos,  e,

embora em alguns casos particulares resulte a técnica mais adequada, suas aplicações ainda

estão  bastante  restritas  ao  ambiente  universitário  e  de  pesquisa.  Convém mencionar  que

muitos  autores  têm combinado,  com sucesso,  ambos os  métodos na solução numérica  de

problemas que envolvem contorno no infinito.

Já na Dinâmica dos Fluidos, não existe uma unanimidade tão marcante. Os métodos de

Diferenças Finitas (M.D.F.) e Volumes Finitos (M.V.F.) têm sido usados intensivamente e

com muito sucesso nesta área. Entretanto, o número de usuários do M.E.F. na Dinâmica dos

Fluidos Computacional  tem crescido significativamente e em forma contínua.  Também na

área de Mecânica dos Fluidos, tal como na área da Mecânica Estrutural, numerosos livros e

artigos  em  periódicos  tem  refletido  os  gigantescos  avanços  que  tem-se  produzido  neste
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campo. Alguns programas comerciais (tais como, por exemplo, FLOTRAN [6], baseado no

M.E.F., e FLUENT [45], baseado no M.V.F.) favoreceram o aumento da popularidade dos

métodos numéricos na área da Mecânica dos Fluidos.

Entretanto,  não  foi  somente  a  evolução  dos  algoritmos  numéricos  que  permitiram

abordar problemas cada vez maiores e mais complexos; também a evolução na arquitetura dos

computadores foi fundamental para estes progressos que se manifestaram nas diversas áreas

da Ciência e da Tecnologia. Além dos avanços nos computadores pessoais, o aparecimento de

equipamentos com processadores vetoriais ou com a possibilidades de realizar computação

paralela massiva tiveram um papel decisivo no desenvolvimento das ferramentas numéricas

como instrumentos importantes de auxílio nos projetos de Engenharia.

Outros aspectos positivos que devem adicionar-se aos já referidos acima em relação

aos avanços da Mecânica Estrutural Computacional, na Dinâmica dos Fluidos Computacional,

e na arquitetura dos computadores, são o desenvolvimento na computação gráfica, de códigos

multidisciplinares de pré e pós-processamento e de algoritmos de geração de movimento e

adaptação de malhas e técnicas de remalhamento.

Resumindo, pode-se dizer que desde sua aparição os métodos numéricos, tais como

Elementos Finitos e Elementos de Contorno na Mecânica  Estrutural e Elementos Finitos,

Elementos de Contorno e Volumes Finitos na Dinâmica dos Fluidos, têm sido aplicados para

resolver uma variedade enorme de problemas de Engenharia  e da Física.  A evolução dos

algoritmos  numéricos,  da  arquitetura  dos  computadores  e  dos  códigos  (“softwares”)  de

computação gráfica  e  de pré e  pós-processamento multidisciplinares  têm contribuído para

isto.

Como a natureza das equações que governam a Mecânica dos Sólidos e a Dinâmica

dos Fluidos são diferentes, os primeiros códigos foram desenvolvidos especialmente para um

ou outro campo separadamente, como foi evidenciado nos comentários acima. Inclusive os

códigos comerciais foram projetados para resolver uma ou outra área exclusivamente.

 Assim  sendo,  quando  tinha-se  que   analisar  um  problema  de  interação  fluido-

estrutura,  o  problema  era  simplificado,  decompondo  o  mesmo  em  dois  subproblemas

mutuamente independentes, um envolvendo apenas o fluido e o outro envolvendo apenas a

estrutura. Este enfoque justifica-se às vezes; assim, por exemplo, se a estrutura é tão pesada e

rígida que praticamente não se move ou deforma sob  a ação de um escoamento transiente, o

escoamento pode ser analisado primeiramente e a pressão obtida na interface é usada como

uma carga externa prescrita atuando sobre a estrutura, que é analisada posteriormente; já se a

distribuição  da  pressão  na  interface  é  previamente  conhecida  por  alguma  razão,  ou  a
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distribuição  da mesma é modelada  no espaço e  no tempo de alguma maneira  (devido às

complexidades para determinar seu valor), apenas a estrutura é modelada e analisada sob a

ação das pressões prescritas.

 Entretanto, o enfoque de não considerar o acoplamento existente entre o sólido e o

fluido pode conduzir à predição de cargas erradas atuando sobre a estrutura, dependendo do

tipo de estrutura e/ou das cargas atuando sobre todo o sistema.

Como exemplos de erros que podem ser cometidos por não considerar o acoplamento

da estrutura e o fluido, consideram-se os seguintes casos:

a) quando o enfoque do desacoplamento total  é aplicado a um problema de golpe de

aríete  num  sistema   de  dutos,  é  bem  provável  que  a  resposta  da  estrutura  seja

sobrestimada devido a  que:  (1)  não é  levado em conta  a  redução da diferença  de

pressão devido à flexibilidade da estrutura; (2) não é considerada a massa adicionada

no sistema estrutural; (3) não é considerada a transferência de energia da estrutura ao

fluido, embora o processo inverso seja considerado. Isto pode ser observado na Ref.

[15].

b) quando se faz a análise de reservatórios de armazenamento de líquidos excitados por

ações  sísmicas  sem levar  em conta  o  efeito  do  acoplamento,  cargas  subestimadas

foram consideradas atuando no sistema. Isto pode ser observado na Ref. [83].

c) considere-se um reservatório delgado cheio de um líquido e que sofre uma explosão.

Como  o  líquido  é  levemente  compressível  resulta  evidente  que  a  um incremento

pequeno no volume do reservatório pode corresponder uma diminuição drástica da

pressão no líquido,  de forma que a  pressão será provavelmente  sobrestimada se é

considerado um reservatório rígido. Isto pode ser observado na Ref. [28].

           

Os exemplos apresentados acima ilustram a necessidade de desenvolver códigos que

considerem,  por razões  de generalidade  e  versatilidade,  modelos  precisos de acoplamento

entre  os  meios  sólido e fluido  para poder tratar  com sucesso os problemas  de “interação

fluido-estrutura (I.F.E.)”.

Aspectos específicos referentes à solução numérica de problemas de interação fluido-

estrutura serão abordados no capítulo 4. Nesta breve introdução serão  mencionados apenas

alguns dos principais grupos que tem se destacado nesta área, e se for o caso o código que os

mesmos desenvolveram.
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Um dos  grupos  mais  antigos  e  que  mais  contribuíram  na  simulação  numérica  de

problemas  de  interação  fluido-estrutura  é  o  do  Department  of   Mechanical  and Nuclear

Engineering,  Technological  Institute,  Northwestern  University,  localizada  em  Evanston  –

Illinois (USA). Seus trabalhos centraram-se em problemas de vibrações em reservatórios de

armazenamento  sujeitos  à  ação de  sismos,  e  a  problemas  vinculados  a  reatores  nucleares

(estas últimas pesquisas foram realizadas em conjunto com o Argonne National Laboratory,

Reactor  Analysis  and  Safety  Division,  localizado  em  Argonne-Illinois  (USA).  O  código

desenvolvido usando o M.E.F. é denominado FLUSTR [72] e alguns trabalhos relevantes

desse grupo são os seguintes: Liu [73], Liu e Ma [74], [75] e Belytschko e Liu [21], Liu e

Chang [76], Liu e Gvildys [77].

Outro  grupo  que  tem-se  destacado  na  análise  de  problemas  de  interação  fluido-

estrutura é o do Joint Research Center (JRC) da Comunidade Européia. O primeiro código

desenvolvido foi o EURDYN [37],  e contribuições  importantes  com este programa foram

realizadas por Donea et al. [38] e Donea [39]. Posteriormente, com a participação do French

Commisariat à l’Energie Atomique (CEA-DMT),  foi desenvolvido o programa PLEXIS-3C

[27];  este programa foi posteriormente usado nas publicações de Casadei e Halleux [29],

[30], [31] no contexto de um trabalho de colaboração com o Ente Nazionale per l’Energia

Elettrica (ENEL) da Itália.

Alguns trabalhos nesta área foram apresentados também por Bathe e colaboradores no

Massachussetts  Institute  of  Technology  (MIT),  em  Cambridge  –  Massachussetts  (USA).

Mencionam-se aqui algumas publicações deste grupo, tais como Olson e Bathe [94], [95],

Bathe et al. [11] e Wang e Bathe [117]. Alguns desses procedimentos foram incorporados ao

sistema ADINA [2].

Outros  autores  têm  pesquisado  problemas  de  interação  fluido-estrutura  na  área

aeroespacial.  Entre eles pode-se mencionar G. P. Guruswamy ( da NASA Ames Research

Center, Moffett Field, California, USA) e seus colaboradores que usam diferenças finitas ou

volumes  finitos  para analisar  o  escoamento  e  elementos  finitos  para realizar  a  análise  da

estrutura. Entre seus trabalhos podem-se mencionar alguns tais como os das Refs. [52], [53],

[54] e [56].

Outro  autor  que  tem  realizado  um  profícuo  trabalho  nessa  área  é  Ch.  Farhat  no

Department  of  Aerospace  Structures,  University  of  Colorado,  Boulder,  Colorado  (USA).

Entre os trabalhos deste autor e seus colaboradores podem-se mencionar alguns, tais como os

das Refs. [41], [42], [70], [86] e [98].
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No  Curso  de  Pós-Graduação  em  Engenharia  Civil/UFRGS  foram  também

desenvolvidos alguns trabalhos nesta área, na forma de dissertações de Mestrado e teses de

Doutorado, como pode-se verificar em Gonzalez [49],  Petry [97] e Santos [110].

Alguns  outros  autores   têm  também  feito  importantes  contribuições  (tal  como  R.

Löhner e colaboradores [32], [80], J. Batina e colaboradores [13], [103]) porém incluir todos

os trabalhos tornaria a lista muito extensa, o que também demonstra a importância crescente

do tema entre os pesquisadores dos mais importantes centros internacionais.

Comentários em relação a diferentes enfoques e alternativas serão feitos no Capítulo 4,

quando forem discutidos os aspectos computacionais deste problema.

1.2 - OBJETIVOS, CONTEÚDO  E ORGANIZAÇÃO DO PRESENTE TRABALHO

Neste trabalho pretende-se formular, elaborar e aplicar um código para a análise de

problemas de interação fluido-estrutura.

O  fluido  é  considerado  viscoso  e  incompressível;  o  escoamento  é  transiente  e

isotérmico.  Para  analisar  o  escoamento  tridimensional  numericamente  utiliza-se  o  M.E.F.

mais um esquema explícito de Taylor-Galerkin e um enfoque de pseudo-compressibilidade.

As equações de Navier-Stokes contemplam a possibilidade de empregar uma descrição mista

arbitrária Lagrangeana- Euleriana, de forma a permitir o movimento da malha.

Para  a  estrutura  considera-se  um  material  elástico  linear,  porém  introduzindo  a

possibilidade de existirem deslocamentos finitos (ou seja, considera-se linearidade física e não

linearidade geométrica).  Para efetuar  a análise  dinâmica  utiliza-se o esquema explícito  de

Taylor-Galerkin e para expressar as equações constitutivas é empregado o tensor de taxas de

tensões de Truesdell, sendo que o problema é resolvido utilizando uma descrição Lagrangeana

atualizada.

O acoplamento do fluido e da estrutura é realizado de forma monolítica (ou forte) de

maneira que o sistema completo é resolvido simultaneamente para o mesmo nível de tempo.

O programa foi totalmente vetorizado com o objetivo de aproveitar adequadamente as

características dos processadores de supercomputador  CRAY T-94 do Centro Nacional  de

Supercomputação  (CESUP)  instalado  na  Universidade  Federal  do  Rio  Grande  do  Sul

(UFRGS).

A tese foi organizada da seguinte forma: depois da introdução feita neste Capítulo 1,

são  apresentadas  a  formulação  do  modelo  de  fluidos  e  a  implementação  do  M.E.F.,  no

Capítulo 2 e da análise dinâmica da estrutura no Capítulo 3, respectivamente; tanto para o

5



fluido como para a estrutura utilizam-se elementos tridimensionais hexaédricos de 8 nós. No

Capítulo 4 são analisados aspectos computacionais referentes ao acoplamento do fluido e a

estrutura, ao movimento da malha e à vetorização. No Capítulo 5 são apresentadas aplicações

para problemas específicos de fluidos, estruturas e interação fluido-estrutura. O Capítulo 6 é

dedicado  às  conclusões  e  sugestões.  Finalmente,  são  apresentadas  as  referências

bibliográficas.
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 2 - DINÂMICA  DOS  FLUIDOS .  ANÁLISE  DE  ESCOAMENTOS

      INCOMPRESSÍVEIS USANDO O MÉTODO DOS ELEMENTOS

      FINITOS

2.1 – INTRODUÇÃO

Neste capítulo são apresentadas as equações da Dinâmica dos Fluidos. A teoria e as

deduções relativas a estas equações podem ser encontradas em uma vasta bibliografia, da qual

se pode destacar os textos de Schlichting [111] e White [118], entre outros.

Para  descrever  o movimento  de um meio contínuo pode ser utilizada  a  descrição

Euleriana (na qual a malha de referência é fixa e o contínuo move-se através dela), a descrição

Lagrangeana (na qual a malha de referência move-se de forma solidária com o contínuo) e,

finalmente, a descrição mista de Euler-Lagrange (na qual a malha de referência move-se com

uma velocidade diferente daquela do meio contínuo).

A descrição  Lagrangeana normalmente  não é  utilizada  para problemas envolvendo

fluidos  devido  a  sua  incapacidade  de  manipular  as  fortes  distorções  da  malha  que

freqüentemente provocam os escoamentos. A descrição Euleriana, por sua vez, é capaz de

tratar  fortes distorções mas apresenta dificuldades para considerar contornos móveis. Desta

forma, a descrição mais adequada para problemas de interação fluido-estrutura é a descrição

mista de Euler-Lagrange.

 Conforme já foi mencionado no capítulo anterior os métodos numéricos utilizados na

Mecânica  dos  Fluidos  são  Diferenças  Finitas,  Volumes  Finitos,  Elementos  Finitos  e

Elementos  de  Contorno.  Experiências  anteriores  e  as  características  do  problema  a  ser

estudado fizeram com que se optasse neste trabalho pelo método dos Elementos Finitos.

Neste contexto, os enfoques utilizados na resolução de problemas de escoamentos de

fluidos incompressíveis ou quase-incompressíveis (que são o objeto deste trabalho) são: o

enfoque misto, a função de penalidade, a utilização da equação de Poisson para pressão, que

substitui a equação da continuidade,  e o método da pseudo-compressibilidade; os mesmos

serão brevemente descritos a seguir.

O  enfoque  misto consiste  numa  abordagem  do  problema  na  qual  as  variáveis

velocidade  e  pressão  são mantidas  na  formulação,  o  que  pode ser  obtido  diretamente  do

emprego do método dos Elementos Finitos a partir das expressões de resíduos ponderados
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aplicadas  às  equações  que  governam  o  problema  ou  a  utilização  de  multiplicadores  de

Lagrange  para  incorporar  ao  problema  a  equação  de  conservação  de  massa  como  uma

restrição  de  incompressibilidade.  Neste  enfoque  empregam-se  funções  de  interpolação

diferentes para velocidade e pressão, sendo os polinômios para esta última de um grau inferior

ao dos que interpolam a velocidade.

O enfoque através da função de penalidade, por sua vez, impõe de forma aproximada

a restrição de incompressibilidade de forma que o sistema de equações de conservação de

quantidade  de  movimento  resultante  não  contenha  a  pressão  como  incógnita  principal,

reduzindo assim a dimensão do problema. O campo de pressões é calculado a posteriori, a

partir do campo de velocidades. O termo que contém a pressão nas equações de conservação

de quantidade de movimento é substituído por um termo em função das componentes  de

velocidade e do coeficiente de penalidadde; este termo deve ser calculado usando integração

numérica reduzida. A equivalência entre o enfoque da função de penalidade e o enfoque misto

foi mostrada por Sani et al. [109], Engelman et al. [40] e Malkus et al. [85].

Já  a  utilização  da  equação  de  Poisson  para  pressão (deduzida  das  equações  de

conservação da quantidade de movimento) foi desenvolvida com a finalidade de superar as

dificuldades de convergência apresentadas pelos algoritmos anteriores e relacionadas com a

restrição de incompressibilidade. À medida que a dimensão do problema cresce, o sistema de

equações  é  mais  adequadamente  resolvido  por  métodos  iterativos  (como  o  método  dos

gradientes conjugados, por exemplo) do que por métodos diretos.

Finalmente, o método de pseudo-compressibilidade, baseado nas idéias apresentadas

originalmente por Chorin [33], conduz a uma equação de conservação da massa que mantém

o  termo  de  derivada  temporal  da  pressão,  tendo  como  justificativa  física  o  fato  de  que

escoamentos  reais  (não  ideais)  sempre  apresentam  algum  nível  de  compressibilidade  e,

portanto, um valor finito para velocidade de propagação do som.

Uma  dificuldade  numérica  importante  é  a  que  se   apresenta  no  tratamento  de

problemas com convecção dominante, onde torna-se necessário um refinamento da malha ou

a  aplicação  de  técnicas  chamadas  de  "upwinding"  para  evitar  oscilações  espúrias  das

componentes de velocidade originadas pela aplicação do método de Galerkin em sua forma

tradicional. Outra maneira de superar esta dificuldade, e que foi adotada neste trabalho, é o

emprego de um tensor de difusão de balanceamento (Gresho et al. [51]), que introduz uma

viscosidade adicional capaz de evitar o surgimento das oscilações espúrias.

Neste  trabalho  será  empregado  um  método  híbrido  de  penalidade  e  pseudo-

compressibilidade,  similar ao proposto por Ramshaw e Messina [102], no contexto de um
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esquema   de  Taylor-Galerkin,  ou  seja  o  desenvolvimento  em séries  de  Taylor  da  semi-

discretização  obtida  pela  aplicação  do  método  de  Galerkin  às  equações  governantes  do

problema  na  forma  de  resíduos  ponderados  (ou  forma  fraca)  obtidas  via  método  dos

Elementos Finitos.

 

2.2 – EQUAÇÕES QUE GOVERNAM O PROBLEMA USANDO UMA DESCRIÇÃO  

         EULERIANA 

As equações que governam o escoamento de um fluido viscoso vêm dadas por [111]:

1) Equação da conservação de massa:
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2) Equação da conservação de quantidade de movimento:
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3) Equação da conservação de energia:
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4) Equação de estado:

 1
2

1
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




   iivvep  3,2,1j   em  

(2.2.4)

onde:

iv  = componente do vetor velocidade segundo o eixo ix  (para 3,2,1i )

p = pressão

  = massa específica

e = energia total específica

T = temperatura

pc  = coeficiente de calor específico a pressão constante

vc  = coeficiente de calor específico a volume constante

   = pc / vc

ijk  = componente do tensor de condutibilidade térmica

,  = coeficientes de viscosidade

if  = componente do vetor de força de volume segundo o eixo ix  (para 3,2,1i )

Q = fonte de calor

ix  = coordenadas espaciais 

t = tempo

  = domínio em estudo

As equações (2.2.1) a (2.2.4) vêm acompanhadas das condições iniciais e de contorno,

que são as seguintes:

5) Condições de contorno:

ii vv    em v (2.2.5)

                                     ijij tn     em  (2.2.6)
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onde:
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TT   em T (2.2.8)

fi
j

ij qn
x

T
k 



    em   q   (2.2.9)

  cc qTTh  .  em c (2.2.10)

  rqTT  
44.  em r (2.2.11)

sendo: 

v ,  , T = partes do contorno onde são prescritas a quantidade de movimento, as cargas

de superfície e a temperatura, respectivamente.

cq  , ,  r = partes  do  contorno  onde  são  prescritos  os  fluxos  de  calor,   convectivo  e

radiativo, respectivamente. 

it  = componente da carga de superfície na direção do eixo ix  na parte   do contorno.

iv  = componente prescrita da quantidade de movimento na direção do eixo  ix  na parte

v  do contorno.

ij  = componente do tensor de tensões.

in  = cosseno de direção que a normal ao contorno   num ponto forma com o eixo ix .

T  = valor prescrito da temperatura na parte T  do contorno.

T  = valor da temperatura que circunda o corpo, na parte rc   do contorno.

ch  = coeficiente de convecção

  = produto do coeficiente de Stefan-Boltzmann pela emissividade
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rcf qqq ,,  = fluxo de calor, fluxo convectivo e fluxo radiativo, atuando nas partes cq  ,  e

r  do contorno, respectivamente.

Deve-se  observar  que   v  (contorno  total)  e  que   rcqT

(contorno total).

6) Condições iniciais:

  00, iii vtxv   em   ; (2.2.12)

  00, iii ttxt  em   ; (2.2.13)

  00, iii ftxf  em   ; (2.2.14)

  00, TtxT i  em   ; (2.2.15)

  00, ptxp i  em   . (2.2.16)

2.3 – EQUAÇÕES QUE GOVERNAM O PROBLEMA USANDO UMA DESCRIÇÃO      

         MISTA DE EULER-LAGRANGE 

Para o caso em que é utilizada uma descrição mista de Euler-Lagrange as equações de

conservação são as seguintes [49], [110]:

1) Equação de conservação da massa:

   0












j

j
jj

j x

w
wv

xt


  3,2,1j   em  

(2.3.1)
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2)  Equação de conservação da quantidade de movimento:

       i
j

j
iij

j
jji

j

i f
x

w
v

x
wvv

xt

v



















  3,2,1, ji   em  

(2.3.2)

2) Equação de conservação de energia:

         Q
x

T
k

xx

w
e

x

v
wve

xt

e

i
ij

jj

j

j

iij
jj

j






















 


  3,2,1, ji   em

  (2.3.3)

3) Equação de estado:

 1
2

1







   iivvep  3,2,1i   em   (2.3.4)

onde  iw  são as componentes da velocidade  w


 com que se move a malha que serve de

referência.

As  condições  iniciais  e  de  contorno  não  se  modificam,  ou  seja,  vêm dadas  pelas

expressões (2.2.5) a (2.2.16)

2.4 – EQUAÇÕES PARA A ANÁLISE DE FLUIDOS LEVEMENTE COMPRESSÍVEIS E

         INCOMPRESSÍVEIS

Considerando um escoamento isentrópico, tem-se que:

21 c
p

CC
p

C
p





 










 (2.4.1)

onde c  é a velocidade do som no meio e C  é uma constante.
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Para o ar a baixa altitude pode-se tomar:

   KTsmc 004,20/   e

 
 KT

Ks

cm

cmNp

0
2

2

2/














(2.4.2)

sendo 22 /86,286 sKcm  (2.4.3)

Usando (2.4.1) na equação (2.3.1) tem-se que:

   022 











j

j

jj

j x

w
cwv

x
c

t

p     )3,2,1,( ji    em     (2.4.4)

Pode-se escrever a equação (2.4.4) da seguinte forma:

   
0

1
2

















j

j

j

jj

j

jj x

w

x

wv

x
wv

t

p

c


   )3,2,1,( ji   em    (2.4.5)

que é equivalente a:

 
0

1
2













j

j

j

j

x
w

x

v

t

p

c


   )3,2,1( j    em    (2.4.6)

e como   é aproximadamente constante, o último termo de (2.4.6) pode ser omitido. Se o

fluido é totalmente incompressível, c  e como  é constante, obtém-se: 

0



vdiv

x

v

j

j   3,2,1j   em    (2.4.7)

A  equação  de  conservação  da  quantidade  de  movimento  (2.3.2)  pode  ser  escrita  da

seguinte forma:
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     i
j

j
jj

j
i

j

ij

j

i
jj

i f
x

w
wv

xt
v

xx

v
wv

t

v


















































   3,2,1, ji  em

  

(2.4.8)

e, levando em conta a expressão (2.3.1), o termo entre chaves desaparece.

Resumindo,  as  equações  para  um  escoamento  de  um  fluido  viscoso  levemente

compressível e num processo isotérmico, são as seguintes (obtidas em (2.4.8) e (2.4.6)):

   i
j

ij

j

i
jj

i f
xx

v
wv

t

v












 

  3,2,1, ji  em    (2.4.9)

02 







j

j

x

v
c

t

p 
  3,2,1j  em    (2.4.10)

Se  o  problema  não  é  isotérmico,  deve  ser  incluída  a  equação  de  conservação  da

energia.  Neste  caso,  resulta  conveniente  trabalhar  em termos  da temperatura,  levando em

conta que a  energia interna específica vem dada por:

Tcvveq vii 





 

2

1  3,2,1i (2.4.11)

ou seja que:

iivii vvTcvvqe
2

1

2

1
  3,2,1i (2.4.12)

e que introduzida em (2.3.3) permite escrever da seguinte forma a equação da conservação da

energia:

    





















































j

j

j

jj

v

j

i
ij

i

ij

jj

jjv x

w

x

wv

t
Tc

x
v

x
T

k
xx

T
wv

t
T

c 

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   
Q

x

w

x

wv

t
v

xx

v
wv

t

v
v

j

j

j

jj

i

j

ij

j

i
jj

i
i 


















































 


 2

2

1

 3,2,1, ji  em    (2.4.13)

Como os termos entre chaves são nulos, tem-se a expressão final seguinte:

  Q
x

v

x

T
k

xx

T
wv

t

T
c

j

i
ij

i
ij

jj
jjv 




































   3,2,1, ji  em  

 (2.4.14)

Por outro lado, se o fluido é totalmente incompressível, as equações que governam o

problema são a (2.4.7) e (2.4.8), ou seja:

0



i

i

x

v
      3,2,1i  em    (2.4.15)

  i
ij

ij

j

i
jj

i f
x

p

xx

v
wv

t

v


























 

  3,2,1, ji  em    (2.4.16)

com as condições de contorno

 tvv ii   3,2,1i  em  v  (2.4.17)

ijij tn   3,2,1, ji  em    (2.4.18)

sendo

ijijij p    3,2,1, ji  em    (2.4.19)

e





















i

j

j

i
ij x

v

x

v
  3,2,1, ji  em    (2.4.20)
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devendo-se satisfazer a condição

   0


dtvn
v

ii   3,2,1i (2.4.21)

As condições iniciais vem dadas por

  00, iji vxv   3,2,1, ji  em    (2.4.22)

devendo ser satisfeitas as condições:

00 vdiv


ou 0



i

o
i

x

v  3,2,1i  em  

(2.4.23)

e

00
iiii vnvn   3,2,1i  em  v  (2.4.24)

Se cada uma das equações representadas pela expressão (2.4.16) é derivada em relação

a ix  e se efetua a soma das mesmas, obtém-se a seguinte expressão:

 
i

i

i

j

j

i

jij

i
jj

ii

i

x

f

x

v

x

v

xxx

v
wv

xxt

v
p





























































 
22

2

 3,2,1, ji  em   (2.4.25)

onde 2  é o operador laplaciano.

As correspondentes condições de contorno são:

pp  em p                      (2.4.26)
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  01 

























































n
x

v

x

v

xx

v
wv

t

v

n

p

i

j

j

i

jj

i
jj

i   3,2,1i  em  n

(2.4.27)

onde p  é um valor prescrito de p na parte p  do contorno e n  indica a direção normal à

parte n  do contorno, sendo  np .

2.5 – A APLICAÇÃO DO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA A ANÁLISE DE

         ESCOAMENTOS INCOMPRESSÍVEIS EM PROCESSOS ISOTÉRMICOS

Aplicando o método dos elementos finitos usando o princípio dos resíduos ponderados

de Galerkin à equação (2.4.9), onde ijijij p    obtém-se a seguinte expressão matricial a

nível de cada elemento:

em                          (2.5.1)

onde

 


dooM
T

v
e

~~~ ;   







  



d
x

o
owvo

j j

T
jj

e

A ~

~~~

 3,2,1j


































 
 



d
x

o

x

o
d

x

o

x

o

ii kk

T

ii

T

ee

D ~~~~2

~ 





 3,2,1, ki

com 3,2k para 1i ; 1,3k  para 2i  e 2,1k para 3i
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

























 



d
x

o

x

o
d

x

o

x

o
D

jj

T

ji

T

ij
ee

~~~~

~ 





para ji 





 


d
x

o
G

i

T

i

e

~

~

~

 3,2,1i

 


dtodfoP i
T

i
T

i

e
~~~



 3,2,1i

Para obter a expressão (2.5.1) as incógnitas do problema iv  e p  foram interpoladas

da seguinte forma:

i

T
i vov

___

~~
   3,2,1i ; pp

~
 (2.5.2)

onde  
~
o e  

~
  são  as  funções  de  interpolação  para  as  componentes  da  quantidade  de

movimento e a pressão, respectivamente, sendo iv  e p  os valores nodais das incógnitas.

As matrizes dos termos de viscosidade foram obtidas integrando por partes as integrais

correspondentes que aparecem na expressão de Galerkin,  baixando a ordem de derivação.

Entretanto, isto deu origem a uma integral de contorno em   que foi incorporada ao termo

independente, levando em conta a expressão (2.2.6).

Levando em conta que a massa específica   é aproximadamente constante em fluidos

incompressíveis,  pode-se  utilizar  as  expressões  (2.4.15)  ou  (2.4.10)  para  a  equação  de

conservação da massa, ou substituir essa pela (2.4.25).

Se a (2.4.15) é utilizada, tem-se a seguinte expressão resultante de aplicar o método de

Galerkin no contexto do método dos elementos finitos:

0
___

~~









i

T

i
vG   3,2,1i  em   (2.5.3)
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onde  
T

i
G
~

 é  a  transposta  de  
i

G
~

 usada  em  (2.5.1).  Neste  caso  devem  ser  satisfeitas  as

condições (2.4.21), (2.4.23) e (2.4.24).

Para resolver o problema governado por (2.5.1) e (2.5.3) com as suas correspondentes

condições  de contorno utiliza-se o método da função de penalidade,  no qual a (2.4.15) é

substituída pela seguinte expressão:

a
p

x

v

i

i 



   ou   
 

  b
p

a
p

x

v

i

i 






            3,2,1i  em  

(2.5.4)

onde      é um coeficiente de penalidade que pode ser função de  .

Substituindo o termo de pressão na equação de movimento (2.4.9), usando (2.5.4), e

aplicando o método dos elementos finitos, obtém-se no lugar de (2.5.1), a seguinte expressão:

i
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  3,2,1, ji  em  e

(2.5.5)

onde v
M
~ , j

A
~ , ij

D
~  e i

P
~  têm o mesmo significado que o dado em (2.5.1), sendo necessário

apenas substituir o termo 
~~
pG

i
 por ij

jij
vK  






 ___

~~ . A matriz 
ij

ij
K 
~  vem dada por:
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d
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o
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ijij
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e
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~
  3,2,1, ji (2.5.6)

Como pode-se observar, a pressão foi eliminada como incógnita e a expressão (2.5.5)

pode ser resolvida através de um esquema explícito, semi-implícito ou implícito. A pressão

pode-se  calcular  como  pós-processamento,  uma  vez  conhecidas  as  componentes  de

quantidade de movimento. Aplicando o método dos elementos finitos a (2.5.4), tem-se que:
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de onde pode-se calcular a pressão com a seguinte expressão:
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sendo:

 


dM T

p
e

~~~ (2.5.9)

Outra alternativa é substituir (2.5.8) em (2.5.1), obtendo-se a seguinte expressão:
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(2.5.10)

Algumas observações que convém fazer são as seguintes:

a) Para evitar o bloqueio (“locking”) volumétrico, as matrizes 
ij

ij
K 
~  em (2.5.6) devem ser

integradas  com integração reduzida.  Ou seja,  se são usados elementos  tridimensionais

hexaédricos  de  8  nós  (com  função  de  interpolação  trilineares),  todos  os  termos  são

integrados com a regra de Gauss-Legendre usando 2x2x2 pontos de integração; entretanto,

para o termo de penalidade utiliza-se apenas um só ponto de integração.
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b) Se é utilizada (2.5.5) e a pressão é determinada com (2.5.8), as funções de interpolação

~
  usadas em (2.5.9) devem ter ordem menor que as funções 

~
o  usadas para interpolar as

componentes da quantidade de movimento.

c) Existe  uma  equivalência  entre  o  esquema  de  usar  integração  reduzida  no  termo  de

penalidade  para  evitar  o  bloqueio  (“locking”)  volumétrico  (expressão  (2.5.5)),  e  o

esquema misto que consiste  em usar funções de interpolação de diferente ordem para








i
v
~
  e p  (expressão (2.5.10)).  Sani et al. [109], Engelman et al. [40] e Malkus et al.

[85] mostraram esta equivalência.

A solução de (2.5.5) usando a função de penalidade com integração reduzida no termo

de penalidade tem sido estudada por diversos autores tais como os de Refs. [64], [69] e [105].

Esquemas mistos têm sido apresentados também por numerosos autores tais como os de Refs.

[40], [85], [91], [93], [109] e [113].

Se a expressão (2.4.10) é utilizada como a equação de conservação de massa, usando

um esquema de pseudo-compressibilidade,  a aplicação do método dos elementos  finitos à

mesma conduz à seguinte equação matricial que, junto com (2.5.1), governa o problema:

0)(
___

~~

2

~~


i

T

iP
vGcpM   3,2,1i (2.5.11)

onde  P
M
~ vem dada por (2.5.9) e  i

G
~  é dada em (2.5.1). Neste caso, resulta conveniente

resolver (2.5.1) e (2.5.11) através de um esquema explícito.

Combinando o método da penalidade , caracterizado pela expressão (2.5.4), com o da

pseudo-compressibilidade, caracterizado pela expressão (2.4.10), obtém-se a seguinte equação

para conservação da massa:

 3,2,1i  em   (2.5.12)

a qual pode também escrever-se em forma incremental da seguinte maneira:
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(2.5.13)

A  expressão  (2.5.13)  fica,  depois  de  aplicar  o  método  dos  elementos  finitos,  da

seguinte forma:

)()(
___

~~

___

~~

2

~~ i

T

ii

T

iP
vGvGtcpM    3,2,1i (2.5.14)

onde P
M
~  e i

G
~  já foram definidas anteriormente.

Este enfoque que combina penalidade com pseudo-compressibilidade, foi utilizado por

Ramshaw e Mousseau [100], [101] e Ramshaw e Messina [102].

Este enfoque também foi utilizado por Kawahara e Hirano [62], Petry [97], Gonzalez

[49], Rogers et al. [108], Briley et al. [25] e teve sua origem no trabalho de Chorin [33] no

contexto de diferenças finitas.

Finalmente, uma outra opção é usar a equação da pressão (2.4.25) no lugar da equação

de continuidade. Neste caso, independentemente se a equação de conservação da quantidade

de movimento é resolvida por um método explícito, implícito ou semi-implícito, a equação da

pressão  exige  uma  solução  implícita.  Como  a  intenção  do  presente  trabalho  é  analisar

escoamentos  transientes  no  contexto  de  problemas  de  interação  fluido-estrutura,  esta

alternativa foi descartada, em primeira instância, pelas seguintes razões: a) as características

transientes  do problema obrigam a usar intervalos de tempo  t  muito pequenos,   e esta

alternativa obrigaria a resolver um sistema de equações a cada passo; isto se acentua se é

incorporado um modelo de turbulência de simulação direta de grandes vórtices;  b) como as

malhas são móveis, mesmo uma solução por um método direto implicaria na necessidade de

reformular as matrizes de elemento a cada passo; c) devido à grande demanda de memória

que os  métodos  diretos  requerem,  quase  todos os  problemas  deveriam ser  resolvidos  por

métodos  iterativos,  que  em geral  demandam muito  mais  tempo de  processamento  que os

métodos diretos.

2.6 – O ESQUEMA EXPLÍCITO DE TAYLOR-GALERKIN
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As  equações  de  conservação  da  quantidade  de  movimento  podem  ser  escritas  da

seguinte forma:
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Expandindo ~
U  em séries de Taylor até termos de segunda ordem, tem-se finalmente

que:

(2.6.3)

onde o super-índice ""n  refere-se ao nível de tempo, ou seja, tnn ""  e   tnn  1"1" .

Por outro lado, levando em conta (2.6.1), pode-se escrever que:

(2.6.4)

24

...
2 2

1

~

2

22
~

2
2

1

~
1

~1

~








































































t

U
S

t

Ut

t

U
S

t

U
tU

n
n

n
n

n














































































































































 



1

~

1

~

1

~
1

~

~~

1

~
1

~ n

n

i

i

n

in

i

i

i

n

i

n
n

P
t

H

x

F
SP

x

H

x

F
t

t

U
S

t

U
t




















































































































































 



1

~

1

~

1

~
2

~

~~
2

2

1

~

2

22
~

2
2

22
n

i

n

i

i

n

in

i

n

i

i

n

i

n
n

P
x

H

x

F

t
SP

x

H

x

F

t

t

t

U
S

t

U
t



(2.6.5)

Trocando a ordem de derivação em (2.6.5), aplicando a regra da cadeia,  desprezando

termos envolvendo derivadas terceiras e considerando que os termos independentes variam

linearmente no intervalo t , a expressão anterior pode escrever-se da seguinte forma:
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Introduzindo (2.6.4) e (2.6.6) em (2.6.3) para 2
1

21  SS , obtém-se:

                   3,2,1, ji                         (2.6.7)

Aplicando o método de Galerkin em (2.6.7) no contexto do método dos elementos

finitos, obtém-se a seguinte expressão matricial a nível de elemento:
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Em (2.6.8) o sub-índice  k  é um contador de iterações. As matrizes  
v

M
~ , j

A
~ ,

i
G
~  e

~
P  foram definidas  em (2.5.1). Entretanto,  as matrizes  ij

D
~

ˆ  são obtidas a partir  daquelas

dadas em (2.5.1), substituindo   por :

adic
ijjiij vv

t  



2
ˆ

A viscosidade adicional adic
ij , devido ao último termo do membro direito de (2.6.7),

constitui um tensor de segunda ordem que é denominado por Gresho et al. [51] como “tensor

de difusão de balanceamento” (“balance tensor difusivity”-BTD).

Para evitar a inversão de uma matriz cheia que surgiria ao montar a equação (2.6.8),

pode-se utilizar a matriz discreta (“lumped matrix”), que facilita os processos de inversão e

montagem.

Com a equação de conservação da massa procede-se da mesma forma. Neste trabalho

será usada a expressão (2.4.10) que será repetida a seguir:
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Expandindo p  em séries de Taylor, tem-se:
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Por outro lado, levando em conta (2.6.9), pode-se escrever que:
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Introduzindo (2.6.11) e (2.6.12) em (2.6.10), obtém-se:
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Se  01 S  obtém-se  a  mesma  expressão  que  em  (2.5.13),  com  2
2 tcb   como

sugerem as referências [100], [101] e [102]. Se 2
1

1 S , resulta tcb  2 .

Aplicando  o  método  de  Galerkin  no  contexto  do  método  dos  elementos  finitos  a

(2.6.13)  para  2
1

1 S  obtém-se a expressão (2.5.14) com  2
2 tcb  ,  e  que é  repetida  a

seguir.
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onde 
P

M
~  foi definida em (2.5.9) e 

T

i
G
~

 em (2.5.1).

Para evitar a inversão de uma matriz cheia que surgiria ao montar (2.6.14), pode-se

utilizar a matriz discreta (“lumped matrix”) no lugar da matriz consistente 
P

M
~ , o que facilita

os processos de inversão e montagem.

Os passos computacionais do algorítmo explícito desenvolvido são os seguintes:

(a) Início do ciclo em tempo: ttt 
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(b) Formar as matrizes v
M
~  e 

P
M

~  a nível de elemento  e calcular as matrizes discretas

Lv
M
~   e  LP

M
~  somando  as  linhas  e  colocando  o  resultado  da  soma  na  diagonal

pricipal.

(c) Montar  
Lv

M
~ e  
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M
~   para  obter  as  matrizes  discretas  globais  

G
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M
~ e  

G

PL

M
~ ,

respectivamente.
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a nível de elemento.

(e) Formar o vetor
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a nível de elemento.

(f) Montar  os  vetores  
i

R
~

 e  
~
T  para  obter  as  matrizes  globais  

G

i
R
~

 e  
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~
,

respectivamente.

(g) Início do ciclo de iterações: 1 kk

(h) Formar o vetor
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a nível de elemento.

(i) Formar o vetor
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a nível de elemento.

(j) Montar  os  vetores  
i

S
~

 e  
~
Q  para  obter  as  matrizes  globais  
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i
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respectivamente.

(k) Calcular
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(l) Aplicar as condições de contorno prescritas a (2.6.19) e (2.6.20).

(m)Verificar  se  
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normas Euclideanas e uma tolerância previamente especificada.

(n) Se (m) é verificado, conclui-se o processo iterativo e passa-se ao próximo passo, em

caso contrário volta-se ao passo (g).

(o) Calcular

 3,2,1i (2.6.21)
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(p) Aplicar as condições de contorno prescritas a (2.6.21) e (2.6.22).

(q) Se o limite de tempo for atingido, concluir o processo, em caso contrário, voltar ao

passo (a).

Fim do ciclo de tempo.

Como se trata de um esquema explícito condicionalmente estável, o passo de tempo

deve satisfazer a seguinte condição:
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


  NELi ,....,1 (2.6.23)

onde   é um coeficiente de  segurança (normalmente adota-se 3,02,0   ),  ix  é uma

dimensão  característica  do  elemento  i ,  c  é  a  velocidade  do  som,  iv  é  o  módulo  da

velocidade média do elemento i  e NEL é o número total de elementos na malha. Adota-se

como intervalo de tempo o mínimo valor de it .

Observe-se que  ao usar matrizes discretas 
Lv

M
~  e 

LP
M
~  como matriz dos coeficientes

de  equações  de  conservação  da  quantidade  de  movimento  e  da  conservação  da  massa

discretizadas,  respectivamente,  foram  introduzidos  os  termos  adicionais
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Este algoritmo, sem o emprego do tensor difusivo de balanceamento, foi usado por 

Gonzalez [49].

2.7 – FORMA EXPLÍCITA DAS MATRIZES DE ELEMENTOS USANDO FÓRMULAS 

         ANALÍTICAS E INTEGRAÇÃO REDUZIDA

Para a análise do escoamento através do algoritmo indicado no parágrafo anterior, é

necessário formar as matrizes 
Lvv

MMM
~~~

,,
 ,  

LP
M
~ , iijj

GDA
~~~

,ˆ,  e 
~
P  a nível de elemento.

Neste trabalho será utilizado o elemento hexaédrico isoparamétrico, empregando-se as

funções de interpolação clássicas para as componentes da velocidade e mantendo constante a

pressão no elemento, ou seja que as componentes de 
~
o  e de 

~
  em (2.5.2) vêm dadas por:

      iii
i

o  111
8

1
,, 8,....,1i (2.7.1)

       1),,(  ctei       (2.7.2)

onde o sub-índice i  percorre os oito nós do elemento.

Os valores de ii  ,  e i  podem ser agrupados nos seguintes vetores:
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 1,1,1,1,1,1,1,1
~

T (2.7.3.a)

 1,1,1,1,1,1,1,1
~

T    (2.7.3.b)

 1,1,1,1,1,1,1,1
~

T (2.7.3.c)

As coordenadas nodais  podem também ser agrupadas em vetores 
2~1~

, xx  e 
3~

x .

Na figura seguinte mostra-se o elemento a ser usado no plano físico (espaço referido

aos eixos globais 21 , xx  e 3x ) e computacional (espaço referido aos eixos  ,  e  ).

 

Figura 2.1 – Elemento hexaédrico de 8 nós.

Levando em conta que
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Sendo ~
J  a matriz Jacobiana, dada por:
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    (2.7.6)

1

~

J  sua inversa e ~
det J  o seu determinante, as integrais para o cálculo das matrizes tomam a

forma:

   ddd,,
~

1

1

1

1

1

1
 

(2.7.7)

Estas  integrais  são  resolvidas  por  integração  numérica,  usando  a  regra  de  Gauss-

Legendre, o que significa que:
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
 (2.7.8)

onde N é o número de pontos de integração em cada direção e os ̂  são os fatores de peso

nos pontos de integração definidos pelas coordenadas kji  ,, .

As matrizes indicadas acima ( viiijj
MPGDA
~~~~~

,,,ˆ,  e  p
M
~ ) precisam de, pelo menos,

2x2x2=8 pontos de integração.

Para diminuir o tempo computacional e a área de memória necessária (já que é muito

comum empregar mais de 10.000 elementos) usa-se fórmulas de integração analítica. Estas

fórmulas são exatas para hexaedros com faces paralelas e constituem uma boa aproximação

para hexaedros pouco distorcidos.

Para poder definir as fórmulas que caracterizam cada termo das matrizes é necessário

calcular para cada elemento a matriz Jacobiana no centro do mesmo (ou seja, o ponto de

coordenadas 0  ), a qual vem dada por:
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onde aqui, como em (2.7.6), 3~2~1~
 e , xxx são vetores que contém as coordenadas dos vértices

do elemento.

Também é necessário calcular a inversa de  0~
J , que será denominada  01

~

J , e o

volume do elemento que vem dado por:

 0det8
~
Je  (2.7.10)

Se  0~
J , dada em (2.7.9), é escrita da seguinte forma:
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J (2.7.11)

então tem-se que:

221331231231321321331221322311332211
~

det JJJJJJJJJJJJJJJJJJJ 

(2.7.12)

e
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    (2.7.13)

de onde
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 
 
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~ J

J
J 

(2.7.14)

Levando em conta (2.5.1), (2.5.9), (2.7.1), (2.7.2) e (2.7.9) a (2.7.14) podem-se obter

expressões  analíticas  para  as  matrizes  a  nível  de  elemento  envolvidas  nas  equações  de

conservação  da  quantidade  de  movimento  e  da  continuidade.  Depois  de  algum  trabalho

algébrico, obtém-se as componentes das  matrizes dadas a  seguir:
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(2.7.15)
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 8,...,1, ji  3,2,1 (2.7.16)

   iii JJJiG   321   8,...,1, ji  3,2,1 (2.7.17)
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 8,...,1, ji  3,2,1 (2.7.18)

sendo
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com

2ˆ
2

ˆ   v
t

  3,2,1 (2.7.22)

Em (2.7.22)  v̂  é o valor da componente da velocidade no centro do elemento, ou

seja para  0  , e que pode ser obtida como a média dos valores nodais de v .
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sendo
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
 (2.7.26)

com

  vv
t

ˆˆ
2

ˆ


  3,2,1,  (2.7.27)

e

 DD ˆˆ   3,2,1,  (2.7.28)

O vetor devido às forças de volume e superfície vem dado por:

  e
e

ee tfiP 


 48





  8,...,1i  3,2,1 (2.7.29)

onde  ef  e  et  são  as  componentes  das  forças  do  elemento  e  atuando  no  volume

e  e na superfície  , respectivamente.

Finalmente

epM  (2.7.30)

Observe que pelo fato de que a pressão é constante no elemento (já que sua função de

interpolação é de um grau inferior à utilizada para interpolar as quantidades de movimento),

pM  é um escalar válido para cada elemento, da mesma forma que a pressão.

Conseqüentemente, a equação (2.6.14) pode ser escrita da seguinte maneira:
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(2.7.31)
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ou, usando a notação empregada em (2.6.16) e (2.6.18), pode-se também escrever que:

      11

1

1 
 

 n

k
n

e

n

ke QTp (2.7.32)

Como pode-se observar, para o tipo de enfoque adotado ep , T e Q são escalares e

não vetores, e não é necessário realizar um processo de montagem. A pressão a nível de cada

elemento calcula-se diretamente com:

  1

1

1 


  n

ke
n

e
n

e ppp (2.7.33)

Em  relação  à  matriz  discreta  
Lv

M
~ ,  obtida  somando  os  termos  de  cada  linha  e

atribuindo  este  valor  à  diagonal  principal,  zerando  todos  os  outros  elementos  que  não

pertencem à diagonal principal, é fácil provar que:

88~~ 8 x

e

v
IM

L


 (2.7.34)

onde 
~
I  é uma matriz identidade.

2.8 – CONTROLE DOS MODOS ESPÚRIOS (“HOURGLASS CONTROL”)

O enfoque utilizado no parágrafo anterior é equivalente ao de realizar uma integração

numérica das expressões integrais que formam as matrizes de elemento com uma integração

reduzida  uniforme  usando  um  só  ponto  de  integração.  Este  procedimento  resulta  no

aparecimento  de  modos  de  deformação  singulares  (ou  modos  espúrios,  ou  “hourglass”),

quando utilizada para a formação dos operadores difusivos. Estes modos, quando excitados

numa solução numérica, podem desestabilizar a simulação. A correção  deste problema se dá

através da utilização de um termo de estabilização, que resulta numa difusividade adicional, e

que controla esses modos espúrios (“hourglass modes”).
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Neste  trabalho  segue-se  o  esquema adotado  por  Christon  [34].  Nesta  referência  a

matriz de estabilização correspondente, e que deve ser somada às matrizes 
ii

D
~

ˆ   3,2,1i ,

vem dada por:
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onde, seguindo a Ref. [34] se adota:
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eeeee ccccc
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(2.8.3.a)

 1,1,1,1,1,1,1,1
2~

 (2.8.3.b)

 1,1,1,1,1,1,1,1
3~

 (2.8.3.c)

 1,1,1,1,1,1,1,1
4~

 (2.8.3.d)

De acordo com (2.8.1) e (2.8.2), tem-se que:
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onde  mine  e  maxe são, respectivamente, o maior e o menor volume

de elemento na malha de elementos finitos. Para se ter as diferentes componentes de ~
D ,

com   3,2,1 ,  devem-se introduzir  os valores  de  k ,  com   4,3,2,1k  e dados em

(2.8.3.a), (2.8.3.b), (2.8.3.c) e (2.8.3.d),  na expressão (2.8.4).

2.9 – SUAVIZAÇÃO DE PRESSÕES 

No parágrafo 2.7 foi indicado que os valores de pressão são constantes a nível de

elementos, variando de um elemento a outro em forma abrupta, e sendo calculados com a

expressão (2.7.33).

Resulta conveniente ter uma variação mais suave dos valores das pressões, obtendo as

mesmas nos pontos nodais.

Seja *
ep  o valor da pressão num ponto do elemento e  obtido através da interpolação

de valores nodais da  pressão  
~
p  usando as funções de forma  

~
  clássicas dos elementos

hexaédricos de 8 nós. Seja ep  o valor da pressão no elemento e . Aplicando o princípio dos

mínimos quadrados, tem-se que:
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e minimizando  , fica:
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(2.9.2)

de onde
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ou

~~~
PpM

v
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(2.9.4)

onde
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(2.9.5)

A expressão (2.9.4) deve ser montada,  e posteriormente o sistema é resolvido para

obter as pressões nos nós. Entretanto, para evitar a inversão de uma matriz banda convém

trabalhar com 
Lv

M
~ , que é a matriz discreta.

Nesse caso, para um nó N, tem-se:












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M

e
e

M

e
ee

N

p
p

1

1  NTNN ,...1 (2.9.6)

onde o somatório é realizado com todos os elementos  e  que contém  N  como um ponto

nodal. A expressão (2.9.6) deve-se aplicar a todos os nós, sendo NTN o número total de nós e

M  o número de elementos que contém N  como um nó comum. 
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3 -ANÁLISE DINÂMICA DE ESTRUTURAS COM NÃO LINEARIDADE
     GEOMÉTRICA USANDO O MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
     E UM ESQUEMA EXPLÍCITO

3.1 – INTRODUÇÃO

Placas e cascas constituem casos particulares de sólidos tridimensionais e podem ser

analisados pelo Método dos Elementos Finitos usando diferentes formulações. A análise de

placas pode ser formulada usando a hipótese de Kirchoff [65], a qual é aplicada para placas

finas, ou baseada na teoria de Mindlin-Reissner, [88], [107], que inclui deformações de corte

transversais e é fundamentalmente aplicada a placas espessas. Ainda que tenha sido intenso o

desenvolvimento  para  formular  elementos  específicos  para  tratar  da flexão das  placas,  as

mesmas serão consideradas como um caso particular de cascas neste trabalho.

A teoria membranal e de flexão de cascas foram formuladas inicialmente por Lamé e

Clapeyron  [68]  em 1833 e por  Aron [9]  em 1874,  respectivamente.  Em 1927 Love [82]

apresentou  as  bases  gerais  para  a  teoria  de  cascas,  sendo  posteriormente  seguido  por

numerosos  autores,  tais  como  Flugge  [46],[47],  Green  e  Zerna  [50],  Novozilhov  [92],

Timoshenko  e  Woinowski-Krieger  [116]  e  Gol’denveizer  [48].  Soluções  analíticas  foram

formuladas para os casos mais simples. Com a introdução do M.E.F., há quatro décadas atrás,

soluções para casos com diversos graus de complexidade foram desenvolvidas.

Na análise de cascas pelo M.E.F. utilizam-se basicamente três tipos de elementos: (a)

elementos  planos;  (b)  elementos  curvos  baseados  na  teoria  das  cascas;  (c)  elementos

degenerados, obtidos a partir dos elementos sólidos tridimensionais.

Quando  as  cascas  são  analisadas  usando  elementos  planos,  que  aproximam  a

superfície da mesma através de uma superfície poliédrica, aparecem diversos inconvenientes,

tais como dificuldades no acoplamento entre os efeitos de membrana e de flexão, problemas

para tratar os contornos contíguos entre elementos coplanares e a existência de momentos

fletores espúrios nestes contornos. Todos esses aspectos podem levar a soluções erradas.

Para melhorar a representação das cascas, muitos autores têm usado elementos curvos

baseados  em  alguma  teoria  de  cascas  e  empregado  coordenadas  curvilíneas.  Entretanto,

surgem algumas dificuldades na definição das relações entre componentes de deformações

específicas e deslocamentos, na escolha de uma teoria que proporcione uma energia interna de
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deformação  nula  quando  a  estrutura  experimenta  deslocamentos  de  corpo  rígido  e  na

definição correta de deslocamentos angulares ou rotações.

Quando elementos tridimensionais são utilizados para analisar cascas, não é necessário

aplicar nenhuma teoria de cascas particular. Com o objetivo de reduzir o número de graus de

liberdade  e  evitar  os  problemas  numéricos  que  surgem  ao  usar  elementos  sólidos

tridimensionais,  elementos  especiais,  obtidos  da  degeneração  desses  elementos

tridimensionais, foram implementados e aplicados em primeira instância por Ahmad  et al. [3]

e posteriormente por muitos outros autores, tais como Bathe [12], Hughes [61] e Liao e Reddy

[71] introduzindo diversas alternativas e aperfeiçoamentos. Nestes elementos a condição de

que a componente da tensão normal à superfície da casca é nula é imposta, conjuntamente

com a hipótese de que as normais à superfície média da casca permanecem sempre retas (mas

não  necessariamente  normais)  após  a  deformação  da  casca;  os  nós  e  as  incógnitas  são

definidas no plano médio.

Quando  regras  normais  de  quadratura  são  usadas  em  elementos  tridimensionais

degenerados, eles tendem a sofrer o fenômeno de “bloqueio” (“locking”) no caso de cascas

delgadas,   especialmente em elementos  com função de interpolação de baixa ordem.  Por

outro lado, se uma regra de integração reduzida seletiva é utilizada para evitar o “bloqueio”

por corte, bons resultados são obtidos para o caso de cascas delgadas, podendo, entretanto,

aparecer mecanismos espúrios que constituem uma certa deficiência, ainda que às vezes seja

possível  eliminar  estes  modos  espúrios  através  de  condições  de  contorno  apropriadas.  A

situação torna-se mais aguda ainda se regras de integração reduzida uniforme são aplicadas

(Hughes [61]). Nestes casos os modos espúrios (“hourglass modes”) devem ser controlados.

Resulta  conveniente  mencionar  alguns  elementos  que  têm  tido  muito  sucesso  em

aplicações a problemas de placas e cascas, tais como a família MITC formulada por Bathe e

colaboradores [12], o elemento implementado por Mc Neal [84], Huang e Hinton [58], Park e

Stanley [96], Hughes e Liu [60], Belytschko, Liu, Ong e Lam [19] e Belytschko, Stolarsky,

Liu Carpenter e Ong [20] entre outros.

 Entretanto,  na  análise  computacional  de  estruturas  de  grande  escala,  envolvendo

centenas de milhares de incógnitas, a eficiência é de crucial importância para reduzir o custo

computacional  e  diminuir  o  tempo  de  processamento.  Os  elementos  mais  eficientes  são

aqueles  com  funções  de  interpolação  lineares,  um  ponto  de  integração  e  com  algum

instrumento para controlar os modos espúrios (“hourglass control”) resultantes da integração

reduzida.  Um dos primeiros trabalhos nessa direção foi apresentado por Kosloff e Frazier

[67], porém essa formulação exige a solução de 4 sistemas de 8 equações para elementos

42



tridimensionais com distorções, o que lhe tira eficiência em problemas dinâmicos. Flanagen e

Belytschko [44], Belytschko  [16] e Belytschko, Ong, Liu e Kennedy [17] apresentaram uma

maneira sistemática e efetiva para controlar os modos espúrios, porém em ambas formulações

é requerido um parâmetro de estabilização, cujo valor deve ser definido pelo usuário.

Alguns  elementos  de  casca  com  um  ponto  de  integração  foram  formulados  por

Belytschko, Lin e Tsay [18], Hallquist, Benson e Goudreau [57], Liu, Law, Lam e Belytschko

[78], Belytschko, Wong and Chiang [22]. Belytschko e Binderman [23] implementaram o

controle  dos modos espúrios (‘hourglass control”)  em elementos  tridimensionais de 8 nós

onde o parâmetro de estabilização não é requerido, embora a matriz de estabilização dependa

ainda do coeficiente de Poisson. Recentemente Key e Hoff [63] e Zhu e Zacharia [120] têm

apresentado  elementos  de  casca  quadriláteros  usando  o  conceito  de  controle  dos  modos

espúrios (“hourglass control”) e um único ponto de integração.

Neste capítulo será apresentada a análise dinâmica com não linearidade geométrica de

cascas,  usando  elementos  hexaédricos  com  integração  reduzida  e  controle  dos  modos

espúrios,  de  forma  que  a  matriz  de  estabilização  não  dependa  de  parâmetros  a  serem

fornecidos pelo usuário nem das propriedades físicas do material. Estes aspectos, à exceção da

não linearidade geométrica, foram tratados previamente por Schulz [112].

Consideram-se estruturas elásticas que satisfazem a lei  de Hooke generalizada,  e a

equação constitutiva geometricamente não linear será expressa em termos do tensor de taxas

de tensões de Truesdell.

3.2 – O ESQUEMA EXPLÍCITO DE TAYLOR-GALERKIN

Neste  trabalho  será  adotado  um  esquema  explícito  para  a  análise  dinâmica  da

estrutura.  Ainda que os esquemas explícitos  apresentem severas limitações  em relação ao

intervalo  de  tempo,  oferecem  facilidades  em  relação  a  vetorização  do  programa  e  à

programação quando se trabalha com expressões explícitas dos vetores e matrizes a nível de

elemento;  por  outro  lado,  consomem  muito  pouca  memória  quando  comparados  com os

métodos implícitos, e são mais rápidos que esses últimos para executar um passo de tempo,

especialmente em problemas não lineares. Todas estas vantagens tornam-se mais importantes

a medida que o tamanho do problema estrutural e suas características não lineares crescem.

O  esquema  que  será  utilizado  neste  trabalho  é  o  de  Taylor-Galerkin,  que  já  foi

previamente utilizado para a análise  de escoamentos.  As vantagens mais  destacadas  deste
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esquema são as seguintes: (a) a equação de equilíbrio dinâmico é expressa em termos das

componentes da velocidade, o que o torna muito adequado para ser empregado no contexto de

problemas de interação fluido-estrutura, sendo que as componentes dos deslocamentos podem

ser  obtidas  a  partir  das  componentes  das  velocidades,  não  sendo  necessário  calcular

acelerações; (b) o esquema, ao contrário do método de diferenças centrais, é auto-iniciável,

não precisando o cálculo de deslocamento em tt   para iniciar o processo de integração

no tempo. 

Este esquema foi também apresentado por outros autores como Schulz [112] e Tamma

e Namburu [114], [115].

A equação de movimento é dada pela seguinte expressão:

    0










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



iiij
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i fv
x

v
t



      3,2,1, ji   em  

(3.2.1)

onde iv  são componentes da velocidade,    é a massa específica,  ij  são as componentes

do tensor de tensões, if  são as componentes das forças de volume, e   é um coeficiente de

amortecimento;  t  e  ix  são  as  coordenadas  do  tempo  e  espaciais,  respectivamente  e

  é o domínio.

As condições de contorno são:

ii vv       3,2,1i  em v (3.2.2)

         ijij tn       3,2,1, ji  em 

(3.2.3)

onde iv  são os valores prescritos das componentes de velocidade na parte v  do contorno,

it  são  as  componentes  das  forças  de  superfície  na  parte    do  contorno,  cuja  normal

dirigida para fora do domínio num ponto genérico forma com os eixos globais ângulos cujos

cossenos de direção vem dados por  jn e, finalmente,   v , onde    é o contorno

total do domínio  .

As condições iniciais são:
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0
ii uu      3,2,1i   em  

(3.2.4)

0
ii vv      3,2,1i   em  

(3.2.5)

onde  0
iu  e  0

iv  são os valores  iniciais  das componentes  de deslocamentos  e velocidades,

respectivamente.

A expressão (3.2.1) pode ser escrita em forma compacta da seguinte forma:
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onde o super índice T  indica vetores transpostos. 

Expandindo ~
v  em série de Taylor até termos de segunda ordem, obtém-se:
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(3.2.8)

onde os super índices 1n  e n  correspondem aos níveis de tempo   tnt  1  e tnt  ,

respectivamente, sendo t  o intervalo de tempo.

Introduzindo (3.2.6) e (3.2.7) em (3.2.8), tem-se que:
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onde
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Introduzindo (3.2.10) em (3.2.9), obtem-se:
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Aplicando o método de resíduos ponderados clássico de Bubnov-Galerkin a (3.2.12)

no contexto do M.E.F., obtêm-se a seguinte expressão matricial:
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A equação (3.2.13) pode ser modificada da seguinte forma:
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onde  
L

M
~  é uma matriz diagonal similar à matriz de massa discreta (faltaria multiplicar a

mesma por  ); o sub índice k  é um índice que indica o número de iterações.
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Numerosos exemplos tem demonstrado que o segundo termo de (3.2.15) tem pouca

influência, de forma que a fórmula de recorrência final não envolve um esquema iterativo,

ficando:
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Depois  de  montar,  aplicar  as  condições  de  contorno  e  resolver  (3.2.16),  pode-se

calcular:
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Para preservar a estabilidade numérica é necessário tomar:
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onde x  é uma dimensão característica do elemento, E  e   são o módulo de elasticidade e

a massa específica, respectivamente, e   é um coeficiente de segurança.

O processo computacional é dado pelos seguintes passos:

(a) Calcular   tnt  1
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(f) Calcular 
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(m) Se totaltt  , retornar ao passo (a), em caso contrário ir ao passo (n)

(n) Fim do processo.

3.3 – EQUAÇÕES CONSTITUTIVAS

Neste trabalho, devido à consideração de deslocamentos e rotações finitas, adotou-se

para relação constitutiva o tensor de taxa de tensões de Truesdell, que vem dado por (veja

Prager [99]):

kkijikjkjkikpiippjipklijklij C                        (3.3.1)

                                                                                                       3,2,1,,,, plkji

onde ijklC  é um tensor de  quarta ordem contendo as constantes elásticas do material e
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(3.3.2)

Em (3.3.1) e (3.3.2) o ponto indica derivação em relação ao tempo.

A expressão (3.3.1) pode também ser escrita na seguinte forma (veja Hughes e Winget

[59]).

       klijklklijklijklij WCC    ˆ             3,2,1,,, lkji                                   (3.3.3)

com
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 iljkjlikikjljkilklijijklC  
2

1ˆ (3.3.4)

e

 iljkjlikikjljkilijklW  
2

1
(3.3.5)

onde os etcjkjkkl ,,,   são os deltas de Kroenecker.

Em forma matricial as equações constitutivas vem dadas por:
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onde:
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As matrizes 
~
Ĉ  e ~

W , dadas por (3.3.7) e (3.3.8), respectivamente, correspondem ao

seguinte ordenamento dos vetores de taxas de deformações e rotações:

   312312312312332211
~~

,,,,,,,,,   TT
(3.3.9)

Se o termo kkij   é desconsiderado em (3.3.1), a matriz 
~
Ĉ  torna-se simétrica e vem

dada por:
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A equação constitutiva que será usada para obter a força interna pode ser escrita em

forma incremental da  seguinte maneira:
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onde  



  TTT

~~~
,ˆ  .

Como  a  expressão  (3.3.11)  resulta  numa  matriz  constitutiva  não  simétrica,  o  que

constitui  um problema para avaliação da matriz de rigidez na análise estática ou dinâmica

(com  métodos  implícitos),  convém  trabalhar  com  o  seguinte  sistema  de  equações

constitutivas:

~~~
~

~

33~
63

~

36~66~~

19~

~

~
ˆ

ˆ
ˆ 








 











































 

















 T

CW

WCC

x
x

T
xx

x
(3.3.12)

51



com
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Então  
~
T , que relaciona incrementos de tensões com incrementos  de deformações

específicas e rotações, vem dada por:
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onde  
~
T̂  é a matriz de tensões iniciais e vem dada por:
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Observe que o termo  kkij   de (3.3.1) pode ser incluído com a seguinte operação

matricial:

   
~~~~~~
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3.4 – ELEMENTO FINITO HEXAÉDRICO COM INTEGRAÇÃO REDUZIDA E   

         CONTROLE  DOS MODOS ESPÚRIOS

Para um elemento hexaédrico isoparamétrico de 8 nós as funções de interpolação vêm

dadas por:

      nnnnN  111
8

1
,,  8...,1n (3.4.1)

onde n , n  e n  são as coordenadas naturais  ,  e   de um nó ""n .

A matriz Jacobiana no centro do elemento é dada por:

 























~
3

~~
2

~~
1

~

~
3

~~
2

~~
1

~

~
3

~~
2

~~
1

~

~ 8

1

xxx

xxx

xxx

oJ

TTT

TTT

TTT







                       (3.4.2)
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onde  
~~

,  e  
~
  são vetores que contém as coordenadas nodais  em relação ao sistema de

referência   ,  e   (sistema local ou sistema de coordenadas naturais) e  
2~1~

, xx  e  
3~
x  são

vetores que contém as coordenadas nodais em relação ao sistema global 21 , xx  e 3x .

É fácil demonstrar que o determinante da matriz Jacobiana é a oitava parte do volume

do elemento, ou seja que:

   
8

00det
~~

eJJ


 (3.4.3)

A matriz   oBn
~

 que contém as derivadas das funções de interpolação para  cada nó

n  no centro do elemento é dada por:
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Fazendo

~

1

~
)0( GJ 

(3.4.5)

tem-se que
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Para  identificar  diversos  padrões  dos  modos  espúrios  (ou  modos  de  energia  zero)

resultantes de um campo de deformações específicas que não é constante, devido ao uso de
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um só ponto de integração, os seguintes vetores são definidos (veja Flanagan e Belytschko

[44]):

 1,1,1,1,1,1,1,1     
~
1 Th

 1,1,1,1,1,1,1,1
~
2 Th

 1,1,1,1,1,1,1,1
~
4 Th                                                (3.4.9)

Na figura 3.1 são indicadas esquematicamente os modos associados com os vetores

~
3

~
2

~
1 ,, hhh  e 

~
4h  (veja Koh e Kikuchi [66]):

Figura 3.1 – Modos espúrios associados com os vetores 
~
3

~
2

~
1 ,, hhh  e 

~
4h

As componentes de deformações específicas e de deslocamentos estão relacionados

através da seguinte expressão:

 
nnn
uB
~~

8

1~
.,,ˆ 


   (3.4.10)
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(a) h  - flexão
1

(b) h  - flexão
2

(c) h  - torsão
3

(d) h  - não-físico
4

~ ~

~ ~

                     1,1,1,1,1,1,1,1 
~
3 Th



onde  n
B
~
ˆ

 contém as derivadas das funções de interpolação  para cada nó  n  avaliadas em

cada ponto de integração e n
u
~   é um vetor que contém as componentes dos deslocamentos do

nó  n .

Expandindo  ~
  em  série  de  Taylor  em  torno  do  centro  do  elemento  até  termos

bilineares e levando em conta a expressão (3.4.10), obtém-se:
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O operador   ,,ˆ
~
nB  pode ser decomposto em sua parte dilatacional e desviadora.

Para evitar o bloqueio (“locking”) volumétrico, a parte dilatacional  
  ,,

~

dil

n
B

 é avaliada

em um ponto de integração de forma que os termos lineares e bilineares desaparecem para a

mesma, ficando para a parte desviadora    ,,
~

dev

n
B . Então a (3.4.11) pode-se escrever da

seguinte forma:
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 8,...,1n (3.4.12)

Para eliminar  o bloqueio por  corte,  convém escrever  as sub-matrizes  num sistema

ortogonal de coordenadas que rota com o elemento e chamado sistema co-rotacional. Somente

os termos lineares são conservados para as componentes de deformação por corte, eliminando

assim os modos que causam o bloqueio (“locking”) por corte.
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No sistema  co-rotacional  de  coordenadas,  as  submatrizes  de  
~
B̂  ficam,  depois  de

eliminar o bloqueio (“locking”) volumétrico e por corte, da seguinte forma:
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Belytschko e Binderman [23] observaram que para passar o  “patch test”, elementos

distorcidos calculados com um ponto de integração é necessário substituir nn
bb 21 ,  e n

b3  em

(3.4.4)  pelas  expressões  de  gradiente  uniforme  nn
bb 21 ,  e  n

b3  definidas  por  Flanagan  e

Belytschko [44] e dadas por:
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Os vetores 
nn

bb
2~1~

,  e 
n

b
3~  satisfazem as seguintes relações:
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.
 ; 

0
~

8

1


 nin
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;
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4~~
hb
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i  3,2,1, ji










~~
j

T
i hb  0 para elementos distorcidos; 0 para elementos não distorcidos 

onde ij  é o delta de Kroenecker.

A forma final  da  matriz  
~
B  no  sistema co-rotacional,  obtida  após algum trabalho

algébrico e levando em conta as equações (3.4.2) a (3.4.19) é dada pela seguinte expressão:
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onde:
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Na  equação  (3.4.20)   0
~
B   é  a  matriz  formada  com  os  vetores  

~
2

~
1 ,bb  e  

~
3b ,

calculadas como se indica na expressão (3.4.19), e 
  ,,

~

HCB
 é a matriz de estabilização,

que controla os modos espúrios ( “hourglass modes”). Estas matrizes são avaliadas usando

quatro  pontos  de  integração  com  coordenadas   aaa ,, ,   aaa  ,, ,   aaa  ,,  e

 aaa  ,, , onde 
3

3a , 
3~2~1~

,,   e 
4~

  são os vetores de estabilização. A utilização de

quatro pontos de integração é muito importante  em problemas onde existe uma frente  de

plastificação  levando  em  conta  que  torna-se  difícil  definir  com  precisão  uma  frente  de

plastificação com apenas um só ponto de integração.
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Considerando que o determinante da matriz Jacobiana é constante e igual a  8
1  do

volume do elemento, a força elástica interna, expressada em (3.2.13b), pode ser avaliada com

a seguinte expressão:
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(3.4.21)

A expressão  (3.4.21)  pode  também ser  expressa  de  uma forma mais  conveniente,

como se indica a seguir:
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onde 
piF
int~  é a força interna avaliada nos quatro pontos de integração e 

.

.int~

estabF   é o vetor de

estabilização.

A eliminação  do bloqueio  (“locking”)  por  corte  em elementos  de  placas  e  cascas

depende do tratamento adequado das deformações de cisalhamento. Considerando que 21 , xx

e 3x  sejam os eixos do sistema global e que 21 ˆ,ˆ xx  e 3x̂  os eixos do sistema co-rotacional

(que coincidirá com o sistema local  ,  e  para elementos não distorcidos), os vetores 
~
1r

e  
~
2r , coincidentes com os eixos    e    no centro do elemento, são definidos da seguinte

forma:

i

T xr
i ~~

1 . ;
i

T xr
i ~~

2 .  3,2,1i (3.4.23)

Um termo de correção 
~
cr é adicionado a 

~
2r , de tal forma que:
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O sistema ortogonal é completado com:
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onde o símbolo   indica um produto vetorial.

Normalizando os vetores 
~
1r , 

~~
2 crr   e 

~
3r  os elementos da matriz de rotação 

~
R  são

obtidos, e vem dados por:
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As  coordenadas  podem  ser  transformados  do  sistema  global  ~
x  ao  sistema  co-

rotacional ~
x̂  pela operação:

~~~
ˆ xRx  (3.4.27)

onde R  é uma matriz de ordem 24 x 24 com submatrizes 
~
R  de ordem 3 x 3 em seus blocos

diagonais e zeros em todos os blocos fora do bloco diagonal. Uma expressão similar é usada

para transformar as  componentes da velocidade. O vetor int~
F

, dado  em (3.4.22) , é expresso

no sistema co-rotacional e a transformação ao sistema global obtém-se pré-multiplicando o

vetor int~
F referido ao sistema co-rotacional pela matriz 

TR
~ .
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4 - ASPECTOS COMPUTACIONAIS

4.1 – ENFOQUES PARA O ACOPLAMENTO DO FLUIDO E A ESTRUTURA

Existem  basicamente  dois  tipos  de  acoplamentos  entre  o  fluido  e  a  estrutura:  o

acoplamento forte e o acoplamento fraco. No primeiro caso o fluido e a estrutura são tratados

como  um  único  sistema,  de  forma  que  as  equações  resultantes  são  resolvidas

simultaneamente, enquanto no segundo caso o fluido e a estrutura são tratados com códigos

independentes que são acoplados de alguma forma.

O maior  inconveniente  de  um acoplamento  forte  é  que  a  matriz  do  sistema  num

esquema totalmente implícito pode resultar mal condicionada devido às diferenças entre as

rigidezes de ambos os domínios e entre suas respectivas discretizações. Outro problema que

inibe a utilização de um  acoplamento forte surge do fato de que a maior freqüência da malha

da estrutura é, em geral, consideravelmente maior que a maior freqüência correspondente à

malha do fluido, o que limita a aplicação simultânea de um esquema explícito para  ambos os

domínios, a menos que se utilizem subciclos; nestas circunstâncias convém usar um esquema

implícito para a estrutura e um esquema explícito para o fluido. Finalmente, um acoplamento

forte requer modificações substanciais de programas de Dinâmica dos Fluidos Computacional

(D.F.C.) e de Análise Dinâmica Computacional de Estruturas (A.D.C.E.) já prontos.

Em compensação, uma das vantagens mais importantes do acoplamento forte é que

um único operador contém a integração das equações que governam o fluido, a estrutura, o

movimento da malha e a interação, e o conjunto é resolvido simultaneamente no mesmo nível

de tempo, evitando a defasagem no tempo na solução do escoamento e da análise estrutural.

Esquemas de acoplamento forte foram utilizados, entre outros, por Blom [24], Melville et al.

[87] e Felker [43].

Para entender melhor a natureza do esquema de acoplamento forte, proporciona-se a

seguir uma breve explicação sobre o mesmo.

A  equação  de  conservação  da  massa,  discretizada  em  elementos  finitos,  pode-se

escrever da seguinte maneira:
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c
 em F

e (4.1.1)
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que corresponde à equação (2.5.11). O superíndice  F  em (4.1.1) indica que a expressão é

válida nos elementos do domínio do fluido.

Na superfície de interface fluido-estrutura a (4.1.1) fica:
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p
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e
 (4.1.2)

onde o super-índice I  refere-se a valores nas faces dos elementos da superfície de interface.

A equação de conservação da quantidade  de movimento, discretizada em elementos

finitos, pode-se escrever da seguinte forma:

                                  .

em F
e (4.1.3)

que corresponde à equação (2.4.1). Neste caso termos convectivos e de viscosidade foram

incluídos na matriz 
FK

~
, que não é simétrica.

Na superfície de interface, a (4.1.3) fica:

                                       .

                                                                                                                 em                     (4.1.4)

 

Para a estrutura, a equação de equilíbrio dinâmico vem dada por:

                    .

em E
e (4.1.5)

onde 
E

v
M
~

 é a matriz de massa, 
EC

~
 a de amortecimento, 

EK
~

 a de rigidez e 
EP

~
 e ~
u  são os

vetores de cargas e deslocamentos nodais, respectivamente; o superíndice  E  indica que a

expressão é válida no domínio da estrutura.

As equações (4.1.1) a (4.1.5) devem ser avaliadas no tempo (n+1) ou seja t= (n+1).t.

Levando em conta que:
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tem-se que, para 2
1 , pode-se escrever:
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Introduzindo (4.1.7) em (4.1.5), fica:
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Na superfície de interface tem-se:

                                   .

em FE
e
 (4.1.11)
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onde,  novamente,  o superíndice  I  refere-se a valores  na face dos elementos  situados na

interface estrutura-fluido. Em 
FE

P


~

ˆ  os valores de  
n

v
____

~
  e  

n

u
____

~
  são também avaliados na

superfície da interface.

Juntando (4.1.1) a (4.1.4) com (4.1.9) e (4.1.10), pode-se escrever a seguinte expressão

matricial para todo o  sistema:













































































 



.

.

.

____

~

____

~

____

~

~

~

~~~~~

~~~~~~

~~~~~

~~~~2~

~~~~~2

0000

0000

0000

000
1

0

0000
1

E

I

F

I

F

E

v

FE

v

EF

v

F

v

EF

p

E

p

v

v

v

p

p

M

MM

M

M
c

M
c














































































































































E

FEEF

F

E

I

F

I

F

E

FEEFEF

FF

T
EF

T
F

P

PP

P

v

v

v

p

p

K

KKG

KG

G

G

~

~~

~

~

~

~

~

~

~

~

~~~~~

~~~~~~

~~~~~

~~~~~

~~~~~

ˆ

ˆ

0

0

ˆ0000

0ˆ00

000

0000

0000





 (4.1.12)

ou, em forma compacta:

~~~~~
PUKUM                   (4.1.13)
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A matriz 
~
K  é não linear já que 

FK
~  e 

EFK 

~  incluem termos convectivos e 
E

K
~

ˆ  e

FE
K



~

ˆ  incluem a matriz de rigidez geométrica,  já o amortecimento não foi considerado.

Observe que para que F
v

____

~
 , 

I
v

____

~
 e 

E
v

____

~
 ( e suas derivadas com relação ao tempo)

sejam consistentes em ~
U , as matrizes 

EM
~ , 

E
K
~
ˆ e 

E
P
~
ˆ  devem ser multiplicadas pela relação

entre as massas específicas do fluido e da estrutura. O mesmo vale para as matrizes 
FEM 

~  ,

FE
K



~
ˆ

e 
FE

P


~
ˆ .

A  expressão  (4.1.13)  pode  ser  resolvida  monoliticamente  depois  de   aplicar  um

algoritmo de integração no tempo, implícito ou explícito, montar e impor as correspondentes

condições de contorno.

Neste trabalho o acoplamento forte foi adotado, levando em conta o fato de que tanto o

fluido quando a estrutura foram discretizados usando elementos hexaédricos de 8 nós, com as

mesmas incógnitas em cada nó e usando o mesmo esquema explícito para integrar no tempo,

como foi visto nos capítulos 2 e 3.

Como neste  trabalho utilizou-se um esquema explícito,  não é  necessário  montar  a

expressão (4.1.12), então, resumidamente, os passos computacionais para resolver o problema

de interação fluido-estrutura são os seguintes:

(a) Calcular 
1

1

____

~








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




n

k
i
v  com (2.5.19) no domínio do fluido.

(b) Calcular 
1

~










n

k

p  com (2.5.20) no domínio do fluido.

(c) Calcular 
1
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
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
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v  com (3.2.15) no domínio da estrutura.

(d) Calcular na superfície de interface:
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onde  o  super-índice  I  refere-se  a  valores  avaliados  na  superfície  de  interface,  que  é

constituída por faces comuns de elementos que pertencem ao domínio do fluido e da estrutura.

EF

vL
M 

~  + 
FE

vL
M 

~  é a soma dos elementos da matriz de massa discreta do fluido e da estrutura

nas faces comuns de elementos de ambos domínios.  
EF

PL
M 

~  é a matriz  de massa discreta

correspondente à pressão nos elementos de domínio do fluido com uma face comum com

elementos do domínio da estrutura. Os vetores ~~~
,, TSR  e 

~
Q  têm o mesmo significado que

em  (2.5.19) e (2.5.20) e os vetores  
~
H  e  

~
Z  têm o mesmo significado que na expressão

(3.2.15)  Em  cada  um  dos  passos  é  admitido  que  está-se  trabalhando  com os  vetores  já

montados e com as correspondentes condições de contorno impostas.

Como  foi  apresentado  acima,  uma  outra  possibilidade  é  trabalhar  com  um

acoplamento  fraco,  e  embora  não  tenha  sido  este  o  caminho  empregado  nesta  tese,  será

brevemente comentado a título de ilustração.

A grande vantagem que  tem um esquema de acoplamento fraco é o de poder usar os

mais eficientes programas para analisar escoamentos e para realizar a análise dinâmica da

estrutura sem grandes modificações e em forma independente como subrotinas. Entretranto,

um dos problemas que este tipo de enfoque apresenta  é como implementar a transferência de

informação entre os códigos (transferência de cargas do fluido à estrutura, intervalos de tempo

diferentes e movimento da superfície de interface) que resultam da possibilidade da existência

de  diferentes  discretizações  nos  dois  domínios  e,  consequentemente,  na  superfície  de

interface.

No acoplamento  fraco um programa de controle  tem a cargo dirigir  as  sucessivas

aplicações multidisciplinares, assim como a transferência de dados, através da superfície de

interface, entre os dois códigos (o de D.F.C. e o de A.D.C.E.). A principal tarefa para um

enfoque baseado num acoplamento fraco é introduzir algorítmos e técnicas para a projeção

das cargas e para o movimento da superfície de interface de forma a conservar a carga total e a

energia total. 

Em alguns trabalhos esses problemas não aparecem (Refs. [13], [41] e [54] ) devido a

que existe a mesma discretização em ambos os domínios; em outros trabalhos (Refs [52], [86]

e  [104])  estes  problemas  foram  ignorados  sob  a  consideração  de  que  os  elementos  da

superfície  de interface tinham o mesmo tamanho para o fluido e a estrutura ;  finalmente,

existem autores (Refs. [7] e [55]) que tratam estes problemas introduzindo uma superfície

virtual adicional entre as superfícies do fluido e a estrutura. 
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Nenhum destes enfoques é geral, e por isto convém mencionar o trabalho de Cebral e

Löhner,  [32],  como  uma  significativa  contribuição  na  formulação  de  esquemas  de

acoplamento  fraco;  estes  autores  apresentam  uma  quadratura  Gaussiana  conservativa,

monotônica e adaptativa para a transferência de cargas e uma técnica de interpolação para o

movimento da superfície da interface.

4.2 – O   MOVIMENTO   DA   MALHA   NUMA   DESCRIÇÃO   ARBITRÁRIA 

         LAGRANGEANA- EULERIANA (ALE)

Numa descrição arbitrária Lagrangeana-Euleriana (ALE) num domínio que considera

corpos ou superfícies em movimento relativo de um com respeito a outro, a questão essencial

é como especificar a velocidade dos nós da malha. Em outras palavras: dada a  velocidade

o
w
~  na superfície em movimento o , ou seja:

o
ww
~~ 0

 (4.2.1)

e uma velocidade nula para a malha a certa distância dessa superfície o e em todas as outras

superfícies restantes, ou seja:

~~
0

1
w (4.2.2)

achar  uma  distribuição  espacial  ~
w  tal  que  a  distorção  da  malha  é  minimizada.  Se  a

distribuição do campo de velocidade da malha não é suave, aparecerão rapidamente elementos

distorcidos forçando à realização de remalhamentos globais ou locais com a correspondente

perda de precisão e de tempo de processamento. 

Três  famílias  de  métodos  têm  sido  usadas  para  especificar  a  distribuição  de

velocidades de malha:

a) Suavização de coordenadas (Refs [14], [104]);

b) Suavização de velocidades (Ref. [81]);

c) Utilização de funções analíticas especificadas pelo usuário (Ref. [81]).

Neste  trabalho  foi  adotada  a  terceira  alternativa,  apenas  pela  facilidade  de  sua

implementação e seu pouco requerimento de CPU. As velocidades da malha são prescritas

através  de  funções  analíticas  prescritas  pelo  usuário  e  que  são  funções  da  distância  da

superfície móvel. Alguns algorítmos para fazer uma procura de distância   de um ponto do
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campo ao ponto mais próximo da superfície móvel foram desenvolvidos (Refs. [26] e [79]).

Determinada essa distância  , a velocidade da malha vem dada por:

   fxww
0~~~  (4.2.3)

onde 0~
x  é o ponto da superfície móvel mais próximo ao ponto em consideração. A função

 f  toma o valor unitário para 0  e tende ao valor zero a medida que   cresce. Embora

este processo seja extremamente rápido, especialmente quando os mesmos valores de  

possam ser tomados em todos os intervalos de tempo, tem restrições para o seu uso geral, em

particular quando existem vários corpos em movimento.

Neste  trabalho,  devido  a  que  se  tem  trabalhado  exclusivamente  com  malhas

estruturadas, adotou-se uma função linear de    para cada direção, e que adquire um valor

unitário a uma certa distância do corpo imerso. Dentro do domínio para o qual 0
~
w  adotou-

se uma descrição ALE ou uma descrição Lagrangeana e fora desse domínio trabalha-se com

uma descrição Euleriana. A estrutura é analisada com uma descrição Lagrangeana atualizada.

4.3 - A VETORIZAÇÃO

4.3.1- Processamento vetorial e escalar

A vetorização é  uma forma de processamento na qual  elementos  de um vetor  são

processados em grupos.  Um laço que é realizado em código vetorizado tem uma velocidade

de execução muito maior que aquele realizado em um código escalar ( no CRAY, a relação

entre velocidades é bem superior a 10)

O processamento de um vetor  em um laço consiste  em um processo composto de

vários passos, como se fosse uma linha de montagem.  Para processar um vetor, seja do modo

escalar ou vetorial, um laço deve realizar o seguinte:

- Carregar os elementos da memória para um registro.

- Processar os elementos, colocando os resultados em outro registro.

-    Armazenar os resultados anteriores na memória.

O código  convencional  (escalar)  é  um processo  de  um passo  a  cada  tempo:  cada

elemento deve terminar o passo final do processo antes do próximo elemento poder começar o

primeiro passo;  isto é, cada laço de iteração começa quando a iteração anterior terminou.
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Mas  no  código  vetorizado,  como  em uma linha  de  montagem,  cada  elemento  começa  o

primeiro passo quando o elemento anterior terminou somente o seu primeiro passo, em vez do

último.

Para melhor esclarecer as diferenças existentes entre um processo escalar e vetorial

considere-se o seguinte faço que adiciona cada elemento do vetor A com o correspondente

elemento do vetor B e armazena os resultados no vetor C.

DO 10 I=1,3

     C(I) =A(I) + B(I)

      1O CONTINUE

Em um código escalar, este laço realiza as seguintes operações:

- Lê um elemento do vetor A.

- Lê um elemento de B.

- Adiciona os elementos.

- Escreve os resultados no vetor C.

- Incrementa o contador do laço em 1.

- Repete a seqüência acima para cada elemento de cada vetor até o contador atingir o seu

limite.

No  processamento  vetorial,  o  laço  em  questão  é  realizado  segundo  as  operações

vetoriais:

- Carrega uma série  de elementos  do vetor  A para um registro vetorial  e  uma série  de

elementos do vetor B para um outro registro vetorial.

- Adiciona os correspondentes elementos dos dois registros vetoriais e coloca os resultados

em um outro registro vetorial, representando o vetor C.

- Armazena o registro utilizado para o vetor C na memória.

- Esta seqüência deverá ser repetida se o vetor tiver mais elementos que o máximo usado no

processo vetorial.

Os requisitos gerais  para ocorrer a vetorização em laços DO, laços DO WHILE, e

laços IF podem ser resumidos como a seguir:

- Somente os laços internos podem ser vetorizados.
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- Versões  vetorial  e  escalar  de  um  determinado  código  devem  produzir  resultados

equivalentes.

- Outros  requisitos  estão  baseados  nas  características  de  hardware  e  limites  na

complexidade de um laço.

A inibição da vetorização de um laço interno podem ter várias causas:

- Alguma  referência  a  um  código  externo  que  não  pode  ser  vetorizado.  Isto  inclui:

comandos  I/O,   referências  a  uma  função  que  não  tem  uma  versão  vetorial,   uma

referência  a  uma função externa ou subrotina  e  algum comando RETURN, STOP ou

PAUSE.

- Comandos condicionais  dos tipos  IF de três direções e GOTO.  Estes não podem ser

convertidos em instruções de hardware vetoriais.

- Outros retornos que formam um laço.

- A presença de diretivas específicas para processamento escalar ou comandos utilizados na

compilação.

- Uma declaração fora de um laço para dentro deste. Tal código viola o padrão ANSI mas é

permitido pelo sistema de compilação CF77.

- Dependências  (construções  que  produzem  diferentes  resultados  no  modo  escalar  e

vetorial), tal como recorrência e subscritos de referência ambígua (quando a informação

contida no laço é insuficiente para saber se este pode ser vetorizado)

4.3.2 - Estratégia utilizada

Para analisar a performance do programa durante o trabalho de vetorização, utilizou-se

as ferramentas de análise que o computador possui para tal fim.

Duas  grandezas  se  destacam para  esta  análise:  o  tempo  de  CPU  e  o  número  de

Megaflops.  Um  flop  é  uma  operação  de  ponto  flutuante  (numero  real),  especificamente

adição, multiplicação ou ambas (outras operações envolvem combinações destas, incluindo a

divisão  e  funções  tais  como  a  raiz  quadrada).  Megaflops  (Mflops)  significa  milhões  de

operações de ponto flutuante:  esta unidade é freqüentemente usada como  “megaflops por

segundo de tempo de CPU".  
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Baixos  valores  de  Mflops  indicam  um código  escalar  enquanto  que  valores  altos

indicam um alto grau de vetorização [36].  Já o tempo de CPU é a grandeza mais adequada

para  comparar  o  desempenho  de  dois  computadores  submetidos  a  um  mesmo  programa

executável.

Com base no que foi exposto acima, o primeiro passo adotado para procurar obter-se

uma boa vetorização, consistiu em executar alguns exemplos com o programa na codificação

original e analisar os relatórios gerados.  Nesta análise apareceram as subrotinas que possuíam

os  maiores  consumos  de  tempo  de  CPU,  servindo  de  orientação  para  estabelecer  as

prioridades no que se refere ao trabalho de vetorização.

A estratégia principal adotada foi utilizar o mínimo possível de subrotinas já que os

programas acoplados para formar o código de fluido-estrutura já tinham este comportamento

(apenas  uma  subrotina  no  programa  de  estruturas  e  nenhuma  subrotina  no  programa  de

fluidos)

O recurso  mais  utilizado  para  a  vetorização  (já  nos  códigos  independentes)  foi  a

inversão de laços  para possibilitar  a  vetorização dos  maiores  laços.  Outras  alterações  são

descritas a seguir.

4.3.3 – Alterações na codificação de um programa escalar para um programa vetorial

As  modificações  no  programa  foram  implementadas  por  etapas,  tendo  prioridade

aqueles laços que consumiam major  tempo de processamento.  As principais  modificações

impostas estão descritas a seguir.

PROCESSO DE MONTAGEM

A equação governante  a  ser  solucionada,  é  estabelecida  para  os  nós  da  malha  de

elementos  finitos.   Para  a  formação  das  parcelas  que  compõem  estas  equações,  deve-se

realizar  operações  em  termos  de  nós  de  cada  elemento  para,  após,  efetuar  a  montagem

(assembling) dos resultados em vetores globais, que contém as variáveis de todos os nós do

domínio.                     

No programa de versão escalar, a parte responsável por esta tarefa é codificada da

seguinte maneira:

IK=NPE*(NE-I)
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DO I= 1,NPE

 NR=KONE(IK+I)

 GV(NR)=GV(NR)+V(I)

ENDDO

Onde:

KONE = Vetor que contém as conectividades de cada elemento

GV = Vetor global

V = Vetor local

NPE = Número de nós do elemento

Como pode-se perceber, a codificação mostrada é escalar, pois existe recorrência no

laço.   Além disso,  este  é curto  (NPE=8) não sendo apropriado para a  vetorização.   Para

vetorizar este laço utilizou-se a técnica de mapeamento inverso, que  consiste em definir uma

tabela de conectividade das equações.  Para isso utilizaram-se duas matrizes chamadas de

NEIBOR e NEIBOL.  

A primeira contém o número de todos os elementos que concorrem a um determinado

nó I (elementos topologicamente conectados a uma determinada equação global).  A segunda

contém o número do nó desses elementos que coincidem com o nó I (identifica a equação

local correspondente).  

Na figura 4.1 pode ser visualizada a definição das referidas matrizes, para o caso de

uma discretização regular empregando elementos quadriláteros bi-lineares.

Elemento nulo
21

15

34

21

7

34

21

11

34

NEIBOR(1,n) = 3

NEIBOR(2,n) = 7

NEIBOR(3,n) =11

NEIBOL(1 n) = 3

NEIBOL(2,n) = 3

NEIBOL(3,n) = 4
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NEIBOR(4,n) =15

NEIBOR(5,n) = 0

NEIBOR(6,n) = 0

NEIBOR(7,n) = 0

NEIBOR(8,n) = 0

NEIBOR(9,n) = 0

NEIBOL(4,n) = 1

NEIBOL(5,n) = 0

NEIBOL(6,n) = 0

NEIBOL(7,n) = 0

NEIBOL(8,n) = 0

NEIBOL(9,n) = 0

Figura 4.1 - Técnica de mapeamento inverso - tabela de conetividade das equações

A parte do programa na versão vetorizada responsável pela montagem é codificada da

seguinte forma:

DO I= 1,NNM

  K2=NEIBOR(2,I)+1

  K3=NEIBOR(3,I)+1

  K4=NEIBOR(4,I)+1

  K5=NEIBOR(5,I)+1

  K6=NEIBOR(6,I)+1

  K7=NEIBOR(7,I)+1

  K8=NEIBOR(8,I)+1

  K9=NEIBOR(9,I)+1

  L2=NEIBOL(2,I)+1

  L3=NEIBOL(3,I)+1

  L4=NEIBOL(4,I)+1

  L5=NEIBOL(5,I)+1

  L6=NEIBOL(6,I)+1

  L7=NEIBOL(7,I)+1

  L8=NEIBOL(8,I)+1

  L9=NEIBOL(9,I)+1

  GV(I) = V(K2,L2)+V(K3,L3)+...........+V(K9,L9)
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ENDDO

Onde:

NNM = Número total de nós no domínio

K1...K9 = Elementos que concorrem ao nó I mais um

L1....L9 = Nós dos elementos coincidentes com o nó I mais um

V(K,L) = Vetor local que contém as variáveis de cada elemento

Sabe-se que no processo de montagem convencional, a recorrência existe porque os

endereços do vetor global são chamados mais de uma vez, devido ao processo de acúmulo das

variáveis de cada elemento.  Com a codificação vetorizada, é garantido que o acúmulo das

variáveis para uma determinada posição do vetor global é feito de uma só vez, eliminando a

existência de recorrência no faço. 

 O vetor  local que contém as variáveis  para cada elemento tem uma dimensão de

(NEM+1) x (NPE+1).  Como cada elemento possui NPE nós, então era de se esperar que a

dimensão deste vetor fosse NEM x NPE.  Acontece que o número máximo de elementos que

podem concorrer a um determinado nó no caso de malhas estruturadas é 8 ,  mas existem

muitos casos em que este número é menor.  Quando isto ocorrer, as matrizes NEIBOR e

NEIBOL são completadas com zeros nas posições restantes.  Por esta razão é que a primeira

posição do vetor local é nula V(1,1)=0.0, pois sempre que os elementos das matrizes NEIBOR

e NEIBOL forem nulos, K e L terão o valor unitário.  Assim a contribuição de V em GV para

estas posições será nula.

ELIMINAÇAO DA ZERAGEM DOS VETORES

No programa escalar, cada vez que determinados vetores são reinicializados, estes são

zerados antes de qualquer armazenamento no seu endereço. Como exemplo, pode-se citar o

caso da subrotina responsável pelo cálculo da matriz de massa consistente para o elemento

hexaédrico. Parte de sua codificação está reproduzida abaixo.

DO I= 1,8

DO J=I,8

                              CM(I,J)=0.0D0

ENDDO
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ENDDO    

C DO LOOP EM RELAÇÃO AOS PONTOS DE INTEGRAÇÃO       

DO NPI=1,8

DO I=1,8

DO J= I,8

CM(I,J)=CM(I,J)+DET(NPI)*ASF(NPI,I)*ASF(NPI,J)

ENDDO

ENDDO

ENDDO

Onde:

CM= Matriz de massa consistente para o elemento corrente

DET = Determinante da matriz jacobiana do elemento corrente

ASF = Função de forma para o elemento corrente

Pode-se perceber que existem laços aninhados que acumulam valores na matriz de

massa consistente, obrigando a uma zeragem prévia da mesma.  O laço de zeragem não seria

necessário se os laços seguintes de acúmulo de valores fossem modificados, de tal maneira

que os endereços da matriz CM fossem chamados apenas uma vez.  Para isso, o laço externo

NPI=1,8 deveria ser desenvolvido.  A codificação modificada deveria ficar da forma:

DO I= 1,8

DO J=1,8

CM(I,J)=DET(1)*ASF(1,I)*ASF(1,J)+DET(2)*ASF(2,1)*ASF(2,J).....

ENDDO

ENDDO

Finalmente,  convém mencionar  que  a  vetorização  de  um programa   normalmente

acarreta um aumento de memória com relação à respectiva versão escalar, devido à utilização

de matrizes auxiliares na programação vetorial que não são necessárias na versão escalar.
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5 - APLICAÇÕES NUMÉRICAS

5.1 - INTRODUÇÃO

Com o objetivo de mostrar que os códigos de análise  estrutural  e  de escoamentos

funcionam quando utilizados em forma isolada, são apresentados inicialmente exemplos onde

são tratados problemas de análise dinâmica com não linearidade geométrica de estruturas, nos

quais utiliza-se a formulação descrita no capítulo 3, e problemas clássicos de escoamentos de

fluidos incompressíveis, onde a formulação utilizada é aquela descrita no capítulo 2.

Posteriormente estes códigos são acoplados monoliticamente para tratar dois casos de

estruturas  muito  flexíveis  imersas  em  fluidos  viscosos  quase-incompressíveis,  simulando

assim  problemas  típicos de interação dinâmica de fluidos e estruturas com a utilização da

formulação apresentada no capítulo 4 para o acoplamento.

5.2 - ANÁLISE DINÂMICA COM NÃO LINEARIDADE GEOMÉTRICA DE

        ESTRUTURAS ELÁSTICAS

5.2.1 -  Resposta transiente de uma viga bi-engastada com uma carga pulso no centro do vão

A geometria e a malha de elementos finitos utilizada (45 nós e 16 elementos) para

discretizar a metade da viga, devido à simetria existente, são mostradas na figura 5.1.

 As propriedades do material usadas no exemplo são E= 2,0683x1011 N/m2 , = 2714

kg/m3  e =0, onde E é módulo de Young,  a massa específica e  o coeficiente de Poisson.  

A intensidade da carga, aplicada na forma de um pulso, é 2846,72 N e o passo de

tempo utilizado na análise é t= 0,09 seg.

As  condições  de  contorno  são  impostas  restringindo  as  3  componentes  dos

deslocamentos  dos nós onde está localizado o engaste e as componentes de deslocamento

horizontal e normal ao plano do desenho nos nós situados no centro do vão.

 A  resposta  transiente  obtida  é  apresentada  na  figura  5.2  e  comparada  com  os

resultados  obtidos  por  Liao  e  Reddy  [71],  que  usaram  elementos  de  viga  de  três  nós  e

Mondkar e Powell [89], que empregaram elementos biquadráticos de estado plano de tensões

com 8 nós. Em ambas referências citadas foi usada uma formulação Lagrangeana Total com o

emprego do Segundo Tensor de Tensões de Piola-Kirchoff e do Tensor de Deformações de

Green-Lagrange.
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 De  forma  geral,  observa-se  no  resultado  obtido  uma  boa  concordância  com  as

referências,  embora  haja  alguma  discrepância  em  determinados  instantes  de  tempo,

provavelmente  devida  às  diferenças  entre  as  formulações  e  tipos  de  elementos  finitos

utilizados.

 

Figura 5.1 - Geometria e malha de elementos finitos da viga bi-engastada

Figura 5.2 - Respostas transientes para a viga bi-engastada
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5.2.2 -  Placa enrijecida simplesmente apoiada sujeita à pressão uniforme

A geometria da placa enrijecida é mostrada na figura 5.3. As propriedades do material

usadas no exemplo são E= 2,0683x1011 N/m2 , = 2714 kg/m3  e =0,3.

 A intensidade da carga pulso uniforme é q= 25850 N/m2 e foi adotado um passo de

tempo t= 0,15 seg..

Inicialmente,  com  o  objetivo  de  estudar  a  influência  da  distorção  da  malha  nos

resultados, um quarto da placa (sem consideração dos enrijecedores e novamente fazendo uso

da simetria existente na estrutura) foi modelado com uma malha não distorcida e com uma

malha distorcida,  ambas com 5x5x2 elementos,   que são apresentadas  nas figuras  5.4.a e

5.4.b, respectivamente, onde também são incluídas as condições de contorno.

Os resultados obtidos com estas malhas são apresentados, para efeito de comparação,

com aqueles devidos a Liao e Reddy [71]  na figura 5.5, onde observa-se uma concordância

bastante boa tanto dos resultados relativos à malha não distorcida quanto àqueles relativos à

malha distorcida, indicando assim que a distorção da malha não foi decisiva nos resultados.

Numa segunda etapa procedeu-se a análise da placa enrijecida utilizando uma malha

não distorcida de elementos hexaédricos  também  para a  discretização  dos  enrijecedores.

Os resultados obtidos são novamente comparados com aqueles apresentados por Liao e Reddy

[71], os quais utilizaram elementos de casca com polinômios de interpolação lagrangeanos

com 9 nós para a placa e elementos de viga de 3 nós para modelar os enrijecedores. 

Finalmente, a resposta transiente para a mesma placa, com enrijecedores (modelados

com apenas um elemento na espessura), é apresentada na figura  5.6  e comparada com os

resultados obtidos por Liao e Reddy [71]. 

Figura 5.3 - Geometria da placa quadrada simplesmente apoiada com enrijecedores
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 a)       b)

        

         a) b)

Figura 5.4 - Malhas e condições de contorno utilizadas no estudo da influência da distorção: 

                      a) malha sem distorção;  b) malha distorcida

Figura 5.5 - Resultados obtidos no estudo da distorção da malha
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Figura 5.6 - Resposta transiente obtida  para a placa enrijecida

O resultado obtido com a consideração dos enrijecedores apresenta também uma boa

concordância com a Ref. [71] conforme observa-se na figura 5.6, sendo que a influência dos

enrijecedores  na  resposta,  a  exemplo  do  que  ocorre  na  citada  referência,  não  foi  muito

acentuada. Convém observar que na Ref. [71] foi  utilizada uma descrição Lagrangeana Total,

o  Segundo  Tensor  de  Tensões  de  Piola-Kirchoff  e  o  Tensor  de  Deformações  de  Green-

Lagrange.

5.2.3 -  Casca esférica engastada sujeita a uma carga pulso no ápice

A carga,  a  geometria,  as  propriedades  do material  e  a  malha  de elementos  finitos

constituída de 750 elementos (sendo a espessura discretizada com 2 elementos) e 1263 nós ,

que foi gerada com o aproveitamento  da dupla simetria  da estrutura,  são apresentadas  na

figura 5.7, onde também são incluídas as condições de contorno. Na região próxima ao ponto

de aplicação da carga , caracterizada por um raio de 5 cm, foi utilizada uma discretização de

10x10x2 elementos com o objetivo de obter resultados mais precisos.

Na figura 5.8 é apresentada a resposta transiente não linear obtida usando o enfoque

do capítulo 3  e uma comparação com os resultados publicados por Bathe et al. [10], que
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usaram  elementos  axisimétricos  de  8  nós,  um  esquema  implícito  e  uma  formulação

Lagrangeana Total  com o emprego do Segundo Tensor de Tensões de Piola-Kirchoff e o

Tensor de Deformações de Green-Lagrange. 

No eixo do tempo, as quantidades indicam o número de passos de tempo usados na

Ref. [10], desta forma o tempo foi adimensionalizado em relação ao intervalo usado por Bathe

et al. [10], ou seja 2,2  seg. Observa-se uma concordância bastante boa entre os resultados

deste trabalho e os apresentados por Bathe et al. [10].                         

A figura 5.9 , por sua vez, apresenta a estrutura na  configuração onde o deslocamento

vertical do ponto sob a carga atinge seu valor máximo e que corresponde ao tempo de 0,116

mseg.  (correspondente  ao  tempo  adimensionalizado  50)   evidenciando  os  grandes

deslocamentos que são experimentados pela estrutura e, assim, o caráter altamente não linear

deste problema.

Figura 5.7 - Casca esférica engastada: geometria, propriedades e malha de 

Figura 5.7 – Casca esférica engastada: geometria, propriedades e malha de elementos finitos
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Figura 5.8 - Resposta transiente obtida para casca esférica

Figura 5.8 - Resposta transiente obtida para a casca esférica

Figura 5.9 - Configuração deformada da casca esférica para t= 0,116 mseg.
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5.3 -  ANÁLISE DE ESCOAMENTOS DE  FLUIDOS VISCOSOS QUASE- 

           INCOMPRESSÍVEIS

5.3.1 -  Escoamento no interior de uma cavidade

Neste problema considera-se o movimento de um fluido viscoso quase-incompressível

em uma cavidade de formato cúbico e de aresta unitária, induzido pelo movimento do topo

caracterizado  por  uma velocidade  unitária,  enquanto  que  as  demais  paredes  permanecem

estacionárias.   A velocidade  tem  direção  paralela  ao  plano  xz  e  atua  sobre  toda  a  face

superior. A malha de elementos finitos utilizada consistiu de 1372 elementos hexaédricos de 8

nós e 1800 nós no total, tendo sido levada em consideração a existência de simetria em torno

do plano z=0, o que permitiu modelar apenas a metade do domínio.

 O intervalo de tempo t adotado foi de 0,1 mseg.  As propriedades do fluido (massa

específica, viscosidade dinâmica e velocidade do som) são as seguintes: = 1 kg/m3 , = 0,01

N.s/m2 e c= 150 m/s, o que significa que  o número de Reynolds é igual a 100.

 A  figura  5.10  mostra  a  geometria,  as  condições  de  contorno  do  problema  e  a

discretização empregada. 
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Figura 5.10 - Escoamento numa cavidade: geometria e condições de contorno

A seguir, a figura 5.11 compara os resultados obtidos pelo presente trabalho e aqueles

devidos a Reddy e Gartling [106]  para o campo de velocidades no plano de simetria em t= 5

seg. , tempo no qual o regime estacionário já foi atingido. Conforme observa-se nesta última

figura, os resultados obtidos no presente trabalho apresentam uma concordância bastante boa

com aqueles da referência citada.

Figura 5.11 - Escoamento numa cavidade: velocidade horizontal ao longo da linha de centro

                       vertical do plano de simetria

As figuras  5.12 ,  5.13 e 5.14 mostram, respectivamente, vetores velocidade, linhas de

corrente e isobáricas no plano de simetria, sendo todos resultados novamente correspondentes

a  t= 5 segundos.
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Figura 5.12 - Escoamento numa cavidade: vetores velocidade  no plano de simetria

Figura 5.13 - Escoamento numa cavidade: linhas de corrente no plano de simetria

87



  

Figura 5.14 - Escoamento numa cavidade: isobáricas em t= 5 seg.

5.3.2 -  Escoamento num canal com alargamento brusco da seção transversal 

Analisa-se neste exemplo o escoamento num canal, conforme indicado na figura 5.15,

de um fluido viscoso com as seguintes propriedades: = 1 kg/m3 , = 0,15 N.s/m2 e c= 200 m/

s; a malha de elementos finitos empregada (constituída por 43520 elementos e 47883 nós), é

ilustrada na figura 5.16.

 O número de Reynolds (igual a 648) é baseado na velocidade máxima de entrada e na

altura do canal na entrada. Como condições de contorno empregou-se na entrada um perfil de

velocidades  (v1= v(y,z), v2=v3=0)  correspondente ao escoamento plenamente desenvolvido

num duto retangular, conforme é indicado na figura  5.15, e velocidades nulas nas paredes

laterais, superior e inferior, sendo a saída livre. A expressão para  v1= v(y,z) foi obtida do

texto de White [118] (capítulo 3, páginas 120 e 121).
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Figura 5.15 - Escoamento num canal: geometria e perfil de velocidade de entrada
                                Obs.: O esquema apresentado não está em escala.

Figura 5.16 - Escoamento num canal: vistas superior e lateral da malha de elementos finitos

As  figuras  5.17a,  5.17b  e 5.17c  apresentam,  respectivamente,  os  resultados  para

vetores velocidade no plano vertical de simetria (y=5,00 m) obtidos em t=1,11 seg., quando o
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regime estacionário já foi atingido. Para efeito de melhor visualização, o domínio foi dividido

em três partes: entrada, intermediária e saída, conforme pode-se observar nas figuras citadas. 

a)

b)

c)
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Figura 5.17 - Escoamento num canal: vetores velocidade no regime estacionário:

         a) zona de entrada; b) zona intermediária; c) zona de saída

A  seguir  a  figura  5.18  apresenta  as  linhas  de  corrente  em  t=1,11  seg.  na  zona

intermediária, permitindo a observação mais clara  de como se desenvolve o escoamento, bem

como das regiões onde ocorre recirculação.

Figura 5.18  - Escoamento num canal: linhas de corrente em t= 1,11 seg.

Analisando as cotas das figuras anteriores, pode-se verificar que o comprimento de

recolamento  adimensionalizado pela diferença entre altura do canal na saída e na entrada fica

entre 9 e  9,5; ficando abaixo da relação mencionada por Williams e Baker [119] para este

número de Reynolds . A causa provável desta diferença é o truncamento que foi feito no

comprimento total do domínio em relação à referência citada.

5.4 - ANÁLISE DE PROBLEMAS DE INTERAÇÃO FLUIDO-ESTRUTURA

5.4.1 - Escoamento do ar em torno de uma bandeira 

          

O movimento de uma bandeira  numa corrente de ar é idealizado de acordo com a

figura 5.19 como um problema plano. As dimensões do domínio e as condições de contorno,

assim como as propriedades do material  da bandeira e do fluido são indicados na mesma
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figura, onde também é indicada a variação com o tempo da velocidade de entrada ao domínio

VT.

Uma vista superior da malha de hexaedros é indicada na figura 5.20 ; adotou-se uma

profundidade de 0,025 m que é discretizada com um elemento apenas. A malha está composta

por 2346 nós e 990 elementos , incluindo os elementos de fluido e da estrutura (a qual contém

apenas 40 elementos, com 2 elementos na espessura), que estão ressaltados na figura.

Para  a  estrutura  e  o  fluido  foram  utilizados  os  enfoques  dos  capítulos  2,  3  e  4

respectivamente. Para a estrutura foi empregada uma descrição Lagrangeana, enquanto que o

domínio do fluido foi dividido numa região com uma descrição Lagrangeana e uma região

com uma descrição Arbitrária Lagrangeana- Euleriana, conforme indicado na figura 5.20.

Observe-se  que  para  iniciar  o  movimento  a  bandeira  foi  colocada  com uma  leve

inclinação  em  relação  à  direção  horizontal  do  escoamento  (  0,05  m  de  deflexão  na

extremidade da bandeira).

Argyris et al. [8 ] apresentaram um   problema similar usando elementos quadriláteros

bilineares  com uma formulação  de  penalidade  para  o  fluido  e  elementos  de  viga  para  a

estrutura. Não são fornecidas informações em relação à área da seção transversal da viga, nem

a respeito da espessura da bandeira. Em função dos dados do módulo de elasticidade e da

massa específica do nylon e dos dados da citada referência para ERsR e  RsR , onde sR  é a

espessura da bandeira,  ER  o  módulo  de  elasticidade  e  R  a massa específica, concluiu-se

que sR=6x10 –4 m.
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Figura 5.19 - Escoamento em torno de uma bandeira: geometria, condições de   contorno, 

                          propriedades ,variação temporal da velocidade de entrada e inclinação inicial

                         da bandeira

         

Figura 5.20 - Escoamento em torno de uma bandeira: vista superior da malha de hexaedros

Para evitar intervalos de tempo muito pequenos na estrutura (que é resolvida por um

esquema explícito) adotou-se neste trabalho sT= 2x10 –2 m, ou seja 100/3 vezes maior que o

valor suposto para a referência. Assim, o intervalo de tempo t adotado foi de 1 seg.

O módulo de elasticidade neste trabalho, ET , foi calculado a partir da consideração de

que as rigidezes  à flexão por unidade de profundidade da referência  e deste trabalho são

iguais, ou seja que

23
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Para  preservar  a  velocidade  do  som  na  estrutura  a  relação  entre  o  módulo  de

elasticidade e a massa específica foi mantida, ou seja 

33423
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Para preservar o número de Reynolds, dado por
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



 TTTRRR

e

sVsV
R  

decidiu-se dividir VR , que é velocidade do escoamento na região não perturbada, por 100/3,

que corresponde à relação sT /sR . 

Desta forma,

m/s109
s

s
VV 3

T

R
RT


  x

Para  preservar  a  mesma  aceleração  na  primeira  parte  da  curva  (que  é

aproximadamente linear), tomou-se t= 0,03 seg. como tempo final deste trecho ao invés de t

=1 seg., como adotado  na referência [8]. Observe-se também que as freqüências naturais da

bandeira neste trabalho são maiores que as da referência [8] e que portanto a integração pode

ser feita num período menor.

Na figura 5.21 apresenta-se um detalhe do campo de velocidades em t= 0,5 seg.  numa

região  próxima  à  bandeira;  neste  instante  o  escoamento  naquela  região  apresenta  pouca

perturbação e velocidades da mesma ordem de grandeza da velocidade de entrada . 

Nas figuras  5.22,  5.23 e  5.24  são apresentadas malhas deformadas correspondentes

aos tempos 1,32 seg. , 1,34 seg. e 1,41 seg. ( que foi a última configuração obtida antes do fim

da análise, devido às deformações excessivas dos elementos de fluido) , tendo novamente sido

ressaltados os elementos pertencentes à bandeira. Estes padrões de deformação obtidos são

consistentes com alguns que figuram na referência [8].
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Figura 5.21 - Escoamento em torno de uma bandeira: campo de velocidades em t= 0,5 seg.

Figura 5.22 - Escoamento em torno de uma bandeira: detalhe da malha em t= 1,32 seg.
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Figura 5.23 - Escoamento em torno de uma bandeira: detalhe da malha em t= 1,34 seg.

Figura 5.24 - Escoamento em torno de uma bandeira: detalhe da malha em t= 1,41 seg.

5.4.2 -  Escoamento de ar interagindo com uma membrana inflada

Considera-se o caso de um escoamento de ar em torno de uma membrana flexível de

formato semicilíndrico de 10 m de raio. As propriedades físicas do ar e da membrana, assim

como a descrição do problema estão dadas na figura 5.25 .  A malha de elementos finitos é

apresentada na figura  5.26 , sendo composta de 3430 nós e 1632  elementos, dos quais 96

correspondem  à  membrana;  adotou-se  uma  profundidade  de  1  m   discretizada  com  um

elemento  apenas  e  foram  empregados  dois  elementos  para  discretizar  a  espessura  da

membrana. Um exemplo similar é apresentado na referência [8].
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A  partir  das  mesmas  considerações  feitas  no  exemplo  anterior,  conclui-se  que  a

espessura  da  membrana,  sR , na referência  [8] é  de 3x10-3 m.  Neste  trabalho  adotou-se

sT= 0,10 m,  ou seja  sT/ sR = 100/3. Foi preservada a  rigidez membranal da referência, ou seja
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Também foi mantida a relação entre o módulo de elasticidade e a massa específica, ou
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A velocidade final do escoamento de ar a 10 m de altura foi adotada como sendo de

2,8 m/s, ou seja 10 vezes menor que a da referência, em função da flexibilidade da estrutura

que foi adotada neste trabalho. Entretanto, para preservar o número de Reynolds, foi dividida

por 10 a viscosidade da referência [8].

Para manter  a  mesma aceleração nos  intervalos  de tempo onde a velocidade  varia

aproximadamente em forma linear, diminuiu-se o período em 10 vezes. Deve-se lembrar que

aqui  também as  freqüências  naturais  da estrutura  são maiores  que as  da referência  [8] e,

portanto, o período é menor. O intervalo de tempo t adotado foi de 10 seg.

A pressão de inflação na membrana é tomada como sendo pi = 2,85 Pa ,  ou seja

sessenta por cento da pressão de estagnação do ar à velocidade de 2,8 m/s. Deve-se mencionar

também que a massa de ar no interior da membrana foi considerada através de um acréscimo

na  massa  específica  do  material  que  compõe  a  membrana.  Valem  aqui  as  mesmas

considerações em relação aos enfoques para resolver o problema  e aos tipos de descrição de

movimento utilizados que foram feitas no exemplo anterior.   
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Figura 5.25 - Escoamento de ar interagindo com uma membrana: geometria, condições de

                         contorno, propriedades e variação temporal da velocidade de entrada

Figura 5.26 - Escoamento de ar interagindo com uma membrana: vista frontal da malha de 

                         hexaedros

As  figuras  seguintes  permitem  acompanhar  as  severas  distorções  sofridas  pelos

elementos da região Lagrangeana e o  desenvolvimento das linhas de corrente e dos campos

de pressões.  A figura  5.27  apresenta  um detalhe da configuração deformada da malha em t=

0,9 seg. A figura 5.28, por sua vez, apresenta um detalhe das linhas de corrente para o mesmo

tempo,  enquanto  que  a  figura  5.29  apresenta  isolinhas  de  pressão,  sendo  que  as  linhas

tracejadas indicam pressões negativas.
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Figura 5.27-Escoamento de ar interagindo com uma membrana:  detalhe da malha em t= 0,9 s.

Figura 5.28 - Escoamento de ar interagindo com uma membrana: linhas de corrente em 

                           t= 0,9 seg. 
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Figura 5.29 - Escoamento de ar interagindo com uma membrana: isolinhas de pressão em 

                          t= 0,9 seg..

As figuras 5.30 e 5.31 apresentam, respectivamente, um detalhe da malha em t= 1,15

seg. e as linha de corrente para o mesmo tempo numa região próxima  à membrana, enquanto

que a figura 5.32  apresenta isolinhas de pressão para o mesmo tempo.

Figura 5.30 - Escoamento de ar interagindo com uma membrana:  detalhe da malha em 

                            t= 1,15 seg.
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Figura 5.31 -  Escoamento de ar interagindo com uma membrana: linhas de corrente em

           t= 1,15  seg.

Figura 5.32 - Escoamento de ar interagindo com uma membrana: isolinhas de pressão em

                          t= 1,15  seg..

A seguir  as  figuras  5.33,  5.34 e  5.35  apresentam a mesma seqüência  anterior  de

gráficos  para o tempo de 1,9 seg.

101



Figura 5.33 - Escoamento de ar interagindo com uma membrana:  detalhe da malha em 

                 t= 1,9 seg

Figura 5.34 -  Escoamento de ar interagindo com uma membrana :linhas de corrente em

           t= 1,9  seg.

102



Figura 5.35 - Escoamento de ar interagindo com uma membrana: isolinhas de pressão em 

               t= 1,9  seg..

Finalmente, as figuras 5.36 , 5.37 e 5.38 apresentam  detalhes da malha, das linhas de

corrente e isolinhas de pressão em  t=2,35 seg. O final da simulação, devido à incapacidade da

malha de acompanhar a excessiva deformação da estrutura, ocorreu em t= 2,5 seg..

Figura 5.36 - Escoamento de ar interagindo com uma membrana:  detalhe da malha em 

                t= 2,35 seg.
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Figura 5.37 -  Escoamento de ar interagindo com uma membrana: linhas de corrente em

                       t= 2,35 seg

Figura 5.38 - Escoamento de ar interagindo com uma membrana: isolinhas de pressão em 

                          t= 2,35  seg..

Resulta  um tanto  difícil  reproduzir  o  exemplo  da  referência  [8]  e  comparar  seus

resultados com os apresentados neste trabalho, devido a diversas causas, entre as quais pode-

se mencionar as seguintes:

a) a membrana é tratada na citada referência através de um elemento de viga, porém não é

dada nenhuma informação a respeito  de sua formulação,  nem da seção transversal  da

mesma;

b) embora seja dado o valor do produto do módulo de Young e da espessura da membrana,

valor que foi preservado neste trabalho, não existe informação suficiente que permita, ao

mesmo tempo, preservar a rigidez à flexão;

c) apesar  do  número  de  Reynolds  da  referência  [8]  ter  sido  mantido,  considerando  o

escoamento em torno de um corpo rígido, a natureza altamente não linear da interação do
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fluido com uma estrutura muito flexível (que também foi tratada de uma forma diferente

com  relação  ao  trabalho  de  Argyris  et  al.  [8])  deixa  dúvidas  com  respeito  a  se  as

características  do  problema  foram  preservadas  reduzindo  a  velocidade  do  vento  e  a

viscosidade do fluido e mantendo a relação entre a pressão de inflação e a velocidade do

vento a 10 m de altura.

Considera-se que a melhor forma de validar um problema deste tipo seria comparando

os resultados numéricos obtidos com os que resultam de um modelo experimental.

Apresenta-se na figura 5.39 alguns dados relativos à performance vetorial do programa

desenvolvido, obtidos através da ferramenta de análise de performance hpm [35], disponível

no supercomputador.  Destacam-se entre  os dados apresentados o número de operações de

ponto flutuante por segundo (em torno de 800 Mflops), e o comprimento médio dos vetores

para  todas  as  operações  (em  torno  de  126)  que  estão  bastante  próximos  dos  valores

considerados ótimos, indicando o bom nível de vetorização do código.

CPU seconds 55336.02
Million inst/sec (MIPS) 36.72
Avg. Clock periods/inst : 12.26
% CP not issuing 92.22
Inst.buffer fetches/sec 0.40M
Floating ops/sec 799.95M
Vector Floating ops/sec 799.18M
CPU mem. References/sec 833.45M
Avg CP/mem. Reference 29
VEC mem. References/sec 831.62M

type of vector operation ops/CPUsec
Vector Logical 53.44M
Vector Integer Add 26.25M
Vector Floating Multiply 420.77M
Vector Floating Add 374.96M
Vector Floating Reciprocal 3.45M
Vector Memory Read 634.91M
Vector Memory Write 196.71M

Average Vector Length for all Operations  126.45

Figura 5.39 - Escoamento de ar interagindo com uma membrana: relatório de performance

                         vetorial
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6 - CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA FUTUROS  TRABALHOS         
      NESTA ÁREA

No  capítulo  anterior  foram  resolvidos  em  primeiro  lugar,  e  em  forma  separada,

problemas relativos à Dinâmica dos Fluidos e Dinâmica das Estruturas. Em ambos os casos os

códigos desenvolvidos tiveram muito bom desempenho, tanto em termos de resultados quanto

no que se refere a sua performance. Em relação a este último aspecto, verificou-se que os

níveis de vetorização obtidos em todos os casos em que foi utilizado o CRAY T-94 do Centro

de  Supercomputação  da  UFRGS  (CESUP/UFRGS)  foram  excelentes,  superando  os  800

Mflops.

Os esquemas adotados para analisar escoamentos de fluidos viscosos incompressíveis

e o comportamento dinâmico das estruturas foram implementados visando resolver problemas

de interação fluido-estrutura,  de tal  forma  que o acoplamento entre ambos os meios não

implicasse em modificações substanciais   dos códigos individuais e que esse acoplamento

fosse do tipo forte ou monolítico.  Isto permitiu que tanto o domínio do fluido como o da

estrutura  fossem  analisados  em  forma  simultânea,  como  se  estivesse  tratando-se  de  um

domínio único, e não de uma maneira seqüencial (como é o caso da maioria dos esquemas

para  resolver  problemas  acoplados).  Os  exemplos  apresentados,  embora  bidimensionais,

foram analisados com um código com capacidade para resolver problemas tridimensionais e

mostram a potencialidade do mesmo para abordar problemas mais complexos de interação

fluido-estrutura. Também neste caso o desempenho em relação à vetorização foi excelente,

superando os 800 Mflops.

Algumas das características interessantes nos códigos desenvolvidos, e que podem ser

mencionadas, são as seguintes:

a) Tanto para o fluido como para a estrutura foram usados  elementos hexaédricos trilineares

de 8 nós;

b) As matrizes dos elementos para o código que analisa escoamentos foram obtidas de forma

analítica; para avaliar a matriz Jacobiana, sua inversa e seu determinante foi empregado

um ponto de integração. Para analisar o escoamento foi utilizada uma formulação baseada

na hipótese de que o fluido é levemente compressível. Para integrar no tempo emprega-se

o esquema explícito de Taylor-Galerkin;
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c) No caso da estrutura,  a integração no tempo foi também realizada  através  do método

explícito  de  Taylor-Galerkin,  que   é  auto-iniciável  e  compatível  com  o  esquema  de

integração no tempo utilizado na análise do escoamento. A não linearidade geométrica foi

incluída utilizando-se o tensor de taxas de tensão de Truesdell com uma formulação co-

rotacional. As matrizes de  elemento foram obtidas com integração reduzida, utilizando

uma matriz de estabilização para controlar os modos espúrios (“hourglass”) e o bloqueio

(“locking”) volumétrico, membranal e de corte;

d) A  descrição  Lagrangeana  foi  utilizada  para  analisar  o  comportamento  dinâmico  da

estrutura;  já  o  fluido  foi  analisado  com uma descrição  Lagrangeana  e  uma descrição

arbitrária  Lagrangeana-Euleriana;  existindo  a  possibilidade  de  utilizar  esta  descrição

apenas  nas  proximidades  da  estrutura  e  uma  descrição  Euleriana  pura  em  regiões

próximas à fronteira do domínio.

Como sugestões  para trabalhos  que futuramente  venham a dar  continuidade  a  esta

linha de investigação podem ser citadas as seguintes :

a) Utilização de métodos implícitos de integração no tempo para o sub-domínio estrutural, o

que  permitiria  o  uso  de  passos  de  tempo  maiores  sem  a  necessidade  de  observar  a

condição de estabilidade;

b) Utilização de passo de tempo variável para diversos grupos de nós e elementos com o

emprego de subciclos para possibilitar que esses grupos de nós e elementos tenham passos

de tempo próximos a seus intervalos de tempo críticos;

c) Investigação de estratégias mais sofisticadas para a movimentação da malha de forma a

permitir a abordagem de problemas com múltiplas estruturas, o que não é possível com a

estratégia atual;

d) Investigar técnicas de adaptação de malhas, tanto para o domínio do fluido como para o da

estrutura;

e) Comparar os resultados obtidos com o programa de simulação numérica de problemas de

interação fluido-estrutura com resultados experimentais;

f) Testar o comportamento da estrutura substituindo o tensor de taxas  de Truesdell  pelo

tensor de Piola-Kirchoff (utilizando-se neste caso uma descrição Lagrangeana total,  no

lugar da descrição Lagrangeana atualizada empregada neste trabalho);

g) Analisar estruturas imersas constituídas por materiais compósitos;

h) Testar um esquema semi-implícito para a análise dos escoamentos de forma a permitir o

emprego de intervalos de tempo maiores;
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i) O desenvolvimento de programas de pré-processamento que permitam checar os dados de

entrada na busca de qualquer inconsistência seria de grande importância, especialmente no

caso de problemas de maior porte onde este controle se torna bastante difícil;

j) Inclusão de um modelo de turbulência, como, por exemplo, Simulação Direta de Grandes

Vórtices (“Large Eddy Simulation – LES”), para abordar problemas com altos números de

Reynolds;

k) Utilizar  o código para analisar  problemas de grande porte e com geometrias complexas;

l) Incluir a equação de energia para tratar problemas não isotérmicos.
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