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“Todos animais sao iguais, mas alguns

animais $ao mais 1guais que os outros”

— George Orwell
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RESUMO

Este trabalho propoe um novo modelo matematico para dinamicas evo-
lucionérias em redes finitas. Esse modelo estende a equacao de replicacao em redes
finitas para jogadores hiper-racionais, que sao capazes de considerar o beneficio ou
prejuizo dos demais jogadores na escolha de sua estratégia. Este processo é feito
através da introducao de um novo pardmetro chamado matriz de preferéncias, que
traz informagoes sobre a importancia que um jogador d& para o beneficio ou prejuizo
de um outro jogador. A rede é modelada através de um grafo onde cada vértice do
grafo representa uma subpopulagao de replicadores hiper-racionais com mesma pre-
feréncia que, a cada instante, interage com uma subpopulacao vizinha e recebe um
pagamento de acordo com suas preferéncias por si e por seus vizinhos. A equagao
obtida nao depende de hipoteses sobre as matrizes de pagamento, topologia do grafo
ou preferéncias dos jogadores. Os equilibrios de Nash e o comportamento dos agen-
tes hiper-racionais em diferentes jogos e grafos sao discutidos. Também é feita uma

comparacgao entre jogadores racionais e hiper-racionais para alguns jogos e grafos.

Palavras-chave: Sistemas Nao-Lineares; Biomatematica; Jogos Evolucionéarios.
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ABSTRACT

This work proposes a new mathematical model for evolutionary dyna-
mics in finite networks. This model extends the replicator equation on networks to
hyper-rational players, which considers the profit or the loss of others when choosing
their strategy. This is made by adding a new parameter called matrix of preferences,
which holds information on how much a player values the profit or the loss of another
player. The network is represented by a graph where each vertex is interpreted as
a subpopulation of hyper-rational replicators with the same preferences engaged at
each time instant in 2-player games with a neighboring subpopulation, receiving a
payoff according to their preferences. The obtained equation does not depends on
any hypothesis over the game payoff matrices, graph topology or player preferences.
Nash equilibria and the behavior of hyper-rational players are discussed. A compa-
rison between rational and hyper-rational players in some games and graphs is also

made.

Keywords: Nonlinear Systems; Graph Theory; Evolutionary Games.
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1 INTRODUCAO

A teoria dos jogos evolucionaria surgiu no inicio da década de 70 com
o objetivo de explicar a existéncia de comportamentos ritualizados que animais
mostram em situagoes de conflito. Até entao, acreditava-se que esse tipo de com-
portamento surgiu por ser benéfico a espécie, porém essa ideia vai de encontro ao
pensamento Darwinista, onde a sele¢do ocorre em nivel individual [8]. Nesse con-
texto, John Maynard Smith, inspirado por George Price, buscou respostas para esse
problema na Teoria dos Jogos e, juntos, publicaram o livro The Logic of Animal
Conflict [15] que introduziu os Jogos Evolucionarios e a definigao de estados evolu-

clonariamente estaveis.

A principal diferenga entre jogos cléssicos e evolucionarios é que a versao
evolucionaria nao requer que os jogadores envolvidos sejam racionais, mas somente
que eles possuam uma estratégia. Essa estratégia é, entao, testada através de um
jogo e o pagamento ¢é o direito de reproducao, onde seus descendentes irao herdar
sua estratégia. Assim, o sucesso de uma estratégia depende nao s6 de seu desempe-
nho contra as estratégias adversarias, incluindo a prépria estratégia, mas também
da frequéncia que essas estratégias sao encontradas na populagao. Na década que
sucedeu a publicacao do trabalho de Price e Smith houve um crescimento continuo
nas aplicacoes de jogos evolucionarios dentro da biologia e Smith fez uma coletanea

de alguns resultados iniciais no livro Evolution and the Theory of Games [14].

Neste mesmo periodo, Taylor e Jonker modelaram a dindmica dos jo-
gos evolucionarios no caso continuo, com um sistema de equacoes diferenciais nao
lineares de primeira ordem, e no caso discreto, com um sistema de equacoes de dife-
rengas nao lineares, no artigo Evolutionarily Stable Strategies and Game Dynamics
[17]. Essa dinamica ficou conhecida como dinamica do replicador e os sistemas de
equagoes como equacao de replicagao. Essa modelagem permitiu a generalizacao da

definicao de estados evolucionariamente estaveis, a discussao da estabilidade das



solucoes desses sistemas e, posteriormente, a generalizacao dos equilibrios de Nash

para jogos evolucionarios.

A equagao de replicacao também foi usada para descrever desde feno-
menos biologicos, como mutagdo e espalhamento viral [11], até dinamicas socio-
econdmicas, como cooperagao [11] e difusdo de conhecimento e riqueza na formagao
de redes sociais [3]. Neste contexto, Madeo e Mocenni introduziram uma generali-
zagao da dindmica do replicador para populagoes em redes finitas [7], possibilitando
analisar os efeitos que restri¢coes topologicas tém nos fenomenos e dindmicas ja co-

nhecidos.

No contexto sécio-econdmico e com uma perspectiva evolucionaria, jo-
gadores tomam decisoes que, em média, resultam em aumentos no seu pagamento.
Nesse sentido, é dito que jogadores evolucionarios exibem uma racionalidade pro-
funda [6]. Com base nisso, diremos que jogadores em jogos evolucionérios classicos
sdo racionais, pois tomam decisdes (mudam de estratégia) para aumentar seu pa-
gamento. Este trabalho tem como objetivo introduzir jogadores hiper-racionais 2|
na dindmica de replicagao para redes finitas. O comportamento humano muitas
vezes nao se encaixa na hipotese de racionalidade [14, 1|, pois humanos possuem
sentimentos complexos que interferem em suas tomadas de decisao. Introduziremos
a hiper-racionalidade através de um novo parametro chamado matriz de preferén-
cias, uma matriz cuja entrada (7, j) representa a importancia que o jogador i da
para o pagamento recebido por j no céalculo do seu proprio pagamento. Usaremos
esse parametro para modelar sentimentos como altruismo, devog¢ao, desconfianca e

ciumes.

No capitulo 2 desenvolveremos a teoria de equacoes diferenciais para
que possamos demonstrar alguns resultados no decorrer do trabalho. Na sequéncia
faremos uma introducao a teoria dos jogos classica, apresentando algumas definigoes
e notacoes que serao relevantes ao trabalho, como equilibrio de Nash, matrizes de pa-

gamento, estratégias dominadas e estratégias mistas. Em seguida, vamos introduzir



0s jogos evolucionarios e a dindmica de replicagao, além de definir estados evolucio-
nariamente estaveis e equilibrio de Nash para esse tipo de jogo para que possamos
desenvolver a dinamica de replicacao em redes finitas no capitulo 5. Logo apoés, va-
mos definir o conceito de hiper-racionalidade e, na sequéncia, introduzir os jogos com
agentes hiper-racionais e discutir a importancia da assimetria de informagao no jogo
hiper-racional. No capitulo 8 vamos usar o pagamento de agentes hiper-racionais
para definir a equagao de replicacao hiper-racional em redes finitas e demonstrar
algumas propriedades importantes da equagao. Em seguida, iremos analisar o di-
lema do prisioneiro hiper-racional, explorando as condigoes para o surgimento da
cooperagao, e o jogo dos colegas de quarto, que mostra como a hiper-racionalidade
insere novos comportamentos interessantes na dinamica do replicador e, logo apos,
iremos fazer uma comparagao entre o modelo racional e o hiper-racional através de
algumas simulagoes em diferentes tipos de grafo estrela. Por fim, iremos resumir
os resultados e evidenciar oportunidades para trabalhos futuros. A implementagao
do modelo usada para fazer todas as simulacoes presentes neste trabalho pode ser

acessada em [5].



2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo noés desenvolveremos a teoria classica de equagoes dife-
renciais para resolver o problema da existéncia e unicidade da solucao de equagoes
diferenciais de primeira ordem. Dado que este é um topico conhecido, vamos se-
guir a estrutura de |9] para que possamos obter resultados necessarios para algumas
demonstracoes que faremos no decorrer deste trabalho. Para comecar, vamos fazer

algumas defini¢oes e demonstrar o teorema do ponto fixo de Banach para contragoes.

Definicao 2.0.1. Se £ é um espago métrico e d : £ X ¥ — R sua métrica, dizemos
que uma sequéncia (z,)neny € uma sequéncia de Cauchy se, Ve > 0, Ing tal que
Vn,m > ngy temos

d(Tn, T) < € (2.1)

Definicao 2.0.2. Diz-se que o espaco métrico E' é completo quando toda sequéncia

de Cauchy em E é convergente.

Teorema 2.0.1 (Teorema do ponto fixo de Banach para contragoes). Sejam (E,d)
um espaco métrico completo e T' : E — E uma contragao, ou seja, existe uma

constante 0 < ¢ < 1, tal que, para quaisquer x,y € E, temos
d(Tx,Ty) < cd(x,y). (2.2)

Entao existe um unico r € E tal que Tx = .

Dem.: Primeiro iremos demonstrar a existéncia desse T que é ponto fixo de T'. Para
tal, seja 1 € F e defina a sequéncia x,,; = Tx,,n € N. Note que (z,),en ¢ uma

sequéncia de Cauchy, pois, para n > 1, temos
d(xp, Trpi1) = d(Txy—1,Txy,) < cd(xp_1,2y) (2.3)
e por indugao em n, obtemos
d(xp, Trpir) < ld(ay, 29) (2.4)

4



Entao, para 1 < n < m, temos

d(mna xm) S d(xn7 xn+1) + -+ d(xmfla a;m)

IN

c”_ld(:vl, To) -+ cm_Qd($1, x9)

IN

A rd(xy, zo) (144

" rd(wy, 29)

< -

e, como ¢" — 0, segue que (z,) ¢ uma sequéncia de Cauchy. Logo, como E ¢

completo, existe T € F tal que x,, — . Além disso, perceba que
ATz, xpy1) =d(Tz, Tx,) < cd(Z, ) (2.6)

e, como d(Z,z,) — 0, segue que d(Tz,x,) — 0, logo x, — Tz. Portanto, pela

unicidade do limite das sequéncias de Cauchy, temos que Tz = .

Para demonstrar a unicidade do ponto fixo Z, assuma que existe um

y € E y # x tal que Ty = y. Entao,
0 < d(z,5) = (T3, T) < cd(z, ) (2.7)

e, portanto, ¢ > 1, o que contradiz nossa hipotese. O

Agora iremos enunciar alguns teoremas classicos que serao utilizados em
demonstracoes no decorrer deste trabalho. As demonstracoes de todos eles podem

ser encontradas em [12].

Defini¢ao 2.0.3. Uma curva C' descrita pela func¢do ¢(t) é chamada lisa se ¢/(t) é

continua e ¢(t) # 0 em um intervalo aberto 1.
Teorema 2.0.2. Seja f : [a,b] = R e F' uma fungao real em [a,b] tal que
Fla) = / F(t) dt

entao F' € continua em |a,b] e, além disso, se [ é continua em x € [a,b], entao F ¢é

diferencidvel em x e



Teorema 2.0.3 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f : [a,b] — R e F' uma

fungao real em [a,b] tal que

Se f € integravel em |a,b], entdo

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a).

Teorema 2.0.4 (Teorema fundamental das integrais de linha). Seja C' uma curva
lisa descrita por c(t), a < t < b e F uma fung¢do multivariada diferencidvel com

vetor gradiente VE continuo em C, entao:

/ VE(c(t)) ¢(t) dt = F(c(b)) — Fle(a)).

Teorema 2.0.5 (Teorema do valor médio). Seja f : [a,b] — R diferencidvel em
(a,b), entao existe um c € (a,b) tal que

f(b) = f(a)

— (2.8)

f'e) =

Agora considere o problema de valor inicial (PVI) dado a seguir. Neste

trabalho iremos analisar um problema de Cauchy como o do exemplo abaixo e é por
isso que precisamos desenvolver um pouco da teoria cléssica de equagoes diferenciais

ordinarias.

(2.9)

A seguir iremos demonstrar um lema que transfere o PVI (2.9) para um

problema de resolucao de uma equacao integral.

Lema 2.0.6. Seja f : Q — R™ uma func¢ao continua. Entao, uma funcao diferen-
cidqvel ¢ : I — R™ € uma solu¢ao do PVI (2.9) se, e somente se, for uma solugio da
equacao integral

x(t) = xo +/t f(s,x(s)) ds, t € I. (2.10)

6



Dem.: Primeiro vamos assumir que ¢ é uma solugao do PVI (2.9), ou seja, ¢/(t) =

f(t,o(t)),t € I. Entao, pelo teorema fundamental do calculo, temos

/f — 6(t) — B(t) <= o(t) = B(to) /f ds  (211)

que é o que queriamos demonstrar.

Da mesma forma, se ¢ : I — R"” é uma funcao continua que é solugao
da equagao integral (2.10). Entao, pelo teorema 2.0.2, temos que ¢ é diferenciavel e,

de maneira analoga a equagao (2.11), solugao do PVI (2.9). O

O teorema de Picard, enunciado e demonstrado a seguir, garante a
existéncia e unicidade da solugdo do PVI (2.9) em um intervalo especifico. Nosso
objetivo é demonstrar que esse intervalo é, na verdade, maximal e, portanto, o PVI

(2.9) sempre possui solucdo e ela ¢é unica.

Definicao 2.0.4. A funcgao F': Q) — R é dita de Lipschitz se existe uma constante
L > 0 tal que
[1F(z) = Fly)ll < Llle —yll, Y2,y € Q

Dizemos, também, que L é a constante de Lipschitz de F.

Teorema 2.0.7 (Teorema de Picard). Seja f fungdo continua e de Lipschitz com

relacdo a sequnda varidvel, isto €, existe uma constante L tal que

1t 2) = f(t )|l < Lllz =yl

para todo (t,x),(t,y) € Q@ = I, X Ey, onde I, = {t € R | |t —to] < a}, B, =
{z eR" | |z — 0| <0b}. Sel|fll < M em Q, entao existe uma unica fungao

diferencidqvel ¢ : I, — R", onde o < min{a, %, %}, que € solugao do PVI (2.9).

Dem.: Usando a equivaléncia dada pelo Lema 2.0.6 vamos nos concentrar na solu-
¢ao da equagao (2.10). Seja C' = C(I,, Ey) o espago métrico completo das fungoes

continuas g : I, — FEj, com a métrica da convergéncia uniforme

d(g1, 92) = sup [|g1 (1) — ga ()] (2.12)

tely
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Para g € C, vamos definir o funcional ®(g) : I, — R" dado por

@@w:mm+[f@mmw»eu (2.13)

Note que ®(C) C C, de fato, para todo t € I,, temos

|@@@—mm=\

[ﬂw@ﬂsﬁ[W@mM%

<Mt —to| < Ma<b

(2.14)

Assim, a equacao integral (2.10) pode ser escrita na forma funcional

r=®(x) (2.15)

Portanto, as solu¢oes da equagao (2.10) s@o os pontos fixos de ®. Agora
queremos usar o teorema do ponto fixo de Banach 2.0.1 para mostrar a unicidade
e existéncia da solugao, para tal precisamos mostrar que ®(x) é uma contracao. De

fato,

1@ (g1)(t) = @(g2) ()| = ‘ /tt [f(s,91()) = f(s,92(s))] ds

§£
< [ Lloa) = (ol s

0

1/ (s, 91(s)) = f(s,92(5))I| ds (2.16)

onde L ¢ a constante de Lipschitz de f. Para concluir, temos

ﬂﬂm@@»;fw@@Ms

to

< L|t —told(g1, g2) (2.17)

S Lad(gla 92)

Como a < %, temos que ®(x) é uma contragao e, pelo teorema do
ponto fixo de Banach 2.0.1, existe uma tnica solugdo para o PVI (2.9) no intervalo

Iy. ]



Note que nosso « depende da funcao f, dos intervalos gerados por a,b
e da condigao inicial (tp, o). O lema a seguir mostra que podemos escolher um
mesmo « para toda condicao inicial dentro de um compacto, um passo importante

para conseguirmos provar que nosso intervalo é maximal.

Lema 2.0.8. Se K C ) é um compacto, entao um mesmo valor de o pode ser

escolhido de modo a servir para todas condigoes iniciais (ty,xo) € K.

Dem.: Considere uma d-vizinhanca Ks de K tal que
KCK;CKsCQ (2.18)

entao podemos escolher a e b tais que o retangulo Q(a,b) = {(¢t,z) | t € I,,x € Ep}
esteja contido em K5 para todo (to, o) € K. Para « satisfazer todas as condigoes

do teorema de Picard 2.0.7, basta tomar M = max{||f(t,z)|| | (t,x) € Ks} e,

b

por fim, um a < min{a, 37,

%} , onde L é a constante de Lipschitz de f. Assim,
podemos pegar intervalos de mesmo tamanho a para toda condicao inicial dentro

de um compacto. O

O lema a seguir ¢ um passo muito importante para conseguirmos, final-
mente, mostrar a existéncia e unicidade das solu¢oes do PVI (2.9) em um intervalo

maximal.

Lema 2.0.9. Sejam ¢y : I} = R™ e ¢y : I — R"™ solugoes do PVI (2.9). Entdo, ¢,

e ¢g coincidem em I, N Is.

Dem.: Temos que I1 N I é um intervalo aberto e vamos definir o subconjunto J de
LnLkvporJ={telLnNl | ¢1(t) = ¢a2(t)}. Note que J ¢ fechado e nao vazio,
pois é a igual ao conjunto (¢; — ¢2)~1(0), a pré-imagem do conjunto {0} da fungao

continua (¢ — ¢o)(t), e to € J.



Além disso, pelo teorema de Picard 2.0.7, a fungao (¢ — ¢2)(t) é solugao
da equagao diferencial £ = 0 em J, logo J é aberto em I; N I5. Como intervalos sao

convexos, temos que J = 1 N I5. O

Teorema 2.0.10. Seja f uma funcao continua, limitada e de Lipschitz com rela-
¢ao a sequnda varidvel, entdo toda solug¢io do PVI (2.9) pode ser estendida a um

intervalo mazximal, o qual € aberto.

Dem.: Considere o conjunto de todas solugoes ¢; : I; — R"™ do PVI (2.9), onde I; é o
intervalo aberto contendo xy no qual a solugao ¢; esta definida. Agora, seja I = UI;

e defina ¢ : I — R" da seguinte maneira

o(t) = ¢i(t) (2.19)

onde 7 é escolhido tal que t € I;. Podemos fazer isso pois todo t € I esta contido em
algum I;. Essa funcao esta bem definida por conta do lema 2.0.9 e, além disso, ¢ é

solugao do PVI (2.9) porque cada uma das ¢; também é.

Denote I = (t_,t,) e suponha que exista f, um intervalo que contém
propriamente I no qual o PVI (2.9) possui solugao ngﬁ Entao, esse intervalo deve
conter ao menos uma das extremidades de I, vamos assumir que seja ¢, , e o teorema
de Picard 2.0.7 garante a existéncia da solugao ¢ 10 intervalo (ty —a,ty +a). Com

isso, a funcdo ¢ definida no intervalo (t_,t, + a) por

_ t),t e (t_t
N CONICAS 220,
¢(t)7t S [t+7t+ + a)
¢ uma solu¢ao do PVI (2.9). Porém, como I é a uniao de todos intervalos abertos
contendo zy no qual o PVI (2.9) possui solugao, portanto temos que I C I Em

outras palavras, nao existe intervalo que contém propriamente I e, portanto, I é

maximal. O

O teorema a seguir é importante para determinar se as solugoes sao

globalmente definidas. Esse teorema nos diz que, se o intervalo € finito, entao teremos
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que ||¢(t)|| — oo quando t — ty e, se t. = oo, temos que ||¢(¢)| é limitado em
intervalos finitos. Além disso, se ||¢(t)|| for limitado, entdo ||¢(t)|| ndo pode tender

a infinito em intervalos finitos e, portanto, é globalmente definida.

Teorema 2.0.11. Se ¢(t) € solugio do PVI (2.9) com intervalo mazximal (t_,t ),
entio (t,¢(t)) — 02 quando t — t. (o mesmo vale para t_), isto €, dado K C
compacto, existe T <ty tal que (t,¢0(t)) ¢ K parat € (1,t).

Dem.: Primeiro vamos mostrar o caso t, = oo. Dado um K C ) compacto, tome

T= sup t (2.21)
(t.o(t))eK

e, portanto, (t,¢(t)) ¢ K se t > 7. Para o caso t; < oo, temos pelo lema 2.0.8
que podemos escolher um « que sirva para todas condigoes iniciais em K, assim
se (t1,¢(t1)) € K, temos que ¢ esta definida no intervalo (t; — a, t; + «). Por fim,
podemos tomar 7 = t, —a de forma que Vt € (7,t,), (t,¢(t)) ¢ K, poisse ty € (T,t,)
e (tg, ¢(t2)) € K temos que ¢ estaria definida em (t2 —a, to+ ), 0 que é um absurdo,
pois

to+a>717+a=t, (2.22)
o que contradiz o fato de (¢_,¢,) ser maximal. A demonstracao ¢ aniloga para o

limite inferior do intervalo, t_. 0

Com o resultado do teorema acima e do lema que seréd mostrado a seguir
poderemos, finalmente, demonstrar a existéncia e unicidade da solu¢ao do PVI (2.9)
no dominio de definigdo da fungao f(t,z) e, com isso, concluir nosso capitulo de

resultados preliminares.

Lema 2.0.12 (Gronwall). Sejam f,g,h: (a,b) = R fungées continuas e nao nega-
tiwas tais que,

fmsmw+/2@ﬂ$@ (2.23)

Zo

entao

mmsmw+/%wM@dﬁM“@ (2.24)

zo
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Em particular, se h(z) = C' = cte, temos

f(z) < Celzo ) s (2.25)

Dem.: Seja
w(z) = [ g(s)f(s) ds, (2.26)

entao w'(x) = g(x)f(x). Usando (2.23), obtemos
w'(z) < g(z)h(z) + g(z)w(z) (2.27)

que podemos reescrever como

d

= [wle Fo ] < gapn(ye oo (2.28)

que, ao integrar, temos

w(a)e Jzo ) & </ g(s)h(s)e Jz 9 ¥ gg (2.29)

Zo

Por fim, usamos a desigualdade acima para obter
f(z) < h(z) + w(z)

< () + elao 96) & / g(s)h(s)el* o0 & gy (2.30)

Zo

< h(x) +/ g(s)h(s)els 9 du g

zo

Para demonstrar a desigualdade (2.25), assumindo h(x) = C,Vx € (a,b), defina

w(z) =C+ /xg(s)f(s) ds (2.31)
De onde podemos obter
o g@)f(@) 9(@) (C+ [7 9(s)f () ds)
WSO Peeie A s Cr w4 (28

que, ao integrar entre xy e x, nos da

Inw(z) — Inw(xy) < /90 g(s) ds (2.33)

zo
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Usando exponenciais, temos

QU(IL') < ew(ZO)"‘f;O g(s) ds — w(xo)ef;o g(s) ds (234)

Finalmente, como w(zy) = C e f(z) < w(z), concluimos
f(z) < Clelag 903) ds (2.35)
[l

Teorema 2.0.13. Seja f :  — R" continua e de Lipschitz, onde = {(t,z) €
R xR™ | a <t <b}. Entao, para todo (ty,x¢) €  eziste uma tunica solugao do
PVI (2.9) no intervalo (a,b).

Dem.: Basta mostrar que, Ve > 0, a solu¢ao do PVI (2.9) esté definida no intervalo
(a—e€,b+e€). Para tal, defina as constantes C; = max{|| f(¢, )| | a—e <t < b+¢€}
e Cy = sup{||fa(t,z)|| | (t,x) € Q}, onde f, ¢ a derivada parcial de f na variavel
x. Essas constantes estdo bem definidas pois o intervalo [a — €,b + €] é fechado e f,

é limitada em ). Entao, pelo teorema do valor médio, temos
1 (&)l = [[f(t, x) + f(E z0) — f(t @0)]l
< f@zo)ll + [1f(E,2) = f(t wo)l (2.36)
§ Cl + CQH.CL' — LL'()H

e, usando (2.10), obtemos

t
Jo(t) ol < | [ s a(s) s
t
. . (2.37)
< [crecy [ fats) -l ds
to to
Isso implica, pelo lema de Gronwall 2.0.12, que
(t) — zo]] < C3e20-) < €y = cte, (2.38)

onde C3 = fti C;. Com isso, mostramos que f(x,t) é limitada e, portanto, z(t)
nao tende ao infinito e a solugao esta definida no intervalo (a — €,b — €). Como € é

arbitrario, temos o resultado desejado. O]
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3 TEORIA DOS JOGOS CLASSICA

Tomar uma decisao importante nao é tarefa facil. Para adotar a es-
tratégia que nos trara o melhor resultado devemos considerar os possiveis cenarios
e como nossa decisao afeta os demais agentes envolvidos. Na Teoria dos Jogos, o
processo descrito acima ¢ chamado de jogo e os agentes envolvidos nele sao cha-
mados de jogadores. Cada jogador possui um conjunto de estratégias, do qual ele
deve escolher qual usar. Um jogador é dito racional se ele é capaz de ordenar os
resultados do jogo de acordo com suas preferéncias e, entao, escolher a que lhe traz
maior beneficio. No momento em que todos os jogadores tém suas estratégias defi-
nidas, teremos um perfil de estratégias. Cada jogador pode possuir seus objetivos
proprios e, portanto, diferentes recompensas para cada possivel perfil de estratégias.

Chamamos de pagamento, ou payoff, a recompensa de cada jogador.

Neste trabalho, nos referimos a teoria dos jogos estéticos e de informa-
¢ao completa com um numero finito de jogadores como Teoria dos Jogos Classica,
apesar da teoria cléssica ser muito mais ampla, abrangendo quase toda forma de
interacao estratégica, como jogos dindmicos, com informagao incompleta, com ni-
mero infinito de jogadores e, até mesmo, jogos infinitamente longos. Essa restrigao é
feita para simplificar nossa introdugao a Teoria do Jogos, ja que nosso objetivo sao

os jogos com jogadores hiper-racionais.

Um exemplo classico de jogo é o Dilema do Prisioneiro, que mostra como
o conflito de interesses afeta a tomada de decisao do individuo e o resultado final
do grupo. Nele, dois prisioneiros sao capturados e separados. A eles sao dadas duas
opgoes: ficar calado ou colaborar com a policia, fazendo um acordo de colaboracgao
premiada. No nosso exemplo, se ambos ficarem em siléncio, pegarao uma pena de
dois anos de prisao, pois a policia nao possui provas para acusa-los de todos os

crimes. Se um ficar em siléncio e o outro assinar o acordo, entao o delator saira
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livre, enquanto o delatado pegarda uma pena de sete anos de prisao. Caso ambos

colaborem com a policia, ambos pegarao uma pena de cinco anos de prisao.

Apesar da aparente simplicidade, o Dilema do Prisioneiro pode ser
usado para modelar diversas situagoes onde ha competi¢ao ou cooperagao entre indi-
viduos. A seguir, iremos definir os conceitos necessarios para se analisar, e resolver,

matematicamente os diferentes tipos de jogos, entre eles o Dilema do prisioneiro.

3.1 Nocgoes gerais

Para definir um jogo, precisamos primeiro de um conjunto de jogadores,
seus conjuntos de estratégias e o pagamento de cada perfil de estratégias para cada
jogador. Formalmente, temos um conjunto finito de jogadores V = {v,va, ..., on} €
cada jogador possui um conjunto de estratégias S; = {s;1,8i2,..., S}, 1 <i < N.
Assim, o conjunto de todos os perfis de estratégias, chamado de espago de estratégias

do jogo, é dado pelo produto cartesiano
5251X52X"'XSN. (31)

Um vetor s = [s7 --- sy], onde s; € S;, € um perfil de estratégias do jogo. Note
que s; = ;. 4, para algum j € {1,2,..., M;}, denota a estratégia pura escolhida pelo
jogador i dentre as M,; disponiveis. Finalmente, cada jogador possui sua propria
fungao de pagamentos

(3.2)
s > u;(8)

que associa uma recompensa ao jogador v; para cada perfil de estratégias s € S.

Voltando ao nosso exemplo, temos V = {v,v3}, os dois prisioneiros,

e seus conjuntos de estratégias Sy = Sy = {siléncio, delagao}. Assim, definimos a
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fungao de pagamento u,,: S — R de v; como
Uy, (Siléncio, siléncio) = —2
Uy, (siléncio, delagdo) = —7
) =0
)= -5

(
(

wy, (delagao, siléncio
(

(3.3)
Uy, (delagao, delagao
e a funcao de pagamento u,,: S — R de vy como
Uy, (Siléncio, siléncio) = —2
Uy, (siléncio, delagao) =0
(3.4)
Uy, (delagao, siléncio) = —7

Uy, (delagao, delag¢ao) = —5
Note que podemos expressar essas fungoes através de uma matriz, que chamamos

de matriz de pagamentos do jogo.

Vg
Siléncio  Delagao
Siléncio | (—=2,—-2) | (=7,0)
Delagao | (0,=7) | (=5,—5)

U1

Tabela 3.1: Matriz de pagamentos do dilema do prisioneiro.

A matriz nos da o pagamento de ambos os jogadores em cada uma das
situacoes possiveis, em cada posicao i,j da matriz, a primeira entrada do vetor é
o pagamento do jogador 1 ao jogador i contra o jogador 2 jogando j e a segunda
entrada ¢ o pagamento do jogador 2 na mesma situacao. Nesse caso, a matriz de
pagamentos é idéntica para ambos jogadores e, portanto, dizemos que o jogo é
simétrico. Esse exemplo mostra o tipo mais simples de jogo, pois temos apenas dois
jogadores, o pagamento é simétrico e os jogadores possuem informacao completa, ou
seja, todos sabem quais as estratégias e funcao de pagamento de todos jogadores.
Além disso, dizemos que um jogo representado em uma matriz de pagamentos, como

na Tabela 3.1, estd em sua forma normal.
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3.2 Solucgoes de um jogo

Uma solugao é um perfil de estratégias que maximiza dinamicamente o
pagamento de todos jogadores, ou seja, é o perfil que, dado o contexto, d4 o maior
payoff possivel para todos. A solucao é uma previsao do que ira acontecer, dada a
racionalidade dos jogadores, e descreve quais estratégias serao utilizadas por cada
jogador e, portanto, o resultado do jogo. Neste trabalho iremos ver duas das maneiras

mais utilizadas de solu¢ao de um jogo, dominéancia e Equilibrio de Nash.

No Dilema do Prisioneiro, a melhor op¢ao para o grupo seria o siléncio,
onde os dois ficariam apenas dois anos na prisao, mas esse nao é o melhor resultado
possivel para o individuo. Se um prisioneiro decidir pela delacao, ele podera sair
livre se seu parceiro ficar em siléncio e, a0 mesmo tempo, garante uma pena menor
caso ele também decida pela delacao. Portanto, quando assumimos a racionalidade
dos jogadores, mesmo sendo o pior cenério possivel para o grupo, a delacao mitua

serd a solugao do Dilema do Prisioneiro.

Esse raciocinio pode ser visualizado na tabela de pagamentos através de
um processo chamado Dominéncia Estrita Iterada. Para descrevé-lo melhor, primeiro
precisamos de algumas defini¢oes. Queremos analisar a escolha estratégica do jogador

v; € V, entao definimos, por comodidade,

S = {81, 82, ..., 8i—1, Sit+1,y- - - 73N}

como o conjunto de estratégias para todos jogadores, menos v;. Da mesma forma,
definimos S_; = 57 X Sy X - -+ x S;_1 X Sj41 X ---x Sy, tal que s_; € S_;. Com isso,

dado v;, podemos escrever um perfil de estratégias de um jogo convenientemente por
s = (Si7 S—i) = {51, 82, 8i—1, 80 Si+1,- - - >5N}

Por fim, podemos definir o que é uma estratégia pura dominada.
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Definicao 3.2.1. Uma estratégia pura s; € S; do jogador v; € V é dita fracamente

dominada pela estratégia s, € S; quando
wi(sh, s_;) > ui(si,s-4),Vs_; € S_;. (3.5)

Se a desigualdade é estrita, dizemos que a estratégia s; é estritamente dominada
pela estratégia s;. Além disso, dizemos que uma estratégia s, € S; é uma estratégia
dominante se todas estratégias s; € S; do jogador v; € V sao fracamente dominadas

por ela.

A desigualdade (3.5) nos diz que jogar s; ¢ sempre melhor ou igual do
que jogar s;, nao importa qual seja a estratégia escolhida pelos demais jogadores e,

portanto, v; jamais jogara s;.

Dominancia Estrita Iterada é o processo de eliminar as estratégias es-
tritamente dominadas iteradamente para obter o resultado de um jogo. Para exem-

plificar esse conceito, considere a matriz de pagamentos abaixo.

X Y Z
Al (8,4 | (8.3 | (8,2
v B|(0,1) | (46) |60
cl @, 1| @5 | (@8

Tabela 3.2: Matriz de pagamentos do jogo exemplo.

Neste jogo, a estratégia C' (em vermelho) é estritamente dominada pela
A (em verde) para o jogador vy, portanto, podemos exclui-la da matriz de pagamen-

tos, ja4 que nunca sera usada.

Agora vemos que, para o jogador ve, a estratégia Z (em vermelho) é
estritamente dominada por X e Y (ambas em verde) e, portanto, podemos remové-la

da matriz de pagamentos.
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X Y Z
AlGE | 6B 0B
B | (0,0 | (4.]8) | (6,000

(%1

Tabela 3.3: Nova matriz de pagamentos, ap6s a remocao da estratégia C.

V2

A | (3,4) | (5,3)
B | (0,1) | (4,6)

U1

Tabela 3.4: Nova matriz de pagamentos, ap6s a remocao da estratégia Z.

Seguindo este processo, vemos que a estratégia B é dominada pela es-
tratégia A para o jogador v, e, finalmente, que a estratégia ¥ é dominada por X
para o jogador vs. Isso implica que o resultado do jogo seré (3,4), pois resta apenas
a estratégia A, para vy, e X, para vs. Note que haviam resultados melhores para am-
bos jogadores, como (4, 6), e resultados melhores para cada individuo, como (9, 2) e
(2,8), porém, devido a racionalidade dos jogadores, o resultado final nao é o melhor

para o grupo, nem mesmo para o individuo.

Neste exemplo, ao eliminar as estratégias estritamente dominadas fomos
conduzidos a um tnico perfil de estratégias como soluc¢ao do jogo. Porém, nem
sempre esse processo nos fornecera apenas um perfil, na maioria dos casos iremos
obter varios perfis ou até mesmo todo o espaco de estratégias como, por exemplo, no
jogo de Pedra, Papel e Tesoura. Como sabemos, Pedra ganha de Tesoura, que ganha
do Papel, que ganha da Pedra. Assim, como podemos ver na matriz de pagamentos
abaixo, nenhuma estratégia domina as demais e, portanto, nenhuma estratégia sera

eliminada ao utilizar a Dominancia Estrita Iterada.
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Pe | (0,0) | (-1,1) | (1-1)
v Pal|(1-1) | (0,0) | (-1,1)
T | (1,1) | (1-1) | (0,0)

Tabela 3.5: Matriz de pagamentos do jogo Pedra, Papel e Tesoura.

Para casos como esse nos iremos precisar do outro conceito citado no

inicio desta secao, o Equilibrio de Nash, que é formalmente definido a seguir.

Definicao 3.2.2. Dizemos que o perfil de estratégias

*

§* — {s’{,...,si_l,sf,sf+1,...,sjv}
¢ um equilibrio de Nash se
ui(sy, s5;) 2 wi(si, s2;) (3.6)

paratodoi=1,..., N es; € 5;. Se a desigualdade for estrita, dizemos que s* é um

equilibrio de Nash estrito.

De maneira mais geral, a equacao (3.6) diz que v; néo é capaz de melho-
rar seu pagamento ao trocar, de maneira unilateral, s} por qualquer outra estratégia.
Assim, vemos que uma solucao é um perfil de estratégias no qual nenhum jogador
tem incentivos para mudar de estratégia. Dizemos que um perfil de estratégias com
essa caracteristica é um Equilibrio de Nash. Observe que toda estratégia dominante
¢ um equilibrio de Nash, mas nem todo equilibrio de Nash ¢ uma estratégia domi-

nante.

Com isso concluimos que o tnico equilibrio de Nash do Dilema do Prisi-
oneiro é o perfil (delagao, delagao) e no jogo dado pela Tabela 3.2 o tnico equilibrio

de Nash é dado pelo perfil (A, X). Porém, no Pedra, Papel e Tesoura, vemos que
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nao ha um equilibrio de Nash em estratégias puras, pois um dos jogadores sempre

pode melhorar seu pagamento dependendo da estratégia do seu adversario.

3.3 Estratégias Mistas

Como vimos acima, um jogo nem sempre possui um equilibrio de Nash
em estratégias puras. Para contornar isso, podemos avaliar o jogo do ponto de vista
probabilistico, onde o jogador adotard uma distribuicao de probabilidades sobre
suas estratégias puras e escolhera a estratégia que ird jogar de acordo com essa

distribuicao.

Definicao 3.3.1. Uma estratégia o; do jogador v; € V' é dita uma estratégia mista
quando x; é uma distribuicao de probabilidades sobre o conjunto S;, ou seja, x; é

um elemento do conjunto

M;
AMi = {(l’i’l, . 7xi,Mi) € RMZ Lik Z 0, in’k == 1} . (37)
k=1

Além disso, espaco de todas as estratégias mistas é dado pelo produto cartesiano
A:AM1X"'XAMN (38)

e ¢ chamado de Espaco de Estratégias Mistas.

Assim, dizemos que um vetor X € A é um perfil de estratégia mista
para o jogo. Além disso, note que as estratégias puras nada mais s@ao do que es-
tratégias mistas degeneradas, quando o jogador escolhe uma tunica estratégia com
probabilidade 1, ou seja, as estratégias mistas sao uma definicao mais geral, que
englobam as estratégias puras. Com isso, a notagao utilizada para perfis de estra-
tégias mistos é a mesma que utilizamos para os perfis puros na secao anterior, por
exemplo, X _; é um conjunto de estratégias mistas para todos os jogadores, menos

V; -
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O pagamento esperado em estratégias mistas é dado por uma média
dos pagamentos puros ponderada pelas probabilidades. Assim, dado um conjunto V
de N jogadores, onde cada jogador ¢ € V possui sua funcao de pagamento u;, um

perfil de estratégias X € A, tal que
X =(x1,...,xN),
que é equivalente a

X = <I1,17x1,27 <o s L1, Myy - -+ s TN, TN2y - - - JxN,MN)'

definimos o pagamento esperado de v ao usar a estratégia mista x; como

My My My N
UZ(X) = Z Z c. Z (H l’k’jkui(Sle, S$2.5os -+ SN,jN)> (39)
1

f1=1ja=1  jn=1 \k=

A definicdo de Equilibrio de Nash para estratégias mistas é analoga a

defini¢ao (3.3.1), sendo reescrita a seguir.

Definicao 3.3.2. Dizemos que o perfil de estratégias
X* = (x],x5,...,xy) €A
é um equilibrio de Nash se
ui(@;, X7;) > ui(x, X7))

para todo x; € Ayy,. Se a desigualdade for estrita, dizemos que X* ¢ um equilibrio

de Nash estrito.

Com isso em maos, podemos procurar solugoes em estratégias mistas
nos nossos exemplos. No dilema do prisioneiro, o perfil s* = (delagao, delagao) é
um equilibrio de Nash puro. Tome uma estratégia mista = (x,1 — z) € Ay, onde
a primeira e segunda coordenada do vetor sao, respectivamente, a probabilidade do

jogador escolher a estratégia pura siléncio e a probabilidade do jogador escolher a
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estratégia pura delacao, entao, dado que o outro jogador nao mude sua estratégia,
temos

ur(x, s5) = —T7r — (1 —2)b = =22 —5 < =5 = uy(s”)

Como o raciocinio é simétrico, vemos que nao hé equilibrio de Nash misto e que a

delagao mutua é o tnico equilibrio do jogo.

Vimos que no exemplo do Pedra, Papel e Tesoura nao ha equilibrio de
Nash puro, pois fixada uma escolha para um jogador, o outro jogador sempre podera
mudar sua estratégia para aumentar seu pagamento. O equilibrio misto para este
jogo esté em utilizar cada estratégia com igual probabilidade, dado pela estratégia
(%, %, %) Para verificar isso, assuma que um jogador esteja utilizando a estratégia
s* = (3,3,3) e defina e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) e e5 = (0,0,1) como as estratégias
puras Pedra, Papel e Tesoura, respectivamente, entao o pagamento esperado para o

outro jogador sera

u(eq, s*) zé—%:O
u(es, s*) =3—3=0 (3.10)
u(es,s*) =3—3=0

Como podemos ver, nao ha incentivo para que o jogador mude de es-

tratégia de maneira unilateral e, portanto, temos um equilibrio de Nash em (%, %, %)

Todos exemplos possuem pelo menos um equilibrio de Nash, seja ele
puro ou misto. De fato, John Nash demonstrou que todo jogo definido por matrizes
de pagamento possui pelo menos um equilibrio de Nash em estratégias mistas [10].
Para mostrar esse resultado, iremos primeiro enunciar o teorema do ponto fixo de

Brouwer.

Teorema 3.3.1 (Ponto fixo de Brouwer). Seja F : E — E uma fun¢ao continua,
com E convexo, fechado e limitado. Entao F possui um ponto fizo, isto €, dv € E

tal que F(x) = x.
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A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em [16]. Com
a notagao utilizada até o momento, iremos demonstrar uma série de teoremas [13]
que fornecem caracterizacoes alternativas para o equilibrio de Nash e os usaremos

para demonstrar o teorema de Nash.
Teorema 3.3.2. Para cadai=1,2,...,N ej=1,2,...,M;, defina as funcoes

Zigt A—R
X = 2i5(X) = wi(sij, X i) — ui(xs, X4)

isto €, z;; mede o ganho ou perda do jogador i ao trocar a estratégia mista x; pela

estratégia pura s; j. Temos que X™* € um equilibrio de Nash se, e somente se,
2 (X™) <0

para cadat=1,2,.... N ej=1,2,..., M,.

Dem.: Se X* é um equilibrio de Nash, segue da definicao que
paracadat=1,2,...,Nej=1,2,..., M;. Logo,

zij(@:) = wi(sij, X—i) —  ui(xi, X_;)

IN

0 (3.12)
Por outro lado, se z; ;(x;) <0 paracadai=1,2,...,Nej=1,2,..., M, Temos,
wi(sij, X—;) = wi(ej, X_;) < ui(x;, X_;) (3.13)

onde e; é o vetor unitario em R™ com 1 na j-ésima posi¢ao. Queremos mostrar que,
para todo x; € Ay,
ui(x;, X*5) > ui(xq, X75) (3.14)

Porém, como x; — u;(x;, X*,) ¢ a média ponderada dos pagamentos em estratégias

puras pela probabilidade de i usar aquela estratégia pura e, portanto, um funcional
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linear, temos que

Mi Mi
ui(wi, Xiz) = U; (Z xi,jej, Xiz) = Z a:i’jui (ej, Xiz)
i=1 j=1
" (3.15)
< Z!E”Uz (7, X*;) = w; (z}, X*,),
j=1

onde, na ultima igualdade, usamos o fato de que Z;‘il zi; =1, poisx; € Ay, O
Teorema 3.3.3. Para cadai=1,2,...,N ej=1,2,..., M;, defina as funcies
gij: A =R
X — g ;(X) = max{0, z; ;(X)}
Temos que X* € um equilibrio de Nash se, e somente se,
9:5(X*) =0

para cadat=1,2,.... N ej=1,2,..., M;.

Dem.: A demonstracao segue imediatamente do teorema anterior. O]
Teorema 3.3.4. Defina a aplicagao

F:A— A
X = F(X) = (y1(X),y2(X), ..., yn(X)
onde Y;(X) = (Y1 (X), yi2(X), ., yim (X)), @i € Ay, €
ij + i (X)

M,
1+ 32 gin(X)
k=1

yivj =

Temos que X* é um equilibrio de Nash se, e somente se,
F(X™*)=X",

isto €, se, e somente se, X™* € um ponto fixo de F.
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Dem.: Observe que, de fato, FI(A) C A, pois claramente y; ; > 0 e

i M; ik + Gik X
_ vip+9ik(X) | 2 k=1 (X) 1
Zyi,k = 7 = L (3.16)
N R W 3B BT A6 o
]:1 k=1

usando o fato de que x; € A;, temos

M;
M; 1+ Z gi,k(X)
D Yk = =1 (3.17)
S 1Y g(X)

k=1

isto &, cada y;(X) € Aypy,.

Se X* é um equilibrio de Nash, entdo g;;(X*) = 0 para cada i =
1,2,...,Nej=1,2,..., M; Desta maneira, y; j(X*) = x} paracadai=1,2,..., N
ej=1,2... M, isto é, y;(X*) =a},Vi=1,2,..., N, ou, ainda, F(X*) = X*.

Agora suponha que X* = (a3, x3,...,xx) € A seja um ponto fixo de
F'. Entao,
L T+ gi(X)
T, = o (3.18)
k=1
paratodoi=1,2,...,Nej=1,2,..., M;. Segue que
M;
25 Y gin(X*) = gi (X7 (3.19)
k=1

paratodoi=1,2,...,.Nej=1,2,..., M;. Afirmamos que o = E]k\ﬁlgi,k(X*) =0,
de modo que g;x(X™*) =0 para todoi=1,2,...,N ek =1,2,..., M, De fato, se,

por absurdo, & > 0, vemos a partir da relacdo acima que g; ;(X™*) > 0 se, e somente

se, z7; > 0. Sem perda de generalidade, suponha que z7; > 0,27, > 0,..., 27, > 0
€ T} 1) = Tf g4y = = T, = 0. Observe que
M;
x] = Z T} ek (3.20)
k=1
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Dado que g¢;(X™*) > 0 para todo k = 1,2,...,[, temos que
wi(er, X*;) > ui(x, X*)) (3.21)

o que nos da

wi(x;, X*)) lekek, lekuz er, X*,)

> szikui(w:, X*) =z, X))

(3.22)

um absurdo. Isto demonstra que g;;(X*) = 0 para todo i = 1,2,...,N e j =

1,2,..., M; e, assim, X™* é um equilibrio de Nash em estratégias mistas. O

Com isso, podemos finalmente demonstrar o teorema de Nash.

Teorema 3.3.5. Todo jogo de N jogadores com um conjunto finito de estratégias

puras possui equilibrio de Nash.

Dem.: A aplicagao F': A — A definida no teorema anterior é continua e A é um
conjunto compacto e convexo. Pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, F' possui um

ponto fixo X™*. Pelo teorema anterior, X* é um equilibrio de Nash. O
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4 TEORIA DOS JOGOS EVOLUCIONARIOS

A teoria dos jogos evolucionérios é uma aplicacao da teoria dos jogos
em populagoes que evoluem através de uma dindmica de replicagao. Na dinamica
do replicador [4], jogadores sdo membros de uma grande populagao, onde individuos
sao caracterizados pelo seu fen6tipo, que determina qual estratégia o individuo iré
usar dentre as M disponiveis. Assim, cada elemento x € A, é interpretado como
um estado da populagao, onde x, é a proporcao de individuos com o fenétipo da
estratégia s € S. Os individuos sao emparelhados de maneira aleatéria a cada
instante e o pagamento de cada interacao representa a aptidao do individuo, que
pode ser interpretada como sua capacidade reprodutiva. Assim, quanto mais apto é
o individuo, maior o niimero de descendentes que ele ird gerar e que irao herdar o

seu fenotipo.

A dindmica de replicagao ¢ um modelo que simula a selecao natural
[7]. Os individuos com pagamento maior do que o pagamento médio da populagao
irao se reproduzir com maior frequéncia e, portanto, a parcela da populagao que
carrega seu fenotipo ird aumentar. Da mesma forma, a parcela de fendtipos com
menor aptidao ird diminuir com o passar do tempo. Note que a aptidao depende do
pagamento recebido pelo individuo e do pagamento médio da populacao. Essa de-
pendéncia da distribuicao de estratégias promove a adaptacao a cenarios dinamicos
e possibilita a ocorréncia de fendémenos interessantes, como caos e limites ciclicos
[4]. A modelagem desse processo em tempo continuo é feito através de uma equagao
diferencial ordinaria, chamada de equacao de replicacao, que iremos apresentar na

proxima segao.
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4.1 Equacao de Replicacao

Assuma a existéncia de uma grande populagao homogénea, com repli-
cadores de M diferentes fenotipos com frequéncias x1, s, ..., xy. O conjunto de
todos fendtipos é denotado por S = {s1, $2,..., 8y} € associamos o feno6tipo s, ao
vetor e;. Para facilitar a leitura, dado um fenoétipo s € S, denotamos por e; o €
associado a s. A aptidao 7, dos replicadores com fenotipo s em uma populagao com

distribuicao * € Ay, é dada por
ms(x) = es Bz, (4.1)

onde egs é o vetor unitario associado ao fendtipo s, B é a matriz de pagamentos
do jogo evolucionério, cuja entrada b; ; representa o pagamento do jogador ao jogar
s; contra s;, e & é o vetor de frequéncias da populacao. Assim, definimos aptidao

média da populacao por

M
$(w) =Y ami(x). (4.2)
i=1
Finalmente, obtemos a equagao de replicagao, dada por

s = x5 (ms(2) — ¢()) , (4-3)

onde 7, é a taxa de variagao no tempo da parcela x, da populagao. Note que, dada
uma distribuicao inicial x € Aj;, qualquer outra distribuicao da populacao obtida

através da equacao de replicacao também estara contida em A, pois

D iy =) ay(m(m) - ¢())

— Z z,ms(x) — o) Z T (44)

= ¢(x) — ¢(z) = 0.

Logo, a equacao de replicagao é invariante sobre Aj;.
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Nesse modelo, todas interacoes sao simétricas, pois os jogadores pos-
suem a mesma matriz de pagamentos, diferindo apenas pela estratégia que utilizam.
Em interacoes bioldgicas ou econdmicas, por exemplo, existem subgrupos dentro
da populacao, como a interacao entre diferentes espécies ou empresas competindo
em um mesmo mercado. A diferenca entre uma populagao homogénea e uma outra
dividida em subgrupos pode ser vista na figura 5.1(a)-(b), onde um replicador é
representado pela forma correspondente a sua estratégia pura. Em 5.1(b), as subpo-
pulagoes que possuem a mesma funcao de pagamentos sao representadas por uma
cor e, nesse caso, as interacoes ocorrem apenas entre individuos de subpopulagoes

diferentes.

Um jogo com N > 2 subpopulagoes de replicadores pode ser modelado
como um jogo entre N jogadores, cada um retirado de maneira aleatéria de cada
uma das subpopulagoes. Entao, denotamos por z, ; a parcela da subpopulagao v que

possui o fenotipo da estratégia s e definimos a aptidao desta parcela como

1
Tos(X) = €aBy | 57— ; x, (4.5)
k;v
onde X = (x1,...,zN) € A é o perfil de estratégias das N subpopulagoes, e é o

vetor unitario de RM cuja entrada s é igual a 1, B, ¢ a matriz de pagamentos da
subpopulacao v e oy ¢é a distribuicao de estratégias da subpopulagao k. Como os
replicadores estao inseridos em uma subpopulacao, a aptidao média é medida para

cada subpopulacao v, e é definida como

Gu(X) =) 0y s(X) (4.6)

Por fim, obtemos a equagao de replicagao multipopulacao [19], dada por

j:v,s(X) = Ty,s (T‘-U,S(X> - ¢U<X)) ) (47>
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onde %, 5 ¢ a taxa de variacao da parcela de individuos com fenétipo s na subpopu-
lagao v. De maneira analoga a (4.4) podemos mostrar que a equacao de replicac¢ao

multipopulagao é invariante em A.

A equagao de replicagao nos diz que a parcela de individuos com fenoé-
tipo s ird crescer quando 7, s > ¢,, diminuir quando 7, s < ¢, e se manter estavel
quando 7, s = ¢,. Como o aptidao de cada fendtipo e a aptidao média da populagao
depende da distribuicao de estratégias atual na populacao, a taxa de reproducao de

cada fenotipo depende do quao adaptado ele esta ao meio em que esta inserido.

4.2 Equilibrio de Nash e Estados Evolucionariamente

Estaveis

Na teoria dos jogos evolucionaria, um equilibrio de Nash é uma dis-
tribuicao da populacao na qual nenhum fenétipo possui vantagem sobre os demais
e, portanto, a distribuicao se mantém estavel. Antes de definirmos formalmente o
equilibrio de Nash, precisamos definir uma outra funcao. Assim, dado uma matriz

de pagamentos B e duas distribui¢oes populacionais @,y € A, definimos
m(x,y) = zBy (4.8)

como a aptidao da populacao  ao jogar contra a populagao y. Com isso, podemos

definir o equilibrio de Nash da seguinte maneira.

Definicao 4.2.1. Dizemos que a distribuicao populacional
x* = (x],x5,...,xy) € Ay

¢ um equilibrio de Nash se

m(x*, x%) > n(x,z*)

para todo @ € Aj;. Se a desigualdade for estrita, dizemos que x* é um equilibrio de

Nash estrito.
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Além do equilibrio de Nash, nos interessa saber se o estado da populacao
¢ evolucionariamente estavel, ou seja, se a populagao ¢é resistente a invasao por
alguma pequena populagao de mutantes que mude o atual equilibrio. Um estado

evolucionariamente estavel é definido a seguir.

Definigao 4.2.2. Dizemos que a distribui¢ao populacional

*

x* = (], xz5,..., %) € Ay
¢ um estado evolucionariamente estavel (ESS) se
m(x*, x*) > w(x,x"),
para todo estado x € Ay, & # x* e, caso haja igualdade, teremos

m(x*, x) > 7(x,x).

Em outras palavras, * ¢ um ESS quando ele é um equilibrio de Nash
e é, também, a melhor resposta para qualquer competidor que possua 7(x*, x*) =
7(x, x*). Note que todo equilibrio de Nash estrito é um ESS, mas nem todo ESS ¢é

um equilibrio de Nash estrito.

Para a jogos evolucionérios muiltipopulagao a definigao de equilibrio de
Nash é equivalente & defini¢ao para jogos entre N jogadores com estratégias mistas,
dada em (3.3.2). Nao ha consenso para a definigdo de estados evolucionariamente
estaveis em multipopulagoes [19] e foi demonstrado que as alternativas existentes

sao equivalentes ao equilibrio de Nash estrito.
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5 JOGOS EVOLUCIONARIOS EM REDES
FINITAS

Figura 5.1: As diferentes estruturas populacionas em jogos. (a) Populagao mista (jo-
gadores atomicos com estratégias diferentes sao representados por formas diferentes).
(b) Grupos de jogadores atomicos com tragos diferentes agrupados em subpopula-
¢oes. (c) Subpopulagoes representadas como vértices em um grafo completo. (d)
Subpopulagoes representadas como vértices de um grafo genérico. Imagem retirada

de [7].

(a) (b)

(c) (d)

Em situagoes reais, interagoes entre um numero finito de individuos
podem estar sujeitas a restrigoes topologicas, nas quais jogadores irao interagir so-
mente com um nimero reduzido de individuos proximos de acordo com essa topo-
logia. Nesse contexto, Madeo e Mocenni |7] introduziram um modelo que estende a
teoria dos jogos evolucionarios para redes finitas, representadas por grafos que des-
crevem as conexoes entre os jogadores. Grafos sao estruturas formadas por vértices e

arestas, que sao pares de vértices, e sao usados para descrever os mais variados tipos
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de redes. Iremos considerar cada subpopulagao como um jogador vértice, que usa a
estratégia mista corresponde a distribuicao de estratégias puras da subpopulagao.
Podemos ver abaixo na figura 5.1(c) um jogo em rede equivalente ao jogo multipo-
pulagéo em 5.1(b), descrito através de um grafo completo, onde todos vértices estao

conectados entre si.

Na figura 5.1(d) temos um jogo em redes finitas, onde nem todos joga-
dores vértices estao conectados devido as restricoes topologicas. Uma aresta entre
dois jogadores indica que eles interagem, porém um jogador pode considerar alguma
interagao como mais importante que as outras e dois jogadores podem ter percepgoes
diferentes sobre a importancia daquela interacao e, até mesmo, a interagao ser unila-
teral. Portanto, os grafos serao, em geral, direcionados e ponderados, onde um peso
positivo na aresta indica a importancia dada pelo jogador de origem para aquela

interacao.

Formalmente, seja G um grafo direcionado e ponderado com N < oo
vértices (de ordem N) e V = {1,2,..., N} o seu conjunto de vértices. O grafo G
é completamente descrito por sua matriz de adjacéncias A € RZZVOXN . Mais preci-
samente, sempre que ha uma aresta que sai do jogador v e termina no jogador u
a entrada a,, da matriz serd o peso que v d& para a interacao com u. Quando
Ay > 0 e ay, = 0, somente v receberd um pagamento na interagao com u. Por fim,
S€ Ayy = Ay, = 0 quer dizer que v e u nao interagem entre si. Além disso, nesse

modelo assumimos que nao existem loops, ou seja, arestas que saem de v e terminam

em v. Em outras palavras, temos a,, = 0,Vv € V.

A seguir iremos definir o pagamento e a equacao de replicacao para jogos
evolucionarios em redes finitas e listar algumas propriedades e defini¢bes importantes

para o trabalho.
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5.1 Pagamento e Equilibrio de Nash em Redes Finitas

A cada instante dois jogadores vértices que estao conectados sao seleci-
onados para jogar entre si. Um replicador de cada vértice é escolhido aleatoriamente
para o jogo e o pagamento é o sucesso reprodutivo, de maneira analoga aos jogos
multipopulacao que vimos até o momento. Assim, o pagamento esperado de um jo-
gador vértice depende das interagoes com todos os jogadores com os quais ele esta
conectado, a sua vizinhanca. Dado um perfil de estratégias X € A, podemos definir

o pagamento esperado de v € V como

7(X) = € Byky(X) (5.1)

v

N
u=1

onde B, ¢ a matriz de pagamentos de v para o jogo e k(X) = -

i Uy 1 Ty, COIM

d, = ZUN:1 @y, 0 grau do vértice v. Note que o pagamento esperado nada mais ¢é
que a soma do pagamento de todas interagoes dois a dois ponderada pelo peso das
arestas do grafo. Para simplificar a notacao, defina o pagamento esperado de v ao
usar a estratégia pura s € S por pﬁs = 79 (es, X_,) € 0 pagamento esperado de v

ao usar a estratégia mista x, € Ay por ¢9 = 719(x,, X _,).

Perceba que a estrutura do grafo estd embutida na funcao de paga-
mentos e, portanto, a definicao de equilibrio de Nash é equivalente & defini¢ao 3.3.2,
porém também pode ser definido em fun¢ao do pagamento esperado para estratégias

puras da seguinte maneira.

Definicao 5.1.1. O conjunto de equilibrio de Nash ¢ definido como sendo
oNF = {X e A | Yu,Vz, s > O,pgs = pﬁs,,v%,s/ >0 e pﬁs > pg,suv%,s/ =0}
E o conjunto de equilibrio de Nash estrito é dado por
ONES — {X e A | Yu,Va,, > O,pg,s > pg’s,,wa/ =0}.
Em outras palavras, um perfil de estratégias é um equilibrio de Nash

se, para todo jogador, nenhuma das estratégias presentes no perfil possui vantagem
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sobre as demais e a aptidao das estratégias que nao estao presentes no perfil é menor
ou igual que a aptidao das demais. Novamente, equilibrio ¢ estrito se a desigualdade

for estrita.

5.2 Equagao de Replicagao

Usando a fungao de pagamento definida em (5.1) a equagao de repli-
cagao multipopulacdo pode ser estendida para jogos em grafos [7], resultando no

seguinte problema de Cauchy.

Ty,s(t) = Tu,s(t) (pg,s(t) - ng(t))

YveV,seS (5.2)
Z'v,s<0) = Cu,s

onde @,(0) = [cy1...com) € Ay € a condigao inicial do jogador v.

A equacao de replicacao para jogos em grafos também é invariante em
A. Além disso, estratégias puras e equilibrios de Nash sao estados estacionarios de

(5.2) e um perfil de estratégias X™* € int(A) é um estado estacionario se, e somente

se, X* € ONVE,

O teorema a seguir mostra que a equagao de replicacao classica pode
ser obtida como um caso especial da equacao de replicacao em grafos. Para isso,
mostraremos que as solugoes da equagao em grafos (5.2) e da equagao classica (4.3)

sao equivalentes sob algumas hipoteses.

Teorema 5.2.1 (Madeo e Mocenni [7]). Seja X (t) = {z1(t)...xzn(t)} a dnica
solugao do problema de Cauchy (5.2), onde x,4(0) = c,, Vv. Assuma também que
B, = B,Yv. Seja y(t) a inica solug¢io do problema de Cauchy (4.3), com ys(0) = cs.
Entao, x,(t) = y(t), Yo, Vt > 0.
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Dem.: Seja X (t) e y(t) como definido nas hipdteses. Tome um perfil de estratégias
Y no qual a distribuigao de estratégias de todos os N jogadores é dada por y(t), a

solugdo do problema (4.3). Com isso, temos

koY) = divz avuy(t) = y(t)

ou seja, como todos usam a mesma estratégia y(¢), a média ponderada de todas
interagoes é, também, y(t). Assim, os pagamentos de todos jogadores serdao dados

por

pgs =esBk,(Y) =e;By = 7
¢y =z, Bk,(Y) =yBy = ¢
Logo, a equagao de replicagao em grafos aplicada ao perfil de estratégias Y é dada
por
Uos = Yos(Prs — 3) = ys(ms — 9) = U
Entao, Y (t) é¢ uma solugao da equagdo (5.2) e, pela unicidade da soluc¢do do problema
de Cauchy (5.2), temos que &, (t) = y(t), Vv, V¢t > 0. Em outras palavras, dados X ()

e y(t) como definido nas hipoteses, a equagao de replicagdo em grafos é equivalente

a equagao de replicacao classica. O
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6 HIPER-RACIONALIDADE

Um ponto central da teoria dos jogos cléssica é a hipdtese de racionali-
dade. E através dela que os individuos sdo capazes de escolher a estratégia que mais
lhe beneficiam e que dilemas interessantes, como o dilema do prisioneiro, surgem.
Nos jogos evolucionérios nés assumimos que cada individuo carrega um fenoétipo
que é transmitido aos seus descendentes, nao havendo a hipoétese de racionalidade.
J& nos jogos multipopulagao, ou em grafos, temos um comportamento analogo aos
jogos com N jogadores da teoria classica, onde uma populacao, ou jogador vértice,

maximiza sua utilidade através do processo evolutivo, imitando a racionalidade.

Definicao 6.0.1. Um individuo é dito racional se, dado um conjunto de possiveis
resultados Q = {wy,wq,ws, ...}, ele possui preferéncias que satisfazem as seguintes

condicoes:

1) (Completude) Temos w; < wy ou we < wy;

2) (Transitividade) Se w; < wy € wy < w3, entao wy = ws.

Diversos resultados de economia experimental mostraram que a hipo-
tese de racionalidade nao descreve bem o comportamento humano. Por exemplo,
muitas vezes um individuo ira preferir A ao invés de B, B ao invés de C e C ao
invés de A [1]. Essa falha na transitividade nao ocorreria se o individuo possuisse
um conjunto de preferéncias bem definido e consistente. Para descrever melhor com-
portamentos humanos como altruismo, devoc¢ao, desconfianca e citimes, podemos
considerar duas classes de preferéncias: pessoal e social. A preferéncia pessoal busca
lucro ou prejuizo para si mesmo, enquanto a preferéncia social trata do lucro ou
prejuizo para pelo menos um dos demais individuos, assim um individuo poderé es-
colher entre sua preferéncia pessoal, social ou ambas. Com isso, um jogador terd um
novo ranqueamento de preferéncias, chamado de hiperpreferéncias |2]. Formalmente,

definimos Q, = {wy,ws, . ..,w,,...,wy} como um conjunto de escolhas do individuo
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v para a interagdo com cada individuo ¢ € {1,2,..., N}, tomando dois conjuntos de

escolhas 2 e €)', podemos definir as hiperpreferéncias do individuo como segue.

Defini¢ao 6.0.2 (Askari, Gordji e Park [2]). As hiperpreferéncias do jogador v sao
uma relagao sobre o conjunto de todas as escolhas do individuo na qual, dados €2, e
2, temos Q, < Q) se, para todo u € {1,2,..., N}, w, = w] baseado na preferéncia

pessoal, social ou ambas de v.

Para exemplificar, imagine que um individuo convida um amigo para
um almoco e tem a opgao de servir trés pratos diferentes: Pizza, Arroz com Feijao e
uma Salada Mista. Na hora de escolher sua refeicao o individuo possui uma ordem
bem definida para as suas preferéncias, Pizza em primeiro lugar, Arroz com Feijao
em segundo e a Salada Mista em terceiro. Ja o seu amigo prefere Salada Mista em
primeiro lugar e Pizza em terceiro. Um individuo racional iria escolher sempre a
Pizza, pois é o seu prato favorito, mas um individuo com preferéncias sociais que
pesam na sua tomada de decisao podera fazer uma escolha diferente. Considerando
que este individuo possua preferéncias sociais que incluem, até certo ponto, agradar

seu amigo, noés poderiamos ter as seguintes relacoes:
e Arroz e Feijao < Pizza, pois o individuo nao estaria disposto a abrir
mao da pizza por um prato que seu amigo apenas gosta um pouco.

e Salada Mista < Arroz e Feijao, pois arroz e feijao parece ser um bom

meio termo para os dois, ninguém ficaria insatisfeito.
e Pizza < Salada Mista, sabendo da predilecao de seu amigo pela Salada

Mista, o individuo estaria disposto a abir mao da pizza.

Vemos que essa relacao nao é transitiva, porém o individuo, quando
forcado a escolher entre dois conjuntos de escolhas, que no exemplo seria o prato

do almoco, sempre teré predilecao por um. Essa predilecao depende das condigoes
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da interacao, comportamento, crencas e quaisquer outros valores que o individuo
venha a ter. Por conta disso, as hiperpreferéncias nos ajudam a obter condi¢oes

mais realistas para a tomada de decisao do individuo [2].

Além disso, no exemplo vimos que no primeiro caso o individuo escolhe
de acordo com suas preferéncias, no segundo ele escolhe de acordo com ambas pre-
feréncias e, no ultimo, escolhe baseado nas preferéncias sociais. Com isso em mente,

podemos definir o conceito de um individuo hiper-racional.

Definicao 6.0.3 (Askari, Gordji e Park [2]). Um individuo ¢ dito hiper-racional se
ele é racional (6.0.1) e suas hiperpreferéncias satisfazem ao menos uma das seguintes

condicgoes:

1) O individuo faz sua escolha baseado em sua preferéncia pessoal,

2) O individuo faz sua escolha baseado em sua preferéncia social.

Perceba que todo individuo hiper-racional é racional, mas nem todo
individuo racional é hiper-racional. Podemos concluir que um individuo é hiper-
racional se ele considera o pagamento dos demais envolvidos em suas interagoes,
portanto ele nem sempre é capaz de identificar qual agao ird maximizar seu beneficio,
mas pode fazer uma escolha que maximiza o beneficio dos demais agentes envolvidos.
Um agente hiper-racional escolhe sua acao baseado em suas hiperpreferéncias, apesar
de nao ter conhecimento das hiperpreferéncias dos demais, ou seja, had uma assimetria
de informacao entre agentes hiper-racionais, que possuem somente uma hipotese
para as hiperpreferéncias de seus adversarios. Essa caracteristica é muito importante
para a dindmica entre jogadores hiper-racionais e serd mais explorada nas préximas

secoes.

Como dito anteriormente, a hiper-racionalidade permite que alguns

comportamentos humanos possam ser expressados por agentes hiper-racionais. Um
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agente altruista busca maximizar o beneficio de varios dos agentes envolvidos, en-
quanto um agente devoto a um outro individuo busca maximizar o beneficio deste
individuo, mesmo que isso diminua o seu beneficio pessoal, e um agente ciumento,
ou invejoso, busca diminuir o beneficio de agentes bem sucedidos quando ele nao

consegue aumentar o seu proprio.

Agora que temos o conceito de escolha hiper-racional definido nosso ob-
jetivo é aplica-lo como base da teoria de jogos e adaptar a equacgao de replicagao para
agentes hiper-racionais. Essa construcao e suas consequéncias serao apresentadas nos

proximos capitulos.
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7 JOGOS COM AGENTES HIPER-RACIONAIS

Sabemos que agentes hiper-racionais podem ter como objetivo o lucro
ou prejuizo para si ou qualquer outro jogador envolvido. Para quantificar essas hi-
perpreferéncias e aplica-las no pagamento do jogador noés iremos definir a matriz de
preferéncias R, onde a entrada r,, € [—1, 1] denota a preferéncia do jogador v pelo
jogador u e r,, € [—1,1] é preferéncia de v por si mesmo. Quando r,, ¢ positivo, o
jogador v busca aumentar o lucro do jogador u. Quando 7, ,, € negativo, o jogador v
busca diminuir o lucro do jogador u. Se r,,, ¢ zero, o jogador v é indiferente quanto
ao lucro ou prejuizo de u. Além disso, vamos definir que R ¢ linha estocastica em

modulo, ou seja, temos que

N
Z ol =1 (7.1)
u=1

Essa hipotese nao implica em perda de generalidade, pois, se nao fosse,
bastaria dividir as entradas de R por essa soma para tornar R linha estocastica em

moédulo.

Em outras palavras, o pagamento de um jogador hiper-racional é uma
média ponderada entre o seu pagamento efetivo e um pagamento virtual proveniente
de suas preferéncias, onde os pesos sao as entradas da linha correspondente ao joga-
dor na matriz R. Com isso, dado um perfil de estratégias X = {x1,xa,...,xn} € A
e as matrizes de pagamento B,,Vv € V, podemos definir o pagamento para agentes

hiper-racionais como segue.

N N
1
H _
(X)) =7Tpp |TuBy N1 Eﬁ T + E Tpu (T Buy) (7.2)

u=1 u=1
uFv uFv
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Temos agora um novo termo sendo somado na nossa funcao de paga-
mento, ¢ o pagamento de u no jogo classico entre u e v. Dizemos que esse termo é

o pagamento de u percebido por v e vamos denotéa-lo por

ﬂ-z‘:v(a}ua w'u) = wuBuwv (73)

Note que o jogador v nao possui informagao sobre as preferéncias de u,
pois conhece apenas a estratégia mista e a matriz de pagamentos de u, além disso,
para que v possa estimar o impacto das suas agoes no pagamento de u, ele assume
que u é um jogador racional. Essa assimetria de informagao é importante e suas

consequéncias serao discutidas na se¢ao a seguir.

Definiremos agora o hiperequilibrio, que usa o pagamento (7.2). Esse
equilibrio é analogo ao equilibrio de Nash, definido em 3.3.2, porém usa o pagamento
hiper-racional e tem as hiperpreferéncias do jogador imbuida na sua formulagao. Essa
distingao permite analisar separadamente os novos equilibrios introduzidos pelas

hiperpreferéncias dos jogadores [2].

Definigao 7.0.1. Dado um perfil de estratégias X* = (%, a3, ..., xy) € A e uma

matriz de preferéncias R, dizemos que X™* é um hiperequilibrio se
H * * H *
T (wa—i) 2 T (mv?X—i>

para todo &, € Ayy,. Se a desigualdade for estrita, dizemos que X* ¢ um hiperequi-

librio estrito.

Na proxima segao iremos analisar um jogo que possui um hiper equili-
brio diferente do equilibrio de Nash esperado por um jogador racional, mostrando

na pratica o motivo de haver essa separacao nas definigoes.
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7.1 Assimetria de informacao no jogo hiper-racional

Num primeiro momento, pode-se pensar que as preferéncias sociais po-
dem ser descritas através de mudancas na matriz de pagamentos do jogador, porém
o exemplo a seguir mostra que isso nao é possivel, pois um jogador nao possui in-
formagcao sobre as preferéncias dos demais. Considere um jogo com dois jogadores

hiper-racionais, v; e vy, com a matriz de pagamentos abaixo.

Al (1,3)](2,4) | (0,6)
v, B|(2,2)](22) ] (1,1)
Cl (1) (1,1

Tabela 7.1: Matriz de pagamentos do jogo exemplo.

O jogador vy é altruista, ou seja, ele se importa com o pagamento do
seu adversario, mesmo que resulte em um pagamento efetivo menor para si proprio,
porém v, age como um jogador racional classico, se importando apenas com seu

pagamento. A matriz de preferéncias é como segue.

R = (7.4)

O N
— N

Assim, enquanto vy joga usando a matriz (7.1), v; joga usando uma
matriz de pagamentos virtual que leva em consideragao suas preferéncias. O paga-
mento virtual de v; é dado pela matriz abaixo, onde seu pagamento foi calculado de

acordo com a equagao (7.2).

Do ponto de vista de vy, podemos ver que a estratégia B, de vy, do-
mina fracamente todas as demais estratégias e, portanto, v, tera de decidir entre as

estratégias X e Y, pois sao as que lhe dao o maior retorno contra B.
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X Y Z
Al©23)] (3.4) ] 3,6)
v Bl (2222 11)
clan| @]

Tabela 7.2: Matriz de pagamentos virtual de v;.

Vg
X Y
v B[(2,2)](2,2)

Tabela 7.3: Matriz ap6s a remogao das estratégias dominadas.

Finalmente, apesar de ambas opg¢oes resultarem no mesmo pagamento,
vy ird jogar Y, pois possui um melhor pagamento esperado contra A ou C. Do ponto
de vista de vy, a estratégia A domina fracamente todas as demais e, portanto, seré
a sua escolha. Assim, o hiperequilibrio desse jogo é dado pelo perfil (A,Y), com
pagamento efetivo (2,4), enquanto os equilibrios de Nash, esperados por vs, sado

dados por (B,Y) e (B, X), com pagamento efetivo (2,2).

Além disso, se as preferéncias pudessem ser simplesmente traduzidas na
matriz de pagamento o equilibrio seria dado pelo perfil (A, Z), pois v, iria explorar o
altruismo de v; para obter um pagamento maior para si mesmo. Esse comportamento
sO acontece por conta da assimetria de informagao entre os jogadores. Cada jogador
possui um pagamento virtual proprio que influencia suas decisoes e, como vimos no
exemplo acima, muda o resultado do jogo. Porém, em um jogo iterado, v seria capaz
de, eventualmente, descobrir e explorar o altruismo de v;. Esse comportamento é
esperado de um jogador racional, que busca o melhor pagamento para si, mas ainda

assim o resultado seria diferente dos equilibrios de Nash do jogo.
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8 EQUACAO DE REPLICACAO
HIPER-RACIONAL EM REDES FINITAS

Nos capitulos anteriores nés introduzimos um modelo para jogos evo-
lucionarios em redes finitas [7], agora iremos modificar a fungao de pagamento (7.2)
para que ela comporte jogos em redes finitas e, em sequéncia, iremos utilizar esse

pagamento como base da equacgao de replicagao (5.2).

Primeiramente, dado um perfil de estratégias X € A e um grafo G
descrito por sua matriz de adjacéncias A, vamos relembrar a defini¢ao de k,(X), o

jogador virtual da vizinhanca de X.

N

ko(X) = d% > ayuty (8.1)

u=1

Note que estamos usando a vizinhanga ponderada por d,, o grau do
vértice v. Para completar, dadas as matrizes de pagamento B,,Vv € V, e a matriz
de preferéncias R, definimos o pagamento esperado de v ao usar a estratégia x,

como

N
1
7Tv<mvaX—'v) = rv,vvav <d_1) ;av,uwu> + (d

v,T

N
1
> m,uav,ua:uBu> T,
(8.2)

u=1
1 N
= Tv,vvavkv + d E rv,uav,uwuBu Ly
CR—

onde d,, ¢ o grau de preferéncias do vértice v, a soma dos pesos das arestas para
os vértices que v possui preferéncia. Por conveniéncia usaremos somente 7w, para
denotar esse pagamento, pois a partir de agora esse sera o pagamento utilizado em
todos nossos calculos, exceto quando explicitamente dito o contrario. Da mesma

forma, iremos reutilizar a notagdo de p,s = m,(€s, X_y) € ¢y = (X0, Xyp), 0
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pagamento de v ao usar a estratégia pura e s e o pagamento esperado de v ao usar

x,, respectivamente.

Finalmente, a equagao de replicagao hiper-racional para jogos em redes

finitas é dada, em sua forma extensa, por

N
. 1
Fy.s(t) = y4(t) [rv,vestk,,(t) + ( i er,uav,umu(twu) es (8.3)

7ou=1

ron@o(t) Bk () — ( — er,uav,uwu(t)3u> wv(t)]

Para facilitar a leitura, podemos reorganizé-la da seguinte forma

Ty o(t) = T, 4(1) [r (€sByky(t) — a4 (t) Byky (1)) (8.4)
+ dir > routou (@u(t)Bues mu(t)Buxv(t))]

A primeira parte da equacao é a mesma equacao de replicacao definida
em (5.2), enquanto a segunda parte ¢ a diferenga entre o pagamento percebido
de u por v ao usar a estratégia s e ao usar a estratégia x,. Diremos que essas
sao, respectivamente, a parte pessoal e parte social da equagao de replicagao hiper-

racional e denotamos
Yy s(t) = 10 (€sByky(t) — @4 (1) Byky (1)) (8.5)

como a parte pessoal da equagao, e

1 N

’711,5(75) = . Z Tvulv,u (mu(t)Bues - wu(t)Bumv (t)) (8'6)

u=1
como a parte social da equacao. Assim, a nossa equacao de replicacao pode ser

apresentada na sua forma reduzida como

:tv,s(t) = xv,s(t) (wv,s(t) + %},s(t)) (87>
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A seguir, iremos demonstrar algumas importantes propriedades da equa-
¢ao (8.3) e as hipoteses necessarias para que ela seja equivalente as demais equagoes

de replicacao apresentadas neste trabalho.

8.1 Existéncia e unicidade da solugao

Nosso objetivo é provar que a equagao (8.3) satisfaz as hipoteses do
teorema 2.0.13 e, portanto, possui uma tnica solucao para cada condicao inicial
dada. Precisamos apenas mostrar que (8.3) é Lipschitz, pois pela compacidade de
Ay teremos que (8.3) também ¢ continua e limitada em A,,. Para isso, dados
x,y € A, defina F,(x) = [a’cv,l...z'cv’s...:i:v,M]T, para todo v € Ves € S, e
a fungao c¢(t) = y + t(x — y) de forma que, usando o teorema fundamental das

integrais de linha 2.0.4, obtemos

Fy(x) — Fu(y) = Fu(c(1)) — Fo(c(0)) = /0 VE,(c(t) (& —y) dt,Yyv eV (8.8)

Assim, temos

1
IF\(2) - Fy(y)] < / IVE()] 2 -yl dt, ¥ € V (8.9)
onde .
0F, OF, 0F,
VE,(x) = [ e B B (8.10)

Agora vamos analisar as entradas de V F,(x) para tentar limitar o valor
de seu modulo e encontrar a constante de Lipschitz L para a equagao de replicagao

hiper-racional. Assim, para todo s € S e v € V, onde b,,; ¢ a entrada (i,7) da
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matriz de pagamentos B,, temos

M M N
aFv Tv K}
- E E avu v,s,1Lu,l — E E E Ay u Ly, kbvklmul (811)
0T
’ =1 u=1 =1 k=1 u=1
N
1
+ E Ty ulo E L, kbuks E E L, kbuklxvl
dv,r —
u=1 =1 k=1
N
Tvw b
- d Ay v,8 v,5,1Tu,l
v =1 u=1
N M
1 2
- d E Ty ulou E xu,kbu,k,sxms
VT
" u=1 k=1

Pela desigualdade triangular, temos

M N M M N
0F, < |7 T
O =17 ZE av,ubv,s,lafu,l + d E E E av,uxv,kbv,k,lwu,l
e Y=l u=l V=1 k=1 u=1
N M
1
+ d E E Tv,uav,uxu,kbu,k,s
U u=1 k=1
1 N M M
+ d 'ZZer,uav,uxu7kbu7k7lwv7l (812)

VT u=1 1=1 k=1

, M N
v,V
+ E E Qy ux bv )8 ll'u l
d,

=1 u=1

1 N M

+

2
Tv,uav,uxu,kbu,k,sxv,s

S8

v,r

Il
—
B
—_

u =
Para simplificar, tome b = max{b, x;},Vv € V e k,l € S, e lembre-se que x,, € Ay,
portanto Z]szl T,s = 1,Vv € V. Além disso, assumimos que 7, € [0, 1] para todo
v,u € V, porém o resultado ainda vale para valores em [—1, 1], basta tomar o médulo

de cada r,,. Entao podemos reescrever a equagao acima da seguinte maneira,

OF,
H < |ryoND| 4 |1y o Nb| + |1 — 1| [ND] (8.13)

0y 5

+ |1 — 7y [NO| + ’rvyvaa:is‘ + (1 — 7y ’Nba:aS!
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Por fim, utilizando o fato de que :L'as < 1, concluimos que

OF,
|| < 114 6014 11l
Loy,s
+ |1 = 7y0| INB| + |7y NB| + |1 — 7, | [ND] (8.14)
< 3Nb

Com isso, podemos limitar o médulo de VF,(x) da seguinte forma

IVE,(x)|| < VIMN2?2 = 3NbWM = L (8.15)

Finalmente chegamos no resultado desejado, pois ao substituir o resul-

tado acima na equagao (8.9), concluimos
1
1Fu(z) = Fu(y)ll < L/ lz =yl dt = Lllz — yl|,vv € V (8.16)
0

Portanto, temos que F;, é de Lipschitz e satisfaz todas as condi¢oes do teorema de

existéncia e unicidade da solucao 2.0.13.

8.2 Invariancia de A,

Suponha que x,(t) € Ay é a tnica solu¢ao do problema (5.2) obtida
ao tomar ¢, € Ay. Suponha também que existe um instante ¢; tal que z, ¢(t1) < 0.
Pela continuidade de todas as componentes da solugao, temos que existe um t, < t;
tal que x, 5(t2) = 0. Pela equagdo (8.3), temos que &, 4(t2) = 0 e, portanto, =, s(t3) =
0,Vts > t5. Pela unicidade da solugao, concluimos que nao ha ¢; tal que z, s(t1) <0
e, portanto

2,(0) € Ay = my(t) > 0,V > 0 (8.17)
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Note que a variacao total na distribuicao de estratégias de um jogador

v € V énula, pois Y., x,(t) = 1. De fato,

M M 1 N
Z Cbv,s = Z Ty,s [Tv,vestk'v + <d Z rv,uav,uwuBu) €s (818)
s=1

s=1 U =1

N
1
- rv,vmvakv - (d er,uav,umuBu> le]

7ou=1

Que pode ser simplificada da seguinte maneira

M
wa [Z Ty s€sByky — Ty Byky wa] (8.19)
s=1

N M M
1 § T §
wuBu xv,ses - (L’u Bumv xv,s
s=1 s=1

+
dUT‘

7ou=1

Ty ulou

Finalmente, temos

me Fow [Ty Byky — Ty Boky] (8.20)
N
er wl [T By®y — Ty By =0
UT’ u= 1

Isso significa que

M M
D wus(t) =) 2,,4(0),¥t > 0,V0 €V (8.21)
s=1 s=1

Portanto, tomando @, (0) € Ay, e usando os resultados (8.17) e (8.21),

concluimos que

Vo €V :xy(0) € Ay = xp(t) € Apy,VE >0 (8.22)

Em outras palavras, se a condi¢ao inicial do problema for uma distri-

buigao de estratégias, entdo x,(t) serd uma distribuigao de estratégias V¢ > 0.
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8.3 Hiperequilibrios sao pontos fixos da equacao de

replicacao hiper-racional em grafos

Suponha que o perfil de estratégias X* é um hiperequilibrio, como

definido em 7.0.1, teremos

(1) = ), (8) (P55 (1) — 03 (1))
=2 (1) (mo(es, @7, (1) — mo(@(t), 2%, (1)) (8.23)

Usando o resultado (8.22), concluimos que

i,,=0,Vse S YveV (8.24)

Assim, todo hiperequilibrio é um ponto fixo da equacao de replicacao

hiper-racional em grafos.

8.4 Estratégias puras sao pontos fixos da equacao de

replicagao hiper-racional em grafos

Suponha que x,(t) = e4. Entdo, p,,(t) = ¢.(t) e

Eog(t) = 2uglt) (pugt) — 6,(8) = 1-0 =0 (8.25)

Além disso, Vs # ¢, temos

iv,s(t) = wv,s@) (pv,s(t) - ¢v(t>> =0- (pv,s(t) - ¢v(t)) =0 (826>

Logo, se &, (t) ¢ uma estratégia pura, concluimos que &, 4(t) = 0,Vs € S

e, portanto, um ponto fixo da equagao de replicagao hiper-racional em grafos.
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8.5 A equacao de replicacao como caso especial

Basta tomarmos R = I™*N a matriz identidade de RN, Assim, a

equagao (8.3) sera dada somente por

Ty s(t) = Ty 5(t) (€sBuko(t) — @4 () Byky (1)) (8.27)

A equagao (8.27) é a equagao de replicagao em grafos, que possui a

equagao de replicagdo como caso especial, como vimos no teorema 5.2.1.
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9 DILEMA DO PRISIONEIRO
HIPER-RACIONAL

No inicio deste trabalho nés introduzimos o Dilema do Prisioneiro com
matriz de pagamentos 3.1 e vimos que o perfil de estratégias {dela¢ao, delagao} era
o unico equilibrio de Nash do jogo. Agora vamos considerar o mesmo jogo, com a

mesma matriz de pagamentos, porém com v; e v9 como jogadores hiper-racionais.

Como nesse jogo temos apenas dois jogadores e duas estratégias pode-

mos denotar a matriz de preferéncias dos jogadores como

R=| ™ tTn (9.1)

11—y Ty
onde 71,79 € [0, 1] denotam a preferéncia do jogador por si mesmo. Vamos descon-
siderar valores negativos para as preferéncias nesse jogo, pois o pagamento virtual
da estratégia delagdo aumenta quando um jogador tem preferéncia negativa pelo
outro, somente reforcando a dominancia do jogo classico, e o pagamento virtual da

estratégia siléncio se torna dominante quando um jogador tem preferéncia negativa

por si mesmo.

Denotaremos a probabilidade do jogador ¢ = 1,2 usar a estratégia
siléncio por x; s e a estratégia delagdo por x; 4 = (1 — x; ). Assim, sendo j o adver-

sario de 7, a equacao de replicacao para esse jogo é dada por
Tiys = Tis(1 = i) {2 [ri(=2) + (1 = 73)(5)]
+ (L =) [ri(=2) + (1L = r:)(5)]}
= @is(1 — @) [ri(=2) + (1 = 73)(5)]

= ZL’LS(l — [L'i73) [5 — 7’/"Z]

9.2)

o4



Note que a variacao nas probabilidades de ¢ dependem somente de suas
hiperpreferéncias, sendo completamente independente do perfil de estratégias do seu

adversario. De fato, para valores de r; maiores que % o jogador 7 ira, eventualmente,

sempre escolher delagdo, para valores menores que % ird sempre escolher siléncio e

para valores iguais a % o estado inicial de 7 sera seu estado de hiperequilibrio. Esse

comportamento pode ser observado na figura 9.1.

Figura 9.1: Probabilidade do jogador usar siléncio, onde a condicao inicial é 0.5 para

todas estratégias para ambos jogadores.
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0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
r r

1 1

Nos interessa saber se esse comportamento é geral ou uma excecao e, por
isso, vamos usar um defini¢cao mais geral para o pagamento do dilema do prisioneiro,

dada por

R S
B = (9.3)
T P

onde R é a recompensa pela cooperacao entre os jogadores, T' é a tentagao para trair,
P é a punicao pela traicao mutua e S é o pagamento do ingénuo, que foi traido.
Para que esses valores representem um dilema do prisioneiro eles devem respeitar a

seguinte restrigao.

T>R>P>S (9.4)

95



Assim, a equacao de replicagao para um dilema do prisioneiro geral é

dada por

T =xis(1 —xis) {zjs [ri(R—T)+ (1 —1)(R—9)]
+ (1 =) [ri(S = P)+ (1 —m)(T — P)[}
(9.5)
= i1 = ) (s[5 (R = T) + (1= 2,,)(S — P)]

+ (1 =ri) [2js(R—=5) + (1 — ;) (T = P)]}

Um jogador nao muda sua estratégia quando #; ; = 0. Portanto, vamos
assumir que &; s = 0 para algum perfil de estratégias X e, assim, a equagdo (9.5) se
torna

0=ri[zjs(R=T)+ (1 -2;s)(5 = P)] (9.6)
+ (=) [2js(R = 5) + (1 = 2;)(T = P)]

que podemos simplificar da para obtermos
0=ri(S—T)+z;s(R—S5)+ (1 —z,;,)(T - P) (9.7)

e, por fim, isolamos r; para obter

ri = 5T (9.8)

Com isso, se a igualdade
T+S—-—P—-R=0 (9.9)

for satisfeita, basta que tenhamos

P-T
N 1
= o (9.10)

para que ; = 0 para todo t > 0, fazendo com que a condigao inicial de ¢ seja um

hiperequilibrio. Note que a igualdade (9.9) é, de fato, satisfeita para os pagamentos

de 3.1, R=-2,5=-7,T =0,P = —5. Além disso, a igualdade (9.8) nos da uma
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forma de encontrar o ponto de sela, onde qualquer variagao em r;, para mais ou para
menos, vai alterar o resultado do jogo. Também podemos ver uma ligacao entre r; e

xj s, que iremos avaliar agora.

Podemos alterar a matriz 3.1 para que haja uma dependéncia direta-

mente proporcional entre r; e x4, basta tomar R = —1, assim a equagao (9.8) se
torna
S5+ x,
= Tjs (9.11)

Como z;,, € [0, 1], para valores de r; no intervalo [2, 8] a distribui¢ao de
estratégias do jogador ¢+ depende diretamente da distribuicao de j e, em algumas con-
digoes especiais, temos um ponto de equilibrio interno para cada um desses valores
de r;. Discutiremos mais sobre esse ponto de equilibrio ao final desta segao. Como a
matriz de pagamentos € igual para ambos jogadores, esse intervalo de dependéncia é
igual para os dois jogadores e a solu¢ao dentro do quadrado [%, g] X [%, %] dependera
da distribuicao de estratégias de ambos. Esse comportamento pode ser observado
na figura 9.2, onde o ponto de sela da solugao se encontra na diagonal do quadrado

[2,8] x [2, &]. Também ¢ interessante notar que a estratégia siléncio ¢ predominante

no nosso grafico, pois dela¢ao so6 é vantajoso para de r; proximos de 1.

Da mesma maneira, podemos novamente usar o pagamento definido em
3.1 e tomar S = —6 para que haja uma dependéncia inversamente proporcional entre

r; € T, assim a equagdo (9.8) se torna

ri = ——22 (9.12)

Agora temos [%, g] como nosso intervalo de dependéncia que, novamente,

é igual para ambos jogadores. Agora o ponto de sela estaré na diagonal do quadrado

45 45 ~ ~ ~ : ~
15,8l X [5> 5] e apesar de ainda ndo ser predominante, a faixa na qual delagdo se

torna mais vantajosa aumentou consideravelmente.
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Figura 9.2: Probabilidade do jogador usar si:léncio ao tomar R = —1 no pagamento

dado por 3.1, onde a condicao inicial é 0.5 para todas estratégias para ambos joga-

dores.
Vi Vs
1 1
— 1
0.9 09
L 0.9
0.8 1 0.8 -
08
0.7 1 0.7 -
07
0.6 1 056 1 o6
<054 <05 05
041 04 04
0.3 0.3 - 03
0.2 0.2 1 0.2
0.1 0.1 0.1
0 T 0 B I e 0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
r r

1 1

A hiper-racionalidade dos jogadores envolvidos faz com que a estratégia
siléncio se torne, em geral, mais atraente para o jogador mesmo que a condicao inicial
nao esteja muito préxima de siléncio, enquanto jogadores racionais, mesmo em redes,

tendem a preferir delagdo se houver algum vizinho delator [7].

Na figura 9.4 temos a sobreposicao dos gréaficos dos dois jogadores para
cada pagamento discutido acima. Assim, podemos ver o resultado do jogo em cada
uma das faixas de r; analisadas anteriormente, explicitando a predominéancia da es-
tratégia siléncio e o fato de que, em muitos casos, um jogador recebe o pagamento do
ingénuo S, mesmo podendo aumentar seu pagamento efetivo trocando sua estratégia

para delagao.

Essa sobreposicao nada mais é do que a soma das probabilidades de v; e

vy dividida por 2 exibida na mesma escala das demais figuras desta se¢ao. Assim, as

faixas de transi¢do em 2 e nas diagonais dos quadrados [2, 2] x [2,8] e [2, 2] x [3, 2]

exibem a cor que representa essa média das probabilidades.
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Figura 9.3: Probabilidade do jogador usar siléncio ao tomar S = —6 no pagamento

dado por 3.1, onde a condicao inicial é 0.5 para todas estratégias para ambos joga-

dores.
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Agora iremos analisar a existéncia dos pontos de equilibrio interno no

interior dos quadrados [2, 8] x [2,8] e [2, 2] x [3, 2]. Note que podemos reescrever a

expressao (9.8) da seguinte maneira.

T TS PR

(9.13)

Essa expressao nos dd um valor de z;, em funcao de r;. Como j nao
tem conhecimento sobre o valor de r;, esse equilibrio s6 existe quando r; = r;, pois

nessas condigoes teremos a expressao

e T4+ S—P—R

(9.14)

Assim, para valores de r; = r; dentro da zona de transicao temos um

ponto de equilibrio instavel em (9.14). Para exemplificar vamos usar o jogo que nos

deu a equacdo (9.12), onde para valores de r; = r; € (%, %) teremos um ponto fixo

interno e instavel em

29



Figura 9.4: Sobreposicao dos resultados do Dilema do Prisioneiro para cada paga-
mento apresentado anteriormente. Nos parénteses temos, respectivamente, o resul-

tado do jogador vy e vo, com s para siléncio e d para delagao.
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04 ( S, S)
03
0.2

0.1

R ol R
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

r r r

Tis=05—06r; =5—06r; =xj, (9.15)

Os graficos gerados nesse capitulo nao capturaram esses pontos fixos,
pois a condi¢ao inicial [0.5,0.5]7 nao pertence a nenhuma das zonas de transigao
dadas nos exemplos. Para demonstrar a instabilidade deste ponto, basta considerar

a equacao de replicacao dada por esta matriz de pagamentos, que é a seguinte.

i’i75 =5- 67“i — Tjs (916)

Como o jogo é simétrico, a equacao é a mesma para ambos jogadores.
Como concluimos acima, se ;s = 5 — 6r;, temos &; ; = 0, porém qualquer alteracao
em z,, fard com que ; ; # 0. Novamente, pela simetria, qualquer perturbagao no
equilibrio fard com que o outro jogador também saia do equilibrio. Entao, tomando
r; = Tj e Ty, = Tj, como na relagao (9.15), dado € > 0, Vaj  # x;, tal que
|2}y — ;5] < € teremos que i, # 0. Pela simetria do jogo, o mesmo acontece para
o jogador 7. Note que, se ;s > 5 — 67; teremos @; s < 0, além disso se z; ; < 5 — 67y,
temos &;, > 0. Com isso, concluimos que o ponto de equilibrio dado por (9.15) ¢é,

de fato, instavel.
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10 O JOGO DOS COLEGAS DE QUARTO

Vimos que a assimetria de informacao pode levar o jogo a um resultado
que nao ¢ 6timo para nenhum dos jogadores, onde um jogador ¢ capaz de, até
mesmo, aumentar seu pagamento ao mudar de estratégia unilateralmente. E de
nosso interesse saber se esse também o caso quando jogo se repete ao longo do tempo,
sendo regido pela equagao (8.3), onde esperamos que os jogadores sejam capazes de
identificar explorar as hiperpreferéncias dos demais. Para fazer essa anélise, vamos
definir o jogo dos colegas de quarto, onde podemos observar como o conflito de
interesses e preferéncias interfere no perfil de estratégias ao longo do tempo. E
importante ressaltar que este jogo ainda ¢ como nos jogos classicos, onde a cada
instante dois jogadores vizinhos sao selecionados de maneira aleatoria para jogar
entre si e os jogadores selecionados irao jogar uma estratégia pura com uma dada
probabilidade. Dito isso, nés usaremos uma analogia com a rotina de colegas de
quarto para que o jogo fique mais facil de ser interpretado, mesmo que ela possa
perder um pouco o seu sentido se pensarmos na forma como ocorrem os encontros

entre jogadores em jogos evolucionarios.

Neste jogo temos trés jogadores em um grafo completo, um triangulo
no qual todos interagem entre si, onde os jogadores sao colegas de quarto, porém
existem sentimentos nao correspondidos que mudam a forma como eles interagem.
Para ilustrar essa dinamica vamos considerar duas estratégias, ser organizado e ser
desordeiro, ou O e D. Consideramos que cada um possui sua propria matriz de
pagamentos, definidas abaixo. Lembre-se que a entrada by ;; da matriz By ¢ o pa-
gamento do jogador k ao usar a estratégia ¢ contra a estratégia j, com k € {u, v, w}

ei,j € {O, D}, neste caso.

B, = B, = B, = (10.1)
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Note que u e v se complementam, pois u s6 possui pagamento ao jogar
O com alguém que jogue D e v s6 possui pagamento ao jogar D para alguém que
jogue O, enquanto w s se beneficia ao jogar O contra O. Assim, com jogadores
racionais, é esperado que o perfil (ej, es, 1) seja o resultado final do jogo, onde u e
v irao se relacionar de maneira complementar, v receberd um pagamento de ambas

suas relacoes e w ird conseguir algum beneficio apenas de sua relacao com wu.

Este jogo se torna interessante ao considerarmos jogadores hiper-racionais,
pois as interagoes entre eles deixam de ser tao 6bvias. Considere o caso no qual o
jogador w possui sentimentos por v, v possui sentimentos por w que, por sua vez,
possui somente amor proprio. Essas relacoes podem ser representadas através da

seguinte matriz de preferéncias.

3 3 0
R=1{0 ¢ 2 (10.2)
00 1

Assim, as equacoes de replicacao de cada jogador serao como segue.

jju,O = xu,0<1 - xu,O) (%wv,D + %lxw,D)
I'U,O = xv,0<1 - xv,O) (—%xu’o — %xwp) (103)

i’w,O - xw,O(l - xw,O) (%xu,O + %xU,O)

Pelas equacgoes, podemos concluir que o resultado serd o mesmo do jogo

classico, o perfil de estratégias (eq, ea, €1). Isso pode ser observado na figura 10.1.

Para tornar o jogo mais interessante vamos supor que a afeicao de v por
w esteja cada vez maior e, com isso, v passe a valorizéd-lo com a mesma intensidade
que valoriza a si mesmo. Por conta disso, u comeca a desconfiar dos sentimentos de
v por w e, por citmes, passa a querer o prejuizo de w. Essa nova dinamica pode ser

representada pela seguinte matriz de preferéncias.
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Figura 10.1: Evolucao do uso da estratégia O para cada um dos colegas de quarto
com R dada em (10.2), [0.5 0.5]7 como condigdo inicial para todos jogadores e

t € [0,40].
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Com essas mudangas, as equagoes (10.3) serao dadas por
- 2 1 1
Tu,0 = mu,O(l - aju,O) (5xv,D + 5Lw,D — 1_0:511),0)
- 1 1
Ty,0 = xv,O(l - xv,O) (wa,O - qu,O) (105)

:tw,O = xw,O(l - xw,O) (%xu,O + %xv,O)

Note que a equagao de w nao mudou e, portanto, se z, 0 > Oouz,o > 0
teremos que z,, 0 — 1. Entao, assumindo que z,, 0 = 1 enquanto z,.0,x,0 € (0,1)

para algum ¢ > 0 , temos que

w

tho > 0 <— Ty,0 < (106)

Z)
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ou seja, uma condicao para que u continue jogando O e agradando ao jogador v.

Porém, ao mesmo tempo, temos
Ey,0 < 0= 2y,0 2 Tw,0, (10.7)

que nos da uma condicao para que v nao deixe de jogar D, que agrada o jogador u,
para jogar O, que agrada o jogador w. Caso as condigoes (10.6) e (10.7) nao sejam
satisfeitas, teremos como solugao o perfil de estratégias (e, e1,€1), onde u passa a
jogar D apenas para diminuir o pagamento de w, pois ele nao recebe mais nenhum
beneficio de sua relagao com v, que agora joga O para aumentar o pagamento de
w, mesmo nao recebendo nenhum pagamento efetivo dessa relacao. Essa dinamica

pode ser observada na figura 10.2.

Figura 10.2: Evolucao do uso da estratégia O para cada um dos colegas de quarto
com R dada em (10.4), [0.5 0.5]7 como condigao inicial para todos jogadores e

t € [0,120].
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Apesar de parecer simples, essa dindmica entre colegas de quarto organizados
e desordeiros pode se tornar complicada quando inserimos os sentimentos humanos

como variaveis. Neste exemplo conseguimos modelar afeicao e ciiimes através das
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hiperpreferéncias dos jogadores, exemplificando o que foi dito no capitulo 6 e mos-
trando como a hipétese de racionalidade nao é suficiente para modelar o comporta-

mento humano em todas situagoes.
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11 SIMULACOES

Para que possamos avaliar o efeito que a hiper-racionalidade tem no re-
sultado de um jogo nos iremos simular os mesmos problemas, estruturas e condigoes
iniciais das simulagoes encontradas em [7]. A matriz de preferéncias que usaremos

depende do grafo onde a simulagao é feita onde as entradas sao dadas por

,8e v =u
Tow = § 340> SC 0 F U € Qyu # 0 (11.1)

0, se ayy =0

onde d, é o grau do vértice v. Em outras palavras, um jogador possui preferéncia %
por si e o resto é dividido igualmente entre todos seus vizinhos. As simulag¢oes foram
feitas para 3 tipos de grafo estrela em 3 diferentes condigoes iniciais para os jogos
do dilema do prisioneiro nao estrito, biestabilidade e coexisténcia. As arestas mais
grossas na estrela assimétrica ponderada possuem peso 3, enquanto todas demais

arestas possuem peso 1.

Vamos comegar com o dilema do prisioneiro nao estrito, cuja a tnica
diferenga do dilema que vimos até o momento é que as desigualdades em (9.4) sdo

nao estritas. A matriz de pagamentos usada nas simulacoes é dada por

—_

0
B = (11.2)
0

[\J[o%)

Podemos ver na figura 11.1 o resultado das simulag¢oes. Ao contréario do
jogo com jogadores racionais, o siléncio é predominante dentre os jogadores hiper-
racionais e delacao aparece somente por conta da centralidade de 1, que distribui
o pagamento da tentagao para sua vizinhanca por conta das hiperpreferéncias dos
jogadores. Porém, ainda temos um equilibrio misto na estrela assimétrica ponderada
para a condicao inicial a, que surge por conta do incentivo inicial para que 2 use

siléncio que é freado quando 1 passa a usar exclusivamente delacao.
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Figura 11.1: Probabilidade do jogador usar siléncio no dilema do prisioneiro em
diferentes grafos estrela com matriz de pagamentos (11.2). Na primeira coluna temos
a distribuigao de estratégias para ¢ = 0 e nas demais temos a distribuicao para
t = 100 nos grafos dados. As simulagoes para jogadores racionais foram feitas por

Madeo e Mocceni e podem ser encontradas em |[7].
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No jogo da biestabilidade um jogador recebe um pagamento somente
quando joga contra a mesma estratégia que estd usando, onde uma delas pode, ou
nao, gerar um pagamento maior do que a outra. A matriz de pagamentos que foi

usada na simulagao é a seguinte.

B= (11.3)

O resultado para as simulagdes do jogo da biestabilidade pode ser ob-
servado na figura 11.2. Vemos que, no caso racional, os jogadores sempre querem
usar a estratégia que a maioria de sua vizinhanga usa, o que leva ao equilibrio misto
na estrela aberta com dissidente central e & dissidéncia de 2 e 6 na estrela assimétrica
ponderada com condi¢ao inicial ¢. No caso hiper-racional temos uma situagao pare-

cida, pois as hiperpreferéncias acentuam o incentivo por estar na moda, fazendo com
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que nao haja mais o equilibrio misto na estrela aberta e aumentando a importancia

das relagoes de menor peso na estrela assimétrica ponderada.

Figura 11.2: Probabilidade do jogador usar a estratégia 1 no jogo da biestabilidade

em diferentes grafos estrela com matriz de pagamentos (11.3). Na primeira coluna

temos a distribuicao de estratégias para ¢ = 0 e nas demais temos a distribui¢ao

para t = 50 nos grafos dados. As simulac¢es para jogadores racionais foram feitas

por Madeo e Mocceni e podem ser encontradas em [7].
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No jogo da coexisténcia um jogador recebe um pagamento somente

quando joga contra uma estratégia diferente da que esta usando e todos pagamentos

sao iguais. A matriz de pagamentos que foi usada na simulagdo é a seguinte.

B =

(11.4)

O resultado para as simulagoes do jogo da coexisténcia pode ser obser-

vado na figura 11.3. Ao contrario da biestabilidade, nesse jogo h& um incentivo para

ser diferente dos seus vizinhos e podemos ver que os resultados em ambos modelos

sao praticamente iguais, com excecao dos equilibrios mistos, que sao mais préximos

da condicao inicial no modelo hiper-racional. Isso se deve as hiperpreferéncias, que
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diminuem o incentivo para que os jogadores usem uma estratégia diferente da mais

usada em sua vizinhanca.

Figura 11.3: Probabilidade do jogador usar a estratégia 1 no jogo da coexisténcia

em diferentes grafos estrela com matriz de pagamentos (11.4). Na primeira coluna

temos a distribuicao de estratégias para ¢ = 0 e nas demais temos a distribui¢ao

para t = 50 nos grafos dados. As simulagoes para jogadores racionais foram feitas

por Madeo e Mocceni e podem ser encontradas em [7].
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Além de possibilitar uma comparacao entre jogadores racionais e hiper-

racionais, essas simula¢oes mostram como a estrutura do grafo influencia os hipe-

requilibrios do jogo. Vimos que, mesmo para jogadores racionais, os vértices mais

centrais exercem maior influéncia no resultado do jogo, uma caracteristica que é

acentuada pelas hiperpreferéncias positivas, que aumentam o impacto da centrali-

dade no pagamento de todos jogadores.
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12 CONSIDERACOES FINAIS

A introducao da hiper-racionalidade e da parte social da equagao de
replicacao adiciona mais uma camada de complexidade na dindmica do replicador
e, como vimos, nos permite modelar comportamentos mais complexos. Inicialmente,
nos definimos a fungao de pagamento (7.2) para um jogador hiper-racional v, que é
formada pela soma do pagamento de v com o pagamento dos demais jogadores como
percebido por v ponderada pelas hiperpreferéncias de v. Usando esse pagamento, nos
definimos o conceito de hiperequilibrio 7.0.1, que é analogo ao equilibrio de Nash,
usando o pagamento para jogadores hiper-racionais, o que facilita a comparagao e
analise dos resultados para jogadores racionais e hiper-racionais. Vimos a importan-
cia dessa separacao ao analisar aos efeitos da assimetria de informacao em um jogo
estatico, onde o hiperequilibrio do jogo, encontrado através da dominancia nao es-
trita iterada nos pagamentos virtuais, nao é um equilibrio de Nash, pois um jogador
¢ capaz de melhorar seu pagamento efetivo ao mudar de estratégia unilateralmente,

e isso se deve & assimetria de informacao do jogo com jogadores hiper-racionais.

Também analisamos o dilema do prisioneiro com jogadores hiper-racionais
e mostramos através da expressao (9.8) para os valores de r; que o resultado do jogo
depende, principalmente, da matriz de pagamentos e das hiperpreferéncias do jo-
gador. Com isso, mostramos que a cooperacao é predominante dentre jogadores

hiper-racionais quando consideramos preferéncias positivas por si e pela vizinhanca.

Reescrevemos a equacao de replicacao usando o pagamento para joga-
dores hiper-racionais (8.3) e demonstramos a existéncia e unicidade da solugdo em
A, a invariancia de Ajy, que hiperequilibrios e estratégias puras sao pontos fixos da
equacao e que a equacao de replicacao classica é um caso especial da equagao para
jogadores hiper-racionais. Usando a equagao (8.3) para simular o jogo dos colegas
de quarto noés observamos como as hiperpreferéncias mudam o resultado do jogo,

levando um jogador a preferir um pagamento efetivo menor somente para reduzir o
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pagamento de um adversario. Em seguida fizemos uma comparacao entre o modelo
introduzido por Madeo e Mocenni |7] e a equagao de replicagao hiper-racional, onde
vimos que a hiper-racionalidade aumenta a importancia das ligagoes do grafo para
as quais o jogador possui alguma preferéncia, geralmente causando mudangas no

estado de equilibrio do jogo.

A analise do jogo estatico termina com a afirmacao de que o jogador
racional seria capaz de, eventualmente, identificar e explorar o altruismo de um
jogador hiper-racional. Uma oportunidade para um trabalho futuro que temos é
a analise desses jogos iterados e, até mesmo, de como as estratégias do torneio de
Axelrod se comportam com a inser¢ao de jogadores hiper-racionais. Podem ser feitas
competicoes mistas, com jogadores racionais e hiper-racionais, onde podemos dividir
os vencedores em efetivos e virtuais, para o pagamento efetivo e para o pagamento
virtual respectivamente, e avaliar se jogadores hiper-racionais se o altruismo é capaz

de aumentar os pagamentos individuais e globais do jogo.

Em 2020 foi publicado em [18] um modelo para jogos evolucionarios
com feedbacks ambientais, que é uma dindmica comum em sistemas socioecologicos,
evolucionario-ecolégicos e psicologico-econdémicos. A insercao de jogadores hiper-
racionais nesse contexto pode mudar os equilibrios e ciclos do jogo, provendo uma

nova visao sobre o problema.

Além disso, neste trabalho nao analisamos a estabilidade das solugoes
encontradas para jogadores hiper-racionais, nem o efeito da rede nessas solugoes.
Essa é mais uma oportunidade para trabalhos futuros, junto da analise dos efeitos
da hiper-racionalidade em outros jogos e, até mesmo, na aplicabilidade deste modelo
em problemas reais nas diversas areas citadas nas quais a teoria dos jogos possui

aplicacgoes.
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