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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo demonstrar o teorema de unicidade para bu-
racos negros estaticos (n + 1)-dimensionais. Para isso demonstramos um resultado mais
geral, obtido por Sophia Jahns no artigo “Photon sphere uniqueness in higher-dimensional
electrovacuum spacetimes”: seja (M", g, V, V) um sistema eletrostético assintoticamente
Reissner-Nordstrom de massa m e carga ¢ cujas componentes conexas do bordo dM™ sao
horizontes estaticos nao-degenerados e esferas de fétons quase-locais subextremas, entao
(M", g) é isométrica a variedade de Reissner-Nordstrom n-dimensional de massa m e carga
q, para qual necessariamente deve valer m > |q|. Este resultado generaliza os teoremas ja
conhecidos sobre esferas de fétons e horizontes de eventos de buracos negros estéticos.

Palavras-chave: buracos negros estaticos; variedade de Reissner-Nordstrom; teore-

mas de unicidade; esferas de fétons.



Abstract

This work aims to prove the uniqueness theorem for static (n + 1)-dimensional black
holes. For this we prove a more general result, obtained by Sophia Jahns in the paper
“Photon sphere uniqueness in higher-dimensional electrovacuum spacetimes” present in
[24]: let (M™ g,V,¥) be an eletrostatic system asymptotically Reissner-Nordstrom of
mass m and charge ¢ whose connected componentes of the boundary OM™ are non-
degenerate static horizons and subextreme quase-local photon spheres, then (M", g, V, ¥)
is isometric to the n-dimensional Reissner-Nordstrom manifold of mass m and charge ¢,
for which must necessarily be m > |g|. This result generalizes previous theorems about
photon spheres and static black hole event horizons.

Keywords: static black holes; Reissner-Nordstrom manifold; uniqueness theorems;

photon spheres.
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Capitulo 1
Introducao

Dentre os diversos objetos astronomicos conhecidos, os buracos negros estao entre
os mais misteriosos e interessantes, principalmente por conta de suas propriedades que
desafiam a intuigao humana e deixam qualquer pessoa intrigada. Sua existéncia é prevista
pela Relatividade Geral, na qual, para certos espacos-tempo, pode existir uma regiao cujo
campo gravitacional é tao intenso que nem mesmo particulas de luz conseguem escapar.
Atualmente a pesquisa sobre buracos negros é um campo extremamente amplo, com
topicos diversos tais como o estudo da geometria dos modelos existentes, o estudo de
aspectos quanticos ou a busca por mais evidéncias empiricas da existéncia destes objetos,
dentre outros. Entretanto, a evolucao historica do conceito de buraco negro foi ardua,
sendo bastante discutida (ou obstruida) durante o iltimo século.

As primeiras solugoes da Equagao de Einstein com o comportamento de buraco negro
remontam aos anos iniciais da Relatividade Geral: em 1916, apenas um ano apds Einstein
publicar o primeiro artigo propondo as bases para a teoria, foi publicada a Solucao de
Schwarzschild [49], cujo propésito era modelar o campo gravitacional ao redor de uma
distribuicao uniforme e esfericamente simétrica de massa. Esta solucao apresenta duas
propriedades peculiares: uma singularidade (no sentido de incompletude de geodésicas) e
uma regiao da qual particulas materiais e de luz nao podem escapar. Estas propriedades
traduziam um comportamento fisico bastante estranho, fazendo com que nao fossem le-
vadas a sério pelos principais nomes da Relatividade Geral a época, sob o argumento de
que seriam apenas patologias matematicas da teoria.

Na década de 1930 foram publicados dois trabalhos importantes que permitiam uma
interpretacao fisica das propriedades da solucao de Schwarzschild, afirmando que esta
solugao descreveria uma situacao de colapso gravitacional, isto é, quando o efeito gravi-
tacional de um corpo se torna tao intenso ao ponto deste colapsar sobre si mesmo. Neste
sentido, em 1931, Chandrasekhar demonstrou que nao haviam efeitos que poderiam impe-
dir que um corpo frio com massa maior que 1,44 vezes a massa do sol colapsasse indefini-
damente, e, em 1939, Oppenheimer e Snyder demonstraram que um corpo esfericamente

simétrico e livre de pressao poderia sofrer colapso gravitacional. Apesar destes trabalhos,
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acreditava-se que a existéncia de singularidades e a possibilidade de colapso gravitacional
estavam relacionadas a existéncia de simetrias da solugao, sendo assim esperado que em
situagoes genéricas nao acontecesse.

A partir da década de 1950, porém, com a descoberta dos quasares, se inicia a era
de ouro da Relatividade Geral e dos Buracos Negros, impulsionando o estudo destes
objetos. Com a Relatividade Geral em alta, surgiu o interesse em buscar condi¢oes mais
genéricas para os quais um espaco-tempo poderia apresentar singularidade. Entendendo
singularidade como incompletude de geodésicas causais inextensiveis, na década de 60
surgem os Teoremas de Singularidade, demonstrando que em situacoes suficientemente
genéricas (sem hipdteses de simetria) um espago-tempo apresentard um ponto com estas
caracteristicas. Em 1965, Penrose mostrou que um espago-tempo satisfazendo algumas
condicoes genéricas apresentaria uma geodésica do tipo luz inextensivel e incompleta no
futuro e, em 1966, Hawking provou, também sob condi¢oes genéricas, que um espago-
tempo apresentaria uma geodésica do tipo tempo inextensivel e incompleta. Em 1970,
Hawking e Penrose provaram um teorema de singularidade que mostrava a existéncia de
uma geodésica causal inextensivel e incompleta. Com estes resultados verificou-se que
singularidades ocorrem genericamente na Relatividade Geral e sua existéncia nao esta
atrelada a existéncia de simetrias no espaco-tempo, o que foi um passo importante no
estudo dos buracos negros.

Recentemente tivemos grandes avancos em relagao a evidéncias empiricas quanto a
deteccao destes objetos: em 2015, através da cooperacao entre os detectores VIGO e
LIGO [30], foi possivel detectar, indiretamente, ondas gravitacionais, que teriam sido
causadas pela fusao de dois buracos negros. Além disso, em abril de 2019 foi divulgada
a primeira imagem de um buraco negro, capturada pelo radiotelescépio virtual Event
Horizon, correspondendo ao buraco negro super massivo encontrado no centro da galaxia
Messier 87. Em margo de 2021 uma nova imagem deste objeto foi divulgada, Figura[l] a

qual evidencia a assinatura das linhas do campo magnético.

Figura 1.1: Fotografias do Buraco Negro super massivo no centro da galdxia Messier 87. A esquerda
a primeira fotografia, divulgada em 10 de abril de 2019. A direita a segunda fotografia, que evidencia a
assinatura das linhas de campo magnético, divulgada em 24 de marcgo de 2021.

Fonte: Event Horizon Telescope.
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Diversas solugoes da Equacao de Einstein possuem regides de buraco negro (tal como
a de Schwarzschild). Neste sentido convém estabelecer modelos fisicos e geométricos
mais realistas possiveis para descrever estes objetos. Do ponto de vista fisico, para um
buraco negro isolado, é esperado que ao longo do tempo toda a matéria e energia presente
na regiao exterior seja irradiada para o “infinito” (bem longe do sistema) ou capturada
pela regiao interior. Logo espera-se que a solu¢ao que modela o sistema evolua para um
estado estaciondrio em seus estagios finais [10], o que motiva o estudo dos buracos negros
estacionarios.

O presente trabalho se insere nas discussoes sobre os Teoremas de Unicidade para
buracos negros estacionarios, focando no caso estatico, ou seja, buscaremos teoremas
que garantam que certas familias suficientemente genéricas de solucoes da Equacgao de
Einstein sao isométricas a familias de exemplos mais simples governados por parametros
que traduzam alguma interpretacao fisica. Neste sentido, para o caso 4-dimensional e com
a hipdtese de analiticidade do espago-tempo, temos o Teorema No-Hair, estabelecendo que
solugoes estacionarias e isoladas das Equacoes de Einstein-Maxwell que possuem regioes
de buraco negro sao caracterizadas por apenas trés parametros: massa, carga elétrica e
momento angular [14, [I6]. Portanto, um problema em aberto bastante relevante para o
estudo dos buracos negros consiste em estabelecer um teorema de unicidade para buracos
negros estaciondrios que nao dependa da hipdtese de analiticidade.

O primeiro teorema de unicidade diz respeito a buracos negros estacionarios cuja carga
elétrica e momento angular sejam nulos: neste caso o espaco-tempo é necessariamente
estatico. O resultado estabelece que as unicas solugoes estaticas de wvicuo da Equagao
de Einstein representando buracos negros isolados sao as solugoes de Schwarzschild. Ele
pode ser enunciado, brevemente, da seguinte maneira.

Teorema de unicidade para buracos negros estaticos sem carga elétrica: Seja
(M*, g) um espaco-tempo estdtico e assintoticamente plano que contém um buraco ne-
gro, com g uma solucao de vdicuo da FEquacao de Einstein. Entao o dominio de comu-
nicacao exterior de M € isométrico ao dominio de comunicagao exterior de uma solucdo
de Schwarzschild de mesma massa.

Este teorema foi inicialmente demonstrado por Israel em 1967 [22], assumindo que
o horizonte de eventos seja conexo. Entao, em 1986, utilizando o Teorema da Massa
Positiva, Bunting e Masood-ul Alan [6] conseguiram retirar a hipétese de conexidade do
horizonte de eventos. Os teoremas até entao utilizavam uma hipdtese de analiticidade,
que foi removida por Chrusciel e Galloway [13].

Porém a massa nao descreve totalmente os buracos negros estaticos: existe a solugao
de Reissner-Nordstrom [40], [36], que generaliza a métrica de Schwarzschild considerando
um parametro ¢ € R de carga elétrica, mas mantendo a estaticidade. Esta métrica
é um exemplo de solucao eletrovacuo da Equacao de Einstein e, para o caso em que

m > |q|, dito caso subextremo, representa um exemplo de regiao exterior a um buraco
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negro eletricamente carregado e sem momento angular. Com isso em mente, um bom
teorema de unicidade para buracos negros estaticos precisaria considerar a solucao de
Reissner-Nordstrom, permitindo que o buraco negro possa ter carga elétrica nao-nula.

Analogamente ao teorema de unicidade anterior, existem teoremas de unicidade para
espacos-tempo com buraco negro eletricamente carregado, buscando demonstrar que
solugoes isoladas de eletrovacuo com buraco negro sao isométricas a uma solucao de
Reissner-Nordstrom. A primeira versao foi obtida em 1968, também por Israel [23], as-
sumindo a hipdtese de conexidade do horizonte. Um pouco mais tarde, em 1988, Ruback
retirou esta hipétese [41]. Ambos os teoremas de unicidade citados também utilizavam
uma hipétese de analiticidade, que foi removida por Crusciel e Galloway em 2010 [13].

Com motivagao na Teoria das Cordas, buscou-se generalizar os teoremas de unicidade
para dimensoes maiores do que quatro. Mesmo considerando apenas o caso de vacuo,
o trabalho foi arduo, visto que as provas feitas por Israel, Bunting e Masood-ul-Alan
possuem argumentos especificos de topologia das superficies, por exemplo, a prova feita
por Israel que faz uso do Teorema de Gauss-Bonnet. Apenas em 2003 que Gibbons, Ida
e Shiromizu conseguiram uma generalizacao deste caso, para dimensao n + 1, com n > 3,
e sem fazer uso de hipdteses de analiticidade [19]. Mais recentemente, em 2018, Kunduri
e Lucietti [26], generalizaram o caso em que ha carga elétrica, porém apenas para n > 5
em > |q|.

Também trataremos de teoremas de unicidade envolvendo o conceito de esferas de
fotons. Esferas de fétons sao hipersuperficies do tipo tempo com a propriedade de “cap-
turar” fétons. Elas sao importantes pois, tanto na solu¢ao de Schwarzschild, quanto na
Solucao de Reissner-Nordstrom subextrema, ha esferas de fétons “cercando” o horizonte
de eventos. Neste sentido, considerando a parte do espago-tempo que é exterior a esfera
de fotons e o caso 4-dimensional, em 2015, Cederbaum provou um teorema de unicidade
para o caso de vacuo [§] e em 2016, Cederbaum e Galloway provaram um teorema de
unicidade para o caso de eletrovacuo [9].

Com isso em mente, o objetivo deste trabalho é demonstrar o teorema de unici-
dade para esferas de f6tons e horizontes de eventos em espagos-tempo estaticos (n + 1)-
dimensionais, obtido por Sophia Jahns em [24], o qual engloba todos os resultados citados
anteriormente. Para englobar o caso em que a carga elétrica é nao nula consideramos
o conceito de sistema eletrostatico. De maneira breve, um sistema eletrostatico é um
espago-tempo estatico padrao que satisfaz a Equagao Einstein e as Fquagoes de Mazwell
sem fontes (por vezes chamado de solugao de eletrovdicuo). Neste caso, a geometria do
espago tempo é completamente determinada através de uma quadupla (M™, g, V,¥), na
qual (M™, g) é uma variedade Riemanniana e V| ¥ sao fun¢oes em M™ que satisfazem as

Equacoes de Einstein-Maxwell. Portanto, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 1. Seja (M",q,V,V) um sistema eletrostdtico assintoticamente Reissner-

Nordstrom de massa m e carga q, com n > 3. Suponha que OM € orientdvel, com
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componentes conexas que sao horizontes estdticos nao-degenerados ou esferas de fotons
quase-locais subextremas.
Entao (M", g) é isométrica a uma regido da variedade de Reissner-Nordstrom de massa

m e carga q, onde m > |q|.

A versao do Teorema [I| enunciada em [24] é mais geral do que a enunciada aqui: 14 é
considerada a hipdtese de que o sistema seja pseudo-eletrostatico. Porém, optamos por
demonstrar a versao eletrostatica, tanto para simplificar cdlculos quanto pelo fato de que

desta versao ja decorre um Teorema de Unicidade para Buracos Negros Estaticos.

Coroléario 1. (Unicidade de Buracos Negros Estdticos) Seja (M",g,V,¥) um sistema
eletrostdtico assintoticamente Reissner-Nordstrom de masssa m e carga q. Suponha que
OM é um horizonte estdtico nao-degenerado (possivelmente desconezo).

Entao (M",g) € isométrica a regiao exterior da variedade de Reissner-Nordstrom de

massa m e carga q, com m > |q|.

E importante salientar que o Teorema 1| admite uma caracterizacao quase-local para
esferas de fotons, que sera discutida na Secao [4.3.1} Para esferas de fotons em sistemas
eletrostéticos (sob ponto de vista global) a caracterizagao quase-local presente no Teorema
vale desde que fagcamos uma hipdtese adicional em relacao a curvatura escalar destas
hipersuperficies, como veremos na Proposigao 23] Com isso em mente, pode-se enunciar
o seguinte teorema de unicidade para esferas de f6tons (caracterizadas do ponto de vista
global, e nao quase-local), também presente em [24], que é consequéncia imediata do

Teorema [Il

Teorema 2. Seja (M",g,V,V) um sistema eletrostdtico assintoticamente Reissner-
Nordstrom de massa m e carga q, com n > 3, tal que OM € uma esfera de fotons
(possivelmente desconexa) para qual todas componentes conexzas X' sdo subextremas.

Assumindo também que
(Z) VlaM" > O;
(ii) a curvatura escalar de 7' com respeito a métrica induzida, R,,, € constante.

Entao (M™, g) € isométrica a variedade de Reissner-Nordstrém de massa m e carga q com
m > |q|. Em particular, OM™ € a esfera de fotons da variedade de Reissner-Nordstrom
de massa m e carga q, ou seja, possui apenas uma componente conera e € uma esfera

topoldgica.

Apesar de parecer redundante, este resultado é bastante importante pois esferas de
fotons se conectam com o conceito de lentes gravitacionais, podendo inspirar novos

métodos de detecgao de buracos negros, auxiliando em observagoes empiricas. Quanto
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ao Teorema |1}, este apresenta a vantagem de demonstrar que m > |g|, sem que precisemos
admitir isto como uma hipdtese (como era feito em provas antigas).

Este trabalho é organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 apresentamos as bases
tedricas da geometria pseudo-Riemanniana e da Relatividade Geral, focando em resulta-
dos que serao tteis para o entendimento das hipoteses do Teorema |1 ou da sua prova. No
Capitulo 3 discutimos os espagos-tempo estaticos, com o objetivo de construir a nocao
de sistema eletrostdtico e apresentar o espago-tempo de Reissner-Nordstrom (n + 1)-
dimensional de massa m e carga ¢ como um exemplo de sistema deste tipo. No Capitulo
4 definimos buracos negros estacionarios e discutimos uma caracterizacao para buracos
negros estaticos, além de apresentar o conceito de esferas de fotons em sistemas ele-
trostaticos e estabelecer propriedades quase-locais das mesmas. Finalizamos o Capitulo 4
apresentando consideragoes referentes a assintoticidade que serao bastante uteis durante
a prova do Teorema [I] considerages que fundamentam a interpretacao de que buracos

negros estaticos sao sistemas isolados. No Capitulo 5 apresentamos a prova do Teorema

M
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Capitulo 2
Preliminares

Neste capitulo apresentamos as preliminares necessarias de geometria pseudo-Rieman-
niana e de Relatividade Geral. Assumimos do leitor um conhecimento basico da teoria
de variedades diferencidveis, para a qual boas referéncias sao [29] e [37], que foram as

referéncias utilizadas para este capitulo.

2.1 Meétricas pseudo-Riemannianas

Para discutir aspectos geométricos das variedades diferenciaveis recorremos ao conceito
de métrica pseudo-Riemanniana, que nos permite realizar medicoes geométricas em uma
variedade. Em um espago vetorial (tal como o espago euclidiano, R"™), a ferramenta
matematica que nos permite estabelecer uma boa nocao de métrica é o produto interno.
Motivados por uma intepretagao fisica (que serd explorada mais adiante) nao nos atemos
apenas aos produtos internos, mas sim a um objeto um pouco mais geral: as formas

bilineares, simétricas e nao-degeneradas.

Definicao 1. Seja V™ um espaco vetorial real de dimensdo n. Considere uma aplicagcao
bilinear (-,-) : V- x V. — R. Dizemos que (-,-) é:

(i) simétrica, se (u,v) = (v,u), para todos u,v € V;
(ii) nao-degenerada, se vale: (v,w)=0,Yw eV = v=0.
Neste contexto, a seguinte proposicao garante uma boa caracterizagao:

Proposicao 1. (Lei da inércia de Sylvester) Seja V' um espago vetorial de dimensdo n e
uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada (-,-). Entdo existe uma base {ey,--- ,e,}

de V' e inteiros nao negativos r, s para quais s +r = n, tais que
(== = = (P ()2 (2.1)
onde (f')> = f'@ f e {f',---, f"} € a base dual associada, isto €, f*(ez) = 0F.
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Note que (e;,e;) = 1 ou —1, a depender do vetor e; considerado, e que (e;,e;) = 0
para todo i # j. Por conta disso dizemos que {ey,--- ,e,} é uma base ortonormal para
V. Os nimeros s e r independem da base ortonormal considerada, e por isso estabelecem
o que denominamos assinatura da forma bilinear, simétrica e nao-degenerada. Neste caso
dizemos que (-,-) tem assinatura (s, 7).

Com isso em mente podemos definir métrica pseudo-Riemanniana.

Definicao 2. Uma métrica pseudo-Riemanniana g em uma variedade diferenciavel M
é um campo (0,2)-tensorial, simétrico e nao-degenerado com assinatura constante. Ao
par (M,g), formado por uma variedade diferencidvel M e de uma métrica pseudo-

Riemanniana, damos o nome de variedade pseudo-Riemanniana.

Observacgao 1. Sequimos a convengao de utilizar o termo “diferencidvel” para nos referir
a reqularidade C*. Além disso, a menos quando mencionado o contrdrio ou quando nosso
propaosito for demonstrda-la, a reqularidade C* serd assumida durante o restante do texto.
Porém, haverd situagoes em que a reqularidade mdzima atingida serda CY*t, isto €, uma

vez diferencidavel com derivada Lipschitz.

Assim, em uma variedade pseudo-Riemanniana (M, g), a métrica g associa cadap € M
a uma forma bilinear, simétrica e nao-degenerada g, : 7,M x T,M — R. Além disso,
a assinatura de g, ¢ a mesma para todo p € M, o que nos permite dizer que g tem
assinatura (s,r) quando, para cada p € M, g, tem assinatura (s,r). Também, quando
nao houver ambiguidade quanto a métrica considerada, utilizamos a notagao de produto
interno, (-, -), para uma métrica pseudo-Riemanniana g. Neste caso, para campos vetoriais
X,Y € X(M) escrevemos

g(X,)Y)=(X,Y) e C* (M),
pois, dado p € M, temos X,,,Y, € T,M e
g(X,Y)(p) = gp(Xy, Yp) = <Xp»Yp>p €R.

De maneira andloga as bases ortonormais de um espaco vetorial, em uma variedade
pseudo-Riemanniana podemos estabelecer referenciais ortonormais locais. Seja (M", g)
uma variedade pseudo-Riemanniana. Entao dado um ponto p € M", existe uma vizi-
nhanca de U de p em M na qual existem campos vetoriais {Fy,- -, E,} que satisfa-
zem: para cada ¢ € U, {Ei(q), -, En(q)} ¢é base ortonormal de 7,M". Dizemos que
{Ey, -+, E,} é um referencial ortonormal local.

Existem algumas classes de variedades pseudo-Riemannianas que sao bastante impor-
tantes. Se (M™, g) é uma variedade pseudo-Riemanniana de assinatura (0,7n), entao é dita
variedade Riemanniana. Se (M"*! g) é uma variedade pseudo-Riemanniana de assina-

tura (1,n), entao (M"*! g) ¢é dita variedade de Lorentz (ou variedade Lorentziana).
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Observacgao 2. Ao longo do trabalho adotamos a sequinte convencdo: sempre que mos
referirmos a uma variedade pseudo-Riemanniana cuja assinatura pode ser qualquer, de-
notamos a métrica e os invariantes geométricos obtidos desta utilizando negrito. Para o

caso especifico de métricas Riemannianas usaremos a notacdo sem negrito.

Exemplo 1. (Espaco euclidiano n-dimensional). A variedade Riemanniana (R™,J),
onde 0 € o produto interno euclidiano canonico, € dado o nome de espaco euclidiano
n-dimensional. Note que, considerando as coordenadas euclidianas (z',--- ,x") usuais

temos:

§= (alaz:l)2 e (da)?.

Exemplo 2. (Espago pseudo-FEuclidiano) Dados inteiros positivos s e r, definimos o
espago pseudo-Euclidiano de assinatura (s,r) como a variedade R¥*" munida da métrica

n*", que, em coordenadas cartesianadas (x',---  x¥T), € dada por
ns,r — —(dl‘l)Q . (de’S)Q + (dl’s+1) et (d$8+r)2.

Para o caso especial em que s = 1, escrevemos r = n e denotamos n*" simplesmente
por 1. Neste caso dizemos que (R™1,n) € o espaco de Minkowski (n + 1)-dimensional.

Observe que, em coordenadas cartesianas (t = 2% x', -+, 2™) vale

n=—dt* + (dxl)2 oo (da™)?.

Observagao 3. (Notagdao de somatério de Einstein). Ao longo do trabalho adotaremos
a notacao de Einstein para somatorios, que consiste em repetir indices acima e abaizo
quando estes denotarem um somatorio de termos. Neste caso o conjunto de indices serd

especificado pelo contexto (evitando ambiguidades). Por exemplo, para somar os elementos

aibi = Z aZbZ

{a;, b'}ier escrevemos

iel

Seja (M™, g) variedade pseudo-Riemanniana e considere (x!,---  2"): U C M — R"

um sistema de coordenadas local. Como a métrica é nao-degenerada, entao, para cada
p € U, a matriz (g;;(p)),,,,» dada por

ng(p) = gp(8i|p7aj|1’))7 \V/Zaj € {]-a e 7”}7

¢ inversivel. Além disso, como g ¢ diferenciavel, cada uma das funcoes g;; ¢ diferenciavel.
~ i —1 , . . . s .
ij — (g
Entao escrevemos (87 (p)),,xn = (8i5(P)).,+,- Além disso, pela simetria da métrica, pode-
mos escrever, em U:

g = g;;dr'dx’.
Dado outro sistema de coordenadas locais, (y',- -+ ,4™) em M, temos a seguinte relagao
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entre os coeficientes de g;:

oxt Ox?

gz‘jdxidxj = (gwa_yka_yl> dykdyl = gkzdykdyl'

Uma métrica pseudo-Riemanniana g estabelece uma classificacdo com um importante
significado fisico aos campos de vetores da variedade M, interpretacao esta que é deno-

minada cardter causal de um vetor ou campo.

Definicao 3. Seja (M, g) variedade pseudo-Riemanniana, p € M e v € T,M. Entdo v é
dito:

e do tipo espago, se (v,v) >0 ou v = 0;

e do tipo luz, se (v,v) =0 e v #0;

e do tipo tempo, se (v,v) < 0.

Analogamente, dado X € X(M), dizemos que:

e X ¢ do tipo espacgo se X, ¢ do tipo espaco para todo p € M;
e X ¢ do tipo luz se X, ¢ do tipo luz para todo p € M;

e X ¢ do tipo tempo se X, ¢ do tipo tempo para todo p € M.

Em um espaco de Minkowski esta caracterizacao de vetores é representada pelo cone
causal, que em cada ponto determina o cardter causal dos vetores. Para variedades de
Lorentz veremos na Secao que, quando estas possuirem um campo global do tipo
tempo, é possivel atribuir um cone causal em cada ponto.

Propriedades de uma variedade pseudo-Riemanniana que dependem da métrica sao
interpretadas como propriedades geométricas. Com isso em mente, temos interesse es-
pecial em estudar aplicacoes entre variedades que preservam a métrica, pois estas tem a

interpretacao de “preservar a geometria”.

Definicao 4. Sejam (M, gm) e (N, gn) variedades pseudo-Riemannianas. Uma isome-

tria de M a N € um difeomorfismo ® : M — N que preserva a métrica, isto é:

P (gN) = M-

Explicitamente isso significa que, para todo p € M e para todos v, w € T,M vale

(8N) gy (dPy(v), dPy(w)) = (gm),, (v, w),

lembrando que d®,(v), d®,(w) € Tp(,)N.
Existe uma generalizacao importante do conceito de isometria: as aplicagoes confor-

mes.
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Figura 2.1: Representagao do cone causal na origem de um espago de Minkoswki. O vetor u estd no
interior da regiao delimitada pelo cone e representa um vetor do tipo tempo, enquanto v estd no cone
representando um vetor do tipo luz. O vetor w estd fora da regiao delimitada pelo cone e representa um
vetor do tipo espago.

Fonte: elaborada pelo autor.

Definigao 5. Sejam (M, gm) e (N, gn) variedades pseudo-Riemannianas. Uma aplicagdo
conforme de M a N € um difeomorfismo ® : M — N para qual existe uma funcdo positiva
Qe C>*°(M), tal que
" (gn) = Qg

Do ponto de vista geométrico as aplicagoes conformes sao caracterizadas por preservar
angulos. A funcao Q2 por vezes é chamada de fator conforme. Note que uma isometria é
uma aplicacao conforme com fator conforme €2 = 1. Além disso, é facil ver que aplicacoes
conformes (e, portanto, isometrias) preservam o carater causal de vetores.

Uma métrica pseudo-Riemanniana permite estabelecer uma correspondéncia entre os
campos de vetores e as l-formas diferenciais. Sejam (M" g) uma variedade pseudo-

Riemanniana e V' € X(M) um campo vetorial. Entao existe uma tnica 1-forma dife-
rencidvel V> € Q'(M) tal que

V(X)) = (V,X) ¥X € X(M).

Da mesma maneira, dada w € Q'(M) uma 1-forma diferencidvel, existe um tnico

campo vetorial w* € X(M) tal que
w(X) = (o', X), VX € X(M).
Em relacao a coordenadas locais, para X = X'0; e w = w;dx":
X' = ginid:Ej e wh= gijwiﬁj.
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Por conta dos simbolos “b” e “#” chamamos esta correspondéncia entre campos veto-
riais e formas de isomorfismos musicaits. Um importante exemplo da aplicabilidade deste

conceito é o campo gradiente.

Exemplo 3. Sejam (M,g) uma variedade pseudo-Riemanniana e f € C*(M) uma
funcao diferencidvel. A aplicagcao diferencial de f pode ser vista como uma 1-forma
df € QYM), o que nos permite definir o campo gradiente de f por gradf := (df)F,

isto €, gradf € o unico campo vetorial de M para o qual vale
df(X) = (gradf. X) .
Em relagao a um sistema de coordenadas locais, como df = 0;(f)dx?, entdo
gradf = g 0;(f)da’.

Uma métrica pseudo-Riemanniana nao age apenas em campos de vetores: é possivel
estender a métrica para fibrados tensoriais da seguinte maneira. Sejam (M, g) uma vari-

edade pseudo-Riemanniana e T',.S campos (k,[)-tensoriais. Entao:

Mg\
g(T7 S) = 8o " gak/\kgﬁlul ot gﬁlungll...ngullmufa

de modo que o isomorfismo musical garanta que (X,Y) = <Xb,Yb>, para todo X,Y €

A métrica também nos permite definir o trago de um campo tensorial. Sejam (M, g)
uma variedade pseudo-Riemanniana e 7" um campo k-tensorial covariante em M, entao
definimos o traco de 7" como o campo (k — 2)-tensorial trg7" dado em coordenadas locais

por:

trgT(Xla e 7Xk—2) - gaﬁT(aaa aﬂa Xla e 7Xk—2> lea e 7Xk—2 S %(M)

2.2 Conexoes

Utilizando a métrica podemos introduzir uma nocao de como derivar um campo de

vetores com respeito a outro tal campo, de acordo com o seguinte resultado.

2.2.1 Conexao de Levi-Civita

Teorema 3. Seja (M, g) uma variedade pseudo-Riemanniana. Entao existe uma tnica
aplicagao V : X(M) x X(M) — X(M), chamada conezdo de Levi-Civita, tal que, para
quaisquer X, V,W € X(M):

(D1) VyW é C*(M)-linear em V;
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(D2) VyW € R-linear em W ;

(D3) Vy(fW) = (V)W + fVyW para toda f € C=(M);
(D4) [V,W] = VyW — VyV;

(D5) X (V,W) = (VxV,W) + (V,VxW).

Além disso, V € caracterizada pela Formula de Koszul:

2(Vy W, X) = V(W,X)+W (X, V)= X (V,W)
—(V,[W, X)) + (W, [X, V]) + (X, [V, W]). (2.2)

A Conexao de Levi-Civita é um invariante geométrico da métrica, isto é, é preservada

por isometrias, de acordo com a seguinte proposicao.

Proposicao 2. (Naturalidade da conexdo de Levi-Civita). Sejam (M, g) e (M,g) duas

~

variedades pseudo-Riemannianas, com suas respectivas conexoes de Levi-Civita V e V.
Sed: (M,g) — (ﬁ,g) é isometria, entao PV = V, ou seja, para todos X,Y € X(M)
temos d®(VxY) = %dq)(x)dq)(Y).

Apesar de isometrias preservarem a conexao, o mesmo nao ocorre quando consideramos

aplicagoes conformes, de acordo com a seguinte proposigao, presente na pagina 58 de [5].

Proposicao 3. Seja (M,g) uma variedade pseudo-riemanniana e f € C*(M) uma
fungdo positiva. Considere a métrica conforme g§ = e*/g em M. Entdo a conexdo v

de g se relaciona com a conexdo V de g através da sequinte formula:
VxY = VxY +df (X)Y +df(Y)X — g(X,Y)grad, f.
No caso em que 2 = In f > 0 temos:
VY = VY + Q7L (dQX)Y +dQ(Y)X — g(X, Y )grad,Q) . (2.3)

Utilizando coordenadas locais, podemos definir os simbolos de Christoffel, os quais

determinam a conexao localmente.

Definig¢ao 6. Seja (z',--- ,2") : U — R"™ coordenadas locais em U C M aberto de uma
variedade pseudo-Riemanniana (M,g). Os simbolos de Christoffel para esse sistema de
coordenadas sao as funcoes reais Ffj € C>*(U), dadas por:

Vo,0; = T50k, Vi, j,k € {1,--- ,n}.

A Proposigao seguinte mostra que a conexao de Levi-Civita se comporta como a de-

rivada direcional em R".

22



Proposicao 4. Sejam (M, g) uma variedade pseudo-Riemanniana e X,Y € X(M) cam-
pos de vetores em M. FEntao, para cada p € M, (VxY') (p) depende apenas do valor de

X, edeY,, onde vy € uma curva de M que passa por p com velocidade Y.

Por conta da proposicao anterior, se v € T,M, e v é uma curva tal que +'(0) € T,,M,
entao fica bem definida a derivada V,7'.
A Conexao de Levi-Civita pode ser estendida para fibrados tensoriais mais gerais do

que o fibrado tangente.

Proposigao 5. Seja (M, g) variedade pseudo-Riemanniana e T um campo (0,k)-tensorial
em M. Entao

(VT)(X’YL 7Yk> = (VXT)(YL :Yk)
k
XIS T VY ), (24)

=1

define um campo (0,k+1)-tensorial VT em M. Além disso, V satisfaz as sequintes pro-

priedades:

(1) para fungées (sendo vista como campos 0-tensoriais) coincide com a diferencial:
Vx[f =df(X) = (gradf, X);
(2) V obedece a regra

(3) V comuta com o trago

Vx(tl"gT) =1tr g(VXT).

Por conta do item (i) da proposigao anterior é comum denotar o gradiente de f por
Vf.
Utilizando a conexao de Levi-Civita para fibrados tensoriais, podemos definir alguns

operadores adicionais.

Defini¢ao 7. Sejam (M, g) uma variedade pseudo-Riemanniana, X € X(M) um campo
vetorial e T' um campo k-tensorial. Definimos os divergentes de X e de T, respectivamente,

por

divX = trg (VX),
diVT(Xl, cee 7Xk—1> = tI'g (VT) (', ) Xl, ce 7Xk:—1)~
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Para um campo vetorial X € X(M), em coordenadas locais, vale
divX =g" (Vy, X, 0;).
Proposicao 6. Seja (M, g) variedade pseudo-Riemanniana. Considere f € C*(M),
X € X(M) e T um campo (0,2)-tensorial em M. Entao
(1) div (fX) = f-div X + df (X);
(2) div (FT)(X) = T(grad f, X) + f(div T)(X).

Considere, para um campo tensorial 7' em uma variedade pseudo-Riemanniana (M, g),
o operador V2T = V(VT). Para fungoes diferencidvels em M (vistas como campos 0-

tensoriais) este operador possui bastate importancia.

Definicao 8. (Hessiana). Sejam (M,g) uma variedade pseudo-Riemanniana e f €
C*° (M) uma funcao diferencidvel. Definimos a sequnda derivada covariante de f, também

chamada de hessiana, por
(VZHXY) = (Vdf)(X,Y) = X (Y f) = VxY(f).

Note que V2f é um campo 2-tensorial simétrico e que vale a igualdade (V2f)(X,Y) =

(Vx(gradf),Y). Além disso, para um sistema de coordenadas locais vale
(V2£)(04,05) = 0,0;f — 0k [

Definindo o operador (trgV?) : C*(M) — C*(M) vale (trgV?)f = div(gradf) e,

portanto, para coordenadas locais escrevemos:

Para o caso de (M, g) ser Riemanniana, denotamos o operador tr,V? por A e denominamos
laplaciano.

A Proposigao [0] garante uma boa forma de calcular o laplaciano do produto de duas
fungoes: sejam f,h € C°(M™) duas fungoes suaves em uma variedade Riemanniana

(M™, g). Entao vale a relagao:
A(fh) =hAf + fAg+ 2 (gradf, gradh) . (2.5)

Passemos agora ao conceito de forma volume.

Proposicao 7. Seja (M™, g) uma variedade pseudo-Riemanniana orientada. Entdo existe
uma unica n-forma dVe € 1*(M), denominada forma volume pseudo-Riemanniana, ca-

racterizada pelo fato de que, para qualquer co-referencial ortonormal orientado {¢*,--- , ¢"}
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vale
AVg = (=1)"¢" A+ A @™ (2.6)

Equivalentemente poderiamos definir a forma volume apenas exigindo que, para qual-
quer referencial ortonormal orientado {Ey, - -- E,} vale dVg(E1, -+, E,) = (—1)°, ou exi-
gindo que, em coordenadas locais temos dVg = \/del A ANdx™.

Nao entraremos em detalhes extras sobre integragao em variedades, porém, enunciare-
mos, pela sua importancia em um resultado posterior, o Teorema da Divergeéncia, o qual

segue diretamente do Teorema de Stokes.

Teorema 4. (Teorema da Divergéncia). Seja (M"™, g) uma variedade Riemanniana ori-
entada e com fronteira. Seja N o campo normal unitirio de OM que aponta para fora
e g a métrica induzida em OM™. Entao, para todo X € X(M) cujo suporte é compacto,

temos que

/ (divX) dV, = /6 XN, 2.7)

2.2.2 Derivada de Lie

A Derivada Covariante nao é a tunica derivagao na algebra dos campos vetoriais ou

tensoriais. Existe também o conceito de Derivada de Lie que aparecera durante o trabalho.

Defini¢ao 9. Sejam M uma variedade diferencidvel, X,V € X(M) campos de vetores e
p € M um ponto. Considere ¢ o fluxo local de X. Entao definimos a Derivada de Lie de

V' com respeito a X por

(LxV)(p) = lim (dD—t)puto) Vo) — Vi

t—0 t

(2.8)

O limite em (2.8)) existe para todo p € M e, portanto, LxV define um campo de
vetores diferencidavel. Naturalmente é possivel estender esta defini¢ao para campos (0, k)-

tensoriais, atraves da expressao

(LxT)(p) = lim 200 Tow) =Ty

t—0 t

, (2.9)

cujo limite também existe para todo p € M, sendo, portanto, LxT um campo (0, k)-
tensorial de M.

Para campos vetoriais existe uma boa caracterizacao da derivada de Lie.

Proposicao 8. Sejam (M, g) variedade pseudo-Riemanniana e X,Y € X(M) campos
vetoriais em M. Entao vale:
LxY =[X,Y].
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Apesar da Derivada de Lie nao depender da métrica g, mas apenas da estrutura

diferenciavel de M, esta proposi¢ao permite relacionar a conexao de Levi-Civita com a

derivada de Lie, obtendo: LxY = VY — Vy X.

2.2.3 Geodésicas

Através da conexao de Levi-Civita, a métrica nos permite definir as geodésicas de uma
variedade pseudo-Riemanniana. As geodésicas sao curvas de aceleragao nula, o que nos
permite atribuir algumas interpretacoes fisicas a elas (por exemplo, localmente, minimi-

zam energia).

Definigao 10. Sejam (M, g) uma variedade pseudo-Riemanniana e v : I — M uma
curva diferencidvel. Considere o campo vetorial 7', entao dizemos que v € uma geodésica

se vale Vv =0 ao longo de .

Para coordenadas locais a relagao V.7’ = 0 determina que, v é geodésica de M se,
e somente se, suas funcoes coordenadas z¥ o v satisfazem a equacdo das geodésicas dada

pOI' ' A
d?(z* 0 7) Lk d(z' o) d(z’ o)
dt2 U dt dt

Por meio da teoria das Equacoes Diferenciais Ordinarias, a equagao das geodésicas

=0.

garante a existéncia local desses objetos.

Proposicao 9. Sejam (M, g) uma variedade pseudo-Riemanniana, p € M um ponto e
v € T,M um vetor tangente, entao existe uma unica geodésica v,, de M que passa por p

com velocidade v cujo intervalo de definicao de ,, € mazimal.

A geodésica dada pela Proposi¢ao [9]é chamada de geodésica (maximal) de (M, g) que

passa por p com velocidade v. Com esta notacao em mente, vale o Lema de Reescalamento.
Lema 1. (Lema de Reescalamento). Seja (M,g) uma variedade pseudo-Riemanniana.

Entao, para quaisquer p € M, v € T,M e c,s € R vale

Vp,cv <t> = Yp,v (Ct)7

sempre que ambos os lados da igualdade estao definidos.

Este lema permite a seguinte construgao: sejam p € M e v € T,M em uma variedade
pseudo-Riemanniana (M, g). Entéo existe um nimero real € > 0 tal que 7, , estd definida
em um intervalo aberto I que contém (—¢,¢). Gracas ao Lema de Reescalamento temos
que 7, 2v estd definida em um intervalo aberto que contém (—2,2), o que nos permite

concluir que o conjunto

D = {(p,v) € TM; ,, estd definida em um intervalo que contém [0, 1]}
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¢ nao vazio.

Pela unicidade da geodésica maximal, temos que a aplicacao exponencial dada por
exp:® — M, exp(p,v) = Yp.(1)
estd bem definida. Podemos considerar, também, a aplicacao exponencial restrita a p:

E€Xpy = eXp’(’DﬁTpM)-

Note que, até o momento, todas as questoes envolvendo geodésicas aqui discutidas sao
de natureza local. Uma variedade pseudo-Riemanniana (M, g) cujas geodésicas possuem
R como intervalo maximal é dita geodesicamente completa.

Finalmente, podemos utilizar a aplicacao exponencial para construir as coordenadas
normais na vizinhanca de um ponto, que sao bastante tteis para facilitar calculos envol-

vendo objetos tensoriais que dependem da métrica.

Proposicao 10. (Coordenadas normais). Sejam (M*T" g) uma variedade pseudo-
Riemanniana de assinatura (s,r) e um ponto p € M. FEntao existe uma vizinhanga U
de p em M, chamada vizinhanca normal, na qual existem coordenadas x*,--- , 257" em

U tais que
8as(P) = €abap,  (Vo,05)(p) = 0,

ondec,=—-1sel<a<see,=1ses+1<a<s+r.

2.3 Curvaturas

A conexao de Levi-Civita permite introduzir uma no¢ao de curvatura em uma varie-

dade pseudo-Riemanniana.

Defini¢ao 11. Seja (M, g) uma variedade pseudo-Riemanniana. Definimos o Tensor de
Curvatura de M em relagdo a métrica g como a aplicacao Rg : X(M) x X(M) x X(M) —
X(M) dada por:

R, (X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ - VxyZ. (2.10)

Note que podemos pensar Rg(X,Y)Z como um campo (1, 3)-tensorial, o que justifica

a nomenclatura utilizada. Com este tensor definimos a curvatura de Riemann.

Defini¢ao 12. (Curvatura de Riemann). Seja (M",g) uma variedade pseudo-Riemanniana.

Definimos o Tensor de Curvatura de Riemann como
Rm,(X,Y, Z, W) = (Rg(X,Y)Z,W). (2.11)
Existem algumas propriedades de simetrias da curvatura bastante importantes
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Proposicao 11. (Simetrias do tensor de Riemann). O tensor de curvatura de Riemann

obedece as sequintes regras:
(1) Rmg(X,Y, Z, W) =—-Rmg(Y, X, Z W) =Rmg(X,Y, W, Z);
(2) Rmg(X,Y, Z, W) =Rmg(Z,W,X,Y);

(8) (Primeira identidade de Bianchi)

Rm,(X,Y, Z, W) + Rmg(Z, X,Y,W) + Rm,(Y, Z, X, W) = 0; (2.12)

(4) (Segunda identidade de Bianchi)

(VRm,)(X,Y, Z,V,W) + (VRm,)(Z,W,Y,V,W) + (VRm,)(Y, Z, X,V,W) = 0.
(2.13)

Para que o tensor de Riemann expresse uma boa nogao da curvatura de uma variedade
precisamos que ele seja um invariante geométrico (isto é, seja invariante por isometrias).
Conseguimos ver isso ao escrevé-lo em coordenadas locais. Seja (M", g) uma variedade
pseudo-Riemanniana e Rmyg seu tensor de curvatura de Riemann. Considere coordenadas

locais (z!,--- ,2"). Definimos as funcoes R} 5\ e Rap, por:

Rg@m 36)‘9/\ = Rgm W

Raﬁ)\,u = ng (aom 867 8)\7 a,u)7

valendo a relagao

Rop = gAuRg,BA-

Com isso, note que podemos escrever R 5 em termos dos simbolos de Christoffel:
RZ,B/\ = (%FZA - aﬁrg,\ + F/’;/\FZV - FZC,\FMV-

Disso segue que a curvatura é invariante por isometria, visto que os Simbolos de

Christoffel o sao, ou seja, vale a proposicao:

Proposicao 12. (Naturalidade da curvatura). Sejam (M, g) e (M, g) variedades pseudo-

Riemannianas e ® : (M, g) — (M, g) uma isometria local. Entao:
®*Rmz = Rm,.

Exemplo 4. Considere os espagos euclidiano n-dimensional (R™,6) e o de Minkowski

(R n). Para ambos os casos seque do Exemplo @ que Rms = 0 e Rm,, = 0.
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Isto motiva o seguinte teorema, que demonstra que o Tensor de Riemann traz, de fato,
uma nocao boa de curvatura, pois, heuristicamente, compara o quanto que a geometria de
uma variedade pseudo-Riemanniana difere localmente da geometria de um espaco pseudo-

euclidiano de mesma assinatura.

Teorema 5. Seja (M, g) variedade pseudo-Riemanniana. Entao Rmg = 0 se, e somente

se, (M, g) € localmente isométrica ao espago pseudo-euclidiano de mesma assinatura que

g.

Também definimos as nogoes de curvatura de Ricci e curvatura escalar, que dependem

da curvatura de Riemann.

Defini¢ao 13. (Curvatura de Ricci e Curvatura Escalar) Seja (M, g) variedade pseudo-

Riemanniana. Definimos o tensor de Ricci de (M, g) por
Ricg(X,Y) = trgRmg(-, XY, ),
e a curvatura escalar de (M, g) por
R, = trgRicg.

Note que, como o Tensor de Ricci é um campo (0,2)-tensorial, entao a curvatura escalar
é uma funcao suave de M. A seguinte proposicao relaciona estas duas nogoes de curvatura

e terda importancia técnica em resultados posteriores.

Proposicao 13. Para uma variedade pseudo-Riemanniana (M, g) vale a relagao:

dR,

div(Ric,) = —

(2.14)
Durante a prova do Teorema 1| serd necessario uma expressao para a curvatura escalar
apos uma transformagao conforme. Por isso enunciaremos a seguinte proposigao, presente

na pagina 59 de [5].

Proposicao 14. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana e f € C®°(M™) uma fungdo.
Considere a métrica Riemanniana dada por § = e/ g em M™. Considere R a curvatura

escalar de (M",g) ¢ R a curvatura escalar de (M™,§). Entdo vale a relagio:

~

R=c2 (R=2(n—1)Af—(n—1)(n—2)|Vf]);

Observagao 4. Hd uma diferenca de sinal na formula anterior em relagao a apresentada
em [5]. Isso ocorre pois nesta referéncia o laplaciano é definido como —trV?, enquanto

que aqui utilizamos A = trV2.
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Existe uma tnica funcao € positiva tal que e/ = Q. Entdo, para a nossa abordagem
das transformacoes conformes, fazemos €2 = In f de modo a obter a seguinte férmula para

a relacao entre as curvaturas:

(2.15)

L5 (= 1) —n)—;

R=0"7 <R—2(n—1)AgQ |VQ’?’>.

2.4 Hipersuperficies pseudo-Riemannianas

Nesta subsecao discutimos o conceito de hipersuperficies e algumas propriedades das
hipersuperficies totalmente umbilicas, que serao importantes na definicao de esfera de
fotons.

Sejam (ﬁ,g) uma variedade pseudo-Riemanniana e M C M uma subvariedade.

Considere a inclusao j : M — M. Entao definimos a métrica induzida por g em M como

g = j*g, isto ¢, para todo p € M e todos u,v € T,M temos

gp(u,v) = /g\j(p) ((dj)p(u)a (dj)p(U»'

Vamos supor que a métrica g é também pseudo—Riemau[llflia][lar_-|7 ou seja, que é nao-
degenerada e possui indice constante. Neste caso dizemos que (M, g) é uma subvariedade
pseudo-Riemanniana de <ﬁ,§> Entao, para cada ponto p € M C M & possivel a
decomposigao

T,M =T,M & (T,M)* .

Com isso definimos o fibrado normal da imersao j dado por

M= [] (T,M)*,

peM

com projecao 7 : T+M — M dada por 7(p,v) = p.
Denotamos as conexoes de Levi-Civita de (ﬁ,@) e (M, g) respectivamente por Ve
V. Podemos definir a segunda forma fundamental de (M, g) em (ﬁ, §> cOmo 0 campo

2-tensorial de M dado por:
I(X,Y)=VxY — VyY,

onde X,Y € X(M).

A segunda forma fundamental pode ser vista como a curvatura “extrinseca” da subva-
riedade (M, g) em <ﬁ, §>, visto que ela depende de como que a subvariedade é imersa no
espago (no caso, depende da incluséo j). E possivel relacionar os tensores de curvaturas

de Riemann de uma variedade com uma subvariedade. Considerando métricas induzidas,

IEste passo é importante pois existem subvariedades que nio sdo pseudo-Riemannianas.
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eventualmente utilizaremos a notacao de produto interno (-, -) sem especificar se a métrica
utilizada é a da subvariedade ou do espaco ambiente. Neste caso os vetores em que sao

aplicados eliminam qualquer ambiguidade.

Proposicao 15. (Equagioes de Gauss e Codazzi). Seja (M, g) uma subvariedade pseudo-

Riemanniana da variedade pseudo-Riemanniana (M,g) Considere Rmyg tensor de Ri-

emann de M e Rmg tensor de Riemann de M. Entao, para todos X,Y,Z, W € X(M) e
£ e X(M)* valem:

(i) Equagao de Gauss:

Rm; (XY, Z, W) = Rmg (X,Y,Z,W)+ (I1(X,Z),11(Y,W))
—{1(Y, 2),1L(X,W)); (2.16)

(ii) Equacdo de Codazzi:

Rmg (X,Y, Z,&) = (V1) (Y, 2),&) — (V1) (X, 2),€), (2.17)

onde

(V%I (Y, Z2) = Vx(I(Y, Z)) = 11 (VxY, Z) = 1L (Y,VxZ).

Se vale II = 0 dizemos que M ¢é totalmente geodésica, nome que vem da seguinte
caracterizacao geométrica: M ¢ totalmente geodésica se, e somente se, toda geodésica de
(M, g) é também uma geodésica de (ﬁ, g)

Sejam <M, @) uma variedade pseudo-Riemanniana e M uma subvariedade. O ntimero

dimM — dimM ¢é denominado codimensao de M. O caso de codimensao 1 é o que mais

nos interessa, pois estabelece uma generalizacao do conceito de superficies em R3.

s

Definicao 14. Uma hipersuperficie ¥ em uma variedade pseudo-Riemanniana (M, g) é

uma subvariedade pseudo-Riemanniana de codimensao 1.

Vamos considerar um caso especial: sejam (M"™! g) uma variedade de Lorentz e
(3", 0) uma hipersuperficie de M, onde ¢ é a métrica induzida em X" por g. Como o
¢ nao-degenerada e g é uma métrica de Lorentz, ha duas opcoes: ou o é Riemanniana
ou ¢ também é de Lorentz. Neste caso cabe uma nomenclatura especial, em analogia a

utilizada para vetores.

Defini¢ao 15. Seja (X", 0) uma hipersuperficie de uma variedade pseudo-Riemanniana
(M, g). Entdo, X" € dita:

e do tipo espaco, se o é Riemanniana;

e do tipo tempo, se o ¢ de Lorentz.
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Além disso, vale a seguinte caracterizacao:
Proposicao 16.

(1) ™ € do tipo espaco se, e somente se, todo vetor normal a X" é do tipo tempo;

(2) ™ € do tipo tempo se, e somente se, todo vetor normal a X" € do tipo espago.

Caso o seja degenerada, isto é, exista V' € X(X) nao nulo tal que o(V, X) = 0 para
todo X € X(X), dizemos que X é uma hipersuperficie do tipo luz. Durante o restante
do texto, a menos que dito o contrario, estaremos considerando hipersuperficies para as
quais o é nao-degenerada.

A segunda forma fundamental possui uma caracterizacao importante para hipersu-
perficies. Sejam (X", 0) uma hipersuperficie de (M, g), variedade pseudo-Riemanniana.
Entdo, para cada p € 3, o complemento ortonormal do espago tangente, (7,X)* é um
subespaco de dimensao 1 de 7,,M.

Com isso em mente, assumindo que o fibrado normal de ¥" é trivial, podemos tomar

um campo normal unitédrio N € X(3)* globalmente definido em ¥". Entao escrevemos
II(X,Y)=—-K(X,Y)N,

onde K(X,Y) é um campo 2-tensorial em X", chamado de tensor de forma ou também
de sequnda forma fundamental de X™.

POdemOS escrever
K(X,Y) = — <§XY, N> - <$XN,Y>,

onde V denota a conexdo de Levi-Civita de (M, g).

Finalmente introduzimos o conceito de curvatura média.

Definicao 16. (Curvatura média). Seja (X", 0) hipersuperficie da variedade pseudo-
Riemanniana (M, g). Definimos o vetor curvatura média de X" por ﬁ = tr Il e a

curvatura média de ¥ por H = tr , K.

Note que o vetor curvatura média e a curvatura média se relacionam, pois, em coor-

denadas locais, vale:

H = tr 11 = 0"11(8,,05) = ~0"K (9. 05)N = —(tr ,K)N = ~HN.

2.4.1 Hipersuperficies totalmente umbilicas

Definigao 17. Seja (X", 0) hipersuperficie de uma variedade pseudo-Riemanniana (M, g).

Dizemos que X" € totalmente umbilica se existe uma fun¢ao A € C*°(X") tal que
I(X,)Y)=X-0(X,Y)N, (2.18)
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onde N € uma escolha de normal unitdrio global em ™.

E possivel relacionar a funcio A em 1’ com a curvatura média. Seja X" uma
hipersuperficie totalmente umbilica da variedade pseudo-Riemanniana (M""! g) e seja
{E1, -+, E,} um referencial ortonormal local em X", onde escrevemos ¢; = (E;, E;).

Entao
H=tr,K =Y eAE,E)=)Y A=) A=n\ (2.19)
=1 =1 =1

Proposigao 17. Seja X" hipersuperficie de (M™ g), variedade pseudo-Riemanniana.

Suponha X" ¢ do tipo espago ou do tipo tempo. Entao, sao equivalentes:

(i) X" € totalmente umbilica;

(i) para todo X,Y € X(X), com (X,Y) =0, vale K(X,Y) =0, onde K € o tensor de
forma de ¥™.

Demonstrag¢ao. Primeiramente provaremos (i) = (i4). Suponha que (i) é vélida e sejam
X,Y € X(X) tais que (X,Y) = 0. Por hipdtese segue que

K(X,Y)=MX,Y)=0.

Agora suponha que (ii) é vélida. Seja p € X" e considere v,w € T,X" tais que

|v| = |w| = 1. Entao temos (v + w,v —w) = 0, ou seja, de (ii) vale
0=Ky(v+w,v—w)=K,(v,v) — Ky(w,w).

Portanto K,(v,v) = A(p), para todo v € T,X" com |v| = 1, ou seja, pela propriedade

tensorial de K e da métrica temos que X" é totalmente umbilica. O

Segue diretamente da proposi¢ao anterior que aplicagoes conformes preservam hiper-

superficies totalmente umbilicas.

Corolario 2. Sejam (M, g) uma variedade pseudo-Riemanniana e Q@ € C°(M) uma
fungao positiva. Seja X uma hipersuperficie totalmente umiblica nao-degenerada em
(M, g). Entio X € totalmente umbilica em (M, Q%g).

Demonstragdo. Sejam X,Y € X(X) tais que Q%g(X,Y) = 0. Como ©Q > 0 entao
g(X,Y) = 0. Pela proposicao anterior temos que Kg(X,Y) = 0, onde K, é a segunda
forma fundamental de X com relacao a g e com respeito ao normal unitario N. Denotamos
por Ko a segunda forma fundamental de ¥ com relacao a métrica Q%g e ao normal N e

denotamos por V e V as conexoes de Levi-Civita com respeito a g e a g, respectivamente.
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Lembrando que as conexao de duas métricas conformes se relacionam através da férmula

(2.3), e portanto

Ko(X,Y) = &(VxY,N) =% (VY +Q1aQ(X)Y + Q7 'd(Y)X, N)
= Q2K,(X,Y) + QdUX)g(Y, N) + QdY)g(X, N) = 0.

Logo X é totalmente umbilica em (M, Q%g). O

A préxima proposicao é uma aplicacao direta de (2.16]) ao caso das hipersuperficies
totalmente umbilicas. Porém, pela sua importancia técnica em resultados posteriores,

estard enunciada e demonstrada como uma proposicao.

Proposicao 18. (Traco da Equagao de Gauss). Sejam uma variedade pseudo-Riemanniana
(M"Y @) e uma hipersuperficie totalmente umbilica (X", o). Suponha que X" € do tipo
espago ou do tipo tempo. Seja v um campo normal unitdrio a X" e e,.1 = (v,v). Entdo

n—1

R — 2Ric(v,v) =R —

H?ep i1, (2.20)

onde R e Ric sdo, respectivamente, as curvaturas escalar e de Ricci de M™™! e R e H

sao, respectivamente, a curvaturas escalar e média de X".

Demonstragao. Seja {E,--- , E,} referencial ortonormal local de ¥" e FE, 1 = v campo
normal unitdrio. Entdo temos que {E, -, E,11} é um referencial ortonormal local de
M"*! onde ¢; = (E;, E;) = 1 ou — 1, a depender do caréter causal de ¥.".

Aplicando uma vez o trago a (2.16)) com respeito a 3" obtemos:

> eRm (X, E;, E;, W) = Ric(X, W)+ & (I1(X,E) II(E,W))

=1 i=1

- i& (I1(E;, E;)  IL(X, W)), (2.21)

=1

onde Ric é a curvatura de Ricci de 2™,

Somando &,1R,, (X, v,v, W) a ambos os lados de (2.21]), obtemos:

Ric(X, W) = Ric(X, W)+ epRn(X, 1,0, W) + > & (I1(X, E;) T (E;, W)

i=1

- iei (IL(E;, E;) , 1L(X,W)). (2.22)

i=1
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Novamente, aplicando o traco aos dois lados de (2.22), obtemos:

Y eRic(E,E) = R+ ecnnRu(Ev,v, E)+ Y aie; (11(E;, ;) 11(E;, E)))

=1 =1 2,j=1

o i €itj <H (E“E1> 7H (Ejij» : (2.23)

ij=1

Somamos €, Ric (v,v) a ambos os lados de ([2.23)), obtendo:

R = R+2,uRic(v,v)+ Y ee; (1(E), E;) | 11(E;, E)))

1,7=1

- Zn: eig; (IL(E;, Ei) , IL(E;, Ej)) - (2.24)

2,j=1

Como X" é totalmente umbilica, entdo existe A € R tal que II (X,Y) = A (X,Y) v.

Isso nos permite reescrever os termos que dependem da segunda forma fundamental em

(2.24), pois:

i €i€j <II (Ej, Ez) s 11 (EZ, E])> = i €i&j </\ <Ej, Ez) v, A <Ej7 E,> V>

i,7=1 i,7=1

= Z €i€j <>\5ij5i7/7 )\5ji€iV>
ij=1

2
= nA En+l,

i €i€j <II (E“ Ez) s II (Ej, E])> = i €i&j </\ <E“ Ez> v, A <Ej, EJ> V>

i,j=1 i,j=1

= Z i€j (Aeiv, Aejv)

,j=1

= n2A2€n+1.

Com todas estas relagoes, e utilizando (2.19)), podemos reescrever (2.24) como

n—1

R — 2¢,1Ric(v,v) = R+ nX\e, 1 —n* N1 =R — H?ep 1.
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2.5 Principios do maximo

Nesta secao discutimos algumas versoes do Principio do Maximo, que serao ferramen-
tas bastante dteis em demonstragbes posteriores. Para a primeira versao (Teorema @
utilizamos [51] como referéncia, e suas demonstragao podem ser encontradas na Segao 5.2
desta referéncia. Para a versao geométrica (Teorema [7)) utilizamos como referéncia [17].

Inicialmente consideramos uma variedade Riemanniana (M",g) e um subconjunto
compacto e conexo 2 C M"™ com bordo 0f) nao vazio. Nesta variedade estabelecemos
principios do maximo para operadores diferenciais de segunda ordem, isto é, um operador
L:C*M™) — C°(M™) tal que todo ponto p € M™ admite uma vizinhanga coordenada
U onde L assume a forma

L= aijai(?j + b’(?l,

com a” b" € C*(U).
Se a matriz (%), x, é positiva definida em todo ponto de U dizemos que o operador é
localmente eliptico. Se para cada xy € {2 existirem uma vizinhanga U de xg em €2 e duas

constantes positivas \,, e A,, tais que

)\:1:0’512 S @ij(x)gigj S Amg‘€’27

para todo x € U e £ € R", dizemos que L é localmente uniformemente eliptico.
Neste contexto apresentamos o resultado seguinte, conhecido como Principio do

Mazimo para operadores elipticos. Sua demonstragao esta presente na Se¢ao 5.2 de [51].

Teorema 6. Seja f € C°(Q)NC2%(Q) com Lf > 0. Entdo, ou f € constante, ou f(x) <
SUp,caq f(y) para todo x € Q.

Podemos utilizar esta versao analitica do principio do méaximo para estabelecer uma
versao geométrica que nos permitirda comparar hipersuperficies em uma variedade Ri-
emanniana. Sejam uma variedade Riemanniana (M™,g) e duas hipersuperficies imer-
sas ¥ ! de M™, i = 1,2. Vamos supor que exista p € int(X7') Nint(X5 1) tal que
TpZ’f_l = Tng_l = P. Consideramos € > 0 pequeno tal que exp,

B.(0) seja um dife-
omorfismo sobre sua imagem e definimos o conjunto S := exp, (B.(0) N P). Podemos
tomar ¢ suficientemente pequeno de modo que a aplicagdo W : S x (—¢,e) — M"™ dada
por W(z,t) = exp,(tN(z)), onde N é o campo normal unitdrio a .S, ¢ um difeomorfismo
em uma vizinhanca de p em M"™. Nestas coordenadas a métrica W*g pode ser escrita
como o + dt?; onde {o;} é uma familia de métricas suaves em S, com oy igual a métrica
induzida de M™ em S. Nestas coordenadas podemos interpretar uma vizinhanca de p em
71 como um grafico graph{(z, u;(x));z € U}.

No contexto do paragrafo anterior, consideremos duas hipersuperficies E?‘l Cujos nor-

mais unitdrios coincidem em p. Entdo dizemos que p é ponto tangente interior a X! e
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21 Se interpretarmos cada hipersuperficie como um gréfico em uma vizinhanca de p,
isto é, X7 ! = graph(u;), entdo cada u; estd definido em um mesmo plano tangente. Isso
nos permite analisar a funcdo diferenca w = u; — us. Dizemos que Y7 estd acima (res-
pect. abaixo) se u; > uy (respect. u; < ug). Na vizinhanga de p onde as hipersuperficies

sao escritas como graficos temos que as curvaturas médias satisfazem
Hy — Hy = L(uy — uy),

onde L é um operador uniformemente eliptico. Entao é possivel aplicar o principio do

maximo neste contexto, estabelecendo o principio do maximo geométrico.

Figura 2.2: Representacio de um ponto tangente interior a duas hipersuperficies.

2
Yo

T;})El - j})ZQ p

Fonte: elaborada pelo autor.

Teorema 7. (Principio do mdzimo geométrico) Sejam (M",g) uma variedade Rieman-
niana e X1 C M", i = 1,2 duas hipersuperficies imersas. Suponha que Y7' e Y571
sao tangentes no ponto interior p € 31 MYy € que 0§ campos normais unitarios comncidam
em p. Se X77" estd acima de 57" em uma vizinhanca de p entdo Hy(p) > Ha(p). Além

disso, sob as mesmas hipoteses, se Hi < Hy em uma vizinhanca de p, entao Y1 = Y.

2.6 Relatividade geral

O grande “palco” onde acontece a relatividade geral sao os espagos-tempo.

Definigao 18. (Espaco-tempo) Um espago-tempo é uma variedade lorentziana (M"! g)

comn > 2, onde M"" € uma variedade diferencidvel coneza.

Definigao 19. Sejam (M™*' g) um espago-tempo e v : I — M"" uma curva dife-

rencidvel.

(1) Dizemos que v é uma particula material se g (v'(1),7' (7)) = =1,V € 1. Além

disso, a particula € dita livre se v € uma geodésica.

(2) Dizemos que v é uma particula de luz se v é uma geodésica e g(v'(7),~' (7)) =

0,vrel.
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2.6.1 Causalidade

O estudo da relatividade também envolve modelar situacoes em que certos eventos
influenciam outros eventos. Em um espago-tempo modelamos esta relacao de “causa e

efeito” através da atuacao de curvas causais.

Definigao 20. Sejam (M, g) um espago-tempo e v : I — M uma curva diferencidvel por

partes. Considere S o conjunto onde v nao é diferencidvel. Entao dizemos que y:
e ¢ uma curva causal se g(v'(s),7'(s)) <0, para todo s € I\ S;
e ¢ do tipo tempo se g(v'(s),7'(s)) <0, para todo s € I \'S;
e ¢ do tipo luz se g(v'(s),7'(s)) =0, para todo s € I\ S.
Vamos agora introduzir a nocao de orientagao no tempo.

Definigao 21. (Orientagdo no tempo). Dizemos que um espago-tempo (M, g) admite uma
orientacao no tempo se existe um campo de vetores do tipo tempo X globalmente definido.
Neste caso dizemos que um vetor causal v € T,M aponta para o futuro (respectivamente
passado) se (Xp,v) < 0 (respectivamente (X,,v) > 0). Fazendo uma escolha de um
campo X que define uma orientagdo no tempo, dizemos que o espago-tempo (M, g) estd

ortentado no tempo por X.

Em um espaco-tempo orientado no tempo, podemos classificar as curvas causais con-
forme esta orientacao. Assim, dizemos que uma curva causal v estd direcionada para o
futuro (ou passado) se 7' é um campo que aponta para o futuro (ou passado). Com isso

podemos definir os futuros cronoldgico e causal de um subconjunto do espaco-tempo.
Defini¢ao 22. Seja (M, g) um espago-tempo e S C M. Entao definimos:

e 0 futuro cronologico de S por

It(S) = {q€ M;existe p€ S tal que existe uma curva do tipo tempo

direcionada para o futuro ligando p e q};

e 0 futuro causal de S por

JH(S) = {q € Mj;eziste p€ S tal que existe uma curva causal

direcionada para o futuro ligando p e q}.

Analogamente definimos os passados cronolégico e causal de S, respectivamente, I~ (.5)

e J7(9), exigindo que em ambos itens as curvas sejam direcionadas para o passado.

Proposicao 19. Sejam A C B C M. Entao:
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(i) I"(B) =I"(J*(B)) = J*(I"(B)) C J*(B);
(ii) I*(A) C I*(B).

Exemplo 5. (Causalidade no espago de Minkowski). Considere o espago de Minkowski
3-dimensional, (R3,n), com coordenadas (z°,x',2%). Dado um ponto p € R? temos que
T,R?® ~ R®. Entdo, considerando a orienta¢io no tempo dada por O, e coordenadas tal
que a origem estd em p, temos que o futuro e o passado cronoldgico e causal de {p} sao

caracterizados pelo cone de luz neste ponto:

I"({p}) ={(z,y,2) e R% 2 > a2+ 2}, I ({p}) = {(2,9,2) e R’z < —/2? + 42},
JT{p}) = {(z,y,2) e Rz = Va2 +42}, J ({p}) = {(z,y,2) e R%; 2z = —/a? + 3},

isto €, JE({p}) € um cone (inferior ou superior em R3) e cada I*({p}) € a regiio delimi-
tada por um cone (inferior ou superior). Também, neste caso, a reta gerada pelo vetor u
da Figura[2.1) é um exemplo de curva do tipo tempo direcionada para o futuro, enquanto
que a reta gerada pelo vetor v da Figura ¢ um exemplo de curva do tipo luz direcionada

para o futuro.

2.6.2 A Equacao de Einstein

A Relatividade Geral parte do principio de que a matéria e a energia em um espaco-
tempo deformam a geometria do ambiente. Para relacionar a informagao geométrica do
espaco-tempo com a informacao fisica de matéria e energia é estabelecida uma relacao

fundamental, a Equagao de Einstein.

Definigao 23. (FEquagao de Einstein). Dizemos que um espago-tempo (M, g) satisfaz a

Equacao de Einstein se existe um campo tensorial T em M tal que:
R
Ric, — ng = 87T (2.25)

O termo G = Ricg — %g é dito tensor gravitacional de Einstein e possui a in-
formagcao sobre a geometria do espaco-tempo, enquanto o tensor 7' é chamado de tensor
de energia-momento e contém as informagoes fisicas. A constante 87 é chamada de cons-
tante universal, e comumente é substituida por uma constante x € R mais geral. Existe
um caso mais geral da Equagao de Einstein, no qual se adiciona um termo Ag ao tensor
G, onde A € R é uma constante chamada de constante cosmoldgica. Durante todo o
trabalho consideramos A = 0.

Apesar da equagao deixar em aberto informagoes sobre o tensor de energia-
momento, que dependem do modelo estudado, segue da Proposicao [13| o seguinte resul-
tado.
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Lema 2. Suponha que a Equacao de Einstein € valida. Entao o tensor energia-momento

¢ um campo (0,2)-tensorial simétrico para o qual divT = 0.

A Relatividade Geral se dedica ao estudo dos espagos-tempo que satisfazem a equacao
(2.29)). Neste sentido a igualdade divT = 0 tem a interpretagao fisica de estabelecer que,
sob certas condigdes, podemos obter leis de conservacao para algumas quantidades (tais
como energia e momento).

E comum combinar diferentes tensores de energia-momento, um para cada fonte de
matéria ou energia do espago, permitindo modelar sistemas que sofrem influéncia de diver-
sos fatores fisicos. Durante este trabalho estamos interessados no caso em que hé apenas

um tensor proveniente do campo eletromagnético. Discutiremos este caso na Secao |3.2

2.6.3 O Teorema da Massa Positiva

A influéncia gravitacional de objetos massivos é um tema central na Relatividade
Geral. Porém, nao é claro como estabelecer defini¢oes satisfatérias de massa e energia-
momento para o campo gravitacional, ji que nao existe uma densidade de energia-
momento pontual bem definida (para mais detalhes veja [50]). Apesar disso, o formalismo
ADM nos permite estabelecer uma nocao de massa total para sistemas isolados. Nesta
subsecao discutimos este conceito.

Tratamos aqui do caso onde existe uma hipersuperficie M do tipo espaco, totalmente
geodésica contida no espaco-tempo. Neste caso M representa um instante de tempo e sua
geometria é Riemanniana.

Um sistema isolado traduz a ideia de que a influéncia gravitacional do objeto diminui
com a distancia espacial. Isso é coerente com observagoes acerca da influéncia gravita-
cional da matéria, que diminui em fungao da distancia. Do ponto de vista topoldgico
isto envolve o conceito de fim assintotico. Primeiramente veremos uma caracterizagao
topoldgica para este conceito.

Seja M uma variedade nao compacta para qual exista um compacto K C M tal que,
para todo compacto C' C M que contém K, temos que M \ C' é homeomorfo a M \ K
(Figura . Em particular ambos estes complementares possuem o mesmo nimero de
componentes conexas. Com isso em mente podemos estabelecer a nogao de fim para M:
cada componente conexa de M \ C' é considerada um representante de um fim. Heuristi-
camente os representantes de fins de uma variedade determinam as diversas maneiras de
“ir para o infinito”.

Tendo isso em mente, ao considerar uma variedade Riemanniana (M, g), exigimos
condicoes de decaimento na métrica g para formalizar o conceito de sistema isolado,
exigindo que esta métrica se aproxime “no infinito” de alguma outra métrica dada. Por
isso nos atemos a uma classe especifica de variedades, as assintoticamente euclidianas.

Como a nomenclatura indica, sao variedades tais que “no infinito” sua geometria se torna
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Figura 2.3: Representacio de uma variedade com com quatro representantes de fim. As elipses verme-

lhas delimitam um compacto K, enquanto que as elipses azuis delimitam um compacto C' que contém
K.

Fonte: Elaborada pelo autor.

euclidiana: ou seja, a influéncia gravitacional diminui a longas distancias. Podemos assim

formalizar a ideia de sistema gravitacional isolado.

Defini¢ao 24. (Variedade assintoticamente Euclidiana). Uma variedade Riemanniana
(M"™, g), n > 3, € dita assintoticamente Euclidiana se existe um conjunto compacto K
tal que M \ K € a unido finita de fins My,--- , M, tais que, para cada My, existe um
difeomorfismo

Oy 1 My — R™\ B1(0),

onde B1(0) € a bola unitdria fechada, tal que cada ®, ¢ vista como um sistema de coordena-
das (zt,--- ,2") (chamado sistema de coordenada assintoticamente plano ou coordenadas

exteriores), nas quais:
(Prg)ij = 65 + Oa(l2| )
para algum k > "T_Q

Na Definiao anterior, a notagdo O(|x|™*) significa que existe uma constante C' > 0

tal que, para todo x € R™ \ By(0), vale
(®.9)ij — 055l + ||| D(@ug)i; — Dyl + |2 D(*Pug)ij — D?8i5] < Cla| "

Com isso em mente podemos definir a massa ADM de cada fim assintético.

Defini¢ao 25. (Massa ADM). Seja uma variedade assintoticamente euclidiana (M™, g)
com fins My,---, M, definimos a massa ADM do fim My por

' 1
mADM(Mkag) = pli)rgo 2(n — ]_)W 1

/S (@vg - d(irg) () dus,,  (2.26)

onde div e tr sdo calculados com respeito a métrica Euclidiana no fim assintdtico ®(My),

S, denota a esfera coordenada de raio p com forma volume dp, induzida pela métrica
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euclidiana, 7 o vetor normal unitdrio exterior euclidiano a estas esferas e w,_1 o volume

da esfera unitdria (n — 1)-dimensional.

Assumindo que | My |Ry| dpy < 400 pode-se mostrar usando o Teorema da Divergéncia
que o limite acima existe e é finito, logo sob esta hip6tese mapn (Mg, g) estd bem definida.
Além disso, é necessario argumentar que a expressao ¢ um invariante geométrico
de cada fim assintético, ou seja, nao depende do sistema de coordenadas assintoticas
escolhido. Isso foi demonstrado de forma independente por R. Bartnik [4] e Chrusciel
[11].

A massa ADM foi introduzida por Richard Arnowitt, Stanley Deser and Charles W.
Misner [I], 2, 3] através da formulagdo Hamiltoniana da Relatividade geral. No entanto,
a expressao possui também uma analogia com a expressao da massa na teoria
Newtoniana da gravitagao, e pode ser obtida usando a linearizagao da curvatura escalar,
para detalhes veja [28, Capitulo 1].

No seguinte faremos referéncia a variedades spin. Nao apresentamos a definicao deste
conceito devido a grande quantidade de premilinares necessarias, e fazemos apenas alguns
comentérios. Uma boa referéncia para este tépico é o livro [27]. A nogao de estrutura spin
¢ uma condicao topoldgica que é caracterizada (no caso orientével) por um certo invariante
topoldgico da variedade ser igual a zero. E bem sabido que toda variedade orientavel
de dimensao 3 é spin, no entanto em dimensao mais alta existem varios exemplos de
variedades nao spin.

Para que a definicao de massa apresentada possua um significado fisico é necessario

garantir que ela também nao seja negativa. Neste sentido temos o seguinte resultado.

Teorema 8. (Teorema da Massa Positiva Riemanniano). Seja (M™,g) uma variedade
Riemanniana completa, assintoticamente euclidiana, com Ry > 0. Suponha que 3 <n <8
ou que M € spin. Entdo a massa ADM de cada fim de M ¢é nao negativa. Além disso, se
a massa ADM de algum fim de M ¢ igual a zero, entao (M", g) € isométrica ao espago
euclidiano (R™,0)

Este teorema tem uma longa histéria a qual descrevemos brevemente a seguir. A
demonstragao original no caso n = 3 é devido a Richard Schoen e Shing-Tung Yau [43],
os quais desenvolveram um método de prova por absurdo e cujo passo crucial consistia
em perturbar a métrica e construir uma certa superficie minima na variedade. Algum
tempo depois, usando espinores, Edward Witten provou o teorema no caso de dimensao
qualquer e sob a hipdtese da variedade ser spin. No artigo de Witten o argumento geral é
apenas delineado, e a prova rigorosa foi estabelecida por Thomas Parker e Clifford Henry
Taubes [3§].

Em [42, 44], Schoen e Yau estenderam seu método de prova para o caso de dimensao
n sem restricoes topologicas. Neste caso a adaptacao da prova envolve construir uma

hipersuperficie minima usando correntes, logo é necessario assumir que 4 < n < 7, devido
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ao Teorema de reqularidade estabelecer que correntes minimizantes sao suaves apenas
fora de um conjunto singular (possivelmente vazio) de dimensao menor do que ou igual a
n —8. No caso n = 8 a hipersuperficie minima obtida pode ter singularidades isoladas, no
entanto um resultado de Nathan Smale [47] garante que é possivel perturbar a métrica e
obter uma hipersuperficie suave, e isto é suficiente para utilizar o método.

O Teorema da Massa Positiva no caso de dimensao qualquer e sem a restricao da
variedade ser spin, foi anunciado por Schoen e Yau em [46], e independentemente por
Joachim Lohkamp em uma série de artigos [31], 132 B33 34]. Embora as técnicas e abor-
dagens utilizadas sejam bem distintas, em ambos os trabalhos a ideia é usar a técnica de
Schoen-Yau e encontrar uma maneira de “escapar” das sigularidades da hipersuperficie
minima.

Em [35], foi estabelecido um argumento usando o fluxo de Ricci, o qual vale em
qualquer dimensao, que mostra que se o caso de rigidez do teorema da massa positiva é
valido em uma certa classe de variedades Riemannianas suaves, entao ele também vale
para variedades de menor regularidade nessa mesma classe (e o homeomorfismo para o
espago euclidiano é suave no conjunto onde a métrica é suave). Em particular, o trabalho
[35] cobre o caso em que a métrica é C™! ao longo de uma colegao finita de hipersuperficies

e suave fora dessas. Esta sera de fato a versao que utilizamos aqui.

Observacao 5. O adjetivo Riemanniano no teorema anterior se deve ao fato que existe
uma definicio de massa para conjuntos dados iniciais (M", g, K), onde K € um campo
tensorial do tipo (0,2) simétrico, o qual faz o papel da sequnda forma fundamental dos
dados dentro de um espaco tempo. O caso descrito aqui corresponde a K = 0. Para

detalhes do caso geral veja [28, Capitulo 8].
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Capitulo 3
Espacos-tempo estaticos

Existe um tipo especial de campo de vetores cujo fluxo estabelece isometrias no espaco-

tempo. Estes campos serao tteis nas definicoes de espacos-tempo estacionario e estatico.

Definigao 26. (Campo de Killing). Seja (M,g) variedade pseudo-Riemanniana. Um
campo £ € X(M) € dito campo de Killing se o fluxo local ¢s de & age por isometrias de g.

Assim, temos que cada aplicacao de fluxo ¢, : Y — M, com U C M uma vizinhanca
aberta e s € (—&,¢), é uma isometria. Isso nos permitird obter folheagoes locais do

espago-tempo, onde as folhas sao todas isométricas entre si.

Definigao 27. (Espaco-tempo estaciondrio). Um espaco-tempo (M"Y g) ¢ dito esta-

ciondario se possui um campo de Killing &, globalmente definido e do tipo tempo.

O termo estacionario vem em contraste ao termo dinamico, servindo para descrever e
modelar espagos que admitem uma decomposicao na qual a parte espacial da métrica nao
evolui com o tempo. E possivel utilizar as curvas integrais de £ para obter um sistema de

coordenadas locais t = 2%, 2!, --- , 2™ no qual g se escreve como:

g = —f2dt* + 2gy;}'dtda’ + g, (3.1)

onde g é uma métrica Riemanniana, f é uma funcao suave em M que nao depende de ¢
e é dada por f = g(¢, &), e x; sao fungoes que nao dependem de ¢.

Convém questionar: sob quais condigoes o espaco e o tempo sao totalmente indepen-
dentes em um espago-tempo estacionario? Dado (M™*! g) um espaco-tempo estaciondrio,
queremos uma condicdo necessaria e suficiente para que M™! seja recoberta por uma
familia de hipersuperficies M;' que sao isométricas entre si e ortogonais ao campo esta-
cionario £&. Em termos da linguagem de distribuicoes, queremos que, para cada ponto
p € M seja possivel associar um subespago D, C T,M, com D,, = {£,}* e que exista uma
subvariedade M"™ C M contendo p para qual T,M = D,. Com isso em mente podemos

definir espago-tempo estatico.
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Definicao 28. (Espago-tempo estdtico). Um espaco-tempo estaciondrio (M, g) € dito

estatico se a distribuicao ortogonal de & € integrdavel.

Figura 3.1: Representacio de um espago-tempo estético.

§

Fonte: Elaborada pelo autor.

Destacamos um tipo especial de espago-tempo estatico.

Defini¢ao 29. (Espaco-tempo estdtico padrao). Seja (M™,g) variedade Riemanniana e
V e C®(M™) uma fungdo tal que V > 0. O espaco-tempo dado por (R x M™ —V?dt* + g)

€ dito um espaco-tempo estdtico padrao.

Note que em um espago-tempo estatico padrao, o campo d; é um campo de Killing
global do tipo tempo que é ortogonal as hipersuperficies M;* ~ {t} x M". Observe ainda
que O; nao ¢ o normal unitdrio as hipersuperficies M*, mas sim N = V~19,. Este exemplo
é bastante importante, pois o Teoremal[l] se refere a este tipo de espago. Além disso, vale a
seguinte proposicao, garantindo que todo espago-tempo estatico é, localmente, um espaco-

tempo estatico padrao.

Proposigao 20. Sejam (M™ g) um espago-tempo estdtico e p € M um ponto. Consi-
dere & o campo de Killing estaciondrio associado e M™ a hipersuperficie do tipo espaco
que € ortogonal a § e que contém p. Entao existem um intervalo aberto I, C R, uma
fungio V€ C*(M™), uma vizinhang¢a U de p em M"™ e uma vizinhanca U de p em M
tais que (I, x U, =V?2dt* + g) € isométrica a (U, g).

Demonstracao. Considere ¢ agao do fluxo local de & restrita a M™. Entao temos que
existe um intervalo aberto I, C R e uma vizinhanca U de p em M™ para quais a aplicacao

¢ : I, x U — M" ¢ um difeomorfismo sob uma vizinhanga de p em M"*!. Defina
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U = ¢(I, x U). Como & é um campo de Killing, entdo, para cada t € I, a aplicagdo
¢t : U — ¢¢(U) é uma isometria entre U e {t} xU. Note também que a fungao V := g(¢, &)
nao depende de t € I,,. Portanto (I, x U, —V?dt* + g) é isométrica a (U, g). O

3.1 Equacoes de Einstein estaticas

Sejam (M", g) uma variedade Riemanniana e V'€ C*°(M) tal que V' > 0. Considere o
espaco estatico padrdo associado (M™*1 g) := (R x M™, —V2dt? + g). Vamos supor que
(M, g) satisfaz a Equacao de Einstein com constante cosmoldgica nula. Nosso objetivo é
utilizar o fato do espago-tempo ser estatico para reduzir a Equacao de Einstein a equagoes
que dependam apenas da geometria de (M", g) e da fungao V.

Considere M[* := {t} x M™ a familia de hipersuperficies mergulhadas que folheam
o espaco-tempo (onde todas elas sdo isométricas a M"). Seja {z° = ¢,z -+ 2"} um
sistema de coordenadas locais em M"™! onde {z',--- 2"} sao coordenadas locais em
M™. Seguimos a convengao de utilizar letras gregas «, 5 para indices em {0,--- ,n} e
letras romanas 4, j para indices em {1,--- ,n}.

Seja N = V19, o campo normal unitdrio as hipersuperficies M*. Denotamos por K;

a segunda forma fundamental de M;", e entao

Ki(0;,0;) = —(Vy,0;,N) = —(T}30\,V'0,) = — (I0,0,V'9,)
1
= —Vflggoo (0i80j + 0j8oi — 018ij) (O, Oy)
1
= §V_18tgij =0, (3-2)

pois 0;g;; = 0rg;5 = 0.
Isso mostra que hipersuperficies M} sao totalmente geodésicas em M" = R x M".
Da Equacao de Gauss, segue que para todos X, Y, Z, W € X(M,;) vale:
Rm,(X,Y,Z, W) =Rmy(X,Y,Z W),

igualdade que seguiremos aplicando implicitamente a partir de agora.

Também, da Equacao de Codazzi e das simetrias do tensor de Riemann temos:
Rm,(0;, X,Y.Z) = Rmy(X,Y, Z,0;) = 0.
Com isso ja podemos escrever

G(X,0) = Ricg(X,d,) — %Rg (X,0) = g Rmng (0, X, 0, 05) = 0. (3.3)
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Com a férmula de Koszul calculamos
Vo, 00 = g7 (V,0,,0,) 05 =" (V,0,,0,) 0, + g” (Vp,0,,0;) 0;
1 1 .. 1 1 ..
= 58"0:(01,01) — 59701 (0, 00) 0; = —50V* + 597 V0,
= Vg"9,Vd; = VgradV, (3.4)

Vo, 0o = 87 (V5,0;,04) 05 = g% (V5,0;,0,) 0; + g (V5,01, 0;) 0,
1 1
= §g008i (O, 0r) Op = §V_2(9¢V28t
= V'9Vo, (3.5)

Utilizamos (3.4) e (3.5 para obter

Rmg(0;, 01,0, 0;) = (V,V,0i — V5, Va0, 0;)
= (Vo (VgradV) — Vy, (V'0;V9,) , 0;)
= (9;VgradV + VVygradV — 8, (V'0;V) 9, — V9,V V,0,, 0;)
= (0;VgradV + VVygradV — 0;VgradV, 0;)
= V(VagradV,0;) =V (V?V) (9;,0;). (3.6)

Logo, para todos X,Y € X(M;") temos:
Rm,(X,0,,0,,Y) =V(VV)(X,Y), (3.7)
ou seja, aplicando o trago em ([3.7))
Ricg(0;, 0;) = g"Rmg(9;, 0y, 0, 0;) + g7V (V?V)(0;,0;) = VAV. (3.8)
Com podemos reescrever a curvatura escalar referente a g:

R, = g*Ricg(0a,0s)
= g""Ricg (0, 0;) + g”Ricg(0;, 9;) + g°Ricg(;, 9;) + g Ricg(9;, 9;)
= —V VAV + ¢9g"Rmg(0;, 0;,9;,0:) + g g™ Rm, (), 0;, 0;, Oy
= VAV -V 2¢9VV?V(;,0;) + R,
= —2V'AV +R,. (3.9)
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Unindo (3.8) a (3.9) temos que

G(at, 815) = Ricg(ﬁt, 8t) — %Rg (8,5, 8t> =VAV + %Vz (—2V71AV + Rg)

1
= 5RQVQ. (3.10)
Finalmente de (3.7) e (3.9)) vale

GIX,Y) = Ricg(X,Y)—%Rg (X,Y)

1
= g""Rmg(0,, X,Y,03) — 3 (=2V'AV +R,) (X,Y)

y R
= g"Rmy(X,0;,0,,Y) + ¢"Rm,(X,0;,0;,Y) + VAV (X,Y) — 79 (X,Y)

= —V2V(VV)(X,Y) + Ric,(X,Y) + VTIAV (X,Y) — % (X,Y)

= Ric,(X,Y) — % (X)) -V V)X, Y)+ VAV (X, Y). (3.11)

Vamos supor que Ly T = 0, isto é, que o tensor de energia-momento é estatico em

relacdo a 0;. Usando (3.10)), (3.3]) e (3.11)), obtemos:

R, = 167T(N,N), (3.12)
T(X,0,) = 0, (3.13)
Ric, — V7'V2V + (v—lAV — %) g = 87, (3.14)

onde T é um campo (0,2)-tensorial em M;* dado por Y(X,Y) = T'(X,Y), chamado de
campo de estresse. B comum também se referir ao termo T(N,N) como sendo densidade
de energia.

Aplicando o traco a Equacao de Einstein obtemos:

R
trg (Ricg = ng) = 8mtrgT

1
— Ry — §Rgtr g8 = 87 (gOOT(at, ) + trgT)

— 2-n-1)Ry = 167 (=V°T(9,,9,) + tr )
1
— 2V'AV +R, = : fﬁn (=T(N,N) +tr,T)
8 R
= VAV = - fl (=T(N,N) + tr,T) + =, (3.15)
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Unindo (3.12)) a (3.15)) obtemos:

_ 8
VAV = 1(—T(N,N)+trgT)+87rT(N,N)

} CT(N,N) | tr,T
oy VM ey +T(N,N))

n—1 n —

(
— 8 (n_2T(N,N)+ ! 1trgT)
(

2
cT(N,N) + — 1trgT) ,

_ n—2
onde ¢, = /2=,

Também, unindo (3.14]) a (3.15]), obtemos:

Ric, - V'V?V = 87T — (V—lAV — %) g

= 87TT—( 87T1(—T(N,N)+trgT))g

n —

n —

= An <2T+ 2 1(T(N,N)—trgT)g).

Com isso obtemos as equacoes de Finstein Fstdticas:

2
VAV = 4x (ciT(N, N) + — 1trgT) : (3.16)

2
Ric, — V'V?V = dr (2T + - (T(N,N) —tr,Y) g) : (3.17)

n —

T(X,9,) = 0.

3.2 Sistemas eletrostaticos

Antes de discutir o conceito de sistema eletrostatico, precisamos discutir algumas
questoes referentes ao eletromagnetismo em um espago-tempo estatico padrao. Sejam
(M", g) uma variedade Riemanniana e V' € C*°(M") uma funcdo com V > 0. Consi-
deramos o espaco estatico padrao associado (M"*! g) = (R x M", —V?2dt? + g). Para
apresentar as equagoes de Maxwell precisamos primeiramente introduzir o operador es-
trela de Hodge. Para isso consideramos Q%(M) o conjunto das k-formas diferenciais de
M.

Definicao 30. Seja (M*™" g) uma variedade pseudo-Riemanniana de assinatura (s,r).
O operador estrela de Hodge é um isomorfismo C*°(M)-linear x : QF(M) — Q"*(M)
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definido através da métrica pela expressao:
wA*p = (w, ), Vg Vo € QTR (M). (3.18)

Seja {Fy,---, E,} um referencial local em M" e {9 ---9"} o correferencial dual

associado. Entao, segue da definicao acima, que
FITN - A = (= 1) e A A

onde

o (1, ,Qp, Qki1, -+ ,0p) é uma permutagao de (1,--- 7 + s);

e éigual a 1 (respect. —1) se a permutagao é par (respect. impar);

[ é a quantidade indices «;, 1 < i < k, tais que 1 < ¢; < s.

Também, na notagao da Definicao |30, definimos o operador d* : QF(M) — QF1(M),

denominado codiferencial de d, onde d é a diferencial exterior:
d*w = —(=1)"FFDTs 5 gy,

Existe uma relacao bastante ttil entre a codiferencial e o divergente. Para w € QF(M)
vale a féormula
divw = —d*w. (3.19)

Com isso em mente, retornando ao caso em que o espaco-tempo é um espaco estatico
padrao, dada uma 2-forma diferencidvel F' € Q*(R x M™), dizemos que F satisfaz as
equacgoes de Maxwell se

dF =0, d'F =j, (3.20)

para algum j € Q'(M), que pode ser interpretado como uma densidade de corrente
elétrica. Chamamos F' de tensor de Faraday ou tensor eletromagnético. Associamos a F

o tensor de energia-momento eletromagnético, dado por

1 1
Tey=—\|FOF—-(FF 21

de acordo com [52], onde (F® F)(X,Y) =trg [F(-, X) ® F(-,Y)].

Se o espaco-tempo satisfaz a Equacao de Einstein, G = 87Tk, € o tensor de de
Faraday satisfaz as Equacoes de Maxwell sem fontes, ou seja, (3.20) com j = 0, dizemos
que o espaco-tempo é uma solucao de eletrovdcuo das equagoes de Einstein-Maxwell. A
este tipo de espaco que vamos nos ater a partir de agora.

Vamos supor também que o tensor de Faraday é estatico em relagao a 0;, garantindo

que o tensor de energia-momento Tgys seja estdtico em relacao a d;. Logo, (M"*! g)
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satisfazem as equagoes de Einstein estaticas deduzidas na secao anterior. Agora utilizamos
o que sabemos do tensor Tg); para reescrever estas equagoes.

Podemos realizar a seguinte decomposicao:
F=&ENdt+ B, (3.22)

onde £ € Q' (R x M™) se relaciona com a nogao fisica de campo elétrico, B € Q?(R x M™)
se relaciona com a nogao fisica de campo magnético, e vale que £(9;) = 0 e B(0;,-) = 0.
Além disso, como F' ¢é estatico temos que Ly,& = Ly, B = 0, ou seja, £ e B podem ser
vistas como formas em M™.

Fixe um ponto p € M e seja {z',--- 2"} um sistema de coordenadas normais em
torno de p em M™. Também consideramos N = V19, o campo normal unitario a M™,
compondo assim um referencial local para M"*! = R x M™, o qual é ortonormal em
p. Seguiremos a convencao de utilizar letras gregas a, S para indices que variam em
{0,---,n} e letras romanas i, j para indices que variam em {1,--- ,n}. Em relagao a este

referencial, considerando a decomposicao F' = & A dt 4+ B, temos:
Fooa =0, Fyo=—Fu=2¢&, Ij;=DB.
No seguinte temos célculos que sao realizados no ponto p. Segue que

(F, F>g = gaﬂgA”Fa,\Fgu
= gV " FyFy + g"g" For For + g7g™ FioFjo + g™ Fy
= QgOOgijFOiFOj + gijgleikle
= 212+ (B (3.23)

Utilizamos este fato para computar Try (N, N), T e tr,T. Primeiramente:
1
Tou(V.N) = o= ((FO NN - (FF) (v, )

1
g F(N,0,)F(N,d5) + 1 (—21€2 + |By§))

= ?IH :H“IH 5=

(ﬁ%%—%ﬁ|%)

|g|2 |13|2) (3.24)
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Além disso, note que

(FOF); = trg[F(,0)® F(-,9;)] = g F(0a, 8 F(95,0)
= —gigj + glekiBlj

= —(E®&),;+(BoB),;, (3.25)
e dai . )
T = g (— (5@5)+(B@B)+§(\5|§— 1B2) g). (3.26)
Logo
1 n
T = o (1€ +IBE + S(EE - 1BI)
n—2
(s (3.27)
Com isso podemos reescrever (3.16) e (3.17):
VAV = 4dx(ET(N,N)+ 2 4T
" n—1"7
2 1 2 n-—2
— ar |2 (1 I8 ) + 2 o (e - 18
2 1
_ S (2|g|; _ §|B|§> , (3.28)
€
2
Ric, — V7 !'V?V = d4x (2T + m(T(N, N) — trgT)g)
_ 9(_ 2 ep_ L gp
= 2AEE+BOB) - Il - oo IB (3:29)

Lembrando que como F' satisfaz as equagoes de Maxwell, com 7 = 0, temos que dF' = 0
e d*F = 0. Da primeira equacao segue que d (E Adt + B) = dE Ndt + dB = 0. Como £ e
B nao dependem de ¢ entao necessariamente vale d€ = 0 e dB = 0. Da segunda equagao
temos que d*F' = d* (€ Adt) + d*B = 0. Lembrando que B nao possui termos dt, fazendo
com que d*B também nao tenha. Da mesma forma d* (€ A dt) possui termos dt. Portanto
a equacao d*F = 0 se escreve como d*€ =0 e d*B = 0.

Para prosseguir vamos supor que o campo magnético é nulo e que o campo elétrico
vem de um potencial, isto é, B = 0 e que existe uma fungao ¥ € C>°(M™) tal que
& = dW¥, denominada potencial elétrico. Com isso as equagodes que envolvem a diferencial
e a codiferencial de B tornam-se supérfluas. Também, temos que d€ = d(d¥) = d*¥ = 0.
Quanto a d*€ = d*(d¥) = 0 segue de que div (dV) = 0. Usando o isomorfismo
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. ~ . v
musical podemos reescrever esta equagao como div (%) =0.

Além disso, também podemos reescrever (3.28)) e (3.29)), respectivamente, como:
VAV = ci!d\If]Z,
2
Ric, = V'V*V = —2(d¥ ®dV) + —1|d\1/y§.
n JR—
Com isso obtemos equacoes que nos permitem expressar a ideia de sistema ele-

trostatico, isto é, expressar uma solucao estatica das equacoes de Einstein-Maxwell através

da geometria de uma variedade Riemanniana.

Definicao 31. (Sistema eletrostdtico). Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana e
V,U € C®°(M™) fungoes em M™ com V > 0. Dizemos que (M",g,V,V) é um sistema

eletrostdtico se as sequintes equacoes sao satisfeitas:

2
AV = %uqf@, (3.30)
U
0 = div (gr?f ) (3.31)

d¥ @ d¥ 2

VRic = V?V -2
ic \Y v +(n—1)V

|2 g. (3.32)
Aplicando o trago em ([3.32)) e substituindo em (3.30|) obtemos a equacao
VR = 2[dV|?. (3.33)

Isto motiva a seguinte definicao, um pouco mais fraca que a anterior.

Definigao 32. Seja (M™, g, V, V) um sistema para o qual vale (3.30), (3.31) e (3.33), mas

nao necessariamente (3.32)). Entdo (M™, g, V, V) € dito um sistema eletrostdtico tracejado.

3.3 Espaco-tempo de Reissner-Nordstrom

Os espacos-tempo de Reissner-Nordstrom constituem a principal familia de exemplos
de sistemas eletrostaticos. Considere constantes m > 0 e ¢ € R, a serem denominadas,

2 > ¢%, hipétese

respectivamente, massa e cargaﬂ. Vamos supor adicionalmente que m
motivada por razoes fisicas a serem exploradas na Secao [4.2.1] Entao, o espago-tempo de

Reissner-Nordstrom (n + 1)-dimensional subextremo de massa m e carga ¢ é dado pela

! Apesar de nos referirmos a estes parametros como sendo massa e carga, em termos fisicos tratam-se
na verdade de parametros radiais que se relacionam com a massa e a carga do objeto. Porém, como
assumimos unidades de medidas geométricas para as quais a constante gravitacional e a velocidade da
luz sdo unitdrias, G = ¢ = 1, podemos denotar, por abuso de notacdo, estes parametros diretamente
como massa m e carga elétrica q.
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variedade de Lorentz
(R x R"\ BR(0), g,

1

onde R = <m+ mQ—q?)m e

2m e 9 2m q> - 9 9
8maq = — (1 T2 + Tg(n_2)> dt+ |1 - —+ 5 dr* 4+ r<Q,_1, (3.34)
sendo €,,_; a métrica candnica da esfera S*1.

Neste caso, o espago-tempo de Reissner-Nordstrom de massa m e carga g é um sistema

eletrostatico com lapso V;, , e potencial elétrico ¥, dados respectivamente por

om, q2 1/2
Ving = (1 -5+ r2<n—2>> . (3.35)
e
9
= (3.36)

Como o espago-tempo de Reissner-Nordstrom é um espaco estatico padrao, podemos
considerar separadamente sua parte espacial e temporal. Neste caso considere as folhas
espaciais canonicas do espago anterior com a métrica induzida, isto é, a variedade Ri-
emanniana (]R” \ B}%(O),gmo onde ¢,,, = V72dr? + r*Q,,_1, denominada variedade de
Reissner-Nordstrom. B possivel realizar uma mudanca na coordenada radial de forma que
a métrica g, 4 se torne conforme a métrica Euclidiana. De fato, considere uma coordenada

s definida através da igualdade:

1

r=5"Pmg(s)2, (3.37)
onde
m—+q m —q
Omq(s) = (1 + 23”—2) (1 + 23”—2) (3.38)

A partir de (3.38) é possivel mostrar que:

2
g = Pmq 20, (3.39)

onde § é a métrica euclidiana. Note que, através da expansao do fator conforme, a
expressao (3.39) garante que a métrica g, , € assintoticamente Euclidiana.

Essa nova coordenada introduz o que chamamos de coordenadas isotropicas. Também
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nos permite reescrever o lapso e o potencial:

m2—q?
Voo (s) (L~ i) (3.40)
mq(s) = — — .
! (1 + 25”+*q2> (1 + 25":12)
Uy(s) = — 5 = - — (3.41)
Cns" P omg ()" s 2 (14 55%) (14 53%)
Com isso podemos reescrever ¢,, , em funcao do lapso e do potencial:
(Vg + 12— eaW, )
Omg = ( - Cn q) _ (3.42)

Nas coordenadas em que definimos g, , a variedade de Reissner-Nordstrom fica defi-
nida apenas no exterior de uma bola. Porém usando coordenadas isotropicas podemos
estender a métrica de modo que fique definida em R™ \ {0}. Esta extensdo motiva o pro-
cesso de duplicacao da variedade realizado durante a prova do Teorema |1, processo que
serd detalhado na Se¢ao[5.3] Além disso, esta mudanga de coordenadas serd bastante til
para discutir propriedades assintdticas em sistemas eletrostaticos, pois apesar de distorcer
distancias, aplicagoes conformes preservam caracteristicas que serao importantes durante

a prova do Teorema
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Capitulo 4

Buracos negros estacionarios e

esferas de fotons

Neste capitulo apresentamos a definicao de buraco negro estacionario, partindo da
referéncia [10], e estabelecemos propriedades que nos permitem caracterizar o horizonte
dos buracos negros estaticos a partir apenas da fungao de lapso. Também introduzimos
o conceito de esfera de fotons, para as quais estabeleceremos propriedades quase-locais

para o caso eletrostatico, conforme [24].

4.1 Buracos negros estacionarios

Para tratar buracos negros como sistemas isolados precisamos considerar a nogao de
fim assintotico em espacos-tempo. Porém, se tratando de espacos-tempo estacionarios,
a decomposicao existente entre espago e tempo pode ser utilizada para considerar fins
assintoticos apenas com respeito a parte espacial. Para isso exigimos a existéncia de uma
hipersuperficie do tipo espago com propriedades analogas as exigidas na Definicao [24]

Definimos assim o conceito de fim assintoticamente plano para um espago-tempo.

Definigao 33. (Fim assintoticamente plano). Dizemos que um espago-tempo (M1 g)
possui um fim assintoticamente plano se M contém uma hipersuperficie do tipo espago
Seat difeomorfa a R™\ B}(0), com as sequintes propriedades: existe uma constante a > 0
tal que, em coordenadas de Seyy obtidas de R™\ BE(0), a métrica g induzida por g em Sex; €
a sequnda forma fundamental K de Syt Satisfazem as sequintes condi¢oes de decaimento,

para algum k > 1,
9ij — 0ij = Ok(|z|™%), (4.1)

Kij = Ox(lz] %), (4.2)
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onde escrevemos f = Og(|z|*) se existe uma constante C > 0 tal que f satisfaz

k
S 2 IDO f(2)| < C -]~
=0

para todo x € R™\ B(0).

Uma hipersuperficie que satisfaz as propriedades da definicao anterior é chamada
de um representante do fim assintotico. Observe que um fim tem varios representantes
distintos, no entanto todos estao contidos em uma mesma hipersuperficie de M.

Seja (M, g) um espago-tempo admitindo um campo de Killing completo e globalmente
definido &£, e que contém um fim assintoticamente plano. Suponha adicionalmente que
existe uma regiao U C M, a qual contém um representante Sy de fim assintoticamente
plano e tal que £ é do tipo tempo em U. Entao U é uma regiao estacionaria (Figura
. Para t € R, seja ¢, : M — M um difeomorfismo proveniente do fluxo de £. Entao

definimos a regiao exterior por My := Uiy (Sext )-

Figura 4.1: Representacio de um espaco-tempo com uma regiao estaciondria que possui um fim assin-
toticamente plano. No caso a regiao estacionaria U é a regiao exterior ao cilindro em vermelho, enquanto
que a hipersuperficie em verde é uma representante de fim assintoticamente plano.

SR

Fonte: elaborada pelo autor.

Note que a regiao exterior depende do representante de fim assintético considerado.
Porém seus futuro e passado cronolégico I+ nao dependem, como veremos agora. Seja
um representante de fim assintoticamente plano Sy em (U,g). O campo de Killing
estacionario £ permite definir uma funcao temporal t em U. Além disso, segue da definicao
acima que existe uma coordenada radial » em S,.;;. Como a regiao é estacionaria, a
coordenada radial r pode ser vista como uma coordenada radial em /. Vamos provar que

existe Ry > 0 suficientemente grande tal que, para todo R > Ry vale

JE M) = JE({p € U;r(p) = RY). (4.3)
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Note que {r = R} C M para valores de R arbitrariamente grandes (pela definigao
de Sext). Daf segue que JE({r = R}) C J*(M.y). Agora tome v € J~(Mey). Entdo
existe uma curva causal direcionada para o futuro ligando x a algum (¢, p) € My, onde
consideramos p € Sey. Note que existe (¢, q) € {r = R} que podem ser acessados a partir
de (t,p) por uma curva causal direcionada para o futuro. Isso ocorre pois, como Sey ¢é
conexa, entdo dado ¢ € Sexy com 1(q) = R, existe uma curva o(s) ligando p a q. Dal
considerando a curva y(s) de U dada por v(s) = (t+(t'—t)s, o(s)) temos que v(0) = (¢, p),
v(1) = (¢, q) e 7/(s) é um vetor causal para g. Logo € J~({r = R}). Analogamente se
prova para J'. Entao, tomando um valor grande para Ry > 0 vale (4.3)).

Com isso em mente podemos utilizar a regiao exterior para definir o dominio de co-

municacao exterior, a regido de buraco negro e o horizonte de eventos.

Definicao 34. Dominio de comunicacdo exterior:

((M)) := I (Meye) N T~ (Mg ). (4.4)
Regiao de buraco negro:
B: =M\ I (Mey). (4.5)
Horizonte de eventos:
H = 0B. (4.6)

Figura 4.2: Representacio de um buraco negro estaciondrio. Ao definir a regido de buraco negro B
como o complementar do passado cronoldgico de Mys, estabelecemos que as particulas desta regiao nao
conseguem acessar a regiao exterior, ou seja, estao presas em B.

Q/‘ff

Fonte: elaborada pelo autor.

Apesar de estarmos utilizando a nomenclatura buraco negro estaciondrio, note que

nao exigimos que o espaco-tempo em sua totalidade seja estacionéario. Isso vem do fato
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de que, sob ponto de vista fisico, estamos sempre modelando a regiao exterior ao buraco
negro, afinal, se nenhuma particula de luz consegue escapar desta regiao entao nao te-
mos informagoes diretas sobre a regiao interior. Sob ponto de vista geométrico nao ha
obstrucgoes para que a regiao de buraco negro seja dinamica.

A Definicao é uma adaptacao de uma situacao mais geral. Podemos definir bu-
raco negro para espacos que possuem completamento conforme e que satisfacam certas
hipéteses de assintoticidade. Para os propositos deste trabalho optamos por utilizar uma
definicao mais especifica que se atenha ao caso estacionario e que é equivalente a definicao
mais geral, conforme explicitado na Secao 1.3 de [10].

No caso geral, apesar do horizonte de eventos ser definido apenas como um subconjunto
do espago-tempo, é possivel provar que ‘H é uma subvariedade topologica com um atlas

Lipschitz [20]. Porém, para o caso estacionario vale o seguinte resultado mais forte.

Proposicao 21. Seja (M, g) um buraco negro estaciondrio. Entdo o horizonte de eventos

¢ uma hipersuperficie do tipo luz suave.

Esta proposi¢ao vem do fato de que, de acordo com [12] o horizonte de eventos para
um buraco negro estaciondrio é suave. Entao, de acordo com [20), pagina 99], quando é
suave o horizonte de eventos é necessariamente uma hipersuperficie do tipo luz.

A proposicao anterior também garante uma boa propriedade para o campo de Killing
estacionario £ no horizonte de eventos H. Como bordo da regiao de buraco negro, o
horizonte de eventos necessariamente é invariante sob acao das isometrias geradas por &,
ou seja, & é tangente a H (conforme Capitulo 5 de [20]). Mas, pela proposigao anterior, H
¢ uma hipersuperficie do tipo luz, fazendo com que & seja do tipo luz ou do tipo espago em
‘H. Estabelecer o carater causal do campo estacionario no horizonte de eventos é um passo
importante na classificacao de buracos negros estacionarios. Na proxima secao veremos

que, no caso estatico, o campo de Killing é do tipo luz no horizonte.

4.2 Buracos negros estaticos

Nesta secao discutimos o caso de buracos negros estaticos. Seja (M"*! g) um buraco
negro estacionario com campo de Killing £. Vamos supor que o dominio de comunicac¢ao
exterior, ((M)), é um espago-tempo estatico padrao, ou seja, que existe uma variedade
Riemanniana (M™, g) e uma funcao positiva V€ C*°(M™) tais que (((M)) , g) é isométrica
a (Rx M" —V2dt* + g) e £ = 9; em ((M)). Neste caso dizemos que o buraco negro ¢
estatico.

Para este caso, considere o horizonte de eventos H. Vimos que H é uma hipersuperficie
do tipo luz a qual £ é tangente, sendo do tipo espago ou do tipo luz. Como —V? = g(&,¢) <

0 em ((M)), entao por continuidade temos que £ é do tipo luz em H. Segue que, para
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um buraco negro estatico
H={zxeM"; V(zx)=0}

E comum encontrar discussoes sobre a gravidade de superficie de um buraco negro.
Apresentamos esta discussao para o caso estatico. Mais detalhes sobre estes conceitos
podem ser encontrados em [10].

Seja um buraco negro estatico. E possivel mostrar que, para este caso, o horizonte de
eventos ¢ homeomorfo a R x 3, onde ¥ é uma hipersuperficie do tipo espaco e o conjunto
R corresponde as trajetérias do fluxo do campo . Definimos entao ¢ := <§b, 5"> = (£,¢).
Fixe uma componente conexa do horizonte de eventos H. Note que d¢(X) = 0 para todo
campo X tangente a H. Além disso, como ¢ é do tipo luz em H temos que & (X) =
(€, X) = 0 para todo X tangente a H. Logo dp|y e &|y sdo linearmente dependentes.

Entao, existe uma funcao x tal que
dp = —2k¢°, (4.7)

Dizemos que & é a gravidade de superficie de R x X.

Lema 3. Em cada componente conexa de H vale k* = |dV|2.

Demonstragio. Em ({(M)) temos que & = 0;. Como £ = —V2dt, entdo d&® = —2VdV Adt.
Também, sendo ¢ = <£b, §b> = —V?2 temos dp = —2VdV. Fixando p € M, considere um
sistema de coordenadas normais para M™, x' -+ 2" em torno de p. Entao sendo dV, a
forma volume de M em p, temos que dVy = Vdt A dzt Ada® A--- Adz™. Com isso em

mente, em p vale:

w[da' A (Vdt)] = (1) Ao Adat A Ada
wdz' = (=1)VdtAdz' A---Adai A~ Ada”,
*(Vdt) = —daz' A--- ANda".

onde utilizamos dx? para indicar que dz* nao aparece na expressao.

Entao note que

EARdE = (=V2dt) A (=2VO,V x (da’ A dt)) = 2V29,Vdt Ax (dz' A (Vdt))
= WOV (=1 (Vdt) Adz' A+ Adzi A+ Ada" = —2VO,V * da
= xdo. (4.8)

Por continuidade a igualdade & A xd€” = d¢ vale também em H.

60



Além disso, segue que

—dp N*dE’ = —(=2VdV) Ax(=2VdV Adt) = 2VO;Vdr' Ax (—2V9;Vda? A dt)
= —AVO,VOVda' A (dad A (Vdt))
= —AV(O,V)2dx A (=) Azt A AdTi A A da”
= —AVIdV|2dz" A+ Nda" = —AV[dV |2 x (= Vdt)
= —4ldV[2x €. (4.9)

Por outro lado, por (4.7) e (4.8)) temos que em H vale:

—dp A€ = 25E AN xd€ = 2k % dp = 2k x (—2k€") = —4K? % €. (4.10)
Logo, por continuidade vale x* = lim |dV'|2, ou seja, £* = [dV[2 em H. O
V=0

O seguinte teorema é um caso especial da Lei zero da termodinamica de buracos negros,

a qual vale em um contexto mais geral. Para mais detalhes veja [10, Secao 4.3.4].

Teorema 9. Seja (M, g) um buraco negro estdtico. Entao a gravidade de superficie é

constante em cada componente conexa do horizonte H.

A gravidade de superficie nos permite considerar dois tipos de horizontes. Dizemos
que uma componente conexa do horizonte de eventos é degenerada se kK = 0, e dizemos
que é nao degenerada caso contrario. Mostramos agora que, para o caso considerado neste

trabalho, o horizonte sempre serd nao-degenerado.

Proposigao 22. Considere uma componente do horizonte estdtico R x ¥ e sua respectiva

gravidade de superficie k.

(i) Se k # 0, entao g se extende suavemente para X;

(ii) Se k =0, entdo, com respeito a g temos dist,(p,X) = oo, para todo (t,p) € (M)) =~
R x M™.

Demonstracao. (i) Como |gradV|s| = |k| # 0 temos que V pode ser usada como uma
coordenada em uma vizinhanga de ¥, definindo s = V(z). Entao a métrica g assume a
forma |gradV |?ds® + g, onde g, é a métrica induzida por g em {V = s}.

Por outro lado h = gls. estd bem definida e g; — h quando s — 0, no sentido de que
para qualquer sistema de coordenadas os coeficientes de ¢ satisfazem Dk(gs)ij — DFh
para todo k£ > 0.

Como ds # 0 em 3, entao vale o resultado.

17
(i1): como em [25], Se¢ao 2.1], consideramos um sistema de coordenadas local em uma

vizinhanca de ¥ no espaco-tempo M para o qual a métrica se escreve na forma
g = r*F(r,z)dv? + 2dvdr + rh;(r, z)dvdx’ + hy(r, x)dz'da?, (4.11)
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onde 0, representa o campo de Killing do tipo tempo (J; em ((M))), r = 0 corresponde
ao horizonte, {z!,--- , 2" '} sao coordenadas em ¥ e h;; é a métrica induzida em 3.
Como 0, é do tipo tempo em ((M)), entdo para r > 0 temos que F(r,z) < 0. Dali,

considerando a variedade riemanniana (M™, g), parte espacial canonica de ((M)), temos:

1 . T’hi
- rE]

hih;
17|

9(0;,05) = hyj +

Seja y(r) = (r,2'(r)) r € [0, o] uma curva suave em M™ que intersecta 3. Note que

nesta curva vale |h;0,(x%)| + |F| < ¢* e, portanto:

]_ th(l’l)/ (xi)’(xj)'hihj

’ 2 _ / / _ . hy; N LG\
(1 — rhi(x?)’)? g (T —=rc?)? 1
B () (7)) > >
T AR A =Ty e Ty
1
yEk (4.12)

para um valor de rq suficientemente pequeno. Logo, considerando o comprimento da curva

~(r) temos:

oo 1 ["™ds
L= Wels> o [ © o (113

quando s — 0. Logo, para todo p € M™ vale dist,(p, X) = oo. ]
Entao podemos introduzir o conceito de horizonte para um sistema eletrostético.

Definicao 35. (Horizonte Estdtico). Seja (M",g,V, V) um sistema eletrostdtico tal que
V=H0) = Uﬁ-zli?’l C OM", onde cada i?’l é compacta. Entao dizemos que as hipersu-

perficies X' sdo os horizontes estdticos do sistema.

Segue da discussao anterior que na Defini¢ao necessariamente os horizontes sao
nao-degenerados, ja que que sao realizados como fronteira da variedade e nao no infinito
(como acontece no caso degenerado). De fato no préximo lema vamos provar que as
gravidades de superficie sao todas diferente de zero, sem apelar para o espago-tempo, e

usando apenas a definicao de sistema eletrostatico.

Lema 4. Seja (M™,g,V, V) um sistema eletrostdtico e X"~' C M™ uma componente de

horizonte estdatico. Entao
(i) K = |gradV || € constante e ndo nula;
(i) ¥ tem curvatura média zero;

(111) dV|s = 0. Em particular V|s € constante.
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Demonstragao. O item (7ii) segue direto de , pois Vg = 0.

Para provar o item (i) vamos comecgar supondo que gradV (p) = 0 para algum p € ¥.
Entao ao longo de qualquer geodésica (t) de ¥ que inicia em p, a funcao V(t) = V(v(t))
satisfaz

VI(t) = Ric(/ (1), )V (1), (4.14)

onde aplicamos e o fato de que d¥|y = 0 provado em (i77).

Como V(0) = 0 entao V”(0) = 0. Além disso, estamos supondo que V'(0) = 0, o
que faz com que V seja identicamente nula em uma vizinhanca de p pela unicidade das
solucoes de equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem. Pela continuidade analitica
de solugoes de equagoes elipticas [51], com respeito a , concluimos que V' precisaria
ser identicamente nula em M", o que é absurdo. Logo deve valer gradV (p) # 0 para todo
p € X e, portanto k > 0. De , V2V (X,Y) = 0 para todos X,Y € X(X" 1), fazendo
com que k seja constante, finalizando (7).

Para provar (iz), mostramos que X é totalmente geodésica em M™ e, portanto, possui
curvatura média zero. Note que, como gradV # 0 em 3, entao o horizonte estatico é uma

hipersuperficie mergulhada em M™, pois é a imagem inversa de um valor regular. Entao,

_ gradV

lerad V]’ vale:

como o normal unitario a ¥ é dado por N

2
(VxgradV¥) _ VEV(X.Y) (4.15)
|gradV/| |gradV/|

K(X,Y)=(VxN,Y) =

ou seja, X ¢ totalmente geodésica e entao possui curvatura média nula. O]

Existem buracos negros estaciondrios que nao sao estaticos. Por exemplo, a solucao
de Kerr-Newmann (Secao 7.4 de [10]) é uma familia de buracos negros estaciondrios que
dependem de trés parametros: massa, carga elétrica e momento angular. No caso em que
o momento angular nao ¢ nulo temos que esta solucao nao é estatica. Uma solucao de
Kerr-Newmann cujo momento angular é nulo é igual a uma solucao de Reissner-Nordstrom
de mesma massa e carga, o qual, conforme veremos na préxima subsecao, é um exemplo

de buraco negro estatico.

4.2.1 O buraco negro de Reissner-Nordstrom

Nesta secao vamos explorar melhor o espaco-tempo de Reissner-Nordstrom, definido
na Secao |3.3} Primeiramente, considerando o espaco-tempo de Reissner-Nordstrom como
sendo a variedade R x R™\ {0} e retirando a hip6tese de que m > |g|, buscamos localizar
um horizonte estdtico que nos permita definir o buraco negro de Reissner-Nordstrom.
Lembrando que sua métrica é dada por gm , = =V, dt* +V,; 2dr® 4+ 1%Q;, e sua funcao de

lapso

2m 7> 2
Vi g(r) = <1 — st TZ(H)) , (4.16)



e observe que o espaco-tempo € estatico apenas nas regioes onde V' > 0.

Apesar de estarmos interessados em estender o espago-tempo de Reissner-Nordstrom,
nao é possivel extende-lo para » = 0, de modo que a métrica estendida seja de classe
C?. Para mostrar esta impossibilidade recorremos ao escalar de Kretschmann: para um
espaco-tempo (M, g) com tensor de curvatura de Riemann Rm, definimos o escalar de

Kretschmann [20] como a fungao
R = (Rmg, Rmy) . (4.17)

Para o espaco-tempo de Reissner-Nordstrom, o escalar de Kretschmann diverge para +oo
quando r — 0 [48, pagina 15]. Por isso dizemos que a métrica g, , tem uma singularidade
no conjunto {r = 0}.

Na se¢ao anterior vimos que a existéncia e localizacao de um horizonte de eventos
em um espaco-tempo estatico estd relacionada a obtencao de raizes para a funcao de
lapso associada, ou seja, para o caso da Reissner-Nordstrom, estd relacionada as possiveis
solucoes da equacao V,,,(r) = 0. Entdo, pela expressao de V,,, temos que, a depender

dos valores de m e ¢, podem existir até duas raizes para V,,, ,(r) = 0, dadas por

_1
ry = <mj: m2—q2>n_2,

onde r, coincide com o raio que utilizamos na Secao [3.3| para definir o espaco-tempo de
Reissner-Nordstrom.

Se m? < ¢? temos que a equacao Vim,q = 0 nao apresenta solugoes reais, fazendo com
que a singularidade r = 0 seja uma singularidade nua (isto é, uma singularidade que
nao estd “escondida” por um horizonte de eventos). A Conjectura da Censura Césmica,
devido a Roger Penrose, afirma que espagos-tempo genéricos nao admitem singularidades
nuas [39]. Isto nos motiva a abandonar o estudo deste caso pois ele nao teria significado
fisico. Neste caso dizemos que o espago de Reissner-Nordstrom ¢é superextremo.

Se m? = ¢* temos que V,, = 0 admite uma tnica solugao real. Neste caso dizemos
que o espaco de Reissner-Nordstrom é extremo. O horizonte de eventos, neste caso, é

degenerado (possui gravidade de superficie nula). De fato, o normal exterior é dado por
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Vm,q = Vm.qOr, fazendo com que:

<

0<v (Vm,q”r:R = Vmyg- ar(vm,q)|r:R

I
<

m,q ° ar

1
| 2m q° 2 2m ¢
- 9 (1 T2 + r2(n—2) Or | 1 - yn—2 + r2(n—2)

r=R

que ¢é equivalente a:

mriy"t—? >0 = m(m\/m2—q2>—q2>0
= (M’ -PA)(Vm?2—-¢+1)

—= m’—¢>0.

O caso de interesse aqui é quando m? > ¢2, fazendo com que existam duas solucoes:
1

ry = (m +4/m? — q2> CUA solucao externa r, é um horizonte nao-degenerado e deli-
mita uma regiao de buraco negro, que chamamos de buraco negro de Reissner-Nordstrom,
e ¢ 0 caso em que se modela um buraco negro eletricamente carregado e sem rotacao.
Neste caso dizemos que o espaco de Reissner-Nordstrom é subextremo. A hipersuperficie
{r = r_} é um horizonte de Cauchy, um conceito relacionado a estrutura causal do espago-
tempo, o qual tem implicagoes sobre condicoes de fronteira para as equagoes de Einstein.
Porém, esta hipersuperficie esta no interior do buraco negro e por isso vamos descarté-la.
Considerando, entao, o espaco-tempo de Reissner-Nordstrom subextremo, observe que
a métrica (3.34)) nao estd bem definida nos horizontes. Veremos que é possivel estender
esta métrica para toda a variedade através de uma mudanga de coordenadas.
Consideramos uma nova coordenada v em fungao de ¢t e r. Seja f(r) uma funcao

diferenciavel, definimos
v="t+ f(r).

Segue que vale:

dt* = dv® — 2f'drdv + (f")*dr?. (4.18)

Substituindo (4.18) na expressao de g, , obtemos
Bmq = — Vi dv* + 2V fldrdv+ (=V2 () + V. 2) dr® + r*Qs. (4.19)
2 2 -2 _ : _ -2 -
Tomemos f tal que —V,? (f')* +V, ¢ =0, ouseja, f tal que f' = £V, 2 Para isso
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basta considerar algum ry tal que Vj, ,(r0) # 0 e entdo definir

__ 2
flr) = j:/ Vina(8)ds.
To
Fazemos uma mudanga de coordenadas deste tipo em cada regiao onde r nao se anula,
obtendo

8mg = — Vi ,dv* + 2dvdr + 17,1 (4.20)

Observe que esta métrica estd bem definida e é nao degenerada em R™\ {0}.

As coordenadas que acabamos de definir sao chamadas de coordenadas retardadas
de Eddington-Finkelstein [10]. A vantagem é que, nestas coordenadas a métrica esta
bem definida para todo valor de » > 0 e portanto podemos estender o espago-tempo de
Reissner-Nordstrom como a variedade R x R™ \ {0}, cobrindo os horizontes.

A regido interior, onde r < r,, é uma regiao de buraco negro [7] e nao é estatica. A
regiao exterior é estatica e, por isso, pode ser folheada por uma familia de hipersuperficies
espaciais isométricas e geodesicamente completas. Uma representante destas hipersuper-
superficies é a parte espacial canonica do espaco-tempo de Reissner-Nordstrom e é o que
chamamos aqui de variedade de Reissner-Nordstrom. A regiao exterior é a que realmente
nos interesa, pois, do ponto de vista fisico, nenhuma particula do interior do buraco negro
pode se comunicar com o exterior.

Portanto, se m? > ¢2, o horizonte de eventos do buraco negro de Reissner-Nordstrom
esta localizado em )

ry = (m +/m? — q2>m : (4.21)

que coincide com raio utilizado na definicao do espacgo-tempo de Reissner-Nordstrom na

Seqdo [3.3]
Em coordenadas isotropicas, no caso subextremo, o horizonte de eventos é dado pela

hipersuperficie {s = S, ,}, onde

1

2 _ 42\ 2(n—2)
Sig = (_m ¢ ) , (4.22)
4
pois, segue de (3.40)):
2 2

(1 — u) 2 2

4g2(n—2) m° —q

0= "Ving(s) = — 0=1———

O Y 1570

2 _ 42 2(77.1—2)

== (M) um

Note que, para o espago-tempo de Reissner-Nordstrom de massa m e carga ¢ = 0 se

66



reduz a solucgao cléssica de Schwarzschild, dada por:
(R x R"\ {0}, =V2dt* + V. 2dr® + 1°Q,, 1),

onde a funcao de lapso V,, se reduz a

1

2m \ "2
Vin(r) = (1 — r”—2> .

4.3 Esferas de fotons

Considere um espaco-tempo (M""! g) e uma hipersuperficie P" mergulhada em M,
a qual é do tipo luz ou do tipo tempo. Para um ponto p € P” podemos considerar
v € T,P" — T,M um vetor tangente do tipo luz e ~,, a geodésica (do tipo luz) de
M que passa por p com velocidade v. Vimos que 7 modela fisicamente a trajetéria de
uma particula de luz de M. Neste caso temos que em p esta particula é tangente a P™.
Com isso em mente, podemos formular a seguinte questao: sob quais circunstancias esta
particula permanecera tangente a P™, isto é, quando que 7 esta contida em P"? Quando
isso acontece dizemos que P™ é uma hipersuperficie de fétons em M [15].

Note que toda hipersuperficie do tipo luz automaticamente cumpre esta propriedade,
0 que nos motiva a pensar: quais critérios uma hipersuperficie do tipo tempo precisa

cumprir para capturar fétons? O seguinte teorema estabelece esta caracterizagao.

Teorema 10. Seja (M"™™! g) um espago-tempo e P™ uma hipersuperficie do tipo tempo.

Entao sao equivalentes:
(i) P™ é totalmente umbilica;

(ii) Toda geodésica do tipo luz de M" ™! que inicia tangente a P™, permanece tangente

enquanto estiver definida.

Demonstragao. Sejam P™ C M"™! nas hipdteses do teorema. Considere V conexdo de
Levi-Civita de M™™! e V conexao de Levi-Civita de P™.

(1) = (i7): Vamos supor P” totalmente umbilica. Entao, localmente, existe um campo
normal unitdrio N € X(P")* e uma fungio A € C*°(P") tais que [I(X,Y) = A (X, Y) N,
para todos X,Y € X(P").

Seja v : I — M"™! geodésica do tipo luz de M™*! tal que v(0) =p € P" — M"* ¢
7' (0) = v € T,P™ — T,M"™. Dai temos que

A~

0=V,y =Vyy +11(Y.7) = Vv + X (7,7 ) N =V,
pois (7/,7") = 0.
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Logo, tomando a geodésica de P™ que passa por p com velocidade v, segue que essa
geodésica coincidira com 7, ou seja, v permanecerd tangente a P™.

(17) = (i): sejam p € P" e X, Y, € T,P™ tais que (X,,Y,) = 0. Vamos também supor
que (X, Xp) =1e (V,,Y,) = —1.

Com isso definimos os vetores V, = 1 (Y, + X)) e W, = 1 (Y, — X,,). Note que ambos
sao do tipo luz e, por hipétese, podem ser estendidos por uma geodésica do tipo luz em
P que é também geodésica de M™*! como dois campos V e W nos quais @VV =VyV =
VW = %WW = 0 em suas respectivas geodésicas.

Logo podemos estender também X, e Y}, definindo X =V —WeY =V + W. Para
X € X(M) definimos X+ como a proje¢ao de X na dire¢ao normal a P". Entao

(X,Y) = I(V-W,V+W)= <§(V7W)(V + W))l

~ —~ 1
- (vvw - vvw) —[V,W]* =0, (4.24)

pois [V, W] é tangente a P". Logo, da Proposigao |17} segue que P™ é totalmente umbilica.
]

Estamos interessados em uma classe especifica destas hipersuperficies: as esferas de

fotons em sistemas eletrostaticos.

Defini¢ao 36. Seja (M",g,V, V) um sistema eletrostdtico. Uma hipersuperficie P™ do
tipo tempo, orientdvel e mergulhada em (R x M", —V?2dt? + g) € dita uma esfera de fétons

se € totalmente umbilica e se V e U sao constantes em cada componente conexa de P™.

Afim de fixar notagoes, considere um sistema eletrostatico (M™, g, V, V) e uma esfera

de fétons P™ no espaco estatico padrao associado. Entao podemos escrever

l
(P, h) = J(R x 577", =V2dt* + 03)

=1

onde cada R x X' é uma componente conexa de P™ e h é a métrica induzida por
—VZ2dt? + g.
Definimos:
Vi = V‘zy—l =cte, W, := \11]2?,_1 = cte.

l

Seja H a curvatura média de P = |J (R x ©/7') em R x M" e H a curvatura média
i=1

I
de U¥? ! em M™, denotamos
=1

1=

H =H —1 H, .= Hl|wn-1.
i |Rx2? ) i |E;L
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l

Escolhemos um campo unitario normal v a |J¥7 ' em M™. Nesse caso definimos:
i=1

ki =v (V) |E’P*11 Ai =V (‘Ij) |zv*1‘

gradV
|gradV|’

abusar da notacao v, eventualmente interpretando-o como o normal unitdario a P™ em

R x M™.

pois V é constante em cada X7 '. Logo k; = |gradV]s,|. Iremos

Note que v =

4.3.1 Propriedades quase-locais

Até agora so discutimos o conceito de esfera de fotons do ponto de vista global. Serd
importante para a construcao da demonstragao do resultado principal estabelecer propri-

edades quase-locais das esferas de fotons.

Definigao 37. Seja X' uma hipersuperficie totalmente umbilica na variedade Rieman-
niana (M™, g), onde (M™, g, V, W) é um sistema (pseudo- )eletrostdtico. Entio X1" ¢ dita
componente quase-local da esfera de fétons se k; > 0 e V; = cte, H; = cte e R,, = cte > 0,

e se sao satisfeitas as sequintes equacgoes:

2

n

R,, = — 1H3 + WA?, (4.25)
H; H?

A seguinte proposigao serve para caracterizar as esferas de fétons de sistemas ele-

trostaticos com base nas propriedades quase-locais da Defini¢ao

Proposicao 23. Seja (M™,q,V,V) um sistema eletrostatico e P™ esfera de fotons em
(R x M™, —V?2dt* + g). Entao:

(i) Vale . Em particular, R,, > 0, sendo esta desigualdade estrita se H; # 0;

(ii) H; é constante. Em particular R,, € constante se, e somente se, \; € constante;

(iti) Vale (4.26). Logo k; é constante.

Demonstracao. Sejam Ricg e Rg, respectivamente, o tensor de Ricci e a curvatura escalar
de R x M". Relembrando que H denota a curvatura média de P™ em R x M"™ e que H

!
denota a curvatura média de .UIZ?_l em M".

1=
!
Escolhemos N um campo vetorial normal unitdrio a .UIE?_l em P" e v campo normal
1=

unitario a E?’l em M™. Com isso em mente, comegamos provando (z). Aplicando o trago
a Equagao de Gauss, (2.20), a (P™, h) em R x M™ obtemos

n—1

Rn = Rg — 2Ricg(v,v) + H>. (4.27)

n
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Reescrevemos cada um dos termos de (4.27). Aplicando o traco a Equagao de Gauss,

(12.20]), a M™ em Rx M™ e simplificando pelo fato de M™ ser totalmente geodésica, obtemos
R; = R, — 2Ricg (N, N), (4.28)

Pela férmula (3.8)) aplicada a (R x M™, —V?2dt? + g) e a equacao (3.30]), como N = V19,

temos:

AV
v

Aplicando esta formula e (3.33) reescrevemos (4.28]) como

2
Ric, (N, N) = 0"2 2.

2 ) 2 |dw | 2w (1)?
R, = 7 |dW¥|* — |d\If\ =13 (1-¢)= T3 (1-¢}). (4.29)
Substituindo (3.32) em ([3.7)) temos:
1
Ricg (v,v) = Ric, (v,v) — VVQV (v,v)

B 2V(l/,y)_cl\I/(l/)<§§al\IJ(1/)_1_2|d‘11( )’ (v _V2V(1/,u)

B % V2 (n—1v2? %

v ey

V2 (1—n)V?2

Av(0)°

E possivel relacionar as curvaturas médias através da férmula nH; = (n — 1)H;, pois

H, = Zel (B, E) = Zgz (E;, B)) + e, K (E,, E,)
= Hi+€n/\<a >
H;
= Hi+77

o que nos permite utilizar (4.29) e (4.30) para reescrever (4.27)), restringindo-a & %"

n—1

R,, = Rg—2Ricg (v,v) + H?
202 721)‘12 n—1__,
N 2)\?
n—1"" V2’

)

Note que o lado direito de (4.25) é ndao negativo, ou seja, R,, > 0. Além disso se
H; # 0 entao R,, > 0. Isso conclui (7).

Para provar (i7) comecamos provando que H; é constante utilizando a Equagao de
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Codazzi. Considerando v o normal unitario a P™ em R x M™ e tomando X,Y, 7 € X(P")

temos:
ng(X7 Y7 Zv I/) = (VXK)<Y> Z) - (VYK>(X7 Z)
H; H;
= X (—z) h(Y,Z)-Y <—7’) h(X, 7), (4.31)
n n
lembrando que h denota a métrica induzida em P"™ por g = —V?2dt? + g.

Entao, utilizamos uma simetria do tensor de curvatura e aplicamos o traco em ({4.31])

para obter:

Ric,(Y,v) = (1—-n)V (5) (4.32)

n

Como o espaco tempo é uma solucao das equacoes de Einstein-Maxwell, entao, da

Equacao de Einstein, sabendo que g(Y,v) = 0, temos

Ricg(Y,v) = 81Tem(Y,v)=2(F® F)(Y,v) = 2g*°F(0,,Y)F(93,v)
= 2g%F(0,,Y)F(0;,v) = =2V 2(d¥)(Y)(d¥)(v)
= —2V ?g(grad¥,Y)g(grad¥,v) = 0, (4.33)

pois grad¥ é normal a P". Como Y é um campo tangente qualquer a P", segue que H;

é constante e, portanto, H; é constante. Do item (i) temos que vale . Entao, sendo

H; constante, segue que R,, é constante se, e somente se, \; também for constante.
Agora provaremos (ii7). Iniciaremos deduzindo . Aplicando ([2.20)), isto é, o

traco da Equacdo de Gauss, a X" em M"™ obtemos

n—2

R, — 2Ric, (v,v) = R,, — H?. (4.34)

n—1"

Agora reescrevemos separadamente cada termo de . Note que estamos escre-
vendo AV para o laplaciano de V' em relagao a métrica g. Podemos utilizar o mergulho
isométrico suave (E?’l, ai) — (M™, g) para reescrever este laplaciano em Ef’l utilizando
a geometria desta hipersuperficie. Considerando o referencial local 0y, - - - , 0,, onde para

indices 7,1 € {1,--- ,n — 1} é um referencial para X' * e 9, = v, entdo:

AV = ¢"VV(v,v)+ ¢"VPV(0;,00) = VPV (v, v) + ¢ (8;00V — T3O\V)
== V2V<V, V) + g]k (aj, akv - FékalV) - gij?kV(V)lzzz—l
= VWV (r,v)+ A,V + ¢ Kk,
= VV(y,v)+ A,V — Hik, (4.35)

pois K, = K(0;,0r) = —g(Va,0k,v) = —g(F?ka,\, v)=—T%.
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Daf, aplicando (3.30) temos que, em X' vale:

2 2 2 2
VAV (nv) = AV - ALV— Hi = @l w e
2)\2

pois A,V = 0, visto que V é constante em cada X'
Substituindo (4.36) em (4.30]) obtemos:

VQV (V, 1/) Ci)\? o _Hilii

Ric, (v,v) = v v T Ty (4.37)
Lembrando que de sabemos que V2R, = 2 [d¥|* = 2v (¥)*.
Com (3.30)), (4.37) e (4.25]) reduzimos a:
R, — 2Ric, (v, v) = Ry, — Z:fﬂf N QVAj +2H‘i/ji - nﬁleqL QVA; - Z:THE

2H 1, —9

e e
OHu; 2

< VZ-H T 1Hi2

& %m - n]il?l' (4.38)

Por fim, do item anterior temos que H; é constante. Entao de (4.38)) seque que k;

também é constante. O

Com a proposicao anterior, vemos que uma esfera de fétons em um sistema ele-
trostatico satisfaz quase todas as condigdes para se encaixar na Defini¢do [37] Resta
garantir que H; > 0, para que entao pelo Item (i) da proposi¢ao anterior valha R,, > 0.

Para isso serd necessario exigir que o espaco satisfaca condigoes adicionais.

Definigao 38. (Condi¢ao de energia nula). Dizemos que um espago-tempo estdtico (M, g)

satisfaz a condi¢ao de energia nula se, para todo v do tipo luz vale
Ricg(v,v) > 0.

Antes de prosseguir, vamos provar o seguinte lema.

Lema 5. (Lema 3.2 de [1§]). Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana geodesicamente
completa e f € C*(M™) para a qual sup |gradf|, < co. Seja U uma componente conexa

de {f # 0} e considere a métrica g := f~2g. Entdo a métrica g é completa em U.
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Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade vamos assumir f > 0 em U, pois se flg <0
bastaria considerar — f.

Primeiramente mostramos um resultado auxiliar: sejam p,q € U distintos e considere
dist,(p, ¢) a distancia de p a ¢ em relacao a g. Seja f uma curva em U que ligapaqe

denote por Lj(3) a comprimento de 8 em relagdo a ¢g. Entao vale

B 1 N A - dist,(p, q)
Lsf) = 31 (” w17, \f(q)!}) ’ (4.89)

onde A = sup |gradf|,.
Seja [ o comprimento de § em relagao a metrica g. Neste caso parametrizamos § de
modo que 5(0) =p, B(l) =q e |f'(s)|, = 1 para todo s € [0,[]. Note que

18'(s)l5 = Vg(B'(s), 8'(s)) = [f(B())]

ou seja

- [ [ [ o
onde d := dist,(p, q).

Pela parametrizacao de 8 por comprimento de arco em relacao a g vale

d

16| = lotarad, 59 < (4.41)

ou seja, para todo s € [0,1] vale f(B(s)) — f(5(0)) > As.

~ 1 1 .
Como f > 0 em U, entao G > FB0)Ths» © que nos permite reescrever (|4.40)

)+ As
Ad

= 3 1n (1 + m) : (4.42)

Podemos realizar o mesmo processo revertendo a direcao de 3 para obter

L) / e s = 5 (/) + Ad) ~ 1n ()

1 Ad
Lg(ﬁ) 2 K In <1 + m) . (443)

Portanto, valendo (4.42)) e (4.43]) é garantido que valha (4.39)).
Para provar a completude geodésica de (M™,g), seja 5 : [0,7) — (M™,g) uma
geodésica maximal. Vamos supor que T' < oo e chegar a uma contradicao. Sem perda de

generalidade vamos supor que |5'(s)| = 1 para todo s € [0, 7).
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Como g = f~2g, entao |5'(s)], = f(B(s)). Logo, para todo s € [0,T), vale

2./ (8(s))| = lg(gradf, 5'(s))] < Af(5(s)). (4.44)

Segue que
d

S In(F(3())| < A,

e, por integragao, vale para todo s € [0,7")

F(B(s)) < F(B(0))e.

Portanto, denotando por [ o comprimento de 8 em (M™, g), temos que

[ = /0 f(B(s))ds < 0.

Como (M", g) é geodesicamente completa, entao lim, ,7- B(s) = ¢, para algum ¢q €
U C M™. Se q € U, entdo a geodésica 3 : [0,T) — (U, g) pode ser estendida a T, o que
contradiz o fato de [ ser ser inextensivel. Se ¢ € U, entao f(q) = 0 e, pela expressao
o comprimento de § em (U, g) é oo, o que contradiz a hipdtese que T' < oo. Portanto

T = oo, mostrando que g é completa em U. O]
Agora podemos provar a seguinte proposicao.

Proposicao 24. (Teorema 3.1 de [1§] e Lema 2.6 de [9]). Seja P™ uma esfera de fétons
em (R x M™ —=V?2dt? + g), com (M", g) variedade assintoticamente Euclidiana. Suponha
que (R x M™ —V?2dt* + g) satisfaz as Equacoes de Einstein estdticas e a Condig¢do de
Energia Nula. Suponha também que sup |gradV| < co. Entdao H; > 0.

Demonstracao. Vamos supor que para alguma componente E?’l da esfera de fétons P"
temos H; < 0.

Seja Sg = {r = R} uma esfera radial no fim assintético. Tomamos R suficientemente
grande de modo que a curvatura média de Sg com respeito ao normal exterior seja positiva,
isto 6, Hs, > 0. Considerando a métrica ¢ = V?g, segue do Lema [5| que (M™,g) ¢é
geodesicamente completa. Entdo, por compacidade, existem p € X! e ¢ € Sg tais
que dz(p,q) = dy (E?_I,SR). Seja 7y : [0, L] :— (M™,g) a geodésica parametrizada por
comprimento de arco que minimiza a distancia entre p e g. Neste casoy(0) =pey(L) = ¢.

Entdo existe W vizinhanca de p em X7~* para qual a aplicacdo a aplicacdo
F(s,z) :=exp,(sv),

¢ um difeomorfismo de [0, L] x W sobre sua imagem, onde exp ¢ a aplicagdo exponencial
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em relagao a métrica g, s € [0, L], x € W e v é o campo normal unitério a W com relagao
a g dado por v(p) =~+/(0).

Definimos o conjunto dos pontos que estdo a uma distancia s € [0, L] de W C ¥
como Wy = F(s,W). Note que W, é uma hipersuperficie de M". Entao denotamos por
H(s) a curvatura média de W, com respeito ao normal v(s) = V'F.(Z) em (M",g).

Agora vamos obter uma férmula de monotonicidade para a funcao H = H(s). E
possivel obter a seguinte relacao para a variacao da curvatura média em uma familia de

hipersuperficies (pagina 111 de [54]):

OH

55 = —AV — (Ric(v,v) — [IIP") V, (4.45)
s

onde A; é o laplaciano em W e IT = II(s) é a segunda forma fundamental de W.

Também podemos relacionar relacionar o laplaciano A de M™ com A, de W, através
de uma férmula analoga a (4.35)), obtendo:
Hov

AV = AV 2y ——— 4.46
VIV () + 5 (4.46)

Isolando A,V e utilizando as Equagoes de Einstein Estéticas, (3.16)) e (3.17]), obtemos:

HOH
—_— —_ 2 —
AV = AV —=VV(yv)+ v B

2
1trgT> V — VRic(v, v)

= 4rm (ciT(N, N)+

HoV
+dm (QT(V, v)+ — (T(N,N) — trgT)) V+ V 9
H
= —VRic(v,v)+ 87 [T(N,N)+ Y(v,v)]V + —6—V
V 0Os
Substituindo em (|4.45)) obtemos
oH . H oV : 2
rrl VRic(v,v) =87 [T'(N,N) + Y(v,v)|V + Vas (Ric(v,v) — [IIJ*) V
= —[JIP+8 (T(N,N)+Y(v,v)]|V+ g%—z. (4.47)
Como
o (1 _ o Hov
os\V ) ds V2 9s’
podemos reescrever (4.47]) obtendo
0o (H
% <7> = —[|II| + 87 (T'(N,N) + Y(v,v))] <0, (4.48)

pois, pela Condigao de Energia Nula, T'(N, N) + Y(v,v) > 0. Como assumimos Hy < 0,
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segue que Hy < 0.
Note que Wy tangencia S em ¢g. Dal, pela propriedade minimizante de ~, esta contida
em B}(0). Logo, pelo Principio do Maximo Geométrico (Teoremal7)), Hyw, (¢) > Hs,(q) >

0, o que contradiz a conclusao do ultimo paragrafo. Portanto deve valer H; > 0. O

Em dimensao 3 a proposi¢ao anterior é bastante significativa do ponto de vista to-
poldgico: se H; > 0, entao o Teorema de Gauss-Bonnet e a Proposicao 23| garantem que
estas hipersuperficies sao esferas topoldgicas. Isso é o que motiva a nomenclatura “esfera
de fétons”.

Por ultimo precisamos checar que uma solucao estatica das equacoes de Einstein-
Maxwell satisfaz a condigao de energia nula. Seja (M™, g, V, ¥) um sistema eletrostatico e
considere Tg)s seu tensor de energia-momento eletrogmanético. Seja v um campo do tipo
luz no espago-tempo estdtico padrao associado (R x M", g = —V?2dt? + g). Considere,
sem perda de generalidade, que v = N + X, com N = V710, X € X(M") e | X[ = 1.
Entao, de e , lembrando que B =0 e & = dW¥, obtemos:

T(v,v) = T(N,N)+T(X,X)=T(N,N)+T(X,X)
1 1 1
= —|dU]? — — (dV @ d¥) (X, X) + —|dV|?¢g(X, X

1
= - (= (grad¥, X)* + |dP|2)
1
= (AW EIXE: +]awE) =0,

v

(4.49)

onde aplicamos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato de g ser Riemanniana.

Pela Equagao de Einstein temos que Ric(v,v) > 0 se, e somente se, Ty (v,v) > 0.
Logo o espaco-tempo satisfaz a condicao de energia nula. Portanto, unindo as Proposigoes
e [24] temos que esferas de fétons em sistemas eletrostaticos se encaixam na Definicao
permitindo que sejam caracterizadas de maneira satisfatoria por propriedades quase-
locais. Nas hipdteses do Teorema (1| estamos trabalhando com sistemas que satisfazem
certas condigoes assintdticas (que serdo exploradas na préxima segao), mas que satisfazem
as hipéteses da proposicao anterior.

Por ultimo, h&d uma caracterizacao para as esferas de fétons quase-locais de siste-
mas eletrostaticos, que faz analogia com a classificacao dos espacos-tempo de Reissner-

Nordstrom.

Definigdo 39. Seja X7' uma esfera de fotons quase-local em um sistema (pseudo)-

eletrostdtico. Se
H? n-2

>—
R,,  n-1

(4.50)

entdo Y01 € dita subextrema.
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Analogamente, se vale a igualdade “=" em (|4.50) dizemos que a esfera de fétons é

extrema e se vale “<” dizemos que é superertrema.

4.3.2 A esfera de fétons da variedade de Reissner-Nordstrom

Vamos identificar uma esfera de fétons no Espaco-Tempo de Reissner-Nordstrom su-
bextremo de massa m e carga ¢. Seja P" uma esfera de fétons neste espago. Como V,,, , €
¥, dependem apenas de r, entao P" possui apenas uma componente conexa e é da forma
{r = cte}. Para determinar o raio de P™ utilizaremos o fato desta hipersuperficie ser
totalmente umbilica. Entao para todos X,Y € X(P") valem:

(VxN,Y) = A\(r) (X, Y), (4.51)

onde N =V}, ,(r)0, é um vetor normal unitario.
Considere J;, que é um campo do tipo tempo tangente a P", e dy, campo do tipo

espaco tangente a P, onde 6 := 6, é a primeira coordenada angular em S"~!. Aplicando

estes campos (4.51]) obtemos:

<v8tN7 at> — <V89N, 89)
(O, Or) (Op, Op)

Calculando cada um dos termos presentes em (|4.52)) temos:

A(r) = (4.52)

(Vo,N,0r) = (Vo,Ving(r)0r,0) = ((0:Ving(r)0r + Ving(r)Ve,0r, Or)
= Vm,q(r) <Vata7”at> qur) <F013,\,8t> qu ) 81 <8taat>
= _Vm,q(T)Srgla

(Va,N,09) = (Vo,(Ving(r)9;),99) = (V,Vinq(7)0r, Op)
((09Ving(r)) 0 + Ving(1)V 3,01, Og) = Ving() <F§18/\7 89>
= meq(r)FglrQ.

Como (0y, 0y) = —Vig(r)? € (09, 09) = r?, entao (4.52) assume a forma I'), = T'3;

Calculando estes Simbolos de Christoffel obtemos:

1 1
F81 = 5900(81&910 + 0,900 — O1go1) = —§Vm,q(7‘)_28r(—vm,q(7")2)
2 _ o2
_ %qu(r)—?ar (1 _2m o, 4 ) _ %vaq(r)_QZ ((n 2)m _ (n—2)q )

rn—2 r2(n—2) yn—1 r2n—3

77



1 1 1 1
F2 — - 22 i — = — - —0 2 = —.
21 59 (D912 + Org22 — Dpgar) 5 7“28 (r%) .

Assim, (4.52)) é equivalente & equagao
2m ¢ (n—2)m  (n—2)¢
(1 - rn—2 + 7~2(n—2)> =T < pn—1 - r2n—3 ) (453)

e portanto o raio da esfera de fotons P" satisfaz (4.53]), que é equivalente a equagao
2(n—2)

n—2

r —mnr*2 + (n — 1)¢> = 0, que, sendo vista como equacao quadrdtica em r

possui solugoes

1

1 n—2
v = <@ + 5\/m2n2 —A(n— 1)q2) : (4.54)

2

E importante salientar que, para n > 2 vale n? > 4(n — 1) e, portanto, se m2 — ¢ > 0
entdao m?n? — 4(n — 1)¢® > 0. Com isso as raizes definidas em sao reais. Podemos
descartar uma destas solugoes, pois, sendo ry = m + \/m o raio do horizonte de
eventos de Reissner-Nordstrom, entdo vale r’”. < rp < 7/, para todo n > 2 desde que
m? > ¢*. Daf a hipersuperficie {r = r’ } estd dentro do buraco negro e, portanto, iremos
desconsidera-la. Assim, consideramos que, para o espago-tempo de Reissner-Nordstrom

subextremo e massa m e carga ¢, existe uma tnica esfera de fétons localizada em {r = 1/, }.

Figura 4.3: Representacio da configuragao do espago-tempo de Reissner-Nordstrém subextremo. Por
se tratar de um espago-tempo estético, cada regido {t = cte} é um instante global de tempo, represen-
tado pela variedade de Reissner-Nordstrom. Além disso, em azul esté representada a esfera de fotons
considerada, enquanto que em vermelho esta representado o horizonte estatico do sistema.

sy

Horizonte de eventos

Esfera de fétons

=

Fonte: elaborada pelo autor.

Por dltimo, como a métrica induzida por g, na parte espacial de {r = r/,} é da
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forma (r/,)*Q,_1, entdo a curvatura escalar R,,, da parte espacial da esfera de fétons da

Reissner-Nordstrom é dada por

_ (n=1)(n-2)
A (4.55)

Esta formula sera importante durante a prova do Teorema Principal.

4.4 Sistemas assintoticamente Reissner-Nordstrom

No contexto de sistemas eletrostaticos, (M", g, V, ¥), vimos que o espago-tempo estu-
dado é o espaco estatico padrao associado. Para estudar buracos negros neste contexto,
consideramos M" como um fim assintético, pois sua segunda forma fundamental j& satisfaz
automaticamente condi¢oes adequadas de decaimento (pois é totalmente geodésica), res-
tando apenas adicionar hipdteses quanto ao decaimento de g (assintoticamente euclidiana,
por exemplo). Porém estaremos interessados em comparar todo o sistema eletrostético
com alguma variedade de Reissner-Nordstrom, isto é, comparar g com uma métrica de
Reissner-Nordstrom e também suas funcoes de lapso e potenciais elétricos.

Para isso utilizaremos uma norma no espaco C*(R™) de acordo com a seguinte de-

finigao.

Definigao 40. Seja U C R™ um dominio aberto e f € C*(U). Para k € Z, definimos a

norma de f por:
flle2, @) = sup (lz[* - [ f@)| + 2" [Df(@)] + |2[**2 - | D f(2)]) - (4.56)

Observacao 6. Para o caso em que k = 0 iremos denotar a norma sem o indice 0.

Faremos isso pois Cy costuma denotar fungoes com suporte compacto.

Estaremos interessados em estudar sistemas (M™, g, V, V) que, em uma “vizinhanga
do infinito” se aproximam de algum sistema Reissner-Nordstréom. Neste caso iremos
exigir que nao apenas a métrica g se aproxime de g, ,, mas também que o lapso V' e o
potencial elétrico ¥ se aproximem, respectivamente, de V,,, , e W,. Esta comparagao ¢
feita utilizando coordenadas isotropicas na variedade de Reissner-Nordstrom, lembrando

que o horizonte de eventos do buraco negro de Reissner-Nordstrom nestas coordenadas é

1
m27q2 2(n—2)
1 .

dado por s, ; = <

Defini¢ao 41. Uma quadrupla (M™,g,V, V), formada por uma variedade Riemanniana
(M"™, g) e fungoes V, U € C°(M™), é dita sistema assintoticamente Reissner-Nordstrém

de massa m e carga q se:

1. M™ ¢ difeomorfa a K U E™, onde K é um compacto e E™ é um fim assintotico que

¢ difeomorfo a R" \ B%(0) para algum S > Sy, 4.
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2. Para o difeomorfismo ® = (z',--- ,2™) : E" — R"\ B2%(0) e a métrica g, existe
C > 0 tal que

H ((I)*g)z] - (gm,q)w HCE<H71>(Rn\m) S C7 Z7J € {17 T ,Tl}.

3. O pushforward ®.g € positivo definido e uniformemente continuo em R™ \ BZ(0).

4. Fxiste C > 0 para qual

|®.V — VmﬂHCim,l)(R”\%) <C, e ||9.V— \IJ‘IHCEM,I)(R"\%) <C.

Note que a assintoticidade do lapso e do potencial pode ser interpretada em termo
de seus limites e dos limites das suas derivadas primeira e segunda. Por exemplo, como
lim, o0 Ving(r) = 1, a expressao [P,V — Vm,q||03(n71)(Rn\%) < C nos garante que
lim, , (®.V)(z) = 1. Reciprocamente, se considerarmos uma fun¢ao diferencidvel V' > 0
em M™ tal que seu limite, o limite de sua derivada primeira e o limite de sua derivada
segunda sao iguais, respectivamente, ao limite do lapso V,, ,, de sua derivada primeira
e de sua derivada segunda, entao podemos garantir que V' é um lapso assintoticamente
Reissner-Nordstrom de massa m e carga ¢g. Utilizaremos este raciocinio implicitamente
durante as préximas duas proposigoes.

Note também que toda variedade Riemanniana (M™, g) que se enquadre na Definigao
é necessariamente assintoticamente euclidiana (Definigao , pois a variedade de
Reissner-Nordstrom n-dimensional de massa m e carga ¢ é assintoticamente euclidiana.
No que segue provaremos duas proposicao que serao bastante importantes para aplicar o

Teorema da Massa Positiva durante a prova do Teorema [}

Proposicao 25. Seja (M", g,n, V) um sistema assintoticamente Reissner-Nordstrém de

massa m e carga q. Suponha que Q0 € C* (M™) dada por

2_ 2 ﬁ
0, — ((1 + V) —c, U )

4

¢ extritamente positiva. Entao a métrica Q3 g € assintoticamente Reissner-Nordstrom de

massa € carga nulas.

Demonstragao. Seja ® : E" — R™ \ Bg(0) o difeomorfismo que faz de (M™, g) assintoti-
camente Reissner-Nordstrom de massa m e carga g e S > s,  de acordo com a Definicao

ol

Queremos mostrar que existe C' > 0 tal que

<C Vi,je{l,---,n}.
C2 oy (R\BE(0) — A n}

H ((I)*Qig) ij (gm:(),q:())ij
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Com o propésito de nao sobrecarregar a notagao, escreveremos simplesmente || f|| -
“k

para indicar a norma de fungdes considerada, omitindo o conjunto R™ \ B%(0), pois em
todos os casos durante esta demonstragao consideraremos este conjunto. Além disso por
abuso de notacao iremos omitir o termo ®,, escrevendo simplesmente, V', U, ), e g para
nos referir a ®,V, &,V &,0, e ®,g, respectivamente.

(vm,q+1)2_cg\pg>—1

Lembrando que ¢, ; = < , entao existe uma constante C; > 0 tal que

1
2 27,2 %
—2 (Vm, + 1) —c o\ "
(Pma) ™ - ( e ) <o (1.57)
C2
Por hipotese, também temos que existe Cy > 0 tal que:
||V — Vm’q”CE(nfl) S 027 ||\I] - \IIqHCE(n,U S CQ.
Com isso podemos garantir que
;2
Hﬂ’i — Pmg < Cs, (4.58)
02
—(n—1)
para alguma constante C5 = C5 (Cq,n, S).
Note que, de (4.58)), temos
Hﬂi —ehi| < s |l ' 0} — oing < oo (4.59)
C?  2eR™\BZ(0) | C2 ey
e, entao,
2 2 == 2 s s
HQJFHCz = ‘ QF + (Pmad — pmag) < ‘ Q5 — omg + ‘ Prm.q < Cy, (4.60)
c? c? c?

onde Cy = C4(C1,Cs,n, S).
Por hipétese (da Definigao (A1) temos que ||g;; — (gm’q)inCQ( > < Cs, para algum Cj
—(n—1
e para todo 4,7 € {1,--- ,n}. Dal, de (4.60)), temos que

||Qigz‘j — Qi(gm,q)incgw X < sup |Q?|-| ) Hgij - (gm,q)inci(n_

1)

Y R™\ B (0)
< 94| e - llgis — Gmalilles
< Cs, (4.61)

para algum Cg > Cj - Cy.
Lembrando que, pelas coordenadas isotrépicas da variedade de Reissner-Nordstrom

temos g, g = Pm,q 0. Dal:
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—2

HQi (gm,q)ij - SO?TTQQ (gm,q)ij

@ig (X205 — (gmg)is)

c? ‘ c?

2 (n=1) —(n-1)
< sup @%,5' : HQiéij - (gm,q)inC? L
R\ BE(0) o
. (4.62)

2

para algum C7 = C7(C}, Cs,n, S), pois ¢mly > é limitada em R™\ B%(0).
Finalmente, unindo (4.61) e (4.62) obtemos:

»

||Q?|-gij - (gmz(],q=0)inC2 = Hﬂigij - 5z‘chz = HQigij — Pmgq (gm,q)ij
—(n—1) —(n—1) 2
“(n-1)
< ||9%g:; — @*Qi)(gqu)iﬂ'||03(n,1)
;2
92 G — 555 amas
C% ()
< C, (4.63)
para alguma constante C' > Cg + C5.

Logo (M " Qig) ¢ assintoticamente Reissner-Nordstrom de massa 0 e carga 0. O]

Proposicao 26. Seja (M", g,n, V) um sistema assintoticamente Reissner-Nordstrom de

massa m e carga q. Suponha que Q_ € C* (M"™) dada por

Q <(1 - V) —cn\If2>“
= .

¢ extritamente positiva. Entao pode-se inserir um ponto ps, em (M " Q%g) obtendo uma

variedade Riemanniana completa (M := M"™ U {ps}, Joo) que é CYl-reqular em py e
tem bordo OM,, = OM .

Demonstracao. Seja @ : E™ — R™ \ B%(0) o difeomorfismo que faz de (M™, g) assintoti-
camente Reissner-Nordstrom de massa m e carga g e S > s, , de acordo com a Definicao
Da mesma maneira que fizemos na prova anterior, omitiremos o conjunto R" \m
dos indices das normas de fungoes quando este for o conjunto considerado, bem como
omitiremos ®, por abuso de notacao.

Por hipotese, existe uma constante C' > 0 para qual

g = (Gmadilcs,  SC IV =Viug)lea,  SC W=Vl <C.
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_ 2_o292 B
Definindo ¢y, 4 := M, entao, analogamente a (4.58)) vale que
) 2
oo oz <cu (164)
c2

(n—=1)

para alguma constante C; = C1(C,n,S).
Note que, em coordenadas isotrépicas na variedade de Reissner-Nordstrom de massa

m e carga q vale

2 24,2 m’® — ¢
Ao g =1 = Vi) —c Vo = , 4.65
Omaq = ( a) T 202 (14 25 (1 + 57%) (4.65)
e, portanto,
(1 - Vm’q)Q - C%\Ifg B m?2 — q2 _ (Smg 2(n—2)
4 FPma T g2 T ( s ) '
_2
De (4.65) temos garantido que ||¢dmq < (), para alguma constante C) =
c?,

Co(m, q,n,S). Portanto o mesmo vale para 2, ou seja,

QQ—HCE4 < Co.

Segue que

192 gi; — QQ_(ﬂm,q)z‘jHog(nH) < H92—||034 Ngis — (gm,q)incg(n ;< Co, (4.66)

—1

para algum Cy > Cj - C.

Como ||(gm,q)ijllc2 < Cs, para alguma constante Cy = C3(m, ¢, n,.S), entdo vale

(1= V)2 — 202\ 72
Q%gij - ( q4 ! (Gm.q)ij

Sm.q\ 2
Q% gij — <—q) 0ij

S

2
CZ(nt3)

2
= ' D gij — @ (Gmg)ij + Q2 (Gmag)is — Ping (Gmoa)is

2
CZ(nt3)

IN

2
Cy + HQ% (9m.q)is — Png (Gm.q)ij

2
CZ(nt3)

N(gma)islle < s, (4.67)

2
—(n—1)

_2
= Cy+ HQ2 — O

C

para alguma constante C3 > Cy + C - Cf.

Denotaremos por (y°), i € {1,--- ,n}, coordenadas em R™\ B2(0) para quais s = |y|s.

Entdo faremos uma inversao na esfera de raio s, ,, criando novas coordenadas 7' :=
(87”—’”’)2 y'. Note que

2 (5 gt)

ot 82, \ " s?2 )

S
Denotaremos {5k, 5;} os vetor coordenados de {n*,n'} e {9;,d;} os vetores coordenados
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de {y’,3’}. Entao, pela férmula de mudanca de coordenadas em campos tensoriais, vale

©29)@.8) - (@ ><az,a>§yk§§f

= (929)(0,,0)) ( ) ( —2w) (5]—2M), (4.68)

5(0k, 0) = 5(@,0)( i )4<5k_2w) (5]_2@>
(Sl

- ( ) (5,;5, 25””” z(slysyk 4(yi>2?/k?ﬂ)
()

84
l
(5kl B 2y YoYU +4ykyz)

52 52

= |— 9 4.69
(Sm,q> . ( )
Utilizando (4.68)) e (4.69) obtemos:

H(Qz_g)(gmgl) - 5I<:ZHCQ

n—1)
) Smg\* s \* ; yyk ; yﬂyz
m,q

g 047

C2 (1)

para alguma constante Cy = Cy(Cs, m, q,n,S).
2

S .
2% podemos concluir

Em relagao as novas coordenadas (n'), utilizando S" =

(92 9)(@k. B0) - 4

< Cs, 4.70
o) (4.70)

para algum C5 = C5(Cy,m, q,n, S).

Portanto, podemos inserir um ponto p,, em M™, de modo que n'(ps) = 0 para todo

i€ {1l,---,n}. Com isso estendemos g a uma métrica g, em M2 = M" U {p} dada
por
Joo(T) := { (4.71)
0,  para = pe,
e, por (4.70) temos que Jo, tem regularidade CH' em pq.. O
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4.4.1 Massa e carga

Nesta subsecao mostraremos dois lemas referentes a sistemas assintoticamente Reissner-

Nordstrom que serao importantes durante a prova do teorema principal.

Lema 6. Seja (M™,q,V,V) um sistema assintoticamente Reissner-Nordstrém de massa
m e carga q tal que € satisfeita. Suponha que V € constante em cada componente
conexa de OM™ e que v(V) > 0 em OM™, onde v é o vetor normal unitdrio apontando

para o exterior em OM™. Entdo m > 0.

Demonstracdao. Primeiramente vamos supor que V' > 0 em dM"™. Considere coordenadas
assintoticas no difeomorfismo @ : E™ — R™ \ B%(0). Denotamos por S, a imagem inversa
por ® da esfera euclidiana de raio r. Entao, pelo Teorema da Divergéncia e por (3.30))

vale

0</ v(V) = —/ AV—I—/ v(V)
oM™ Br0) Sr

2

c

— —/ 2|dW)? +/ v(V). (4.72)
Brt0) V' Sr

Considerando v, , = V4,0, 0 normal exterior as folhas {r = cte} na variedade de

Reissner-Nordstrom, temos que, pelo comportamento assintético de V', existe um R > 0

tal que, para todo r > R vale

/ V(V) = / Vm,q(vm,q)
S, sr—1
2
= (- 2)/ [/ (rrﬁl a 7‘267]1‘3> r"Idr} o
S;L_l r

2

= (n—2) <m = W) vol (8771) (4.73)

onde dVg, _, denota a forma volume de S}

Dai, considerando uma sequéncia crescente de raios {ry}ren com r, — 00, podemos

unir (4.73)) a (4.72)), obtendo

Tp—00 Srk Tp—00 Srk

2
0< —/ ) Cvn|d\11|§ + lim v(V) < lim v(V) = (n —2)vol (S}7%) m,

e, portanto, m > 0.

Se V se anular em alguma componente de dM™, podemos utilizar o fato de que
v(V)|opn > 0 para considerar um “nivel” de V e cercar o bordo dM™ por uma hi-
persuperficie fechada na qual V' > 0 e v(V) > 0, aplicando o racionio anterior a partir

desta hipersuperficie, concluindo a demonstracao. O
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O Lema seguinte nos permite retirar a hipdtese de que m > |g| do Teorema de Unici-
dade.

Lema 7. Seja (M™, g, V, V) um sistema eletrostdtico, assintoticamente Reissner-Nordstrém

de massa m e carga q para o qual OM™ € orientdavel. Considere as sequintes afirmagoes:

(i) cada componente conexa de OM™ é uma esfera de fotons quase-local subextrema ou

um horizonte estdtico nao-degenerado;
(ii)) Fy =V —1+¢,¥ <0 em M"™;
(iii) m? > ¢.
Entdo (i) = (ii) = (iii).
Demonstragao. Comegaremos por (i) = (ii). Por hipdtese podemos escrever OM =

[ L -~
(,U12?1> U < LlJ 12?1> , onde cada X" é uma esfera de fétons quase-local subextrema
1= 1=+

e cada X' é um horizonte estatico ndo-degenerado. Seja v o campo vetorial normal
unitario interior a OM™ (isto é, v aponta para M").
Primeiramente vamos mostrar que v(Fy) > 0 em OM™. Para as componentes de esfera

de fétons, podemos utilizar a subextremalidade e as equagoes (4.25]) e (4.26) para obter:

0 < H?—”_QR:H?—”_Q( n H-2+2)\’2)

oon—1 n—1\n—-1"" V2
n(n —2) 2 G 2 22
- (1 g2 - Dl 2 2y
(1T =

- (/ﬁ}z + Cn>\z) (K"L - CTL)\’L) - I/(F+>|E'?—1 . V(F,)’E?—l.

Entdo, considerando v(FL)|sn-1, temos que ou ambas sdo positivas ou ambas sao
K2

negativas. Por hipétese vale que v(V)
V(F}y)|gn-1 = K; + e Ay > 0 e, portanto, v(F_)|gn-1 > 0. Se A\; < 0, entdo v(F.) =

sn-1 = K; > 0. Se \; > 0, entao obrigatoriamente

Ki — cp A > 0 e, portanto, v(Fy)|sn-1 > 0. Logo v(Fi)|gn-1 > 0.

Para as componentes de horizoznte estatico f]?_l tem(z)s que v(FL) > 0 pela anélise do
comportamento de Fy feita préoxima do horizonte em [26].

Note que, aplicando a Proposicao |§| a obtemos:

1 i v 1 AV 1
0 =div (V - grad \I/) = % +d <V) (grad ¥) = v WdV(grad ),
ou seja,
1
AV = v (grad V, grad U) . (4.74)
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Juntando (3.30)) e (4.74)), obtemos:

2
AF, = AV ¢, AU = CV"|d\I/|2 + CV" (grad V, grad )

2

2
n ((£cngrad¥, grad W) + (gradV, grad¥)) = jzcvnd\ll(gradFi). (4.75)

= =+
%

Entao temos que AFy F %d@(gradFi) = (0. Em coordenadas locais esta equacgao tem a

forma 9
C

LFy = g90,0,Fs & V”gij (THONFy — 0, WO Fy)
e, portanto, ¢ um operador diferencial de segunda ordem eliptico em M™ com LF. > 0.
Com isso podemos aplicar o principio do méximo a Fy em M™.

Suponha que existe p € M™ tal que Fi(p) > 0. Pelo comportamento assintético
temos que Fy — 0 quando |z|] — oco. Denotemos €2, um compacto de M™ para qual
o), = OM™ US,, onde S, denota a imagem inversa de uma esfera por ® como no lema
anterior.

Vamos supor que existe g > 0 tal que para todo r > rg o maximo de F} em Q. é
atingido em int(},. Entdo, pelo principio do maximo para o interior, Teorema [0 F} ¢é
constante em €2, para todo r > ry e portanto é constante em M™. Pelas condicoes as-
sintéticas, Fly sé pode ser constante se for identicamente nula, o que entra em contradicao
com as hipdteses do Lema (pois trata-se de um sistema eletrostatico com bordos que de-
finem regioes de buraco negros ou esferas de fotons, ou seja, sao solugoes nao triviais de
Einstein-Maxwell). Logo existe uma sequéncia crescente de raios (7g)reny com 7, — oo tal
que, para todo k € N o maximo de F} em ), ¢é atingido em 02, = OM" US,,.

Se 0 méximo estiver em OM™ entao teriamos que v(Fy) < 0 para algum ponto em
OM™, obtendo uma contradigdo com o fato de que v(Fy) > 0 em OM™. Logo, para todo
k € N, temos que o maximo de Fy em €Q,, estd em S,, C 0€),,. Sem perda de generalidade
vamos supor que p € §},, para todo k. Entao, para cada k € N existe um ponto p; € S,,
tal que

0 < Fi(p) < Fi(pr) < Fie(pra) — 0,

ou seja, F. = 0, abusurdo. Portanto FL < 0 em M".
Quanto a (i7) = (i4i), com as expressoes do lapso e do potencial elétrico da variedade
de Reisnner-Nordstrém em coordendas isotrépicas, (3.40) e (3.41), temos que

(_m + q)s—n+2

Vg — L& e, = ——— S— 4.76
S (P (s o

ou seja, para s — oo vale:
Ving — 1+ e, ¥, = (—m £ q)s " +O>(r ). (4.77)
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Pelo comportamento assintético de V' e W temos que, para |z| — oo no fim assintético
Fy = (—m=£q)|z| "+ O(|z| ). (4.78)

Por hipétese Fy < 0 e, portanto, m > ¢, ou seja, m? > ¢>. O

88



Capitulo 5
Prova do Teorema de Unicidade

Finalmente partiremos para a demonstragao do Teorema [l Relembrando, queremos
demonstrar:

Teorema 1. Seja (M™,g,V, V) um sistema eletrostdtico assintoticamente Reissner-
Nérdstrom de massa m e carga q, com n > 3. Suponha que OM™ € orientdvel, com
componentes conexras que sao horizontes estdticos ou esferas de fotons quase-locais subez-
tremas. Entao (M™,g) € isométrica a uma regido da variedade de Reissner-Nordstrom de
massa m e carga q, com m > |q|.

Seja (M™, g, V,¥) um sistema nas hipéteses do Teorema. Neste caso, o bordo OM™

admite a decomposicao

_ ! n—1 L Sn—1
OM = (HE@' > U (z‘LlJ-i-lEi ) : (5.1)

onde cada X' é uma esfera de fétons quase-local e cada ¥'~! é um horizonte estatico.

Com base nesta decomposicao que iniciaremos a prova do teorema.

5.1 Ideia da prova

Primeiramente vamos apresentar a argumentacao principal utilizada durante a prova
do Teorema [I] a ser detalhada nas Secoes [5.2] [5.3] e .5 Inicialmente anexaremos
cilindros a cada componente de esfera de fétons do bordo, de modo que o bordo de cada
cilindro seja um horizonte estatico nao-degenerado (Figura . Entao, vamos considerar
a variedade M’ " consistindo da variedade original M™ junto dos cilindros I; x 7!, Em
seguida duplicaremos M " anexando as duas copias, ]/\\J/ﬁ e ]Tjﬁ, ao longo do bordo num
processo de espelhamento que gerara uma nova variedade, denotada por Mn (Figura .
A uma das c6pias aplicaremos a Proposicao 25, mostrando que sua métrica pode ser trans-
formada a uma métrica conforme que é assintoticamente Reissner-Nordstréom de massa e

carga nulas. A outra cépia aplicaremos a Proposicao , 0 que permitira a insercao de um
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ponto ps a M ", de modo que a nova métrica seja C1:! (Figura. Com isso poderemos
aplicar o Teorema da Massa Positiva, o que garantira que a nossa variedade final seja
isométrica ao espaco euclidiano n-dimensional. Finalmente utilizaremos esta isometria
para mostrar que o espaco original é isométrico a variedade de Reissner-Nordstrom de

massa m € carga (.

5.2 Colagem dos cilindros

Para cada componente de esfera de fétons do bordo, isto é, cada ¥7~! em (5.1)) com
i € {1,---,l}, definiremos um raio r;, uma massa m; e uma carga ¢; associados a uma
variedade de Reissner-Nordstrom de massa m; e carga ¢;. Para isso, lembrando que a

curvatura escalar R,, de Y77 é positiva e constante (pela Definigao , definimos:

ry = \/(” - 1};5” =2 (5.2)

Como W é constante em X!, podemos definir uma carga como

2 N g
q"':\/m—l)(n—z)‘i'” | )

n—2
T n—1
m; = + ( n72> : qu. (54)
n m“i

<

€ ulna 1massa Como

Note que, se m? > ¢? entao R,, coincide com a curvatura escalar da esfera de fétons
do espaco-tempo de Reissner-Nordstrom de massa m; e carga ¢;. Pensando nisso, vamos
verificar que m? > ¢?, para garantir que o espaco de Reissner-Nordstrom associado seja

subextremo.
Elevando ambos os lados de (5.4) ao quadrado obtemos

)

2
n2r? 2 = (7"1-2("72) + (n — 1)%'2)

= 1D Lo — 122 4 (n— 1)2¢ (5.5)

Subtraindo n2r’ ("_2)%2 em ambos os lados de (5.5) resulta na equacdo

2(n—2
n27’i( )

(m2 qf) — A2 _ (n2 —2n + 2) qfr?(n_m +(n—1)%q.

i i
Dai m? > ¢? se, e somente se,

i = (0 =20 42) @Y+ (n - )% > 0. (5.6)

(2
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. (- 2(n—2
Pensando 1} como uma equacao quadratica em 7; (n=2)

é estritamente positivo se, e somente se,

, entao o termo da esquerda

2n-2) (n? —2n+2)¢* + \/(n2 —2n+2)% ¢ — 4(n — 1)2¢*

>
T 2
@ =m )G\ (n=2"q) (2 2m+2) @ +n(n — 2)¢?
(2n2 —4n +2) q> 9 9 9 2 2 2(n—1)
= b — — 1 . = - 1 ° ) 5 i
5 (n—=1)%¢; =(n—1) (n—1)(n—2) V2 Ti
n—1 2\ 2(n—1)
_ 2N e 5.7
n—2 V2 " , 7

onde substituimos ([5.3) em ¢?.
Note que a inequagao (5.7) pode ser reescrita utilizando ((5.2)):

m—Dn-2 " " -2 v

Por hipétese cada Y7 ' é uma esfera de fétons quase-local subextrema, o que nos

permite aplicar (4.25)) e (4.50]), concluindo que m? > ¢?, pois:

R,, (n—1) n
2 2 T4 2
R > R,, — H:
e (n—1)(n—2) <n—m( 1 n—l@)
— R, > — H
Qn—nm—w> T2
—nNn n
— —R, > H?
n—1 """ n-2"
PN Hi2>n—2
Ry, n-—1

<= X! ¢ subextrema.

Como o espaco-tempo de Reissner-Nordstrom de massa m; e carga ¢; é subextremo,
podemos utilizar o seu raio de horizonte de eventos e seu raio de esfera de fétons para

definir o intervalo I;, que sera a “altura” do cilindro. Definimos

1

ﬁ m:n 1 n—2
, 2 _ 2 ‘ - 2n2 —4(n —1)¢? : :
(ml—l—\/ml qz) ,( 5 +2\/mln (n )ql) ] (5.8)

Em I; x ¥77! definimos a métrica

Ii = [a;, bi] ==

= ———dr? %a (5.9)
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2
onde 0; é a métrica de X2I'" induzida por g e Vi, ., (1) = \/1 o —0—; € 0 lapso de

Reissner-Nordstrom de massa m; e carga ¢;. Lembrando também que o potencial elétrico

de carga ¢; é dado por ¥, (r) = —%

CprT2"
Utilizaremos isso para construir um sistema eletrostatico tracejado, conforme o se-

guinte lema.
Lema 8. Sejam «;, 5; constantes com a; > 0. Entdo:

(i) (Ii X X0 i Vi g iV + @) ¢ um sistema eletrostdtico tracejado.

(ii) R x {b;} x £ € uma esfera de fétons no espaco estdtico padrio associado.
(iii) {a;} x X'~ € um horizonte estdtico nao-degenerado.

Demonstragao. Para provar a afirmagao (i), primeiramente provaremos que o sistema
n—1
([ X X", qu,llfq)

¢ eletrostatico tracejado, onde omitimos o indice ¢ que identifica o cilindro considerado
para nao sobrecarregar a notacao, utilizando-o apenas para diferenciar o raio r; (de (5.9)
do raio varidvel r. Relembrando, queremos provar que este sistema satisfaz (3.30)), (3.31)

e (3.33)), isto é:

gmd7 Ving

2 ,
AV = Vo |d\Ilq\3, div, ( %
m?q

) =0, VR, =2/dVJ.

Utilizamos o fato de que a Reissner-Nordstrom ¢ um sistema eletrostatico para mos-

trar estas equagoes. Consideramos referencial ortonormal local para I x L1 {N =

Ei,Ey,---  E,}, onde N = V9, é o normal unitario a ¥"~1. Utilizaremos letras do alfa-
beto grego «, B para indices em {1,--- ,n} e letras do alfabeto romano j, k para indices
em {2,---,n}. Observe que 711 = (gmgq)11 €, como V,,, e ¥, dependem apenas de r,

temos que seus gradientes sao iguais tanto no cilindro quanto na Reissner-Nordstrom as-
sociada. Entao consideramos simplesmente o gradiente de V, , sem enfatizar a métrica,

temos VV,,, = V2 V! 0,. Além disso vale:

m7q m7q T
]d\I/qﬁ = \d\lfq|§myq. (5.10)
Note também que Vg, VV,, ,0, depende apenas de r e de 9, e, portanto

(Vo, VVong: 0r). = (Yo, VVin g, 0;) (5.11)

gm,q

Sendo H,, , a curvatura média da esfera de fétons da Reissner-Nordstrom de massa m
e carga ¢, por ({4.26) e pela Proposicao [24] temos que H; = H,,, (ambas com respeito a
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N), o que nos permite concluir:

AVimg = VQB <VEaVVm7q’EB>7

= YUVo,VWg 0 + D (Vi (Vi Vi ,0r) E;).

m,q " m,q

n

= gmq <v8 va Q7a > Im.q + Vn% qv’nlzq Z <inar7Ei>,y
=2

= Imq (Vo, Vg, 0r),  + Vi Vi o Hi

m,q " m,q

= g (Vo VWi 0, + V2 Vi Hoy

m,q " m,q
::gmAvavmmﬁ>m—Hﬁu%qzxvﬁaim%ﬂ

=2

= (gma)*” <VEQVVm 0 Es)y,

2
n Cn

= Ay, Ving=—2|d¥, > = AW, |2 (5.12)
m’q

gm,q V 9m,q

Uma conta andloga nos mostra que A, W, = A, W, Portanto vale:

a4 AW 1 Ay Y,
di q — Sk ] —Y9m.q 4 /]
" (Vm,q) Ving & (V q) Ving V2 <V )

VA
= divg,,, ( q) =0. (5.13)
I\ Ving

Para a ultima equacgao iremos considerar o cilindro como um produto warped. Neste

caso, considerando as variedades Riemannianas (I , Vn;?zdrz) e (X" o) temos que o ci-
lindro (I x X" 5) é o produto warped I x; X" com f = -, pois v = Vi, 2dr? + :—za.
Entao, pelas férmulas da curvatura de Ricci em produtos warped (pagina 211 de [57])
vale, para O, em [ ¢ V,WW em X" 1

Ric(0,,0,) = 0,

Ric(0,,V) = 0,
: : (n—2)
Ric(V,W) = Ric,(V,W) — = (V,W).
Portanto, a curvatura escalar satisfaz:
—1)(n—2
g (m-Dm-2)

r2

De maneira andloga, podemos calcular a curvatura escalar da variedade de Reissner-
Nordstrom de massa m e carga ¢, ja que podemos interpreta-la como um produto warped
das variedades Riemannianas (R, V. szQ) e (S"1,9,_1). Aplicando as mesmas férmulas

e considerando R,, , como a curvatura escalar da variedade de Reissner-Nordstrom e R;,, ,
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como a curvatura escalar de sua esfera de fétons, obtemos:

(n—1)(n—2)

— / .
Rmaq - Rm,q

Comparando as expressoes e temos que R, = R;, . Além disso, como a

Reissner-Nordstrom ¢ um sistema eletrostético, entao V2 Ry, g = [d¥,|?, ou seja,
2 _ 2
VingBey = [dV].

Portanto (I x "7 ~,V,, ., ¥,) é um sistema eletrostético tracejado.

O proéximo passo é mostrar que as equagoes (3.30)), (3.31]) e (3.33)) sdo invariantes por
mudangas do tipo (V,¥) — (aV,a¥ + j3).

Em primeiro lugar, se AV = € |dV¥/|?, entéo:

2
,  a'cy
aV

Por outro lado, se div (%) = 0, entao:

. (egrad (¥ +3)\ .. (agrad(¥)) . (grad¥)
div ( TG =div TG =div v = 0.

Finalmente, se V2R = 2|d¥|?, entao:

(¥l + 5) | |d (V)] = aAV = A (aV).

1
" \d
aV|

2|d (¥ + B) | = *|d¥| = o®V?R = (o®V?) R,

o que termina de provar o item (7).

Para verificar (ii), primeiro note que o;Vy,, 4, ¢ @;V,, + B; sdo constantes nesta hiper-
superficie, pois ambas dependem apenas do valor de r. Além disso disso, ao interpretar
o cilindro como um produto Warped temos que as hipersuperficies na forma {r} x ¥
sao totalmente umbilicas (pagina 207 de [37]).

Para verificar (iii) note que a fung¢ao de lapso se anula em r = a;, o que de fato acontece
pois

(07N Vmi,%’ (az) = Q5 - 0=0.

Além disso, tomando o normal unitdrio exterior a {a;} x ¥/ como v, 4 = Vi, (1)0;
segue que este horizonte estatico é nao degenerado pois estamos considerando um espaco-

tempo de Reissner-Nordstrom subextremo. O
Considere as constantes:

V.
o; = —_ > 07 ﬁl =V, — ;¥ 7b(?”z)
Vmiy(h(ri) !

Essa escolha nos permitira utilizar o Lema [§] para garantir boas propriedades durante a
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colagem das variedades I; x ¥ ao longo das esferas de fétons da variedade original M™,
de acordo com a figura a Para isso definiremos um novo sistema <M "y, \7, @), dado

pela uniao dessas variedades. No caso, definimos:

—~ 1 M™
M" = M"U (U(Iixz?l)), g:= 7 e ’ .
=1 Vi, em I; X X
Vo= v, em M7, U= v, em M,
Vi, qis €m I x X071 ;W + B, em I; x X1,

Figura 5.1: Representagio da colagem dos cilindros para o caso em que hé duas componentes de esfera
de fétons e duas componentes de horizonte estatico.

M’IL

n—1 n—1
1 2

N— N—

Il ~n—1 12
~n—1 4
3
L L
N——— N———

Fonte: elaborada pelo autor.

Note que apds a colagem g, V e U estdo bem definidas e sdo continuas:

9|z;—1 = 0= %\z?—l,
VI Vo= o Va7 = 5 Vi () = (V)|
n—1 = i = = " Vm, _’r’l' :Oéi' s 'Ti e ai MG n—1,
> Vmiﬂi(ﬁ) i v B
N Z;Lfl = \Ifz = Oél“lfqi (T‘l) + ‘112 - Oél‘\I/qi (T’l) = Oéi\qui (Tz) + 61 = (Oéi\I/qi + BZ) E;L*l.

Agora mostraremos que g, V e U sio de classe CH! ao longo de X! isto é, di-
ferenciaveis com derivada Lipschitz. Para isso teremos que avaliar as derivadas dessas
fungdes ao longo das hipersuperficies ¥7"!. Note que, pela suavidade de ©7! nao é
necessario avaliar as derivadas tangentes a hipersuperficie, restando apenas analisar a de-
rivada normal ao longo dela. Para isso definimos o campo normal unitario 7 a 7' em

M™ como:

v, em M",
V= . (5.14)
Vimigs = Vg Or, €m I X 5777,
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Aplicando este campo a U em M™ e em I; X ¥~ 1) obtemos:

Vmi,Qi(O‘i\Ij%‘_}_ﬁiMZ?*l - aivmm%(ri)a?‘(\lj%)

n—1
Ei

Vi qi
S S VA (N .
Vool V79 ()

sl
—(n — Na:
_ (M)
Cn"™ r=r;
"
_ oy i e
Cnl'}
_ v (n —2) 2 A
B Coert! n—1)(n-2) V;

onde utilizamos ([5.3]) para substituir ¢; e aplicamos a relagao:

(n—-2) (n—2) (n—2)2. n—1 :\/(n—l)(n—Z)
)

Cn 9 (Zfi) 2(n —2 2 ’

lembrando que ¢, = 4/ 2(2%?.

Por hipétese Y7 é uma esfera de fétons quase-local quando considerada como hiper-
superficie de M™ e, pelo Lema 8] ¥77! 22 {r;} x ¥7! é uma esfera de fétons quase-local
quando considerada como hipersuperficie de I; x X', Dai segue que a equacio (4.25)
é valida em X! tanto quando consideramos esta hipersuperficie no respectivo cilindro
quanto quando consideramos em M". Denotando por R,,, 4, € Hy, 4, as curvaturas escalar

e média de 7! em I; x ¥I'"!, respectivamente, temos que é valida a igualdade:

n 2
Rmnqz' - RUz‘ = n—1 (‘H’?ni,qi - HzQ) + V <>‘Z - VmiaQi(ai\Ij% + Bi)lz?”) . (516)

De (5.2)) temos que R,, = Ry, 4,, © que unindo a ({5.15)) nos permite reescrever (|5.16))

como
H? = H?

? mi,q;*

Pela Proposicao (24)) ambas as curvaturas médias sao positivas, ou seja,

H; = Hyp, . (5.17)

Agora usamos o fato de que (4.26]) vale em “ambos os lados”de X7~ para concluir que

V é suave ao longo de X!, pois:
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V; Hmi,qz‘ meqz' (TZ) V;HZ
. = = K.
Viniai (73) n—1 n—1

Vmi,q: (aivmi,qi) st = aiymiu%(vmh%) -

Agora vamos analisar a regularidade da métrica g. Sejam {y',---,y" '} coorde-
nadas locais em X', Utilizaremos a funcao 1% para criar o sistema de coordenadas
{yt, -y Ly = ‘7} em uma vizinhanca de X' em M™. Entdo avaliaremos a re-
gularidade das componentes da métrica nessas coordendas, no caso, gji, Gnj € Gnn- A
continuidade destas componentes foi garantida por construcao. Resta avaliar a regula-
ridade das suas derivadas. Também por construgao temos garantido a suavidade para
as derivadas nas direcoes tangentes a E?’l. Portanto resta apenas analisar na direcao
normal. Primeiramente, por construcao, garantimos que ¢,; = 0 em uma vizinhanga
de ¥ ! em Mn, para todo j € {1,--- ,n — 1}. Dai segue que 9,(g,x) = 0 para todo
j€{1,--- ,n—1}, e portanto essas componentes da métrica sao diferenciveis.

Como utilizamos V como uma coordenada y", note que que, em uma vizinhanca de

¥t em Mn, vale pela regra da cadeia:

Oy = —— D (5.18)

Quanto as componentes g;;, podemos utilizar o simbolo de Christoffel I'}; para relaci-
onar a derivada normal desta componente da métrica com a segunda forma fundamental,

uma vez que

. - . 1 -
" (0;Gn1 + 01Gnj — Ongji) = —==—0n ;- (5.19)

20w

no_ 1
gl 2
onde usamos o fato de que, por construgao, "™ = (gnn) *.

Em X771 utilizamos (5.19) para relacionar d,g; com a segunda forma fundamental

[?jl de E?’l em M™:

-~ n -~ n -~ n -~ 1 =~
Ongjt = —20%  Gun = =217 - G(0n, 0p) = =215 - G | Ony == -V
v(V)
2 2 2 =~
= — - —g ([70,,7) = —= =9 (Va.0,V) = ——Kj;. 5.20

Como E?‘l ¢ uma hipersuperficie totalmente umbilica, temos que a segunda forma
fundamental pode ser escrita em termos da curvatura média, o que por ((5.17)) garante que
(5.20) concorde em ambos os lados (I; x 2! e M™).

Com relagao a ¢y, temos:
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Gon = 500, 00) = § <~(1~ v ;> L s —wi

Segue que:

D1 (Gun) = O, (mv)—?) — V)V (T, D). (5.21)

Daf, em X!'"! temos, atrdves da formula (4.36)):

VAV (5,7) = AV — Hy(V); = %a(ﬁ?)f — H(V).

Portanto de (5.17) e (5.15)) temos que (5.21)) concorda em ambos os lados.

Com isso construimos o sistema ( M™, g,V ‘If> onde as componentes da métrica e as

funcoes V e ¥ sao diferencidveis, exceto em uma colecao de hipersuperficies, onde sao
derivaveis (de classe C'! e possuem derivadas continuas). Como estas hipersuperficies sao
compactas, temos que estas fungoes também possuem derivadas parciais limitadas, logo

as funcoes sio de classe 1.

5.3 Espelhamento ao longo dos horizontes estaticos

Com a construcao da secao anterior, pudemos colar cilindros as componentes de esferas
de fétons do bordo da variedade original (M", g), construindo um sistema (M "y, \7, ‘i)
cujo bordo é formado por horizontes estaticos nao-degenerados. Agora identificaremos

este sistema por (Mﬁ,§+,‘7+,\fl+> e tomamos uma cépia dele, a ser identificada por

(Mﬁ,ﬁ_, 17_, \Tl_> Anexar estas duas copias atraves do bordo é o processo ao qual de-
nominamos “espelhamento ao longo do bordo”. Note que, pela construcao dos cilindros,

temos
o~ o~ L ~
_ _ -1
8M_ﬁ =oM" = iL:JlE? )

onde cada f]?_l ¢ um horizonte estatico.
Isto nos permitira utilizar V como funcao de colagem ao longo do bordo, definindo
um novo sistema (]\/4\, q, ‘A/, @), onde M = M, UM_,

-~ Jgy, em ]\A/[/f, 7o ‘7+, em ]\A/[/f, 7. \Tq, em Mjﬁ,
a g_, em Mf, 7 —\7_, em Mf, 7 {Ivf_, em M™.

Vamos fixar 1 < i < L para provar a regularidade C1! de (]\/4\ ", ‘7, @) ao longo de
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Figura 5.2: Representacio do processo de reflexdo ao longo dos horizontes estdticos, para o caso em
que hé duas componentes de esfera de fétons e duas componentes de horizonte estatico.

Arn
M"
n—1 n—
> Xy
N— N
~n—1 Il ~n—1 IZ
3 4
— —
Ne— N—
2717—1 i;—l
- -
—

M"

Fonte: elaborada pelo autor.

A~

¥~ Comecemos definindo um campo normal unitario 37!, Para isso definimos

=~ NTL
vy, em MZ,

V= N
—v_, em M",

lembrando que
- v, em M™,

Uy =
* Vinigs(T)0r, em I; x X071
™mi,q; T 1 K3 :

Quanto a V' temos que, por construgao, é continua ao longo de E?’l, pois,
‘7 sn—1 — ‘7 sn—1 — _‘7_ Sn—1 — O
g = Vil 50

Além disso, aplicando as derivadas normais a V' obtemos:

sy =1 ’Z+(‘N/+)~> (E em gi
—v_(=V_)=v_(V_) >0, em M",

pois 7 (V,.) = 7_(V_) > 0, o que vem do fato de que &~ é horizonte estatico. Logo V
¢ suave ao longo de i?‘l.

Quanto ao potencial elétrico W, sua regularidade C1! ¢ garantida do fato de que
d\I/|§;L71 = 0, conforme o Lema .

Para analisar a regularidade da métrica g, em analogia ao que foi feito durante a cola-

gem dos cilindros na segao anterior, definimos um sistema de coordenadas {y', -+ ,y" " y" =

99



‘A/} em uma vizinhanca de i?‘l, onde as fungoes ¢/, j € {1,--- ,n — 1} definem um sis-
tema de coordenadas em f]?_l. Analisaremos a métrica e suas derivadas neste sistema
de coordenadas. Por construgao temos que as derivadas nas diregoes tangentes 0; sao
diferenciaveis, restando apenas analisar na direcao normal.

Em uma vizinhanca de i]?_l temos que g,; = 0 para todo j € {1,--- ,n — 1}. Logo
valerd 0,(g,;) = 0 em ambos os lados ao longo da colagem em f]?_l.

Denotando por 7, o unitdrio normal & 7" em M, temos:

0(gun) = =204 (V))2V2V (04, D).

Utilizando a férmula (4.36)), o fato de que i?’l tem curvatura média nula e 17\3@71 =0

temos:
On(Gun) = —20.(V))’VV(,,7,)
= =20 (V))? (AV — A,V — HID(V))
= —2(0,(V))?AV
= =2 (V) L|dw ] =0,

onde utilizamos que AJJA/ = 0, pois V' é constante em i?‘l e aplicamos 1) e o Lema
M] nas duas ultimas igualdades. Como essa expressao ¢ satisfeita em ambos os lados da
fronteira durante a colagem, temos que g, possui regularidade C*! ao longo de i?’l.

Para as componentes da forma g; com j,l € {1,--- ,n — 1}, realizando um célculo
analogo a 1} denotando por K a segunda forma fundamental de ﬁ?‘l em M " temos
que

an/g\jl = er—f})Kjl = 07

vale em ambos os lados, pois i?‘l é um horizonte estatico (possui segunda forma funda-
mental nula) em ambos os lados da colagem.

Portanto, construimos um sistema (M ngV, \IJ> com uma “metade superior” M, e

uma “metade inferior” M_ tal que g, V e U sdo suaves exceto numa colegao finita de
hipersuperficies, nas quais serdao garantidamente C*'. Além disso, a variedade original
(M", g) pode ser mergulhada isometricamente em <]\/4\",§> com XA/]Mn =Ve \Tf]Mn = .

Além disso, g, +V e U satisfazem as equacoes (]3.30[), (]3.31[) e (]3.33[) em MVQ , €X-

ceto possivelmente nas superficies de colagem, nas quais pode acontecer das derivadas

segundas nao existirem. Lembremos que (M;, g+, £V, \I/> sao assintoticamente Reissner-

Nordstrom de massa m e carga q.
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5.4 Transformacao Conforme e Teorema da Massa

Positiva

Agora provaremos que (M ”,§> é conforme a (R",§), o que nos permitird aplicar o
Teorema da Massa Positiva para construir a isometria que terminara a prova do teorema
principal.

Considere a fungao definida por

~\ 2 ~ n—2
(1 + V) — 22

que é diferencidvel fora do conjunto de colagem, e é C1! neste. Vamos provar que Q > 0
em toda a M™.
Seja Fy = V-1+ cn\fl. Entao, do Lema , temos que F} < 0 na variedade original
M". Logo, em M" temos que
O0<FF =(1-V)?-0 < (1+V)?—20% =402

n

Em M"™ vale o mesmo, pois V = —V, ou seja:

0< FyF.=(1+V)? =30 = ((1-V)* =302 =40"2,

Resta garantir que F. < 0 também nos cilindros de colagem. Temos que, essa desi-
gualdade é valida nas componentes de esfera de f6tons, isto é, Fy|gn-1 < 0. Uma anélise
da derivada de F (que depende apenas de r no cilindro) nos gararzlte que esta funcao é
crescente em [;, ou seja, Fu < 0 nos cilindros de colagem. Isso garante que €2 > 0 em
toda M™.

Daf utilizaremos as Proposigoes [25] e [26}

e da Proposigao [25| temos que (Mf, QQ'g\) ¢ assintoticamente Reissner-Nordstrom de
massa 0 e carga 0;
e da Proposicao [26( podemos adicionar um ponto ps, a ]TJ/E, de modo que (Z\/J\ " QZ§>

vire uma variedade completa (Mgo,ﬁw), com regularidade C1! em pe.

Agora calcularemos a curvatura escalar R de (Mgo,goo). Lembrando que (1\730,§OO>
¢ diferenciavel exceto numa colecao finita de hipersuperficies, nas quais ¢ de classe C*:t.
Entao essa variedade é C? em quase todo ponto. Logo em (]\/4\;,@\00> sao vélidas (3.30)),

(3-31) e (3.33), assim como (&.74). Entdo podemos calcular a curvatura escalar R de
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Figura 5.3: Representagao do processo de insercio de um ponto apds a transformagao conforme, para
0 caso em que ha duas componentes de esfera de fétons e duas componentes de horizonte estatico.

M —

Fonte: elaborada pelo autor.

(]/\4\00, §m> em funcao da curvatura escalar R de (M", g) através da férmula (2.15)):

0 Ve

QPPR=R-2(n— 1)Aé +(n=1)(4 = n)—; (5.22)

Vamos computar separadamente cada termo desta expressao. Note que, para toda fungao

f em uma variedade Riemanniana (M", g) vale:

3—n

LYo 370 g S
A, (f”* ) = mf |df |2 + n 2Agf- (5.23)

As equagoes (3.30) e (4.74) nos permitem relacionar Ag‘/} e Ag{I\l com |V{I\/\3 e
<VIA/, V\T/>, respectivamente. Entao

((1+ V)ALV + VP2 = 20AT - VT2

DO | —

St

e B o
<\vvyg n <vv,vm>g+‘71vqf\g>,

DO | —
<

2

11 o~ o~ o~ P
:Z‘VVJrVVV—ci\IJV\II

4

g

v ((1 +‘7)2 —02(1\12> ?

g

1 . . ~ . PPN .
- 3 ((1 +VRIVVR - 220(1 + V) <vv,v\1;> + c;iq/2|vqf|§) .
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Logo, de ((5.23)), segue que:

AR 3-n eag ((1+?)2—Cg@2) e ((1+17)2—cg@2)>
Q (n—2)2 4 , (n—2)""7 4
- <s:;)2942” : }1 ((1 + VRV - 220(1+ V) <vf/, v@> + cﬁﬂyv@yg)
+(§2_T;) : % <\vx7|§ - 0’2‘1/@ <V\7,v@>g + %v\mj)
_ &;4‘7? [?;3__27;3 V2 ((1+ VPVPR - 220(1+ V) (Y7, V8 ) + 82|V )
+Xn_m(u+482—ﬁ@ﬂ(?ﬂv?@—é?@<v?5ﬁ§i+ﬁﬂv@g)

Além disso, também temos

|VQ|§ 294—271 = ~ ) L N R i~ .
02 - 8(n — 2)? <(1+V> ‘vv|g_20n(1+v)\ll <VV,V‘IJ>Q+C,L‘IJ ]V\If|g)
Q4f2n 2‘//\'2 R R PN N N =R .
e — . 1 2 2 _ 2 2 1 ‘1/ \I/ 4\112 \Ij 2 .
S 2 (W PP - 2204 )8 (VP,VE) 4 VL)

Utilizando (3.33]) obtemos:

AVE? Qi gvip Qb T ——
V2 2 Qi-2n 2

~ ~ 2
Q4—2n 1 2 _ 2\112 .
= — <( V) e ) 2| V|2

R:

72 1
4—2n - - . - -
- = <(1 SV 21+ V2202 + c;t\If*) V2. (5.24)

Com isso podemos reescrever ([5.22)):

QQanR T(O4-2n
- ((1 SV 21+ V2202 + cfﬁf*) V2

2 172 vQ2
il il {R—Q(n—l)%—l—(n—l)(él—n)'QQ|Q]

4 ~ . . N N PN .

+5 1 ((1 FVRIVV? - 220(1 4 V) <vv, vqf> + cim2|vm12>
A N e\ fome PPN S

— ((1 + V)2 - c,iqﬂ) <V2|VV|2 ~ 2T <vv, V\IJ> + c3V|V\D\2)

= AVERIVVE =200V — 14 02 (VV, VT + (V2 14 202V 2

= 2VOVV — (V2 — 1+ W) V[,
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e, portanto,
2-2n - - .
R = o 2VUVV — (V? =14 W) VU2 > 0. (5.25)

Com isso temos que (M&,§m> é geodesicamente completa, possui curvatura escalar
nao-negativa e massa nula. Aplicando o Teorema da Massa Positiva (Teorema [§)) temos
que (MQO,'g\OO) é isométrica a (R",d), sendo essa isometria diferencidvel exceto numa

colecao finita de hipersuperficies nas quais ¢ de classe C11.

5.5 Recuperando a variedade de Reissner-Nordstrom

Agora iremos mostrar que a variedade original (M™, g) é isométrica a uma parte ex-
terior da variedade de Reissner-Nordstrom n-dimensional. Vamos considerar a isometria
(]/\4\;, §m> ~ (R™,§) sem representd-la explicitamente, fazendo a identificagao Qg+ 4.

Lembremos que cada componente do bordo E?‘l ¢ fechada e totalmente umbilica.
Como ser totalmente umbilica é uma propriedade invariante por transformacoes conformes
(Corolério , temos que 7! sdo esferas redondas em (R™,§). Como €2 é constante em

cada X!, temos que (E?‘l, g|2@71> sao esferas redondas.
K2

A construcao garantiu que ]\//Tglo ¢ homeomorfa a R", o que garante que M (sem o
ponto ps) ¢ homeomorfo a R™ \ {0}. Assim podemos calcular o grupo de homotopia de
dimensdo n — 1 de M™ [21], p.361]:

Tt (M") = ma_y(R™\ {0}) = Z. (5.26)

Como cada componente conexa E?‘l do bordo OM™ é uma esfera topoldgica, entao
s6 pode valer se OM™ possuir apenas uma componente conexa. Com isso podemos
finalmente ignorar o indice i e nos referir ao bordo como Sn=1. Da mesma forma temos
apenas um horizonte estatico, o qual é uma esfera redonda.

Para finalizar a prova iremos determinar o fator conforme Q?, utilizando o Principio do
Maximo. Agora sabemos que a variedade <J\7§O,§Oo) ¢é plana, temos que, em particular,
possui curvatura escalar nula. Logo, de temos que

WUVV = (V2 -1+ ATV, (5.27)
Em Mﬁ definimos a fung¢ao
up = (1+V £e,0) N (5.28)

Vamos provar que uy ¢ harmonica com respeito & métrica § = 2¢, isto é, Asus = 0,
0 que nos permitird aplicar um argumento de unicidade a uy via Principio do Maximo.

Em relagao a uma métrica conforme o laplaciano pode ser calculado utilizando a seguinte
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expressao:

(n—2)

Agui = QiQ <Agui + <VQ, Vui>) . (529)

Utilizando (3.30]) e (4.74) para relacionar Ag\N/ e Ag\fl, respectivamente, com |V\T/|§ e
<V‘7, V\T/> obtemos:

Agus = 283|VA+V e, 0))? —u2A,(1+V +¢,0)
= 2ui <V\7 + ch\TJ, vV + ch\TI> - uzi <Ag\7 + ang\f’>
~ ~ ~ ~ 2 ~ ~ ~
— {2 <vv + e, VU,V + ch\IJ> —ugl (%\v\m; + %” <vv, v\p>>} .
Por outro lado:

(n—2)
Q

 (n—2) @ 5 il ~
(V. Vus) = =5 ui)<(l+V)VV cn\I/V\IJ,VVich\If>

2 QQ—n - - - - -
N - <(1 FVIVV — 2UVT, VY + ch\I/> .

Como 4Q"? = ui'us" entao
Asu+ u;l % R A Ve -~ nea (Coiomia L Cn AN

sl S <vv + e, VU,V + ch\I/> e A <vv, W>
ui22—n 2 V V

1 SO -~ o~ -
-3 <(1 LIV — QUVT, VY + ch\If> . (5.30)

Agora vamos computar cada parcela de ([5.30)), substituindo a rela¢ao de (5.27). Pri-

meiramente:

u—l

-1
(VY £V, VT 46,V = e (IVV £ 26, (VV,9T) + 2| VI[2)

uzt ((172 -1+ ci\ﬂIVIQ)2

(]

2e,(V2 =1+ Ci{IVIQ)
2V

; 4122 ]V@g -
- - +8€;Fi§n® (V2 =14 0% £ 4, VI(V? = 14+ 20) + 42 V20?) [V
- 8171@2 (L V)V =14 W) £ 40, VE(L+ V)V = 14 0) F 4V
AV 1+ V) T, 0(V2 =14 02?2 —42VIH(V2 -1 + 02@2)] V|2,

(5.31)

Tr12 2 T2
|v\1:|g+cnyvq/|g>
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Também vale:

2 o 2 2 _ 22 ~
g (%”W\If\f, + %” (v7, V\I!>> — 2 <%" + %(V 21‘7%0”@ )) [V

(14 V)2—2v (
8V 22
1 o~ ~ ~ ~ o~ ~ o~
= —— |22V + V2 F,U(1+V)2(VE—-1+E0?) + 2tV 0!
8V2\I/2 n n n
LAP(V? -1+ cgEJ?)] V. (5.32)

22V £ ¢, U(V? — 1+ ciffﬂ)) VP

Por fim:

1+ V)VV — 2TV, VVich\Il>

_ 2y o _ 5
1+C\D)V\I/—ci\IIV\IJ (V2 —1+A20?)
2VV QV\IJ

1 2 _ 12 _ 22
+C\I/ 2% V 1~—|;cn\IJ

2V\IJ AYA\

[\3|,_. [\:)|>—t

_— cnvsz>

n

l\DI»—t

A/\/\
—
+
<

+ cn> |V\Tl|£2J

= 8V2\I/2 —(1+ VYV = 14 E0) 422V 02 (V2= 1+ 2U2) %26, VT ) [V

1 -~ - e~ ~
- = [_(1 FV)(V2 =14 AT 4+ 22VIA(V? — 1+ A2 T?)

F2e, VI + V) (V2 -1+ A02) + 4cix72\i3} 7H (5.33)

Somando os termos entre colchetes de ((5.31), (5.32) e (5.33) obtemos:

+4c, VI(1+V)(V? =14+ AV + 432V (1 + V) F 0, U (V2 = 1 4 2 0?)?
—AAVEI2(V?2 =14 A0?) =22V (14 V)2 4+ 24 V0 + S03(V2 — 14 2 1?)
T, U1+ V)2(V2 =1+ A0 F 26, VI(V + 1) (V=14 A0?)

= (V=143 [:|:4cn‘7‘1}(1 +V)FeU(V2 =14 320 =22V F ¢, U(1 + V)
+AV F e, U(1+ V)2 F 26, VI (V + 1)] + 28 V30? - 22V U2 + 26 VU

= 22VI(V2 =1+ 30 +22VE(V2 - 14+ 20?) = 0.

Portanto uf‘g;;fn = 0. Como Q # 0 entao u~' # 0. Logo Asuy = 0. Como o sistema
+

original (M™, g, V, V) é assintoticamente Reissner-Nordstrém de massa m e carga ¢, temos
que, do ponto de vista assintético, ui(y) — % quando |y| — oo, pois V,,, > 1e ¥, =0
quando r — oc.

Vimos também que o horizonte $"~1 6 uma esfera redonda de raio T > 0 e centrada

em a € R", isto é, Sp(a) C R™. Note que uy|g,1 = Us|s, (o) sa0 constantes. Podemos
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excluir a possibilidade de u|s, () € {0,£00}, pois 2 nunca se anula em M" e
1
_ =2
U+u 4

Como V¥ é constante em Sr(a), entdo considere um par de constantes ¢y dadas por:

C+
Tn—2 :

Vg, () = + (5.34)

Entao vale u|s, ) = (1 + Tijiz)fl. Considere as fungoes fi € C*(R"\ Bl(a)) dadas

por:
-1

1
T2(n—2) | 2 2 2
fi(y):<1—|—<1 tE o, G ) + & ) . (5.35)

B Tn—Z‘y _ a‘n—2 |y _ a’?(n—Z) |y _ a|n—2

Note que fi[sn(a) = (1+ Tiﬁz)fl e que Afy = 0. Entao, aplicando o principio do méximo
a diferenga uy — fi e argumentando como na prova do Lema [7] obtemos que uy = fi.

Portanto

1
14+ = — =1+ eV = cx =, V)5 T" 7
TTL— ui’ST(a)

ou seja, ¢, = c_ 1= C.

Comparando assintoticamente, isto é, analizando os limites quando r — oo, temos

que:
Tan C2
mEq= + +c,
1= T
0 que é equivalente a
2
_ c
Qm:TTLQ—f-m, q = C.

Logo
Uy = (14 Vg £c,¥,) 7

Portanto as fungoes V' e U sao as respectivas fungoes da variedade de Reissner-
Nordstrém. Portanto (M", g) é exatamente a variedade de Reissner-Nordstrom de massa

m e carga ¢, o que conclui a demonstragao do Teorema [I}
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