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R E S U M O 

O movimento da ãgua subterrinea aqui ~ descrito 

pela equação linearizada de Boussinesq; um algorítmo num~ri 

co baseado na decomposição espacial através dos polígonos 

de Thiessen é usado para resolver a equação em termos de 

coeficientes de influência de pulsos unitários de bombeamen 

to. O ~roblema inverso é formulado como um problema de oti­

mização no qual limites superiores e inferiores de transmis 

sividades e porosidades efetivas são adicionadas para gara~ 

tir a plausibilidade hidrogcolôgica. O algoritmo empregado 

tira vantagem do princípio da superposição e somente usa os 

coeficientes de influência calculados ao final do primeiro 

intervalo de tempo de duração unitária. O algorítmo e usa­
do para resolver problemas tanto hipotéticos quanto reais. 
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A B S T R A C T 

The groundwater movement is assumed to be des 

cribed by the linearized Boussinesq equation. A numerical 

algorithm based on the spatial decomposition through 

Thiessen polygons is used to solve the governing equation 

in terms of influence coefficients of unit-pulse pump1ng 

excitations. The inverse problem is formulated as an opti­

mization problem in which upper and lower bounds on the 

transmissivity and effective porosity are added to ensure 

hydrogeologic plausibility. The altorithm uses the super­

position principie and only employs influence coefficients 

evaluated at the end of the first time interval of unit 

duration. The algorithm is used to solve both synthetic and 

real aquifer situations. 

Vlll 



Figura 2.1 

Figura 3.1 

Figura 3.2 

Figura 3.3 

Figura 4.1 

Figura 4.2 

Figura 5.1 

Figura 5.2 

Figura 5.3 

Figura 5.4 

Figura 5.5 

Figura 5.6 

Figura S. 7 

Figura 5.8 

Figura 5.9 

LISTA DE FIGURAS 

Referencial de altura piezométrica. 

Balanço de volumes no polígono i. 

Aqüífero hipotético dividido em células poli 

gonais. 

7 

21 

31 

Subsistema 4. 3:1 

Caminhamento do método. 35 

Fluxograma para a resolução do problema in­

verso no subsistema i. 

AqÜÍfero hipotético dividido em células poli 

gonais. 

Transmissividades (Irr2JsXl0- 2)e porosidades efe 

tivas dadas.-do aquífero hipotético. 

Escala de bon~eamento no polígono 1. 

Escala de bon~eamento no polígono 2. 

Escala de bo~eamento no polígono 3. 

Escala de bombeamento no polígono 4. 

Escala de bombeamento no polígono S. 

Decaimento ela função objetiva no aqÜÍfero hi­

potético. 

Comparação entre rebaixamentos observados e 

calculados no polÍgono 2. 

ix 

39 

43 

46 

47 

47 

48 

48 

49 

51 

56 



Figura 5.10 Comparação entre rebaixélJilentos observados e 

Figura 5.11 

Figura 5.12 

Figura 5.13 

Figura 5.14 

Figura 5.15 

l;igura 5.16 

Figura 5.17 

Figura S. 18 

Figura 5.19 

Figura 5.20 

calculados no polígono 5. 5 7 

Rede de nós. 58 
...... 

Distribuição das transmissividades no aquife-
ro Xuxu (m2 /s x 10 - 4), 62 

Rebaixamentos iniciais (m) no aqÜífero Xuxu. 6 5 

Escala de bombeamento no polígono 1. bb 

Escala de bombeamento no polígono 2. 66 

Escala de bombeamento no polígono 3. 6 7 

Escala de bombeamento no polígono 4. 6 7 

Hsca L a de bombeamento 110 polígono 5. (J H 

Decaimento da função objetiva no sistema. 72 

Taxas ele bombeamento observadas e calibradas 

no polÍgono 1. 73 

Figura 5. 21 Taxas de bombeamento observadas e calibradas 

no polígono 2. 73 

Figura 5.22 Rebaixamentos observados e calculados no po­

lígono 1. 

Figura 5.23 Rebaixamentos observados e calculados no po­

lígono 2. 

Figura 5.24 Rebaixamentos observados e calculados no po­

lÍgono 3. 

Figura Al Estímulo e resposta tipo impulso unitário. 

Figura .A2 Estímulo e resposta tipo passo unitário. 

Figura A3 .Estímulo e resposta tipo pulso unitário. 

X 

79 

80 

81 

95 

96 

97 



Tabela 5.1 

Tabela 5.2 

Tabela 5.3 

Tabela S. 4 

Tabela 5.5 

Tabela 5.6 

Tabela 5.7 

Tabela 5.8 

Tabela S. 9 

LISTA DE TABELAS 

Coordenada dos nós do sistema hipotético. 

Limites constantes inferiores e superiores 

dos parâmetros e rebaixamentos iniciais. 

Comparação entre transmissividades interme 

diárias reais e calculadas. 

Comparação entre porosidades efetivas re­

ais e calculadas. 

Erro percentu'll cometido na avaliação do 

rebaixamento. 

Coordenadas dos nos do sistema real. 

Opção de parâmetros a serem otimizados. 

Erro percentual cometido na avaliação dos 

rebaixamentos no polígono 1. 

Erro percentual cometido na avaliação dos 

rebaixamentos no polígono 2. 

Tabela 5.10 Erro percentual cometido na avaliação dos 

rebaixamentos no.polígono 3. 

Tabela 5.11 Erro percentual acunulado no sistema para 

cada opção do número de sub-iterações. 

xi 

45 

50 

53 

54 

55 

60 

71 

74 

75 

76 

77 



LISTA DE SfMBOLOS 

[A] matriz dos coeficientes de influ~ncia 

no sistema 

[A.] 
1 

b 

c 

h 

A. 
1 

matriz dos coeficientes de influ~ncia 

no subsistema i 

~rea do polfgono i 

espessura saturada 

comprimento da bissetriz intermedi~ria 

associadas aos polfgonos i e m 

altura piezom~trica 

I número total de subsistemas 

[I] matriz identidade 

K 
X 

K y 

L . m. 1 

função objetiva no sistema 

função objetiva no subsistema i 

conJutividadc hidr5ulica 

condutividade hidr~ulica na direção x 

condutividade hidr5ulica na direção y 

dist~ncia entre os n6s i e m 

N número de perfodos de observação ou 

calibração 

Q descarga/recarga 

X1l 

L 

L 

L 

L2 

L2 

r:r- 1 

LT-l 

LT-l 

L 



Q· .l 

s 

s. 
I 

~ 

s. 
1 

o s 
i 

s 
s 

1 

T 

'1'. 
1 

T. 1m 

T' 
im .. f 1n.-

vetor com as descargas/recargas no 

subsistema i 

m6dia ar1tmctica das descargas no 

polígono i 

vetor com as descargas artificiais 

no subsistema m 

rebaixamento 

rebaixamento no poligono i 

rebaixamento observado no poligono i 

vetor com rebaixamento nas condições 

iniciais no polígono i 

rebaixamento no estado permanente no 

polígono i 

vetor com os rebaixamentos no tempo 

t+l 

transmissiviJaJe 

matriz que cont~m os limites inferio 

res para as transmissividades inter­

mediárias no sistema 

matriz que cont~m os limites superi~ 

res para as transmissividades inter­

mediárias no sistema 

m~dia aritm~tica das transmissivida­

des intermediárias do subsistema i 

transmissividade intermediária entre 

os polígonos m e i 

limite inferior para a transmissivi­

dade intermediária entre os polígonos 

i e m 

xiii 

L 

L 

L 

L 

L 

L 

L2T-1 



T~ 
lTil sup 

8 im 

[li ] 

T1m 

<P· 1 

[<Pinf] 

limite superior para a transmissi­

dadc intermedi5ria entre os po1fg~ 

nos i e m 

coeficiente de influ~ncia entre os 

polígonos i e m 

matriz sim~trica com os coeficientes 

de influência no sistema 

erro admissível 

constante positiva arbitr5ria usada 

para a determinação dos limites var1 

áveís das taxas de descarga 

constante positiva arbitrária usada 

para a determinaç~o dos limites vari 

ãveis das transmissividades interme­

diarias 

constante positiva arb1trãria usada 

para a determinação dos limites vari 

áveis das porosidades efetivas 

matriz sim~trica com as condut~ncias 

no subsistema i 

condut~ncia entre os polígonos 1 e m 

porosidade efetiva 

porosidade efetiva no polígono i 

matriz com os limites inferiores das 

porosidades efetivas no sistema 

xiv 

TL-z 

TL- 2 



<f>. 
1 

' cp . 
1 inf 

matriz com o~ limites superiores das 

porosidades cfct.ivas no sistema 

m~dia aritm€tica das porosidades efe 

tivas no subsistema i 

matriz diagonal com o produto entre 

as porosidades efetivas e as ireas 

dos polígonos no subsistema i 

I i 111 i te i nfcri o r para a poros i dadc e­

fetiva no polígono i 

limite superior para a porosidade e­

fetiva no polígono i 

XV 



CAPÍTULO 1 

INTRODUÇÃO 



1.1. GENERALIDADES 

A escassez de recursos hídricos e o alto 

grau de contaminação das águas superficiais faz com que o 

mundo moderno se volte progressivamente para a utilização 

das reservas de água subterrinea. Modelos matemáticos para 

a simulação do fluxo subterr~neo t~m grande aplicaç56 em 

nossos dias. Os métodos de resolução estão sendo aprimora­

dos, conhecem-se diversas t~cnicas cuja aplicabilidade va­

ria com as condições do problema em questão, disponibilid~ 

de e capacidade computacionais. Os m~todos analíticos são 

de simples e rápida aplicação, por~m cont~m grandes simpl! 

ficações do sistema real. As equações diferenciais represe~ 

tativas do comportamento físico dificilmente t~m soluções 

ana1iticas na prática. Para resolv~-las recorre-se a m~to­

dos num~ricos, os quais discretizam o sistema no tempo e 

no espaço. A quantidade de informações disponíveis detenn! 

nam o tamanho da malha. Por~m, para que não se tenha um 

grande nfimero de c~lulas pequenas onde não existam dados 

disponíveis, são introduzidas células poligonais baseadas 

nos polígonos de Thiessen. 

Na simulação do comportamento de aqüíferos de­

para-se com a dificuldade de obtenção dos parãmetros hidro 

geológicos, transmissividade e porosidade efetiva, princi­

palmente pelo alto custo envolvido nos testes de bombeame~ 

to empregados na determinação no campo. Al~m disto, os tes 

tes são locais e nem sempre refletem a realidade em escala 

regional. Atualmente, existem t~cnicas mun~ricas que possibi­

litam a identificação dos parãmetros, baseando-se em dados 

oriundos da observação do comportamento do aqUÍfero, dura~ 

te um determinado período, denominado período de calilibra-
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çao. 

O processo de identificação ou calibração dos 
parâmetros é denominado de problema inverso. Os métodos u­

tilizados para a determinação dos parimetros são divididos. 

em dois grupos: diretos e indiretos. Os primeitos determi­

nam os parametros em cada c~lula a partir da equação dife­

rencial do fluxo subterrineo e das alturas piezbm~tricas 

em cada ponto. Os m~todos indiretos usam procedimentos it! 

rativos para reduzir o erro cometido na avaliação dos re­

baixamentos, variando os parâmetros do modelo de acordo 

com crit6rios rígidos de ajuste. 

1. 2. OBJETIVOS 

O objetivo principal deste trabalho ~ de­

senvolver e implementar um modelo matemático que identifi 

que características hidrogeol6gicas de aqUfferos regionais, 
utilizando coeficientes de influ~ncia e dados hidrogeol6g! 

cos observados. 

Espera-se que o modelo minimize tempo e re­

cursos econ6micos alocados para a realização de trabalhos 

similares. 

1.3. SINOPSE METODOL6GICA 

A abordagem metodol-ogica processoutse em 

duas etapas. A primeira etapa do trabalho ~ voltada para o 

desenvolvimento num~rico de um modelo de previsão de rebai 

xamento em sistemas aqUíferos. A equação básica do fluxo 

subterrâneo ~ resolvida em termos de coeficientes de influ 
ência c aplicada a cada polígono do sistema pelo balanço de volumes 
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nas respectivas fronteiras. 

Na segunda etapa os coeficientes de influ~ncia 

suo otimlzados utilizando u programação quaurâtica. Os va­

lores Ótimos são vinculados diretamente is transmissivida 

des e porosidades efetivas ótimas de cada subsistema em que 

está dividido o sistema geral. A variação das transmissivi 

dades e porosidades efetivas é limitada a um intervalo de 

confiança estabelecido a partir de conhecimentos geológi­

cos da região. 

1.4. APRESENTAÇÃO DO TRABALHO 

O trabalho acha-se estruturado da segui~ 

te forma. O capítulo 2 apresenta uma revisão bibliográfica 

suscinta de m6todos desenvolvidos para a previsão de rcba! 

xamentos e identificação de parimetros hidrogeolôgicos. No 

capítulo 3 são desenvolvidas as equações de fluxo usadas no 

modelo c é estabelecida a função objetiva a ser otimizada. 

No capítulo 4 apresenta-se o algorftmo computacional colo­

cado para a solução do Problema Inverso. No capítulo 5 6 
mostrada a aplicação do método proposto a aqUÍferos hipot~ 

tico c real. As conclusões pertinentes ao trabalho são dis 

cutidas no capítulo 6. 



CAPITULO 2 

REVISÃO BIBLTOCRJ\F"ICA 



2.1. GENERALIDADES 

O desenvolvimento da hidrogeologia te-
ve início no sécu.Io X.IX, (tllando as .leis da .r:.Lsica pas­

saram a ser aplicadas para deduzir o fluxo da ãgua nas for­
mações geológicas. DARCY. (1856) confirmou a aplicabilidade 
do princípio do fluxo laminar em areias uniformes, constatru_!_. 
do que a velocidade do escoamento é diretamente proporcional 

ao gradiente hidrãulico e a uma constante do meio e ~ flui 

do denominada eondutividade hidrãulica; o resultado de sua 

observação é conhecido universalmente como Lei de Darcy e, 

juntamente com a equação da Continuidade, serve de base pa­

ra as equaçoes do fluxo subterrâneo. 

Em aqUíferos livris, a equaçao geral do fluxo 

subterrâneo é praticamente insolfivel, visto ser normalmente 

desconhecida a posição da superfície piezométrica ao longo 
do tempo e as velocidades variarem dentro de uma mesma ver­

tical. DUPUIT (1863) e FORCHldEIMER (1886) introduziram sim:.. 

plificações considerando constante a distribuição da carga 

piezométrica h ao longo de uma vertical, autorizanlo escre­

ver h em funçio das coordenadas espaciais x, y e do tempo 
t. A função h(x, y, t) representa a altura da superfície li 
vre acima do Plano de Referência (l'R) tomado como o limite im­

permeáve 1 . (Figura 2.1). 
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Ntvel do 1olo 

v 

lh (x,y,t) 

------------------~-----------------PR 

Figura 2.1 - Referencial de altura piezométrico 

BOlJSSJ.NESQ Cl904) considerou as simplificações 

de Dupuit-Forchhcimcr c uerivou a equação uo fluxo em aqttí­

feros livres a partir do balanço de volume em uma porção e­

lementar: 

a C K hª h) + a CK h a h) = 
a x x·-a x a y y a y 

onde: x e y sao as direçõe~ dos eixos 

são as condutividades hidráulicas nas 

tivamente; h é a altura piezométrica; 

tiva; t é relativo ao tempo. 

c 2. 1) 

coordenados; K e K 
X y 

direções x e y respe~ 

~ é a porosidade efe-

A expressão 2.1 é conhecida como equaçao não-li 

nearizada de Boussinesq,a qual é linearizada quando a vari~ 
ção espacial de h é pequena e1n relação à espessura saturada 

do aqUífero Cb), onde se obtém para meios homogêneos e iso­

trópicos: 

a h 
fi 

c 2. 2) 

As equaçoes acima reproduzem matematicamente o 
comportamento do sistema aqUffero e expressam relações en-
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trc var1avcis e parâmetros que o representam. Os parâmetros 

caracterizam componentes físicos tanto geom6tricos como hi­

dromecânicos e as variáveis descrevem quantitativamente um 
fenômeno que varia no tempo e no espaço. 

A equaçao geral do fluxo em aqlifferos sujeitos 

a açoes de recarga e/ou descarga é: 

cp 

bK 
ah _ Q 
d t 

onde Q > O e a recarga no sistema, e 

Q < O e a descarga no sistema. 

2.2. MODELOS DE PREVISÃO 

A previsão de rebaixamentos ou de 

( 2. 3) 

.. . 
niVelS 

piezom~tricos em aqlifferos é feita resolvendo a equação di­

ferencial do fluxo subterrâneo. Segundo a forma de resolu­

ção da equação os modelos em hidrogeologia são , classifica­

dos em analógicos, analíticos, numéricos ou digitais. 

Os modelos analógicos resolvem indiretamente a 

equação ·lc fluxo utilizando-se de um fenÔmeno físico, nor­

malmente o elétrico, que tenha uma equação diferencial do 

mesmo tipo da dos aqUÍferos. 

Os modelos analíticos sao os que dão a solução 

exata da equação diferencial por meio de funções analíticas 

ou tabeladas. O inicio de sua aplicação data do fim do séc~ 

lo passado quando foram elaboradas as primeiras soluções pa 

ra a hidráulica de poços no regime permanente. THEISS(l935), 

a partir da lei de Darcy e da equação da continuidade apli-
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cada ao fluxo radial~obteve a expressão do rebaixamento em 

poços operando no regime transitório. COPPHR c .J/\COB (1946) 

apresentaram uma aproximação da equação de Theis, aplicável 
a pequena distância radial e bombeamentos de longa duração. 

Embora os métodos analíticos sejam de simples 
e rápida aplicação, eles contém grandes simplificações do 

sistema real, sendo apliciveis somente a aq~Íferos de geo­

metria simples e com coeficientes constantes no tempo e no 

espaço. As equações diferenciais,representativas do compo! 

tamento de um sistema físico real, dificilmente têm soll,lções analí ti­

cas na prática. Para resolvê-las recorre-se aos métodos nwnéricos, os 

quais dis-cretizam o sistema no tempo e no espaço, transfo_!: 
mando-os em uma série de equações para cada incremento de 

tempo. ~étodos de resolução do sistema de equações sao bre 

vemente comentados em BITTINGER et al. (1967). 

Com o avanço tecnológico na ciência dos compu­

tadores, modelos digitais foram amplamente divulgadose inQ 

meros trabalhos realizados. WALTON e NEILL (1960) elabora­

ram um modelo matemático para o cálculo de rebaixamento em 
,, .... -

poços situados em aqu1feros de rnultiplas fronteiras, util! 

zando a teoria das imagens e equações do estado não perma­

nente. 

TYSON c WEBER(1964) desenvolveram um modelo 

bidimensional para o cálculo das alturas piezométricas em 

aqÜíferos heterogêneos, utilizando a decomposição espacial 

por polígonos de Thiessen. Conhecidos os elementos geométr! 

cos, as transmissividades nos limites entre polígonos, es 

pessuras saturadas, taxas de recargas e/ou descargas e as­

sinaladas alturas piezométricas iniciais para cada nó (po~ 

to central de um polígono) é realizado o balanço de volumes 

para todos os polígonos pertencentes ao sistema. O result~ 

do numérico do balanço de volumes é denominado ~esíduo. A 

cada intervalo de tempo o modelo entra em um processo ite-
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rativo, onde, partindo dos valores iniciais, as alturas Pi 
ezom6tricas são ajustadas pela magnitude dos resíduos e a­

tenuadas por um coeficiente de relaxação. O método iterat.!_ 
vo usado na resolução do problema é o de Gauss-Seidel. 

PINDER e BREDEHOEFT (1968) desenvolveram um m~ 
dela numérico utilizando o método das diferenças finitas 

para quantificar as respostas a ações de bombeamento ou re 

carga em aqÜíferos confinados. O modelo foi aplicado a um 

aqllffero em Musquodoboit Harbair (Nova Scotia)~apresentan­
do bons resultados. 

A inconstância das transmissividades no tempo 
em função das variações nas espessuras saturadas foi intro 

duzida no modelo de Tyson e Wcbcr (1964), por BOONS'J'RJ\ c 

de RIDDER (1980). Além disto a plau~ibilidade física das 
alturas piezom~tricas passa a ser verificada em cada itera 

ção. Quando os níveis calculados ultrapassam os limites fí 

sicos pré-estabelecidos, o algorítmo introduz um novo com­

ponente no balanço de volumes e assinala um valor que ass~ 
gura uma nova altura piezométrica que satisfaça os limites. 
Este novo componente pode ser uma retirada ou percolação a 
dicional dependendo d~ qual limite, inferior ou superior,é 

ultrapassado. 

A linearidade das equaçoes do meio subterrâneo 

permite o emprego da teoria dos sistemas lineares, e aequ~ 
ção € resolvida em termos de ~oeficientes de influ~ncia de 

duração unitária. VENETIS (1970) derivou expressões analí­

ticas para definir respostas do tipo impulso e passo uniti 

rio às flutuações do nível piezométrico subterrâneo para 
aquíferos homog~neos, isotr6picos e com fluxo unidimensio­

nal. 

~~DDOCK.(l972) desenvolveu uma relaÇão algébri 

ca para modelar a equação diferencial parcial do rebaixruren 
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to provocado pelo bombeamento em aqGíferos confinados. ho­

mog~neos, de espessura unifor~e,infiriitos e onde existem P 

poços totalmente penetrantes em operaçao. A função ulgébri:_ 

ca é obtida a partir da equação diferencial parcial a duas 

dimens6es do fluxo subterrineo, utilizando transformadas~ 

Laplace e Fourier e considerando que o bombeamento se di 

em urna série de pulsos retangulares cuja amplitude n e a 

dur;J~~iío do mesmo. Mntldock mostrou aind:1 q11c t1 funç?ío pode 

ser extTapolada para meios heterogêneos, finitos e de fron­

teiras irregulares. 

Baseando-se no aspecto aleat6rio das vari~veis 

de decisão. descargas ou recargas artificiais e naturais, 

.f\IADDOCK (1974) desenvolveu um modelo estocâstico para de­

terminar o rebaixamento em poços. Utiliza a equação linear 

obtida por ele próprio em 1972, sendo válidas as mesmas hi:_ 

p6teses anteriores em relaç~o ao rneiojaq~ífero, adicionan­

do um trecho de rio o qual considera como limite de carga 

constante. 

MORE L- SEYTOUX e DAL Y (19 7 5) criaram um processo n~ - . mertco para determinar os coeficientes discretos ele bombeamento ,não 

se necessitando mais que os coeficientes ·sejam recal­

culados na presença de rnodificaç6es na recarga ou frontei­

ras. 

RODIUGUES-AMAYA (1976) resolveu o fluxo sub-

terrineo em aq~iferos finitos e heterogêneos aproximando a 

equação do fluxo a uma equação em diferenças finitas e a 

resolvendo numericamente pelo método ADI (Alternating Di­

rection Implicit). A transmissividade na fronteira entre 

duas células adjacentes (transmissividade intermediâria)foi 

definida como a média harm6nica dos valores assinalados no 

centro de cada célula. Os resultados mostraram melhor 

representação física do movimento da 5gua subterr~nea na 

natureza que aquela obtida por modelos similares que utili 
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zam a transmissividade intermediária como a média aritméti­

ca entre os valores no centro das duas células. 

BATHALA e t al. ( 19 81) apresentaram um mo de lo si­

milar aos desenvolvidos por Maddock (1972, 1974). Avaliaram 

o rebaixamento em aqÜíferos heterogêneos e isotrópicos divi 

didos em células poligonais e interconectados hidraulicamen 

te a um rio,cuja variação de nivel é conhecida. 

ILLANGASEKARE et al. (1984) desenvolveram um mo­

delo linear para simular alturas piezom6tricas em aq~Íferos 

heterogêneos utilizando a técnica da Leinicialização. O uso 

da t6cnica da reinicialização permite que um sistema seja 
modelado para um grande número de intervalos de tempo, usan 

do somente os coeficientes de influência gerados para o pr! 

meiro intervalo. Ao final de cada intervalo o sistema e rei 

nicializado assumindo que os níveis da água calculados são 

as novas condições iniciais do sistema. A solução para todo 

o pcrfodo de simulação é obtida pela repetição do processo 

ao longo do tempo. A redução do número de coeficientes de 

influência a serem calculados implica na rninirnização do tem 

po e custo computacional, minimizaçüo esta que se torna pr_~ 

gressivamente mais significativa ~ medida que aumentam o ta 

manho do sistema e o número de intervalos de tempo a serem 

sin!ulados. 

2.3. MODELOS DE IDENTIFICAÇÃO 

Na prev1sao do comportamento de aq~Íferos 

depara-se com a dificuldade de obtenção dos parãmetros hi­

drogeolôgicos, transmissividade e porosidade eficaz ou coe­

ficiente de armazenamento, principalmente pelo alto custo 

envolvido nos testes de bombeamento empregados na determina 

çãono campo. Além disto, os testes são locais e.nem sempre 

refletem a realidade em escala regional. Atualmente exis-
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tem t~cnicas nurn~ricas que possibilitam a identificação dos 

parilmet!'os, h~1scando-sc em dados oriundos da observação do 
/Í{ .. 

comportamento do aqu1fero. 

O processo de identificação ou calibração dos 

parâmetros é denominado de problema inverso. NEUMAN (1973) 

divide o problema inverso, segundo os métodos utilizados na 
determinação dos parâmetros, em dois grupos: diretos c i indire­

tos. Os métodos diretos determinam os parâmetros em cada c~ 

lula a partir da equação diferencial do fluxo subterrâneo e 

das alturas piezométricas ou rebaixamentos em cada ponto. 

Os indiretos partem de valores iniciais das alturas piezom~ 

tricas em cada célula e, através de um processo de otimiza­

ção, determinam o valor 6tirno para os parâmetros desconhec! 

dos, segundo critérios rígidos de controle do processo de 

ajuste. 

2.3,1. Métodos Diretos 

Os métodos diretos tratam os parâmetros hi 

drogeol6gicos corno variiveis dependentes na equação do flu­

xo subterrâneo. Conhecidos os rebaixamentos em todas as cé­

lulas em que está dividida a região, o problema concentra -

se na resolução de um sistema de equações lineares, cujas 

inc6gnitas são as transmissividades, para o regime permane~ 
te, ou estas e os coeficientes de armazenamento, para ore­

gime transiente. 

KLEINECKE (1971), utilizando o método da decom­

posiçã.o espacial em células poligonais, empregou a prograrn~ 

ção Unear para minimizar a soma dos máximos resíduos abso­

lutos em cada n6 e para todos os intervalos de tempo: 

Z =E max 
i,ll 

X. 
l,D 

, para i=l,Zi····L e n=l,2, ... ,N 
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onde Z ~ a funç~o objetiva a ser minimizada; X. e o resí 
l,n 

duo no polígono i e no intervalo de tempo n. 

Kleinecke aplicou o modelo a um nó isolado consta 

tando que aproximadamente a metade dos valores calibrados e 

ram próximos aos reais. Concluiu que em bacias sem bom su­

porte geológico e com dados anuais ~ necess~rio que o perf~ 

do de calibração seja de 25-30 anos para que se obtenha es­

timativas satisfat6rias dos parãmetros. 

O problema inverso para o estado permanente foi 

estudado por EMSELLEM c de MARSILY (1971). Ao mesmo tenqJo em 

que se preocuparam com a identificação dos parãmetros, bus­

caram atender crit~rios de uniformidade da distribuição da 

solução ao longo ela região estudada. 

Empregando a t~cnica dos elementos finitos para 

resolver a equação do fluxo subterrãneo, NEUMAN (1973) re­

solveu o problema de identificação aplicando a programação 

linear. Somente o estado permanente foi considerado, porem 

a metodologia pode ser extrapolada para resolver problemas 

no estado transiente. A plausibilidade física dos valores 

encontrados foi assegurada introduzindo limites inferiores 

e superiores ~s variações dos parãmetros. 

ILEFEZ et al. (1975) apresentaram alguns m~todos 

para formular o problema inverso sob a forma de programação 

linear ou quadr~tica. Após terem testado os métodos propos­

tos em modelos sintéticos, concluiram que os melhores crit~ 

rios são aqueles que minimizam a soma linear ou quadr~tica 

dos resíduos originados pelo mau ajuste dos parãmetros na 

equação do balanço de volume em todas as c~lulas. 

Considerando os regimes permanentes e transien­

tes ,NUTBROWN (1975), apresentou um m~todo indutivo para av~ 

liar os parãmetros hidrogeolggicos. A equação bidimensional 
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do fluxo ~ aproximada a uma equaçao em diferenças finitas e 

a região dividida em malhas quadradas. Da mesma forma que 

Emsellem e de Marsily (1971), Nutbrown considerou a unifor­
midade da variação espacial dos parâmetros. 

SMITH e PIPER (1978) utilizaram o m~todo da so­

bre relaxação para resolver a equação do fluxo subterrâneo 

em diferenças finitas. A identificação dos parâmetros foi 

feita em duas etapas. Na primeira etapa a transmissividade 

foi calibrada para o estado permanente. Na segunda etapa,com 
as transmissividades obtidas da anterior, os coeficientes 

de armazenamento foram determinados resolvendo o fluxo para 
o regime transiente. O algorftmo desenvolvido foi aplicado 
em um aqtLí.rcro em Tchran (I ran) c os rcsul tados foram sat .is­

fatórios. 

GUVANASEN e VOLKER (1978) desenvolveram um mode 

lo num~rico, empregando a t~cnica das diferenças finitas,p! 

ra identificar os parâmetros hidrogeológicos em aqufferos ~ 

fluxo bidimensional. A calibração do modelo foi feita apli­
cando o método de Newton Raphson para minimizar a diferen­
ça entre níveis da água observados e calculados para cada ce 

lula isolada~ente ao longo do perfodo de calibração. 

Um método iterativo para resolver o problema i~ 

verso em aqlliferos de fluxo bidimensional divididos em c~l~ 

las retangulares,heterog~neas foi apresentado por BACHMAT e 

DAX (1979). A cada célula o algoritmo resolve o problema a­

través de programação quadrática, onde limites inferiores e 

superiores para a variação dos parâmetros foram introduzidos 

para garantir o significado físico dos resultados. Aplicado 
a um aqUffero de Israel, o m~todo mostrou ser eficiente do 
ponto de vista t~cnico e economico, sendo necessárias pou­

cas iterações para que atingisse um nível de precisão ade­

quado, 
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KASHYAP e CHANDRA (1982) desenvolveram uma téc­

nica pura cst .inwr a distribuição cspuc.i.al dos valores dos 

parâmetros relacionados com as propriedades hidrogeolôgicas do 
aqUífero. Restrições is variações dos parâmetros foram im­

postas e a soma dos quadrados dos resíduos da equação de 

Boussinesq minimizàdos para todas as células e intervalos de 
tempo que compreendem o período de calibração. 

2.3.2. Métodos Indiretos 

Conhecidos ou estimados os parâmetros hi­

drogeolôgicos, transmissividade e coeficiente de armazenamen 

to, na equação do fluxo subterrâneo, o problema rec:1i em d~ 

terminar os rebaixamentos para cada ponto e intervalo de te_!!! 

po. Os métodos indiretos consistem basicamente em resoluções 
sucessivas da equação de fluxo para diferentes conjuntos de 

parâmetros estabelecidos por processos matemiticos rígidos 
no final de cada iteraçio. De forma diversa aos métodos di­
retos, as alturas piezométricas observadas somente são usa­

das para comparação com as calculadas e assim definir o a­

juste dos valores estabelecidos. 

A quasi-linearização e o método dos mínimos qu~ 

drados foram apresentados por YEH e TAUXE (197la, 197lb) p~ 

ra solucionar o problema inverso em aqllfferos homog~neos, ! 
sotr6picos, considerando o fluxo radial. Quasi-lincarizuç~o 
é uma técnica empregada para resolver sistemas de equaçoes 
diferenciais que envolvem diferentes conjuntos de valores 
iniciais de forma que a sequ~ncia de soluções obtidas con­

virja para a solução do problema original. 

LOVELL et al.(l972) desenvolveram um método de 

calibração subjetiva estudando os resfduos na equação de 

balanço de volumes. Informações subjetivas provenientes de 

conhecimentos hidrogeolôgicos prêvios da irea a ser estudada fo 
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ram introduzidas no modelo. Todos os parâmetros, incluindo 

estímulos externos ao sistema e alturas piezométricas, fo 

ram limitados a um intervalo de confiança que estabelece va 
lares inferiores e superiores admissíveis para cada um. A 

calibração foi feita automãticamente at~ que o nível de pr~ 

cisio desejada fosse alcançado, ou que fosse mostrado que 

este não poderia ser atingido dentro das restrições impostas. 

CHANG e YEH (1976) resolveram o problema inver­

so em aqUíferos heterog~neos, isotr6picos e com fluxo bidi­

mensional. A quasi-linearização (Yeh e Tauie, 197la) e a 

programação quadritica foram utilizadas para identificar os 

parâmetros do sistema enquanto todas as restrições impostas 
eram satisfeitas. 

Aplicando a teoria dos sistemas lineares, LUNA-

CAICEDO (1983) criou um algorítmo num~rico para resolver o 

problema inverso em aq~Íferos heterog~neos. A equação bidi­

mensional do fluxo subterrâneo foi aproximada a uma equação 

de diferenças finitas e os coeficientes de influ~ncia foram 

calculados somente no final do primeiro intervalo de dura­
ção unitiria. O problema inverso foi formulado como um pro­

blema de otimização no qual os parâmetros hidrogeol6gicos f~ 

ram encontrados iterativamente, atendendo às restrições im­

postas pelo modelo físico. O algorítmo aplicado a aqÜíferos 

reais e hipot~ticos mostrou ser econ6mica e tecnicamente e­

ficaz. 



CAPITULO 3 

DESENVOLVIMENTO DO MODELO 



3.1. GENERALIDADES 

O modelo consiste na identificação dos pa­

rãmetros hidrogeol6gicris, transmissividade e porosidade efe 

tiva, em aq1fferos heterog~neris, isotr6picris, livres e com 
fluxo vertical desprezível. 

O aqllffero € dividido em c€1ulas poligonais (p~ 

lfgonos de Thiessen). O ponto central de cada polígono € d~ 
nominado n6 e a ele € associada uma porosidade efetiva re­

presentativa da área. Nos limites entre c€lulas € associada 

uma transmissividade intermediária, obtida pela m€dia harm6 
nica entre aquelas assinaladas para cada n6. O comportamen­

to do <.lqtiífcro é simulado pela cquaçiio de balnnço de volunK's 

em cada polígono. 

A natureza linear da equação que governa o flu­

xo permite a utilização do princípio da superposição, isto 

€, o efeito total (em termos de níveis de' água) em um deter­

minado ponto do sistema € igual i soma geom€trica dos efei­

tos individuais produzidos pelos estímulos distintos em um 

intervalo de tempo. 

O acoplamento dos efeitos € feito atrav€s de Co 

eficientes de Influ~ncia (NÚcleos Discretos). Os Coeficien­

tes de Influ~ncia nada mais são senão respostas (em termos 

de níveis d'água) a estfmulos particulares de natureza pul­
sante, 
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A técnica da reinicialização (lllangasekare et al. 

19Rtl) 6 utilizada c os coefici<~ntcs discretos são calcula­

dos apenas no final do nr:imciro intervalo de tempo ele dura­
çao unitária. 

A Função-Objetivo usada na busca da solução 6t! 

ma para o problema inverso é estabeJ.ecida pela diferença qu~ 

dr5tica entre rebaixamentos observados c calculados em cada 

polfgono e para cada intervalo ~e te~po. São fixadas res-

triçõcs rcl~tcionadas aos limites superiores e inferiores da 

transmissividade e porosidade efetiva para garantir realida 

de física. 

3.2. COLOCAÇÃO DAS EQUAÇOES DE FLUXO 

A formulação numérica inicia com a divisão 

d~ aqGifero em células poligonais. Para cada célula do sis­

tema é feito um balanço de volumes, assumindo-se que o flu-

xo existente dentro do polígono e o que ocorre através 

fronteiras adjacentes. Qualquer propriedade no polígono 
representada por um finico valor assinalado no no. 

das 
.... 
e 

O balanço de volumes entre o polígono i e os m polf­
gonos que o cercam (Figura 3.1), considerando que é o único :estímulo 

externo ao sistema é o bombeamento Q., é: 
1 

C . cf>.A. t 
r T . m' 1 (s . - s ) = ~( s. 

m,.1 L . 1 m 6 t 1 m m,1 
(3.1) 

onde T . é a transmissividade harrn6nica entre os polígonos 
m 1 

i e m,[L2r-l] ; <f>i é a porosidade efetiva; Cm,i é o compri -

rnento da bissetriz perpendicular associada aos polígonos i 

e m [L J · L . representa a distincia entre os nós i e m[L]; ., ' m,1 
r é o somatório dos termos associados aos lados do polígono 
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. A d 1.. . [ 2] t - . 1; . e a area o po 1gono 1, L ; s . e o reba1xamento no 
1 1 

no i tornado em relação a um plano horizontal de refer~ncia 

no tempo [LJ ; 6 t é o intervalo de tempo [T] . 

~I 

Figura 3.1 - Balanço de volumes no polígono 

O lado esquerdo da equaçao representa a vanaçao 

do fluxo nas fronteiras do polÍgono i, através do. lado do comprimen­
to C .. No lado direito? o primeiro termo representa o ar­m1 1 
mazenamento dentro da ãrea i e o segundo~os estímulos exter 

nos. 

Os rebaixamentos em cada no variam no tempo de­

vido às modificações na recarga e/ou na escala de ·bombeamento. 

Por consequêncja a equação (3.1) deve ser resolvida paras~ - . cessivos intervalos de tempo. Utilizando um esquema numer1-
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co implícito, onde ât nio depende de crit€rios de estabili-

d:rdc L' cór:sider:rrlllo qul' T . c O. s~o exprl'ssos 11:1 unidade 
m,.1 · '1 

de ~t. pode-se reescrever a equnç~o (3.1): 

onue 

* 

T . 
m, 1 

i;<jl.=<jl.A.; 
1 l 1 

L: 
T . 

t+l 
S. T. · 

1 1,1 

== T . 
m, 1 

c 
m,i e 
I-. 

m, 1 

(3. 2) 

a condut 5n_cj a entre os polígonos m e 

Qt_ +1/2 e a retirada m€dia no intervalo (t, t+l); 
] 

T. . = 
1,1 m 1 ,lll. 

·A cquaçao (3.2), ao ser escrita para cada polí-

gono, di origem a um sistema linear de equaç6es cuja varii 

vcl dcsconlH'cida é o rcb:dx:11ncnto s ~+l. Na forma matricial: • 1 

t4l . * . t+l * t t+l/2 [ 1.1 { s .. - } + [ </l . ]t s . ] = [ </l .] { s . } + { () . " } 
1 I - 1 J - .I l. '1 

().3) 

ondc:hJ € uma matriz simétrica que cont€m as condutâncias 

entre polÍgonos adjacentes: 

T > O, 11ara i = m; 
i '111 

-r. ~ O, para i f m; 
1 'J11 

T- i=L.:Tim' 
l' m ' 

* [<P J é uma matriz diagonal; 

* 
<Pi,m O, nara i =I m; 

* <jl. = <jl./\., para i == m; 
1,111 11 

{s~+l} c o vetor que contém os rebaixamentos· 110 final do 
1 

período; 
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e o vetor que contém os rebaixamentos no iní­

cio do pcr:íodo; 

{Q~-+1/Z} <_-:o vetor que contém os csti"muJos médios 
1 

ternos ao sistema no intervalo (t, t+l); 

O, para retiradas no sistema; 
1 

Q~+l/Z < O, para recargas no sistema. 
1 

-

ex 

/l.s equnçoes originaclas pelo balanço de volumes 

nos pol-ígonos .de um sistema são semelhantes àquelas obti­

das pelo m~todo num~rico que aproxima a equaçao diferen­

cial rareia! do fluxo bidimensional a urna cquaçao de dife­

re n ç as f in i t a s ( L una- C a i c e do , 1 9 8 3 ) • 

3.3. CONDlÇOES INTCLAlS E DE FRC'NTElRA 

1':11';1 (jliC' ;I c-qll;l(:;l(l do r I liXO sub I(.' I' r:illL'() 

produza a solução ele um problema particul~JT as Condições In_-h 

ciais c de Frontcir:t devem ser especificadas. As primeiras 

descrevem os rebaix~mentos iniciais no aqGífero e as segu~ 
d:ts refletem a influência ou de llilla barreira :impermeável, ou de 

um potencial hidriiulico conhecido ou de qualquer fluxo que 

atravesse os limites físicos do sistema. 

A equação que define o rebaixamento em um aq~i 
fero heterog~neo, isotr6pico, definido em um domínio D,nas 

condições de estado não permanente,e com Condições de Fro~ 

teira independentes do tempo e definidas no domínio C, 6: 

'f' aT Cls --- (,,-) + 
d X ''X 

( 3. 4) 
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com Condições Iniciais: 

s = f Lx, y) , para t O em D; (3. 5) 

e Condições de Fronteira: 

L(s) = g(x,y), para t ~ O em C; (3.6) 

Cls Cls -onde L(s) = a 0s + a 1 ~-y + a 2 ~~; x,y sao coordenadas; a 0 , 
- y 

a 1 . a 2 sao 

sividade;~ 

fero. 

constantes; se o rebaixamento; T € a transmis-
- . 1 d f . - d 11 .. e a poros1ca e e· et1va; Q e a escarga no aqui-

3.4. COEFtCIUNTES DE 1NH .. UDNC1A 

_.. ~ ~ r 

Na analise do comportamento elo aqut fero d<:::_ 

ve-se considerar tr~s fatores b~sicos que o influenciam:os 

estfmulos externos que provocam alterações no sistema, o 

efeito das fronteiras que o limitam e o estado inicial~ A 

seguir analisa-se a reação que cada um provoca dentro do 

sistcm;1. 

(1) l~STfMULOS EXTLRNOS 

Considera-se que exista bombeamento no polígo­

no 1 enquanto os demais são mantidos nas Condições lniciais 

c de Fronteira. O fluxo não rcrmanentc em i é descrito pe­

Ll equação: 

t+l 
L T. ( s. 

1,111 1 
smt+l)= cp.A. (s~-s~+l)+Q~+l/2 (3.7) 

l 1 l 1 1 
lll 

com Condição lnicial: s = O, para t = O; 

Condição de Fronteira:L(s)=g(x,y)= O, para t ~O. 
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A equaçao (3. 7) é escrita para cada polígono pe! 

tencente :10 ~~~b~istema ·i. dnndo origem :1 11111 sisiC'III:I I incar 

de equações. Na forma matricial: 

( 3. 8) 

Se o bombc:_nnento for aplicado no nó m durante 

o primeiro intervalo de tempo de duraçüo unit:íria sob formn 

de pulso uniLirio ((~ =l, para t=l· Q =U l)<Ha t> 1), enc1uag m · ' m ' -
to os clem:ds nós siio mantidos em repouso, o rch::rixamento pr~ 

cluzido no polígono i em resposta ao estímulo é chamado coe­

ficiente de influência o .. A equação 3. 7 pode ser reescri-
llll 

ta: 

= {Q.} 
1 

(3.9) 

onde: (3.10) 

Quando todos os polígonos tiverem sido estimula 

dos. os vetores {o. } e {Q.} terão se transformado na matriz 
llTI 1 

simétrica e identidade respectivamente. A equação 3.10 

tomar~ então a seguinte forma: 

[A] [~] = [I] (3.11) 

As linhas da matriz 6 correspondem aos polígo­

nos de observação e as colunas aos de bombeamento. 

O rehaiX[IJllento total provocado pelos estfmulos 

externos no polígono i é dado pela superposição dos efeitos 

individuais: 

s. (1) 
1 

l: o. Q.(l) 
m 1m 1 

(3.12) 
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(2) CONDIÇOES DE FRONTEIRA 

Para Jtwdclar o efeito das Condições de f-rontei­

ra considera-se o regime permanente e a nio interfer~nciade 
11 C' 11 h lllll l' !" t í 111 L1 1 o • o fluxo é então uesct·i-
to: 

O, para t ~O l3.13) 

com Condiç~o de f-ronteira: L(s)= g(x,y), n8ra t ;? O. 

As condições iniciais mant6m-se constantes 

lon~'O do tempo cn· todo o sistema e o rch:1ix:1JnPnto sj 

irual iquele que caracteriza o estado permanente real. 

ao 
-S(' l':l 

S. 
1 

s~ 
1 

(3) CC'NDICfWS INICIAIS 

(3.14) 

Considera-se o estado nao permanente com condi­

ções de fronteira homog~neas e não ocorrência de estímulos 

externos. A equaç~o do fluxo escrita para o primeiro inter-
·-valo de tempo e: 

1 1 o 1 E T. (s . - s ) = cp. A. (s . - s.) 
1,m 1 m· 1 1 1 1 m 

com condições iniciais: s = f(x,y), para t = O; 

condições de fronteira: L(s) =·o, para t ~O. 

N2 forma matricial: 

1 [A.]{s.} 
1 1 

* o 
= [cp.]{s.} 

1 1 

(3.15) 

(3.16) 
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Isolando {s~} e súbstituindo [<P*] de (3. 10) ,ob 
I 

(3.17) 

As condiç6es iniciais observadas no começo da 

silnul:tc;ilo silo o estado resultante d(_~ homhc:.Jmentos dcsconhe 

ciclos (Illangasekare et a1., 1984). A taxa de bombeamento 

permanente que foi aplicada em cacla polígono e que levou o 

:tqt1Ífcro do c·st:1dc d<' rcpousn para o oh~crv:Hio inici:llmcn­

tc somente pode ser determinado a rartir dos rebaixamentos 

iniciais s ~l. JVIORI~L-SEYTOUX e DALY(1975) propuzcrwn LUna técnica para 
l 

criar artificialmente a hist6ria do bombeamento no aqUffe-

ro rrcjetada de forma que leve o sistema do estado perma -

nente às condiç6es :iniciais conhecidas. Para fins anaLÍti­

cos, um bombeamento artificial Q é aplicado aos rn pontos m 
ele obscrvaç5o durante o período imediatamente posterior ao 

tempo zero. A expressão de Qm é clcrivada a partir da equa­

ção de Poisson e, escrita na forma matricial, torna o se­

guinte aspecto: 

[ T·] { S ~} 
- J 1 

Sub s t i tu in do em (:i . J 7) : 

1 
{s.} . 1 

A solução do problema é: 

s. (1) 
] 

-
s.(O)- L: o. Q (1) 

1 1m rn 
m 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 
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Os rebaixamentos no final do primeiro interva­

lo de tempo de dur:1~:uo unitiri a (cquaç?io 3. 21) são rcsul tantcs ela supe.!_" 

posiç?io dos efeitos produzidos por cada um dos fatores que 

estimularam o sistema. Para efeitos práticos, os rcbaixamc~ 

tos do estado permanente são considerados incluídos nas con 

diç6es iniciais. 

s.(l)=s.(O)+L: 6. (Q (1)- Q (1)) 
1 1 1m m m m 

(3.21) 

Generalizando para N intervalos: 

s. (ll) =s. (n-1) 1'L:ô. (i"'i (11) - (' (n)) 
1 - 1 1m '<m <m -

m 

onde Q (n) é o bombeamento médio no período; Q (n) =i>r s Ul-l) 
m m p mp ·r 

-c descarga artificial associada aos rebaixamentos 

calculados no início do enésimo período. 

O rebaixamento total em um polígono i, medido 

em relação a um plano de refer~ncia horizontal e avaliado 

110 final do cnésimo intervalo de tempo,é função:do rccaix~ 

ment:o s. (n-1) ocorrido no início do período, do estado pe_E 
1 

marwnte real, dos estímulos ncs polígonos adjacentes L: 8. 
rn 1m 

Qm(~) e do estado transiente dos polígonos adjacentes - ~ 

8. Q (n). 
1m m · 

Conhecidas as condiç6es iniciais e armazenados 

OS C O C f i ci C ll t C S d C j ll f 1 U ê ll C i a C m tO cJ O S OS p O TI t OS cl O a Cj tl l f~ 
ro, os rcbaixélmentos podem ser simulados para qualquer tem 

po utilizando a reinicialização sequencial. 
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3. 5. I DENT I FI CJ\ÇAO DOS PARÂJI,~ETROS 

O problema inverso fundamenta-se na ident! 
ficação dos elementos da matriz [~]para todos os poços de 
observação e/ou exploraçao (nós). Assume-se conhecidos os 

rebaixamentos e as descargas e/ou recargas em todos os nós 

e ao longo do período de duração do processo de calibração. 

Os rebaixamentos em cada n6 e para todo o período determina 

dos pelo modelo (equação 3.22) são comrarados com os valo­

res observados, e o ajuste dos parãmetros avaliado pela fun 

ção-objctivo definidn pela soma do quadrado dos erros medi­

dos l'lll c:tdn polÍ.!t,ono e em todos os interv:tlos de tempo. 

Nem sempre os parãmetros geradores do melhor a­

juste t2m significado fÍsi~o. quer pela negatividade, quer 

pe i a acentuada v0riação de valores entre dois polígonos adj <tcen­

tes. Para solucionar o problema definem-se limites aceit5 -

veis dentro dos quais devem se situar os parãmetros do mode 

lo. 

O problema da identi [i e<tçiio é aqui tratado como um p1~ 

blcma de otimização que busca determinar os coeficientes de influên 

cia tal que a funçfí.o objetiva(,](~)) atinja o ponto de mín! 

mo e os parâmetros transmissividade (T) e porosidade efeti­

va (~) satisfaçam as restriç6es impostas pelo modelo físico. 

Min {J(~) 
r r - 2 

= (s. (n)-s. (n)) } 
i n 1 1 

(3.23) 

par<J i l, 2 '3' ... 1 c n=l,2,3, ... N 

sujeito a: 

[T inf] ~ [TJ f. [Tsup] 

(3.24) 
[c!>infJ < [c!>] ~ [c!>sup] ' 
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onde s. (n) e ~- (n) sao os rebeixamentos observados e calcu-
1 1 

lados respectivamente; os índices 'inf' e 'sup' referem-se aos 

limites inferior e superior do intervalo de confiança. 

A fim de que sejam reduzidos gastos de mem6ria 
do computador,diminui-se o nfimero de equaç6es a serem resol 

vidas utilizando-se o conceito de subsistema . Um subsiste 

ma pode ser definido pelos elementos que participam direta­

mente do balanço de volumes em um polígono i (Figuras 3.2 e 

3. 3). A equação <.lo. fluxo é resolvüb somente para os coefic_!. 

entes de influ~ncia internos ao subsiste~a. estimulando seu 

polígono central enquanto mant~m os demais nas condiç6es de 
fronteira estabelecidas inicialmente. Cada subsistema pode 

ser avaliado individualmente, estabelecendo-se uma função­
objetivo para o polígono central i (equação 3.25). 

(3.25) 

para n = l,Z, ... ,N. 

O problema de otimização em um subsistema i 

colocado da seguinte forma: 

... 
e 

sujeito a: 

Min {J(ô.) 
1 

- 2 = ~ (s. (n)-s. (n)) } 
n 1 1 

[r . ] ~ [r . ] ~ [r i ] 
linf 1 sup 

(3.26) 

(3.27) 

Reduzido o erro no cálculo dos rebaixamentos a 

um valor toleriv~l. o sistema move-se para o subsistema se-
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fiouro 3. 2 - M~ifero hipotético dividido em células poliooools 

figuro 3.3 - subsistema 4 
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guinte e o processo € entio reiniciado. 

Na equaçao 3.23, J(â) representa a funçio obje­

tiva total a ser minimizada, sujeita is restriç6es da equa­

çio 3.24,e que pode ser expressa pelo somat6rio das funç6es 

avaliadas em cada subsistema (equaçio 3.28). 

J (â) = E J (ú i) 
i 

(3. 28) 

para i= 1,2, ... ,I, onde I € o nfimero total de subsistemas 

sujeito a 

[T. f] (. [T] ~ (T J 1n , sup 

(3.29) 

Se a funçio-objetivo total (equaçio 3.28) for 

menor ou igual ao erro mixirno toler5vel ou não se verificou 

mudança significativa entre duas i te raç6es consecutivas o oro 
cesso é encerrado. Do contririo, o algorítrno move-se para o 

primeiro subsistema e inicia nova iteração. 



CAP!TULO 4 

ALGORITMO DE CÃLCULO 



4 .1. GENERALIDADES 

O problema inverso fundamenta-se na busca 
dos coeficientes de influ~ncia assotiados a cada polígono 
do sistema. Para tal, usou-se aqui o algorítmo de otimização 

de Rosenbrock (1960) para uma função de vârias·variâveis e 

com restrição. 

Os valores dos coeficientes de influência sao 
encontrados sequencialmente no espaço, no sentido crescente 

da numeraçfic dos polígonos que definem os subsistemas (Fig~ 

ra 4.1), atrav€s do sistema de equações lineares: 

* [A.}= [T·] + [cJ> ·) 
1 1 1 (4.1) 

A eficiência do modelo em gerar rebaixamentos é. 

definida por uma função-bbjetivo (equação 3.25 e 3.26) cujo 
ponto de mínimo esti relacionado com os valores 6timos de 
[A]. A divisão do sistema é fixa no espaço e as caracterís­
ticas geométricas dos polígonos são conhecidas e constantes 

no tempo. Otimizar coeficientes de influência significa pe~ 
quisar valores de transmi~sividades T e porosidades efeti -

vas cp que melhor representem o sistema real. 
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Figura 4.1 - Caminhamento do método para a 
otimização individual dos subsistemas 

Embora cause aumento no número de incógnitas, 

sao otimizadas as transmissividades intermediárias ao in­
v6s das assinaladas em cada nó pelas seguintes razões:o mo­
delo matemáti~o utiliza diretamente os valores intermediári 

os e somente indiretamente os pontuais cuja identificação 
não é necessária ao funcionamento do algorítmo; a identifi­
caçao dos valores das transmissividades no n6 introduz um 
maior grau de indeterminação na solução do problema, .visto 
que cada transmissividade intermediária é ·determinada por 

infinitos pares de transmissividade pontuais; a utilização 
das transmissividades nos nós é incapaz de reproduzir a mesma 
solução para diferentes conjuntos de parâmetros iniciais, 

mesmo em um grande número de iterações (Luna-Caicedo, 1983). 

Os valores ótimos dos parâmetros sao encontra -
dos iterativamente a partir da otimização de cada subsiste­
ma tomado individualmente. O ajuste dos coeficientes é ana­

lisado pelos rebaixamentos calculados ao longo do período~ 

calibração no polígono central i. 
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No susbsisterna i, as descargas artificiais Qrn~ 

para i f m, estão hidraulicamente relacionada~ com o pnlfg~ 

no central i através do produto T. s. (n-1), onde T. é a 1n J 1m 
condutância entre os nós i e m e s. (n-1) é o rebaixamento no 

. l 

polígono i no início do intervalo n. Consequenternente qual-
quer mudança efetuada em i, em termos de transmissividade,! 

feta os valores das descargas artificiais nos demais polígo 
nos pertencentes ao subsistema. Por isio, obtidos os novos 
coeficientes de influ~ncia~ estes são mantidos constantes, 

enquanto o método desloca-se para b cálculo das descargas a! 
tificiais Q relacionadas ao subsistema e para todos os in-rn 
tervalos de tempo (equação 4.2). 

Q (n) - - I: T s (n-·1) rn p mp p 
(4. 2) 

As descargas artificiais avaliadas para o polí­
gono m no período n são calculadas a parrtir dos rebaixamentos 

obtidos para o início :lo intervalo n no nó central e nos de 

mais nõs que formam o subsistema m. T é igual a sorna das mrn 
condutâncias intermediárias. 

- .. --Conhecidas as descargas medias no aq~1fero em 
todos os intervalos do período de calibraçio, o rebaixamen­

to no polígono central i (;.) no final do período é previs­
l 

to utilizando a equaçao: 

-
_ s··. (n-l)+s. (n-1) 
s. (n)= 1 1 

1 2 
+ I:a. (Õ (n)-o (n)) 

m 1m 1n "m 
(4.3) 

O·rebaixamento no início do período é avaliado 

a partir da média aritmEtica entre os calculados e os obser 

vades no intervalo (n-1). 
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Variando sistematicamente os valores dos par~ms: 

tros T e <f> no pol fgono ccntrnl i c, por conscquência, as 

descargas artificiais do subsistema, € possível calcular a 
função-objetivo J(ô .) mínima, ou seja, encontrar valores de 

1 

transmissividade e porosidade efetiva tal que os rebaixame~ 

tos reproduzidos pelo modelo sejam muito próximos aos obser 

vados. 

4.2. PROCEDIMENTOS DE CÃLCULO 

Inicialmente o aqyífero a ser simulado -e 

definido pelas coordenadas geom€tricas dos nós, condições i 

niciais e de fronteira, taxas de bombeamento e rebaixamen­

tos observados em todos os nós e ao longo do período de ca­
l ibração. Para facilitar a aplicação do modelo, a numeração dos nós € 
feita primeiramente nos polígonos interiores do sistema, seguidos dos 

limites de carga constante, finalizando com os nós situados 
nos limites imperme5veis. 

O próximo passo é aplicar sequencialmente o al­

gorítmo desenvolvido a cada um dos subsistemas definidos p~ 
ra o aqÜífero, minimizando em cada passo o valor da função­

objetivo individual. 

Os procedimentos computacionais necessários 

resolução do problema inverso são colocados a seguir: 

1 - Determinar as matrizes 
* . 

( T • ] , ( </> . ] e [A. ] . 
1 1 1 

.. 
a 

3 - Atualizar as descargas artificiais Qm(ri) , para m ~i e 

n = 1, 2, .•• ,N, mantendo constantes as transmissividades 

intermediárias. 
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4 - Atualiza.-x: os -x:ebai:xa.mentos no polígono central i, pa.ra 

todos os intervalos de tempo, utilizando a m6dia arit­
mética entre os rebaixamentos observados e previstosno 
infcio dos perfodris, os coeficientes discretos calcula 
dos em (2) e as descargas artificiais de (3). 

5 - Avaliar a função-objetivo .• Se o valor nao satisfizer i 
precisão estabelecida, determinar um novo conjunto de 

transmissi vidades T .. · , para m ~ i. é, uma nova poros ida-
1m 

de para i, utilizando o m&todo de otimizaçio de Rosen-
brock. 

6 - Repetir 1 a 5 até que o valor da função-objetivo seja 
aceitável ou não houver alteração entre dois 

consecutivos. 

valores 

Os valores dos coeficientes de influincia obti 

dos em cada subsistema sào mantidos constantes at& que o 

sistema tenha sido totalmente percorrido. 

O fluxograma do processo 6 apresentado na figu 

ra 4.2. 



DETER MINAR 

[ 1' I] , [ ffj] • 
MATRIZES: 

[AI] 

RESOLVER O SISTEMA LINEAR 

( cf,} = r A1 r 1 

ATUALIZAR DESCARGAS ARTIFICIAIS 

Qm (n), poro m;tl e n= 1,2 .... N 

n{:l,N 

ATUALIZAR REBAIXAMENTOS 

~i (n) 

AVALIAR FUNCÁO· OBJETIVO 
N " 2 J(dj) = nij(Sj(n)- Sj(n)) 

39 

NÃO 

MUDAR T1m , f1 , aujelto a 

Tlmlnf ~ T1m E; Tim 1up 

iJIInf ~ flll E; flsup 

para m ~ I 

Figura 4. 2 - Fluxograma para resolucõo de problema 
inverso no subsistema i. 



CAP!TULO 5 

APLICAÇÃO DO MODELO 



5.1. GENERALIDADES 

O algoritmo desenvolvido foi aplicado para 

calibrar dois sistemas: um hipot~tico construído com base 

no sistema apresentado por Boonstra e de Ridder (1981) e um 
real (Luna-Caicedo, 1983). 

Em ambos os sistemas, foram estabelecidos limi­

tes inferior e superior para os parâmetros hidrogeológicos 

em cada nó a partir do conhecimento geológico das áreas es-

tudadas. Estes limites, denominados limites constantes, são 

entradas do modelo e não são alterados durante o processo de 

calibração. Por outro lado, diferenças acentuadas entre pa­

râmetros de polígonos adjacentes são evitadas impondo-se ao 

modelo a condição de homogeneidade na distribuição espacial 

dos parâmetros. A condição de homogeneidade ~ obtida a par-

tir da m~dia aritm~tica das transmissividades intermediá-

rias f. e porosidades efetivas -~- de todo o subsistema. 
1 1 

A cada nova iteração o m~todo estabelece limi-
' I 

tes inferior e superior T- e ~- de tal forma que o modelo 1m 1 
satisfaça aos.limites constantes e à condição de homogenei-

dade. Aqueles limites denominados limites variáveis, definem 

o intervalo de variação dos parâmetros hidrogeológicos a ser 
usado pelo algoritmo. Os limites variáveis são colocados co 

mo seguem: 

.T~ =Max {(T. + T )/2, f.- E:T f.} 
lffiinf · 1 inf minf 1 1 

(5.1) 
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.T! . = Min {(T. + T )/2, f. + e:T f.} 
liDsup · l sup msup 1 . 1 

(5. 2) 

I 

<j>1 .. =Max .{<j> •. , <j>.- E,~,~1.} 
inf 1inf 1 ~ 

(S. 3) 

(5. 4) 

onde T! e T! são os limites variáveis das transmis-
1minf 1msup 

sividades intermediárias entre os polígonos i em; T. 
1- f 1n 

T. , T , T 
1 m. f m 

são os limites constantes das transmis-
sup 1n sup 

sivades no centro dos polígonos i em respectivamente;<!>! 
1. f 1n 

e <j>! 
1sup 

sao os limites variáveis das porosidades efetivas 

no nó i, <j>. e <j>. sao os limites constantes das poros! 
1 inf 1sup 

dades efetivas no nó i; Ti e ~i são respectivamente as me-

dias aritméticas das transmissividades intermediárias e 

porosidades efetivas no subsistema i; ET e E<P são constan -

tes positivas arbitrárias; os índices sup e inf referem- se 

aos limites superiores e inferiores respectivamente. 

5.2. MODELO HIPOTgTICO 

Um aquífero hipotético livre, heterog~neo, 

isotrópico e com fluxo bidimensional foi utilizado para 

ilustrar a técnica apresentada. A região é dividida em cél~ 
luas poligonais (polígonos de Thiessen) como mostra a figu­
ra 5.1. Os nós internos (nós 1 a 5) foram escolhidos arbi­

trariamente e representam poços em exploração na área. Os 

nós 6 a 11 representam fronteiras de carga constante (rio ) 
e os demais (nós 12 a 15) as fronteiras impermeáveis. As co 
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ESCALA 

o..__ .. ~._.._.;"' I<"' 

Figuro 5.1 - Aqürtero hipotético dividido em células poligonais 
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ordenadas de cada nó, em relação a um sistema de eixos de 
origem arbitrária, são dadas na Tabela 5.1. 

As transmissividades e porosidades efetivas no aqUÍ 
fero foram consideradas conhecidas e seus valores são mos­
trados na Fig. 5.2. 

O incremento de tempo mensal e um período de bombe~ 
mento de doze meses foram adotados. Os rebaixamentos men­
sais necessários à aplicação do algoritmo de identificação 
foram gerados pelo modelo de Boonstra e de Ridder (1981). 

Os valores assumidos para as transmissividades e p~ 
rosidades efetivas e os rebaixamentos gerados a partir de­
les são referenciados no presente estudo como transmissi 

vidades reais, porosidades reais e rebaixamentos observados. 

As figuras 5.3 a 5.7 apresentam as taxas de bombea­
mento assumidas para todos os polígonos durante os doze i~ 
tervalos de tempo em que está dividido o período de cali 
bração. 

Os rebaixamentos iniciais e os limites constantes in 
feriores e superiores são'mostrados na tabela 5.2. 

O algoritmo proposto usou tr~s iterações para que a 

função-objetivo atendesse ao crit~rio de precisão, 5 E-3, 

previamente estabelecido. O máximo erro individual ocorreu 

no polígono 5 e seu valor foi de 2.69 E-2 m2• O decaimento 
da função-objetivo ao longo do m~todo ~ mostrado na figura 

5 • 8 • 

O tempo de execuçao gasto pelo computador B6700 foi 
de 38.78s, com custo de processamento de Cz$ 16,50, nao in 

cluida a compilação. 



Tabela 5.1 -Coordenadas dos n6s do sistema 
hipotético . 

. . . . . COORDENADAS 
NO NOMERO 

. ' ' x· y 

1 4.45 12.55 

2 8.80 12.80 

3 8.35 9.25 

4 8.35 4.90 

5 3.75 6.30 

6 4.50 13.55 

7 8.60 13.90 

8 14.20 14.15 

9 14.40 11.30 

10 13.15 7.20 

11 11.75 2.80 

12 7.35 1. 55 

13 2.75 3.00 

14 1. 35 6.55 

15 2.05 12.80 
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Figuro 5. 2 - Tronsmissividodes (m2 /s x1o· 2 ) e porosidades 
efetivos dados no oqOífero hipotético 
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Figura 5. 3 - Escala de bombeamento no políoono 1 
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Figura 5.4 - Escala de bombeamento no políoono 2 
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Figura 5. 5 - Escala de bombeamento no polígono 3 
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Figura 5. 6 - Escala de bombeamento no polfgono 4 
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Figura 5. 7 - Escala de bombeamento no polígono 5 



Tabela 5.2 - Limites constantes inferiores e superiores dos parâmetros e 

rebaixamentos iniciais. 

Nó número T.inferior T.superior cp. inferior cp.superior Rebaixamento inicial 
1 1 1 1 

Jm2/sl rm2/s1 (m) 

1 1.16 E-2 2.31 E-2 0.01 0.30 228.80 

2 4~06 E-2 6. 37 E-2 0.01 0.30 230.30 

3 2.89 E-2 4.63 E-2 0.01 0.30 229.40 
-

4 2.89 E-2 5.21 E.;.2 0.01 0.30 228.90 

5 0.58 E-2 1.16 E-2 0.01 0.30 226.40 

6 6.21 E-2 7.52 :E-2 - - 228.60 

7 2.89 E-2 5.21 E-2 - - 230.30 

8 2.89 E-2 5.21 E-2 - - 231.50 

9 2.89 E-2 5.21 E-2 - - 231.00 

10 4.05 E-2 6. 37 E-2 - - 230.00 

11 6.24 E-2 7.52 E-2 - - 228.00 

VI 
o 
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As transmissividades harmônicas intermediárias e as 
porosidades efetivas para os diferentes polfgónos do aqUi­

fero sio comparadas com os respectivos valores reais e os 
resultados mostrados nas tabelas 5.3 e 5.4. O maior erro 
percentual cometido na avaliação das transmissividades in­
termediárias (22.79) ocorreu entre os polfgonos 4 e 10 e 
nas porosidades efetivas (2.78) no polfgono 1. 

Os rebaixamentos computados durante a calibração po~ 
co diferem dos observados, produzindo erros percentuais i~ 
feriores a 0.05 como mostra a tabela 5.5. Comparando a ta­
bela 5.5 com as tabelas 5.3 e.S.4, verifica-se que os erros 

percentuais cometidos na avaliação dos rebaixamentos sao 
bem inferiores àqueles produzidos na calibração dos param~ 
tros. 

Os rebaixamentos observados e calculados antes e a-

pós a calibração dos parâmetros nos polfgonos 2 e 5 _sao 

comparados nas figuras 5.9 e 5.10, respectivamente. 

5.3. MODELO REAL 

O aquffero a ser modelado situa~se nos Estados Uni­
dos da América e é denominado ficticiamente de Xuxu. Não 

é revelado seu verdadeiro nome em virtude do caráter sigi­
loso com que foram fornecidas as informações a ele pertii­

nentes ao Professor Dr. Hubert Morel-Seytoux, quando da 
elaboração da tese de doutorado de Nelson O! Luna . Caicedo 

na Universidade Estadual do Colorado (Colorado State Uni­
versity, Fort Collins). Assume-se que o aqUffero é livre. 

A figura 5.11 mostra a rede de nós em que foi dis­
cretizado o aqUffero. Os nós internos (nós 1 a 5) represe~ 

tam poços em exploração. Os.nós externos, necessirios i 
construção da rede, representam fronteiras de c~rga cons­

tante (nós 6 a 9) e fronteiras irnpenneáveis (nós 10 a 13) . O mé-

transmissividad.es
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Tabela 5.3. Comparação entre transmissividades inte! 

mediárias reais e calculadas. 

Erro percentual = (Treal-Tcalculada)xlOO/l'real 

Entre nós Refl calcflada Erro Percentual 
(m js) (m /s) (%) 

w ~ - ~ 

1 - 6 2.78 E-2 2.53 E-2 8.99 
1 - 1. ·2 .67 E-2 2.31 E-2 13.30 

1 - 3 2.31 E-2 2.10E-2 8.81 

1 - 5 1.10 E-2 .7 .03 E-2 6.09 

1 -1!:> 0.00 0.00 0.00 
2 :.. l 4.34 E-2 4.32 E-2 0.46 

2 - 8 4.34 E-2 4.32 E-2 0.46 

2 - y 4.34 E-2 4.32 E-2 0.46 

2 - 3 4.34 E-2 3.45 E-2 20.42 

3 - 9 4.47 E-2 3.65 E-2 5.13 

3 -10 4.34 E-2 3.65 E-2 15.91 

3 - 4 3.97 E-2 3.22 E-2 18.78 

3 - 5 1. 31 E-2 1.20 E-2 8.11 

4 -10 5.14 E,-2 3. 97 E-2 22.79 

4-11 5.56 E-2 4.34 E-2 1.94 

4 -12 o.oo 0.00 0.00 

4 - 5 1. 38 E-2 1.24 E-2 . 10.43 

4 -13 0.00 0.00 0.00 

5 ,-14 0.00 0.00 0.00 

/ 



Tabela 5.4.Comparação entre porosidades efetivas reais e 

calculadas. 

Nd REAL CALCULADA ERRO PERCENTUAL 
.. (%) 

1 0.180 0.185 2.78 

2 0.200 0.196 2.00 

3 0.180 0.181 0.00 

4 0.140 0.142 1.43 

' 

5 0.070 0.070 o .o o 

Erro Percentual = (~real - ~calculado) x lOU/~real 



Tabela S.5. Erro percentual cometido na avaliação 
do rebaixamento. 

Tempo 
(mês) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

Erro Percentual=(s observado-s calculado) x 

100/s observado. 

POL!GONO 

1 2 3 4 5 

o.ooo 0.004 0.000 0.000 0.004 

0.000 0.009 0.000 0.000 0.010 

0.000 0.009 0.000 0.004 0.010 

0.000 0.009 0.004 0.010 0.010 

0.004 0.004 0.009 0.010 0.020 

0.004 0.009 0.004 0.020 0.020 

0.004 0.009 0.00~ 0.020 o.o:w 

0.000 0.004 0.009 0.020 0.020 

0.000 0.004 0.009 0.010 0.020 

0.004 0.009 0.009 0.010 0.030 

0.004 0.009 0.009 0.004 0.030 

0.009 0.010 0.009 0.004 0.040 
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todo de Thiessen. foi empregado na construção. da ;rede. A po-.· 
sição dos nós em relação à um sistema de eixos coordenados 

de origem arbitrada é dada na tabela 5.6. 

5.3.1. ·Geologia: da.região 

Geologicamente a região e composta por es­
pessos depósitos inconsolidados: till, depósitos e~ 

tratificados de textura fina de silte e argila, e depósitos 

estratificados de textura grosseira de areia e cascalho. 

O depósito de areia e cascalho constitue o aqUÍfero 
de maior produtividade na região. Aparentemente foi formado 

pela deposição de fragmentos de rochas erodidas pela ação de 
geleiras. A variação no tempo da capacidade de transporte das 
correntes de degelo produziu depósitos de espessura, ~arac­

terística e extensão variáveis. Normalmente a espessura das 

camadas de areia e cascalho é inferior a 8m, porém podem ser 
encontradas camadas com espessura superior a 15m. Em algu­
mas ãre as , os poços atravessam duas ou três camadas distintas de a- · 

reia e cascalho intercaladas por camadas de silte e argila. 

Investigações geológicas na área revelaram que: 

1 - a espessura do material glacial varia de O 

a mais de 24m; 

2 - os solos da ãrea sao geralmente bem drena-

dos; 

3 .... o substrato é composto de calcáreos e dolo­
mitos fraturados e potenci.almente falhados e possui superfí 

cie irregular; 

4 .... as cam~das da formação é).florante apresentam 

lf11!Gl5 
~ IOH:.f·~ t 1~. :' 



Tabela 5.6 - Coordenadas dos n6s do sistema 

real. 

Nd NOMERO COORDENADAS 
X (em) Y (em) 

] 12.50 13.50 

2 15.50 13.50 

3 15.00 10.50 

4 11.50 9.50 

5 9.50 12.50 

6 9.50 21.50 

7 15.50 21.50 

8 23.00 18.00 

9 24.20 9.00 

10 15.00 0.50 

11 11.50 0.50 

12 0.50 2.20 

13 0.50 12.50 
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planos de mergulho de 30 a 40 graus para leste. 

5.3.2. Hidrogeologia da região 

A aqUffero Xuxu pertence a um complexo sistema 

hidrogeol5gico constituido por aqUffero de origem glacial 

sobreposto e hidráulicamente conectado a um aqUÍfero fratu 
rado domolftico (substrato). 

O bombeamento no substrato induz no aqUi fero 

glacial um fluxo descendente. As baixas condutividades hi­

driulicas nas lentes de argila existentes provocam descon­

tinuidade no fluxo vertical, criando zonas de aprisionameg 

to. Em alguns locais, bombeamentos no substrato rebaixaram 

a superfície potenciométrica do mesmo a cotas inferiores à 
base das camadas de argila, criando um aqUffero hidraulica 

mente isolado no material detrftico. 

A igua subterrãnea utilizada é retirada dos de 

pÕsitos de areia e cascalho. O abastecimento de pequenas 

comunidades é feito através de poços do tipo fronteira re­

vestidos com filtro. Para atender maiores demandas são usa 

dos poços de grande diãmetro, os quais podem ser revesti­

dos com filtro ou abertos dependendo da quantidade de igua 

a ser extrafda e das características das camadas atravess~ 

das. A produção nos poços abertos varia de 1.83 E-4 a 

1. 26 E,..2 m3 /s, numa média de 2. 4 E-3 m3 /s. Os poços ... com 
3; .. d. d filtros produzem de 1.27 E-3 a 5.05 E-2 m s, com me 1a e 

·3 2.01 m /s. 

A figura 5.11 mostra a localização dos 

de produção no aqUffero Xuxu. 

poços 

A distribuição das transmissividades.no aqUÍf~ 

ro dolomftico é mostrada na figura 5.12. 
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Praticamente toda água subetrânea da reg1ao pr~ 
vêm da precipitação local,,lOmm de chuva produz cerca de 
21.000.000 litros de água por quil6metro quadrado. A preci­
pitação média anual na área é de aproximadamente 114 3 mm. 

5.3.3. Hidráulica no AqUÍfero 

Vários testes foram realizados na reg1ao 

definir as características hidráulicas no aqUifero 

e no aqUÍfero dolomítico. 

para 

glacial 

1. Teste de bombeamento no poço 2 apresentou os 
seguintes dados~ 

a. Capacidade específica: 2.97 E-2 a 4.44 E-2 
2 

m /s; 

b. Condutividade hidráulica do substrato: 5.56 

E-4 a 6.67 E-4 m2/s; 

c. Transmissividade: aproximadamente 8.28 E-2 
2 m /s; 

d. Coeficiente de armazenamento: aproximadamen­

te 1 E-6. 

2. Níveis d'água medidos em poços de observação 

próximos ao poço 2 não responderam ao teste de bombeamento. 

3. Testes de bombeamento em poços rasos aprese~ 

taram os seguintes resultados: 

a. Condutividade hidráulica nos depósitos gla­
ciais não consolidados e bem classificados 
de areia e cascalho: 2.72 E-4 a 1.92 E-3 m/s; 

b. Condutividade hidráulica nos depósitos de till 

misturados com depósitos fluviais,glaciais e 
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lacustres: 1.25 E-4 m/s; 

c. Condutividade hidriulica nos dep6sitos de 

till: 3.77 E-4 m/s; 

d. Condutividade hidráulica no substrato:l.ll E-
5 a 3.39 E-4. 

4. Foram ·.confeccionados mapas . para representar as 

superfícies potenciom6tricas nas camadas glaciais e no sub! 

trato. Dados obtidos de poços de observação revestidos com 

filtros indicaram a exist~ncia de forte gradiente vertical 

em parte da região. Como consequ~ncia, os gradientes horizo~ 

tais e verticais podem ser confundidos e os mapas das supe~ 

fícies potenciom6tricas construídas a partir dos dados col~ 

tados podem não representar a isituação do fluxo subterrâneo na 

área com precisão. 

5,3.4. Resultados do Modelo Real 

O aq~Ífero Xuxu foi calibrado durante um 

período que compreende 9 intervalos de tempo de duração igual 

a 1 mes cada um. 

Os dados de entrada exigidos para a análise do 

problema são taxas de bombeamento e/ou recargas e rebaixa­

mentos em todos os polígonos e durante o período de calibra 

ção. Os rebaixamentos observados no primeiro m~s são consi­

derados condiç6es iniciais ~mostrados na figura 5.13. 

todos os 

As taxas médias de bombeamento assumidas para 

polígonos são plotadas nas figuras 5.14 a 5.18. Os 

valores negativos indicam que ocasionalme$te a recarga 

trapassa a retirada no polígono. 

ul-
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Figura 5.15 - Escala de bombeamento no polígono 2 
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Em muitos problemas priticos desconhecem-se as 
taxas de recarga e/ou descarga (taxas de estímulo) no sis­

tema ou em alguns polígonos do mesmo. Em outros casos, ga­
nhos ou perdas no aquífero sao de difícil identificação ou 
nao são passíveis de serem computados dentro de urna preci­
sao razoável. Nestas circunstâncias, as taxas de estímulos 

sao parâmetros desconhecidos do sistema os quais, da mesma 
forma que os par5metros hidrogeol6gicos, devem ser otimiza 
dos para que o algorítrno reproduza as condições observadas 
na natureza, mantendo seus valores dentro de restrições i_!!! 
postas por critérios de homogeneidade na distribuição das 
taxas ao longo do tempo. 

Os limites inferior e superior das taxas de ~s 

tírnulos no polígono i, Q. e Q. respectivamente, sao 
1. f 1 1n sup 

definidas a cada passo dentro â.o algoritmo computacional 

da seguinte maneira: 

(5. 5) 

(5.6) 

onde ~· ~ a rn~dia aritrn~tica das taxas de bombeamento e/ou 
1 

recarga no polígono i ao longo do tempo; EQ é uma constan-
te arbitrária positiva de valor pr6xirno a unidade. 

Os parâmetros sao calibrados aplicando o alg~ 

ritmo ao longo do sistema seguindo o roteiro abaixb: 

1. otimização das porosidades efetivas; 

2. otimização das transmissividades intermedi! 

rias e das porosidades efetivas; 
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3. otimi.zação das ·taxas de estímulos 

Desta forma uma iteração pode ser definida como 
o conjunto de sub-iterações que ao percorrerem o sistema o­
timizam seus parâmetros seguindo o roteiro colocado acima. 

O número de sub-iterações define os parâmetros 

a serem otimizados como mostra a tabela 5.7. A opção 1 cau­
cula o problema direto. 

Para modelar o aquí;fero Xuxu foram utilizadas to 

das as opçoes disponíveis. o numero de iterações .. 
necessa-

rias para que o problema atingisse o erio. ou no caso, a va 

riação mínima aceitável entre 2 iterações consecutivas(lE-3) 
foi igual a 4 para a opção 2 e igual a 5 para as opções 3 e 
4. O decaimento da função-objetivo. foi significativo mais rá­
pido, atingindo menores valores, quando foram otimizadas tam 

bém as taxas de bombeamento e/ou recargas, como mostra a fi­

gura 5.19. 

As figuras 5.20 e 5.21 mostram as taxas de bom­
beamento observadas e calibradas nos polígonos 1 e 2 respe~ 
tivamente. 

As tabelas 5.8 a 5.10 apresentam os erros per­

centuais cometidos na avaliação dos rebaixamentos em cada 

intervalo de tempo nos polígonos 1, 2, 3 respectivamente.V~ 

rifica-se que em certos intervalos o erro percentual aumen­

ta em algumas opções com maior número de parâmetros a otim! 

zar. Este acréscimo no erro percentual não é significativo, 

visto que o algorítmo não otimiza os valores em um interva­
lo de tempo, mas sim cada subsistema individualmente, mini­
mizando o erro em todo o sistema. O erro percentual acumula 
do decresce a medida que aumenta o número de sub-iterações, 

como mostra a tabela 5.11. 



Tabela 5.7 -Opção de parâmetros a serem otimizados. 

Opção Número de Parâmetros Otimizados 
Sub-iterações 

1 o Nenhum -
2 1 Porosidades Efetivas 

3 2 Transmissividades Intermediárias 
Porosidades Efetivas 

4 3 Transmissividades Intermediárias 

Porosidades Efetivas 
Taxas de Descarga 
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Figura 5.19 - Decaimento da função objetiva no sistema 
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Tabela 5.8 - Erro percentual cometido na avaliação dos rebaixamentos 

no polígono 1. 

TEMPO o p ç Ã o 

(mês) 1 2 3 4 

1 0.77 0.62 o. 53" 0.13 

2 0.97 0.68 0.51 0.06 

3 0.33 0.33 0.55 0.33 

4 2.16 1. 38 1. 09 0.30 

5 3.30 2.43 2.09 0.48 . 
6 2.22 1. 03 0.67 0.09 

7 3.25 1. 83 1. 45 0.52 

8 3.66 2.03 1. 65 0.57 

EP = (s observado - s calculado) x 100/s observado. 



Tabela 5.9 - Erro percentual cometido na avaliação dos rebaixamentos 

no polígono 2. 

TEMPO 
o p ç Ã o 

(mês) 1 2 3 4 

1 0.82 1.44 1. 62 0.10 

2 2.33 1.20 0.94 0.04 

3 2.81 1.19 0.92 0.01 

4 2.63 0.62 0.41 0.08 

5 2.42 0.29 0.39 0.01 

6 2.30 0.39 0.37 0.09 

7 0.96 1.52 0.50 0.02 

8 0.52 2.96 0.60 0.09 

EP (s observado - s calculado) x 100/s observado. 



Tabela 5.10 - Erro percentual cometido na .avaliação dos rebaixamentos 

no polígono 3. 

TEMPO o p ç Ã o 

(mês) 1 2 3 4 

1 1. 23 0.40 0.34 0.24 

2 1. 77 0.20 0.09 0.12 

3 4.55 2.38 2.24 0.29 

4 3.71 1. 23 0.01 0.13 

5 2.67 0.10 0.26 0.74 

6 3.79 0.50 0.35 0.33 

7 1. 97 4.99 5.04 1.11 

8 3.13 5.89 5.77 0.39 

EP = (s observado - s calculado) x 100/s observado. 



Tabela 5.11 - Erro percentual acumulado no sistema 

para cada opçao do número de sub-ite 
-raçoes. 

Erro Percentual Acumulado 
Opção no Sistema (%) 

1 109.96 

2 64.25 

3 37.46 

4 29.69 

EP acumulado = 2:: 2: (s obs·i (n) - s cali (n)) x 100/s obs i (n) 
i n 
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Finalmente, pode-se dizer que o decréscimo no 

valor d<l funç;io-ohjct.ivo é influenciado princ.ipalrncntc pc­

la otimizaçao das transrnissividadc~ intcrrnediirias c das 

taxas de recarga c descarga no aquífcro ao longo do tempo. 

Comparaç6es entre rebaixamentos observados e 

calculados, otimizando os parirnetros hidrogeol6gicos e as 

taxas de bombeamento, são feitas nas figuras 5.22 a 5.24. 
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Figuro 5.22 .. Rebaixamentos observados e calculados no pol(gono 1 
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Figura 5. 23 - Rebaixamentos observados e calculados no polígono 2 
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Figura 5.24- Rebaixamentos observados e calculados no polígono 3 



CAPITULO 6 

CONCLlJSóUS 



llm modelo para· identificaÇão das característi­

cas fÍsicas do sistema aqUírero subtcrr5nco foi desenvolvi 

do. Primeiramente, o sistema foi dividido em c~lulas poli­

gonais utilizando .o m6todo de Thiessen. As equações de fl~ 

xo, der:ivad:1s do h:l1:111ço de volumes em C:l<l:l po1 Ígono foram 

escritas usando coeficientes do influência e o conceito de 

reinicialização (lllangasekare et al., 1984). A seguir, as 

características físicas do sistema foram calibradas utili­

zando um algorítmo de otimizaç5o que minimiza as diferen­

ças quadriticas entre rebaixamentos calculados e observa­

dos atrav~s da rotj.na de Rosenbrock. Limites inferiores c 

superiores foram estabelecidos a cada .i.tcraçfio Je tal for 

ma que os parâmetros satisfizessem às informações geolÔgi-

cas e às conJiçõcs de homogeneidade na distribuição 

cial. 
csp~ 

Problemas causados por desconhecimento ou erros 

embutidos nos valores observados da escala de bombeamento 

no período de calibração foram ~olucionados introduzindo no 

algorítmo a possibilidade de calibração das taxas de recar 

ga e/ou descarga. Da mesma forma que para os parâmetros hj._ 
drogeolôgicos, foram cstabeleciJas restrições às variações 

das taxas, calibraJas de forma a satisfazer ao crit~rio de 

homogeneidade na distribuição temporal das mesmas. 

O modelo permite ao usuário optar pelo 
~ 

numero 

de parâmetros a serem otimizados em caJa iteração. O acrés 

cimo de custo c tempo computacionais provocado pelo aumen­

to no número de parâmetros ot.im.izados é compensado pela di:_ 

minuição no valor da função-objetivo e consequente aumento 
na precisão dos resultados. 
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Para testar o desempenho do modelo um sistema 

real c um sistcrn:r hipotéliL·n ror:1111 cnlihr:rdos. 

O aqliífero hipotético como primeiro exemplo fói 

criado e colocado de forma a reproduzir todas as nuances e 

complexidades de um sistema real. Aplicado ao algoritmo d~ 

senvolvido, este mostrou ser capaz de identificar as carac 

terísticas ltidrogeo16gicas do meio com erros percentuais 

inferiores a 23%. 

De posse dos par~metros calibrados, a equaçao 

diferencial do fluxo suhterr5neo foi resolvida. Constatou­

se que o erro percentual m~Íximo cometido na avaliação dos 

rebaixamentos ao longo do per.loôo de calibração foi menor 
" 

do que 0,05%, valor este significativamente inferior aque-

le produzido na iLiL"'ntificação das Transmissividades Inter 

mediârias e Porosjdades Lfctivas. 

No segunJo exemplo, o aqUÍfero real foi cal:i-

brado. As taxas de bombeamento e recarga utilizadas ini-

cialmente foram estimadas a partir de contas de luz pagas 

pelos moradores da iirca estudada c decrescidas de um:1 tax:r 

média de infiltração considerada constante no tempo e no 

espaço. A falta de precisão dos dados coletados gera cur-

vas de rebaixarnento de ma.gnitude e/ou comportamento d:ife 

rentes das curvas observadas na natureza. O problema foj 

solucionado inserindo no modelo uma rotina para a otimiza­

ção das taxas estimadas. 

O erro percentual acumulado no sistema decaiu 

a medida que aumentou o nÚ111cro de parâmetros a scrc111 otiml:_ 

zados. Este erro antes de ter in.Ício qualquer processo de 

otimização (opção 1) foi de 109.96%, decaindo para 37.46%, 

quando foram identificados os parâmetros hiclrogeológicos,e 

para 29.96% quando também foram otimizadas as taxas de es­

tímulo. 
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Da mesma forma quo os erros percentuais, a fun­

ção-objetivo diminuiu na razão inversa ao aumento do número 

de parâmetros caLibra dos. Par a qualquer opção de parâmetros 
a otimizar, o maior decaimento no valor da função--objetivo 
ocorreu no final da primeira iteração a partir da qual esse 

foi diminuindo at~ atingir a variação ~Ínima aceitivel én-
1 

tre duas iter:1çÕc~ consecutivas previamente, estabelecidas. 

Os rebaixamentos calculados apos a otimização 

de todos oa p:1riimctros hid:rogcológicos c das taxas de hom­

beamento'e/ou recarga apresentaram valores muito próximos 

aos observados na natureza, com erros percentuais inferia 

res a 2%. 

Uma vct que o tempo de execuçao e o espaço de 

memória computacional exigidos por um determinado modelo 

cresce linearmente com o número de células a serem computa­

das, a grande vantagem do método apresentado é a da decomp~ 

sição física do sistema em pequeno número de células polig~ 
nais, nas quais existem daJos JisponÍvéis, diminuindo o nú­

mero de equaçocs a serem reso.lvic.las a cada iteração, minim_! 

zando o tempo do execução gasto:na solução do problema. Por 

exemplo, somente 76.53 segundos foram gastos pelo computa­

dok B-6700 para calibrar os parfimetros"'hidrogeolÓgicos e as 

taxas.de recarga e/ou descarga no aqUÍfero real, numa média 

de 15.31 segundos por itcraç5o. 

O algorítmo pode ser facilmente modificado para 

resolver outras formulações do problema inverso que envol­

vam parimetros ou estímulos de cariter linear. 

A presente dissertação descreve uma técnica para 

a identificação de parãmetros hidrogeológicos, fornecendo 

ao hidrogeÓlogo um instrumento capaz de auxiliar na resolu­

ção de problemas de gerenciamento em Hidrogeologia. 

Um modelo de gerenciamento de bacias ,subterri-
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neas é constituído por dois componentes: componente aloca­

ção e componente rísi co. O componente ele al ocaçilo define os 

·objetivos e as estratégias para a utilização elos recursos 

levando em consideração as limitações impostas por fatores 

físicos, econômicos c legais. A qualiclacle da água, limita­

ção fÍsica, é assegurada pela manutenç~o dos níveis d'água 

acima de valores m:lnimos que evitem a intrusão de âguas i~ 

desejáveis provenientes de aqU:lferos adjacentes e/ou fron­

teiras super:ficiajs. A estrutura e profundidade dos poços 

ex i s tcn tes .limitam e conomi camen te o rebaixamento do níve 1 

subterrâneo. 1\s limitações legais visam ti proteçiio de usuii 

rios de poços situados no mesmo aqUÍfero quando a explora­

ção de um afeta o nível de 8gua nos outros. 

O componente físico prev~ a nova situação da 

bacia ap6s terem sido introduzidas as decisões tornadas na 

alocação, perrni tindo verificar se as liipi tações impostas 

ao nível subterrâneo foram satisfeitas. 

O algorítmo desenvolvido é o componente físico 

de um modelo de gc rcnciamcnto de bacias subterrâneas. I den 

ti f i. c a dos os p; I r itlll (' t r os h i d r o g c o 1 ó g i c os ' 6 p os s r v cJ c ;I I c ll­

lar os coeficientes de influ~ncia para cada polígono do m~ 

delo. Para as mesmas condições iniciais e de fronteiras,p~ 

de-se usar estes valores na simulaç~o das estratégias pro­

postas na alocação. 

O presente trabalho é o primeiro passo na for­

mulação de um modelo mais amplo na área de gerenciamento 
-em recursos hidricos que vise ao uso integrado das aguas 

subterr~neas c superficiais. 
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/\NEXO 

SISTEMAS LINEARES 



1\ cxc1np1o da !Li.drologia Superficial, onde os 

hidrogramns <lo Llr.P.:liPCiltc aplicados, a llidrologia Subtcrrâ 

nca vem se v a I eiHlo d;1 Te o r i :1 dos Si sternas Lineares .. 1\ co11cl i 

ç ã o 11 c c e s s ií r i a p a r a q u c UI I! s i s t c ma s c j a li 11 c a r é a a p I i c a b l 
!idade do Princípio Ja Superposição, ou seja, se dois estí­

mulos x1 (t) e x2 (t) produzem saídas Y 1 (t) e Y 2 (t) respecti­

vamente, então x1 (t) + x2 (t) produzirá uma saídaY1 (t)+Y 2(t). 

A condição que dá validade ~ anterior ~ o Principio da HomQ 

geneidade, ~dizer, dado x1 (tJ = x2 (t) = ••• = Xn(t), o so-

m:ttôrio Y (t) 
11 

11 Y I ( l ) • 

Considcranuo Ulll bombeamento de Jistribuiçü.o uni 

r o r 111 (' 11 o t l' 111 p o l' 110 (' s p ; u.: u .. p o d c 111 s (' r r o r 1\lll l a d a s t r c; s p r o p ~ 

s 1 ç õ e s h á s i c; 1 s p; 1 r :1 ; 1 h a c i ; 1 s uh t c r r â n e a , :1 n i11 o g as :1 t c o r i a 

do Hidrograrna Unitário de Sherman llY32J: 

a - Invariância no tcn:po: iguais boi;!beamentos aplicados em 

tempos diferentes produzem o mesmo rebaixamento; 

b - Proporcional idade: dois bombeamentos de igual duração dão 

lugar a curvas rebaixamento x tempo em que as ordenadas 

em tempos correspondentes sõo proporcionais ~s quanti­

dades produzidas; 

c - Independ6ncia: o rebaixamento resultante de um bombea~n 

to indepcndc de bombeamentos anteriores. 

Considerando um sisten~a aquífero composto por 2 

poços, um de operação e outro de observaç~o.estimulado por 
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um bombeamento unitirio de dura~ã~ infinitesimal 
. ' a este 

estímulo clií-st' o nomc tle Impulso l'nitiírio c ?i resposta pr~ 

du:;r.ida pela bacia subterrânea de llidrograma Unitário !ns­

tantâneo (Figura A.l). A resposta final Y(t) é expressa c~ 

mo o somatório das respostas y(t) resultantes de estímu.­
.los infinitesimais individuais 

y (t) = jt x (o)k (t-o) do 

o 

(A.l) 

onde y(t) é a saída do sistema, x(t) é a entrada no siste- · 

ma; ~t) é a função impulso-unitário. 

A equaçao A.l e conhecida como equaçao da con-

volução. 

Q 
s 

t t 

Figuro A .l - Estímulo e resposta tipo impulso unitário 
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Se o cst Imu lo unitário se mantiver indefinida 

mente ao longo do ternpo,o aqu1fero atingirá o estado ele e­

quilíbrio (rcginH.' ()l'rmancnte) onde os rebaixamentos origi­

nados em cada ponto sio pr~ticamente constantes e indepen­

dentes do tempo. A este estímulo dá-se o nome de Passo Uni 

tário e a resposta K(t) por ele induzida tem comportamento 

semelhante à curva S na Hidrologia Superficial (Figura A.2). 

A relação entre as funçocs passo c impulso unitário é dada 

por: 

k(t) = ~!S_LU 
dt 

t 

s 

Figura A.2 - Estímulo e resposta tipo passo unitário 

(A. 2) 

t 

Um estímulo unitário aplicado durante um inter 

valo de tempo de duraç~o unitária é denominado Pulso Unitá 

rio. A função Pu.lso Unitário o(t) (Figura A.3) pode ser d~ 

duzida a partir ela função passo unitário pela seguinte re­

lação: 
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o (t) K(t) t < 1 

(/\.3) 

8 (t) K(t) - K(t-1) t > I 

Q s 

o t o t 

Figuro A.3 - Estfmulo e resposta tipo pulso unitário 

N;t prút ict, os cst Ímulos sao dados de rorm;t dis 

ereta no tempo. f\ rclaçilo runcional discreta entre um estí­

mulo do tipo pulso unitiírio c o rebaixamento no aquírcro c 

denominada Coeficiente Discreto ou Coeficiente Jc lnfluên -

da. 


