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RESUMO

ESTUDO E SOLUCAO DA EQUACAO DE TRANSPORTE DE NEUTRONS BIDIMEN-
SIONAL PELO METODO LTSx PARA ELEVADAS ORDENS DE QUADRATURAS
ANGULARES: LTSN2D — Diag e LTSn2D — DiagExp

O principal objetivo dessa tese consiste em determinar uma solugao numérica da
equacao bidimensional do transporte de néutrons para elevadas ordens de quadratura an-
gular. Diagonalizando a matriz de transporte LTSy bidimensional , construimos dois algo-
ritmos que se diferenciam pela forma de representar os termos de fuga transversal, que surgem
nas equacgoes LTSy integradas transversalmente. Esses termos no método LTSn2D — Diag
sao expressos como combinacao linear dos autovetores multiplicados por exponenciais dos
respectivos autovalores. No método LTSn2D — DiagExp os termos de fuga transversal sao
representados por uma funcao exponencial com constante de decaimento heuristicamente
identificada com parametros materiais caracteristicos do meio.

A analise epectral desenvolvida permite realizar a diagonalizacao. Um estudo sobre
o condicionamento é feito e também associamos um numero de condicionamento ao termo
de fuga transversal. Definimos os erros no fluxo aproximado e na férmula da quadratura, e
estabelecemos uma relacao entre eles. A convergeéncia ocorre com condigoes de fronteira e
quadratura angular adequadas. Apresentamos os resultados numéricos gerados pelos novos
métodos LTSN2D — Diag e LTSn2D — DiagExp para elevadas ordens de quadratura
angular para um problema ilustrativo e comparamos com resultados disponiveis na litera-

tura.
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ABSTRACT

STUDY AND SOLUTION OF THE STEADY-STATE TWO-DIMENSIONAL TRANS-
PORT EQUATION BY THE LTSy METHOD FOR HIGH ORDER ANGULAR QUADRA-
TURE SETS: LTSn2D — Diag e LTSn2D — DiagExp

The main purpose of this thesis is to determine a numerical solution of steady-state
two-dimensional transport equation for high order angular quadrature. Diagonalizing the
two-dimensional LTSy transport matrix, we build two algorithms whose difference lies in
the representation of the transverse leakage terms that appear in the transverse integrated
Sy equations. These terms in version LTSN2D — Diag are written as linear combinations
of the eigenvectors multiplied by exponential functions of the corresponding eigenvalues. As
with in the LTSn2D — DiagExp method, the transverse leakage terms are represented by
exponential functions with decay constant depending on the characteristics of the material
associated to the medium.

The spectral analysis garantees the diagonalization. A study about the condition
of the transport matrix is made and we also associate the condition number the transverse
leakage terms. Next, we estimate the error in the approximate flux and the truncation error
in the quadrature formula in order to establish a relation between them. The convergence
is obtained as a consequence of feasible boundary conditions and the adequate choice of
the quadrature scheme. We present numerical results generated by both methods for high
order angular quadrature sets in an illustrative problem, comparing our results with those

published in the literature.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A equacao de transporte de Boltzmann modela matematicamente problemas de
distribui¢ao de particulas em meios materiais, com origem na teoria cinética dos gases [Lewis
e W. F. Miller, 1984], [Bell e Glasstone, 1985]. A equacao de transporte de néutrons é uma
equagao integro-diferencial linear de primeira ordem, conhecida como a equagao de transporte
de Boltzmann linearizada, onde o fluxo depende de trés variaveis independentes para definir
a posicao espacial da particula, duas para expressar sua direcao de movimento, uma para
definir a energia e uma para o tempo.

Existem duas linhas de abordagem bem definidas na resolugao da equagao do trans-
porte. Os métodos de Monte Carlo sao exemplos de modelagem computacional probalistica,
a qual independe da modelagem matematica e visa a estimar a solucao tratando direta-
mente o problema fisico. Na abordagem deterministica modelos mateméticos aproximados
sao usados para representarem a equacao de transporte. Citamos o método da expansao
em harmonicos esféricos (Py) e os métodos de elementos finitos. Uma ampla e atualizada
bibliografia sobre os métodos de Elementos Finitos e outros métodos numéricos em teoria
de transporte foi elaborada por [Carpenter, 1998, relativa ao periodo de 1971 a 1997, e esta
disponivel para download em http://www.osti.gov/bridge/ .

Uma abordagem deterministica de relevante importancia é a aproximacao de or-
denadas discretas (Sy) para a equagao de transporte de néutrons. As equagbes Sy s@o
estabelecidas aproximando-se o termo integral da equacao de transporte pelo esquema de
quadratura de Gauss e o método da colocagao [Lewis e W. F. Miller, 1984].

Os métodos nodais convencionais resolvem numericamente as equagcoes Sy integradas

transversalmente usando aproximagcoes por polinomios de baixos graus para o termo de fuga



transversal e para os termos de fonte por espalhamento, [R.D.Lawrence, 1986].

Os métodos espectro-nodais SGF, [Barros, 1990] e [Barros e Larsen,1991,1992] fazem
uma tunica aproximacao para os termos de fuga transversal , enquanto o termo de fonte
por espalhamento é tratado de forma analitica. Inicialmente o termo de fuga transversal
foi aproximado por uma constante e o método foi denominado SGF-CN [Barros e Larsen,
1992]. A seguir, esse termo foi aproximado heuristicamente por uma fungao exponencial
com constante de decaimento identificada com a se¢ao de choque macroscépica de absorgao ,
surgindo assim o método espectro-nodal exponencial SGF-ExpN , conforme [Barros e Larsen,
1991], [Mello, 2000] e [Mello e Barros, 2002].

Uma solucao analitica para as equagoes Sy unidimensionais foi obtida através do
método LTSy [Vilhena e Barichello, 1991], [Vilhena et al., 1998]. Esse método consiste na
aplicacao da transformada de Laplace ao sistema de equagoes diferenciais ordinarias gerado
pela aproximagao Sy, transformando-o num sistema algébrico para os fluxos transforma-
dos. Apods a resolucao desse ultimo, o uso da transformada inversa de Laplace fornece uma
expressao analitica para o fluxo angular discretizado.

Para obtencao dessa solucao é necessario inverter uma matriz, associada especifica-
mente as secoes de choque do problema de transporte. Varios métodos foram desenvolvidos
com esse objetivo. O método da diagonalizacao tem se mostrado bastante eficiente, per-
mitindo a inversao dessa matriz para altas ordens de quadratura [Segatto e Vilhena, 1999].

Paralelamente a busca de uma melhor forma de inversao da matriz LTSy, iniciou-
se a procura de uma extensao da solugao LTSy para problemas multidimensionais. Em
[Vilhena et al., 1999] encontramos uma abordagem para o problema de ordenadas discretas
multidimensional combinando o método LTSy com o método Spectral.

Anterior a isso, a formulacao LTSy multidimensional (em diferentes geometrias) foi
desenvolvida por [Zabadal et al., 1993], [Zabadal et al., 1995], [Zabadal et al., 1997] e utili-
zou a Transformada de Laplace para determinar as solucoes gerais analiticas das equacoes
Sy nodais integradas transversalmente com alguma aproximacao para os termos de fuga
transversal. Em geometria cartesiana foram especificamente detalhados os casos bidimen-
sional e tridimensional em [Zabadal, 1994]. A medida que a ordem de quadratura cresce,
também aumenta a complexidade computacional dessa formulacao.

Em [Zabadal et al., 1993] o método da eliminacao de Gauss foi utilizado para resolver
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o sistema linear de 4M? (que surge com a aplicacao das condigdes de contorno) e para calcular
a matriz inversa da matriz bidimensional de transporte LTSy . A técnica de Expansao de
Heaviside para raizes multiplas foi aplicada na determinacao da Transformada Inversa de
Laplace dessa matriz inversa. Os termos de fuga transversal, que surgem nas equacoes LTSy
integradas transversalmente foram expressos como combinag¢ao linear de exponenciais dos
autovalores multiplicadas pela varidvel espacial elevada na poténcia igual a multiplicidade
do respectivo autovalor.

A motivacao para a escolha do tema desta tese foi a de determinar uma solucao
numérica da equagao bidimensional do transporte para valores mais altos de N. Isso sera
possivel através da construcao de um novo algoritmo para o método LTSy bidimensional, o
qual utiliza o método da diagonalizagao. Uma primeira tentativa de construcao da solucao
utilizou a diagonalizagao da matriz LTSy bidimensional e os termos de fuga transversal,
que surgem nas equagoes LTSy integradas transversalmente, foram também expressos como
combinacao linear dos autovetores multiplicados por exponencias dos respectivos autovalo-
res. Esse algoritmo foi por nés denominado como LTSN2D — Diag, e, quando aplicado
na resolucao de um problema ilustrativo disponivel na literatura para comparacgao, nao se
mostrou eficiente para elevadas ordens de quadratura angular.

Para melhorar esses resultados e resolver o problema para maiores valores de N,
como descrito por [Barros e Larsen, 1992], com base na fisica de problemas de penetragao pro-
funda, onde o fluxo de néutrons decresce a medida que se distancia da fonte, propomos uma
aproximacao exponencial para os termos de fuga transversal. Nessa representacao a cons-
tante de decaimento, A, foi heuristicamente identificada com a secao de choque macroscopica
de absorcao o, do meio. Com essa aproximagao passamos a denominar o método como
LTSNn2D — DiagExp.

No capitulo 2 detalhamos a construcao dos novos algoritmos LTSn2D — Diag e
LTSn2D — DiagExp. No capitulo 3 analisamos o espectro das matrizes LTSy bidimen-
sionais, da forma sl — A . Isso nos permite diagonalizar a matriz A e encontrar uma expressao
analitica mais simples para os fluxos angulares médios e fluxos angulares médios na fron-
teira. Essa andlise espectral fundamenta-se em [Barros e Larsen, 1990] e [Case e Zweifel,
1967]. Um estudo sobre o condicionamento do nosso problema também é feito no capitulo 3 e

mostra que, quando A < p (A,) a aproximacao exponencial para os termos de fuga transver-
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sal parece melhor do que a primeiramente realizada na formulacao LTSn2D — Diag. Isso é
feito associando um niumero de condicionamento ao termo de fuga transversal. No capitulo
4 apresentamos algumas idéias sobre a convergéncia das aproximacoes LTSy bidimensionais
para elevada ordem de quadratura. Esse procedimento tem como base [Pazos e Vilhena,
1998], [Pazos e Vilhena, 1999a|, [Pazos e Vilhena, 1999b], que provou a convergéncia do
método LTSy unidimensional e LTSy bidimensional espectral. Definimos os chamados
erros no fluxo aproximado e na féormula da quadratura e estabelecemos uma relacao entre
eles. Concluimos fazendo uma estimativa global do erro no fluxo aproximado. No capitulo
5 apresentamos os resultados numéricos gerados pelos novos algoritmos LTSn2D — Diag
e LTSn2D — DiagExp para elevadas ordens de quadratura angular para um problema
ilustrativo, inicialmente trabalhado por [Barros e Larsen, 1991], para o caso em que a cons-
tante de decaimento A\ nas aproximacoes exponenciais para os termos de fuga transversal
foi identificada com a secao de choque macroscopica de absorcao o, do meio. Estimamos
numericamente a fuga de néutrons para o problema ilustrativo descrito, e comparamos com
os resultados obtidos por [Zabadal, 1994] e [Mello, 2000]. Finalizamos a tese no capitulo 6

apresentando as conclusoes e nossas sugestoes para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

O METODO LTSy PARA O PROBLEMA DE ORDENADAS DISCRETAS
COM ESPALHAMENTO ISOTROPICO EM GEOMETRIA CARTESIANA
BIDIMENSIONAL PARA ELEVADA ORDEM DE QUADRATURA
ANGULAR

2.1 As Equagoes Sy Integradas Transversalmente

Consideremos o problema de ordenadas discretas Sy para meios nao-multiplicativos,

em geometria cartesiana bidimensional, com espalhamento isotrépico e um grupo de energia

dado por:
W)t 20 0 ) o 9) = Q) -3 wn Tl (2.1)
Hm, o T,y N, 8y xr,y Ot¥m\T,Y) = €,y 4n:1wn n\L,Y)0s . .
Na Eq.(2.1):

(x,y) € [0, a] x [0, b], sdo as varidveis espaciais da geometria retangular,
m = 1: M ( numeros inteiros de 1 até M, inclusive), M = w,
N ¢é a ordem da quadratura angular,

M é a cardinalidade do conjunto de ordenadas discretas (nimero de diregoes discretas),
oi(x,y) é a segdo de choque macroscdpica total |

os(z,y) é a segdo de choque macroscopica para espalhamento isotrépico,

Q(z,y) é a fonte isotrépica de néutrons no ponto (z,y) do dominio,

U,.(z,y) denota o fluxo angular de particulas na dire¢ao discreta Q,, = (fm, Nm),

e w,, € o respectivo peso na quadratura angular usada.

As condigoes de contorno abrangem fluxo incidente conhecido e reflexao especular .
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Utilizamos o conjunto de quadratura angular com simetria de nivel, descrito por
[Lewis e W. F. Miller, 1984]. Todos os célculos efetuados no transcorrer desta tese utilizam

os dados da Tabela 4.1, pagina 162 do referido livro, cuja ordenacao é exemplificada para

N =4 na figura 2.1.

Figura 2.1 — Ordenagao das diregoes discretas para ,, = (ftm, Jm)

para N = 4.

Integrando a Eq.(2.1) com respeito a x entre os limites 0 e a, e dividindo por a,

resulta a equacgao nodal , unidimensional, na variavel y

I )+ 0 (09) = Un0.9)] 4 0 (0) = Qo) + Do W), (22)

a

onde, param =1: M, V,,(a,y) e V,,(0,y) s@o os fluxos angulares incidentes e emergentes

dos contornos,

A = [ Qs (2.3



e o fluxo angular médio na direcao discreta €, = (fim, M) € definido como

1

W) = ¢ [ Wl 2.4)

Analogamente, integrando 2.1 com respeito a y entre os limites 0 e b, e dividindo

por b, resulta a equacao nodal unidimensional na variavel x

=|F

(W (,D) = U, 0)] + 0 Wa(0) = Qule) + 7 D w0 Wrala) (2

onde, param =1: M | U, (x,b) e V,,(z,0) sdo os fluxos angulares incidentes e emergentes

dos contornos. Ademais definimos o termo de fonte como

1 b
Q.0 = [ Qv)dy, (2.6
0
e o fluxo angular médio na diregao discreta €, = (fm, 7m) como
1 [
Voalo) = 5 [ Uiy (27)
0

2.2 Meétodo LTSy Bidimensional Via Diagonalizagao: LTSn2D — Diag

O método LT Sy nodal bidimensional [Zabadal, 1994] consiste em resolver as equagoes
Sx nodais (2.2) e (2.5) através do uso da Transformada de Laplace, com inversao analitica
via técnica de Heaviside para raizes multiplas . A inversao da matriz LTSy bidimensional
associada foi feita utilizando o método da Eliminacao de Gauss.

No presente trabalho, desenvolvemos um novo algoritmo para calcular os fluxos
angulares médios, diagonalizando a matriz de transporte LTSy bidimensional. O estudo do
espectro dessa matriz, realizado no capitulo 3, mostra que isso é possivel.

Aplicando a Transformada de Laplace com respeito a y em (2.2) e denotando

£{Qy()} = Q,(s) € £{Wny(y)} = Tpny(s), obtemos o sistema linear algébrico



M
_ Op — 1 _
sU,,(8) + —V,,,(s) — — WOV (S) =
)+ 7 (5) = 73w o)
(2.8)
Mm @y(s)
—\Dmo_—\pm ) _\Ijmoa )
(0 = 22 [0, 5) = T, (0.5)] + =2
representado matricialmente por
(I = ATy (s) = Uy (0) + 5,y (s), (2.9)

onde, parat =1: M e j =1 : M, os elementos da matriz A,, de ordem M x M, tém a

forma

4oy — ogiw;

— 1, se 1=17;
ay(i ) = (2.10)
TsijWj se 1# 7.
4n;
O vetor das incognitas é
— — — — T
Ty(s) = [ Try(s) Way(s) - Tary(s) | . (2.11)

e, W,(0) = Wy, (0) Wy (0)--- Wy, (0) " . O vetor S,(s) possui componentes genéricos

_ @y(s) g [ @Aa’s) _ @Z_((),S) ] ) (2.12)

i an;

gyi(s)

Similarmente, aplicando a Transformada de Laplace com respeito a z em (2.5) e

denotando £ {Q.(z)} = Q,(s) e £{V,,.(z)} = ¥,,.(s), obtemos o sistema linear

M

_ _ 1 _

SWUne(s) + 2\I/,m[;(s) - — Z WposW,.(s) =
/"I/m -1

m

(2.13)




representado matricialmente por

(sI — A)W,(s) = U, (0) + S,(s) (2.14)

onde, parai=1: Me j =1: M ,os elementos da matriz A,, de ordem M x M, tém a forma

4oy — ogw;

— se i1=17;
Ap;

a, (i, j) = (2.15)

Tsijti se i# 7.

Ap;
O vetor das incédgnitas é

— — — — T

U, (s) = [ Ui,(8) Wauls) - Wara(s) ] (2.16)

e, W (0) = [ Wp,(0) Wou(0) - - - Uy (0) 7. O vetor S, (s) possui componentes genéricas

_ Q) | g )~ Ts0) ] (2.17)

S (8) 12 b;

As solugdes dos sistemas (2.9) e (2.14) sdo dadas, respectivamente, por

Ty(s) = (s — Ay) 7 [¥y(0) + 8y (s)] , (2.18)

U, (s) = (s — A,) ' [W,(0) + S.(s)] . (2.19)

Para determinarmos os fluxos angulares aplicamos a Transformada de Laplace In-

versa em (2.18) e (2.19) e o resultado é

Wy (y) = £7{(sI = A,) '[Py (0) + Sy(s)]} (2.20)

U, (2) = £7(s] — A,) " [W,(0) + Sa(s)]} - (2.21)
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Neste ponto aplicamos o método da diagonalizacao [Segatto et al., 1999] usado em
problemas de transporte com elevados graus de anisotropia e de quadratura angular, para
determinarmos £ H{(sI — A,) '} e £7H(sI — A,)"'}. O célculo da transforma inversa de
Laplace de (sI — A,)™! estd detalhado no apéndice I.

Conforme analisaremos no capitulo 3, para o caso isotrépico de fonte fixa, as matrizes
A, e A, possuem M autovalores reais, dos quais N sao simples e simétricos, e M — N
simétricos com multiplicidade > 1. Sejam V), e V,,, autovetores associados aos autovalores s;
er; de A, e A, respectivamente. V,, e V,, constituem as colunas das matrizes de autovetores
V, e V, . Como os autovetores sao linearmente independentes, as matrizes A, e A, sao

diagonalizaveis, isto é

A, =V,D,V ", (2.22)

A, =V, D, V"', (2.23)

onde Dy, e Dy sao matrizes diagonais dos autovalores, e Vy, e V as matrizes dos autovetores
correspondentes a A, e A, respectivamente. Portanto, conforme justificado no apéndice

[,obtemos

L£7Y(sT = A) 7'} = V£ H(sT = D,) '}V, = V,ePwv ! (2.24)

L£7H(sI — A) = Vo £7H(sI —D,) '}V, = V,ePov L (2.25)

Substituindo os resultados (2.24) e (2.25) em (2.20) e (2.21) , representando a
operacao convolucao por *, determinamos a forma matricial, analitica, para os fluxos an-
gulares médios em funcao dos fluxos angulares médios na origem e dos fluxos angulares na

fronteira.
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U, (y) = [VyeP V0, (0) + [VyeP ¥V 1 % 5, (y) (2.26)

U, (2) = [VoeP** VUL (0) + [V,eP** V1 % S, (z) . (2.27)

Os fluxos angulares médios na origem sao

U, (0) = [ Wiy (0) Uoy(0) - - - Wpp (0) 17 (2.28)

U, (0) = [ U1,(0) Tor(0) - Wi (0) ], (2.29)

onde, para i = 1: M, os elementos genéricos sao especificados, respectivamente, a partir de

(2.4) e (2.7):

1 b
Va(0)= 5 / 0,0 (0, y)dy.

Os vetores S, (y) e S;(x) possuem componentes genéricos

Syly) = LW g ) w0,y) ] (2.30)
i an;
_ Qu(z) T

O espago-solucao dos problemas (2.2) e (2.5) é constituido por M autovetores V,
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e V,,, linearmente independentes, multiplicados por exponenciais, cujos expoentes sao os

autovalores s; e r; de A, e A, respectivamente. Em continuidade, expressamos os fluxos

angulares médios e os fluxos angulares transversos (na fronteira) como

M
Wo(r) = Y AiVa ™" = ViePA,
i=1

onde A = [A}, Ay, -+, Ay|T, e

M
=1

onde B = [By, By, - - -, By|7,

M
U(x,0) = Z CiV,,e"" = VP C,
i=1

onde C = [C4,Cy, - - -, O], e os fluxos angulares transversos ( na fronteira) como
M
U(0.y) = 3 DV, e = V,ePD,
i=1

onde D = [Dy, Dy, - - -, D",

U(z,b) = Y EiVye"™ = Vie'E,

i
i=1

onde B = [Ey, By, -+, Byt e

M
U(a,y) = Y FV, e = VyeDsIF,

i=1

onde E = [F, Fy, - -+, Fy]T .

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

As solugoes (2.26) e (2.27) ficam completamente determinadas ao encontrarmos as
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6 incégnitas presentes nas expressoes (2.32) a ( 2.37).

Para tanto, resolve-se um sistema linear compativel, de 6M = 3N? + 6N equacoes,
obtidas a partir da definicao dos fluxos angulares médios em x = a e y = b ,e da aplicacao
das condigoes de contorno.

Assim, determinadas as incognitas A;, B;, C;, D;, E; e F;, os fluxos angulares médios

U, e ¥, ficam completamente estabelecidos pelas Eqgs.(2.26) e (2.27).

2.3 Meétodo LTSN2D — DiagExp

O método LTSN2D — Diag, descrito na secao anterior foi utlizado para resolver o
problema ilustrativo descrito no capitulo 5, [Hauser et al., 2001a]. Os resultados figuram na
Tabela 5.2 e Tabela 5.4.

Para melhorar esses resultados e resolver o problema para maiores valores de N,
propomos uma aproximacao exponencial para os termos de fuga transversal, que surgem nas
equacoes Sy integradas transversalmente, como foi descrito no trabalho pioneiro de Barros
e Larsen no método espectro-nodal exponencial SGF-ExpN, [Barros e Larsen, 1991]para
dominios homogéneos , e recentemente generalizado para dominios heterogéneos em [Mello,
2000]e [Mello e Barros, 2001]. Com essa aproximagao passamos a denominar o presente
método como LTSn2D — DiagExp.

Fundamentados na fisica de problemas de penetracao profunda, onde o fluxo de
néutrons decresce a medida que se distancia da fonte, ao invés de utilizar as formas ( 2.34) a

( 2.37), expressamos os fluxos angulares transversos na m-ésima dire¢cao , m =1 : M, como:

T, (2,0) = F,, e~ sionlumAe, (2.38)

\I]m<0a y) = Gm e—sign(nm))\y7 (239)

U, (z,b) = H,, e s9nmm)ie (2.40)
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W, (a,y) = I, e s9mmdy, (2.41)
onde, por de definicao, sign ¢é a funcao sinal:

1 se pp, > 0;
Sign(tim) =

-1 se pum < 0.

A presenca das fungoes sign (i, ) e sign(n,,) nas exponenciais tem como objetivo garantir que
os fluxos angulares aproximados apresentem decaimento exponencial para qualquer direcao

discreta, como esquematizado na figura 2.2.

v Hp =0 Hp <0

Figura 2.2 — Aproximacao exponencial para o fluxo angular

transverso.

A constante de decaimento A é um parametro a ser determinado a priori. No trabalho

preliminar de Barros e Larsen para dominios homogéneos, A foi identificada como sendo a
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secao de choque macroscopica de absorcao , isto é,
A=o0, =0 — 0, (2.42)

Em sua tese de doutorado, Mello [Mello, 2000] estendeu a investigagao para dominios

heterogéneos e considerou outros parametros materiais caracteristicos do meio:

e inverso do comprimento de difusao:

Oq

_ 71 _ _a
A=L7 =2 (2.43)

onde D é o coeficiente de difusao.

e inverso do autovalor dominante positivo, isto €, o raio espectral da matriz de transporte

bidimensional.

Nesta tese fizemos uma tentativa para valores maiores de \, proximos ao valor de

p(A;) . Escolhemos A de forma a satisfazer a expressao:

M —arg
e = 2174176 (2.44)
> et |Tx]

2.4 Abordagem para o Problema de Elevada Quadratura

O comportamento exponencial da solugao, combinado com o fato de que o raio es-
pectral das matrizes LTSy aumenta com N (vide capitulo 3), gera valores com ordens de
grandezas muito diferentes. Para superar essa dificuldade e visando a obtencao de mel-
hores resultados numéricos ,com base em [Segatto e Vilhena, 1997], [Segatto et al., 1999] e

[Gongalves, 1999], introduzimos a seguinte modificagao nas Eqs.(2.26) e (2.27):
V, P V=V, (DY (DY 0) ool v Py vt (2.45)
onde os elementos genéricos das matrizes D, e Dy~ sdo

S; se dij >0 S; se dij <0
df = e dj= (2.46)

Ly
0 se dij S 0 0 se dij Z O,



onde s;, © = 1: M sao os autovalores da matriz A,. Analogamente

V, oDx Vx—l —V, eD,J{(a:fa) eng (a) Vx—l 4V, oDx Vx_l,

onde os elementos genéricos das matrizes Dyt e Dy~ sao

r; se dij >0 r;, se dij <0

+ __ -
dij* e diji

0 se dij S 0 0 se dij Z 0.

Aqui r;, © =1 : M sao os autovalores da matriz A,.

16

(2.47)

(2.48)

As formulagoes LTSN2D — Diag e LTSn2D — DiagExp em geometria cartesiana

bidimensional com elevadas quadraturas e grandes espessuras podem gerar problemas de

mal condicionamento. O sistema linear cuja solucao constitui os valores procurados das

incognitas A;, B;, F;, G;, H; e I;, tém-se mostrado mal condicionado. Na sua resolucao para

N > 4 temos usado a rotina para Decomposi¢ao em Valores Singulares, inclusa na IMSL

Libraries Reference.



CAPITULO 3

O ESPECTRO LTSy BIDIMENSIONAL E ANALISE DE
CONDICIONAMENTO

Uma analise espectral para problemas unidimensionais de transporte, em meio ho-
mogéneo, continuo, com espalhamento isotrépico, foi realizada por [Case e Zweifel, 1967]. O
estudo a ser realizado neste capitulo refere-se ao problema homogéneo de Ordenadas Discre-
tas Sy bidimensional , com espalhamento isotrépico e um grupo de energia. Fundamenta-se
em [Barros, 1990], que analisou o espectro das equagoes Sy para os casos de espalhamento
linearmente anisotrdpico e espalhamento isotrépico. Ademais, [Abreu, 1998] também ana-
lisou o espectro das equacoes Sy unidimensionais. O espectro do problema de ordenadas
discretas Sy bidimensional com espalhamento isotrépico e a um grupo de energia encontra-se
em [Mello, 2000].

Neste capitulo, descrevemos um processo para determinar M autovalores e M autove-
tores da matriz de transporte LTSy, valido somente para conjuntos simétricos de quadratura
Sy, com N par. Ou seja, diferentes diregoes 2, podem ter o mesmo valor de p,, e 1,,. Con-
seqlientemente, para N > 2, as matrizes A, e A, possuem autovalores multiplos.

Consideremos um conjunto convencional de quadratura simétrica orientada no sen-
tido anti-hordrio , a partir do primeiro quadrante , com espalhamento isotrépico e N > 2.
Vimos no capitulo 2 que a matriz A, tem os elementos definidos por 2.16. Como pode ser
observado no anexo A, temos que, para o polindmio caracteristico da matriz A,, isto é, para

det(sl — A,) :
® 5= —% é raiz simples pois a primeira e a M - ésima coluna de s/ — A, sao iguais,

e 5 = ot ¢ raiz simples pois a (&) - ésima e a (& + 1) - ésima coluna de s/ — A, sdo



iguais,

18

® 5 = —% ¢ raiz de multiplicidade trés pois a segunda, a terceira, a (M-1)- ésima e a

(M-2)- ésima colunas de sI — A, sdo iguais,

gt

o5 = 1t é raiz de multiplicidade trés pois a quarta, a quinta , a (M-4)- ésima e a

(M-5)-ésima colunas de s/ — A, sdo iguais,
E assim, sucessivamente, concluimos que:

° 5= i:—;v sao raizes de multiplicidade N-1 .

Assim, diretamente da matriz s — A, obtemos M — N autovalores. Porém o espectro

completo nao pode ser descrito dessa forma. Os N autovalores restantes de A, , que nao

sao facilmente determinados a partir da leitura da matriz sI — A,, sao obtidos a partir da

descricao completa do espectro na proxima secao.

3.1 Determinacao dos Autovalores e Autovetores das Matrizes A, e A,

Consideremos a equacao homogeénea associada as equagoes nodais Sy na variavel x

Vs,

M
o5

comm=1:M.

Supomos que para cada m exista uma solugao da forma

Ve () = ap(s)e™

a qual substituimos na Eq. (3.1). O resultado é

M
A (8) pms€°" + u(8) 0™ = % Z a,(s)e* w,

n=1

ou, equivalentemente

M
O-S
O (8)(Sptm, + 0¢) = 1 Z AWy, .
n=1

(3.1)

(3.4)
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No problema de autovalores (3.4) 224:1 a,w, pode ser qualquer valor real. Se

Y ey (W, # 0, como a normalizagdo é arbitraria, por simplicidade assumimos

Zan(s)wn =1, (3.5)

e a Eq. (3.4) toma a forma

() (Spm + 07) = UZ . (3.6)
Logo
ap(s) = m. (3.7)

A partir das Egs. (3.5) e (3.7) determinamos , em analogia a [Case e Zweifel, 1967],

a equacao da dispersao

M
W, 4
E _ = (3.8)
= Shn + oy Os
Aqui as N raizes reais aparecem aos pares +si, 89, +583,...,+ts~, e constituem N autova-
2

lores de (3.4) de um total de M necesséarios. Os respectivos autovetores sdo determinados a
partir de (3.7).

2 ~ . . .~
Os outros M — N = NTautovalores sao obtidos considerando a segunda restri¢ao

> an(s)w, = 0. (3.9)

Substituindo essa condi¢ao no problema de autovalores (3.4), obtemos

A (8)(Spem, + 0¢) = 0. (3.10)
Assim, se, param =1: M,
Ot
§=——"| (3.11
Hm )

podemos escolher «,,(s) # 0, de modo a satisfazer simultaneamente as equagoes (3.9) e
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(3.10). Os autovalores dados em (3.11) sdo de multiplicidade > 1 e os termos «,, correspon-
dentes constituem um conjunto de M — N autovetores linearmente independentes. Isso justi-
fica a forma como definimos o fluxo a ser determinado através do Método LTSn2D — Diag,.

Um raciocinio andlogo é aplicado a equagao homogénea associada as equagoes nodais

Sx na variavel y.

3.2 Localizacao dos Autovalores e Comportamento do Raio Espectral

3.2.1 Teorema de Gerschgorin

Seja ®; , i = 1: M, o circulo no plano complexo C centrado em a,(i,i) e de raio

Sy law(i, g) |, g # i, isto é

%i:{zeC)|z—ax(i,i)]§2|ax(z',j)|}, (3.12)

Jj=1

entao, os autovalores da matriz A, pertecem ao conjunto
M
R= % (3.13)
i=1

Exemplificamos geometricamente , para o caso de quadratura angular com simetria
de nivel com N = 8, os circulos de Gerschgorin representados na figura 3.1 , com diferentes

escalas nos eixos cartesianos, dai a razao de parecerem elipses.
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Figura 3.1 — Localizagao dos autovalores - circulos de Gerschgorin

para N = 8.

3.2.2 O Comportamento do Raio Espectral

Observamos que o raio espectral, p(A,), cresce (lentamente) a medida que N au-
menta, conforme exemplificado pela Tabela 3.2 e Tabela 3.3, construidas a partir dos dados
do problema ilustrativo da Sec¢do 5.1. Utilizamos a técnica de ajuste de fungoes (critério
dos minimos quadrados) e concluimos que, para o conjunto de quadratura angular utilizado
e independente do parametro o, a melhor forma de estimar o crescimento(lento) do raio

espectral da matriz A,, a partir do paramétro N é:

pa,(N) = 1.0931 x N*6%13 (3.14)
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O ajuste linear
pa,(N) =0.3836 N + 1.2808 (3.15)

mostrou-se menos adequado, conforme representacao grafica na figura 3.2.

30 Raio Espectral
25
20 *
15 ]

101

Figura 3.2 — Estimativa do comportamento do raio espectral pa, (N)

3.3 O Espectro LTSz Bidimensional

O espectro da matriz LTS, bidimensional foi descrito em [Hauser et al., 2001a].
Nessa secao detalhamos a analise espectral da matriz LTSg de transporte bidimensional na
variavel z, considerando o conjunto de quadratura angular com simetria de nivel Sg descrito

em [Lewis e W. F. Miller, 1984]. As M = N(A;H) = 24 dire¢bes angulares €2, sao ordenadas

conforme a figura 3.3. Construiremos o espectro da matriz LTSg bidimensional , utilizando
a andlise espectral da equagao (3.1).

Aplicando a primeira restri¢ao , Eq. (3.5), ao problema de autovalores da Eq.( 3.4 )
obtivemos a relagao de dispersao (3.8) , a qual, para N = 6 gera seis autovalores reais: +sj,

+59 e £53. Os respectivos autovetores (linearmente independentes), sao obtidos a partir da



23

Eq. (3.7).

Também, aplicando a segunda restrigao, Eq. (3.9), em (3.4) surgem os dezoito
autovalores restantes: :I:%, simples, :I:% com multiplicidade treés e :I:% com multiplicidade
cinco. Os respectivos autovetores, todos lineramente independentes, sao determinados pelo

processo descrito a seguir.

18 -3 24

[ 3]
»

16 -N2 23

13 14

17
15
\
—U3 =2 —Hi
s
11

S/

10

12 ns 6

Figura 3.3 — Ordenagao das diregoes discretas, €, (tm,nm), para

N =6.

Na figura 3.3 podemos verificar que as diregoes:
e (2, ,m=23,56,21,23e24 possuem a mesma abcissa i,
e O, ,m=29,11,12,15,17 e 18 possuem a mesma abcissa —1,
o (0, ,m=2,420e22 possuem a mesma abcissa o,
e (2, ,m=28,10,14 e 16 possuem a mesma abcissa — o,

e (2, , m=1el9 possuem a mesma abcissa us,
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e (), , m=Tel3 possuem a mesma abcissa — 3.

Assim, podemos escolher:

° ( ) # 0, param = 3,5,6,21,23 €24 ; nas demais «,, (%) =0.

° am< )7&0 param =9,11,12,15,17e 18 ; nas demais «,, (—%) =0.
° oy, <22> # 0, para m = 2,4,20 €22 ; nas demais «,, (%) =0.

° am< ) # 0, para m = 8,10, 14 e 16 ; nas demais «,, <_E) =0.

° o, (Zg) # 0, para m = 1e19 ; nas demais a,, (%) =0

 Jo N <—%> # 0, para m = 7e 13 nas demais «,, <_ﬁ> —

M3

Entao da Eq. (3.9) obtemos:

w103 ( > + Wo s ( ) + w1Qg ( ) + w121 (H ) +
O¢ O¢
+wWorag (—) + w9y ( > =0.
H1 H1

O conjunto solugao da equagao (3.16)(de 6 incégnitas) é um subespago vetorial de

(3.16)

dimensao 5 do espago solucao do problema de autovalores dado pela Eq.( 3.4) . Assim,

correpondendo ao autovalor de multiplicidade cinco ﬂ, podemos escolher cinco autovetores

linearmente independentes, que sao obtidos de

w1a9<# >—|—w2a11<u >+w10412<# >+w10415<£t>+

Fwory7 (_—Jt) + Wi (_—Ut) =0.
H1 H1
Também da Eq.(3.9) obtemos:
o o o o
Wa i <_t) + waryg (_t) -+ Waoryg (—t) —+ Wao g9 (—t> =0 (318)
M2 2 M2 M2
—0 —0 —0 —0
Walrg (—t) + waaiyg <—t> —+ Wori4 (—t> + Wakig (—t> =0. (319)
M2 M2 H2 H2

(3.17)
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O conjunto solucdo de cada uma das Eqs.(3.18) e (3.19)(de 4 incognitas cada) é um sube-
spago vetorial de dimensao 3 do espago solu¢ao do problema de autovalores dado por (3.4).
Assim, correpondendo aos autovalores de multiplicidade trés :I:%, podemos escolher, respec-
tivamente, trés autovetores linearmente independentes.

O Espectro LT Sg Bidimensional fica completamente descrito com a determinacao

dos autovetores correspondentes aos autovalores simples, j:%, a partir de

w10 <ﬁ) + Wiy (2> =0, (3.20)
M3 M3
wian (—ﬂ) +wias (—ﬁ> ~0. (3.21)
3 3

Para fins de ilustracao e comparacao, utilizando Fortran90, MapleVI e Mathcad,
reproduzimos os mesmos autovalores da matriz A,, de multiplicidade > 1, dados por ( 3.11).
Da mesma forma foram calculados e listados na Tabela 3.1 os autovalores reais simples que
podem ser obtidos a partir de ( 3.8) para o caso 2 do problema ilustrativo, com o, = 0.99 ,

O'tzl.

autovalores obtidos da equacao 3.8

N
4 £0.1725106897 ,+1.906007905
6
8

£0.1725564824 £1.207343377, £2.852025917
£0.1703698233,41.128498956,£1.490624766,£3.700657476

Tabela 3.1 — Autovalores simples

3.4 Andlise de Condicionamento das Matrizes

As palavras condicao e condicionamento sao usadas de maneira informal para indicar
quao sensivel é a solucao de um problema com respeito a pequenas mudancgas nos dados de
entrada. Um problema é dito mal condicionado se pequenas alteracoes nos dados geram

grandes alteragoes nas solucoes. Para certos tipos de problemas se pode definir o nimero
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de condicionamento, [Ortega, 1990],0 qual pode indicar se o problema é bem ou mal

condicionado.

3.4.1 Um Numero de Condicionamento Para o Fluxo

Suponhamos que nosso problema consiste em estimar o fluxo angular médio, na
direcao discreta €2, ,com respeito a variavel x ,num ponto z. Perguntamo-nos: qual é o
efeito causado em W, () por uma pequena perturbagdo em = 7 Se a pergunta refere-se aos

erros absolutos, podemos recorrer ao teorema do valor médio e escrever:
Ve +h) — U (x) =W (W =V (z)h. (3.22)

Assim, se U/, ndo é muito grande, o efeito sobre ¥, é pequeno. Usualmente, nessas
questoes, o erro relativo é que resulta significativo. Ao perturbar z em uma quantidade h,
temos que % é o tamanho relativo da perturbagao. Igualmente, quando se perturba W, (x)
e se obtém W, (x 4+ h), o tamanho da perturbagao é:

e ot S [ ()

por conseguinte, o fator

oV, ()

U, (1) (3.24)

serve como um Numero de Condi¢ao para o problema de avaliar um fluxo angular médio |,
na m-ésima direcao , com respeito a variavel x , num ponto x de seu dominio.

Essa definicao pode ser estendida para o fluxo expresso em forma matricial, com o
objetivo de mostrar uma das razoes que ajudou a melhorar os resultados para o problema
ilustrativo utilizando a formulacao LTSn2D — DiagExp.

Em continuidade, definimos || A, || a norma matricial do mdzimo das linhas | isto é:

M
[zl = | Az]loc = maz {Z laz(i,j) |, 1<i < M} : (3.25)

J=1

e seja ||C|| a norma vetorial do maximo :
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ICl = [Clloe = maz{Cj,j =1: M} . (3.26)

Vamos comparar o Numero de Condicionamento do fluxo angular transverso ex-

presso na forma (2.34) com a estimativa (2.38) .

e Para ¥(z,0) dado por (2.34) temos:

a0 (2,0)]| (2 VyDyeP*C|
U(z,0) H [VxePeCl[ = |z ||| Dz|| = |z| p(Ag) ( )
e Se U(z,0) é escolhido como (2.38) temos:
2V'(z,0) | — AzFe 22|
N < [l Al = J] A 2
U(z,0) H [Fe || = [z All = || (3.28)

Observamos que:

e Se z préximo de zero, o Numero de Condicionamento de W(x,0), dado por (3.27),
também esta préoximo do vetor nulo. Para z se aproximando de 20, valor méximo do
nosso dominio de definicao do problema ilustrativo, o nimero de condicionamento se
aproxima de 20p(A,). Assim, pequenos erros relativos em x, podem conduzir a erros

relativos em W(x,0) proximos de 20p(A;).

e Da mesma forma, se x préximo de zero, o Numero de Condicionamento de ¥(z,0),
dado por (3.28), também esta préximo do vetor nulo e para x se aproximando de 20, o
numero de condicionamento se aproxima de 20A. Assim, pequenos erros relativos em

x, podem conduzir a erros relativos em W(z,0) proximos de 20\.

Os valores de A, associados aos parametros materiais caracteristicos do meio, uti-
lizados na resolu¢ao do problema ilustrativo do capitulo 5, foram tais que A < p(A4,) .

Logo para um mesmo valor da varidavel x, o Numero de Condicionamento obtido em
(3.28) é menor que (3.27).

Porém, o contrario ocorre no caso do valor de A dado pela Eq. (2.44), pois nesse

caso A >~ p(A,).



28

3.4.2 Analise do Condicionamento da Matriz LTSy 2D

Nesta secao determinaremos o numero de condicionamento da matriz LT Sy2D para
o problema ilustrativo da Secao 5.1.

Uma das medidas utilizadas é dada por

Cond(Ay) = || Aq[l.1 A | (3.29)

Quanto maior o C'ond(A,), mais sensivel a perturbagoes serd o problema associado a matriz
Ag.

No célculo do Cond(A,), podemos escolher qualquer norma matricial usual , [Ortega
e W.C.Rheinboldt, 1970], podendo ser a norma do maximo das linhas (3.25).

Citamos aqui a matriz de Hilbert de ordem M, Hilbert(M), apenas a titulo de um

exemplo tipico de matriz mal condicionada. Tem-se que, por exemplo,

e Cond(Hilbert(4)) = 28375,
o Cond(Hilbert(12)) = 411544 x 10'" e

o Cond(Hilbert(24)) = .814326 x 103,

Nas Tabelas 3.2 e 3.3 apresentamos os valores de Cond(A,), da matriz A, dos casos
1 e 2 do problema ilustrativo do capitulo 5.

Verificamos que Cond(A,) parece ser ”pequeno”, mas nao sentimos seguranga em
afirmar que A, é bem condicionada, ou que A, é mal condicionada. Para podermos decidir,
escolhemos utilizar uma outra medida de condicionamento, o Determinante Normalizado da
Matriz A,, cuja ordem de grandeza é menor do que a ordem de grandeza do Cond(A,).

Por defini¢ao, o Determinante Normalizado da Matriz A, é dado por

det(Ax)

p,09,...0\

Norm(A,) = : (3.30)

onde, para k =1 : M, definimos
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e o valor que pode ocorrer é limitado :
—1 < Norm(A,) < 1. (3.32)

Quanto mais afastado de £1, isto é, quanto mais préximo de zero estiver o Norm(A,) , mais
mal condicionada serd a matriz A,.
Apresentamos na Tabela 3.2 e na Tabela 3.3 os valores do Norm(A,) para o pro-

blema ilustrativo casol e caso2 respectivamente. Analisando esses dados concluimos que:

e A matriz A, é bem condicionada para problema homogéneo de transporte bastante

absorvedor (o, = 0.5).

e para o caso de baixa absorcao, a secao de choque de espalhamento o, = 0.99, a matriz

A, pode apresentar problemas de condicionamento.

N | Cond(A,) Norm(A;) p(Az)

2 | 2.500000001 | 0.7573964493 | 1.732050807
4 1 5.633409668 | 0.736448439 | 2.856969806
6 | 7.903163424 | 0.7315842640 | 3.750438332
8 19.955594930 | 0.7284236728 | 4.582575490
12 ] 13.33645456 | 0.7210524774 | 5.980410567
16 | 16.27164442 | 0.7113439131 | 7.196481209

Tabela 3.2 — Medidas de condicionamento e raio espectral para o; =

leoy,=0.5




Cond(A,)

Norm(A,)

p(Az)

149.5000041
274.4824985
373.3190829
466.7946257
12 | 623.5124769
16 | 763.4330309

o O o~ N | Z

0.01777659201
0.01685418214
0.01663858789
0.01644280187
0.01586203252
0.01506389348

1.732050808
2.8569698064
3.750438332
4.582575490
5.980410567
7.196481209

Tabela 3.3 — Medidas de condicionamento e raio espectral para o; =

leo,=0.99
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No caso das medidas de condicionamento, a melhor funcao, que produziu menor

residuo, foi uma parabola, com concavidade para baixo, o que nos impede de fazer estimativas

para valores crescentes de V.

Para o, = 0.5, funcao do tipo linear foi a que produziu o segundo menor residuo

para a funcao Condy, (N):

Condy,(N) = 1.887N + 0.406

e para o Determinate Normalizado (vide figura 3.4) obtivemos

Norma,(N) = 0.765N 0023
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0.8 K\
0.65
0.45

0.2

Figura 3.4 — Decrescimento do determinante normalizado

Norma,(N) para o, = 0.5
Para o, = 0.99, a funcao do tipo poténcia foi a que produziu o segundo menor
residuo para a fungdo Conda,(N):
Conda, (N) = 90.220 N0
, € para o Determinate Normalizado :
Norma,(N) = —0.000172N + 0.0178,

representado geometricamente na figura 3.5.



0.03 1 Norm (N)
0.025 f
0.02 f
0.015 *
0.01 *

0.005 -

Figura 3.5 — Decrescimento do

Norma,(N) para o, = 0.99

determinante

normalizado
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CAPITULO 4

ESTUDO DA CONVERGENCIA DAS APROXIMACOES LTSy PARA
ELEVADA ORDEM DE QUADRATURA

O método proposto nesta tese gera aproximagcoes cuja andlise pode ser colocada no
marco das ferramentas da analise funcional, e assim ter uma idéia geral sobre a convergéncia
das aproximagoes obtidas com os métodos LTSN2D — Diag e LTSN2D — DiagExp . Como
referéncia citamos os trabalhos desenvolvidos por [Pazos e Vilhena, 1998], [Pazos e Vilhena,
1999a], [Pazos e Vilhena, 1999b], que estudaram a convergéncia do método LTSy unidi-
mensional e LTSy bidimensional espectral. Para tanto, devemos definir os chamados erros
no fluxo aproximado e na férmula da quadratura, depois estabelecer uma relagao entre eles
para finalmente tentar dar uma estimativa global do erro no fluxo aproximado.

Consideremos a equagao do problema de transporte monoenergético estacionario

bidimensional em geometria retangular

0 0
1 —¢(x7y,u,n) +1n ﬂ(x,y,u,n) +o (Y, pm,m) =
Ox oy (4.1)

=q(x,y,u,77)+/ V(,y, 1 n') k(e n, i n') dp dn'
Vv

Na Eq. (4.1) :
(x,y) € [0, a] x [0, b], sdo as varidveis da geometria retangular,
W(x,y, u,n) representa o fluxo angular de particulas na posigao (x,y) migrando na diregao
(k> 1),
oy € a secao de choque total ,

E(u,m, p',n') o nicleo de espalhamento,

q(z,y, pt,m) a fonte,
Vo= {(wn) | p*+m <1}
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As condicoes de contorno abrangem fluxo de entrada conhecido e reflexao especular.

Vamos denotar com X = [0,a] x [0,b] nosso espago de configuragao, o espaco base

M
¢ E=L' (X X V) . Os espacos aproximantes sao Ej; = H L (X X {(um,nm)}) .

m=1
As solucoes sao estudadas nos subespacos:
W= wEE),ua—ijna—weE
ox dy
e (4.2)
Opm O
= E — — e L' (X =1, 2,..., M ;.

Fixando a direcao €, = (tm,Mm), definimos a fungao erro no fluxo aproximado

CcOomo

em(T,y) = V(@, Y, s M) — Y (2,9) (4.3)

e a funcao erro na formula da quadratura por

M
T2, ) =/Us(um,nm,u'm’)@/)(as,y,u’,n’) Ay dn' = " Wi K O (2, Y, iy ) - (4.4)
|4

n=1
Com essas definicoes obtem-se a seguinte equagao entre esses erros :
Oe Oe M
Hm a—;n(:m Y) + Nm, 8—;(% Y) + orem(z,y) = Z Wy ki €0(2,Y) + T (2, ) - (4.5)

n=1
Integramos a Eq. (4.5) com respeito a z no intervalo [0,a] e dividimos por a.

Integramos a Eq. ( 4.5) com respeito a y no intervalo [0, b] e dividimos por b. Obtemos as

equacoes nodais para o erro , unidimensionais, nas variaveis y e x respectivamente:
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d m m
nm ;yy (y) + % [Em(aa y) - em(()? y)] + Utemy( Tmy + Z wn mneny
(4.6)
Lt (1) 42 [ (2.8) — en(2.0)] + O1e(2) +Z
m x — |&m\T, — En\T, Ot€ma\L) = me W, mn‘fnx
K dx a !
Na Eq.(4.6) definimos os chamados erros médios do fluzo na dire¢ao discreta
Q. = (o, M) da forma seguinte :
1 a
Emy(y) = = Gm(SC, y) dx )
aJo
(4.7)
1 [
€ma(T) = 5/ em(,y) dy .
0
Também, definimos na Eq.( refeqd6) erros médios na formula de quadratura
1 a
(y)=— [ 7(z,y)dx,
aJo
(4.8)

Agora, definimos o produto escalar e a norma :

€y = (Emy)m:LM?

Ey}w—zwm/ €my(Y) Ymy (Y) dy , (4.9)

||€y||2 <€y‘€y> )

sendo que a tultima norma é denominada erro ponderado do fluxo em vy .
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De forma similar

Ce = (Emm)mzle’

<(—:x ‘ %> = Z_ Wy /Oa €ma(T) Ymz () d (4.10)

leall? = (€ | €0)

onde, a ultima expressao é o erro ponderado do fluro em x .
Na Eq. (4.6) multiplicamos a primeira equagao por €, e pelo peso w,, , somemos

em relacao a m e integremos em relacao a y:

p» M

/ Z Wm, Nm Cmy d o d +/ lujm Wm €my [em(a7y) - Cm(07y)] dy + O¢ H€y||2 =

b M M p M
/ ZZwmwn mnemyenydy+/ Zwmemmiydy.

m=1 n=1 0 m=1

(4.11)
Utilizando a notagao
Lo
ﬁmy(?/) = 7 [Em(aay) - em(()?y)] )
reescrevemos a ultima equagao na seguinte forma
Mo 0
> 5 [ey(mb) =, (0] + (e | 8,) + o lleyI* =
m oM M (4.12)
= / Z Zwmwnkmnemyenydy+/ Zwmemmiydy
0 ;m=1n=1

Aplicamos inequacgoes de Cauchy-Schwarz nos dois termos da direita desta expressao e obte-

mos

M
Win T
(e | By) +ou eyl < Ko eyl + K eIl - llmll + 5 L& (mb) — e, ()], (4.13)

m=1

onde K} e KM sao parametros associados ao ntcleo de espalhamento e aos pesos da

quadratura, [Pazos e Vilhena, 1999al, [Pazos e Vilhena, 1999b], [Pazos et al., 2001]. No
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M
nosso caso, K =1e K} =maz{ky, } 0*, _, Wn.

Utilizaremos a seguinte inequacao

1 I
e - il < 5 (3t + 1 (414)

e assim a inequacao (4.13) se escreve

(o

onde F3 depende das condicoes de fronteira nos lados superior e inferior do retangulo.

1) 1 _
(o0 = 83 = 7 5) &)1 8) < 55 Il comst M2l s, (419

Escolhendo § > 0 de forma que
o o
KM KM i “t

encontramos a seguinte relacao entre os erros relativos a y:

2
I l® + D ew M2 (| Fy)? (4.16)

2’
k=1

o KM

- (ey] &) < 1 M
2 2 (oy — 2 K1)
onde as constantes reais c¢; e as funcoes Fj dependem das condicoes de fronteira. Quando

dividimos por o; obtemos a seguinte relagao entre o erro ponderado no fluxo aproximado

em y e o erro ponderado na férmula de quadratura também em y :

2
leyI* < collny I+ > e M2 E1Z, (4.17)
k=1

sendo ¢y a constante definida por

K
Ot (O't—2Kéw) ‘

Co =

Obtemos uma relagao similar entre ||e,|| e ||7.]. Em continuidade, definimos o erro global

do fluxo aprorimado como

€=/ +e, (4.18)

e o erro global na formula de quadratura

T=/TE+ T2, (4.19)
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Finalmente, obtemos a seguinte relacao entre os erros globais :
2
e <+ aM 7 |E|’,, (4.20)
k=1

Para N suficientemente grande (isto é M muito maior) o segundo termo da direita
serd dominado pelo primeiro termo. Com a escolha apropriada de quadratura, [Stamm’ler
e Abbate, 1983] e [Lewis e W. F. Miller, 1984], e com condigdes de fronteira adequadas, a

seqiiéncia converge a solucao exata, prevista pela teoria de semigrupos fortemente continuos.



CAPITULO 5

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentamos os resultados numéricos gerados pelos novos métodos
LTSn2D — Diag e LTSN2D — DiagExp para elevadas ordens de quadratura angular.
Esses métodos foram utilizados na resolugao de um problema ilustrativo, primeiramente
investigado por R. C. Barros e E.W.Larsen, [Barros e Larsen, 1991], para o caso em que a
constante de decaimento A nas aproximacoes exponenciais para os termos de fuga transversal
foi identificada com a secao de choque macroscépica de absorcao o, do meio.

Em sua tese de doutorado, [Mello, 2000] estendeu esse estudo para valores de A
identificados com outros parametros do meio material, ja descritos na secao 2.3 e comparou
seus resultados com os gerados, dentre outros citados, pelo método LN com grade espacial
fina: 8G4 se 0, = 0.5 ¢ 4G4 se o, = 0.01 .

As formulagoes LTSn2D — Diag e LTSN2D — DiagExp foram primeiramente uti-
lizadas para estimar numericamente a fuga de néutrons, para o caso de quadratura angular
com N = 4. Comparamos com os resultados gerados por [Zabadal, 1994] e por [Mello, 2000]

para o mesmo problema, conforme pode ser visto na tabela 5.2 e tabela 5.5. Nos célculos

1
p(Az)

No método LTSn2D — DiagExp, realizamos uma tentativa de calculo utilizando

também utilizamos trés diferentes valores para \: o,, L7 'e

um valor de A maior, a partir da Eq(2.44) porém, os valores obtidos para os casos 1 e 2 do
nosso problema nao foram satisfatorios.
Utilizamos o Erro Relativo para estimar a diferenca entre duas aproximacoes da

corrente na regiao de fuga, com a notacao:
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JN - JN+2k
JIn

(5.1)

~ ’JN — Ingon

Erro Relativo(y,nyor) = ’ 7
N+2k

onde, o valor assumido por k£ na tabela 5.4 e na tabela 5.7 é 2 ou 4, conforme necessério.

O algoritmo LTSn2D — DiagExp mostrou-se mais eficiente , na precisao dos re-
sultados e no tempo computacional . Apresentamos na tabela 5.3 e tabela 5.6, os valores
para a fuga de néutrons, obtidos para as ordens de quadraturas: N =6, N =8 e N = 12.
Notamos que erro relativo percentual entre N = 8 e N = 12 é pequeno. (vide tabela 5.4 e
tabela 5.7).

Utilizamos o conjunto de quadratura angular com simetria de nivel, dado por [Lewis
e W. F. Miller, 1984]. As M = W dire¢oes angulares €2, sao ordenadas conforme

exemplificado na figura 2.1 para N = 4 e na figura 3.3 para N = 6.

5.1 Problema Ilustrativo

Consideremos o problema de transporte de néutrons, com espalhamento isotrépico,
numa placa quadrada de 20 cm de lado. Na regiao (0, 1) x (0, 1) existe uma fonte de néutrons
de intensidade unitaria. A figura 5.1 representa geometricamente a situacao, e mostra as

condicoes de contorno usadas: as faces pontilhadas tém contorno reflexivo e as demais, vacuo.
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Fegido de Fuga

dcm

20cm

Figura 5.1 — Dominio do problema ilustrativo: as faces pontilhadas

tém contorno reflexivo e as demais, vacuo.

O problema ¢ tratado de duas formas:

1 e o valor da secao de choque

e Caso 1: A secao de choque total é de oy = lem™
espalhamento ¢ o, = 0.5cm™! (0, = 0.5cm™!). Temos aqui um problema homogéneo

de transporte bastante absorvedor.

e Caso 2: O problema ¢ tratado com parametros materiais difusivos, isto é, baixa ab-

1

sor¢ao. A secao de choque total é o0, = lem™ e a secao de choque espalhamento é

os=0.99cm™! (o, = 0.0lem™).

Nosso objetivo ¢ estimar a fuga de néutrons expressa pela corrente parcial na regiao

de fuga, Jy = J, + J,, a partir dos fluxos angulares transversos emergentes do contorno :

M/2

20
n=1
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Jy = Zwm,um VY (2, 20)dx . (5.3)

Na implementagao computacional dos dois métodos utilizamos integracao numérica
de Simpson no calculo das convolucoes, e para resolver o sistema linear, a rotina para De-
composicao em Valores Singulares, inclusa na IMSL Libraries Reference e, as modificagoes
(2.45) e (2.47).

No anexo A incluimos o arquivo fonte original para o algoritmo LTSg2D — DiagExp,
para o problema ilustrativo - caso 2.

Utilizando um microcomputador PentiumlIII - 866 MHz, 128 Mb RAM, obtivemos
os resultados numéricos para a fuga de néutrons, gerados pelos métodos LTSn2D — Diag
e LTSn2D — DiagExp.

Os resultados numéricos obtidos para o problema ilustrativo-casol estao listados na
tabela 5.2 e na tabela 5.3. Registramos na tabela 5.4 o erro relativo percentual entre duas
aproximagoes . O menor valor para esse erro ocorreu com A = 1/p(A).

Na tabela 5.5 e na tabela 5.6 apresentamos os resultados numéricos para o segundo
caso do problema ilustrativo.

Podemos ver na tabela 5.7 que o erro relativo percentual entre duas aproximagoes
diminui, a medida que N aumenta, assumindo menor valor para A = ag,.

O problema de mal-condicionamento das matrizes A, e A,, detectado no capitulo
3, nao influenciou o resultado. Provavelmente essa questao foi superada pela diagonalizacao
dessas matrizes.

Registramos o tempo computacional necessario na execugao dos algoritmos, imple-
mentados no sistema de computacao algébrica e simbédlica Maple6.02a para o problema
ilustrativo-caso 1. O tempo de execucao para o caso 2 estd muito préximo dos valores

registrados na tabela 5.1.



Ordem de Quadratura | Tempo Computacional(s) | Tempo Computacional(s)
N LTSn2D — DiagExp LTSn2D — Diag
4 6.36 88.79
6 74.77 302.91
8 971.62 5337.03
12 86739.85 ——

Tabela 5.1 — Tempo de execugao computacional no sistema de com-

putagao algébrica e simbdlica Maple6.02a

Método A Fuga de Néutrons : Jn(cm 2s71)
LN(8G4)[Mello, 2000] 0,1178 x 1011
LTS,2D|[Zabadal, 1994] 0,4700 x 10~ 1
Oq 0.1280 x 10711
SGF — ExpN(4G4)[Mello, 2000] | L~ 0.1369 x 10~
1/p(A) 0.1340 x 1011
LTS42D — Diag 0.3141 x 107°
Oq 0.2497 x 10711
LTS42D — Exp Lt 0.1422 x 10710
1/p(A) 0.3597 x 1011

Tabela 5.2 — Resultados numéricos para o problema ilustrativo-casol

para N =4




N A LTSn2D — DiagExp : Jn(cm™2s71)
o 0.2147 x 1011
6 Lt 0.9122 x 10~1¢
1/p(A) 0.3410 x 1011
Oa 0.1489 x 10~1*
8 L7t 0.2883 x 107!
1/p(A) 0.1863 x 1011
o 0.1417 x 1011
12 Lt 0.2735 x 1071
1/p(A) 0.1825 x 1011

Tabela 5.3 — Resultados numéricos para o problema ilustrativo-casol

para N >4

N, N+k A Erro Relativoiy y4ryPercentual

Oq 14.29

4,6 Lt 35.85
1/p(A) 5.48

Oq 44.19

6,8 L7t 68.39
1/p(A) 45.36

O, 4.83

8,12 Lt 5.13
1/p(A) 2.03

Tabela 5.4 — Erro relativo percentual no calculo da fuga de néutrons
do casol do problema ilustrativo para N > 4 pelo

método LTSn2D — DiagExp



Método Fuga de Néutrons : Jn(cm™2s71)
LN(4G4)[Mello, 2000] 0,4154 x 102
LTS,2D|Zabadal, 1994] 0,4800 x 102
CCN(4G4)[Mello, 2000] 0,1143 x 10~
0.4181 x 1072
SGF — ExpN(2G4)[Mello, 2000] | L~ 0.4212 x 1072
1/p(A) 0.4229 x 102
LTS,2D — Diag 0.2467 x 103
0.1177 x 1071
LTS,42D — DiagExp Lt 0.3531 x 1071
1/p(A) 0.1208 x 10~

Tabela 5.5 — Resultados numéricos para o problema ilustrativo-caso2

para N =4

N A LTSn2D — DiagExp : Jn(em™2s71)
Oq 0.5478 x 1072
6 Lt 0.5289 x 1072
1/p(A) 0.6777 x 10~
Oa 0.4145 x 1072
8 Lt 0.4530 x 102
1/p(A) 0.4429 x 102
Oa 0.4141 x 1072
12 L7t 0.4257 x 1072
1/p(A) 0.4330 x 102

Tabela 5.6 — Resultados numéricos para o problema ilustrativo-caso2

para N > 4
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N, N+k A Erro Relativo(y yir)Percentual

Oq 53.45

4,6 Lt 85.02
1/p(A) 43.89

Oq 24.33

6,8 Lt 14.35
1/p(A) 34.64

Oa 0.096

8,12 Lt 0.60
1/p(A) 0.44

Tabela 5.7 — Erro relativo percentual no calculo da fuga de néutrons

do caso 2 do problema ilustrativo para N > 4 pelo

método LTSn2D — DiagExp



CAPITULO 6

CONCLUSOES

Propomos na presente tese gerar uma solugao numérica da equacao bidimensional
do transporte para elevadas ordens de quadratura angular no modelo de ordenadas discretas
(Sn) -

Foi estabelecida a convergéncia do método desenvolvido, que ocorre com condigoes
de fronteira e quadratura angular adequadas.

Outro grande avanco foi a obtencao de bons resultados numéricos para o problema
de ordenadas discretas bidimensional, com fonte fixa, isotrépico, estacionério e para ordem
de quadratura angular N = 12.

Nesse trabalho de tese, a partir de [Zabadal et al., 1993], conseguimos uma

e otimizacao no calculo da solugao geral devido a diagonalizacao da matriz de transporte

LTSn.

£7H(sT = A) 7'} = Vo T (T = Do) = ViePey

e ¢ a otimizacao no calculo da solucao especifica do problema. O sistema linear que
precisa ser resolvido de 4M? = N* +2N3 4+ 4N? passa a ter 6M = 3N? +6N equacoes.

Por exemplo, se N = 12, o sistema linear final diminui de 24768 para 504 equagoes .

Isso foi possivel com a criagao de um novo algoritmo para o método LTSy bidimen-
sional, o qual utiliza o método da diagonalizacao da matriz de transporte. Descrevemos o
espectro da matriz LTSy Bidimensional, da forma sI — A,, mostrando ser possivel diago-

nalizar a matriz A,.
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Primeiramente deduzimos o método LTSn2D — Diag, que utiliza a diagonalizagao
da matriz LTSy bidimensional , e os termos de fuga transversal, que surgem nas equacoes
Sy integradas transversalmente, foram expressos como combinacao linear dos autovetores
multiplicados por exponenciais dos respectivos autovalores. Porém, esse método, quando
aplicado na resolucao de um problema ilustrativo disponivel na literatura para comparacao,
nao se mostrou eficiente.

Melhores resultados foram obtidos com o método LTSn2D — DiagExp no qual
propomos uma aproximagao exponencial para os termos de fuga transversal. Com isso o
problema ilustrativo pode ser resolvido satisfatoriamente para um conjunto de quadratura
Sqs.

Procuramos fortalecer nosso trabalho realizando uma andlise de condicionamento.
Determinando um namero de condicionamento para o termo de fuga transversal, mostramos
que a aproximacao exponencial para os termos de fuga transversal é mais bem condicionada
do que a representacao pelo fluxo angular médio da formulacao LTSn2D — Diag, quando
A < p(A;) . Concluimos também que a matriz de transporte LTSy tem problemas de
condicionamento se houver baixa absorcao , como ocorre no caso 2 do problema ilustrativo
(0, =0.01).

Realizamos um estudo sobre a convergéncia das aproximacoes L1'Sy bidimensionais
para elevada ordem de quadratura. Definimos os chamados erros no fluxo aproximado e na
formula da quadratura e estabelecemos uma relagao entre eles. Uma estimativa global do
erro no fluxo aproximado foi apresentada.

Percebemos que o presente estudo é apenas um marco inicial para uma seqiiéncia de
trabalhos que podem ser desenvolvidos. A fim de obter resultados numéricos para maiores
valores de N sentimos ser necessario o estudo de um conjunto de quadratura para o problema
de ordenadas discretas bidimensional. Segundo [Lewis e W. F. Miller, 1984] pesos negativos
comecam a aparecer a partir de N = 22.

Outras perspectivas de continuidade e aplicagoes do presente trabalho incluem es-
tender nosso estudo a problemas de transporte de néutrons com espalhamento linearmente
anisotropico e a problemas tridimensionais. Também, pretendemos aplicar os algoritmos
LTSn2D — Diag e LTSN2D — DiagExp em problemas de espalhamento isotropico em

meios heterogéneos.



ANEXO A

Matriz s — A, para N =4
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ANEXO B

Cadigo Fonte para o Problema Ilustrativo com N = 8§

No presente documento apresentamos um exemplo da implementagao computa-
cioanal do método LTSN2D — DiagExp no sistema de computacao algébrica e simbdlica

Maple6.02a.

> restart;

> zt :=1: zs:=.99: N:=8: M:=N*x(N+2)/2:

.9511897: vb:=.7867958:vc:=.5773503:vd:=.2182179:K:=vd:

> va:

> u :=[va,vb,vb,vc,vc,vc,vd,vd,vd,vd, \
> -va,-vb,-vb,-vc,-vc,-vc,-vd,-vd,
> \ -vd,-vd,-va,-vb,-vb,-vc,-vc,-vc,

> -vd,-vd,-vd,-vd , va,vb,vb,vc,vc,vc,vd,vd,vd,vd] :

> w3 :=0.0925926: w2 :=0.0907407: w1l:=.1209877:

> wo=[wl,w2,w2,wl,w2,w3,w2,w2,w2,wl,
> wl,w2,w2,wl,w2,w3,w2, \ w2,w2,wl,wl,
> w2,w2,wl,w2,w3,w2,w2,w2,wl,wl,w2,w2,\ wl,w2,w3,w2,w2,w2,wl]:

> SP:=sum(’w[k]’, ’k’=1..M);

3.9999996
> Ax :=Matrix(M):
> for i to M do

> for j to M do



> if i=j then Ax[i,j]
> :==(SP*xzt-zs*w[j])/(SP*uli])

> elif i<>j then Ax[i,j] :=(zs*w[j])/(SPxuli])
> fi

>  od;

> LinearAlgebra[ConditionNumber] (Ax);

466.7946257

Célculo dos autovalores e autovetores
> R, Vx:=LinearAlgebra[Eigenvectors] (Ax):

> evalm(R);

[—3.700657476 + 0. I, 3.700657476 + 0. I, 1.490624766 + 0. I, .1703698233 + 0. I,
—1.490624766 + 0. I, —.1703698233 + 0. I, —1.128498956 + 0. I,
—1.051315001 + 0. I, 1.128498956 + 0. I, 1.051315001 4 0. I, 4.582575490 + 0. I,
—4.582575490 4 0. I, —4.582575490 + 0. I, 4.582575490 + 0. I,
—1.270977806 4+ 0. I, 1.270977806 + 0. I, —1.270977806 + 0. I, 1.270977806 + 0. I,
—1.270977806 4+ 0. I, 1.270977806 + 0. I, 1.732050715 + 0.1, —1.732050715+ 0. I,
—1.732050715 + 0. I, 1.732050715 + 0. I, 1.732050715 4 0. I, —1.732050715 + 0. I,
—1.732050715 + 0. I, 1.732050715 + 0. I, 1.732050715 4+ 0. 1, —1.732050715 + 0. I,
4582575490 + 0. 1, 4582575490 + 0. I, —4.582575490 + 0. I, 4.532575490 + 0. I,
—4.582575490 4 0. I, 4.582575490 + 0. I, 4.582575490 + 0. I, —4.582575490 + 0. I,
—4.582575490 + 0. I, 4.582575490 + 0. /]

> K-1/Re(R[40]);

Definindo o parametro K para estimativas do fluxo nas fronteiras

Para tirar a prova que a matriz Ax é Diagonalizavel: Vx*D*Vxinv = Ax
> dx:=LinearAlgebra[DiagonalMatrix] (R):
> Vxinv:=LinearAlgebra[MatrixInverse] (Vx):

> Prova:=evalm(Vx.dx.Vxinv):

Matriz Diagonal exp(Dx)



> Dxp:=Matrix(M):

> for i to M do for j to M do

> if Re(dx[i,j]) > O then Dxpli,j]:=exp(dx[i,jl*x);
> elif Re(dx[i,j]) < O then Dxpli,j]:=0; fi
> od;od;i:=’1i’: j:=’j’:

> #evalm(Dxp) ;

> Dxpa:=Matrix(M):

> for i to M do

> for j to M do

> Dxpali,j]:=subs(x=20, Dxpli,jl)

> od;od;i:=’1’: j:=’j’:

> #evalm(Dxpa) ;

> Dxpxa:=Matrix(M):

> for i to M do

> for j to M do

> Dxpxali,j]:=subs(x=x-20, Dxpl[i,jl);

> od;od;i:=’1’: j:=’j’:

> #evalm(Dxpxa) ;

Matriz Diagonal dos autovalores negativos
> Dxn:=Matrix(M):
> for i to M do for j to M do
> if Re(dx[i,j]) < O then Dxnl[i, j]:=exp(dx[i,jl*x);
> elif Re(dx[i,j]) > O then Dxnl[i,j]:=0; fi
> od;od;i:=’1i’: j:=’j’:

> #evalm(Dxn) ;

Matriz Produto Px:=Vx .Dx p a. Dxp (x-a).Vx(-1) + Vx .Dxn x .Vx(-1)



>

Px:=evalm((Vx . Dxpa. Dxpxa .Vxinv) + (Vx

Matriz Produto Px:=Vx Dx xVx(-1)

> #Px:=Matrix(M,evalm(Vx.Dx.Vxinv));
> #Px[1,3];
Matriz Ay
> n :=[ -vd,-vd,-vd,-vd,-vc, -vc, -vc,
> -vb,-vb,- va, -vd,-vd,-vd,-vd,
> -vc, -vc, -vc, -vb,-vb,- va,
> vd,vd,vd,vd,vc, vc, vc, vb,vb, va,vd,vd,
> wvd,vd,vc, vc, vc, vb,vb, va]:
> Ay :=Matrix(M):
> for i to M do
> for j to M do
> if i=j then Ayl[i, j]
> :=-(3.9999996%*zt-zs*w[j])/(SP*n[i])
> elif i<>j then Ayl[i,j] :=(zs*w[j1)/(SP*n[il)
> fi
>  od;
> od:i:=’1’:j:=73j":
> LinearAlgebra[ConditionNumber] (Ay) ;

457.2090121

.Dxn .

Vxinv )):



Célculo dos autovalores e autovetores de Ay

> S, Vy:=LinearAlgebra[Eigenvectors] (Ay):

Para tirar a prova que a matriz Ay é Diagonalizavel: Vy*D*Vyinv = Ay
> dy:=LinearAlgebra[DiagonalMatrix] (S):
> Vyinv:=LinearAlgebra[MatrixInverse] (Vy):

>  #ProvaAy:=evalm(Vy.dy.Vyinv-Ay):

> Dyp:=Matrix(M):

> for i to M do for j to M do

> if Re(dyl[i,j]) > O then Dypli,jl:=exp(dyli,jl*y);
> elif Re(dy[i,j]) < O then Dypl[i,jl:=0; fi

> od;od;i:=’1i’: j:=’j’:

> #evalm(Dyp) ;

> Dypb:=Matrix(M):

> for i to M do

> for j to M do

> Dypbli,j]:=subs(y=20, Dypl[i,jl)

> od;od;i:=’1i’: j:=’j’:

> #evalm(Dypb) ;

Criando a Matriz exp(Dxp(x-a))
> Dypyb:=Matrix(M):
> for i to M do
> for j to M do
> Dypybli,j]:=subs(y=y-20, Dypli,jl);

> od;od;i:=’1i’: j:=’j’:



> #evalm(Dypyb) ;

Matriz Diagonal dos autovalores negativos
> Dyn:=Matrix(M):
> for i to M do for j to M do
> if Re(dyl[i,j]) < O then Dynl[i,jl:=exp(dyli,jl*y);
> elif Re(dy[i,j]) > O then Dyn[i,j]l:=0; fi
> od;od;i:=’i’: j:=’j’:

> #evalm(Dyn) ;

Matriz Produto Py:=Vy .Dy p b. Dyp (y-b).Vy(-1) + Vy .Dyn y .Vy(-1)

> Py:=evalm((Vy . Dypb. Dypyb .Vyinv) + (Vy .Dyn . Vyinv )):

Definindo as incognitas

> A:=Vector(M): B:=Vector(M): C:=Vector(M):
> Da:=Vector(M):
> E:=Vector(M): F:=Vector(M):

> for i to M do
> Ali]:=alil];B[i]:=bl[i];C[i]:=c[i];

> Dalil:=d[i];E[i]:=el[i];F[i]:=f[i];

> od:i:=’1"’:

Definicao dos Fluxos Angulares Médios e Fluxos na Fronteira



> fix:=evalm((Vx . Dxpa. Dxpxa. A )+ (Vx . Dxn.

> fiy:=evalm((Vy . Dypb. Dypyb. B )+ (Vy . Dyn.

> #fixo:=evalm((Vx . Dxpa. Dxpxa. C )+ (Vx . Dxn.
> #fioy:=evalm((Vy . Dypb. Dypyb. Da)+ (Vy . Dyn.
> #fixb:=evalm((Vx . Dxpa. Dxpxa. E )+ (Vx . Dxn.

> #fiay:=evalm((Vy . Dypb. Dypyb. F )+ (Vy . Dyn.

A)):

B)):
C)):
Da)):
E)):
F)):

Nova defini¢ao dos Fluxos angulares transversos (na Fronteira)

> fixo:=Vector(M):

> for i to M do

> fixo[i]:=exp(-K*x)*C[i]
> od:i:’1i’:

> fioy:=Vector(M):

> for i to M do

> fioyl[i]:=exp(-Kxy)*Dal[il]
> od:i:=’1’:

> fixb:=Vector(M):

> for i to M do
> fixb[i] :=exp(-K*x)*E[i]
> od:i:=’1’:

> fiay:=Vector(M):

> for i to M do
> fiay[i]:=exp(-Kxy)*F[i]

> od:i:=’1’:

Gerando os vetores Fyo, Fxo, Sx e Sy da Solugcao Geral



FIY0:=Vector (M) :

for i to M/4 do

FIY0[i] :=(1/20)*evalf (int (fixo[((3*M)/4)+i],x=0..20));
FIYO[(M/4)+1] :=(1/20)*int (fixo [(M/2)+i],x=0..20);
FIYO[(M/2)+1] :=(1/20)*int (fixo [(M/2)+i],x=0..20);
FIYO[((3*M)/4)+i]:=(1/20) *int (fixo [((3*M)/4)+i],x=0..20);

od:1i:=’1"’:

#evalm(FIYO) ;

FIX0:=Vector(M):

for i to M/4 do

FIX0[i]:=(1/20)*int(fioy[i],y=0..20);
FIX0[(M/4)+i]:=(1/20)*int (fioy[i],y=0..20);
FIX0[(M/2)+i]:=(1/20)*int (fioy [((3*M)/4)+i],y=0..20);
FIXO[((3%M)/4)+i] :=(1/20) *int (fioy [((3*M)/4)+i],y=0..20);

od:i:=’1i’:

#evalm(FIX0) ;

FIXA:=Vector (M) :

for i to M/4 do

FIXA[i]:=(1/20)*int(fiay[i],y=0..20);
FIXA[((3*M)/4)+i]:=(1/20)*int (fiay [((3*M)/4)+i],y=0..20);
od:

i:=747:

#evalm(FIXA);



> FIYB:=Vector(M):
> for i to M/2 do

> FIYB[(M/2)+i]:=(1/20)*int (fixb[(M/2)+i],x=0..20)

\Y

#evalm(FIYB);

Definigaoo dos termos de Fonte Sx(x) e Sy(y)
> fixocc:=Vector(M):
> for i to M/4 do  fixocc[i]:=fixo[((3*M)/4)+ilod :
> for i to M/4 do fixocc[(M/4)+i] :=fixo[(M/4)+i] od:
> for i to M/4 do  fixocc[(M/2)+i]:=fixo[(M/4)+i] od:
> for i to M/4 do  fixocc[((3*M)/4)+i]:=fixo[((3*M)/4)+i] od:

> 1:=717:

> fixbcc:=Vector(M):
> for i to M/2 do
> fixbccl[i]:=0 od:

> for i to M/2 do fixbcc[(M/2)+i]:=fixb[(M/2)+i] od:

> SX:=Vector(M):

> for i to M do
> SX[i] :=((Heaviside(x)-Heaviside(x-1))/20xul[i])-(n[i]/(20*u[i])) \

> x(fixbcc[i]-fixocc[i]);



> fioycc:=Vector(M):

> for i to M/4 do fioycc[i] :=fioy[i];
> fioycc[(M/4)+i]:=fioy[il;

> fioycc[(M/2)+i]:=fioy[((3%M)/4)+i];

> fioycc[((3xM)/4)+i] :=fioy [((3xM)/4)+i];

> od: i:=’1"7:

> fiaycc:=Vector(M):

> for i to M/4 do

> fiaycc[i] :=fiay[i] od:

> for i to M/2 do fiaycc[(M/4)+i]:=0 od:

> for i to M/4 do fiaycc[((3*M)/4)+i]:=fiay[((3*M)/4)+i]od:

> 1:=717:

> SY:=Vector(M):
> for i to M do
> SY[i]:=((Heaviside(y)-Heaviside(y-1))/20*n[i])-(ul[i]/(20*n[i]))*(fiaycc[i]l-fioy

> od:i:=’1"’:

Construindo o Célculo das Convolugoes

> CNx:=evalm(Vx .Dxn . Vxinv):
> Pxconv:=Matrix(M):

> for i to M do



for j to M do

Pxconv[i, j]:=subs(x=20-t,CNx[i,jl);
od:

od: 1i:=’1’:j:=j’:

#Pxconv[1,3];

SXconv:=Vector (M) :

for i to M do

SXconv[i] :=subs(x=t,SX[i]);
od: 1i:=’1:

#SXconv [3];

PXSX:= Pxconv . SXconv:
#int (PXSX[3],t=0..x);
CONVX:=Vector (M) :

for i to M do

CONVX [i] :=student [simpson] ((PXSX[i],t=0.01..20));

od:i:=’1":j:="3j":
#evalm(CONVX) ;
CNy:=evalm(Vy .Dyn . Vyinv):

Pyconv:=Matrix (M) :

for i to M do

for j to M do

Pyconv[i, j] :=subs(y=20-t,CNy[i,jl);
od:

od: i:=’1i’:j:=’j’:

#Pyconv[1,3];



>

SYconv:=Vector (M) :
for i to M do
SYconv [i] :=subs(y=t,SY[i]);

od:i:=’1"’:

PYSY:= Pyconv . SYconv:

#SYconv [3];

#int (PYSY[3],t=0..y):
CONVY:=Vector (M) :

for i to M do

CONVY [i] :=student [simpson] (PYSY[i],t=0.01.

od:i:=’1’:j:="3j":

#evalm (CONVY) ;

Construindo as Solucoes Gerais: SGX e SGY

>

>

>

>

PRODX :=evalm(Px &* FIX0):
#PRODX [3] ;
#FIX0[1];

PRODY :=evalm(Py &* FIYO):

Solucao geral em x=20

>

>

SGX:= Vector(M):

for i to M do

.20);



> SGX[i] :=evalf (subs(x=20,PRODX[i] )+CONVX[i]):
> od:i:=’1i’:

>  #evalm(SGX) ;

> SGY:= Vector(M):

> for i to M do
> SGY[i] :=evalf (subs(y=20,PRODY [i])+CONVY [i]):

> od:i:=’1i’;

>  #evalm(SGY) ;

Gerando o sistema de 6M =24 equagcoes

> eq:=array(l..6%M):

> for i from 1 to M do

> eqli] :=FIYO[i]=evalf (subs(y=0, fiy[i]));

> eq[i+M]:= FIX0[il=evalf (subs(x=0, fix[i]));

> eqli+2xM] :=FIYB[i]=evalf (subs(y=20, fiy[i]));
> eq[i+3*M] :=FIXA[il=evalf (subs(x=20, fix[i]));
> eql[i+4xM] :=SGX[i]=evalf (subs(x=20, fix[i]));
> eqli+b*M] :=SGY[i]=evalf (subs(y=20, fiy[i]));
> od: i:=’1i’:

> #print(eq);

> eqgs :=[seq(eql[i],i=1..6%M)]:i:="1i":

> coefs :=Vector(6x*M):



for i to M do
coefs[i]:=A[i];
coefs[M+i] :=B[i];
coefs[2*M+i] :=C[i];
coefs[3*M+i] :=Dali];
coefs[4*M+i] :=E[i];
coefs[5*M+i] :=F[i];
od:i:=’1":

L := [seq(coefs[i],i=1..6x%xM)]:

(SE,TI) :=LinearAlgebral[GenerateMatrix] ( eqgs,L):

LinearAlgebra[ConditionNumber] (SE) ;
Float(oo)

#7SingularValues
S:= LinearAlgebra[SingularValues] (SE,

outputoptions[’S’]=[readonly]):
U, Vt :=

LinearAlgebra[SingularValues] (SE, output=[’U’, *Vt’]):

Tent:=U .(LinearAlgebra[ DiagonalMatrix] ( S[1..6%M]))

Solucaol:=LinearAlgebral[LinearSolve] (Tent,TI):

#evalm(Solucaol);
As:= Vector(M):

for i to M do
As[i] := Solucaol[i];

od: i:=’1i’:

.Vt



ffix:=evalm((Vx . Dxpa. Dxpxa. As )+ (Vx . Dxn.

Bs:= Vector(M):
for i to M do
Bs[i] := Solucaol [M+i];

od: i:=’1i’:

ffiy:=evalm((Vy . Dypb. Dypyb. Bs )+ (Vy . Dyn.

Cs:= Vector(M):

for i to M do

Cs[i]:= Solucaol [2*M+i];
od: i:=’1i’:

ffixo:=evalm(exp (-K*x)*Cs):

Das:= Vector(M):
for i to M do
Das[i] := Solucaol [3*M+i];

od: i:=’1i’:

ffioy:=evalm(exp(-K*y)*Das) ;

Es:= Vector(M):

for i to M do
Es[i] := Solucaol [4*M+i];

od: i:=’i’:

As)):

Bs)):



> ffixb:=evalm(exp(-K*x)* Es );

> Fs:=Vector(M):

> for i to M do

> Fs[i] := Solucaol [5*M+i];
> od:i=’1i’:

> ffiay:=evalm(exp(-K*y)*Fs ):

Calculo da Corrente na Regiao de Fuga
> Jxv:=Vector(M):
> for i to M/4 do

> Jxv[i] :=value(uli]*w[i]*Int(ffiay[i],y=16..20)):

> Jxv[(3xM/4)+i] :=value (u[(3*%M/4)+i] *w [ (3*M/4)+1i]*
> Int(ffiay[(3xM/4)+i],y=16..20)):

> od: i:=’1i’:Jx:=sum(’Jxv[i]’, ’i’=1..M);

Jr :=.002091510024

> Jyv:=Vector(M):
> for i from (M/2)+1 to M do

> Jyv[i] :=value(uli]*w[i]*Int(ffixb[i],x=16..20)):

> od:i:=’i’:Jy:=sum(’Jyv[i]’, ’i’=1..M);

Jy 1= .002337781990

> J:=Jx+Jy;



J :=.004429292014
> time():

971.627

Representagcao Geométrica dos Circulos de Gerschgorin
> with(linalg) :with(plottools):

> with(plots):

> autov:= { seq([Re(R[i]),0],i=1..M) }:

> for i to M do
> raiol[i] :=sum(’abs(Ax[i,k])’, ’k’=1..M)-abs(Ax[i,i]);
> od:

> for i to M do
> cl1[i] :=

> circle([Ax[i,i],0],raio[i],thickness=2,color=blue):

> od:

circl :=[seq(c1[i],i=1..M)]:
> plots[display] ({plots[display] (circl),

> pointplot(autov,color=red,thickness=2)},title=‘Circulos de

> Gerschgorin N=8°);
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APENDICE I

Método da Diagonalizagao

A determinagao de £7! {(sI — A,)"'} utiliza , conforme detalhado no capitulo 3, o

fato de que a matriz A, pode ser decomposta em uma matriz diagonal pela relagao (2.23)

A, =V,D, V',

onde, Dy é a matriz diagonal dos autovalores de A, e V, a matriz dos respectivos autove-

tores . Desta forma,

L1 = A = £ (Vv - VDV T =
(L1)
— £ {(Vgc (sI —D,) V;l)‘l} =V, £ {(s] —D,) 1} VL.

Considerando D, dada por




entao

sI — Dy =

S—"r

S —T9

Assim a inversa da matriz (sI — Dy) é

(sSI-Dy) ' =

S—"

S —T9

0 s—ry

0
0
S—Tym
- 0
s—r1
O 1
s—T9
0

1

s—rar |
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A transformada inversa de Laplace da matriz (1.4) é obtida aplicando a transforma

inversa de laplace em cada elemento da matriz, obtendo

£*1{51 _ Dx}

Dxx

Assim, fica bem determinada a forma (2.25) utilizada na construcdo dos algoritmos

LTSN2D — Diag e LTSn2D — DiagExp:

£7H(sI — Ay)7'} = V,ePrvil



