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Resumo

Ideais Fechados e Primos em Skew Anéis de Grupos Parciais

Neste trabalho estudamos acoes parciais de grupos abelianos sobre um anel R
(denotadas por (R, «)), com agao global envolvente (7', 3). Construimos o anel de a-
quocientes de Martindale Q de R e estendemos a agao parcial (R, a) a Q. Entre outros
resultados provamos que existe uma correspondéncia bijetiva entre todos os ideais R-
disjuntos fechados de Rx,G e todos os ideais T-disjuntos fechados de Tx3G. Também
provamos que existe uma correspondéncia bijetiva entre todos os ideais R-disjuntos
fechados de R %, G e todos os ideais Q-disjuntos fechados de Q x, G. Provamos que
estas correspondéncias preservam ideais primos. Finalmente, usamos estes resultados
para estudar algumas classes de ideais primos de Rx,G como ideais fortemente primos

e primos nao singulares.
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Abstract

Closed and Prime Ideals in Partial Skew Group Rings

In this thesis we study partial actions of abelian groups on a ring R (denoted
by (R,«)), with enveloping action (7', 3). We construct the Martindale a-quotient
ring Q and we extend the partial action (R, «) to Q. Among others results we prove
that there exist a one-to-one correspondence between the R-disjoint closed and prime
ideals of R %, G and the T-disjoint closed and prime ideals of 1'%z G. We also prove
that there exist a one-to-one correspondence between the R-disjoint closed and prime
ideals of R %, G and the Q-disjoint closed and prime ideals of Q x, G. Finally, we
use this results to study the strongly prime ideals and the nonsingular prime ideals

of Rx, G.
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Introducao

A relacao entre os ideais primos de anéis T e S para certas extensoes de anéis
T C S tem sido estudada por muitos autores ([1], [5], [7], [13]). Em [7], por exemplo,
estuda-se o caso onde S = T[E] é uma extensao livre centralizante de 7. O pro-
blema pode ser sempre reduzido ao caso em que 7' é um anel primo, desta maneira é
estabelecida uma correspondéncia bijetiva entre todos os ideais T-disjuntos fechados
(em particular primos) de S e todos os ideais Q-disjuntos fechados (em particular
primos) de Q[E] onde @ é o anel de quocientes maximal de T'. A técnica usada nestes
trabalhos, foi estendida em [13] para o estudo dos ideais fechados do produto cruzado
T x5 G (em particular para skew anéis de grupo) com G um grupo abeliano. Neste
trabalho também foi provado que existe uma correspondéncia bijetiva entre os ideais
T-disjuntos fechados (em particular primos) de T'x3 G e os ideais Q-disjuntos fechados
(em particular primos) de @ x5 G, onde () é o anel de G-quocientes a esquerda de

Martindale de T" e T' é um anel G-primo.

Recentemente comecaram a ser estudadas as agoes parciais de grupos sobre anéis
(ou k-dlgebras) ([3]), dando origem a nogao de skew anel de grupo parcial o qual
resulta ser uma generalizagao dos bem conhecidos skew anéis de grupo. Por este
motivo, resulta natural estender ao caso parcial os resultados conhecidos do caso
global. Neste sentido por exemplo, tem sido estudado o skew anel de grupo parcial

em [8] e [12]; as extensoes parciais Galoissianas em [4] e os skew anéis de polinémios



parciais em [2]. Desta maneira o objetivo central deste trabalho é estender todos os

resultados de [13] para o caso parcial.

Esta tese estd dividida em trés capitulos. No Capitulo I apresentamos uma revisao
breve sobre os conceitos e defini¢coes que serao usados neste trabalho. Na Secao 1.2
fazemos um resumo dos principais resultados de [13], em particular apresentamos
a construcao do anel de G-quocientes de Martindale de T, onde 7" é um anel G-
semiprimo (nao necessariamente com unidade) e G é um grupo qualquer que age
globalmente sobre T'. Todos os resultados apresentados nesta parte provém de [13],
onde sao provados mais geralmente para o produto cruzado de grupos abelianos. Na
Secao 1.3 estendemos a construgao de Malasquez ([13], Secao 1) para obter o anel
de a-quocientes de Martindale de R, para R um anel a-semiprimo e G um grupo
qualquer e estendemos a acao parcial a este anel de quocientes. Vamos supor neste
trabalho que a agao parcial (R, o) possui uma agao envolvente (7', 3). Obtemos assim

o seguinte diagrama de extensoes de anéis:

R — T

! I\
Q — F — (@

Onde (T, 3) é a envolvente de (R, a), (E, ) ¢ a envolvente de (Q,«), Q é o anel
de a-quocientes de Martindale de R e () é o anel de G-quocientes de Martindale de
T. Finalmente provamos que (@, ) é a envolvente de (Q, ) (ou equivalentemente

E = Q) se e somente se T' é um anel com unidade 17 (Proposigao 1.3.11).

Todos os resultados de [13] para agoes globais sao estendidos para a¢oes parciais

nos Capitulos 2 e 3.



A partir do Capitulo 2 assumimos que o grupo G que age parcialmente sobre R é
abeliano e que R é um anel a-primo. Sendo (T, 3) a acao envolvente de (R, «) com T
um anel G-primo, temos que todos os resultados de [13] sdo aplicaveis ao skew anel
de grupo T'x3 G extensao do anel R, G. Este capitulo estd dividido em duas secoes,
na primeira parte caracterizamos completamente a minimalidade de qualquer ideal
T-disjunto de T'x3 G em termos da minimalidade de sua interse¢ao com Rx, G (Lema
2.1.2). Também apresentamos um método para levantar ideais R-disjuntos de R, G
a ideais T-disjuntos de T'xg G assim como ideais fechados (Lema 2.1.4). Este método
é usado para provar as propriedades do fecho em R de ideais R-disjuntos de R x, G
(Lemas 2.1.5 e 2.1.8, Teorema 2.1.6 e Corolario 2.1.7), estendendo assim para o caso

parcial todos os resultados da Segao 2 de [13].

Na segunda parte, provamos que existe uma correspondéncia bijetiva entre todos
os ideais R-disjuntos fechados (em particular primos) de R %, G e todos os ideais
T-disjuntos fechados (em particular primos) de 7' x5 G. Esta correspondéncia para
R um anel a-primo e G abeliano, estende a correspondéncia entre primos provada
em [8] (Proposi¢ao 5.1). Além disso, estendemos a técnica usada em [13] (Segao 3)
para provar que existe uma correspondéncia bijetiva entre todos os ideais R-disjuntos
fechados (em particular primos) de R+, G e todos os ideais Q-disjuntos fechados (em

particular primos) de Q %, G.

Em resumo, provamos que existe uma correspondéncia bijetiva entre os ideais

disjuntos fechados (em particular primos) de todos os anéis do seguinte diagrama:

Rxo G — Tx3G

! LN
Qxeg G — E+gCG — Q#*3CG



Onde (7', 3) é a envolvente de (R, «), (E,[3) é a envolvente de (Q,«), Q é o anel
de a-quocientes de Martindale de R e () é o anel de G-quocientes de Martindale de

T.

No Capitulo 3 usamos a correspondéncia entre fechados e primos do Capitulo 2
para estudar algumas classes de ideais primos de Rx,G como ideais fortemente primos
e primos nao singulares (Sec¢oes 3.1 e 3.2). Estendemos assim todos os resultados
da Segao 3 de [13]. Na ultima se¢do provamos a correspondéncia entre ideais R-
disjuntos fechados (em particular primos) de R (z;«a) e ideais T-disjuntos fechados
(em particular primos) de T (x; o) (Teorema 2.2.1), usando uma nocao mais natural
de minimalidade para polinémios. Além disso, provamos que cada ideal fechado de
R (x;a) (em particular primo) corresponde a interse¢ao de um ideal principal de
Q (z;a) com R (z;a) (Teorema 3.3.4), o qual estende o resultado anédlogo para skew

anéis de polindémios de Laurent ([1]).



Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Acoes Parciais

Antes de definir uma acao parcial devemos lembrar alguns resultados sobre acgoes
globais. Consideramos uma k-algebra 7' (nao necessariamente com unidade), k£ um
anel comutativo e G um grupo que age sobre T' por automorfismos. Esta acao sera
denotada por (7, 3), onde f = {3,: T — T | g € G}, ou simplesmente por . Um
ideal I de T' é dito G-invariante (I < T'), se B,({) C I para todo g € G. Sendo G
um grupo, ¢ imediato que se [ <g T entdo (3,(I) = I para todo g € G. Um ideal
G-invariante I de T' é dito G-primo se para quaisquer ideais G-invariantes A, B de
T, a inclusao AB C I implica que A C [ ou B C I. E é dito G-semiprimo se para
qualquer ideal G-invariante A de R, a condicdo A% C I implica A C I. O anel T é

dito G-primo (G-semiprimo) se o ideal nulo ¢ G-primo (G-semiprimo).

O skew anel de grupo (global) de uma agao global (7', 3), denotado por T'xg G, é

definido como sendo um 7-mddulo livre a esquerda com base {4, | g € G}; isto é,



Tx3 G = {Ztgdg |ty €T, ety # 0, para uma quantidade finita de g € G’}

geG

A adicao em T x3 G ¢ definida de forma natural e o produto definido por:

(ady)(bdn) = aB,(b)dyn, para todo a,b € T e todo g, h € G.

Para definir a nocao de agao parcial, consideramos R um anel com unidade 1 e
G um grupo qualquer (ou equivalentemente uma k-algebra unitaria R, onde k é um
anel comutativo). Comegamos com a defini¢do de agao parcial do grupo G sobre o

anel R. Mais detalhes sobre este tépico podem ser consultados na referéncia [3].

Definicao 1.1.1 Sejam G um grupo com elemento neutro 1 e R uma k-dlgebra. Uma
acao parcial o de G sobre R, é uma cole¢ao de ideais Sy de R, com g € G, e

isomorfismos oy : Sg-1 — Sy, tais que para todo g,h € G valem:
(i) S1 =R e ay € a aplicacao identidade de R.
(i1) Sty 2 5 (S50 5,1),
(ii1) 40 an(r) = agu(z), para todo x € a; ' (S, M Sy-1).
As condigbes (it) e (iii) estabelecem que a aplicagdo ay,, é uma extensao da
aplicacao a4 o ay, € que a1 = a;l, para todo g € G.
As condigbes (i) — (7i7) s@ao equivalentes as seguintes trés condigoes:
(7) S1 = R e aq é a aplicacao identidade de R.
(ii") Sg N Sgr, = g (Sy-1 N Sh).

(i) g0 ap(z) = agu(z) para todo z € o' (S, N Sy-1).



Uma acao parcial o = {(Sy, o) | ¢ € G}, do grupo G sobre o anel R serd denotada

por o ou (R, ).

Neste trabalho assumimos também que cada S, (¢ € G) é gerado por um idempo-
tente central 1,. Portanto, cada S, é um subanel com identidade 1,, Sy = R1, = 1,R

e Sy NSy, =141, R para todo g,h € G.

Dada uma acao parcial a do grupo G sobre o anel R, dizemos que o ideal I de
R é a-invariante (I <o R) se ay(I NS,~1) € INS, para todo g € G. Sendo G um
grupo ¢ imediato que oy (/ N Sy-1) = I NS, para todo g € G. Um ideal a-invariante
I de R é dito a-primo se para quaisquer ideais a-invariantes A, B de R a inclusao
AB C I implica que A C I ou B C I. E é dito a-semiprimo, se para qualquer ideal

a-invariante A de R a condicao A% C I implica A C I.

A continuacao definimos o conceito de equivaléncia entre duas agoes globais, assim

como a nogao de envolvente de uma agao parcial (R, «).

Defini¢ao 1.1.2 Duas agoes globais (T, 3) e (T", ') do grupo G sobre as k-dlgebras

T e T’ sao equivalentes, se existe um isomorfismo de k-dlgebras ¢ : T — T' tal que

By o¢=¢ofy para cada g € G.

Defini¢ao 1.1.3 (/3], Defini¢ao 4.2) Uma agao (global) B de um grupo G sobre uma
k-dlgebra T € dita uma envolvente da acao parcial o de G sobre uma k-dalgebra R,
se existe um isomorfismo de dlgebras ¢ de R sobre um ideal de T, tal que para todo

g € G, valem:

1. ¢(Sg) = @(R) N By(p(R)).

2. poay(x) = fByo () para todo x € Sy-1.

8. T € gerada por J,cq By(0(R)).



Notemos que se (T, 3) é a agao envolvente da agao parcial (R, «), entao identifi-

cando o anel R com o ideal ¢(R) de T obtemos:
1. S, = RN B,(R).

2. O(g = ﬂg |Sg—1‘

3. T'= % By(R).
geG
A existéncia de uma unidade em cada S, é condigao necesséria e suficiente para

a existéncia e unicidade da envolvente, como mostra o préximo resultado.

Teorema 1.1.4 (/3/, Teorema 4.5) Seja R wum anel com wunidade. Entdo, uma
acao parcial o de um grupo G sobre R possui uma agao global envolvente [3,
se e somente se, cada ideal Sy (g € G) € um anel com unidade. Além disso, se 3

existe, ela € unica a menos de equivaléncias.

Exemplo 1.1.5 Seja G um grupo que age (globalmente) sobre um anel 7" e R um
ideal de T'. Tomando S, = RN B,(R) para todo g € G e definindo o : Sp-1 — S,
como a restri¢ao de 3, em S,-1, temos que a é uma acao parcial de GG sobre R. Se R
¢ um ideal gerado por um idempotente central distinto da unidade de T', entao cada
Sy tem unidade e o ¢ uma agao parcial, que tem envolvente contida em 7. Se R nao

¢ G-invariante, entao o nao ¢ global sobre R.

Observemos que se o grupo G ¢ infinito, entao o anel 7' nao necessariamente tem
unidade, mas todo elemento de T" tem uma unidade local. Como estamos conside-
rando cada S, com unidade (denotada 1,), entdo pelo item 1 da Definigdo 1.1.3 e

identificando R com o ideal p(R) de T', temos que 1, = §,(1g)1g para todo g € G.

O skew anel de grupo parcial correspondente a «, e denotado por R+, G, se define

como o conjunto de todas as somas formais finitas EQGG aq404, onde a, € S, para todo



g € G e os 0, sao simbolos. A adicao é definida pontualmente e o produto é dado

pela seguinte regra:
(ag0g)(bnon) = ag (ag-1 (ag) b) dgn = agag(bple-1)dgn.

Como neste trabalho estamos considerando acoes parciais onde cada S, (g € G)
¢é gerado por um idempotente central, entao o Teorema 1.1.4 garante a existéncia de
uma acao envolvente (7', ) para a agao parcial (R, «). Assim, pelo seguinte resultado

temos que o skew anel de grupo parcial R x, G é um anel associativo.

Teorema 1.1.6 (/3/, Proposi¢ao 4.3) Se (T, [3) € uma a¢ao envolvente da a¢do par-
cial (R, ), entdo o skew anel de grupo parcial R %, G estd mergulhado em T x5 G.

Em particular, Rx, G € associativo.

Devemos notar que, em geral, o skew anel de grupo parcial Rx,G nao é associativo

como mostra o Exemplo 3.5 de [3].

No caso particular em que G é o grupo ciclico infinito gerado por ¢ e a é uma
acao parcial de GG sobre R, o skew anel de grupo parcial R x, G pode ser identificado
com o conjunto de todas as somas finitas » ;- a;z’, onde a; € S, para qualquer
inteiro i. Neste caso o anel R x, G é denotado por R (z;a) e se (T, 3) é a envolvente
de (R, a), entdo o skew anel de grupo T x5 G corresponde ao skew anel de polinémios
de Laurent 7' (z;0). Sendo R (x; ) um subanel de T (x;0), R (x;a) é chamado skew
anel de polinomios de Laurent parcial. Mais detalhes sobre este tipo de polindmios

se encontra na referéncia [2].
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1.2 Ideais Fechados e Primos em Skew Anéis de
Grupos Abelianos

Nesta se¢ao T denota um anel (nao necessariamente com unidade) e G um grupo abe-
liano que age globalmente sobre T'. Todos os resultados apresentados aqui provéem de
[13], onde sao provados mais geralmente, para o caso de produto cruzado de grupos
abelianos. Embora nesse artigo se assume que o anel T' é unitario, todos os resultados
sao validos se T' nao tem unidade, pois 1" pode ser mergulhado num anel com unidade
T'! e cada automorfismo de T pode ser extendido naturalmente a 7. Todos os resul-
tados apresentados nesta secao serao estendidos para ac¢oes parciais no Capitulo 2. A
construcao do anel de G-quocientes para anéis G-semiprimos da proxima subsecao,

serd estendida para anéis a-semiprimos na Secao 1.3.

1.2.1 O Anel de G-quocientes de T

Nesta subsecao apresentamos brevemente a construcao do anel de G-quocientes a
esquerda de Martindale ) de T' quando T é G-semiprimo (Segao 1 de [13]). Além
disso, mostramos que a acao global se estende naturalmente a ) o qual permite

construir o skew anel de grupo @ x5 G, extensao do anel T" x5 G.

Assumimos que o grupo G (nao necessariamente abeliano) age sobre T e que T é

um anel G-semiprimo.

Se I é um ideal G-invariante de T, facilmente vemos que o anulador a esquerda e
o anulador a direita de I sao ideais G-invariantes de T'. Além disso, esses anuladores

coincidem e a classe de ideais G-invariantes de T' é fechada para intersec¢oes e produtos.

Seja Z(T) = {H <¢ T | An(H) = 0}. Temos que se H,J € Z(T), entdo
HnJe#(T)e HJ € ZF(T). Ou seja a colegao .# (T') é um filtro.
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Dado U € #(T), a aplicagdo f : 7U — T denotard um homomorfismo de
T-moédulos a esquerda e esta aplicacao agira pela direita sobre os elementos de U,

isto é, (u)f para todo u € U denota f aplicado a u.

Seja 2 = {(U,f) |U € F(T)ef: vU — T} Sevpara (U,f),(V,9) € %
definimos (U, f) ~ (V,g), se e somente se, f |[ynv= ¢ |unv, entdo a relacdo ~ é de

equivaléncia. Dado (U, f) € %, denotaremos por [U, f] a classe de equivaléncia de

U, f).

O conjunto % / ~= {[A, f] | (A, f) € %}, com as operacoes [A, f] + [B,g] =
[ANB, f+g|el[A, f].[B,g] = [BA, fog] é um anel com unidade. Este anel é chamado
anel de G-quocientes a esquerda de Martindale de T', denotado por (). Note que a
classe [BA, f o g] estd bem definida, pois sendo f e g homomorfismos de T-médulos

a esquerda, temos que (BA)(fog) = (B(A)f)g com B(A)f C B.
As propriedades mais importantes do anel () estao resumidas no seguinte lema.
Note, em particular, que ) é uma extensao de 7.

Lema 1.2.1 ([13], Lema 1.1) Seja T um anel G-semiprimo. As sequintes afirmagoes

sao validas:
1. T € um subanel de (), via multiplicacao a direita.

2. Se (U, f) € %, entao para cada u € U tem-se u,o f = ((u)f),, onde (x)u, = zu
para todo v € T.

3. Seq=1[U, f] € Q, entao (u)f = uq para todo v € U. Em particular, Uq C T.

4. Para quaisquer qi,...,q, € Q, existe U € F(T) tal que Ug; C T, para cada
ie{l,..,n}.

5 SeU € F(T)ef:U— T éum homomorfismo de T-mddulos a esquerda,

entdo existe ¢ € Q tal que (u)f = uq para todo u € U.
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6. Sejaqe @ eU € F(T). SeUq=0 ouqU =0, entio q = 0.

Seja B, um automorfismo de T'. Para [I, f] € Q, a aplicacao [1, f] — [I, B,~10f0o[3,]
define um automorfismo de ) que é a extensao de [3,. Este automorfismo também
sera denotado por 3,. Assim, podemos construir o skew anel de grupo Qx5 G extensao

do anel T'x3 G.

1.2.2 Ideais Fechados de T x3 G

Se P é um ideal primo de T x5 G, entdo fatorando PN T e (PNT) g G de
T e T %3 G respectivamente, podemos assumir que P ¢ T-disjunto e 7" é um anel
G-primo. Além disso, assumimos que o grupo G ¢é abeliano. Nesta primeira parte

apresentamos algumas defini¢oes e notagoes que iremos usar mais adiante.

Seja r = deG ay0, um elemento de T'x3 G. Para cada h € G se define o h-ésimo
coeficiente & esquerda de  por ¢, (x) = a,. Como x pode ser representado de maneira

Unica por coeficientes a direita, digamos = = ) _, d,b,, entdo se define o h-ésimo

gelG

coeficiente & direita de = por ¢f (z) = by,. Portanto, ¢} (z) = B(c} (z)).

Para um elemento nao nulo x de T x3 G, se define seu suporte como

sup(z) = {g € G| (x) #0}. Como cada f, é um automorfismo de T' temos que
sup(z) = {g € G| c(x) #0}.

Se I é um ideal T-disjunto de T'x3 G, um elemento nao nulo x € I ¢é dito de suporte
minimal em I se a condicdo y € I e sup(y) & sup(x) implica y = 0. Se definem

M(I) ={z € I | z tem suporte minimal em I} e Min(I) = {sup(x) | x € M(I)}.

O conjunto O 4(I) = {t € T'| existe z € I tal que sup(z) =T e ¢, (z) = t}U{0},

onde I' € Min(I) e g € I', é um ideal G-invariante nao nulo de 7.

Para cada ideal T-disjunto I de T" %5 G, se define o fecho de I por:
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Hlr={reT+*3G| existe H € Z#(T) tal que Hx C I}

Um ideal T-disjunto I de T' x5 G ¢é dito fechado se I = [I]r. Se prova entdo que
[I]7 é um ideal T-disjunto de T x5 G, I C [I]r e Min(I) = Min([I]7) ([13], Lema
2.1). O seguinte teorema apresenta duas caracterizagoes do fecho de I. A extensao

deste teorema para acoes parciais serd dada no Teorema 2.1.6 do Capitulo 2.

Teorema 1.2.2 ([13], Teorema 2.2) Se I é um ideal T-disjunto de T x5 G, entao:
1. )7 € o maior ideal T-disjunto J de Tx3 G, tal que I C J e Min(I) = Min(J).

2. [I]r é o menor ideal fechado de T %3 G, tal que I C [I]r.

Como consequéncia do teorema anterior, temos que [I|r é o tnico ideal fechado

de T x5 G, tal que I C [I]r e Min(I) = Min([I]r) ([13], Corolario 2.3).

A classe de ideais fechados é ampla, pois facilmente se deduz que todo ideal primo
T-disjunto de T x5 G é fechado ([13], Lema 2.4). Assim, resulta natural estender a

ideais fechados resultados conhecidos para ideais primos.

1.2.3 Correspondéncia Entre os Ideais Fechados de T'x3 G e
Q *3 G

Nesta subsegao seguimos considerando 7" um anel G-primo e G um grupo abeliano.

Vamos apresentar uma correspondéncia bijetiva, que preserva ideais primos, entre os

ideais T-disjuntos fechados de T3 G e os ideais ()-disjuntos fechados de Q3 G, onde

(@ denota o anel de G-quocientes de T'.

Comegamos lembrando que se I é um ideal 7T-disjunto nao nulo de 7" x5 GG, entao

para cada I' € Min(I) e cada g € I existe um tnico elemento p = ur 4 € Q 3 G, tal
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que, sup(u) =T, ¢ (1) = 1g e x = ¢, (x)p = pcj(x) para todo = € I com sup(x) =T
Além disso, g = B,(q)p e pdy = dpp para todo g € Q e f € G ([13], Lema 3.1).

Pelo anterior, para cada ideal T-disjunto I de T %g G, se define Mg(I) como
o conjunto dos elementos y = prg, onde I' € Min(l) e g € I'. Assumimos que
Mg({0}) = @. Observemos que como consequéncia do dito acima, temos que para

cada € Mqg(l) existe J € Z(T) tal que Ju = pJ C I. Também é claro que
Qu=p@Q e (@3 G)u=p(Q 3 G).

As seguintes proposicoes caracterizam o fecho dos ideais Q)-disjuntos de Q) x3 G e
dos ideais T-disjuntos de 1" 5 G. As versoes para o caso parcial destas proposigoes

sao as Proposicoes 2.2.8 e 2.2.9 do Capitulo 2.

Proposicao 1.2.3 ([13/, Proposicao 3.5) Seja I um ideal nao nulo e Q-disjunto de
Q+*p G. Entdo, [I], = (Q x5 G)Mq(ly), onde Iy =1 N (T %5 G).

Proposicao 1.2.4 ([13], Proposi¢ao 3.6) Seja I um ideal nao nulo e T-disjunto de
T*ﬁ G. Entdo, [[]T = (Q *3 G)MQ(I) N (T *3 G)

Finalmente temos os dois teoremas principais, a correspondéncia biunivoca entre
todos os ideais T-disjuntos fechados (e primos T-disjuntos) de T3 G e todos os ideais
(Q)-disjuntos fechados (e primos @)-disjuntos) de @ *g G. A extensao destes teoremas

para o caso parcial se encontra nos Teoremas 2.2.10 e 2.2.12 do Capitulo 2.

Teorema 1.2.5 (Teorema 3.7 de [13]) Seja T um anel G-primo. Entdo, ezxiste uma
correspondéncia bijetiva entre € (T xg G) ={I <T %3 G | I é T — disjunto fechado}
e €(Qr3G) = {I"<Qxr3 G| I" éQ — disjunto fechado}. Esta correspondéncia
associa o ideal I € € (T x3 G) com o ideal I* € €(Q 3 G) se "N (T3 G) =1 e
I* = (Q#5 G)Mg(1).
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Teorema 1.2.6 (Teorema 3.9 de [13]) Seja T um anel G-primo. A corres-
pondéncia do teorema anterior induz uma correspondéncia bijetiva entre P (T*5G) =
{PaT*3 G| P éprimoT —disjunto} e Z(Q+3G) = {P* < Q*3G | P* € primo
Q — disjunto}.

O método aplicado aqui é uma extensdo do método aplicado em [7]. Ali se obti-
veram resultados similares para S = R [E] extensao livre centralizante de R e Q [E],
onde @) é o anel de quocientes maximal de R, sendo R um anel primo. Além disso,
aplicaram-se estes resultados para o estudo de varios tipos de ideais primos como for-
temente primos e primos nao singulares. Resultados andlogos foram obtidos no caso
particular do skew anel de polinémios de Laurent R (z;0) em [1]. Todos os resultados
obtidos para ideais fortemente primos e para ideais primos nao singulares, também
foram estendidos em [13]. Como nosso objetivo é estender esses resultados para o
caso parcial no Capitulo 3, vamos agora lembrar as definigdes correspondentes a estes

tipos de ideais.

Sejam I e P ideais de T tais que I ¢ P. Um insulador (& esquerda) médulo P
em [, é um subconjunto finito F' de [ satisfazendo a condicao: para todo t € T tal
que tF C P implica t € P. Note que esta definicao é equivalente a considerar ideais

I e P deT tais que P gﬁ I e satisfazendo a mesma condi¢ao de cima.

Um ideal P de T é dito fortemente primo (& esquerda), se todo ideal I de T tal que
I ¢ P, tem um insulador médulo P. O anel T é dito fortemente primo (& esquerda),

se o ideal nulo é um ideal fortemente primo (a esquerda).

Analogamente, um ideal G-invariante H de T' é dito G-fortemente primo (& es-
querda), se todo ideal G-invariante I de T tal que I ¢ H tem um insulador (&
esquerda) médulo H. O anel T' é dito G-fortemente primo (& esquerda), se o ideal

nulo é G-fortemente primo (a esquerda).
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Lembramos que um ideal a esquerda J de T é dito essencial se para todo ideal a
esquerda nao nulo I de T tem-se J N[ # 0. Para um T-mddulo a esquerda M, se
define o submddulo singular de M como Z;(yM) = {m € M | An;(m) é essencial},
onde Any(m) é o anulador & esquerda de m em 7. Considerando 7' como um 7-
moédulo, temos que Z;(7T) é um ideal de T denotado por Z;(T') e chamado o ideal

singular a esquerda de T'.

O anel T' ¢ dito nao singular a esquerda se Z;(T') = 0. Um ideal P de T é dito

nao singular a esquerda se o anel 7'/ P ¢ nao singular.

1.3 O Anel de a-quocientes de R

Nesta secao apresentamos a construcao do anel de a-quocientes a esquerda de
Martindale Q de R, usando ideais a-invariantes. Conseguimos assim, estender a
construcao feita para acoes globais na subsecao 1.2.1. Além disso, estendemos a agao

parcial a Q o qual permitird construir o skew anel de grupo parcial Q x, GG, extensao

do anel R x, G.

Assumimos que « é uma agao parcial de um grupo arbitrario G sobre R e que
R é um anel a-semiprimo. Comecamos provando que os anuladores a esquerda e a
direita de um ideal a-invariante coincidem e que a classe de ideais a-invariantes de

R é fechada para intersecoes e produtos.

Lema 1.3.1 Seja R um anel a-semiprimo e H um ideal a-invariante de R. FEntao,

as sequintes afirmacoes sao validas:

1. Any(H) e An,.(H) sao ideais a-invariantes de R.

2. Any(H) = An,.(H).
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Prova. 1. Sejam g € G, v € Any(H)NS,-1 e h € H. Entao, ay(z)h = ay(x)l,h =
ag(x)og(h') para algum h' € H N S;-1. Assim, temos que ay(z)h = a4(zh’) = 0.
Portanto, ay(x) € Any(H) N S,. A segunda parte é anédloga.

2. Como Any(H)H = 0, temos que [HAn;(H)]*> = 0. Como R é a-semiprimo
e HAn/(H) ¢é a-invariante, segue que HAn;(H) = 0 e assim An,(H) C An,.(H).

Analogamente tem-se a outra inclusao. |

Daqui em diante, An(H) denotara o ideal An;(H) = An,(H) para H um ideal

a-invariante de R.

Lema 1.3.2 Seja F(R) = {H <, R | An(H) = 0}. Se H,J € Z(R), entao
HnJe #(R) eHJ e F(R).

Prova. E claro que HNJ e HJ sio ideais « -invariantes de R. Como An(HNJ) C
An(HJ), basta ver que An(HJ) =0. Sex € Rétalque z(HJ) = 0, entao (zH)J =0
e assim 2H C An(J) = 0. Logo, xH = 0 e temos que x € An(H) = 0. Portanto,
An(HJ) = 0. [

Assim como no caso global, dado U € .#(R) e o homomorfismo de R-mddulos a

esquerda f: gU — gR, (u)f denotara f aplicado a u para todo u € U.

Seja 7 ={(U,f)|U € F(R)e f: rU— grR}. Sobre o conjunto .7 definimos
a seguinte relagao: (U, f) ~ (V,g), se e somente se, f |pnhv= ¢ |uvnv . Note que

UNV e Z(R).

Lema 1.3.3 Seja A € Z(R) e C um ideal a esquerda de R contendo A. Se f |a= g |a

para f,g € Homg(grC,r R), entao f = g.

Prova. Para todo a € A e todo ¢ € C, temos que a(c)f = (ac)f = (ac)g = a(c)g.
Portanto a[(c)f — (¢)g] = 0, assim (¢)f — (¢)g € An(A) e o resultado segue. [
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A relagdo ~ acima definida é claramente reflexiva e simétrica. E se (U, f) ~ (V, g)
e (V,g) ~ (W,h), entdao f |uav= g lunv € g [vaw= h |vaw. Assim, usando o Lema
1.3.3, temos que f |paw= h |yaw. Logo, ~ é uma relagdo de equivaléncia. Dado

(U, f) € 7, denotaremos por [U, f] a classe de equivaléncia de (U, f).
Proposicao 1.3.4 O conjunto 7 / ~={[A, f] | (A, f) € T} com as operagies:
[A, f]+[B,g]=[ANB, f + g

[A, f].1B, g] = [BA, f o g].
E um anel com unidade 1gr, chamado anel de a-quocientes a esquerda de Martindale

de R, denotado por Q.

Prova. Notemos primeiro que a classe [BA, f o g] estd bem definida, pois sendo
f e g homomorfismos de R-médulos & esquerda, temos que (BA)(fog) = (B(A)f)g
com B(A)f C B. Vamos provar entao que as operagoes estao bem definidas. Sejam
(A, [l =14 '] e [B,g] = [B',g] em Q. Entao, f [ana=["|ana € g |sre= 9 |sn5"
Sea€ ANANBNB', entao (a)(f+g) = (a)f +(a)g = (a)f + (a)g = (a)(f' + 7).
Logo, [ANB, f+g]=[ANB, f + 4]

Sea€ BANB'A'  entao a € ANA e (a)f = (a)f'. Além disso, (a)f e (a)f" €
BN B'. Portanto, (a)(f o g) = ((a)f)g = ((a)f)g = ((a)[)g = (a)(f' o ¢'). Segue
que [A, f][B, g] = [A', f]|B", ¢'].

O resto da prova segue facilmente como nos casos classicos (ver [11], [15]). [

A seguinte proposicao é uma extensao para o caso parcial da Proposicao 1.2.1.
Nela mostramos algumas propriedades do anel Q, em particular que é uma extensao

de R.

Proposicao 1.3.5 Seja R um anel a-semiprimo. As sequintes afirmacoes sao

validas:
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~

. R € um subanel de Q, via multiplicacao a direita.

2. Se (U, f) € I, entdo para cada u € U tem-se u,o f = [(u)f], onde (x)u, = zu

para todo v € R.
3. Seq= U, f] € Q entdo (u)f = uq para todo u € U. Em particular, Uqg C R.

4. Para quaisquer qq,...,q, € Q, existe U € F(R) tal que Ug; C R, para cada
ie{l,..,n}.

5 SeU € #(R) e f:U— R éum homomorfismo de R—mddulos a esquerda,

entdo existe ¢ € Q tal que (u)f = uq para todo u € U.
6. SejaqgeQelU € F(R). SeUq=0 ouqU =0, entio q = 0.

Prova. 1. Basta considerar a fun¢ao ¢ : R — Q definida por ¢(a) = [R, a,], onde
(s)a, = sa para todo s € R. Temos que ¢ é um homomorfismo de anéis porque para
todo a,b € R, (a+0b), = a,+ b, e (s)(ab), = s(ab) = (sa)b, = ((s)a, )b, = (s)(a, 0b,),
isto é, (ab), = a, ob,. Finalmente, se [R,a,] = 0 para algum a € R, segue-se que
sa = 0 para todo s € R, em particular a = 1ga = 0. Logo Ker ¢ = 0. Daqui em

diante identificaremos o anel R com o subanel ¢(R) de Q.

2. Para cadau € U ex € R, temos que (z)(u,of) = (x)u,) f = (zu)f = z(u)f =

(@)((w) f)s-

3. Para cada u € U, temos que uq = u.q = [R,u][U, f] = [U, ((v)f),] =
(R, ((w)f)] = (u)f.

4. Para cada i € {1,...,n} consideramos U; € Z(R), tal que U;q; C R. Entao,

tomando U = (_, U; o resultado segue.

5. Basta tomar ¢ = [U, f] e aplicar o item 3.
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6. Se ¢ = [V, f], entdo (UNV')q = 0. Para cada s € UNV temos que 0 = sq = (s)f.
Portanto, ¢ = [V, f] = [UNV, f |uav] = [UNV,0] = [R,0] = 0. Se qU = 0, entao
pelo item 4 existe Uy € Z(R), tal que Upyg C R. Assim, UyqU = 0 e portanto

Upq C An(U) = 0. Logo temos que Uyg = 0 o qual implica que ¢ = 0. [ |

O conjunto dos elementos ¢ € Q, tais que gr = rq para todo r € R é denominado
centralizador de R em Q e é denotado por Cgo(R). O centro de Q é o conjunto
Z(Q) ={q € Q| gp = pq para todo p € Q}. A seguinte proposi¢do mostra que de

fato estes dois conjuntos sao iguais.

Proposicao 1.3.6 Seja R um anel a-semiprimo e ¢ = [U, f] € Q. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
1. ¢ € Z(Q).
2. f € homomorfismo de R—bimddulos.
3. q € Co(R).

Prova. 1 = 3. E imediato.

3 = 2. Pelo item 3 da Proposi¢ao 1.3.5, temos que sq = (s)f para todo s € U.
Ser € R, entao (sr)f = (sr)q = s(rq) = s(qr) = (sq)r = (s) fr.

2= 1. Sejap=[V,g]. Sex € UV NVU, entdo podemos supor = uv. Assim,
(wv)(go f) = (u(v)g)f = (u)f(v)g = ((u)fv)g = ((wv)f)g = (w)(f o g). Portanto,
go [ lvvevu= f o g lvvavy e temos que [UV,go f]=[VU, fog|, isto é, pg = gp. W

Lembremos que no caso global, para T um anel G-semiprimo, a acao do grupo
G pode ser estendida ao anel de G-quocientes de T (Subsec¢ao 1.2.1). Como j& cons-
truimos o anel de a-quocientes de R, nosso objetivo a seguir serd estender a acao
parcial de G sobre R a uma acao parcial sobre Q, a qual sera também denotada por

Q.



21

Teorema 1.3.7 Seja R um anel a-semiprimo. Para cada ideal S, (g € G) de R,
seja

Sy ={q€ Q| existe He F(R) tal que Hqg C S,}.
Entao, as sequintes afirmacoes sao validas:

1. Cada S; € um ideal de Q, gerado por um idempotente central.

2. A fungdo og : S5 — Sy, definida como aj(q) = [H, fg4, onde H € F(R)
€ tal que Hqg C Sy e para cada h € H, (h)fsq = ag(a,-1(hly)q), € um

isomorfismo de anéis.

3. a= {(S;,Oz;) | g € G} define uma agdo parcial do grupo G sobre o anel Q.

Prova. 1. Se ¢ € S; e p € Q, entdo existem H,J € F(R) tais que Hq C S, e
Jp C R. Portanto, (HJ)pq C H(Jp)q € Hq C S, e assim pq € S;. Temos também
(JH)gp C JSyp = S,Jp C S,, logo gp € S,.

Como 1, ¢ um idempotente central de 12, entao também é um idempotente central
de Q. Dado ¢ € Q, temos que existe H € .#(R) tal que Hq C R, assim Hql, C S, e
qly = 14q € S;. Se p € S, entao Jp C S, para algum J € F(R). Logo, para todo
J € J temos que jpl, = jp o qual implica que J(pl, — p) = 0. Assim obtemos que

ply =p.

2. Primeiro devemos ver que «j estd bem definida para cada g € G. Se-
jam p = [U,h] e ¢ = [V,j] € S5, tais que, p = ¢ Paraa € UNV
temos que (a)fy, = aglag-1(aly)p) = ay((ag-1(aly))h) = ag((ag-1(aly))j) =
aglag-1(aly)q) = (a)fyq Logo, [U, fop] = [V, foq) € assim aj(p) = aj(q). Além
disso, f;, ¢ um homomorfismo de R-mdédulos a esquerda para todo g € G e todo

p = [Uh] € Si-1. De fato, para todo r € R e u € U, temos que (ru) fop =

ag(ag-1(ruly)p) = ag(ag-1(rlg)a,-1(uly)p) = rag(ag-1(uly)p) = r(u)fop-
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Finalmente, para todo v’ € U, [R,u.| [U, f,,] = [U,u. o f,,] e portanto para todo
u € U temos (u)(u, 0 fy,) = (ut) fgp = ag(ag-1(uu'ly)p) = uag(oy-1(u'ly)p). Assim,
(W), 0 fyp) = (u)(ag(ag1(1,)p)),. Logo, U U, fyp) = [U: (cplarg-s (u/1p)p)),] =
(R, (ag(ag-1(u'1y)p)),]. E como ay(ay-1(u'ly)p) € Sy, temos que Uaj(p) € S,. Por-
tanto, o (p) € S;.

Sejam p = [/, f], ¢ = [H,g] € S;-» com Hq C Sy e Jp C Sy1. Entdo,
O‘;(pQ) = [HJ, fypq) € para hj € HJ temos que (hj)fy,y = aglag-1(hjly)pq).

Como ay(p)ay(q) = [J, fopllH, foql = [HJ, fgp © fgql, entao para hj € HJ te-

mos que (hj)fyp o foq = (ag(ag-1(hjly)p))feq = aglag-1(ag(ag-1(hjly)p)l,)q) =
ag(ag-1(hjly)pq) = (hj)fepe- Portanto, aj(pg) = aj(p)ay(q). Analogamente se
prova que aj(p +q) = ai(p) + aj(q) e temos assim que o é um homomorfismo de

anéis para todo g € G.

Sejam p = [Un] € Siae H € Z(R), tais que Hp C S,-1. Entao,
p = [Un] = [HNU,n] e portanto para ¢ = aj(p) = [HNU, fy,] temos que

o (a3(p) = ar i (q) = [HNU, fg-1,4. Para h € HNU temse (h)fy-1, =
ag-1(ag(hly-1)q) = ag-1(og(oy-1(ag(hly-1))p)) = hp = (h)n. Logo, o (a;(p)) =
[HNU, fg-14 = [HNU,n| = p. Assim, por simetria temos que o} ¢ um isomorfismo

de anéis para todo g € G.
3. Devemos provar (i), (ii) e (i7i) da Defini¢ao 1.1.1.

(i) E claro que S; = Q. Para ¢ = [H,7] € Q, temos que o’ (q) = [H, f14]. Assim,
para todo h € H, tem-se (h)f1, = hq = (h)n. Logo, aj(q) = [H,n] = gq.

(ii) Para g,h € G se ¢ = [V,n] € af '(Sf N Sy-1), entao aj(q) = [V, frgl €
SrnN Sg,l. Logo, existem F, Fy € Z#(R) tais que Fioj(q) € Sp N Sy-1 e Fog C Sp-1.
Se A = FiNF,NV, entdo para todo a € A temos que ay(aq) = ap(ap-1(a’ly)q)
para algum o € A. Logo, ay(aq) = (a')frng = [V, fre € Si N Sy-1. Portanto,
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Aq C ap-1(Sp N Sy-1) € Sgny-1 0 qual implica que ¢ € S(*gh)_l.

(i41) Sejam q = [V,n] € o} *(SE N Sy-1) e ' € F(R) tais que Fq C Sy-1. Por um
lado temos que (o} o af)(q) = a; ([V; fug)) = [V, fypl, onde p = [V, fi4]. Por outro

lado, temos ), (q) = [V, fgnq)- Parav € VN F, temos que (v)f,, = ag(ay-1(vly)p) =

ag((ag-1(v1g)) fng) = aglan(an-1(ag-1(vlg)ln)q)) = aglan(agn-1(vlgn)lr-1q)) =

agn(agn-1(v1gn)q) = (v)fgng Portanto, (aj o aj)(q) = a;,(¢) para todo ¢ €
ap N (Spn Sy, |

Daqui em diante cada isomorfismo «j (9 € G), serd denotado simplesmente por

Proposicao 1.3.8 Seja R um anel a-primo. Se 0 # q € Q € tal que qR = Rq e
ag(qly-1) = qly para todo g € G, entio q € invertivel em Q. Em particular, o o-
centrdide estendido de R, Co(R) = {q € Z(Q) | ay(ql,—1) = ql, para todo g € G} €

um corpo.

Prova. E claro que I = RgN R é um ideal de R. Além disso, como existe
H e Z(R), tal que Hg C Re q # 0, entao I # 0. Finalmente, se r¢ € I N Sy-1,
entao ay(rq) = ay(rqly-1) = oy(rly-1)ag(ql,—1) = ay(rly-1)g € Rq. Logo, I é um

ideal a-invariante nao nulo de R.

E claro que Hq é um ideal a-invariante nao nulo de R.  Consideremos
f: Hqg — R, definida por (hq)f = h. Notemos que f estd bem definida pois se
hg = 0 e h # 0, entdo oy(hgl,—1) = ag(hl;—1)ay(gly-1) = ay(hly-1)g = 0 para
Ray(hly-1)Rq = 0 e assim ) . Rag(hl,~1)R = 0.

todo g € G. Portanto, >

geG geG

Logo, h = 0 o qual é contraditério. Além disso, é facil ver que f é um homomor-
fismo de R-médulos a esquerda. Finalmente, para p = [Hq, f] e h € H temos que

h = (hq)f = hgp, o qual implica que gp = 1g.
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Sejam y € Qe J € F(R) tais que qy = 0 e Jy C R. Entao, para todo rq € I e
todo jy € Jy temos que (rq)(jy) = 7(¢j)y = (rj')(qy) = 0, onde j' € R e qj = j'q.
Portanto, IJy = 0 o qual implica que y = 0. Temos entao que ¢ é invertivel a direita
e nao ¢é divisor de zero a esquerda. Logo, pelo item (b) do Exercicio 1.4 de [10], g é

invertivel. [ |

Proposicao 1.3.9 Seja o uma agao parcial do grupo G sobre o anel R. As sequintes

afirmagoes sao validas:
1. Se H € um ideal a-invariante de Q, entao HN R ¢ um ideal a-invariante de R.
2. Se R € a-primo (a-semiprimo), entao Q é a-primo (a-semiprimo).

3. Seja R um anel a-semiprimo. Para cada x € Qx, G existe H € F(R), tal que
Hr C Rx, G. Se Jv =0 ou xJ =0 para algum J € F(R), entio x = 0.

4. Se Rxo G € primo (semiprimo), entio Q %, G € primo (semiprimo).
Prova. 1. E evidente.

2. Sejam I, J <, 9 tais que I.J = 0. Entao, (INR)(JNR) =0eassim INR =0ou
JNR =0.Se INR =0, entao para x € [ existe H € .Z(R), tal que Hx C RNI = 0.

Logo, x = 0 e assim [ = 0. De modo andlogo se prova que J =0 quando J N R = 0.

Para a segunda parte, se 1 <1,Q tal que I? = 0, basta ver que INR = 0 e raciocinar

como acima.

3. Sejax =Y ", qidg, € Qxo G. Como cada ¢; € S}, entao existe J; € .7 (R) tal
que J;g; C S,,. Logo, tomando H = (_, J; tem-se que Hx C R, G.

Se para algum = = )., ¢;0,, € Qx, G € algum J € F(R) tem-se Jr = 0, entao
Jg; = 0 para todo i. Portanto, ¢; = 0 para todo 7 e assim x = 0. Analogamente,

xJ = 0 implica z = 0.
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4. Sejam I, J <1Q %, G, tais que IJ = 0. Entao, (I N (R, G))(JN(R*,G)) =0
eassim I N (R*,G) = 0ou JN(Rx,G) = 0. Se I N(R*,G) = 0, entdo pelo
item 3, para cada = € I existe H, € .Z%(R) tal que H,x C R %, G. Logo, H,x C

IN(R*,G)=0eassimz =0. O outro caso é anédlogo. |

Terminamos este capitulo mostrando que o anel de a-quocientes de Martindale Q
de R pode ser identificado com um ideal do anel de G-quocientes de Martindale @)
de T, onde (7, 3) é a envolvente de (R, «). Além disso, explicitamos uma envolvente

para (Q, ).

Antes notemos que se H é um ideal a-invariante nao nulo de R, entao H* =
{teT| B,(t)1g € H para todo g € G} é um ideal G-invariante nao nulo de 7" com
anulador nulo em 7'. De fato, se h € H* e t € T entao [,(ht)1r = By(h)G,(t)1g =
By(h)1rB,(t) € H. Da mesma maneira §,(th)lp € H. Se h € H* e f,g € G,
entdo Br(By(h))1r = Brg(h)1p € H. Finalmente, como Anp(H*)H* = 0, entdo
Anp(H*)H = Anp(H*)1grH = 0. Logo, Anr(H*)1g = 0 e como Anyp(H*) é um ideal
G-invariante de T, temos que Anp(H*) = 0.

Teorema 1.3.10 Seja R um anel a-semiprimo. As sequintes afirmacgoes sao vailidas:

1. A funcio ¢ : Q — Q, definida como p([H, f]) = [H*,ﬂ onde (R*)f = (h*1g)f

para h* € H*, € um monomorfismo de anéis.
2. Q~1Im ¢ é um ideal de Q.
8. E=73%cqBy(0(Q) € um ideal G-invariante de Q.

4. A acdo envolvente de (Q,a) € (E,[3), onde cada B, (9 € G) age sobre E por

restricao.

Prova. 1. ¢ estd bem definida: primeiro temos que H* € #(T'). Set € T e h* €
H*, entdo (th*)f = (th*1g)f = (t1gh*1g)f = t(h*1g)f = t(h*)f. Portanto, f é um
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homomorfismo de T-médulos & esquerda e assim [H*, f] € Q. Além disso, se h* € H
temos que (h*)f = (h*)f e assim f |gz= f. Finalmente, sejam [H, f], [H:, fi] € Q tais
que [H, f] = [Hu, f1], entdo f |gam,= fi |aom, - Set € H*N Hf, entao t1g € HN Hy,
logo (t)f = (t1g)f = (t1g)fi = (t)f1i. Portanto, f |geuz= fi |wnm; e assim
o([H, f]) = [H*, f] = [Ht, /i] = ¢([Hi, f1]), isto é, ¢ estd bem definida.

¢ é homomorfismo de anéis: se [H, f],[H1, fi] € Q, entdao ¢([H, f][Hi, f1]) =
o([H\H, fo fi]) = [(HiH)*, o fi] e o([H, fNe([Hy, fi]) = [H* fIH}, fi] =
[HfH*, f o fi]. Lembrando que HfH* C (H,H)*, para tv € H}H* temos que
(tv)fo fr = ((t)1g) fo fi = (t(vlr) ) fr = (t(v1r)[) ]y = (t)1r) ) JL = (tv)fo fi.
Logo, estendendo por linearidade temos que fo fi | HiH = fofi| HrH+ € assim
(HiH)*, fo fi] = [HIH* fo fi]. Logo, o([H, fI[Hi, fil) = @([H. f))e([H, fi]),

isto é, ¢ é um homomorfismo de anéis.

¢ ¢ injetora: se ¢ ([H, f]) = 0, entdo [H*,f] = 0 e assim (H*)f = 0. Em
particular, 0 = (H)f = (H)f o qual implica que [H, f] = 0. Daqui em diante assim

que for necessario, identificaremos Q com Im .

2. Sejam [H*,ﬂ eElmpe0#[]j €Q,onde Je FT)ej:J—TEé
um homomorfismo de T-moédulos a esquerda. Entao, [H*,ﬂ [], 7] = [JH*,foj].
Notemos que JN R € #(R) e j1 = j |jnr ¢ um homomorfismo de R-mdédulos a
esquerda. Entao, [JNR, j1] € Qeassim p([(JONR)H, foji]) = ¢([H, f])e([JNR, j1]) =
[H*, fl[(JOR)*, 71| = [(JOAR)*H*, foj1]. Lembrando que J C (JNR)*, paratv € JH*
temos que ()T o J1 = (1)) N = (e((0)1R) )] = ((t0)1R) )] = (0)F o 5.
Portanto, estendendo por linearidade temos que [(J N R)*H*, f o 71| = [JH*, f o j],
isto é, o([(JNR)H, foji]) = [H*,ﬂ [J, 7]. Logo, Im ¢ é um ideal a direita de Q.

Simetricamente se prova que ¢ ((H(JNR),ji1o f]) = [H*(JNR)",jiof] =
[H*J,j oﬂ = [J, j] [H*,ﬂ, isto é, Im ¢ é um ideal a esquerda de Q.
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3. Evidente.

4. Devemos provar 1, 2 e 3 da Definicao 1.1.3. A tltima parte é clara do item 3.
Para 2, se g € G e g = [A,n] € S}, entdo existe H € F(R) tal que Hqg C Sy-1.

Temos que

onO‘g(Q) = QO([H7 fgﬂq]) = [H*’fqu e

ﬁg © gp(q) = ﬁg([A*vﬁ]) = [A*?ﬁg—l omno ﬁg]

Para h* € H* N A* tem-se (h*)m = (P*1R)fgq = oaylag-1(h*1ly)q) =
ﬁg(ﬁg‘l(h*lg)Q) = 69(59‘1(h*)1g‘1q> = ﬁg(ﬁg‘l(h*)qu) = (h*)ﬂg‘l Oﬁoﬁg‘ Portanto,
@ o ag(Q) = ﬁg © (p(Q)'

Para provar 1, seja ¢ € 5. Entao, ¢(q) € ¢(Q) e pela parte
anterior, G,-1(¢(q)) = ¢(ay-1(g)) com ¢(ay,-1(q)) € ¢(Q). Portanto, ¢(q) =
By(o(ag-1(q))) € By((Q)). E temos que ¢(57) € ¢(Q) N By(¢(Q)).

Para a outra inclusdo, identificando Q com ¢(Q) temos que se ¢ = G,(q1) €

QM 3,(Q), para certos ¢,q1 € Q, entdo ¢ = 1rBy(1r)By(q1) = 1,84(q1) € S;. [ |

Como R C Q, entdo para todo g € G temos que (,(R) C (3,(Q). Portanto,
> Be(R) €32, 84(Q) e sendo (T, 8) a envolvente de (R, a) e (£, 3) a envolvente de
(Q, ) concluimos que T' C E. Além disso, note que E é um ideal denso (bilateral) em
@, isto é, intersecta qualquer ideal nao nulo de @ pois dado ¢ € @ existe H € .#(T)

tal que Hq C T C E. Temos entao o seguinte diagrama de extensoes de anéis:
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R — T

! LN
Q — F — @Q

Na seguinte proposi¢ao damos uma condigao necesséria e suficiente para ser (Q, ()
a envolvente de (Q,a) ou equivalentemente ser £ = ). Lembramos que uma agao
parcial (R, a) com envolvente (7', 3) é dita de tipo finito se 7" é um anel com unidade

17 (ver [8], Proposigao 1.2 para equivaléncias).

Proposicao 1.3.11 Seja R um anel a-semiprimo. (Q,[3) é a envolvente de (9, a),

se e somente se, a € uma ac¢ao parcial de tipo finito.

Prova. Se (Q,[3) é a envolvente de (Q,«), entdao @ = decﬂg(Q). Em par-
ticular, 1o € >, B,(Q) para alguns ¢; € G (i = 1,..,n). Como (,(1g) ¢ a
unidade de cada (,,(Q) e cada f,(Q) é um ideal de ) para i = 1,...,n, entdo te-
mos que 1o = Zlglgn Zi1<¢2<_,,<il(—1)l+l@l(1R)5z‘2(1R)--ﬂil,1(1R)ﬁil(1R) e T (8],
Proposicao 1.10). Portanto, 7' é um anel com unidade 17 = 1¢ e assim « é de tipo

finito.

Reciprocamente, se o é de tipo finito entao 7" é um anel com unidade 17. Logo,
1y = 1g e como T" C E temos que 1g € F. Finalmente, como F ¢é um ideal de )

concluimos que £ = @ e assim (Q, 3) é a envolvente de (Q, a). |



Capitulo 2

Ideais Fechados e Primos de R x, GG

A relagao entre os ideais primos de anéis T e S para certas extensoes de anéis
T C S tem sido estudada por varios autores ([1], [5], [7], [13]). Em [7], por exemplo,
estuda-se o caso onde S = T[E] é uma extensao livre centralizante de 7. O problema
pode ser sempre reduzido ao caso em que 1" é um anel primo, desta maneira é esta-
belecida ali uma correspondéncia bijetiva entre todos os ideais T-disjuntos fechados
(em particular primos) de S e todos os ideais Q)-disjuntos fechados (em particular
primos) de Q[E] onde @ ¢é o anel de quocientes maximal de 7. A técnica usada nestes
trabalhos, foi estendida em [13] para o estudo dos ideais fechados do produto cruzado
T x5 G (em particular para skew anéis de grupo) com G um grupo abeliano. Neste
trabalho também foi provado que existe uma correspondéncia bijetiva entre os ideais
T-disjuntos fechados (em particular primos) de T'x3 G e os ideais Q-disjuntos fechados
(em particular primos) de @ x5 G, onde () é o anel de G-quocientes a esquerda de

Martindale de T e T' é um anel G-primo.

Este capitulo esta dividido em duas se¢oes. Na primeira parte definimos os ideais
fechados de R*, G e estudamos algumas de suas propriedades, provando em particu-

lar que todo ideal primo R-disjunto de R*, G é fechado. Na segunda parte, provamos

29
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que existe uma correspondéncia bijetiva entre todos os ideais R-disjuntos fechados
(e primos R-disjuntos) de R %, G e todos os ideais T-disjuntos fechados (e primos
T-disjuntos) de T' x5 G, onde (T, 3) é a envolvente de (R, «). Esta correspondéncia
estende a correspondéncia entre primos provada na Proposigao 5.1 de [8] para R um
anel a-primo e G abeliano. Além disso, provamos também que existe uma corres-
pondéncia bijetiva entre todos os ideais R-disjuntos fechados (e primos R-disjuntos)

de R x, G e todos os ideais Q-disjuntos fechados (e primos Q-disjuntos) de Q %, G.

Em resumo, provamos que existe uma correspondéncia bijetiva entre os ideais

disjuntos fechados (em particular primos) de todos os anéis do seguinte diagrama:

Rxa G — Tx3G

! LN
Qxkg G — ExgCG — Q+*3CG

Onde (T, 3) é a envolvente de (R, «), (E,[3) é a envolvente de (Q,«), Q é o anel
de a-quocientes de Martindale de R e () é o anel de G-quocientes de Martindale de

T.

2.1 Ideais Fechados de R %, G

Como o nosso objetivo é estudar os ideais primos P de R %, GG, entao fatorando
PNRe (PNR)*, G de R e R %, G respectivamente, podemos assumir que P é
R-disjunto e R é um anel a-primo. Além disso, assumimos que o grupo G que age
parcialmente sobre o anel R é abeliano e que cada ideal S, (g € G) é gerado por um
idempotente central 1,. Assim, pelo Teorema 1.1.4 existe uma envolvente (T, 3) para
(R, @) e facilmente podemos ver que T' é G-primo. Portanto, todos os resultados de
[13] sdo aplicaveis ao anel T' 3 G. Comecamos apresentando algumas definicoes e

notacoes, que iremos usar mais adiante.
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Seja ¥ = > . a40, um elemento de R*, G. Para cada h € G se define o h-
ésimo coeficiente & esquerda de x por ¢} (z) = a;. Como z pode ser representado de

maneira Unica com coeficientes a direita, digamos x = > __, 1,04b,, entao se define o

geG

h-ésimo coeficiente a direita de x por ¢ (z) = b,. Note que ¢} (z) € Sp-1. Portanto,

cn(x) = an(ch ().

Para um elemento nao nulo x de R %, G, se define seu suporte como
sup(z) = {g € G| c(x) # 0}. Como cada oy ¢ um isomorfismo de anéis, temos que

sup(z) = {g € G| ¢j(x) #0}.

Se I é um ideal R-disjunto de Rx,G, um elemento nao nulo x € I é dito de suporte
minimal em / se a condicao y € I e sup(y) & sup(x), implica y = 0. Se definem

M(I) ={x € I |  tem suporte minimal em I} e Min(I) = {sup(z) | x € M(I)}.

Note que sendo R um anel a-primo e portanto 7" um anel G-primo, temos que
F(R) é o conjunto de todos os ideais a-invariantes nao nulos de R e Z#(T) é o

conjunto de todos os ideais G-invariantes nao nulos de 7.
Definicao 2.1.1 Seja I um ideal R-disjunto de R*, G. O fecho de I € definido por:

Ilg =12 € Rx, G| existe H € #(R) tal que Hx C I}

Um ideal R-disjunto I de R x, G ¢é dito fechado se I = [I]g. Note por exemplo
que o ideal {0} é fechado.

Nosso objetivo seguinte sera caracterizar o fecho de um ideal R-disjunto de R x, G
como a intersecao de um ideal fechado de T g G com R %, G. Antes devemos
caracterizar a minimalidade de qualquer ideal T-disjunto de 7" %g GG, em termos da
minimalidade da intersecao com R x, G. Lembramos que uma acao parcial a é dita

prépria se 1, # 0 para todo g € G ([6]).
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Lema 2.1.2 Sejam R um anel a-primo, J um ideal T-disjunto de T x5z G e

I =JN(R*,G). As sequintes afirmagoes sao vdlidas:
1. Sel' € Min(J) e 1, =0 para algum g € I, entdo 1, =0 para todo g € T'.

2. Sel' € Min(J) e 1, # 0 para algum g € I, entdo 1, # 0 para todo g € I'. Além
disso, I' € Min(I).

3. Min(J) = Min(I)UA (unido disjunta), onde A estd definido do sequinte modo:
I' € A, se e somente se, 1, =0 para todo g € I' e existem I" € Min(I) e h € G,

tais que I'h =T". A = &, se e somente se, a € uma acdo propria.

4. Se J' € um ideal T-disjunto de T x3 G e I' = J' N (R %, G), entao Min(J) =
Min(J') se e somente se Min(I) = Min(I').

Prova. 1. Seja I' = {g1,..., 9, } € Min(J) e suponhamos que 1, = 0 para algum
i € {1,...,n}. Reordenando indices podemos supor que 1, = 0. Entao, para todo
r = t10g4 + ... + t,0,, € J, temos que lgzlg € J e como 1,, = 0e ' € Min(J),
temos que 1zxlp = 0 pois sup(lprly) C sup(x). Assim, se t € Op 4, (J) para algum
i € {2,...,n}, entdo existe y = >,y € J com sup(y) = I e t,, = t. Portanto,
Lpylp = 3 per thlndn = 0 e assim t,1,, = t1, = 0. Logo, O, (J)1, = 0. Como T
¢ G-primo e Or 4, (J) é um ideal G-invariante nao nulo de 7', temos que 1, = 0 para

t=2,...,n. Logo 1, = 0 para todo 7.

2. Sel' = A{g1,....,09.} € Min(J) e 1,, # 0 para algum ¢ € {1,...,n}, entdo
pelo item 1 concluimos que 1, # 0 para todo i € {1,...,n}. Além disso, existe
x = t10g + ... + 1,04, € M(J) com lgzlp = t11,0, + ... +t,1,,6,, # 0, ou seja
sup(x) = sup(lgzlg), pois do contrario raciocinando como no item 1 terfamos que

1, = 0 para todo i o qual é contraditério. Como 1gzxlg € I eI' € Min(J) temos que

I € Min(I).
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3. Seja I' = {g1, ..., 90} € Min(J). Se 1,, # 0 para algum g¢; € I, entdo pelo item
2 temos que I' € Min(I). Se 1, = 0 para algum g; € I, entao pelo item 1 temos que
1, = 0 para todo g € I'. Sejam x = t10,, + ... + t,0,, € M(J) e a € T" a unidade a

direita de t1. Entao, 25 -1(a)d,—1 = t101 + 12 (@)0g g1 + .+ 0y, g-1(a)d, -1 €

—1
9291 9291 9ngq

M(J)ecomo 1; = 1g # 0, pelo item 2 temos que I = {1, 927", ..., gngy ' } € Min(I).
Além disso, claramente vemos que IVg; = I'. Portanto, I' € A e assim Min(J) C

Min(I) U A.

Seja I' € Min(I), assim 1, # 0 para todo g € I'. Se I' ¢ Min(J), entdo existe
I'" € Min(J) com I G I'. Logo, pelo item 2 concluimos que I € Min(I), o qual é
contraditério. Logo, Min(I) C Min(J).

Sejam I' = {¢g1, ..., gn} € A, IV ={f1, ..., fu} € Min(I) e h € G tais que I"h =T
Devemos ver que I' é um suporte em J. Se y = a1y, + ... + a,dy, € M(I), entdo
YBp-1(1r)0p = ardg, + ... + anfy, 4-1(1g)dg, ¢ um elemento nao nulo de J pois a; # 0.
Se algum coeficiente de yﬁf1—1(1 r)0y, diferente de a; é nulo, entdo podemos escolher
um elemento minimal yo em J com sup(yo) & I'. Assim, para g;, € sup(yo) se t é a
unidade a direita de clgi0 (yo) entao yoﬁg;; (t)op-1 € M(J), sup(yoﬁ%1 (t)on-1) ST e
1y, = 1y n—1 # 0, logo pelo item 2 temos que sup(yoﬁgl—l(t)éh—l) € Min(I) o qual
¢ contraditério. Se I' ¢ Min(J), entdo raciocinando como antes se prova que I' ¢

Min(I) o qual é contraditério. Portanto, I' € Min(J) e assim Min(I)UA C Min(J).

Se « é propria, entao claramente A = &. Se o nao é propria, entao aplicando o

item 1 e o item 2, facilmente se prova que A # &.

4. O resultado é consequéncia direta do item anterior. |

Exemplo 2.1.3 (Exemplo de agao parcial nao prépria). Seja R = Ke_o® Keq® Kea,
onde K é um corpo e e_s, eq € €3 sao idempotentes centrais em R. Seja G o grupo

ciclico infinito gerado por o. Entao, G' age parcialmente sobre R da seguinte forma:
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ag = tdg; ag—2 @ Keqg & Key — Ke_o9 @ Keg, onde eg +— €_9 € €3 — €g; Q2 :
Ke_ o ® Keg — Keg® Keg, onde e_5 — €y € eg — €3; a,-4 : Keg — Ke_o, onde
€y > €_9; g1 @ Ke_o — Keg, onde e_y — es; a,» = 0 para todo n diferente de

0,2,4,—2,—4. Assim, 1,» = 0 para todo n diferente de 0, 2,4, —2, —4.

O seguinte lema da um método para levantar ideais R-disjuntos de R*, G a ideais
T-disjuntos de T' g G. Assim como ideais R-disjuntos fechados de R %, G a ideais
T-disjuntos fechados de T'%g GG. Antes devemos lembrar algumas notacoes ([3], Secao

5). Sejam:

M = {Z cy0q | ¢4 € R e ¢, # 0 para uma quantidade finita de g € G}

geG

N = {Z cg0q | ¢q € By(R) € ¢y # 0 para uma quantidade finita de g € G}

geG

Lembramos também que se H é um ideal a-invariante nao nulo de R, entao
H* ={t e T | 5,(t)lg € H paratodo g € G} é um ideal G-invariante nao nulo
de T'.

Lema 2.1.4 Sejam R um anel a-primo, I um ideal R-disjunto de R %, G e J um

ideal T-disjunto fechado de T'xg G. As sequintes afirmagoes sao vdlidas:
1. NIM € um ideal T-disjunto de T 5 G, tal que NIM N (R*, G) = 1I.
2. [[]R = [N[M]T N (R*a G) = 1R[NIM]T1R

3. Jo=JN(Rx, G) € um ideal R-disjunto fechado de Rx, G.
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Prova. 1. Claramente NIM ¢é um ideal de T'x3 G. Como I ¢ R-disjunto, entao
(NIMNT)1g = 1r(NIMNT)1g = 0. Assim, (NIMNT)R =0 e como NIMNT é um
ideal G-invariante nao nulo de T, temos que G,(NIMNT)R) = (NIMNT)G,(R) =0
para todo g € G. Logo, (NIM NT)T' =0 e assim NIM NT = 0.

Para a segunda parte, é claro que I C NIM e assim I C NIM N (R*, G). E
se x € NIM N (R*, G), entdo x = 1gxlr € I pois 1xgN e M1y estdao contidos em
R, G. Portanto, NIM N (R, G) = 1.

2. Se z € [I],, entdo existe H € #(R), tal que Hx C I. Se h* € H*, entdo
h*1gp € H e assim h*x = h*lge € I C NIM. Logo, H* € #(T) e H'x C NIM.
Assim, x € [NIM];. Isto prova que [I]g C [NIM]p N (R %, G).

Reciprocamente, se x € [NIM], N (R x, G), entao existe F' € #(T), tal que,
Fx CNIM e x1g = z. Assim, 1gFxlg C 1x(NIM)1g CI. Como 1zgFF = FNR €
Z(R), temos que (F N R)x = 1xpFxlp C I. Portanto, x € [1].

A 1ltima igualdade é consequéncia do fato que 1 é a unidade de R x, G' e que

[NIM]r é um ideal de T %5 G.

3. E claro que Jp é um ideal R-disjunto de R*, G e que Jy C [Jo|gr. Se = € [Jo]g,
entdao existe H € Z#(R), tal que, Hx C Jy C J. Para H* € % (T), temos que
H*1lp € H. Logo, H*x = H*lgx C J e assim x € [J]p. Como J é fechado,
concluimos que z € J N (R x, G) = Jo, isto é, [Jo]r C Jo. Portanto, [Jolg = Jo e

temos que Jy é fechado. |

Note que pelo lema anterior o fecho de um ideal R-disjunto de R %, G esta com-
pletamente caracterizado pelo fecho de um ideal T-disjunto de T" x5 G. Este fato
serd usado a diante para obter propriedades dos ideais R-disjuntos fechados e primos

R-disjuntos de R %, G. O seguinte lema estende para acoes parciais o Lema 2.1 de
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[13].

Lema 2.1.5 Seja I um ideal R-disjunto de R x, G. As sequintes afirmacgoes sao

vdlidas:
1. [I|g € um ideal R-disjunto de R %, G que contém I.
2. Min(I) = Min([I]R).

Prova. 1. Se I é um ideal R-disjunto de R x, GG, entao pelo Lema 2.1.4,
Ilg = [NIM]r N (R %, G). Como [NIM]|y é um ideal T-disjunto de T x5 G que

contém I, temos que [I|g é um ideal R-disjunto de R %, G que contém I.

2. O resultado segue do item 4 do Lema 2.1.2, pois NIM e [NIM]r sao ideais T-
disjuntos de TG com Min(NIM) = Min([NIM]r) e além disso NIMN(Rx,G) =
Ie[llg=[NIM]rN (R G). m

O seguinte teorema estende para acoes parciais o Teorema 1.2.2.

Teorema 2.1.6 Seja I um ideal R-disjunto de R*, G. As sequintes afirmacoes sao

validas:
1. [Ir € o maior ideal R-disjunto J de R*, G, tal que I C J e Min(I) = Min(J).
2. [I|r € o menor ideal fechado de R, G, tal que I C [I]g.

Prova. 1. Pelo Lema 2.1.5, é suficiente provar que se J é um ideal R-disjunto de
R x,, G satisfazendo I C J e Min(I) = Min(J), entdo J C [I|g. Seja J um ideal com
estas condi¢oes. Entdo, NIM C NJM e pelo item 4 do Lema 2.1.2 Min(NIM) =
Min(NJM). Assim, pelo Teorema 1.2.2 NJM C [NIM]r e intersectando com
R x4 G, obtemos J C [I]k.

2. Como [I|g = [NIM]|rN(R*,G) e [INIM]r é um ideal fechado de T'x3 G, entao

pelo item 3 do Lema 2.1.4 concluimos que [/]g é um ideal fechado. Finalmente, se L é
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um ideal fechado de R*, G tal que I C L, entao [NIM]r C [NLM]r e intersectando
com R %, G obtemos [I|g C [L|g = L. [

Como uma consequéncia direta do Teorema 2.1.6, temos o seguinte corolario:

Corolario 2.1.7 Se I ¢ um ideal R-disjunto de R x, G, entdo [I|gr € o unico ideal

R-disjunto fechado de R o, G que contém I e satisfaz Min(I) = Min([I]g).

O seguinte lema relaciona os ideais primos R-disjuntos de R x, G, com os ideais

fechados de R x, G.
Lema 2.1.8 Cada ideal primo R-disjunto de R, G € fechado.

Prova. Seja P um ideal primo R-disjunto de R, G. Entao, pela Proposicao 5.1
de [8] existe um tnico ideal primo T-disjunto P’ de T'*3 G, tal que, P = P'N(R*, Q).

Como P’ é fechado, entao pelo item 3 do Lema 2.1.4 concluimos que P é fechado. B

2.2 Correspondéncias Entre Ideais Fechados e Pri-
mos

Nesta secao seguimos considerando GG um grupo abeliano que age parcialmente
sobre o anel R e R um anel a-primo. Nosso objetivo principal é provar que existe
uma correspondéncia bijetiva entre todos os ideais disjuntos fechados e primos dos

anéis Rx, G, Qx, G, Tx3 G, E45 G e Qx5 G.

O seguinte teorema estabelece a correspondéncia bijetiva entre os ideais R-
disjuntos fechados (em particular primos) de R, G e os ideais T-disjuntos fechados
(em particular primos) de T' 3 G. Esta correspondéncia estende a correspondéncia

entre primos da Proposigao 5.1 de [8], para G um grupo abeliano e R um anel a-primo.
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Teorema 2.2.1 Seja R um anel a—primo. FExiste uma correspondéncia bijetiva, que
preserva ideais primos, entre € (R *o G) = {I < Rxo G | I é R — disjunto fechado}
eC(T*3G)={J 9T G| J éT — disjunto fechado}.

Prova. Para I € € (R %o G) definimos (1) = [NIM],. Entao, pelo Lema 2.1.4
temos que ¢ esta bem definida e é injetora. Para J € € (T*3G), seja I = JN(R*x,G).
Entao, pelo item 3 do Lema 2.1.4 temos que I € € (R x, G) e como I C J segue que
[NIM], C J. Finalmente, como I = [NIM]; N (R*, G) = J N (R *, G), pelo item
4 do Lema 2.1.2 concluimos que Min ([NIM],) = Min(J). Portanto, pelo Teorema
1.2.2 temos que J = [NIM], e assim ¢ é sobrejetora.

Para a segunda parte, devemos provar que P € € (R %, GG) é primo, se e somente
se, [NPM], é primo. Se P é um ideal primo R-disjunto de R %, G, entdo pela
Proposicao 5.1 de [8], existe um unico ideal primo 7-disjunto P’ de T' x5 G, tal que,
P = P'N(R*xyG). Como P = [NPM] N (R*,G) = P'N(R*,G), entdo raciocinando
como acima concluimos que [NPM],; = P’ e portanto [NPM]; é primo. A volta é

evidente. [

Corolario 2.2.2 Seja R um anel a-primo. Existe uma correspondéncia bijetiva, que
preserva ideais primos, entre €(Qx, G) = {I* < Qx, G | I* € Q—disjunto fechado}
e C(E+xsG) ={I" 1 E+s G| I* é E — disjunto fechado}.

Prova. Sendo R um anel a-primo, temos que Q também é um anel a-primo
(Proposigao 1.3.9). Além disso, (E, ) é a envolvente de (Q,«) (Teorema 1.3.10).

Logo, aplicando o Teorema 2.2.1 o resultado segue. |

Notemos que pelo Teorema 1.3.10 podemos identificar Q como um ideal de @), tal

que, Qlp = 15Q = Q. Além disso, também temos que 1z(Q x5 G)1gr = Q %, G.
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Lema 2.2.3 Seja I um ideal R-disjunto ndio nulo de Rx, G. Para cada I' € Min(I)
e cada g € T' existe um tnico elemento ' = pp, € Qx, G, tal que sup(p') =T,
!

(W) =14 e 1gxlp = ¢, (x)p’ para todo x € NIM com sup(z) =T.

Prova. Como I é um ideal R-disjunto nao nulo de R %, GG, entao pelo Lema
2.1.4 NIM ¢é um ideal T-disjunto nao nulo de 7' %3 G e pelo Lema 2.1.2 Min(I) C
Min(NIM). Sejal’ € Min(I) e g € I'. Note em particular que 1, # 0 para todo h €
. Pelo Lema 3.1 de [13], existe um tnico elemento p = pr g = >, qnon € Q 3 G,
tal que, sup(p) =T, ¢ (1) = 1g e © = ¢, (x)p para todo x € NIM com sup(z) =T.
Entdo, para ' = 1gpulp temos que ¢ (1) = 1y e 1grlp = ¢ (2)1pplp = c,(x)y para
todo x € NIM com sup(z) = I'. Em particular, como existe = € I com sup(z) =T,

tem-se que r = ci](x)u’ e portanto g1, # 0 para todo h € I'. Assim, sup(p/) =1. B

Para cada ideal I nao nulo e R-disjunto de R x, G, seja Mg(I) o conjunto dos
elementos p' = pup, € Qx, G, I' € Min(I) e g € I' dados pelo Lema 2.2.3. Analo-
gamente, denotamos por Mg(NIM) o conjunto dos elementos 1 = ur, € Q x5 G,
I' e Min(I) e g € I dados pelo Lema 3.1 de [13]. Cada elemento p € Mgo(NIM) é
um elemento normalizante de ) x3 G e é um elemento minimal do ideal ()-disjunto
(Q *3 G)Mg(NIM) ([13], Lema 3.1). Assim, para todo f € G e pp € Mgo(NIM)
temos que dpp = pdy é também um elemento minimal do ideal (Q %3 G)Mg(NIM).
Assumimos que Mo({0}) = Mg({0}) = @.

Lembramos do Teorema 1.3.10 que (E,() é a envolvente de (Q,«), onde
E =73 ,ccB(Q) e o grupo G age sobre E por restrigio de cada automorfismo /3,
(g € G). Assim, para todo z € Q e todo g € G, temos que f,(z)1g = ay(zl,-1).

Lema 2.2.4 Seja I um ideal R-disjunto nao nulo de R x, G. Para I € Min(I) e
g€Vl sejap=pury, € Mo(NIM) ey = 1gulr € Mo(I). Entdo, as seguintes

afirmagoes sao vdlidas:
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1. Para todo q € Q, qu' = plagz1(qly) e p'q = ¢y para algum ¢ € Q. Em
particular, Qu' = u'Q.

2. Existe J' € Z(R) tal que J'p/ = p/J C 1.

3. Seja h € G. Se 1, # 0, entao 1,05 = p)1,0, € p'1,0, = 1,0,4) para algum
,u’l € MQ(I)

Prova. 1. Pelo Lema 3.1 de [13], para todo ¢ € @, qu = pfB,-1(q). Entao, qu’ =
qlgrulg e como 1g é idempotente central e glg € Q, temos que g’ = 1r(qlr)ulg =
LrpfBy-1(qlg)1g. Portanto, qu’ = 1rpoy-1(qly)lr = 1pplray-1(qly). Assim, qu’ =
pag-1(qly).

Para a segunda parte temos que p'q = 1grlgppulrg = 1ruB,~1(1r)lrg =
lrplply-1q = pay-1(¢') para algum ¢’ € S;. Assim, aplicando a primeira parte

o resultado segue.

2. Pelo Lema 3.1 de [13], existe J € Z#(T) tal que Ju = pJ € NIM. Entao,
lrJplg = 1guJ1lr C 1gNIM1g C I. Logo, 1gJ = J1g = JN R € F(R) e assim
(JN R)1gulr = 1gulr(J N R) C I. Portanto, para J' = J N R € Z(R) temos que
J=pJ CI.

3. Fazendo pi1 = pdy-1j, temos que piy € Mo(NIM) e o = p6p-14. Logo, 156p1" =
1nonplep = 1p0pp10p-1.1r = 1ppi6pdn-141p = 1rBr(1p)10glr = lplrdglr =
1rp11R1,0,. Portanto, tomando pf = 1gru1lr € Mo(l) temos que 1,0,1" = pj1,0,.

Para a segunda parte basta fazer ji; = dp4-144 € raciocinar como acima. |

Pelo lema anterior temos que (Q x, G)Mg(I) é um ideal Q-disjunto de Q %, G.
Além disso, note que para qualquer g,0, € Qx, G e qualquer ' € Mq(I), temos

que gpoppt’ = qnonlpply para algum p € Mgo(NIM). Assim, ¢nonp’ = qrnopplr =



41

qn(1gopplg). Como 1répulr = 0 ou 1gdpulr € Mo(I), concluimos que g,opu’ €
QMq(I). Portanto, (Qx, G)Ma(I) = QMo(I).

Lema 2.2.5 Se A é um ideal nao nulo e Q-disjunto de Qx, G ¢ B= AN (R *, G),
entao Min(A) = Min(B).

Prova. Se I' € Min(A), entdo existe + € A com sup(x) = I'. Pelo item 3 da
Proposigao 1.3.9, existe H € % (R) tal que Hr C R *, G e assim Hx C B. Se
Hz =0, entdao x = 0 o qual é falso. Portanto, Hz # 0 e assim I' € Min(B) pois para
todo h € H com hx # 0, sup(hx) = sup(z).

Suponhamos agora que IV € Min(B) e I'' ¢ Min(A). Entao, existe 0 # y € A
com sup(y) G I". Como existe H' € .7 (R), tal que H'y C R*, G, temos H'y C B.

Portanto, H'y = 0 e segue que y = 0 o qual é contraditorio. |

Seja I um ideal nao nulo e R-disjunto de R %, G. Um elemento z € R %, G ¢ dito

residuo médulo 1, se a condigdo y € I com sup(y) C sup(x) implica y = 0.

O seguinte lema é a extensao para o caso parcial do Lema 3.2 de [13].

Lema 2.2.6 Seja I um ideal nao nulo e Q-disjunto de Qxo, G € Iy = I N (R %, G).
Para caday € Qx,G, existem elementos q; € Q, i, € Mo(ly) (1 <i<n)eze Qk,G,

tais que y = > | qipt + z, onde z € zero ou um residuo mddulo I.

Prova. O resultado é imediato se y = 0 ou y é um residuo modulo I. Caso

contrario, seja x € M(I) satisfazendo sup(x) C sup(y) e vamos fazer inducdo sobre

| sup(y) |.

Seja I' = sup(y), I'y = sup(z) e m =| I" |. Seja k > 1 e suponhamos que o lema é

valido para todo m < k.
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Para m = k, tomamos g € I'y e pj = pp, , e definimos y; = y — cé(y),u’l. Se 11

¢é zero ou um residuo moédulo 7, entao segue que y = ch(y),u’l + y;. Caso contrario,
temos 1 <| sup(y;) |< k e pela hipétese de inducao existem ¢; € Q, u; € Mo(Ip)

(2 < i < n)tais que y1 = >, gl + z, onde z é zero ou um residuo médulo 1.

l

,(y) e z é zero ou um resfduo médulo 1. [

Assim, y = > 0 | qipth + z, com ¢y = ¢
Lema 2.2.7 Sejam I um ideal nao nulo e Q-disjunto de Qx, G, Iy = IN (R, G) e
y € Qx,G. Entao, y € QMq(ly), se e somente se, existe H € F(R) tal que Hy C Ij.

Prova. Sejay = > qiu; € QMo(Ip). Pelo item 2 do Lema 2.2.4, para cada
wi existe H; € Z(R) tal que H;u, C Iy e pelo item 4 da Proposigao 1.3.5, existe
J € Z(R) tal que Jg; C R para todo i. Tomando H = ((n] Hi) J, segue que
H € Z(R) e satisfaz Hy C I. -

Seja H; € Z(R), tal que Hyy C I. Pelo Lema 2.2.6, existem elementos ¢; € Q,
pi € Mo(lp) (1 <i<n)eze Qx,G, taisque y = > ., gipt; + z, onde z & zero
ou um residuo médulo I. Como > 1" qiui € QMo(ly), existe Hy € Z(R) tal que
Hy (377 qipy) C In. Portanto, tomando H = Hy N Hy, temos que Hz C [y C I e
assim, Hz = 0 e segue z = 0. Logo, y = > 7", qipt; € QMo (). |

As seguintes proposicoes sao extensoes para o caso parcial das Proposi¢oes 3.5 e
3.6 de [13]. Elas caracterizam o fecho dos ideais R-disjuntos de R *, G e dos ideais

Q-disjuntos de Q x, G.

Proposicao 2.2.8 Seja I um ideal nao nulo e Q-disjunto de Q x, G. Entado,
[I]o = QMq(Iy), onde Iy = I N (R %, G).

Prova. Se z € [I],, entdo existe L € #(Q), tal que Lz C I. Como existe
H e #(R) tal que Hx C R*, G, entdao H; = (LN R)NH € F(R) e Hix C I.
Portanto, pelo Lema 2.2.7 temos que x € QMq(Iy). Logo, [I]o € QMq(Iy).



43

Seja y = qu’ € QMqo(lp), com g € Qe p' = ., € Mo(lp), I' € Min(lp) e g € T,
Se L € Z(R) é tal que Ly’ C Iy, entao H = QLQ € F(Q) e satisfaz Hy C I. De
fato, para ¢i,q» € Q e [ € L temos que qilgoy = qilgaqy’ = qilpay-1(q2qly) < 1.
Portanto, estendendo por linearidade temos que Hy C [ e assim y € [I]q. Logo,

QMo(1y) C [{]a. |

Proposicao 2.2.9 Se I € um ideal nao nulo e R-disjunto de R x, G, entdo

Ig = QMo(I) N (R x0 G).

Prova. Se y € [I],, entdo existe H € .#(R), tal que Hy C I. Usando indugao
como no Lema 2.2.6, existem elementos ¢; € Q, u; € Mo(I) (1 <i<n)eze€ Qx,G,
tais que y = Y-, ¢;4; + 2, onde z é zero ou um residuo médulo 7. Como existem F,
J € Z(R) taisque Fg; C Re Ju; C I paratodoi, entdo K = HJF € .7 (R) e satisfaz
Kz C I. Portanto, z =0 e assim y € QMq(I). Logo, [I|r € QMo(I) N (R x4 G).

Seja y = qu' € QMo(I) N (R %o G), com ¢ € Qe pu' = pp, € Mo(I), I' €
Min(I)egeT. Se L € F(R) étal que L/ C 1 e F € #(R) é tal que Fq C R,
entdo claramente H = LF € #(R) e satisfaz Hy C I. Portanto, y € [I]r e assim
QMo(I) N (R*q G) C [I]g. |

O seguinte teorema relaciona o conjunto de ideais R-disjuntos fechados de R*,G e
o conjunto de ideais Q-disjuntos fechados de Qx, G. Este teorema estende o Teorema

1.2.5 para o caso parcial.

Teorema 2.2.10 Seja R um anel a—primo. Entao, existe uma correspondéncia bije-
tiva entre C(R *, G) = {I <R*,G|I éR—disjunto fechado} e
C(Q*, G) = {I* 9 Q%, G| I* € Q—disjunto fechado}. Esta correspondéncia as-
socia o ideal I € € (R %o, G) com o ideal I* € €(Q %, G) se I* N (R*, G) = I via
I = QMo(I).
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Prova. Se I* € ¢ (Q*, G) é nao nulo, entdo pela Proposigao 2.2.8, I* = QMo(1),
onde I = I* N (R x4 G). Assim pela Proposicao 2.2.9, [I|g = QMq(I) N (R *, G) =
I"N(R*,G) =1. Logo, I € €(R*,G). Se J € €(Q*, G) satisfaz JN(R*,G) = 1,
entdao J = [J]g = QMo(J N (R xo G)) = QMg(I) = I*. Assim, I* +— [ define uma

correspondéncia injetora.

Se I € €(R *, G) é nao nulo, entdo I* = QMg(I) é um ideal Q-disjunto nao
nulo de Q x, G satisfazendo I* N (R *, G) = QMo(I) N (R *o G) = [I]g = I. Assim,
[I*]g = QMo(I* N (R *o G)) = QMo(I) = I*. Logo I* € €(Q*, G). Isto completa a
prova se I* # 0.

Se I* = {0}, temos que I = I* N (R *, G) = {0} e para I = {0} segue que
I* = QMo({0}) = {0}. |

Note que se I é um ideal de Rx, G, entao I N R é um ideal a-invariante de R. De

fato, se a € I'NS;-1 (g € G) entao ay(a) = 1,0,al,-16,-1 € 1.

Lema 2.2.11 Seja R um anel a-primo. FEntao, R x, G € primo, se e somente se,

Q %, G € primo.

Prova. Que R x, G é primo implica Q x, G é primo, foi provado na Proposigao

1.3.9.

Suponhamos que Q*, G é primo. Sejam A e B ideais de R+, G, tais que AB = 0.
Entao, (ANR)(BNR) =0 e como R é a-primo, temos que ANR =0ou BNR = 0.
Se ANR=0e A =0, entdo a prova termina. Se AN R =0e A # 0, entao sejam
x € [Alre H € ZF(R) tais que Hxr C A. Como HzB = 0, temos que xB = 0. Assim,
[A]gB = 0. Sejam y € B e A* o ideal fechado de Qx, G, tal que A*N(R*, G) = [A]r.
Se v € A*, existe L € Z(R), tal que Lv C [A]g, assim Lvy = 0. Portanto, temos que
vy = 0 para todo v € A*, isto é, A*y = 0. Como A* # 0 e Q*, G é primo, temos que
y = 0. Logo, B = 0.
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Se BNR =0e B =0 a prova termina. Suponhamos que BN R =0e¢ B # 0.
Se BA = 0, entao raciocinando como acima obtemos que A = 0. Se BA # 0, entao
temos que BANR =0e¢ (BA)B = 0 e de novo raciocinando como acima obtemos
que B = 0 o qual é contraditério. Portanto, em qualquer caso A = 0 ou B =0 e

assim R %, G é primo. [ |

O seguinte teorema relaciona os ideais primos R-disjuntos de R x, G e os ideais
primos Q-disjuntos de Q x, G. Este teorema é uma extensao do Teorema 1.2.6 para

acoes parciais.

Teorema 2.2.12 Seja R um anel a-primo. A correspondéncia do Teorema 2.2.10,
induz uma correspondéncia bijetiva entre (R *, G) = {P < R*, G | P é primo

R — disjunto} e P(Qx, G) = {P* < Q*, G| P* € primo Q — disjunto}.

Prova. Pelo Lema 2.2.11, basta considerar ideais nao nulos. Sejam P € & (Rx,G)
e P e Z(Qx, G), tais que P* N (R %, G) = P. Iremos provar que P é primo, se e

somente se, P* é primo.

Suponhamos que P é primo e sejam A e B ideais de Q x, G que contém P* e com
AB C P*. Como (AN (R%, G)) (BN (R*,G)) C P, temos que AN (R, G) = P
ou BN(Rx, G) =P. Se AN(R*, G) = P, entdo pelo Lema 2.2.5 temos Min(A) =
Min(P) = Min(P*). Assim, A é um ideal que contém P* e Min(A) = Min(P*), logo
pelo Teorema 2.1.6, A C [P*], e portanto A = P*. Analogamente, BN (R *, G) = P

implica B = P*. Logo, P* é primo.

Suponhamos que P* é primo e sejam A e B ideais nao nulos de R x, GG tais que
AB C P. Entdao, (ANR)(BNR) C PNR =0. Como R é a-primo, segue que
ANR=0ouBNR=0.

Se ANR =0, sejam z € [A], e H € F(R) tais que Hx C A. Como HaxB C P,
temos que B C [P], = P. Assim, [A], B C P. Suponhamos que B ¢ P e seja
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y € B, tal que y ¢ P. Seja A* o ideal fechado de Qx, G, tal que A*N(R %, G) = [A] 5.
Se v € A*, existe L € Z(R), tal que Lv C [A]y, assim Lvy C P. Pelo Lema 2.2.7,
temos que vy € P* para todo v € A*, isto é, A*y C P*. Como P* é primo e y ¢ P,
segue que A* C P*. Portanto, A C [A], = A" N(R*x,G) C PPN (R*,G) = P.

Finalmente, se BN R = 0, entao BAN R = 0. Como AB C P, temos que
(BA)B C P. Se B ¢ P, entao, raciocinando como acima concluimos que BA C P.
Assim, se A € P repetindo novamente o argumento acima, segue que B C P o qual é
contraditério. Logo, A C P. Portanto, em qualquer caso temos que A C Pou B C P

e assim P é primo. |

Corolario 2.2.13 Seja R um anel a-primo. Entao, existe uma correspondéncia bi-
jetiva, que preserva ideais primos, entre € (T x3 G) = {I* < T+ G | I* é T —
disjunto fechado} e €(E 3 G) ={I* < Ex3 G | I* é E — disjunto fechado}.

Prova. Basta usar os Teoremas 2.2.1, 2.2.10, 2.2.12 o Lema 2.2.11 e o Corolario

2.2.2. |

Corolario 2.2.14 Seja R um anel a-primo. Entao, existe uma correspondéncia bi-
jetiva, que preserva ideais primos, entre €(E x3 G) = {I[* < E*xg G | I* é E —
disjunto fechado} e €(Q*3 G) ={I* < Q*3 G | I* é Q — disjunto fechado}.

Prova. Basta usar o Corolario 2.2.13 e os Teoremas 1.2.5 ¢ 1.2.6. [ |

Em conclusao, existe uma correspondéncia bijetiva entre os ideais disjuntos fecha-

dos (em particular primos) de todos os anéis do seguinte diagrama:

Rxo G — Tx3G

! LN
Qke G — ExgG — Q+*3CG
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Onde (7', 3) é a envolvente de (R, «), (E,[3) é a envolvente de (Q,«a), Q é o anel
de a-quocientes de Martindale de R e ( é o anel de G-quocientes de Martindale de

T.



Capitulo 3
Aplicacoes

A técnica de usar a correspondéncia bijetiva entre fechados (e em particular entre
primos), foi primeiramente usada em [1] para estudar os ideais fortemente primos e
nao singulares em skew anéis de polinomios e em skew anéis de polinomios de Laurent.
Mais tarde em [13], todos esses resultados foram estendidos para produtos cruzados de
grupos abelianos. Nosso objetivo neste capitulo, serd usar a correspondéncia bijetiva
entre fechados (em particular entre primos) do Capitulo 2 para estudar os ideais
fortemente primos e primos nao singulares de R %, G. Também vamos descrever os
ideais fechados (em particular primos) do skew anel de polinomios de Laurent parcial

R (z; ).

3.1 Ideais Fortemente Primos de R %, G

Nesta segao assumimos que « é uma agao parcial do grupo abeliano G sobre o anel

R e que R é um anel a-primo.

Sejam I e P ideais de R tais que I ¢ P. Um insulador (& esquerda) médulo P
em [ é um subconjunto finito F' de [ satisfazendo a condigao: para todo r € R tal

que rF' C P implica r € P. Note que esta definicao é equivalente a considerar I e P

48
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ideais de R tais que P ; I e satisfazendo a mesma condi¢ao de cima.

Um ideal a-invariante H de R é dito a-fortemente primo (a esquerda), se todo
ideal I € .7(R) tal que I € H (ou equivalentemente H & I) tem um insulador (&
esquerda) médulo H. O anel R é dito a-fortemente primo (a esquerda), se o ideal

nulo é a-fortemente primo (& esquerda).

Lema 3.1.1 Sejam R um anel a-primo e P um ideal fechado nao nulo de R %, G.

As sequintes afirmacoes sao validas:

1. Se I € um ideal a esquerda R-disjunto de R %, G com P ; 1, entao existe

x € M(I) que é um residuo mddulo P.

2. No item 1 se I é um ideal, entdo existe x' € M(I) que é um residuo mddulo P

com 1 € sup(z').

Prova. 1. Seja P* € €(Q*, G), tal que P*N(R*,G) =P esejay € I\ P com
y =y ¢+~ (Lema 2.2.6), onde ¢; € Q, 1 € Mo(P) e v é um residuo médulo
P*. Como existe H € #(R) tal que H(Y ., qip;) C P, temos que Hy C I. Além
disso, notemos que H~v # 0, pois o contrario implicaria v = 0 e assim y € [P]gr = P,
o qual é falso. Como para qualquer 0 # zo € H~y temos que sup(zg) C sup(y), entao
xo é um residuo médulo P. Logo, tomando qualquer = € M (1) com sup(z) C sup(xg)

o resultado segue.

2. Pelo item 1 existe x € M (I) que é um residuo médulo P. Temos que sup(z) €
NIM (Lemas 2.1.4 e 2.1.2). Se sup(z) = {g1,...,gn}, entdo {1, 9297, ..., gng; '} €
Min(NIM). Como 1; = 1z # 0 temos que {1,9297 ", ..., 9ng; '} € Min(I) (Lemas
214 e 2.1.2). Logo, existe 2’ = a161 + ... + a0y 1 € M(I). Se 2’ ndo ¢ um
residuo médulo P, entdo existe 0 # y € P tal que sup(y) C sup(2’). Como P G I
temos que sup(y) = sup(z’). Entao, seja y = boy + ... + bd, 1 € M(P). Se

H=1{be R| existe z € P tal que sup(z) = sup(y) e ¢\ (z) = b} U{0} entdo H é um



50

ideal a-invariante ndo nulo de R. Se b € H, entdo existe z € P com sup(z) = sup(y)
e ct(z) = b e temos que 2(1,7,) = 0 pois z € P e sup(z(14,d,,)) C sup(z). Logo,
bly, = 0 e temos que H1, = 0. Como R é a-primo, concluimos que 1, = 0 o qual ¢

contraditério. Portanto, 2’ € M(I) é um residuo médulo P. [

Lema 3.1.2 Seja R um anel a-primo. Se existe um ideal P, R-disjunto fortemente

primo de Rx, G, entdo R é a-fortemente primo.

Prova. Seja I € Z(R). Como P é R-disjunto, temos que I x, G ¢ P.
Portanto, I *, G tem um insulador médulo P, digamos F' = {zy,..z,}. Seja
T = Zg agég, onde ag € INSY, para todo i = 1,...,n e para todo ¢ € G. Entao,
F, = {a; |1<i<n,g€G} ¢éum insulador em I. De fato, se r € R ¢ tal que
rFy = 0, entao ra; = 0 para todo ¢ = 1,2,...,n e para todo g € GG. Logo, rx; € P
para todo 2 e assimr € PN R = 0. [ |

Lema 3.1.3 Se R ¢ um anel a-fortemente primo, entao cada ideal primo R-disjunto

de R %, G € fortemente primo.

Prova. Sejam P um ideal primo R-disjunto de R, G e I um ideal de R*, G tal
que P & 1.

Se IN R # 0, entdo como I N R € % (R), temos que I N R tem um insulador Fy.
Seja x € R*, G, tal que, xFy C P. Se P = 0, facilmente segue que x = 0. Se P # 0,
entdo podemos escrever x = > q;ji; + v (Lema 2.2.6), onde ¢; € Q, uj; € Mo(P) ¢
v é um residuo médulo P*. Como existe H € .#(R) tal que H(Y ., p;) C P, temos
que lya = lza =13, qip;)a C P*, para todo a € Fy e para todo | € QHQ. E como
QHQ € .7 (Q), temos que ya € [P*]g = P* para todo a € F,. Logo, vFy = 0. Se
F € Z(R) é tal que Fy C Rx, G, entao FyFy = 0. Representando cada f+ para
f € F com coeficientes a direita, obtemos fv = 0 e assim Fy = 0. Entao, segue que

v =0 e como existe J € .#(R) com Jx C P, temos que = € [P]r = P.
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Se INR = 0, entao pelo Lema 3.1.1 (item 2) existe z € M (I) que é residuo médulo
Pel =sup(x)={g1 =1,...,9,}. Considerando o conjunto H = {a € R | existe z €
I tal que sup(z) = T e c(z) = r} U {0}, temos que H é um ideal a-invariante nao
nulo de R. Logo, H tem um insulador Fy = {ay,...,a;}. Para cada i = 1,...;t, seja
x; € M(I) tal que sup(z;) =T e ¢, (2;) = a;. Como I' € Min(I) C Min(NIM),
entao pelo Lema 2.2.3 existe p € Mg(NIM), tal que, sup(p) = I' e x; = a;u para
todo 4. Iremos provar que F = {x1.,,,2;} é um insulador médulo P em I. Seja

y € Rx, G, tal que, yF' C P.

Se P =0, entao 0 = yz;,(Q x5 G) = ya;u(Q 3 G) = ya;(Q 3 G)p. Sendo R *, G
primo, temos que @) x3 G ¢ primo e assim ya; = 0 para todo 7, isto é, yfy = 0 e

facilmente segue que y = 0.

Se P # 0, entdo podemos escrever y = > " g;i;+y, onde ¢; € Q, u; € Mo(P) ey
¢ um residuo médulo P*. Como yF' C P, entao raciocinando como na primeira parte
concluimos que yx; C P* para todo i. Assim, va; = ya;u(Q o G) = ya;ulp(Q *3
G)lg =va;f1(1R)u(Q x5 G)1g = ya;1r(Q x5 G)ulg = ¥a;(Qxq G)1rulp = ¥a;(Q x4
G)y' C P* para todo i. Se ¢/ € P*, entdo como existe J € % (R) tal que Ju' C [
temos que Jyu' C P*N (R %, G) = P. Como sup(p/) = I' = sup(z) e z é um
residuo médulo P, temos que p' é um residuo médulo P e portanto ' = 0 o qual é
contraditério. Segue que ya; € P* para todo ¢ e assim vFy = 0. Se J' € Z(R) é tal
que J'v C Rx, G, entdo J'vFy =0 e assim J'y=0. Logoy=0ey € [Plr=P. R

O seguinte teorema é uma extensao para agoes parciais do Teorema 4.3 de [13].
Lembramos que se I é um ideal de R x, G, entao Iy = I N R é um ideal a-invariante
de R e R*y G/Ig*xo G = (R/Iy) xo G ([8], Lema 2.2). E se m é o homomorfismo
canonico de R %, G em (R/Iy) %o G, entao Rx, G/I = (R4 G/Iy*xq G)/7(I) onde
m(I)=1/Iy*, G.



52

Teorema 3.1.4 Seja Py um ideal a-primo de R. As sequintes afirmacoes sao equi-

valentes:
1. Py € a-fortemente primo.
2. Cada ideal primo P de R*, G, tal que PN R = Py ¢ fortemente primo.

3. Algum ideal primo P de R x, G, tal que PN R = Py ¢é fortemente primo.

Prova. 1 = 2. Seja P um ideal primo de R x, G tal que PN R = F,. Se
L = P/Py*, G é oideal (R/Fy)-disjunto de (R/Py) xo G satisfazendo (R, G)/P =
((R/Py)*xaG)/L, entao L é primo. E pelo Lema 3.1.3, L é fortemente primo. Portanto,

P ¢ fortemente primo.
2 = 3. E evidente.

3 = 1. Seja P algum ideal fortemente primo de R x, G, tal que, PN R = F,. Se
L = P/Py*, G é oideal (R/Fy)-disjunto de (R/Py) x, G satisfazendo (R x, G)/P =
((R/Py)*oG)/L, entao L é fortemente primo. E pelo Lema 3.1.2, R/ P, é a-fortemente

primo. Portanto, Py é a-fortemente primo. |

Corolario 3.1.5 Seja o uma ac¢ao parcial do grupo G sobre o anel R. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
1. Cada ideal a-primo de R é a-fortemente primo.

2. Cada ideal primo de R *, G € fortemente primo.

Prova. 1 = 2. Se P é um ideal primo de R x, G, entao P N R é um ideal
a-primo de R e pela hipdtese temos que P N R é a-fortemente primo. Finalmente,

pelo Teorema 3.1.4 concluimos que P ¢é fortemente primo.
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2 = 1. Seja Py um ideal a-primo de R e P um ideal primo de R %, GG tal que
PN R = F,. Entao pela hipétese temos que P é fortemente primo e pelo Teorema

3.1.4, concluimos que F é a-fortemente primo. |

3.2 Ideais Primos Nao Singulares de R %, G

Nesta secao seguimos assumindo que « é uma agao parcial com envolvente do

grupo abeliano GG sobre o anel R e que R é um anel a-primo.

Lembramos que para um R-mddulo a esquerda M, o submodulo singular de M esta
definido como Z;(M) = {m € M | Angr(m) é essencial}, onde Ang(m) é o anulador a
esquerda de m em R. Considerando R como um R-mddulo, temos que Z;(rR) é um

ideal de R denotado por Z;(R) e chamado o ideal singular a esquerda de R.

O anel R ¢é dito nao singular a esquerda se Z;(R) = 0. Um ideal P de R é dito

nao singular a esquerda se o anel R/P é nao singular.

Lema 3.2.1 Seja R um anel a-primo. Se existe um ideal primo R-disjunto P nao

singular de R, G, entao R é ndo singular.

Prova. Basta ver que (Z,(R)+P)/P C Z;(R*,G/P), pois como P é nao singular,
obtemos (Z;(R) + P)/P C Z)(Rxo G/P) = 0. Assim, Z;(R) C P o qual implica que
Zi(R) C PN R =0, isto é, R é nao singular.

Sejam a + P € (Z;(R)+ P)/P com a € Z;(R) e I um ideal a esquerda de R x, G,

satisfazendo P ; I.

Se I N R # 0, entdo como (I N R) N Ang(a) # 0, existe 0 # b € I N R tal que
ba = 0. Portanto, b+P € (I/P)NAng.,c/p(a+P)eb+P # 0 em Rx,G/P, porque
PNR=0.
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Se I'N R = 0, entdao pelo Lema 3.1.1, existe x € M(I) residuo médulo P. Dado

g € I' = sup(x), consideramos o ideal a esquerda de R,

H={beR| existe y € I com sup(y) =T e c}(y) =b} U{0}.

Como a € Z;(R), entdo H N Ang(a) # 0. Logo, existe y =, 1,6,b, € I com

sup(y) =1 e bya = 0.

Se ya = 0, entdao 0 # y + P € (I/P) N Anpe,c/p(a + P). Se ya # 0, entao
podemos escolher um elemento ¢ = ), 1,0,¢;, € I, tal que, sup(c) = I', ca # 0,
cga = 0 e | sup(ca) | é minimal. Assim, sup(ca) G T'\ {g}. Se f € sup(ca), entdo
Rc(c) N Ang(a) # 0. Logo, existe s € R tal que sc(c) # 0 e sc’(c)a = 0. Se
co = ay(sly-1)e, temos que ¢o # 0, pois sci(c) = sly-1ch(c) # 0. Portanto, ¢ € I,
sup(co) = T e sup(coa) G sup(ca). Como | sup(ca) | é minimal, entao coa = 0. Assim,

O%Co—f—PG (]/P)ﬂAnR*ag/p(a+P)

Portanto, em qualquer caso temos que (I/P) N Ang,.q/p(a + P) # 0. Logo,
a+ P € Z(R*, G/P). n

Lema 3.2.2 Sejam R um anel a- primo, I um ideal nao nulo e Q-disjunto de Qx, G
elop=1N(R*,G). Se J C Q, entdo para cada y € (Q*, G)J, existem elementos
by € QJ, i € Mo(ly) (1 <i<n)ezéec(Qxr,G)J, tais quey = > | piib; + z, onde

z € zero ou um residuo modulo 1.

Prova. O resultado é imediato se y = 0 ou y é um residuo médulo I. Caso

contrério, seja x € M(I) satisfazendo sup(x) C sup(y) e vamos fazer inducao sobre

| sup(y) |

Seja I' = sup(y), I'1 = sup(xz) e m =| I" |. Seja k > 1 e suponhamos que o lema é

valido para todo m < k.
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Para m = k, tomamos g € I'y e pf = pp, , e definimos y1 = y — phag-1(c(y)).

Note que ag-1(c,(y)) € QJ, pois ¢ (y) = >, biay(a;ly-1) onde a; € J para todo
i. Se g é zero ou um residuo médulo I, entdo segue que y = pjag-1(c(y)) + y1.
Caso contrério, temos 1 <| sup(y1) |< k e pela hipdtese de inducao existem b; € Q,

Wi € Mo(lp) (2 <i < n)tais que y; = Y ., uib; + z onde z € (Q*, G)J é zero ou

l

,(y)) e z é zero ou

um residuo médulo I. Assim, y = Y, pib; + z com by = a1 (c

um residuo modulo 1. [ |

Lema 3.2.3 Se R € um anel a-primo nao singular, entao cada ideal primo R-disjunto

de R*, G € nao singular.

Prova. Assumamos que P é um ideal primo R-disjunto de R x, G tal que
Zi(R xo G/P) # 0. Entao, existe um ideal I de R %, G satisfazendo P G I e
Zi(R*, G/P)=1/P.

Seja P* € Z2(Qx,G), tal que, P*N(R*,G) =Pesejaac INR. Se # J éum
ideal & esquerda de R, entao L = (R*, G)J é um ideal a esquerda nao nulo de R*, G
coincidindo com o conjunto {»_ 1,04b, | by € J N Sy-1} e satisfazendo LN R = J.

Como P ¢ R-disjunto, temos que L € P e (L + P)/P é um ideal & esquerda nao nulo
de Rx,G/P. Como a+ P € Z(R*,G/P), existe x € L satistazendo za € P ez ¢ P.

Se P = 0, entdo ¢} (z)a = 0 para todo g € sup(r). Logo, JNAng(a) # 0. Se P # 0,
entao pelo Lema 3.2.2, podemos escrever x = Y | b+, onde b; € QJ, ! € Mo(P)
ey € (Qxq G)J é um residuo médulo P*. Como existe H € .% (R), tal que, Hu, C P,
temos que F' = QHQ € #(Q) e satisfaz F(>" | uib;a) C P*. Portanto, Fya C P* e
assim ya € [P*|g = P*. Logo, va = 0. Seja Iy € Z(R) tal que Fyy C (Rx,G)J = L.
Como cada fv (f € Fp) se pode representar com coeficientes a direita, os quais sao
elementos de J e fya = 0 entao existe 0 # 7 € J com ja = 0. Portanto, em qualquer
caso temos que JNAng(a) # 0 e assim a € Z;(R). Como R é nao singular concluimos

que a =0 e assim I N R =0.
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Se P # 0, entao pelo Lema 3.1.1 existe x € M(I) residuo médulo P. Seja
I'=sup(z), g€l ep € Mo(I) tal que z = ¢ (x)p/. Seja J um ideal & esquerda nao
nulode Re L = (R, G)J. Como (L + P)/P ¢ um ideal a esquerda nao nulo de
(R*o G)/Pex+ P € Z(R*,G/P), entao existe y € L tal que yr € Pey ¢ P. Se
P** ¢ oideal primo de Q*5 G tal que P* C P* e P**N(R*,G) = P, entdo temos que
yz(Q x5 G) = yc (2)1,u(Q 5 G) = ycl,(2)(Q +3 G)u € P**. Se i € P**, entdo como
existe J € .Z(R) tal que Ju' C P* N (R, G) = P temos que Jy' = 0 pois ¢/ é um
residuo médulo P. Logo, i/ = 0 o qual é falso. Portanto, ycé(:z:) € P*N(Rx,G) = P.
Assim, y € L satisfaz yclg(a:) € Pey ¢ P, e repetindo o mesmo argumento usado
para provar que I N R = 0, se mostra que cg(x) € Z;(R). Portanto, como R é nao

singular, temos que clg(zv) =0, o qual é contraditério.

Se P =0, entao como I N R = 0 podemos escolher = € M(I). Seja I' = sup(z),
g €l ey € Mo(l) tal que z = clg(x)u’. Seja J um ideal a esquerda nao nulo
de Re L = (R %, G)J. Como L é um ideal a esquerda nao nulo de R %, G e
x € Z(R %4 G), entdo existe y € L tal que yr = 0 e y # 0. Assim, temos que
yz(Q *5 G) = yc, (2)1,u(Q 45 G) = yc(2)(Q %5 G)u = 0. Como Q x5 G é primo e
1 # 0, entao ycé(a:) = 0. Repetindo o argumento usado para provar que [ N R = 0,
se mostra que cé(x) € Z)(R). Como R é nao singular temos que clg(x) =0, 0qual é

falso.
Portanto, cada ideal primo R-disjunto de R x, G é nao singular. [ |

O seguinte teorema é uma extensao para o caso parcial do Teorema 5.4 de [13], a

prova é semelhante a do Teorema 3.1.4.

Teorema 3.2.4 Seja Py um ideal a-primo de R. As sequintes afirmacoes sao equi-

valentes:

1. Py € nao singular.
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2. Cada ideal primo P de R*, G, tal que PN R = Py € nao singular.
3. Algum ideal primo P de R*, G, tal que PN R = Py € nao singular.

O seguinte coroldrio é uma extensao para o caso parcial do Corolério 5.5 de [13],

a prova é semelhante a do Corolario 3.1.5.

Corolario 3.2.5 Seja o uma agao parcial do grupo G sobre o anel R. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

1. Cada ideal a-primo de R é nao singular.
2. Cada ideal primo de R x, G ¢ nao singular.

Na seguinte proposicao, para I um ideal R-disjunto de R x, G caracterizamos o
ideal singular do R-mdédulo R x, G/I. Esta proposigdo é uma extensdo para agoes

parciais da Proposi¢ao 5.6 de [13].

Proposicao 3.2.6 Seja R um anel a-primo nao singular. Se I é um ideal R-disjunto

de R, G, entio Z;(r(R*, G/I)) = [I]/I.

Prova. Sejaz + 1 € Zj(r(R*o G/I)) com x = > " qu; +, onde ¢; € Q, i} €
Mq(I) e v é um residuo médulo [I]* e [I]* N (R %, G) = [I]. Seja F € Z(R) tal que
FyC R*,G. Se Fy=0segue que y =0,z € [[]ex+ 1€ [I]/I. Se Fy # 0, existe
f € F tal que fy # 0. Seja H € Z(R) tal que H(> ;_, ¢ipt;) € I. Se para algum
h € H, temos que hfvy # 0, entao existe g € sup(z) satisfazendo hfclg(y) # 0. Como
Zi(R) = 0, entdo existe um ideal & esquerda nao nulo L de R tal que lhfc(y) # 0
para todo elemento nao nulo [ de L. Como hfx + I € Z;(r(R *o G/I)), temos que
lohfz € I para algum elemento nao nulo ly € L. Assim, lohf(> 1| qip;) +lohfy € 1.
E como lohf(D> ", qip;) € I, obtemos lphfy € I. Sendo v um residuo médulo [I]*,
temos lphfy = 0 e assim lohfcg(w) = 0 o qual é contraditério. Logo, Hfy = 0 e

assim fv = 0 que também é contraditorio.
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Reciprocamente, seja y € [I] e L um ideal a esquerda ndo nulo de R. Se 0 # [ € L,
entdo ly € [I] e assim existe H € % (R) tal que Hly C I. Como HIl # 0, existe h € H
tal que lg = hl # 0. Como lyy € I e ly € L, temos que LN Ang(y + I) # 0. Logo,
y+ 1€ Z(r(Rx, G/I)). |

O seguinte teorema é uma extensao para agoes parciais, do Teorema 5.7 de [13].

Teorema 3.2.7 Seja R um anel a-primo. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. R € nao singular.

2. Cada ideal R-disjunto fechado de R, G € nao singular como R-mddulo.

Prova. 1 = 2. O resultado segue da Proposicao 3.2.6.

2 = 1. Se P é um ideal primo R-disjunto de R *, G, entdo Z;(r(R *, G/P)) =0
pela hipdtese. Seja a € Z;(R) e L um ideal a esquerda nao nulo de R. Entao, existe
0#be Ltalqueba = 0eassimb € Ang(a+P). Portanto, a+P € Z;(r(Rx.,G/P)) =
0 e obtemos que a € PN R = 0. [ |

3.3 Ideais Fechados de R (z;«)

Nesta segao consideramos uma agao parcial a do grupo ciclico infinito G = (o)
sobre R e R um anel a-primo. Desta maneira, o skew anel de grupo parcial R x, G

pode ser identificado com o conjunto de todas as somas finitas > .~

i
i—_,a;x', onde

a; € Sy, para qualquer inteiro i. Neste caso o anel R %, G é denotado por R (z;a) e
se (T, 3) e a envolvente de (R, «), entdo o skew anel de grupo T x5 G corresponde ao
skew anel de polinomios de Laurent 7' (z; o). Sendo R (z;a) um subanel de T (x; o),
R (x; ) é chamado skew anel de polinomios de Laurent parcial o qual foi introduzido

em [2].
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O objetivo desta secao é estudar os ideais fechados e primos do skew anel de po-
lindmios de Laurent parcial R (x;«). Vamos provar a correspondéncia entre ideais
fechados R disjuntos de R (z;a) e ideais fechados T' disjuntos de T (x; o) (Teorema
2.2.1), usando uma nogao mais natural de minimalidade para polinomios. Mostra-
remos que esta no¢ao nos da um caminho mais rédpido e transparente para provar
o teorema de correspondéncia citado acima. Também vamos caracterizar os ideais
fechados de R (z;a) em termos da interse¢cao de um ideal principal de Q (x;a) com

R (z;a).

Se I é um ideal R-disjunto nao nulo de R (x;a) e a,x™ + ... + a,z"™ € I para
U, A 7 0 e m < n, entdo (a,z™ + ... + ap,2")(lg-mx™™) = @y + ... + aplon-maz™™™
¢ um polinomio de I. E como I é R-disjunto, nao todos os coeficientes a,,,;1; para
1 <4 < n—m sao nulos. Portanto, existe um polinomio de grau minimo n em
I, com coeficiente constante nao nulo (polinémio préprio). Este inteiro n é dito a
minimalidade de I, denotada Min(I). Um polinomio qualquer f(z) serd denotado
simplesmente por f. Para um polinomio préprio f, o grau de f sera denotado por 0 f

e o coeficiente lider de f por lc(f). Se lc(f) = 1g, entdo o polinomio é dito ménico.

Todas estas nogdes para polindémios de T (x; o) sdo andlogas.

Lema 3.3.1 Se J ¢é um ideal T-disjunto de T (z;0) e I = J N R{z;a), entdo
Min(.J) = Min(I).

Prova. Como I C J, entao Min(J) < Min(I). Suponhamos que m = Min(J) <
Min(I). Entao, existe um polinémio f = ag + a1z + ... + a,, 2™ € J com ag, a,, # 0.
Para H ={be€ T | existe g=b+byz+ ... + bpa™ € J com b, b,, # 0} U {0}, temos
que H é um ideal o-invariante nao nulo de T. Se H N R = Hlg = 0, entao como
R é a-primo temos que T é o-primo, logo 1z = 0, o qual é contraditorio. Portanto,
HN R # 0 e assim podemos supor que ag € R. Como o polinomio 1zflg € I e

m < Min(I), temos que 1gflgr = ag + a1, + ... + apl,ma™ = 0. Portanto, ag = 0
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que é uma contradigao. Logo, Min(J) = Min(I). [

O seguinte lema da um método para levantar ideais R-disjuntos de R (x;a) a
ideais T-disjuntos de T' (x;0). Assim como ideais R-disjuntos fechados de R (z; ) a
ideais T-disjuntos fechados de T (z;0). Os conjuntos M e N da Secao 2.2 neste caso
estao dados por M = {ZiGZ cit' | ¢; € R e ¢; # 0 para um nimero finito de i € Z}
e N={>,.,cz'|c €0'(R)ec #0 para um nimero finito de i € Z}.

Se J é um ideal T-disjunto de T (x;0), entdo o fecho de J estd dado por
[Jp = {9 €T (z;0)| existe H € Z#(T) tal que Hg C J}. Por outro lado, o fecho
de J pode ser definido como [J]r = Q (z;0) f; N T (x;0) (ver [1]), onde f; é o po-
linémio dado pelo Lema 2.1 de [1] e @ é o anel de o-quocientes de T'. O polindmio f;
é monico préprio e para todo f € J com df =n = Min(J), tem-se que f = lc(f)f;.
Além disso, fyz~™ é central em @ (x;0) o qual implica que Q (x;0) f; = f,Q (x;0).

O seguinte lema é a versao para polinomios do Lema 2.1.4, sua prova é analoga.

Lema 3.3.2 Seja R um anel a-primo, I um ideal R-disjunto de R {(x;c) e J um

ideal T-disjunto fechado de T (x;0). Entdo, as sequintes afirmagoes sao vdlidas:
1. NIM ¢é um ideal T-disjunto de T (x;0), tal que, NIM N R (z;a) = 1.
2. Il =[NIM]; N R(x;a) = 1z [NIM], 1p.

3. JN R{x;a) € um ideal R-disjunto fechado de R (x; ).

O seguinte teorema estabelece a correspondéncia bijetiva entre fechados de R (x; «v)

e T (x;0).

Teorema 3.3.3 Seja R um anel a—primo. Fxiste uma correspondéncia bijetiva, que
preserva ideais primos, entre € (R (z;a)) = {I < R(z;a) | I é R — disjunto fechado}
e € (T (x;0)) ={J < T (x;0)|J éT — disjunto fechado}.
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Prova. Para I € ¢ (R (x; a)) definimos ¢(I) = [NIM],. Entao, pelo Lema 3.3.2
temos que ¢ estd bem definida e é injetora. Para J € € (T (z;0)),sejal = JNR (x; av).
Entao, pelo item 3 do Lema 3.3.2 temos que I € (R (z;a)) e como I C J temos
que [NIM]; C J. Finalmente, como I = [NIM|, N R{z;a) = J N R (z;a) pelo
Lema 3.3.1 concluimos que Min ([NIM],) = Min(J). Portanto, pelo Coroldrio 2.5
de [1] temos que J = [NIM], e assim ¢ é sobrejetora. A segunda parte é andloga a

segunda parte da prova do Teorema 2.2.1. |

Em [1] é provado que todo ideal fechado (em particular primo) T-disjunto de
T (x;0) éigual & intersegao de um ideal principal de @ (x; ) com T (z;0). O seguinte
teorema mostra um resultado andlogo para ideais fechados (em particular primos) R-

disjuntos de R (z; ).

Teorema 3.3.4 Seja R um anel a-primo. Se I € um ideal fechado de R (x; ), entdo

existe um unico polinémio monico f € Q(x;a) tal que I = Q(x; ) f N R (z; ).

Prova. Seja J = [NIM]r. Pelo Lema 3.3.2, temos que [ = JNR (z;a) = 1gJ1R.
Por [1], J = Q (x;0) f;NT (x;0), onde f; é um polinémio moénico de @ (z;0) e frz™"
¢ central em @ (x;0) para n = Min(J) = Min(I). Logo, I = 15Q (x;0) f;1r N
R(z;a). Finalmente, temos que 1zQ (z;0) f;1g = 1gQ{(zv;0) fra "2l =
1rQ (x;0) a™1gfra "1g = 1gQ(zr;0)lgfiz "1g = Q{x;a)lgfjz"1g. Se
g=1gf;x 1R, entao g—gl,, = 0, pois o contrario implicaria que existe um polinomio
de grau menor que n em @ (x; o) f;, assim 1, = 1g. Portanto, tomando f = g(1gz")
temos que f é um polindomio de Q (z;a) de grau n e [ = Q(z; ) f N R{(z;a). Além

disso, f € unico, pois é de grau minimo e tem coeficiente lider 1. |
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