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RESUMO

O objetivo deste trabalho € apresentar o desenvolvimento de um modelo
computacional, baseado no método dos elementos finitos, para o0 estudo de estruturas de
concreto armado e protendido, sob estados planos de tenséo.

O modelo computacional utiliza dois procedimentos distintos, baseados em um
modelo elasto-viscoplastico. No primeiro, determina-se a resposta da estrutura ao longo do
tempo. Considera-se, nesta etapa, que 0 material possui comportamento viscoelastico. No
segundo, busca-se a resposta da estrutura para um carregamento instanténeo, considerando-se
0 material com um comportamento el astopl astico.

Um modelo de camadas superpostas € adotado para melhor representar o
comportamento viscoelastico do concreto e da armadura protendida, onde estes materiais sdo
compostos de diversas camadas que sofrem a mesma deformacdo. Cada camada possui
diferentes propriedades mecénicas e a tensdo total € obtida pela soma das diferentes
contribui¢des de cada camada.

Para representar o concreto fissurado, utiliza-se um modelo de fissuras distribuidas,
gue leva em conta a contribuic¢éo do concreto entre fissuras.

Tanto a armadura passiva quanto a armadura de protensdo séo introduzidas no modelo
como uma linha de material mais rigido dentro do elemento de concreto. Considera-se
aderéncia perfeita entre o concreto e o0 ago. Os deslocamentos ao longo das barras de ago séo
determinados a partir dos deslocamentos nodais dos elementos de concreto. Desta forma, as
matrizes de rigidez das armaduras tém as mesmas dimensdes das matrizes de rigidez dos
elementos de concreto e ambas sdo somadas para a obtencdo das matrizes de rigidez totais.

Para verificar a precisio do modelo computacional, compararam-se resultados
numeéricos com valores experimentais disponiveis.
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ABSTRACT

The aim of this work is to present the development of a computational model, based
on the finite element method, for the study of reinforced and prestressed concrete structures
under plane stress states.

The computational model uses two different procedures, based on an elasto-
viscoplastic model. In the first procedure, the determination of the structure’s behaviour in
time is done. It is supposed, in this stage, that the material presents a viscoelastic behaviour.
In the second procedure, the structure’s response to an instantaneous loading is investigated,
considering an elastoplastic behaviour for the material.

An overlay model is adopted to better represent the concrete’s and the prestressed
reinforcement’s viscodlastic behaviour. These materials are composed by severd layers,
which have the same deformation. Each layer has different mechanical properties and the total
stress is obtained by the sum of the different contributions of each layer.

To represent the cracking of the concrete, a smeared cracking model is used, which
considers the contribution of concrete between the cracks.

The passive reinforcement as well as the prestressing one are inserted into the model
as aline of a stiffer material inside the concrete element. The bond between concrete and steel
is considered to be perfect. The displacements along the reinforcement elements are
determined from the displacements of the concrete elements nodes. Therefore, the
reinforcement stiffness matrices have the same dimensions of the stiffness matrices of the
concrete elements and both are summed to obtain the total stiffness matrices.

In order to evaluate the accuracy of the computational model, numerical results have
been compared to available experimental values.



1 INTRODUCAO
1.1 GENERALIDADES

O material concreto estrutural comporta-se de uma maneira extremamente complexa,
apresentando uma resposta altamente néo-linear, quando submetido a solicitacBes. Em virtude
da sua importancia dentro da engenharia estrutural, este material tem sido um objeto
permanente de estudo.

A fissuracdo do concreto, a plastificacdo do concreto e do aco, a diferenca entre as
resisténcias a tracdo e compressdo do concreto, a ndo-linearidade da relacdo tensdo-
deformacgdo e os fendmenos relacionados ao tempo como, fluéncia e retracdo do concreto e
relaxacdo do aco, entre outros fatores, sdo as causas desta ndo-linearidade.

O método dos elementos finitos j& se tornou uma ferramenta consagrada para solucéo
numérica de uma variedade de problemas encontrados na engenharia e pode ser usado na
andlise do funcionamento de estruturas de concreto estrutural.

Dentro do Programa de Pés-Graduacdo em Engenharia Civil da UFRGS, foram
realizados varios trabalhos, a fim de se analisar, numericamente, estruturas de concreto
armado e protendido, utilizando-se 0 método dos elementos finitos. Sensale (1991) estudou o
comportamento, ao longo do tempo, de estruturas de concreto armado, submetidas a estados
planos de tensdo, através do método dos elementos finitos. Prates Junior (1992), utilizando
como base o trabalho de Sensale (1991), estendeu tal estudo para pegas de concreto
protendido. A partir do modelo computacional implementado por Prates Janior (1992),
diversos trabalhos foram realizados, como o trabaho de Claure (1994), o qual utilizou
elementos tridimensionais para simular o comportamento de estruturas de concreto armado.
Casos particulares de pegas de concreto estrutural, podendo-se destacar estruturas reforcadas,
Dantas (2000); aderéncia imperfeita entre os materiais, Aurich (2001); entre outros, também
utilizaram como base o trabalho de Prates Janior (1992).

Face ao tempo em que foi desenvolvido o modelo computacional por Prates Janior
(1992) e aimportancia desta linha de pesguisa de estudos de pegas de concreto armado e
protendido, através do método dos elementos finitos, dentro deste Programa de Pés
Graduacdo em Engenharia Civil, fez-se necessaria a revisdo dos modelos implementados, a
atualizacdo da formulacéo utilizada, de acordo com as normas técnicas atuais, aém de se
introduzirem novos modelos, capazes de tornar o modelo computacional mais eficiente, o que
€ 0 objetivo principal deste trabal ho.

1.2 OBJETIVO DO TRABALHO

Neste trabalho, apresenta-se um modelo computacional, baseado no trabalho de Prates
Junior (1992), para simulacdo numérica de estruturas de concreto armado e protendido com
ou sem aderéncia, sob estados planos de tenséo, submetidas a cargas de curta e longa duracéo.

O concreto e 0 ago sdo considerados como tendo um comportamento elasto-
viscoplastico, onde modelos constitutivos apropriados foram implementados para smular tal
comportamento.



Para o concreto, sob a agdo do tempo, foi empregado um modelo de camadas
superpostas, onde cada camada, com propriedades mecéanicas diferentes, sofre a mesma
deformagéo total. Cada camada recebe uma parcela da tensgo total .

Um modelo de fissuras distribuidas foi utilizado para o concreto fissurado, onde se
leva em conta a contribuicéo da rigidez entre fissuras. Considera-se aderéncia perfeita entre o
CONCreto e 0 ago.

As armaduras, tanto passivas, quanto de protensdo, sdo introduzidas no modelo como
linhas de um material mais rigido dentro dos elementos de concreto. Existe compatibilidade
de deformagdes ou deslocamentos entre as barras de armadura e os elementos de concreto. A
matriz de rigidez total é obtida, assim, pela soma das matrizes de rigidez do concreto e do aco.

O modelo computacional foi implementado usando-se o software MATLAB, que
possui uma facil linguagem computaciona e, também, poderosas ferramentas gréficas. Criou-
-se, a partir deste software, além do programa principal, um programa de pré-processamento
para entrada de dados e, também, outro de pds-processamento, o0 qual permite visualizar,
graficamente, os resultados obtidos nas andlises realizadas através do programa principal.

1.3 ESTRUTURACAO DO TRABALHO

Este trabalho é congtituido de doze capitulos principais, dos quais este é o primeiro,
além de um anexo.

No capitulo 2, faz-se uma breve revisdo da teoria e apresenta-se 0 desenvolvimento do
modelo de elementos finitos, para andlise de um material elasto-viscoplastico, segundo
proposto por Owen e Hinton (1980). Mostra-se o funcionamento do algoritmo de solucéo
incremental para problemas n&o-lineares e explica-se 0 model o de camadas adotado.

O capitulo 3 apresenta os elementos finitos empregados para o concreto e para a
armadura.

Os modelos constitutivos dos materiais sdo abordados no capitulo 4 Destacam-se,
neste capitulo, 0 comportamento do concreto tracionado e comprimido e as propriedades da
armadura.

As propriedades dos materiais, dependentes do tempo, destacando-se a fluéncia e a
retracdo do concreto e arelaxacdo do ago, estéo expostas no capitulo 5.

No capitulo 6, explicam-se os modelos implementados para as estruturas pré-
tracionadas, ou pds-tracionadas com ou sem aderéncia, de concreto protendido.

No capitulo 7 mostra-se a implementacdo computacional, além dos programas de pré
e pos-processamentos desenvolvidos neste trabal ho.

No capitulo 8§ sdo apresentadas comparaces entre os resultados experimentais de
vigas de concreto armado com os obtidos pelo modelo computacional.

No capitulo 9 sdo apresentadas comparacfes entre os resultados experimentais de
laes de concreto protendido, armadas em uma sd direcdo, com os obtidos pelo modelo
computacional.

No capitulo 10, sdo apresentadas comparagdes entre os resultados experimentais de
vigas de concreto protendido, pos-tracionadas com aderéncia, com os obtidos pelo modelo
computacional.



No capitulo 11, sdo apresentadas comparacdes entre os resultados experimentais de
vigas de concreto protendido, pré-tracionadas, ou poés-tracionadas sem aderéncia, com 0S
obtidos pelo modelo computacional .

O capitulo 12 apresenta as conclusdes deste trabalho e algumas sugestdes para
trabal hos futuros.

Finalmente, no anexo A, sd0 mostrados os processos de suavizacdo e de interpolagdo
das tensbes nos elementos de concreto e nas barras de armadura, respectivamente, para
visualizacéo dos resultados através do programa de pos-processamento.



2 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA A,NALISE DE UM MATERIAL
COM COMPORTAMENTO ELASTO-VISCOPLASTICO

2.1 INTRODUCAO

Através da teoria da elasto-viscoplasticidade, pode-se obter a resposta de uma
estrutura para cargas de curta e longa duragdo. O modelo elasto-viscoplastico da Fig. 2.1
encontra solucdes tanto de problemas elastoplasticos, quando a estrutura atinge o estado
estaciondrio, quanto de problemas viscoel asticos, quando se anula a tenséo de plastificacéo.

Desta forma, o modelo computacional desenvolvido permite encontrar a solucéo
destes dois tipos de problemas. Na primeira situagéo, considerando-se o tempo tendendo ao
infinito, estuda-se a reposta de uma estrutura submetida a um carregamento instantaneo. Este
estado estével corresponde ao comportamento elastoplastico da estrutura. O segundo tipo de
problema consiste na determinagcdo da resposta da estrutura, decorrido um determinado
periodo ap6s a aplicacdo do carregamento, correspondendo ao seu comportamento
viscoel astico.

Para se representar de uma forma mais realista 0 comportamento viscoelastico de um
material, pode-se utilizar 0 modelo de camadas superpostas. Neste modelo, 0 material é
dividido em um determinado nimero de camadas, onde cada uma delas possui propriedades
mecanicas diferentes, mas sofre a mesma deformacdo total. Com isto, obtém-se um
comportamento composto, capaz de exibir as caracteristicas reais da resposta viscoel astica do

material.
L 0—/\/\/\—0 — S
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FIGURA 2.1 - Modelo elasto-viscoplastico

2.2 COMPORTAMENTO ELASTO-VISCOPLASTICO DO CONCRETO

Neste item, serd mostrada a formulagdo matematica, apresentada por Owen e Hinton
(1980), para a andlise estrutural ndo-linear, através do método dos elementos finitos, de um
material isotropico, homogéneo, de comportamento elasto-viscoplastico, além da maneira
pelaqual estaformulacdo foi empregada para simular tal comportamento do concreto.



2.2.1 Expressdesbasicas

Em problemas continuos ndo-lineares é admitido que a deformagdo total, e, sga
separada em duas componentes: elastica, ee, e viscopléstica, e,,. Desta forma, a taxa de
deformacéo total pode ser expressa por:

{g={e}+{e,}, (2.1)
onde () representa diferenciagcéo com relagéo ao tempo.

A taxa de tensdo total, {3}, é calculada a partir da taxa de deformagéo eléstica, {&.},
de acordo com:

{s}=[pe.}, (22)
onde [D] € amatriz constitutiva do material, apresentada no capitulo 3.

O comportamento viscoplastico do material é governado por uma superficie de
plastificacdo dada por:

F({s}) - R(k) =0, (2.3)
onde Fo € a tensdo de plagtificacdo uniaxia, que pode ser funcdo de um pardmetro de

endurecimento, k. Supde-se que 0 aparecimento do comportamento viscoplastico se dé
somente quando F > Fo.

Conhecido o0 estado de tensdo, é preciso estabelecer uma lei especifica para a
determinacéo da deformagao viscoplastica. Owen e Hinton (1980) sugeriram aplicar:

{e,} =9 F(P %‘j},para F>Fo
{évp} :{0} , para F £ Fo, (2_4)

naqual:

-g=1/h éo parametro de fluidez;

-Q=Q ({s}) éafuncéo potencial pléstico;

- F (F) = F =, funcdo proposta por Prates Jinior (1992).

Restringindo-se apenas ao caso de plasticidade associada, na qual F °© Q, a equacéo
(2.4) fica
1

- = F ———=qF , )
{e,;} = gF (P WSl gF (A{a} (2.5)

onde {a} é o vetor de fluxo plastico, dependente do critério de plastificacdo utilizado, a ser
visto no item 4.2.1.4.

2.2.2 Incremento de deformacgao viscoplastica

Com a lel para a taxa de deformacao viscoplastica, expressa na equacéo (2.5), pode-se
definir um incremento de deformacdo viscoplastica, {(De,,),}, correspondente a um
intervalo de tempo (Dt), =(t),4; - (t),, usando um esguema de integragdo no tempo

explicito, uma vez que o incremento de deformacéo viscoplastica fica completamente
determinado pelas condigdes existentes no tempo, (t),,, como:



{D(e,p),} = (D), {(&)n}- (2.6)

2.2.3 Incremento detensao

Utilizando-se a forma incremental na equacéo (2.2) e substituindo-se a equagéo (2.1)
também na forma incremental, obtém-se;

{(Ds)n} =[(D)n{(Dee)n} =[(D)n 1{ D) n} - {(Deyp)n})- (27)

O incremento de deformac&o total pode ser expresso em termos do incremento de
deslocamento. Assim:

{(De),} =[Bl{(Du),} , (2.8)

onde [B] é a matriz de relacdes deformactes-deslocamentos do elemento de concreto, a ser
definida no capitulo 3, e {(Du),} € o vetor de incremento de deslocamento nas diregdes dos

eixos globais cartesianos x e y.
Substituindo-se as equagdes (2.6) e (2.8) na equagdo (2.7), tem-se:

{(Ds),} =[(D), 1([B{(Du),} - Dt,{(&,},})- (29)

2.2.4 Equacbesdeequilibrio
As equagdes de equilibrio a serem satisfeitas, a cada instante de tempo, (t),, séo:

QIBIT{(s)n}aVv - {(P)} =0, (2.10)

onde {(P),,} é o vetor de carga nodal equivalente. Durante um incremento de tempo, as

equacdes de equilibrio a serem satisfeitas sdo dadas pela forma incremental da equagdo (2.10),
COMo Segue:

Q[BI"{(Ds) }dv - {(DP),} =0, (2.12)

na qual, {(DP),} representa a variagdo do vetor de carga nodal equivalente durante um
intervalo de tempo. Na maioria dos casos, 0 incremento de carga € aplicado como passo
discreto, considerando-se{(DP) ,} =0 para todos os passos de tempo, exceto para 0 primeiro
passo dentro de um incremento de carga.

Manipulando-se as equacdes (2.7) e (2.11), o incremento de deslocamento, a cada
intervalo de tempo, pode ser calculado daforma:

{(Du) .} =[(K) ] {(DF),}

{(OV)} =Q BITI(DW)H(eyp)}n (D), dV +{(DP),}, (2.12)

onde:
-[(K),1éamatriz de rigidez tangencial global, dada por:

[(K),1=Q [BI"[(D)], [BlaV ; (2.13)



- [(DF),] € o vetor de incremento de carga nodal equivaente de toda a estrutura, no passo n,
chamado de vetor de “ pseudo-cargas’.

Aplicando-se a condicdo inicial, o incremento de deslocamento pode ser calculado
para qualquer instante de tempo, que, quando substituido na equagdo (2.9), resulta no
incremento de tensdo. Assim:

{(8)nua} ={(8)n} +{(Ds)n}

e
{(U) g} ={(u),} +{(Du),} . (2.14)
Pelas equacdes (2.7) e (2.8), calcula-se o incremento de deformacéo viscopl astica:
{(De,,),} =[BI{(Du),} - [(D),] *{(Ds),} (215
e, entdo:
{(eyp)niad ={(&y)n} +{(Deyy) 0} (2.16)

O estado estacionario pode ser obtido, humericamente, examinando-se a variacéo do
deslocamento nodal. A condicdo de convergéncia € atingida quando esta quantidade torna-se
adequadamente pegquena, de acordo com o fator de tolerancia adotado no problema. Logo,
verifica-se:

[{CDN /R

R, 2.17
HOBS @10

onde:
- I{(Du),} || €anormado vetor de incremento de deslocamento;

- [I{(u) .} || €anormado vetor de deslocamento;

- TOLER é o fator de tolerancia adotado.

2.2.5 Correcdo do equilibrio

O céculo do incremento de tensdo esta baseado numa forma linearizada da equacéo de
equilibrio (2.11). Portanto, a tensdo total, {(s),.;}, obtida pela acumulagdo de todos os

incrementos de tensdes, ndo esta estritamente correta e ndo satisfaz as equacdes de equilibrio
(2.10). Segundo Strincklin, Haisler e Reisemann (1973), ha varios procedimentos de solugdo
disponiveis para se efetuarem as correcOes necessarias. A aproximacdo mais simples é avaliar
{(s),+}, conforme apresentado anteriormente e, entéo, calcular a forga residual, {(Y ).},
como:

{(Y)nea} ={(P)nsa} - QIBIT{(S) s}V 2 {O}. (2.18)

Esta forca residua é, entdo, adicionada ao incremento de forga, {(DF),,i}, no

proximo passo de tempo. Tal técnica evita um processo de iteracdo maior e, a0 mesmo tempo,
alcanca uma reducdo do erro cometido.



2.2.6 Modelo de camadas

Para muitos materiais com comportamento complexo, como no caso do concreto, o
modelo reoldgico, descrito anteriormente, pode ser muito simples para representar a histéria
de deformagdes ao longo do tempo.

Pande, Owen e Zienkiewickz (1977) sugeriram representar tais materiais, dividindo-os
em um numero conveniente de camadas, as quais se deformam iguamente. Cada camada
possui propriedades mecanicas distintas e contribui com uma parcela da tensdo total.

No caso mais geral, 0 modelo reolégico é formado por um conjunto de elementos
compostos por uma mola (componente eléstica), em s&ie com um elemento de atrito
(componente pléstica) em paralelo com um amortecedor (componente viscosa). Tém-se como
pardmetros as espessuras das camadas, g, 0s médulos de elasticidade, E, as constantes dos
amortecedores, g, e as tensdes de plastificagdo, Ry, a partir das quais comegam a atuar 0s
elementos de atrito.

Para ssmular o comportamento viscoel astico com envelhecimento do concreto, adotou-
se 0 modelo com cinco camadas superpostas, onde os elementos de atrito foram retirados,
considerando nulas as tensdes de plastificagao.

A Fig. 2.2 ilustra, esquematicamente, uma situacdo em duas dimensdes de um modelo

de camadas superpostas.
~Ei \

FIGURA 2.2 - Modelo de camadas superpostas

Cada camada pode ter tanto espessura quanto propriedades mecanicas diferentes,
resultando em um campo de tenséo, {s;}, distinto. Contribui, assm, com uma parcela para o

campo de tensdo total, {s}, conforme sua espessura, g, da forma:
d
{s}=a{sie. (219
i=1

onde j é o nimero de camadas do modelo €

2 e =1. (2.20)

i=1

A equacao de equilibrio (2.10) pode ser reescrita como:

QIEI" & {(s). ke v - {(P),} =0, (221



A matriz de rigidez do elemento serd a soma das contribuicdes de cada camada, ou
sgja

[(K),] =é. QLBI" [(D)),][Bl AV (2.22)

onde [(D,),] é a matriz constitutiva de cada camada, calculada em funcdo das suas
propriedades.

O processo de solugdo € idéntico a0 apresentado anteriormente, com o campo de
deformacéo elastica, {eq}, e viscoplastica, {epi}, aém do campo de tensdo, sendo avaliados
para cada camada. E importante ressatar que, embora tenham propriedades mecanicas
diferentes, a deformagao total € a mesma para todas as camadas.

2.3 COMPORTAMENTO ELASTO-VISCOPLASTICO DO ACO

No item anterior, foi apresentado um modelo para a andlise de um materia
homogéneo com comportamento elasto-viscoplastico. Tal modelo seria adequado para o
estudo de pegas de concreto simples.

Neste item, serd apresentada a formulagdo implementada para incorporar a armadura
tanto passiva quanto de protenséo no modelo computacional.

Um agoritmo incremental, similar a0 do concreto, pode ser desenvolvido para
descrever o comportamento el asto-viscoplastico do ago.

2.3.1 Incremento de tensdo
Conhecido o incremento de deslocamento nodal, {(Du),} , para o passo n de tempo, 0
incremento de tensdo axial em um ponto de uma barrade ago, (Ds.), , € dada por:
(Dss)n =Es(Deg), = Esl(Des)y - (Degyp)nl, (2.23)
onde:
- Es € 0 médulo de elasticidade longitudinal do ago;
- (De,), €oincremento de deformagéo elastica do aco;

- (De,), €oincremento de deformagéo total do ago;
- (Degyp)n €0 incremento de deformagdo viscoplastica do ago.
O incremento de deformacéo total pode ser calculado como:
(Des)n =<Bs >{(Du) .}, (2.24)

em que < B, > éo vetor das relagdes desl ocamentos-deformacdes da barra de armadura, a ser
definido no capitulo 3.

Usando-se um esquema de integracdo no tempo explicito, conforme o item 2.2, o
incremento de deformacéo viscoplastica para 0 ago é:

(Deyp)n = (D) {(Egp)n} (2.25)

sendo a taxa de deformagdo viscoplastica, {(&,,),} , dadano item 2.3.3.
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Substituindo-se as equagdes (2.24) e (2.25) na expressao (2.23), tem-se:
(Ds,), =E;[<B, >{(Du),} - (D), {(&,).}]- (2.26)

A tensdo no préximo passo n+l, (s.),.,, fica

n+l?

(Ss)n+1 = (Ss)n + (Dss)n ) (227)

2.3.2 Equacbesde equilibrio

A eguagdo (2.18), correspondente a forca residual, considerando a presenca da
armadura, resulta:

{(Y)nsad ={(P)paa} - Q[B]T{(S)m} dV - JBs} (Ss)naAsTs. (2.28)
O vetor de “pseudo-carga’ da equacdo (2.12) tera um acréscimo, {(DF,),} , de:
{(DFs)n} = st} ESAS{(ésvp)n}(Dt)n d87 (229)

onde s é a coordenada que descreve o eixo da barra de armadura.

2.3.3 Taxa de deformagao viscoplastica

A taxa de deformacéo viscoplastica pode ser cal culada como:
(éS\/p) n=0s (S s™ S y) ) (2-30)

onde sy é a tensdo de plastificacdo inicial e gs € o coeficiente de fluidez do aco. Na fase
elastopléastica, o coeficiente de fluidez é tomado como sendo 1x10™°.

2.3.4 Modelo de camadas

Na etapa viscoel &stica, admite-se que o coeficiente de fluidez é nulo para as barras de
armadura passiva. Ja para a armadura de protensdo, faz-se uso, de forma andloga aempregada
para o0 concreto, de um modelo de camadas para a representagdo do comportamento
viscoel astico do aco.

Assim como ocorre no concreto, cada camada do modelo implementado para o aco
pode ter propriedades mecanicas diferentes e contribui com uma parcela de tensdo. Todas as
camadas sofrem a mesma deformagdo total. A tensdo total obtida € a soma de todas as
contribui¢des das diferentes camadas.

Neste modelo, tém-se como variavels, os modulos de dasticidade, E5, e os
coeficientes de fluidez gy, para cada camada.

O vetor de forgas residuais pode ser reescrito como:
\ vo 19
{(Y)nsad ={(P)paa} - Q[B]T{(S)n+1} dV - dBsta (Ss)naAss, (2.31)
i=1

ondej € o nimero de camadas.
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Ja a parcela, correspondente a presenca da armadura, no vetor de “pseudo-carga’ €
dada por:

(D)} = & B Ex A (Ean) (DO, 5,
i=1

(2.32)
onde:
(Dsg)n =Eg[<Bg>{(Du),}- (Dt)n{(Espi)ntl: (2.33)
{Ssi}n:é.{DSsi}n; (2.34)
i=1
_d
{Ss}n_a{ssi}n (2-35)
i=1
e

(esvpi)n = 0O (Ssj - Sy)n' (2.36)



3 MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS EMPREGADOS PARA O CONCRETO
E PARA A ARMADURA

3.1 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA O CONCRETO

Para a modelagem do concreto, utilizou-se, neste trabalho, o elemento finito
isoparamétrico quadrangular, de oito nés, da familia Serendipity, sugerido por Owen e Hinton
(1980). Este elemento finito, ilustrado na Fig. 3.1, tem dois graus de liberdade em cada no,
correspondentes &s trandlagdes na direcdo dos eixos x-y, sistema global de coordenadas. Seu
campo de deslocamento varia de forma quadratica e seu campo de deformacéo € linear.

7 f 5
ﬂp
8 X 4
?
3
1 2
elemento Serendipity de 8 nds

FIGURA 3.1 - Elemento isoparamétrico quadrangular

A numeracdo dos nés, mostrada na Fig. 3.1, é iniciada no canto inferior esquerdo e
percorre o elemento de forma anti-horéria.

As fungdes de interpolagdo (ou de forma), N;, em funcdo das coordenadas
normalizadas, (X,h) e da numeragcdo dos nés, i, do elemento, sdo:

- para 0s nos de canto:
Ni:%(1+xo)(1+ho), i=1,357. (31)
- para os nos de meio de lado:
NG h?
N, =2-(0+,) (1 h*) +=-(1+hy) (- X°), 1=2,4,6,8. (32)

onde x, =xx., h, =hh, e (x;,h;) sf0 as coordenadas do ndé em quest&o.

Sendo elementos isoparamétricos, as coordenadas cartesianas, (X,y), de um ponto no
interior deste elemento podem ser representadas por:

xg_g & 0lixg
L y-aé Gl
IYE =60 NGy

onde (X;,Y;) € 0 par de coordenadas cartesianas de um né i do elemento em questdo e n é o
nimero de nos do elemento.

: (33)
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A matriz derigidez, [K], para os elementos de concreto pode ser cal culada por:
[Kc]=QBI"[D] [B]dV (34)
e pode ser obtida, numericamente, através da expressao:
ng ng .
[KeI=a a Byl [D][Bij]Wineij|‘J|7 (3.5
i=1 j=1
onde:

- ng é 0 numero de pontos de integracdo em cada direcéo do elemento;

- [Bjj] € a matriz de relagdes deformagdes-deslocamentos, calculada no ponto de integragéo
com coordenadas naturais, (Xij, hij), dada por:

N, u
ée— 0uq
é Tx "
B,]-¢0 Mg (36)
¢ iy U
SN, N,
efy Txa
onde N :‘"Ni il +ﬂNi x eostermosﬂeﬂ—x podem ser obtidos através da
x,;y  Th Ix,y  Tx X,y ™y Xy
inversa da matriz Jacobiana do elemento:
éTx Tyu €8 TN, PN, U
ol ool éé X é —— Yid
=&l Txgog=a Ix g Ix Ty, (37)
alx  Tyyg (:eé‘ TN, . é”‘ﬂNi yu
efh The &% th * 5 fh T4
- [D] € amatriz constitutiva el astica para estado plano de tensdo:
¢ n 0 ﬂ
E X -
[p]l=—=& 1 o0 q (39)
1-n"¢€ @- nu
@ 0 0
é 2 U

onde:

- E € o médulo de elasticidade longitudinal e n € o coeficiente de Poisson;
- W; e w; sdo os fatores de peso;

- §j € aespessura do elemento;

- | J| € o determinante da matriz Jacobiana do elemento.

As coordenadas naturais e os fatores de peso dos pontos de integracdo encontram-se
em Owen e Hinton (1977).
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3.2 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA A ARMADURA

Para a representacdo da armadura, utilizou-se 0 modelo incorporado, Elwi e Hrudey
(1989), onde se supde que esta resiste apenas a esforcos axiais e que ha compatibilidade de
deslocamentos entre seus pontos e os pontos de concreto localizados na mesma posicdo. Desta
forma, a matriz de rigidez da armadura tem a mesma dimensdo da matriz de rigidez do
elemento de concreto e a matriz de rigidez total é a soma das duas. Permite-se, com este
modelo, uma disposicdo arbitraria das barras de ago no interior dos elementos de concreto,
sem a geracdo de novas incognitas no problema. Podem ocorrer vérias barras de aco dentro de
um mesmo elemento finito de concreto. Admite-se, também, aderéncia perfeita entre o
CONCreto e 0 ago.

Apresenta-se, em detalhes, o procedimento para o cllculo da matriz de rigidez da
armadura, correspondente aos diversos elementos de concreto. Descrevem-se, inclusive, os
passos para a determinacdo automética dos segmentos de barras de armadura contidos em
cada elemento finito de concreto.

Este modelo foi implementado e testado em diversos trabalhos, tais como em Campos
Filho (1987), Prates Jinior (1992), Claure (1994), Dantas (2000), entre outros.

3.2.1 Modeoincor porado

No modelo incorporado, admite-se que a armadura resiste apenas a tensdes axiais na
direcdo da barra e que os deslocamentos de um ponto genérico da barra sdo iguais aos do
elemento de concreto localizado na mesma posicdo. Desta forma, as barras de ago contribuem
para arigidez apenas no sentido longitudinal e podem ser, arbitrariamente, dispostas dentro do
elemento de concreto, sem aintrodugdo de novas incognitas no problema.

Os deslocamentos ao longo da barra de armadura sdo obtidos a partir dos
deslocamentos nodais dos elementos de concreto correspondentes. Logo, a matriz de rigidez
da armadura tem a mesma dimensio da matriz de rigidez do elemento de concreto e a matriz
de rigidez total € a soma das duas. A expressdo final da matriz de rigidez do elemento resulta
em:

nb
[KI=[K ]+ & K], (3.9)
i=1

onde nb denota o nimero de segmentos de barra de armadura no interior do elemento de
concreto. A matriz de rigidez para cada barra de armadura € expressa por:

[K]=E,A,JBJ < B, >as, (310

onde:

- Es € 0o médulo de elasticidade longitudinal do ago;

- Asé a&rea da secdo transversal da barra de armadura;

- {Bg €0 vetor das relactes deformagdes-deslocamentos para a armadura.

As baras de amadura sd0 representadas por elementos unidimensionas
isoparamétricos, permitindo-se modelar barras retas e curvas. A geometria das barras retas
ficadefinida por dois pontos, enquanto que, para barras curvas, S80 hecessarios trés pontos.
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3.2.2 Formulagdo geométrica

Neste item, € apresentada a formulagdo para se incorporar barras de ago ao elemento
de concreto. A posicdo das baras é dada em coordenadas globais cartesianas,
independentemente da malha de elementos finitos. Durante o processo de determinacédo da
matriz de rigidez da armadura, necessita-se da utilizagéo das suas coordenadas naturais locais,
COmo sera visto mais adiante.

O elemento de concreto, mostrado na Fig. 3.2, é descrito usando-se as suas
coordenadas globais (X, y). As coordenadas naturais locais do elemento sdo (X, h). Seguindo o
procedimento usua para 0 mapeamento isoparamétrico, as coordenadas globais de um ponto,
localizado no interior de um elemento, so expressas em termos das funcdes de interpolacéo,
N;, conforme:

i=1
3
y=a Mo (3.11)
Os elementos infinitesimais das coordenadas globais sd0 expressos por:
i dxi i dxa
% Oly?';=[J] : dhg, (3.12)

onde [J] é amatriz Jacobiana mostrada no item 3.1.

~—4

FIGURA 3.2 - Barrade armadura no interior de um elemento de concreto

Uma importante vantagem desta formulacéo é que a locaizagdo e geometria das barras
independem da malha de elementos finitos. A armadura deve ser especificada por um
conjunto de pontos nodais. Para se garantir uma continuidade interelementar adequada, é
necessaria a colocacdo de nos nos elementos de barra, onde a armadura atravessa o contorno
do elemento de concreto. As coordenadas dos nés das barras de ago, entre os pontos de
definicdo da mesma, séo obtidas por interpolacdo. Desta maneira, nos adicionais sdo criados
dentro dos elementos finitos, onde ha presenca de armadura. Tomando-se {x} e {y;} como
vetores que contém as coordenadas globais dos nés da barra, as coordenadas de qualquer
outro ponto ao longo desta barra podem ser determinadas por:

1 X{ é"j OUinU (313)
i y=é ai 'y, :
ivp 60 Hi@vip
As funcbes de interpolacdo unidimensionais, Hj, sd0 expressas em termos de uma
coordenada normalizada, c.



16

Os varios termos da rigidez, associada a armadura, requerem integracdes sobre a
mesma. Para tanto, necessita-se de um elemento diferencial de comprimento ds, disposto ao
longo da armadura, conforme a equacdo (3.13). A orientagdo da tangente abarra, ilustrada na
Fig. 3.3, édada pelo angulo b, onde:

ds dc ds (3.14)

ds \/aeix 0 aly 62
+ =,
gdc gdc 2 (3.15)

naqual:

g
&L
o
P
c

(3.16)

,ﬂ
DD D D
o

Logo:

ds/dc - (3.17)

»

> X

FIGURA 3.3 - Coordenadas ao longo do eixo de armadura

Deste modo, os co-senos diretores da reta tangente, em qualquer ponto ao longo da
armadura, assim como o fator de mapeamento isoparamétrico, d/dc, podem ser obtidos pelas

expressdes apresentadas acima.
Um elemento diferencial de volume, dVs, da barra de aco, pode ser expresso em
funcdo do comprimento diferencial, ds, e da area da secéo transversal da barra. Resulta que:

dv, =A ds (3.18)
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Usando-se o fator de mapeamento descrito na expresséo (3.15), integrais, envolvendo
elementos de volume ao longo da armadura, podem ser escritas, em funcdo da coordenada
normalizada, ¢, como:

ds

Q.CaVs = QCA; - de, (3.19)

naqua C é umafuncdo de posi¢éo ao longo da barra de armadura.

3.2.3 Segmentos de armadura localizados no interior de um elemento de concreto

As barras de armadura sdo posicionadas pelas coordenadas globais (x,y) de seus
pontos de extremidade.

Para a obtencéo da matriz de rigidez total (concreto-aco) de um determinado € emento,
precisa-se saber quais barras interceptam este elemento, atribuindo-lhe uma rigidez adicional.
De forma andloga, as forgas internas, associadas a armadura, sdo integradas &guelas do
elemento de concreto para a obtencdo do vetor de forcas internas totais do elemento.

O modelo computacional, mostrado neste trabalho, calcula, automaticamente, os
segmentos de barras de armadura que ficam no interior do elemento de concreto.

Primeiramente, transformam-se as coordenadas globais, P (x,y), dos pontos que
definem as extremidades da barra de armadura, para coordenadas naturais locais, P, (x,h), dos

mesmos. A relacdo entre estas coordenadas, para elementos isoparamétricos, é dada por:

1xg_é” éN, (x,h) 0 ux;a (3.20)
i y=a e | :
ivp LE O N(xh)ﬂ.yié

onde:

- (X, y) sdo as coordenadas globais de um ponto qualquer;

- (%;,Y;) s@o as coordenadas globais dos nos do elemento de concreto;
- N; (x,h) sdo as fungBes de forma do elemento de concreto.

A formaexplicita, paraarelacdo inversa da equacdo (3.20), em geral, ndo é facilmente
encontrada. Entretanto, o mapeamento inverso pode ser feito, numericamente, atraves do
algoritmo de Newton-Raphson, como sugerem Elwi e Hrudey (1989). Deste modo, a
determinacdo aproximada das coordenadas (xp,h,) esta baseada no fato destas coordenadas
serem raizes do seguinte sistema de equaces.

1Xp0 od\l OU|Xu

foomi=i Py- A e : (3.21)
i IVJ 280 N, & Yi ﬁ
Usando-se 0 método de Newton-Raphson, tem-se, apds k+1 iteragdes:
IX[;]kﬂ B IX[;'Ik +\I, DXl';'Ik+l (3 22)
1 — 1 1 ’ -
| th)p 'hfv)p ! Dh%p
onde:
k+1 7 , N ~
\DX.. _qu.. n eNk Ou\Xu
oy =l ey -ady Satye (323)
A Dhg kY% -
i Dhp, gYp, 260 NGYipg
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sendo, naiteracéo k:
- [J1=[3*(x,h)], amatriz Jacobiana;
- <N¥ >=<Nf(x,h) >, as fungdes de forma do elemento de concreto.

Determinadas as coordenadas naturais dos pontos de definicdo da geometria da barra,
referenciados ao sistema natural do elemento em andlise, parte-se para uma segunda etapa,
onde se define a curva que passa por estes pontos, conforme aFig. 3.4.

A segunda etapa consiste em se determinar as coordenadas naturais da interseccéo da
reta, que contém a face do elemento, com a barra de armadura. Os lados do elemento de
concreto sdo definidos, fixando-se uma das coordenadas naturais, valendo —1 ou 1. Portanto,
cada lado € definido por uma coordenada fixa e a outra podendo ter valores entre—1 e 1.

7 E S
|_¢ X
8e $4
P, P, Py Pm
1 2 3

FIGURA 3.4 - Curvade definicdo da barra de aco
Segundo Zienkiewickz (1986), tém-se:

np
x=a fi(h)x,

i=1

np
h=a gi(x)h;,
i=1 (3.29)

onde, para 0s np pontos da barra de armadura, cal culam-se as funcoes:

gi(x):c‘“ﬁm
=L (Xi - x;)
]1

¥ (h- h.
fihy=0 M)
iz (i - hy)
jt1 (3.25)
Na terceira etapa, verifica-se a existéncia de interseccdo da curva P1, P2,..., Pn com
cada um dos quatro lados do elemento de concreto. Para tal, fixa-se a coordenada x=x1 do
elemento e calcula-se a coordenada h da interseccdo lado do elemento-curva da barra. Caso
- 1£ h£ 1, diz-se que a barra intercepta este lado do elemento. Define-se, entdo,um elemento
unidimensional, representativo da parte de armadura, situado no interior deste elemento.

A quarta etapa consiste na verificacdo do trecho de armadura, efetivamente, contido no
elemento de concreto. Destacam-se 0s seguintes casos possivels, mostrados na Fig. 3.5:

a) Um dos nés, que define uma das extremidades da barra de armadura, encontra-se
localizado dentro do elemento de concreto. Isto se evidencia quando as coordenadas naturais
de P1 ou Pnp, em médulo, sdo menores que 1. Outra situacdo pode ocorrer, quando os dois
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nos estdo fora do elemento, um de cada lado, e houver interseccdo. Obtém-se, entdo, o
comprimento real do segmento de armadura, contido no interior do elemento de concreto.

b) Os dois nés, que definem a geometria da barra de armadura, encontram-se localizados no
interior do elemento de concreto. Toma-se, entdo, para as coordenadas naturais dos pontos de
interseccdo, as mesmas coordenadas naturais dos pontos P1 e Pnp, ja obtidas, anteriormente.

¢) Nenhum dos nos de definicdo da barra de armadura esta situado dentro do elemento de
concreto. Neste caso, considera-se que a barra ndo esta contida em tal elemento. Situagcdo
idéntica ocorre, quando apenas um dos nos de extremidade da barra intercepta um lado do
elemento.

Se |—AX 4 <] ]

1 B 3 1 2 3

Caoso @ - Um dos pontos
encortra—=e na nteror
to elerenio de concreto

Caso <) - Os odols porrtos
ercortran—ae na interior
do elenento de concreta

3 4
Iid n
8e |—X 4 8n I—vx ®4

-4 3

Casa (cD - Nerhum dos pontas

encaontra-se na mnteror
oo elemento de cancrato

-
ne
w

Coso €& - Um dos pontos
encontro—se num cas ladas
do elementa de concreta

FIGURA 3.5 - Situaces possiveis de se encontrar uma barra de armadura

Na quinta etapa, ocorre a criacdo, se necessaria, de até dois nos intermediérios no
segmento de armadura, sobre o eixo da coordenada normalizada, c, conforme ilustra a Fig.
3.6. Determinam-se, posteriormente, as coordenadas cartesianas globais e naturais locais para
0s nds extremos, bem como, para os nds extremos do segmento.

Por ultimo, na sexta etapa, verificase se 0 segmento de armadura coincide com
alguma aresta em comum entre dois ou mais elementos de concreto. Neste caso, divide-se a
rigidez associada abarra de armadura entre tais elementos. Esta situacdo pode ser vista na Fig.
3.7.

©
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VN 2 9o I—D'll o
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FIGURA 3.6 - Segmento de armadura dentro do elemento de concreto
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FIGURA 3.7 - Barra de armadura localizada numa aresta em comum de dois elementos de
concreto

3.2.4 Funcbes de forma para os elementos de armadura

Polinémios de Lagrange podem ser usados para representar as funcdes de interpolacdo
dos elementos de armadura, segundo Zienkiewickz (1986), que S50 expressas por:

m _ 2 (C' Ci)
H (C)_izlm' (3.26)
kil

Esta fun¢do é um polindmio de grau m=n-1, em termos de c, tendo valor unitéario em
c=ck enulo parac=cy, ...,Ck-1,Ck+1, ---,Cn, ONde N & 0 NUmero de nds do elemento de armadura.

Deste modo, para elementos de 3 nds, empregados neste trabal ho:

2

Hl(C):C ~©
H,(c)=1- c?
_c?+c
Hs(€) = (3.27)

3.2.5 Matriz derigidez para a armadura

O campo de deformacgdes, dentro de um elemento de armadura, pode ser definido de
diversas maneiras. Segundo Zienkiewickz, Philips e Owen (1974), a deformacéo ao longo da
barra de aco € igual adeformacdo normal, no elemento de concreto, na direcdo tangente a
barra. Sendo assim, considerando-se aderéncia perfeita entre 0 concreto e 0 aco, a expressao
para a deformacdo, em uma forma incremental, conforme proposto por Elwi e Hrudey (1989),
fica

De, =De, cos®b + De, sen® b + Dg,, senbcosb. (3.28)

Os incrementos de deformagdes Dey, Dg,, Dg.y s80 obtidos diretamente da relagdo
entre o vetor de relagOes deformacdes-deslocamentos, {Bg}, determinado por Elwi e Hrudey
(1989), e o campo de incremento de deslocamento, {Du}, do elemento de concreto. Da

equacao (3.28), segue que a deformacdo incremental na armadura pode ser expressa como:
De; =<Bg >{Du}, (3.29)

onde:
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|cos bl—%+cosb b:(jl—l\lgtJ
{Bg} = : (3.30)
| dNu
' cosbsen b. —
dx k')b
As derivadas das fungdes de forma, N;, em relacdo & coordenada x ey, sdo dadas por:
i dN; U idN;
faxi_ & f de
iy =AM gy (331)
— = e}
fdyp fdhp

Aplicando-se o principio dos trabalhos virtuais, determina-se a variagdo de trabalho
interno paraa armadura:

dDW = QS (s +Ds)dDe, dVs, (3.32
naqual ss é atensdo normal na armadura e Vs é 0 seu volume.

A formaincremental darelacdo constitutiva para a armadura pode ser escrita como:

Ds. = E_De,, (3.33)
onde Es é 0 médulo de elasticidade longitudinal do aco. Assim:
dDW = ¢ylDe; s A ds+ ¢yiDe, E; Deg A ds, (3.34)
ou:
dDW =<dDu > ([K[{ Du} +{Qg}), (3.35)

onde o vetor de forca nodal equivaente {Qg} é calculado por:

{Qs} = Q{Bs}s A dc (3.36)
eamatriz derigidez paraaarmadura, [K{]:
[K]= 3lBA By <B, > = Ascle. (337

aqual pode ser representada, numericamente, pela expressao:

[Ks]—a{B i} E. < By >OI Agw,;, (3.38)
-1 dc
onde:
- w; é o fator de peso

- ng é o0 nimero de pontos de integracdo na direcdo axial da barra de armadura.



4  MODELOSCONSTITUTIVOSDOSMATERIAIS
4.1 INTRODUCAO

O materia concreto estrutural comporta-se de uma maneira extremamente complexa,
apresentando uma resposta atamente ndo-linear.

A Fig. 4.1 ilustra as trés fases tipicas pelas quais passa um elemento de concreto
estrutural, quando submetido a uma solicitacdo de flex@o: a primeira, elastica-linear, com o
concreto ndo-fissurado; a segunda, onde aparecem as fissuras e aterceira, plastica.

A fissuragdo do concreto, a plastificagdo do concreto e do aco, a diferenca entre as
resisténcias a tracdo e compressdo do concreto, a ndo-linearidade da relacéo tensdo-
deformacdo e os fendmenos relacionados ao tempo como, fluéncia e retracdo do concreto e

relaxacdo do aco protendido, entre outros fatores, como 0 engrenamento dos agregados e o
efeito de pino das barras de ago, sd0 as causas desta ndo-linearidade.

Utilizando-se 0 método dos elementos finitos, uma ferramenta consagrada para

solucdo numérica de uma variedade de problemas encontrados na engenharia, pode-se realizar
uma analise mais racional destes fendbmenos.

P
1

| - Elastica
I Il - Fissurac&o

[11 - Plastificacao

-
u

FIGURA 4.1 - Diagrama carga-deslocamento tipico de um elemento de concreto estrutural

4.2 MODELOSCONSTITUTIVOS PARA O CONCRETO

Provavelmente, a principal caracteristica do comportamento do concreto é a sua baixa
resisténcia a tracdo, quando comparada a sua resisténcia a compressdo. Por tal motivo,
utilizaram-se dois modelos distintos para descrever este comportamento. Para 0 concreto
comprimido, um modelo elastoplastico com endurecimento foi empregado. Ja para o concreto
sob tracdo, admite-se um comportamento elastico linear até a ruptura. A partir de entéo,
considera-se a contribui¢do do concreto entre fissuras narigidez total da estrutura.

A seguir, descrevem-se os modelos constitutivos empregados na representacéo do
concreto.
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4.2.1 Modelo para o concreto comprimido

O modelo elastoplastico, utilizado para descrever o comportamento do concreto
comprimido, compde-se por um critério de ruptura, por um critério de plastificacdo e uma
regra de endurecimento.

Admite-se, para o concreto ndo-fissurado, um comportamento isotrépico. Sua
superficie de ruptura, f, pode ser expressa, em fungéo das tensdes principais, S1, S € S3, por:
f(Sl, 52,83) =0. (4.1)

Convenientemente, substituem-se as tensbes principais pelo primeiro invariante do
tensor de tensdes, |1, pelos segundo e terceiro invariantes do tensor desviador de tensdes, J e
Js, respectivamente. Desta forma, a expressao (4.1) fica:

f(l1, &, B) =0, (4.2)
onde, segundo Chen e Han (1988):
I, =8, +s, +5,; (4.3
1
JZ :E (Sx - Sm)2 +(Sy - Sm)2 +(Sz - Sm)2 +t>2<y +t>2<z +t§/z; (4-4)

J3=(Sx - Sm)[(sy' Sm)(sz' Sm)' 1:>2<z]
+txy[txy(sz' Sm)' tyztxz] ;
+txz[txytyz' (Sy- Sm)txz] (4.5)

I
S, = 31 (4.6)
€Sy, Sy, Sz tyy, txz € ty; SB0 as tensdes totais e S1, S» € S3 S0 as tensdes principais. Neste
trabal ho, tratando-se de um problema de estado plano de tensdes, tem-se s, = tx, = ty,= 0.
Esta formulacdo € apresentada por Owen e Hinton (1980) e sua principal vantagem é

permitir fazer um codigo computacional da funcdo de ruptura de uma forma gera,
necessitando apenas a especificacdo de trés constantes para qualquer critério individual.

As tensdes desviadoras principais, s, S € S , s80 dadas pelas raizes da equagdo
cubica:

s®-J,5-J,=0, (4.7)
onde se substitui s=r.senq:

J J
sen’q- —=senq- — =0. (4.8)

r r

Fazendo-se uso da identidade trigonométrica:

3 1
sen®q- —senq+==0. 4.9
q- 4 eng+- (4.9

e comparando-se as equacdes (4.7) e (4.8), obtém-se:

r= % (3,)% (4.10)
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sen 3q =- 4J3 =- 3\/§ J?’

r3 2 ( J2)3/ 2

A primeiraraiz da equacgéo (4.11), com ¢ determinado por 3q no intervalo de £p/2, é

uma alternativa para o terceiro invariante do tensor desviador de tensdes, 3. Notando-se a

“natureza ciclica’ de sen(3q+ 2np) , tém-se, imediatamente, 0s trés (e apenas trés) possiveis

valores de ser, os quais definem as trés tensdes principais. As tensdes desviadoras principais

sd0 dadas por s = r.seng, onde, substituindo-se os trés valores de ¢, o valor de r, dado pela

equacdo (4.10) e adicionando-se a componente de tensdo principal hidrostética, pode-se
determinar as trés tensdes principais:

(4.11)

is.0 o 1sen(q+2p/3a il
e R (412
1ssh " Tisn(q+4p/3)} it

comsi>s, >sze-p/6£ qEp/6.

4.2.1.1 Critério de ruptura

Neste trabalho, utilizou-se o critério de ruptura, proposto por Ottosen (1977), o qual
foi adotado pelo Cédigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993) e é dado por:

J
ai+|£+bl—l-1:0, (4.13)
fCZm me cm

onde f.m, € aresisténcia média acompressao do concreto €
| =c, cos[1/3arccos(-c,sen3qg)], parasen 3q£ 0
| =c, cos[p/3- 1/3arccos(c, sen3q) ], parasen 3q> 0, (4.14)

com sen 3q calculado através da equacéo (4.11).

Os quatro parametros do modelo, a, b, ¢ e ¢, séo determinados, conforme o Codigo
Modelo CEB-FIP 1990 (1993), a partir da relacéo, k, entre a resisténcia média a compressao
uniaxial, fcm, € aresisténcia média atracdo uniaxial, fim, do concreto, dada por:

—h

k=-m (4.15)

cm

|

onde:
f. =014(f,.) %3, emkN/cnt. (4.16)

Assim, os parametros do critério de Ottosen sdo cal culados por:

_ 1
T
1

b=
37k™
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C _—1 ;
o7k
c,=1- 68(k- 0,07)2. (4.17)

O critério de ruptura de Ottosen, se forem adotados b = ¢, =0, ou, entdo, a = ¢, =0,
reduz-se aos critérios de Von Mises ou Drucker-Prager, respectivamente.

A Fig. 4.2 representa a forma geral da superficie de ruptura do concreto, no espago
tridimensional de tensbes, podendo ser vista por seus meridianos, Fig.4.2.a, e suas segcoes
transversais, Fig. 4.2.b. Para um materia isotrépico e com mesmas resisténcias a tracdo e
compressao, a superficie de ruptura apresenta triplice simetria com origem em 0, tornando-se
necess&rio o estudo de apenas meio setor com 0° £ g £ 30°. Como 0 concreto possuli
resisténcia a tracdo muito menor do que a compressdo, mas considerando que este € um
material isotropico, continua havendo tal simetria, porém a origem passa a ndo ser mais em 0
e 0 setor a ser estudado agora € de—-30° £ g £ 30°.

Destaforma, a superficie de ruptura do concreto:
- é dependente dos trés invariantes de tensdo (11, J, k);
- tem uma forma é suave e convexa, com excegao do seu vértice;
- tem meridianos que séo parabdlicos e que abrem no sentido negativo do eixo hidrostético;

- possui secdes transversais que mudam, de uma forma triangular para circular, com o
aumento da pressdo hidrostética.

P A

Meridiane de Compressdo iPe

Maridiane de Corfe %7

Meridigne de Tracle (Pt
g -
-

FIGURA 4.2.a- Meridianos da superficie de ruptura

304

6

FIGURA 4.2.b - Segdes transversais da superficie de ruptura
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4.2.1.2 Critério de plastificagdo

Admite-se, neste trabalho, que o concreto comprimido tenha endurecimento
isotrépico, mas, por problemas de convergéncia, ndo foi possivel adotar, para a superficie de
plastificacdo, a mesma forma da superficie de ruptura de Ottosen. Utilizando-se esta
superficie, em situacdo de  solicitacdo uniaxial, encontram-se valores elevados de
deformagdes viscoplasticas, nas direces transversais a0 eixo longitudina do elemento de
concreto. Optou-se, entdo, por adotar a superficie gerada pelo critério de Von Mises, o qud,
como foi visto anteriormente, € um caso particular do critério de Ottosen.

Desta forma, a expressdo gera para a superficie de plastificagdo ou de carregamento, a
partir da superficie gerada pelo critério de Von Mises, é expressa por:

F=(3J,)"? =s,. (4.18)

Considerando nula a tensdo de plagtificacdo inicial, o dominio plastico, onde o
material possui um comportamento elastopléstico com endurecimento, ocorre para valores de
Sef, dentrodo intervalo 0 £ s £ fem, conforme ilustrado na Fig. 4.3.

fy
it r_r:r

,/‘: .
&_,// I, " SUPERFICIE DE CARREG AMENT 0
-
[P

™ SUPERFICIE DE RUPTURA

FIGURA 4.3 - Superficies de ruptura e de carregamento

4.2.1.3 Regra de endurecimento

A regra de endurecimento define a maneira pela qual as superficies de plastificacéo se
movimentam (superficies de carregamento), durante a deformaco pléstica. E determinada
pela relacdo tensdo-deformacdo plastica efetiva, onde, aplicando-se tais conceitos, é possivel
extrapolar os resultados de um ssimples ensaio uniaxial para uma situagdo multiaxial.

Neste trabalho, usou-se a curva tensdo-deformacéo, proposta pelo Codigo Modelo
CEB-FIP 1990 (1993), para representar 0 comportamento do concreto, sob compressao
uniaxial, cuja expressao €:

E ®e e 0’2
e-¢ +
c=- fon  €- 0,0022y ¢

1+&E gooz- 22 ¢
f =~ 0,0022

em- (4.19)

Substituindo-se =€, * €400 =S /E + €, Na equagdo anterior e isolando-se s,
tem-se umarelagdo, s = s (E fom, €, ), dada pela expressio:
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2
g = o*Vb” - dac (4.20)
2a
onde:
a=(1-f,/(Ex0,0022) 2 ff o,
b=e, X (Ef 4, - (1-f o/(E x 0,0022))/0,0011) ;
c=-¢,x (E-(e, X fo;,)/(0,0022) %) . (4.21)

A Fig. 4.4 representa o diagrama tensdo-deformacao, para o concreto comprimido.

1/

0,022

[ S —

1

FIGURA 4.4 - Diagrama tensdo-deformacdo para o concreto comprimido

4.2.1.4 Vetor de fluxo pléstico

No modelo implementado, considera-se plasticidade associada, por motivos praticos,
j& que ha poucas evidéncias experimentais disponiveis para este fato, segundo Owen e Hinton
(1980). Desta forma, dentro do dominio pléstico, na relacdo tensdo-deformacdo, o vetor de
fluxo pléstico € normal a superficie de plastificacdo. Assm, este vetor, {a}, definido no
capitulo 2, pode ser obtido, em termos da fungédo de plastificacéo, por:

J
= I, , T 3. , 9F 1 , (4.22)
s} M. 9{s} 93, s} Taws}
sendo F a condicdo de plastificacéo ou as func¢des de carregamento subsequientes.
Derivando-se a equacdo (4.11) com relacdo a g, obtém-se:
g _ -3 € 1 WYs 35 ﬂ(Jz)l/z@I
ﬂ{S} = 5 c0S € 32 ﬂ{S} - > ﬂ{S} u. (4.23)
Ag,) b.f el g
Substituindo-se a expressao (4.23) na equacao (4.22), pode-se escrever:
{a=cla}l+c.lat+cila}, (4.24)

onde;

S (P .
{a}= o) ={1110,0,0};
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yz?
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(sty - txy2 +?2)12(t xzt Xy ~ Sxt zy)’
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_-B 1
2c0s3q (32)3’2 1q°

(4.25)

nas quais :

Sy,Sy €S, S0 astensdes desviadorase t,,,t,, et,, sd0 as tensdes totais de corte. Para o

Xy
estado plano detensdo, s, t,,,t,S30 nulos.

Substituindo-se a funcdo F, determinada pela equacdo (4.18), nas expressoes acima,
encontram-se as componentes do vetor de fluxo pléstico.

4.2.2 Modelo para o concreto a tracao

O fato de o concreto possuir baixa resisténcia atracao resulta na sua fissuracdo, para
baixos niveis de tensdo, se comparados com as tensdes de falha a compressdo. O concreto
fissurado segue 0 modelo de fissuras distribuidas. Neste modelo, necessita-se apenas que se
atualize a relacéo tensdo-deformacdo apds a ocorréncia da fissura, sem modificar-se a
topologia da malha de elementos finitos durante a analise, como ocorre em outros model os.

4.2.2.1 Critério de fissuracdo

No presente trabalho, o concreto sob tracdo € modelado como sendo um material
eldstico com amolecimento (“strain-softening”) e o critério de ruptura de Ottosen foi
empregado para se distinguir o comportamento elastico da fratura atragcdo. Para um ponto, no
interior do elemento, previamente ndo-fissurado, as tensdes principais e suas direcdes sdo
avaliadas. Conforme o critério estabelecido pelo Coédigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993),
Segue-se que:

-ses; 3 fin/2, o ponto de integracéo fissurou;
- se s <fim/2, 0 ponto de integragdo esmagou.

A fissura é formada no plano ortogonal a si. Apés isso, considera-se 0 concreto
ortotropico, sendo desprezado o efeito de Poisson, conforme Hinton (1988), e os eixos
materiais locais coincidem com as diregfes das tensdes principais. A direcdo da fissura €
admitida permanecer fixa, sendo isto conhecido como aproximacdo da fissura fixa.Como se
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trata de estado plano de tensdo, apenas uma Unica fissura € permitida, para cada ponto no
interior do elemento de concreto. Para um ponto ja fissurado, verifica-se a formacdo de uma
segunda fissura, que, por simplicidade, seria ortogonal aprimeira fissura. Se ocorrerem duas
fissuras, 0 concreto € suposto ndo colaborar mais na resisténcia da estrutura, tendo suas
tensdes anuladas no ponto em questéo.

A direcdo da fissura é calculada, resolvendo-se um problema de autovetores.
Calculam-se os co-senos diretores dos angulos formados entre o autovalor equivalente a
tensdo principal maxima, s 1 e 0 estado de tensdo que originou a fissura.

4.2.2.2 Critério para escolha da curva de amolecimento

Os primeiros estudos, feitos em andlise numérica de concreto estrutural, admitiam o
concreto como sendo um materia elastico-fréagil, sob tracdo. Quando uma fissura ocorria, a
tensdo normal afissura era zerada. Esta idéia foi logo abandonada, por levar a dificuldades de
convergéncia dos resultados.

Foi discutido que, devido & forcas de aderéncia, o concreto entre as fissuras suporta
um certo nivel de tensdo de tracdo. O concreto adere & barras de armadura e contribui
ativamente para a rigidez total da estrutura. Este efeito € conhecido como enrijecimento a
tracdo (“tension stiffening”) . Pode ser incorporado ao modelo numérico, de duas maneiras:

a) Admitindo-se que a perda da resisténcia atracdo do concreto ocorre gradualmente apos a
fissura. Isto é equivalente a se considerar o concreto eléastico com amolecimento (“ strain-

softening”) em tracdo. Contudo, dois principais problemas permanecem insolUves. o primeiro
€ que ndo ha nenhuma objetividade em se medir quanta rigidez atracéo deveria ser incluida
no modelo; € fécil escolher a curva de rigidez a tracdo, mas muito dificil fazer qualquer

prognostico “a priori”, ja o segundo, € que este conceito, se explicado em termos de interacéo
da aderéncia com a armadura, ndo poderia ser aplicado a estruturas de concreto simples ou
guando o concreto € locado a uma certa disténcia da armadura;

b) Modificando-se a curva tenséo-deformacéo do concreto, opcdo adotada neste trabal ho.

Hinton (1988) sugeriu 0 uso do principal conceito da mecanica da fratura: a hipotese
dataxa de energia de fratura, Gr, ser uma propriedade do material, assim como a curva tenséo-
deformacédo local. Implementou-se o conceito “Gf = constante”, levando a uma importante
conclusdo de que a lei da curva de amolecimento (“strain-softening”) local depende do
comprimento caracteristico, I, dependente da malha de elementos finitos.

Na definicdo de uma curva, para modelar o efeito do amolecimento das deformagdes,
dois aspectos devem ser considerados: a forma da curva adotada e o valor dos parametros a
serem usados.

Diferentes formas do ramo descendente da curva tensdo-deformacéo tém sido
adotadas. Prates Junior (1992) sugeriu uma forma bi-linear e Hinton (1988), uma exponencial,
usada também neste trabalho, conforme a Fig. 4.6.

Admitindo-se que a tensdo, atraves da fissura, € uma fungéo da abertura da fissura, w,

aenergia de fratura é definida por:
¥

Gt =¢p (w)dw, (4.26)
0

onde G; representa a energia necessaria para separar as duas superficies da fissura. Conforme
0 Codigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993):

G =3x10"* (f )7, [fem] €m kN/cn?. (4.27)
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O modelo de fissuras distribuidas ndo considera fissuras individuais, entdo a largura da
fissura, w, deve ser distribuida numa deformacdo de fissura equivalente, e, relacionada por
um comprimento caracteristico, l.. Segundo Hinton (1988), esta relacéo é feita, considerando-
se um volume de controle, V, contendo a fissura com uma area, S, Fig. 4.5. Supbe-se que,
uma vez que a fissura esteja aberta, todas as tensdes inelésticas facam parte da fissura e o
resto do volume continua el astico.

A taxa de energia dissipada na fissura &
p=¢pwds. (4.28)

Pela hipdtese de que o volume de controle fica submetido ao mesmo estado de tenséo
gue a fissura, mas afetado pela deformacgdo equivalente, e;, a taxa de energia dissipada do

volume &
p= C‘)S e. dv. (4.29)

Se a tensdo, a deformacdo e a abertura da fissura forem tomadas como constantes,
dentro do volume considerado, entdo, equacionando-se a taxa de energia de dissipacéo da
fissura com a mesma taxa no volume de controle, obtém-se a relacéo entre a abertura e a
deformacdo ficticia da fissura:

w=(\V/9e, =1.e¢,. (4.30)

Esta relacdo define o comprimento @racteristico, como a razdo entre o volume de
controle e a superficie da fissura.

g
\

FIGURA 4.5 - llustraco do comprimento caracteristico em um volume de controle
prismatico

Neste trabalho, usa-se a curva exponencial, representada pela Fig. 4.6, sugerida por
Hinton (1988), para simular o efeito do amolecimento das deformacfes. Esta curva é dada
por:

s =Eey(exp(- (e- ey)/a), (4.31)
onde:
- E € o médulo de elasticidade longitudinal;
- ey é adeformacao de fissuracao;

- a €0 parametro de amolecimento;

- e é adeformacao de tracdo nominal da zona fissurada.
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O parametro de amolecimento, a, € determinado pela avaliacdo da integral (4.26) e

pela introducdo da relaco da abertura da fissura, w, e a deformagdo ficticia da fissura. Isto
levaa

a=(G;-1/2Eeyl.)/Egyl, >0. (4.32)

No contexto do método dos elementos finitos, o volume de controle para o
monitoramento da fissura é o volume associado a um ponto de integragdo, no interior de um
elemento, representado por dV.

Neste trabalho, 0 comprimento caracteristico para cada ponto de integracdo € dado
por:

l. =@Vv)Y3. (4.33)

ftutb-—-

=)

)
|
|
|
1
!
=Y Cc

FIGURA 4.6 - Curva tenséo-deformacao para o concreto tracionado

Deve-se observar que esta definicdo ndo leva em conta a diregdo da fissura ou
distor¢céo do elemento, mas pode ser usada como uma aproximagado de primeira ordem do
comprimento caracteristico real.

Outro aspecto relevante é que esta aproximacdo para o calculo do ramo da curva de
amolecimento (“strain-softening”) e a curva tensdo-deformacdo € aplicavel diretamente ao
caso de concreto simples. O cléssico efeito de rigidez atragdo pela presenca da armadura ndo
esta sendo considerado.

Assim como a tensdo normal ao plano da fissura, a tensdo paralela ao plano da fissura
também sofre uma modificacdo. Duas situaces possiveis podem acontecer: a deformacéo
nesta direcéo ser de compresséo, onde, para este caso, sugere-se que a tensdo correspondente
se comporte de acordo com o diagrama de um ensaio uniaxial a compressdo, segundo O
Codigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993), de acordo com a equagdo (4.19). Por outro lado, se a
deformacdo, na direcdo analisada, for de tragdo, uma relacdo tensdo-deformacdo linear é
adotada. O limite superior desta relacdo é aresisténcia atracao do concreto. Se este limite for
atingido, o concreto é suposto fissurado nas duas direcfes e as tensdes, no ponto, passam a
serem nulas. Em ambos os casos, a deformacdo considerada esta descontada da deformacéo
de fissuracao, ep.

4.2.2.3 Rigidez transversal do concreto fissurado

Como uma regra geral, as primeiras fissuras que aparecem no concreto sob tracdo sdo
perpendiculares adirecdo da mais alta tensdo principa de tracdo do concreto, s1. As diregdes
principais se modificam, por mudangas no carregamento ou por ndo-linearidades da estrutura,
produzindo deslocamentos relativos das faces rugosas da fissura. 1sto causa o0 surgimento de
tensOes de corte no plano da fissura. O valor destas tensbes de corte depende das condicdes
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locais na fissura. O principal mecanismo de transferéncia de esforcos transversais é o
engrenamento dos agregados e as principais variaveis envolvidas sdo o tipo e a granulometria
dos mesmos. Além disso, o efeito de pino da armadura que cruza a fissura (dowell effect) tem
também importancia na transferéncia de esforcos. Neste caso, as principais variaves
envolvidas sdo o didmetro das barras, a taxa de armadura e a inclinacéo das barras em relacéo
ao plano da fissura. Ambos mecanismos sdo controlados pela abertura da fissura, que, quando
aumenta, faz com que se reduza a capacidade de transferéncia de corte (shear transfer).

Os mecanismos acima mencionados ndo podem ser incluidos diretamente no modelo
de fissuras distribuidas. Nos modelos de fissura fixa, tais mecanismos podem ser
aproximados, conforme sugere Cervenka (1985), reduzindo-se o vaor do médulo de
elasticidade transversal do concreto, G, através de um fator b que varia entre O e 1. Desta
forma, o novo valor parao médulo de elasticidade transversal, G, é dado por:

Gc=bG. (4.34)

Em diversas andlises, um valor constante foi atribuido a b, mas o mais redlista seria
relaciona-lo com a deformagéo normal atracdo do concreto, e;. Cervenka (1985) apresentou a
seguinte férmula para b, também utilizada por Hinton (1988), a qual foi adotada neste
trabal ho:

b=1- (e, /0,005 . (4.35)

sendo k1 um parémetro a ser gjustado, apresentado no capitulo 8.

4.3 MODELOS CONSTITUTIVOS PARA A ARMADURA

Nas estruturas de concreto estrutural, as barras de ago resistem, fundamentalmente, a
esforcos axiais. Deste modo, faz-se necess&rio apenas um modelo uniaxial para descrever o
Seu comportamento.

No modelo computacional, implementou-se um diagrama tensao-deformacao bi-linear
do aco.

Considerase 0 aco como um material elastoplastico perfeito. Seu modulo de
elasticidade longitudinal, &, € uma variavel do problema. Para as barras de armadura passiva,
frouxas, 0 material segue um comportamento eléstico-linear até atingir o valor da tensdo de
escoamento do aco, f,. Ja para as barras de armadura ativa, protendidas, o material tem um
comportamento também elastico-linear até atingir 90% do valor da sua tensdo de ruptura, b,
conforme o Codigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993). A Fig. 4.7 ilustra os dois diagramas
tensdo-deformagao, adotados para ambos os tipos de ago.
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FIGURA 4.7 - Diagramas tensdo-deformacgao para as armaduras passivas e protendidas,
respectivamente




5 PROPRIEDADES DOS MATERIAIS DEPENDENTES DO TEMPO

A consideragéo de efeitos dependentes do tempo, fluéncia e retragdo no concreto e
relaxacd@o no aco protendido, € de extrema importancia na andise de concreto estrutural. As
deformacdes por fluéncia e retracdo, ocorridas no concreto, tém a mesma ordem de grandeza
das deformagdes imediatas, geradas por nivels usuais de tensdo. Ja a relaxagdo do ago
protendido provoca uma perda significativa de tensdo ao longo do tempo. Tais efeitos,
portanto, ndo podem ser desprezados.

Os modelos de fluéncia e retracdo foram baseados nos trabalhos de Prates Jinior
(1992) e Claure (1994).

5.1 FLUENCIA E RETRACAO DO CONCRETO

O concreto, quando submetido a solicitagdes de longa duragédo, sofre uma deformacéo
imediata, seguida de uma deformacdo lenta, devida ao efeito de fluéncia (creep), que se
desenvolve ao longo do tempo. Deste modo, mesmo sob tensdes constantes, as deformagtes
ocorridas no concreto aumentam no decorrer do tempo, conforme ilustrado naFig. 5.1.

Este fendbmeno manifesta-se, mais acentuadamente, nas primeiras idades, posteriores
a0 aparecimento das tensdes. Esta relacionado com efeitos decorrentes devidos,
principalmente, acirculacdo de dgua na massa de concreto e sua dissipacdo para o0 exterior.
Em sua magnitude e desenvolvimento, influem diversos fatores, podendo-se destacar a
umidade e a temperatura ambientes, a idade do carregamento e o periodo transcorrido apos a
sua aplicacdo, as dimensdes da pega, as condigdes de cura, a composi¢cdo do concreto e a
vel ocidade de endurecimento do cimento.

Apds a concretagem e cura do concreto, pode-se ainda encontrar &gua no seu interior,
alojada em peguenos vasos capilares. Ta quantidade de agua € o residuo da reacéo de
hidratacdo do cimento, a qual sempre vai existir, uma vez que o fator &gua/cimento, utilizado
na reacdo, € menor que 0 minimo necessario para se trabalhar com o concreto. Com o tempo,
0 residuo de &gua tende a evaporar, levando os vasos capilares, sem a pressdo interna do
mesmo, ao esmagamento. Este efeito provoca uma perda de volume, conhecido como retracao
(shrinkage), conforme visto na Fig. 5.2.

Esta deformacéo, ao longo do tempo, € independente da tensdo atuante e esta
relacionada a fatores semelhantes aos da fluéncia, também devidos a agua que, em parte
hidrata 0os componentes do cimento, em parte fica retida dentro da massa de concreto.

A seguir, descreve-se, detalhadamente, a inclusdo dos efeitos de fluéncia e retragéo no
modelo computacional .
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FIGURA 5.1 - Evolucéo da deformacao por fluéncia para uma tensdo constante aplicada em t

»t

t.
FIGURA 5.2 - Curva de deformagéo por retracdo

5.1.1 Relagdes constitutivas uniaxiais para o concr eto
5.1.1.1 HipoGtese basica

No dominio das tensdes de utilizacdo, conforme Creus (1986), as deformactes por
fluéncia, devidas a tensdes em dois instantes diferentes, podem ser consideradas como
aditivas, obedecendo alel da superposicédo de efeitos.

De acordo com o Cédigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993), a superposicdo linear de
deformagdes é normalmente aceita, quando se trabalha com niveis de tensdes menores que
40% do valor da resisténcia média a compressdo do concreto. Este € o caso do modelo
apresentado neste trabal ho.

5.1.1.2 Lei dotipo integral parafluéncia

Para uma historia prescrita de tensdes, 0 somatorio das respostas lineares de
deformacdo, devidas a todos 0s peguenos incrementos de tensdes uniaxiais aplicados, antes do
tempo t, de acordo com a hip6tese basica, induz aumalei do tipo integral para a fluéncia:

(1) - €, (1) = t(‘)J(t,t) ds (t), (5.1)

onde:
- t é aidade do concreto;
- S éatensdo uniaxid;

- e, (t) éadeformacdo axial total (inclui as parcelas dependentes e independentes do tempo);
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- e,(t)é a deformagdo axial ineléstica (parcela decorrente da fluéncia, retragdo, dilatacdo
térmica, etc);

- J(t,t) representa a funcdo de fluéncia, deformacdo no tempo, t, causada por uma tensio
unitaria constante, agindo no intervalo entre t et.

A funcdo de fluéncia, analogamente a0 moédulo de elasticidade longitudina dos
materiais el ésticos, relaciona a tensdo aplicada com a deformagéo ocorrida. Esta, porém, ndo é
apenas um numero, mas sim, uma funcdo dependente do tempo e da idade do materia, no
instante da colocagéo da carga.

Segjas (t), caracterizado por um valor inicia, s(t') parat =t', isto &
s(t)=0, para t<t';
Ds (t') =s (1), (5.2)
pode-se, entdo, reescrever a equagao (5.1), como:

e(t) - €, (1) =s (1) J(t,t') + QXt, t)ds (1), (5.3)

t

onde:
-t (t'T £t £1) €0 tempo no qual osincrementos de tensdo, ds (t) sdo aplicados.

Se s (t) variaem passos discretos, Ds (1), tem-se, entéo:

)~ € (1) =5 () J(Lt) + § At.t)Ds (t,). (54)
i=1

5.1.1.3 Lei dotipo integral pararelaxacéo

Para uma histéria prescrita de deformacbes, o somatério das respostas lineares de
tensdo, devidas a todos os pequenos incrementos de deformagdes uniaxiais aplicados, antes do
tempo t, de acordo com a hipoétese basica, induz umalei do tipo integral para a relaxagéo:

t
s(t) = R(t.t) de(t) - e, ()], (5.5
0

onde:

- R(t,t) representa a funcdo de relaxagdo, tensdo no tempo, t, causada por uma deformacéo
unitaria constante, agindo no intervalo entre t et.

Sgja a deformagdo dependente da tensdo, e, (t) - e,(t), caracterizada por um valor
inicial, e, (t") - e (t"),parat =t',isto &
ex(t)-e,(t)=0,paat<t';
Dle(t') - €n(t)] =eg(t) - €,(t), (5.6)
pode-se, entéo, reescrever a equacdo (5.5) como:

t
s(tt) =[ew(t') - e, (M R(LT) + (R(L 1) dleg () - ey (t)] (5.7)

t



36

onde:

-t(t"E£t£1t) € o tempo no qua os incrementos de deformacdo dependente do tempo,
d[eq(t)- &, ()], séo aplicados.

Se [e,(t) - e,(t)] variaem passos discretos, D[e,(t;)- e, (t;)], tem-se, entdo:

s(tt') = [e(t') - €, ()] R(t, 1) + @ R(t,1) dlew(t) - e, (t)]. (5.8)
i=1

5.1.1.4 Discussdo das leis do tipo integral para fluéncia e relaxacéo
Os seguintes aspectos merecem particular atencao:

a) As equacles (5.1) e (5.5), ou (5.3) e (5.7), mostram a importancia da determinacdo das
funcdes de fluéncia e relaxacdo. Esta é arazéo pela qua os resultados de testes com tenséo ou
deformacdo “constantes’ sdo, especialmente, interessantes.

b) Se, a0 contrério, a histdria de deformagies, e (t), for prescrita na equagéo (5.1) e a histdria
de tensdes, s (t), for prescrita na equacédo (5.5), estas duas equaches representam as equagoes
integrais de Volterra, ndo-homogéneas, respectivamente, para a historia incognita de tenses e
deformagoes.

Pode-se dizer, entdo, que as equacdes (5.1) e (5.5) representam a solucdo uma da
outra, conforme esta sintetizado natabela 5.1:

TABELA 5.1 - Representacdo das solugdes das equagdes (5.1) e (5.5)

x . Fluéncia Relaxacao
Funcéo dada: It (tt)
Problemas, onde:
ahistoria de tensbes e () = ?- integracdo ssmplesda | e (t) = ? - solugéo da equacao
€ prescrita equacdo (5.1), ou (5.3) de Volterra, equagdo (5.5), ou
(5.7)
ahistériade deformagdes |s (t) = ?- solucdo daequacdo | s (t) = ? - integragdo Simples
€ prescrita de Volterra, equagdo (5.1), ou | daequagdo (5.5), ou (5.7)
(5.3

O caso mais freqliente, onde a solucdo da equacdo integral de Volterra € necessaria,
encontra-se em destaque.

c) A relacdo entre as fungdes de fluéncia e de relaxacdo pode ser obtida, considerando-se a
historia de deformagtes na equagdo (5.3), como sendo uma funcdo do tipo salto unitério, ou
sga

e, (1) e, (1) =0, paa t<t;
et t) - €, (t) =1, parat3 t, (5.9)
€M Cujo caso, aresposta de tensdo €, por definicdo, s(t,t') = R(t,t").
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Substituindo-se a resposta de tensdo na equacdo (5.3) e considerando-se que
R(t',t") = E.(t'), tem-se, ent&o:

t
1=E (1)t t') + Ot t)dR(t). (5.10)
t,+
A equacdo (5.10) representa uma equacdo integral, ndo-homogénea, de Volterra, para
a determinagdo da funcéo de relaxagdo, a partir da funcdo de fluéncia.

5.1.2 Inclusio da fluéncia no modelo

O modelo reoldgico, adotado para representar 0 comportamento viscoel astico
(dependente do tempo) do concreto, foi uma cadeia de elementos tipo Maxwell, conforme a
Fig. 5.3. Esta cadeia € formada por uma associacdo, em paralelo, de el ementos compostos por
uma mola eléstica, em série com um amortecedor Viscoso.

§E5 e
| |h1 | |ha I:j hs Lr‘ hs
| | L

m=1 2 3 4 5
S<t)

FIGURA 5.3 - Modelo reol6gico do concreto

Este modelo € um caso particular do modelo elasto-viscopléstico bésico, descrito no
capitulo 2, Fig. 2.1, admitindo-se que todos os elementos de atrito (componentes plasticas do
modelo) possuam tensdo de plastificagdo nula.

As molas da unidade, m da cadeia tém modulo de elasticidade, Eq, (t), dependente da
idade, t, do concreto. Ja os coeficientes de viscosidade, hiy(t), sGo caracterizados por:
h =Et_, (5.11)
onde:
- tm € 0 tempo de relaxacdo da unidade, m considerado constante no tempo.

Bazant & Wu (1974) desenvolveram um modelo deste tipo, com a finalidade de
representar 0 comportamento viscoelastico, com envelhecimento, do concreto, sob baixos
nivels de tensdo, de acordo com a hipotese basica, apresentada anteriormente. Bazant (1982)
propbs, também, um algoritmo, o qual determina, automaticamente, todos os paréametros, E,
(t) e him(t), para cada idade, t, do concreto, a partir de resultados de ensaios ou informagoes,
obtidas em normas, para estruturas de concreto.

5.1.2.1 Formulagdo mateméatica do modelo de Maxwell

Neste trabaho, utilizase 0 modelo idedlizado por Bazant e Wu (1974). Fairbairn,
Longo e Zheng (1987) utilizaram o mesmo modelo e sugeriram 0 uso de cinco unidades,
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suficientes para representar o comportamento viscoelastico do concreto. Este modelo é
computacionalmente adequado, quando se utiliza uma formulagdo, baseada em elementos
finitos, com integracdo por intervalos discretos de tempo. Além disso, ndo necessita que se
conhecga toda a historia de tenses.

Os tempos de relaxacdo de cada unidade da cadeia da Fig. 5.3, de acordo com o
periodo de tempo que se desgja cobrir, apos a aplicacdo da carga, sdo obtidos por:

t, = t,,m=1,.4. :
=10t 1,...4 (5.12)

Considera-se, na unidade, m=5, cuja mola ndo esta acoplada a nenhum amortecedor,
que t. =10, h.® ¥,t.® ¥, a fim de tornar a deformagdo, assintoticamente,
convergente, para uma certa data, conforme o comportamento real do concreto.

A tensdo, s (t), aplicada na cadeia, pode ser expressa como:
5
s()=a sat), (5.13)
meL

naqual, s (t) representa atensdo, no tempo, t, em um elemento da cadeia de Maxwell.

Estando a mola e o amortecedor em série, pode-se escrever:

: S.r“+s'm 5.14
e=—+—. .
E T (5.14)

m m

A equacdo diferercial (5.14) representa a tensdo resultante para 0 elemento de
Maxwell, cuja solucdo € dada por:
-(t-t)

s(t,t')=s (the ™ . (515

A funcdo de relaxacdo do modelo, R(t,t') representa a tensdo resultante para uma

deformacdo unitaria, imposta em t=t' e mantida constante para t>t', dos elementos de
Maxwell e pode ser calculada por:
. - (t-t)
R(t,t')=3 E (the ™ . (5.16)

meL

Esta equacdo traduz o desenvolvimento da funcdo de relaxacdo, em séries de
exponenciais reais, séries de Dirichlet ou séries de Prony. A determinagdo dos termos E (t'),

desta funcdo, pode ser feita a partir de uma funcdo de relaxacéo, F~2(ti,t'), cujos valores
discretos, nos tempos t;, sdo conhecidos.

5.1.2.2 Determinacéo dafuncdo de relaxacao, a partir dafuncdo de fluéncia

Os pontos discretos, F~€(ti ,t'), sdo obtidos, geramente, a partir de funcdes de fluéncia,
J(t,t'), resolvendo-se, numericamente, a equacdo (5.10), para uma histéria conhecida de
deformagdes. As funcbes de fluéncia podem ser obtidas em laboratdrio, ou por expressoes

analiticas, encontradas em normas, como € 0 caso deste trabalho. Os pontos discretos da
funcdo de relaxacdo também poderiam ser obtidos da mesma maneira.
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Para a determinacéo de ﬁ(ti ,t'), necessita-se conhecer J(t,t') para qualquer idade,

t', de aplicacéo da carga e a suaduragdo, t- t', dentro da faixa de tempo considerada. Para
tanto, s80 necessdrias apenas algumas curvas de fluéncia. Neste trabalho, adotaram-se oito
curvas.

Existem duas aproximagdes recomendaveis da equacéo (5.10):
- aprimeira baseia-se em umaregra retangular:
eu(t)- & (1) =8 It 1) Ds (1), (517
-a segunda, em uma regra trapezoidal:
e (t)- e, (t) =%%[J(tk,ti) +J(t,,t, )]Ds (t,). (5.18)

Neste trabalho, aplicou-se a regra trapezoidal, por induzir uma precisdo mais adequada
para historias usuais de deformagoes.

As equactes (5.17) e (5.18) sdo vdlidas, inclusive, para incrementos instantaneos de e
e s. Se um incremento instantaneo ocorre num certo tempo, tm, basta fixar-se Dt ,, =0, ou

tm+l = 1:m "

As duas aproximagdes também englobam o caso particular de um incremento
instanténeo de tensdo, ocorrido em um tempo inicial qualquer, tp. Observa-se que t, =t,,

Dt, =0, Ds(t,) =s, e deste modo:
e (t,)- e,(t,) =De,l(t,) =€, =J(t,,t,)s,,com De,(t,) =0. (5.19)

Usando-se aregratrapezoidal para aproximar a equacao (5.10), sua solucéo fica:

—~ I_l —~
DR; =- (‘]i,i +‘]i,j-1)_lé. mj(‘]i,j +‘]i,j-l -Jdiai - Ji-l,j-l)’ (5.20)
j=1

com:
-3 =t
- DR, = E(t') =valor inicial
e
R(t,,t')=R(t,,,t')+DR,. (5.21)
Desta forma, conhecendo-se os valores de J(t,,t’) para quaisquer valores de t' e
t- t', dentro dafaixa de tempo considerada, obtém-se 0s respectivos valores de ﬁ(ti ,t') nos

N tempos discretos. Entre os valores de t'e t- t', consdera-se uma variagdo linear com
log(t)elog(t- t).

Osvaloresde t- t', de duragdes de carga, foram escolhidos por uma razéo constante
crescente, em escala logaritmica, do tipo:

(t - t)=105(t,, - 1), 522
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onde:
-(t, - t")=352dias;
- (ty, - ') =222412dias .

Assim, tém-se trés décadas em log(t- t'), com dez passos por década. E, para as

idades, t', de carregamento, adotou-se uma faixa de tempo, considerada de boa precisdo com
respeito adispersdo dos dados de fluéncia, de forma que:

1

t =107t (5.23)

i i-17
paraaqual:
-t, =2,8dias;
-t, =8854,28 dias ,

ou sgja, quatro décadasem log (t') , com dois passos por década.

5.1.2.3 Determinacéo dos parametros En(t) e hm(t)

A equacdo da curva de relaxacdo, para uma idade, t', pode ser determinada pelo
método dos minimos quadrados, a partir dos pontos conhecidos, ﬁ(ti ,t'). A aplicagdo deste
método é feita através da minimizac&o da soma dos quadrados do desvio, f , ou sgja:

f:g[R(ti,t')-l?e(ti,t')]2+p, (5.24)

i=1

sendo p, o termo residual para melhorar o guste da funcdo, definido por:

3 2
P=V18 (Emi- Ew)? +V 28 Emo - 2Ema +Ep)?, (5.25)
nFl n¥l

ondev ; = 0,01 ev » = 0,08 representam os pesos adotados para o termo residual.

Substituindo-se a funcdo de relaxacdo, equacdo (5.16), na expressao (5.24) do desvio,
sem o termo residual, tem-se:

- (t-t
30 5 “er)
o o

f=a [ Eat)e ™ - Rt )2 (5.26)

i=1 mAl
Asincognitas E (t) sdo obtidas através das condigdes de minimizagéo:

1" _ _
ﬂEm-0, m=1...,5. (5.27)

As equactes (5.27) formam um sistema de cinco equagdes com cinco incognitas. A
resolugdo deste sistema conduz a valores positivos de E (t'), pois a inclinagdo da curva de

relaxacao é sempre positiva. Desenvolvendo-se a equacdo j do sistema (5.27), obtém-se:

- (t-t - (t-t
30 5 G 30 M
o) t]

ald Ent)e '™ -R(t,t)a e

i=1 el i=1

0. (5.28)
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Esta expressdo pode ser reescrita da seguinte forma:

a-t' t-t’g -(t-t’)

B CANLENTLEL
0 5 ¢ _— 30 -
alAELte™ V=3 R tye U, (5:29)
i=1 el i=1
gue, sob aforma matricial, fica:
[A{E} ={B}, (5.30)
onde:
30 -gql+'_t'9
— R a&tm ti G -
-A,=Qqe , k=1...5;
i=l
-E,=E|(t);

-(t-t)
b

30
- B, =4 R(t;,t")e (5.31)
i=1

Introduzindo-se o termo residual, p, nas equagoes (5.27), os elementos A j, , da matriz
[A], devem ser corrigidos da seguinte forma:

A1,1:A1,1+V1+V2 A3,1:A3,1+V2

A1,2 :Al,z'V1+2V2 A3,2 :A3,2'V1+4V2
A1,3 :ALB TV, A3,3 :A3,3 +2V1 +5V2
A2,1:A2,1'V1'2V2 A3,4 :A3,4'V1'2V2

Az,z :A2,2+2V1+5V2 A4,3:A4,3'V1' 2Vz
A2,3:A2,3'V1'4V2 A4,4 :A4,4 TV, t+v,.
A2,4 :A2,4 TV, (532)

Resolvendo-se o sistema (5.27), determinam-se os valores dos modul os de elasticidade
dacadeiade Maxwell, E,(t'), paraos valores de t', nos quais sdo dados os pontos discretos

I5(ti ,1). J4 paraqualquer idade, t, os valoresde E  (t) sdo interpolados pela expressio:
E,(t) ={E(t;.,)[l0g (t;) - log (1] +E,,(t;)[log (1) - log (t;.,)]/[log (t; ) - log (t,.,)], (5.33)
paai=2...8e m=1...5.

Conhecidos os valores de E,, para as cinco camadas, obtém-se os respectivos valores
de h,, através da expressdo (5.11). Assim sendo, com este modelo, tais valores de
E, eh, podem ser obtidos para qualquer idade, t, do concreto na fase viscoelastica
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5.1.2.4 Determinacdo dos parametros da funcédo de fluéncia
5.1.2.4.1 Equacdo béasica
Como foi visto, anteriormente, para a obtencdo da funcdo de relaxagdo, R(t,t'),

necessita-se saber aguns valores da funcéo de fluéncia, J(t,t'). Neste trabalho, adotou-se a
formulac@o apresentada pelo Codigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993), em que a funcdo de
fluéncia, para uma tensdo menor que 0,4 f.m € aplicada no tempo t', é dada por:

1

J(t,t’):E (t')+f(|;’t’), (5.34)

naqual:

- J(t,t') é afuncdo de fluéncia, que representa a deformacdo na idade t, causada por uma
tensdo unitaria, atuando a partir do tempo t';

-E.(t") € o mbédulo de elasticidade naidade t' (em dias) do carregamento;
- f (t,t') éo coeficiente de fluéncia;

- E_é 0 modulo de elasticidade do concreto aos 28 dias de idade, que pode ser determinado
pela expressao:

E, = 215x10* Sélcg 2 Ifom] em MPa; (5.35)
e 1]

- fem € aresisténeia média acompressdo do concreto ao 28 dias de idade. O valor de E_ deve
ser acrescido de 20%, se o concreto tiver agregados de basalto. Paraumaidade, t', o modulo

de elasticidade, E (t'), sera calculado da seguinte maneira:
1
Ec(t,):bcc(t’)zEc’ (536)
com:
b (t) =exp{s[1- (28/t'+)*]}, (5.37)

onde s € um parametro, dependente do tipo de cimento, que vale:

0,20 | Para cimento de endurecimento rapido e altaresisténciainicial

0,25 | Para cimento de endurecimento rapido e normal

0,38 | Para cimento de endurecimento lento

5.1.24.2 Coeficientedefluéncia
O coeficiente de fluéncia € calculado por:

f(t,t)=Ffyb.(t- t), (5.38)
onde;
- é o coeficiente de fluéncia nominal;
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- b€ o coeficiente que descreve o desenvolvimento da fluéncia com o tempo;

- t* éaidade de aplicacdo da carga;
-t éaidade atual, em dias, do concreto.

O coeficiente de fluéncia nominal, ade:

fo=fryb(fy)b(t), (5.39)
com:
fo =1+ 1- RH/lOS3 o _2A¢ , (5.40)
0,46 (h/10) m
onde:

- RH é aumidade relativado ar em [%];
- h é aespessuraficticiaem [cm];
- Ac é aérea da secdo transversal e mé o perimetro de contato com a atmosfera

5,3

b(f, )=——

(fem) (o 1100% (5.41)
1

b(t)=———.

(t) 01+ (1)°2 (5.42)

O coeficiente, b, que descreve o desenvolvimento da fluéncia com o tempo, €
EXPresso por:

. .03
_¢ (t-t) u
be(t- t)=e6——2— (5.43)
goy +(t- t)g
com.
by, =150{1+ (1,2 RH /100)*8} h/10 + 250 £1500. (5.44)

5.1.2.4.3 Efeito do tipo de cimento e variacdo da temperatura

No modelo apresentado acima, os efeitos do tipo de cimento e da variacdo da
temperatura ao longo do tempo, sobre as deformagdes por fluéncia, sdo considerados através
de correcOes dos coeficientes e fungdes descritos acima. Os efeitos de altas ou baixas
temperaturas, a maturidade do concreto, devem ser considerados, gustando-se o valor do
tempo, t', conforme:

a

¢ 0
t =ty e +1j ? 05diss, (5.45)
62 +(ty) ¢!

onde o vaor de a, dependendo do tipo do cimento, vale:



1 | Para cimento de endurecimento rapido e altaresisténciainicial

0 | Para cimento de endurecimento rapido e normal

-1| Para cimento de endurecimento lento

t,_é”ue(p é 4000
T g3+ T(D)

u

13,65Q, (5.46)
u

onde:

- t+ é o tempo gjustado, devido a efeitos ocorridos para temperaturas diferentes de 20°C,
compreendidas entre 0°C e 80°C;

- T(Dt;) € atemperatura média atuante por um periodo de Dt; dias.

Os coeficientes by, e f g, S80 corrigidos, respectivamente, por:

byt =by by (5.47)
frg =fr+(Fre- D, (5.48)
onde:
by =exp- g0 - 512 (5.49)
273+ T(Dt;) ol
f = exp{0,015[T(DX,) - 20]} . (5.50)

5.1.2.4.4 Comparacao entre as curvas de fluéncia, geradas pelo modelo, com as obtidas
pela formulagéo tedrica do Codigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993)
Para se comprovar a perfeita gustagem do modelo de fluéncia implementado,

compararam-se as curvas de fluéncia, para os oito diferentes tempos, t', obtidas pelo modelo
computacional, apresentado neste trabalho, e pela formulacdo proposta pelo Codigo Modelo
CEB-FIP 1990 (1993). As Fig. 5.4 até 5.11 mostram as curvas de fluéncia de ambos os

model os, para os diferentes tempos, t', conforme a equacéo (5.23).
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FIGURA 5.4 - Comparacao entre as curvas de fluéncia, obtidas pelo CEB e pelo modelo
computacional, parat = 2,8 dias, por um periodo de 2800 dias
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FIGURA 5.5 - Comparagdo entre as curvas de fluéncia, obtidas pelo CEB e pelo modelo
computacional, parat = 8,85 dias, por um periodo de 2800 dias
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FIGURA 5.6 - Comparagao entre as curvas de fluéncia, obtidas pelo CEB e pelo modelo
computacional, parat = 28 dias, por um periodo de 2800 dias
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FIGURA 5.7 - Comparaggo entre as curvas de fluéncia, obtidas pelo CEB e pelo modelo
computacional, parat = 88,54 dias, por um periodo de 2800 dias
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FIGURA 5.8 - Comparagao entre as curvas de fluéncia, obtidas pelo CEB e pelo modelo
computacional, parat = 280 dias, por um periodo de 2800 dias
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FIGURA 5.9 - Comparagao entre as curvas de fluéncia, obtidas pelo CEB e pelo modelo
computacional, parat = 885,44 dias, por um periodo de 2800 dias
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FIGURA 5.10 - Comparagdo entre as curvas de fluéncia, obtidas pelo CEB e pelo modelo
computacional, parat = 2800 dias, por um periodo de 2800 dias
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FIGURA 5.11 - Comparagéo entre as curvas de fluéncia, obtidas pelo CEB e pelo modelo
computacional, parat = 8854,37 dias, por um periodo de 2800 dias

5.1.3 Inclusdo da retracéo no modelo

As deformacOes por retracdo do concreto sdo tratadas como deformagdes impostas a
estrutura. Para isto, determinase um vetor de forgas nodais equivalentes, através da
expressao:

DPcs = Q) [B]"[D]{De}dV . (5.51)
onde:
1 Degs i
{Decs} =1 Decs_'y : (5.52)

1 0h
A exemplo dafluéncia, a deformacéo originada por retracéo ndo produz, diretamente,

tensdes no concreto. Por isso, para a avaliagdo da tensdo no concreto, desconta-se 0 seu valor
da deformacéo total, que pode ser obtida a partir do vetor de deslocamentos.

5.1.3.1 Determinacdo dos parametros de retracdo

As deformacdes, oriundas do efeito de retracdo do concreto, podem ser calculadas,
conforme o Caodigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993), como:

et ts) =€ bs (t- ty), (5.53)
onde:
- €.y €0 coeficiente de retracdo nominal;
- b, é o coeficiente que descreve o desenvolvimento da retracdo com o tempo;
- t éaidade do concreto, em dias;
- t, éaidade de comego da retracéo no concreto, em dias.

O coeficiente de retragdo nominal é obtido por:
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€ce = € (Fom) it » (5.54)

com:
e (f ) =[160 +10bg. (9- ., /10)]x10°°, (5.55)

onde:

- b, dependendo do tipo do cimento, vale:

8| Para cimento de endurecimento rapido e altaresisténciainicial

5| Para cimento de endurecimento rgpido e normal

4| Para cimento de endurecimento lento

_1-155(1- RH/100)® para 0%£ RH £ 99%
bRH (fcm)_l

(5.56)
, 0,25 paraRH >99%

O valor do coeficiente de desenvolvimento da retragdo no tempo, b, pode ser
calculado através da expresso:
.0,5

- u
b1 = g o0
com:
ag :350%2)%. (5.58)
a

Os efeitos da variacdo da temperatura sdo, também, levados em consideracdo no
calculo da deformagdo por retracéo, através de corregdes nos coeficientes ay e bgy, tais

como:

ah’ 0
ag4 =350¢—=exp{- 0,06[T(Dt;) - 20°C]} (5.59)
€10, |
e
brir =bry by, (5.60)
com:

_,,@ 8 86T(Dy)- 20°Ci

b, =1 9 5.61
. 3103- RH »& 40 H (561)

As equagdes (5.60) e (5.61) descrevem o efeito de uma temperatura constante, num
intervalo de tempo, Dt; , diferente de 20°C, enquanto o concreto esta endurecendo.
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5.1.3.2 Comparacdo entre a curva de retracdo, gerada pelo modelo, com a obtida pela
formulacéo tedrica do Codigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993)

Para se comprovar o funcionamento do modelo de retragdo implementado, comparou-
se a curva de retracdo, obtida pelo modelo computacional, apresentado neste trabalho, com a
curva obtida pela formulagdo tedrica do Cédigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993), Fig. 5.12.

J4IE4 - R e Bt T TP P P ——— e m .- B T e T :
ER T A :. ............ :. ............ :. ............ :_.._n...-: ...... E ............. :
N ------------ ~ ---------- 1.-1- ----------- e eemee ~ ------------
1.63E 3 ;
|,.qqn;..q; ........... I, ........ A ...:.............:r............i_ ............ E ............. E
1.ME4
poies 4o B U SO S b 5

TMES F------phe- B e B LR L (et ;
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ABES Jocodfo o M WODELD | L oo .

P [ 4 s B, RN D N L T T R T R NI L '

sacers 14 ; — — ; —
(] 15 51 T5 Lon 115 150

FIGURA 5.12 - Comparacéo entre as curvas de retracdo, obtidas pelo CEB e pelo modelo
computacional, parats= 7 dias, por um periodo de 140 dias

5.2 RELAXACAO DA ARMADURA PROTENDIDA

Na fase viscoelastica, a armadura protendida sofre um processo de perda de tenséo
pelo efeito de relaxagdo. Para representar este comportamento, utilizou-se 0 mesmo modelo
reoldgico, adotado para o efeito de fluéncia no concreto, mostrado na Fig. 5.3.

Da mesma forma mostrada anteriormente, a determinacéo dos termos E (t')da

funcéo de relaxacdo do modelo, R(t,t), pode ser feita a partir de uma funcdo de relaxacéo,
Ii(ti ,t'), cujos valores discretos, nos tempos t;, sdo conhecidos.

Ao contrério do que ocorre para o concreto, existem formulagdes especificas para a
obtencdo do efeito da relaxacdo na armadura protendida. Ent&o, para a obtencéo dos pontos
discretos, ﬁ(ti , '), dispensou-se 0 uso das curvas de fluéncia, como no caso do concreto.

Para tal, utilizou-se a formulagdo, apresentada pelo Codigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993),
paraarelaxacdo do aco.

A relaxacdo do aco, segundo o Cédigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993) ea NBR 7197
(1989), € calculada através dos coeficientes Y ¢q,Y 70 €Y g - EStes coeficientes sdo o resultado
de medidas de tensdo, apés 1000 horas, a 20°C, de amostras de ago, mantidas com

comprimento constante e submetidas, inicialmente, a tensdes de tragdo de, respectivamente,
60%, 70% e 80% da tensdo de ruptura caracteristica, fw. Conhecidos ostrésvaloresde y , €

possivel encontra-se uma parabola, que passa por tais valores, em um gréfico que relaciona y
com arazdo entre a tensdo inicial de protensdo, S0 e de fyuk, conforme ilustrado na Fig. 5.15.
Segundo Vasconcel os (1980):

.2 .
&) 0 5.6 0

Y =T 00 =a627 +bhE 2 T4, (5.62)
gfptkb gfptkéj



onde:

- @=30y g9 - 100y 70 + 50Y go;

- b=-75y ¢, +140y 5 - 65Y g;

- C=28Y g - 48Y 49+ 21y g9,
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(5.63)

sendo os valores de Y ¢,Y 709 €Y g dados na Tab. 5.2, para os diferentes tipos de ago de

protensao.
TABELA 5.2 - Coeficientesy para cada tipo de aco de protensdo
Y 60 (%) Y 70 (%) Y 8o (%)
Tipo de Aco:
NBR NBR NBR
CEB 7197 CEB 7197 CEB 7197
fios e cordoalhas
. 0,9 - 1,8 - 4,7 -
com relaxacéo ata
fios e cordoalhas
3,8 4,5 7,8 7 11,8 12
com relaxacéo normal
fios e cordoal has
~ . - 115 = 2,5 - 3,5
com relaxagdo baixa
barras 1,7 - 4,2 - 6,7 -

Os valores de y sdo relativamente préoximos daqueles apresentados pelo Codigo
Modelo CEB-FIP 1990 (1993). Adotaram-se, neste trabalho, entdo, os valores de y dados
pela NBR 7197 (1989), ja que os ensaios, envolvendo o efeito de relaxacdo do aco
protendido, cujos resultados sd comparados adiante com o0s obtidos pelo modelo
computacional, apresentado neste trabalho, foram realizados aqui no Brasil.

Conhecido o valor de r 1000, pode-se determinar o valor da relaxagdo do aco, conforme

0 Modelo CEB-FIP 1990 (1993), para qualquer tempo, t, em horas:

onde:
- t é o tempo, em horas;

N
k_|'
X

onde;

K
et o

r«=r =,
t 1000%@

012 parareaxacdo norma
0,25 parardaxacdo baixa

- Es € o médulo de elasticidade do ago.

(5.64)
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Pode-se reescrever a equacdo (5.63), para utilizar-se o tempo, t, em dias, como:

ae3t o
=r 5.65
1000 (2125 (5.65)
Assim, os pontos discretos, F~2(ti ,t), podem ser obtidos através da expressao:
a3t 0 U
R(t,t) E. él r a 5.66
i @ 1000 3125 H (5.66)

Osvaloresde t- t', de duracbes de carga, foram escolhidos, por uma razéo constante
crescente, em escala logaritmica, segundo a equacéo (5.22), com :

-(t, - t')=352diss;
- (tyo- t') =222412dias ;
-t =28dias.
Tém-se, destaforma, quatro décadasem log (t - t'), com dez passos por década.

Conhecidos os pontos discretos, Ii(ti 1), os valores de E;, sdo obtidos através do

procedimento descrito no item 5.1.2.3, onde os valores dos fatores de peso, vi e v, da
equacdo (5.25), adotados sdo, respectivamente, 0,08 e 0,25. No caso da armadura, ndo ha
necessidade de se corrigir o valor de B, pela equacéo (5.33), ja que este permanece constante
ao longo do tempo.

Os tempos de relaxacdo das unidades da cadeia de Maxwell sdo considerados
constantes e seguem os valores determinados pela equagéo (5.22). Assim, os coeficientes de
viscosidade, hy, sdo calculados pela expressdo (5.11).

Cada unidade da cadeia de Maxwell recebe um incremento de tensdo, em cada
intervalo de tempo, dado por:

Ds m= Em(mtot - Devem) ’ (5-67)
onde:

- De,,; € 0 incremento de deformag&o total da armadura;

- De o, € 0 incremento de deformagdo viscoelastica da unidade, m da armadura, calculado
por:

"
3

Deyay = I, (5.68)
m

naqual:

- S, € 0 somatorio de todos os incrementos de tensdo da unidade, m para todos os
incrementos de tempo.

- Dt é o incremento de tempo considerado.

Para um certo tempo, t, pode ocorrer que 0 acimulo de deformacdo viscoelastica,
[¢} , B ~
€en = A Deyq,, aé o tempo, t, para uma dada unidade, m ultrapasse o valor da deformagéo
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totd,etotzé_ De,, ocorrida até o mesmo instante, t. Neste caso, desconsidera-se esta

unidade, m ou sga, esta unidade nd&o contribui mais com uma parcela de incremento de
tensdo, Ds,,, para aobtencéo do incremento de tensdo total, a partir do tempo, t+Dt. Assim:

n
DS = DS, (5.69)
nFl

com:
- n = nimero de unidades ativas, que recebem uma parcela de tensdo, da cadeia de Maxwell.
A tensdo total, agindo na armadura protendida, até o tempo, t, € dada por:
t
Stot =S pO + é (Dstot)i ’ (5-70)
i=0
onde:

- Spéatensdoinicia de protensdo, descontadas as perdas iniciais;

- Ds,; € o incremento de tensdo, que, na fase viscoelastica da armadura protendida,
representa a perda de tensdo, devida arelaxacéo.

5.2.1 Comparacéo entre a curva de relaxacao, gerada pelo modelo, com a obtida pela
formulacdo tedrica do Codigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993)

Para se comprovar o funcionamento do modelo de relaxagdo implementado,
comparou-se a curva de retracdo, obtida pelo modelo computacional, apresentado neste
trabalho, com a curva obtida pela formulagdo tedrica do Coédigo Modelo CEB-FIP 1990
(1993). Esta comparacado € apresentada na Fig. 5.13.
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FIGURA 5.13 - Comparagao entre as curvas de relaxagao, obtidas pelo CEB e pelo modelo
computacional, por um periodo de 112 dias



6 TIPOS DE PROTENSAO IMPLEMENTADOS NO MODELO
COMPUTACIONAL

6.1 INTRODUCAO

Segundo Pfeil (1980), o artificio da protensdo, aplicado ao concreto, consiste em
introduzir esforgos que anulem (protensdo total), ou limitem drasticamente (protenséo parcial,
com presenca de armadura passiva) as tensdes de tragdo do concreto, de modo a eliminar a
abertura de fissuras como condicéo determinante do dimensionamento da estrutura.

O artificio da protensdo desloca a faixa de trabalho do concreto para o ambito das
tensdes de compressao, onde o0 material € eficiente. Por outro lado, com armaduras em forma
de cabos e ancoradas, pode-se empregar acos de alta resisténcia, trabalhando com tensbes
elevadas. Compatibiliza-se, dessa forma, o trabaho smultdneo de dois materiais, um de
elevada resisténcia acompressdo (concreto) e outro de elevada resisténcia atragdo (ago).

Correntemente, se utilizam, em concreto protendido, resisténcias de concreto duas a
trés vezes maiores que as empregadas em concreto armado. Os acos de protensdo tém
resisténcias da ordem de quatro a cinco vezes as dos agos convencionais.

Em relagdo a sua utilizagcdo, quando comparado ao concreto armado convencional, o
concreto protendido apresenta diversas vantagens.

- reducdo das quantidades necessarias de concreto e aco; este fator decorre do emprego
eficiente de materiais de ataresisténcia;

- permite vencer vaos maiores que 0 concreto armado convencional; para 0 mesmo Vao,
permite reduzir a altura necessaria da peca;

- reduz, em gera, aincidéncia de fissuras;
- reduz as tensdes principais de tragcdo, provocadas pelo esforco cortante;

- durante a aplicacdo da protensdo, o concreto e 0 aco sdo submetidos a tensdes, em geral,
superiores & que poderdo ocorrer durante a vida Util da estrutura. Os materiais componentes
da estrutura sdo, portanto, testados antes de receberem as cargas de servico.

Os acos utilizados para protensao caracterizam-se por suas elevadas resisténcias e pela
auséncia de um patamar de escoamento definido. Neste tipo de aco, existe uma tensdo inicial
varidvel ao longo do comprimento e, também, ao longo do tempo, devida a perdas ocorridas
na protensao.

Este tipo de aco pode ser agrupado nas seguintes categorias.

- fios trefilados de ago carbono, com didmetro, em geral, de 3 mm a 8 mm, fornecidos em
rolos ou bobinas. A trefilagdo produz encruamento do aco, aumentando sua resisténcia.
Obtém-se resisténcias mais elevadas para fios de menor diametro;

- cordoahas. produtos formados por fios enrolados em forma de hélice, como uma corda. As
cordoalhas mais comuns sdo constituidas por trés ou sete fios; na cordoalha de sete fios, ha
um fio central retilineo de maior didmetro, em torno do qual se enrolam os seis fios laterais;

- barras de aco liga de alta resisténcia, laminadas a quente, com diametro superior a 12 mm,
fornecidas em pegas retilineas de comprimento limitado.
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As estruturas de concreto protendido sdo também armadas com quantidades
moderadas de ferragem usua de concreto armado (armadura convencional), colocada sem
tensdes prévias, aqua se denomina armadura suplementar ou passiva.

A armadura suplementar tem as seguintes funcoes:

- na fase de execucdo, impede ou controla fissuras provocadas por retragdo do concreto,
recalque de escoramento, €tc;

- arma a estrutura para tensdes el asticas de tragcdo em servico;
- no estagio de carga pos-fissuratorio da estrutura, controla a abertura das fissuras;

- no estagio de carga de ruptura da estrutura, colabora como uma parcela do esforco de tragéo
(aoutra parcela, em geral preponderante, do esforco de tracédo € dada pelo aco de protensdo).

Durante as operacOes de estiramento e ancoragem dos cabos de protensdo, ocorrem
perdas de tensdo nos cabos, devidas a causas mecanicas, tais como: resisténcias de atrito ao
longo do cabo, deslizamentos nas ancoragens, etc. Essas perdas sdo denominadas imediatas
ou instantaneas e devem ser medidas e controladas durante a execucéo de protensdo, de modo
a se saber qual o esforco, efetivamente, aplicado na peca.

O cabo de protensdo € um corpo elastico esticado e, efetivamente, ancorado nos
extremos. Ele pode ser imaginado como sendo uma mola esticada e presa nas extremidades.
Uma vez efetuada a ancoragem do cabo, parece razoavel se supor que o esforco de protensao
ndo sofrerd ateracBes com o tempo.

Acontece, porém, que os cabos de aco, quando mantidos sob tensdo elevada,
apresentam uma perda de protensdo por relaxacao.

Por outro lado, a peca de concreto, onde os cabos se ancoram, ndo mantém seu
comprimento inicial; ela sofre encurtamentos com o decorrer do tempo, provocando queda de
tensdo nos cabos (encurtamento da mola). Os encurtamentos do concreto se devem a dois
fendmenos:

- retracdo: encolhimento volumétrico do concreto, decorrente da perda de &gua;

- fluéncia: encurtamento do concreto, sob efeito da compressdo permanente provocada pela
protensao.

As perdas. causadas pela relaxacdo do aco e pela retracdo e fluéncia do concreto, sdo
denominadas perdas |entas, retardadas ou progressivas.

Os sistemas de protensdo, com cabos de aco, dividem-se em duas categorias:
- sistemas com armadura pré-tracionada;
- sistemas com armadura pés-tracionada.

Os sistemas com armadura pos-tracionada, quanto aligacdo entre o cabo e o concreto,
distinguem-se em duas categorias.

- cabos aderentes;
- cabos ndo aderentes.
Os cabos de aco:

- ndo aderentes. tém suas extremidades ancoradas no concreto, porém ndo se acham
incorporados aestrutura, ndo havendo aderéncia entre os cabos e o concreto;

- aderentes: tém as extremidades ancoradas no concreto e o proprio cabo ligado aestrutura,
com aderéncia.
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Neste trabalho, com base em Prates Janior (1992) e nas consideragbes apresentadas
acima, implementaram-se trés modelos matematicos distintos, para cada um dos sistemas de
protensdo, utilizados em pecas de concreto protendido: pré-tracéo, pds-tracdo com aderéncia e
pOs-tracéo sem aderéncia.

A seguir, sera discutido cada um dos trés model os mateméticos implementados.

6.2 PRE-TRACAO

O sistema de pré-tracdo visto na Fig. 6.1, conhecido, também, como sistema de
protensdo com aderéncia inicial, € caracterizado por se aplicar uma pré-determinada
guantidade de tensdo nos fios ou cordoalhas de aco e se utilizarem apoios provisorios e
independentes da pega, antes da introduc&o do concreto. Enquanto a tensdo no ago € mantida,
0 concreto é lancado. Ap6s o endurecimento do concreto, desfaz-se a ligacdo entre a armadura
de protensdo com os referidos apoios, estabel ecendo-se aderéncia entre os dois materiais.

Neste sistema, ocorrem perdas imediatas e, também, perdas, ao longo do tempo, de
tensdo na armadura protendida.

As perdas imediatas de tensdo, a qual sofre uma queda, antes da aplicacdo da
protensdo, ocorridas no ago protendido, conforme a Fig. 6.2, sdo devidas a0 escorregamento
dos fios na ancoragem e, também devidas aretracdo inicial do concreto e arelaxacdo inicia
da armadura.

No capitulo 5, mostrou-se que tanto o concreto, através dos efeitos de fluéncia e
retracdo, quanto o aco protendido, através da relaxacéo, sofrem deformacdes ao longo do
tempo. Por este motivo, aém das perdas imediatas, a tensdo inicial, aplicada na protensdo,
sofre perdas progressivas, as quais s80 consideradas, automaticamente, pelo modelo
computacional implementado.

Neste sistema de protensdo, considerando-se aderéncia perfeita entre o concreto e o
aco, admite-se que ocorre compatibilidade de deformac&o entre os pontos ao longo da barra e
0S pontos no concreto, localizados na mesma posicdo. Assim, o0s incrementos de tensdo, de
deformacdo total, de deformacdo elastica e de deformacdo viscoplastica, aém do equilibrio
com as forgas residuais aplicadas, séo calculados conforme mostrado no capitulo 2.

6.3 POS-TRACAO COM ADERENCIA

No sistema de pos-tracdo com aderéncia visto na Fig. 6.3, ou no sistema de protensdo
com aderéncia posterior, os cabos sdo, em geral, revestidos por bainhas estanques, colocadas
no interior das formas. Assim, durante a concretagem da peca, os cabos ficam isolados do
concreto, condicdo essencial para que eles possam ser, posteriormente, esticados e ancorados
em partes da propria peca, ao contrario do que ocorre no sistema de pré-tracdo. Apés a
protensdo de cada cabo, injeta-se nata de cimento na bainha, para se estabelecer aderéncia
entre 0 ago e a peca, ao longo de todo o cabo.

Depois da liberacdo dos cabos, a forca de protensdo, aplicada na armadura pelo
equipamento de protensdo, é transmitida a peca, em forma de carga externa de compressao,
variavel no tempo.
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Esta carga aplicada € transformada em forcas nodais equivalentes para o elemento de
concreto correspondente, conforme a Fig. 6.4. A forga axial de compresséo Fp, devida abarra

protendida, € dada por:

onde:

- Speatensdoinicial de protensdo, t= 0, no primeiro ponto de integracdo, com s =0,

Fp =S 0A

p p?

- Ap éaareada secdo transversal da armadura protendida.

(6.1)
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Tal forca, Fp, decomposta nas diregoes cartesianas globais, x ey, fica

Fx =F, cosa

Foy =-Fysena. (6.2)

As forgas nodais equivalentes, Fpy; € Fpyi, S30 obtidas por:
i(pr)iU g éNi Ol:li prij
i y=a é (A (6.3)
T(pr)if) iz60 Niullepyg

onde N;éafungdo deformaparao noi do elemento de concreto.

Neste tipo de protensdo, ocorrem perdas imediatas, devidas a diversos fatores,
conforme aFig. 6.5:

- deformacgao imediata do concreto pelo estiramento do primeiro cabo e dos cabos restantes,
- atrito ao longo da armadura protendida;

- escorregamento dos fios na ancoragem;

- acomodacao da ancoragem,

- retracdo e fluénciainiciais do concreto;

- relaxagdo do ago protendido.
<7

Fn

<
T

FIGURA 6.4 - Representacdo das forcas nodais equivalentes, devidas acarga de protensdo

I

A perda de tensdo, por atrito no aco protendido, € calculada, segundo Vasconcelos
(1980), por:

S po =S pi &p[- m(Da + 0,00019)] (6.4)
sendo:
- S atensaoinicial de protensdo, t= 0, num ponto qualquer ao longo do cabo;
- S atensdo de protensdo, aplicada na extremidade do cabo, s=0;
- Da adeflex@o geométricatotal, ou angulo de desvio;
- sadistancia entre um ponto qualquer ao longo do cabo e a sua extremidade;
- mo coeficiente de atrito, dado por:

10,50 paraarmadura econcreto em contato direto
- m= 10,30 contato direto entre amadura de barras ou fios com mossas
-l ou sdiéncias e bainha metdica
10,25 contato entre armadura defios paraldos ou cordoahas ebainha metdica
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No modelo computacional, apresentado neste trabalho, a variagdo de tensdo, ao longo
do cabo, € verificada nos pontos de integracdo do aco. O ponto de integracéo do cabo, situado
mais préximo do ponto de aplicacdo da carga de protensdo, tem o comprimento s = 0. O
parametro Da da barra mede a variagdo da inclinagdo dos pontos de integracdo, ao longo da
barra, em relacéo ainclinacéo do ponto de comprimento s = 0. Parabarras retas, Da =0.

A definicdo dos parametros, Da e s estdilustradanaFig. 6.6.

Segundo Vasconcelos (1980), ndo é possivel executar uma ancoragem perfeita. Todas,
mesmo aquelas baseadas na acdo de parafusos, possuem folgas. Com a carga elevada que o
cabo aplica aancoragem, esta se deforma e, durante o processo, ha um pequeno retrocesso do
cabo. Esse retrocesso depende de cada tipo de ancoragem e seu valor € fixado no catalogo de
cada fabricante. Além disso, pode haver algum deslizamento do cabo, na propria ancoragem,
antes de se efetivar seu agarramento por atrito ou por engrenamento no corpo de ancoragem.
Esses deslizamentos s&o fixados por meio de medidas experimentais. Neste trabaho, supde-se
gue, nas forcgas de protensdo aplicadas, as perdas desta natureza ja tenham sido consideradas.

Da mesma forma que no sistema de pré-tragdo, ocorrem, também, perdas progressivas,
pelos mesmos motivos apresentados anteriormente e que sdo consideradas automaticamente
pelo modelo computacional, apresentado neste trabal ho.

Os incrementos de tensdo, de deformacdo total, de deformacdo eléstica e de
deformacao viscoplastica, além do equilibrio com as forgas residuais aplicadas, sdo, também,
calculados, conforme mostrado no capitulo 2, acrescendo-se a carga externa de protenséo,
além datensdo inicial na armadura protendida.
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6.4 POS-TRACAO SEM ADERENCIA

Segundo Barbieri, Gastal e Schwingel (2001), protensdo ndo aderente é aquela na qual
a armadura fica livre para movimentar-se, ao longo de seu perfil, em todas as segbes do
elemento protendido, menos nas de ancoragem.

O comportamento dos elementos com protensdo ndo aderente, submetidos aflexado, é
complexo. A auséncia de aderéncia faz com que a compatibilidade de deformagdes néo sga
verificada e a tensdo na armadura dependa da deformagéo do membro como um todo e néo de
uma secao apenas.

Mojtahedi e Gamble (1978) verificaram que, em membros de concreto protendido sem
aderéncia, a armadura de protensdo € vinculada ao concreto apenas nas extremidades da
estrutura ou em pontos intermediarios. Nas demais secGes 0 aco pode mover-se livremente,
em relacdo ao concreto, ao longo do perfil de protensdo e a hip6tese da compatibilidade de
deformagdes ndo é verificada.

Assim, Figueras e Povoas (1994) e Moons e Burns (1997) definiram que a principal
caracteristica dos elementos com protensdo ndo aderente, submetidos a flexdo, € que a
variagdo de comprimento na armadura ndo aderente € equivalente a variagdo total de
comprimento do concreto, ao longo do perfil de protensdo. Existe, portanto, compatibilidade
de deslocamentos em relacéo ao conjunto.

Considerando-se aderéncia perfeita, asecdo de momento fletor méximo correspondem
as maiores deformagdes no concreto e, portanto, as maiores deformacdes na armadura. No
entanto, se 0 movimento relativo entre concreto e aco € permitido, quando ocorre a rotagdo da
secdo de maior solicitacdo, ocorre também o deslizamento da armadura ndo aderente até que o
equilibrio de tensbes ao longo de todo o cabo sgja verificado.

Pode-se dizer, entdo, que a tensdo na armadura ndo aderente ndo depende apenas da
curvatura de cada secdo independentemente, mas sim das curvaturas de todas as secfes ao
longo do elemento estrutural (Naaman & Alkhairi, 1991). Assim, convenciona mente, pode-
se dizer que o desempenho de um elemento com protensdo ndo aderente € membro-
dependente, e ndo  secdo-dependente, como é o caso do concreto armado e protendido
aderentes (Naaman & Alkhairi, 1991: Moon & Burns, 1997).

Esta compatibilidade de deslocamentos e ndo de deformagbes, em cada secéo
transversal, faz com que, segundo Mattock et a (1971), ocorra uma distribuicéo,
praticamente, uniforme de tensdes, ao longo do comprimento da armadura ndo aderente,
funcdo da deformagdo média do concreto, ao longo do perfil de protensdo.

Desta forma, a unica diferenca, considerada neste trabalho, entre os modelos para
elementos pds-tracionados com e sem aderéncia, é a obtencdo da forca de protensdo, que, para
0 caso de ndo haver aderéncia entre a armadura protendida e o concreto, é obtida por:

np
Fo =A L8 (Spo);1/ M, (6.5)
j=1
onde np é o numero total de pontos de integracéo, ao longo de todo o cabo protendido.
As demais consideraces, feitas para membros pés-tracionados de concreto protendido
com aderéncia, também valem para elementos submetidos a pos-tracdo sem aderéncia, com

excecdo das parcelas das forcas equilibradas e das “pseudo-cargas’, que sdo consideradas
nulas, devidas a este tipo de protenséo.

Vale lembrar que ndo se considerou a rigidez dos cabos protendidos nas segdes de
concreto.



7 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO MODELO
7.1 INTRODUGCAO

O modelo computacional foi implementado, utilizando-se o software MATLAB. Este
software possui uma linguagem de programacéo de alto nivel, cuja principal caracteristica é a
f&cil manipulacdo e armazenamento de dados na forma matricial, muito Gtil quando se
trabalha com o méodo dos elementos finitos. A escolha deste software se deu também,
porque este contém poderosas ferramentas graficas, onde puderam ser criados programas para
introducdo dos dados de entrada no problema, que ndo sdo poucos e, também, para melhor
visualizagdo e compreensdo dos resultados obtidos. Elaboraram-se, entdo, trés programas
distintos para pré-processamento, processamento e pos-processamento. Os programas de pré-
processamento e pos-processamento sdo operados de forma iterativa e foram desenvolvidos
com um recurso do MATLAB chamado GUI (Grafics User Interface), bastante Gtil para a
construcao destes tipos de programas.

A seguir, descreve-se, detalhadamente, como funcionam os trés programas. de pré-
processamento, processamento e pos-processamento.

7.2 PRE-PROCESSAMENTO: ENTRADA DE DADOS

Devido ao fato do modelo computacional, desenvolvido neste trabaho, ter um grande
nimero de varidvels de entrada, foi criado um programa de pré-processamento, de fécil
manipulacdo, onde, sem 0 prévio conhecimento dos nomes das variaveis que constituem o
programa principal de processamento, se é capaz de gerar 0 arquivo de entrada de dados do
problema a ser estudado.

O programa é congtituido de varias telas, onde se podem digitar os dados de entrada.
Cada tela corresponde a um tipo de dado, tais como, por exemplo, coordenadas dos nos dos
elementos, conetividades, propriedades do concreto e da armadura (passiva e de protensio),
dados ambientais etc. As unidades-padr&o do programa sdo [cm] e [KN].

Ao final de todas as telas, sera montado um arquivo de texto, formatado de acordo
com o programa principal, que podera ser aberto em qualquer editor de texto, caso for preciso
se modificar algum dado sem precisar fornecer tudo novamente.

A seguir, serdo apresentadas as diversas telas que correspondem o programa e a
maneira correta de utilizé&las.

7.2.1 Primeratea

A telainicia, Fig. 7.1, solicita 0 nome do trabalho em questdo e o diretério onde seréo
gravados os dados. Caso o diretério ndo for informado, os dados serdo gravados no diretério
corrente.

Depois de completado o campo, € necessario que se aperte a tecla ENTER, para o
botdo PROXIMA ser habilitado e para se prosseguir com a entrada de dados.
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7.2.2 Segundatela
A segundatela, Fig. 7.2, corresponde aos dados iniciais do programa. S&o solicitados:

- nimero total de nos. Incluem tanto os nés dos elementos de concreto quanto os nds dos
elementos de armadura;

- nimero total de elementos de concreto;

- nimero de barras de armadura: soma das armaduras passivas e protendidas;
- nimero de noés de contorno: nés que tém seu deslocamento impedido;

- nimero de nos por el emento: o elemento pode ter quatro, 0ito ou nove nés;

- nimero de materiais diferentes de armadura passiva: nimero de barras de armadura passiva
com caracteristicas diferentes;

- nimero de materiais diferentes de armadura protendida: nimero de barras de armadura
protendida com caracteristicas diferentes;

- ordem de integrag@o numeérica, podendo ser dois, trés ou quatro pontos,

- numero de carregamentos em que a estrutura serd submetida: cada carregamento pode ser
constituido de até trés tipos de carga (nodal, gravitacional e distribuida), que sera mostrado
adiante;

- fator de toleréncia: fator que define a convergéncia do incremento de carregamento aplicado.

Da mesma forma que a tela anterior, apos de se completar todos os campos, deve-se
apertar atecla ENTER. Aqui, duas opcdes sdo habilitadas, a tecla ANTERIOR, gque permite
voltar atela anterior e modificar algum dado, ou a tecla PROXIMA, abrindo a tela seguinte.
Se algum campo permanecer em branco, estas opcdes ndo ficardo disponiveis.

7.2.3 Terceratda

A terceiratela, Figs. 7.3.a e 7.3.b, sGo pedidas as conetividades dos elementos de
concreto e as espessuras de cada elemento, respectivamente.

Primeiramente, é preciso acionar o botdo CONETIVIDADES. Irg, entdo, abrir uma
tabela com o nimero de linhas correspondente a0 nimero de elementos de concreto e o
nimero de colunas igual a nuimero de nos por elemento, conforme foi informado na tela
anterior. Apds preencher esta tabela, é necessario apertar-se a tecla ACCEPT. A tabela sera
fechada e o botdo ESPESSURA serd ativado. A pertando-se este Ultimo botdo, uma tabela com
0 numero de colunas igual ao niumero de elementos de concreto ira se abrir, onde se podera
informar a espessura de cada elemento, ndo precisando ser, necessariamente, igual para todos
os elementos (no caso de umaviga T, por exemplo). Apertando-se 0 botdo ACCEPT, estatela
ird fechar e os botdes ANTERIOR e PROXIMA ficaro disponiveis. Vae lembrar que a
gualquer momento se podera dterar os valores das tabelas, utilizando-se o0 botdo
correspondente ao que se quer modificar.

7.2.4 Quartatela

A quartatela funciona, basicamente, como a tela anterior. Nestatela, Fig. 7.4, pede-se
para informar o nimero das propriedades do materia armadura, o0 nimero da barra de
armadura da qual é continuagdo (para barras curvas e poligonais que ndo sgjam inteiras),
guantos nos definem sua geometria (dois nds para o caso dela ser reta ou trés nds no caso dela
Ser curva) e suas conetividades.
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7.2.5 Quintatela

A quintatela, Fig. 7.5, corresponde & coordenadas dos nés dos elementos de concreto
e armadura. |gualmente, apds apertar-se o botdo COORDENADAS, abrira uma tabela com o
nimero de linhas igual ao numero total de nos, e 0 nimero de linhas igual a dois, direces x e
y. Entéo, se podera digitar as coordenadas de todos 0s nos.

7.2.6 Sextatela

Na sextatela, Fig. 7.6, sdo pedidos os nos vinculados, as restricdesem x ey (1 se 0 N6
estiver impedido de se dedlocar, ou 0 se 0 nO estiver livre), além dos valores prescritos de
deslocamentos em x ey para o referido no.

7.2.7 S&imatea

Na sétima tela, o primeiro campo corresponde adata de inicio de retracéo do concreto
e 0 segundo campo aumidade relativa do ar onde se encontra a estrutura.

Apos isso, a tabela TEMPERATURA pede o periodo de duracdo, Dti, e o valor da
temperatura, T;, no correspondente periodo. As cinco linhas da tabela correspondem a cinco
periodos diferentes, caso existam. A FIG.7.7 ilustra esta tela.

7.2.8 Oitava tela

Conforme a Fig. 7.8, na oitava tela, seréo informadas a resisténcia média acompresséo
do concreto, aos 28 dias, a espessura ficticia do concreto e o tipo de cimento usado para este
concreto.

7.2.9 Nonatda

Seguindo as instrugdes da nona tela, Fig. 7.9, pede-se para completar a tabela de
propriedades da armadura passiva, informando o nimero de barras, 0 modulo de elasticidade
do aco, o didmetro da barra, atensdo de escoamento e o tipo de ago, para cada tipo de barra.

7.2.10 Décimatda

Do mesmo modo que a tela anterior, a décima tela, Fig. 7.10, mostra como se devem
informar as propriedades da armadura protendida. O nimero de barras, a tensdo de ruptura, a
tensdo inicial, o didmetro da barra, a data de protensdo, o tipo de protensdo, o tipo de
relaxacdo, o coeficiente de atrito entre o cabo e a bainha e o médulo de elasticidade do aco.

7.2.11 Décimaprimeratela

A Ultima tela do programa, Figs. 7.11 a 7.13, corresponde aos carregamentos a que €
submetida a estrutura.

Deve-se informar a data e 0 niUmero de incrementos de cada carregamento. Apds isso,
deve-se selecionar o tipo de carregamento. Por ssmplicidade, cada carregamento corresponde
aum tipo de carga. Assim, por exemplo, cada carregamento pode ser composto por uma carga
nodal, ou uma carga gravitacional, ou uma carga distribuida.

Se houver carga nodal, sera pedido o nimero de nés carregados. Apos isso, deve-se
apertar o botdo VALOR parainformar o valor das cargas nodais.
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Para carga gravitacional serdo pedidos o angulo de inclinagdo desta carga com 0 eixo
Y, conforme aFig. 7.14, e o valor da constante de gravidade.

Existindo carga distribuida, deve-se informar o nimero de elementos carregados. Apés
isso, deve-se apertar 0 botdo VALOR, para digitar o niUmero do elemento, o nUmero dos dois
noés carregados, se for o caso de quatro nés por elemento o valor das duas componentes
normais e tangenciais, ou 0 nimero dos trés nos carregados, se for o caso de oito ou nove nés
por elemento e o valor das trés componentes normais e tangenciais.

Apobs serem fornecidos todos os dados de carregamento, atecla FIM estaré habilitada.
Apertando-se esta tecla, atela sera fechada e o arquivo de dados estara pronto para ser rodado
no programa principal de processamento.
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FIGURA 7.3.b - Dados estruturais - espessura dos elementos de
concreto
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FIGURA 7.4 - Dados estruturais - conetividades das barras de aco FIGURA 7.6 - Dados estruturais - vinculagao



FIGURA 7.8 - Propriedades - concreto

FIGURA 7.9 - Propriedades - armadura passiva

FIGURA 7.10 - Propriedades - armadura de protensdo
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FIGURA 7.13 - Carga distribuida de bordo
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FIGURA 7.14 - Convencdo do angulo de gravidade

FIGURA 7.12 - Carga gravitacional
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7.3 PROCESSAMENTO
7.3.1 Algoritmo de solucéo

O modelo computacional, desenvolvido nesta dissertacdo, propde-se a analisar pecas
de concreto estrutural com comportamento el asto-viscopléstico. Para tanto, utilizaram-se dois
procedimentos distintos para simular tal comportamento.

Numa primeira fase, determina-se a resposta da estrutura ao longo do tempo. Calcula-
se 0 estado de deformacdo da estrutura, decorrido um certo periodo de tempo da aplicacdo do
carregamento. Ha um processo incremental do tempo real (em dias), onde ocorrem os efeitos
a0 longo do tempo na estrutura, fluéncia e retracdo no concreto e relaxacdo na armadura
protendida. Neste trabalho adotou-se um intervalo de tempo fixo de um quarto de dia. Esta
resposta representa um comportamento viscoelastico dos materiais, correspondente a etapa 1
do modelo computacional.

Em outra fase, procura-se obter a resposta da estrutura, submetida a carregamento
instanténeo. Busca-se 0 equilibrio da estrutura, apods a aplicacdo do incremento de carga. Esta
fase corresponde ao estado estavel, descrito no capitulo 2, onde o comportamento
elastoplastico da estrutura é analisado. Corresponde aetapa 2 do modelo computacional.

No modelo computacional, permite-se que sejam aplicados diversos carregamentos em
datas diferentes, entre as quais avaliam-se os efeitos ocorridos ao longo do tempo. Assim,
ambas as etapas sdo executadas sucessivamente, de acordo com as datas especificadas dos
carregamentos.

A Fig. 7.15 ilustra o fluxograma, correspondente ao modelo computacional.

7.3.2 Implementacao das etapas de solucéo para o concreto

Na etapa 1, correspondente ao comportamento viscoel &stico, adotou-se para 0 concreto
um modelo de cinco camadas, conforme apresentado no capitulo 5, onde sdo levados em
conta os efeitos de fluéncia e retragdo. Nesta etapa, distribui-se a tensdo total, para cada ponto
de integracdo, para cada uma das cinco camadas, conforme o valor do seu médulo de
elasticidade longitudinal.

A etapa 2 corresponde ap comportamento elastoplastico. No inicio desta etapa,
cacula-se, em cada ponto de integracdo, uma tensdo total equivalente, a qual é a soma das
tensdes em cada uma das cinco camadas, obtidas na etapa 1, anteriormente.

Em ambas as etapas, 0s pontos de integracéo sdo verificados, quanto ao critério de
fissuragdo. As tensdes, nos pontos fissurados, passam a sofrer uma reducéo, conforme
apresentado no capitulo 4.

7.3.3 Implementacao das etapas de solugdo para o ago

Em cada etapa de solucéo, implementaram-se diferentes procedimentos, sintetizados
na Tab. 7.1 para a andlise do comportamento el asto-viscoplastico conforme o tipo de aco.

7.3.4 Armazenamento dos resultados obtidos para pOs-processamento

Para cada incremento de carregamento aplicado, apds a etapa 2, obtida a convergéncia,
os dados de deslocamentos nodais, de tensdes totais no concreto e no ago para cada ponto de
integracdo, além do vetor que indica o estado dos pontos de integracdo e as matrizes,
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contendo 0s co-senos diretores das fissuras, sd0 armazenados em matrizes tri ou
quadridimensionais.

Estes dados serdo utilizados no programa de visuaizagdo grafica, mostrado adiante,
onde, de uma forma iterativa, pode-se obter uma melhor compreensdo dos resultados obtidos,
0s quais também podem ser vistos em um arquivo de saida.

/ ENTRADA DE DADOS /

DETERMINAGAOD DOS PARAMETROS E e h
DA CADEIA DE MAXWELL
PARA O CONCRETO E O AGO

DETERMINAGAO DO CARREGAMENTO

CONVERSAO DAS TENSSES DO CONCRETO E DO AGO PROTENDIDO
PARA CADA ETAPA

APLICAGAO DO INCREMENTO DE CARGA

MONTAGEM DAS MATRIZES DE RIGIDEZ
DOS ELEMENTOS

CALCULO DOS INCREMENTOS DE DESLOCAMENTOS

LAGO DE ITERAGHES

LAGO DE CARGA

CALCULO DAS TENSHSES, DAS DEFORMAGHES
E DAS FORGCAS RESIDUAIS

LACO DE ETAPA

LAGHA PE INCREMENTAS DE CARGA

VERIFICAGAO DA CONVERGENCIA

LAGO DE PASSO DE TEMPO

<E%MAZENAMENTD DE RESULTADDS<:

SAIDA DE RESULTADOS

fSAiDA GR&FICA;

FIM

FIGURA 7.15 - Fluxograma do modelo computacional
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TABELA 7.1 - Diferentes procedimentos das etapas de solugdo para o ago

FORCAS
passivo .
terceira parcelada
ou 0 equagzo (2.28)
frouxo 0
1 0
pré-tracio set>=t
pos- tracko ei>mp, |EEEPAGINE] ioay
com ezo | RS equago (69),
aderéncia e(% ia(;l?o sendo, 0 sendo, 0
pds - tragéo - set>=tp
sem senzo, 0 0 equacdo (6.5),
aderéncia sendo, 0
passivo terceiraparcelada
ou f, equacéo (2.28) .
frouxo
2 1x10°
pré-tracio et>=1t
pos - trago tercel raNpar(Z:ezl g da set>=tp
com equago (2.28), equacao (6.3),
aderéncia | 0,9 foy, sendo, 0 sendo, 0
pés - tragdo set>=tp
sem 0 equacdo (6.3),
aderéncia sendo, 0
Legenda:
- Sy = tensdo de escoamento;
- & = coeficiente de fluidez;
- Forcasequilibradas= BsssdV;

- Fxy = forgas de compresséo na pos-tragéo.
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Assim, tém-se, apos a aplicacdo de todos os incrementos de todos os carregamentos na
estrutura:

- para os deslocamentos nodais:
TDISPT (1, NTOTV, 1 aéNTI) = TDISP (1, NTOTV),

onde TDISP é o vetor que contém os deslocamentos nodais da estrutura; TDISPT € a matriz
tridimensional, que armazena os vetores, TDISP, para todos 0s incrementos de carregamentos
aplicados a estrutura; NTOTV é o numero total de graus de liberdade dos elementos de
concreto, sendo dois graus de liberdade por né e NTI € o nimero total de incrementos de
todos os carregamentos aplicados na estrutura;

- para as tensGes totais no concreto:
STRSTT (3, NELEM x NGAUS2, 1 até NTI) = STRST (3, NELEM x NGAUS2),

onde STRST € a matriz que contém as tensdes totais no concreto em cada ponto de
integracao, cujas dimensdes sdo trés linhas, onde na primeira linha se encontra atenséo sy, na
segunda linha a tensdo sy e na terceira linha a tensdo txy, € 0 nimero de colunas é o nimero
de elementos, NELEM, multiplicado pelo nimero de pontos de integracdo dos elementos de
concreto (NGAUS2 = NGAUS x NGAUS); STRSTT € a matriz tridimensional, que armazena
todas as matrizes, STRST, para todos o0s incrementos, de carregamentos aplicados na
estrutura. Adotou-se, neste trabalho, NGAUS igual atrés, tanto para o concreto, quanto para a
armadura;

- para as tensoes totais na armadura:
SIGMAT (1, NSEGM x NGAUS, 1 até NTI) = SIGMA (1, NSEGM x NGAUS),

onde SIGMA é€ o vetor que contém as tensdes na armadura, em cada ponto de integracdo, com
dimensdo igua a uma linha, correspondente atensdo ss, € NSEGM x NGAUS colunas.
NSEGM é o nimero total de segmentos de armadura; SIGMAT € a matriz tridimensional, que
armazena todos os vetores sigma, para todos os incrementos de carregamentos aplicados na
estrutura;

- para o estado de integridade dos pontos de integracao:
ISTATT (1, NELEM x NGAUS2, 1 até NTI) = ISTAT (1, NELEM x NGAUS2),

onde ISTAT é o vetor que contém o estado de integridade de todos os pontos de integracao
dos elementos de concreto (NELEM x NGAUS2) e ISTATT é a matriz tridimensional que
armazena todos os vetores ISTAT, para todos os incrementos de carregamentos aplicados na
estrutura;

- para 0s co-senos diretores das fissuras de cada ponto de integracéo:

BETAMTT (3, 3, NELEM x NGAUS2, 1 até¢ NTI1) = BETAMTT (3,3, NELEM x NGAUS2),
onde:

BETAMT (3, 3, Laté NELEM x NGAUS2) = BETAM (3,3),
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naqual, BETAM é amatriz trés por trés, contendo os co-senos diretores da direcdo normal ao

plano da primeira fissura para cada ponto de integracéo do concreto; esta matriz é armazenada
na matriz tridimensional BETAMT, para todos os pontos de integracdo do concreto, que por
suavez € armazenada namatriz BETAMTT, quadridimensional, para todos os incrementos de
carregamentos aplicados na estrutura.

Com as matrizes acima, além dos dados iniciais, pode-se representar, graficamente,
todos os resultados obtidos pela andlise de estruturas de concreto estrutural, através do
modelo computacional .

Para tanto, todos os dados, ap0s 0 processamento, sd0 salvos em um arquivo binario
chamado VISCO.MAT. Com este arquivo, pode-se utilizar o programa de visualizagdo
grafica dos resultados, a qualquer momento, sem a necessidade de se re-processar a andlise.

A seguir, descrevem-se, detalhadamente, os recursos do programa de visualizagdo
gréfica dos resultados e a maneira correta de utilizé-lo.

7.4 POS- PROCESSAMENTO

Com a utilizagdo do método dos elementos finitos para a andise de problemas cada
vez mais complexos, ja que este método fornece um volume muito grande de informaces, ha
uma exigéncia de se visualizar, graficamente, os resultados obtidos.

Para tanto, com o0 mesmo recurso GUI do MATLAB, utilizado na elaboracéo do
programa de pré-processamento, criou-se um programa iterativo, onde se é possivel plotar
todos os resultados, apos a aplicacdo de todos o0s incrementos de carregamentos na estrutura.

O programa € composto por cinco telas independentes, cada uma apresentando um
tipo de resultado. Com estas telas pode-se ter, graficamente, a malha de elementos finitos de
concreto e armadura, a deformada dos elementos de concreto, as tensdes totais no concreto, as
tensBes totais na armadura e a distribuicédo das fissuras nos elementos de concreto.

7.4.1 Malha de dementosfinitos de concreto e ar madur a

As Fig. 7.16 até 7.19 mostram os recursos da tela, referente avisualizacdo gréfica da
malha dos elementos finitos de concreto e armadura.

Quatro botdes controlam estatela:

- numeracdo dos elementos finitos de concreto: mostra, quando estiver esta opcdo estiver
marcada, a numeracao dos elementos finitos de concreto, conforme a Fig. 7.16;

- humeracdo dos nés dos elementos de concreto: numera, quando esta opgdo estiver marcada,
0s nos dos elementos finitos de concreto, segundo aFig. 7.17,;

- posicao dos nés: posiciona com um pequeno circulo, quando esta opcdo estiver marcada, 0s
nos dos elementos finitos de concreto, vistos na Fig. 7.18;

- armadura: mostra, quando esta opcdo estiver marcada, Fig. 7.19, a armadura inserida na
maha de elementos finitos de concreto. Vale lembrar que os segmentos de armadura
representados foram plotados, usando-se as coordenadas obtidas pelo processo automatizado,
implementado neste modelo computacional, conforme apresentado no capitulo 3. O botéo
FECHAR serve para abandonar atela.
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7.4.2 Deformacéo da malha de elementos finitos de concr eto

A malha deformada dos elementos finitos € plotada sobreposta a malha indeformada,
para que se tenha a clara nocdo de como a estrutura se comportou frente ao carregamento
aplicado, para cada incremento deste carregamento. Um fator de maoracdo dos
deslocamentos foi inserido para facilitar a visuadlizacdo da deformada, que pode ser
prejudicada caso a estrutura sofra peguenos deslocamentos. Utiliza-se a matriz TDISPT.

Esta tela é composta por quatro botdes, que controlam a visuaizacdo da maha de
elementos finitos de concreto indeformada, a malha deformada, a posicdo dos nés e a
numeracdo dos elementos de concreto; dois menus, onde se pode selecionar 0 carregamento e
0 incremento deste carregamento, que se desgja obter a deformada e um campo editéavel,
correspondente ao fator de majoracéo dos deslocamentos.

Assim, a Fig. 7.20 mostra as maha indeformada numerada e sua deformada, com os
respectivos nés posicionados, para um incremento de um determinado carregamento.
Utilizou-se um fator de majoracéo de deslocamentos igual a 10.

A Fig. 7.21 mostra a possibilidade de troca do nimero do carregamento. Mostra-se
apenas a deformada da estrutura.

7.4.3 Tensdes no concreto

As tensdes totais, armazenadas na matriz STRSTT, antes de serem plotadas, tiveram
de passar por um processo de suavizagdo, apresentado no Anexo A.

Na tela, onde se podem representar as distribuicdes de tensbes nos elementos de
concreto, tem-se a possibilidade de escolher o carregamento, um incremento deste
carregamento, além uma distribuico de tensdes, sy, Sy, € tyy. As Fig. 7.22 até 7.24 mostram
cada uma destas opcoes.

7.4.4 TensOes na armadura

Ao contrario das tensdes para 0 concreto que foram suavizadas, as tensdes na
armadura, armazenadas na matriz SIGMAT, foram extrapoladas para 0s seus nos, ja que se
tinham apenas valores para 0s pontos de integracdo. |sto seré detalhado no anexo A.

Feitas as devidas extrapolagdes, pode-se escolher 0 carregamento e qualquer um dos
Seus incrementos para visualizar as tensdes na armadura, que também sdo plotadas em forma
de curvas de nivel, ou isovaores. A Fig. 7.25 corresponde a esta situacao.

7.4.5 Distribuicéo de fissuras

A quinta e dltima tela mostra a distribuicdo de fissuras ao longo da malha de
elementos finitos. Cada fissura é mostrada na posicdo do seu ponto de integracdo, com a
direcéo dada pela matriz BETAM. Da mesma forma que a tela anterior, para a distribuicéo de
tensdes na armadura, pode-se escolher qualquer incremento dos carregamentos aplicados na
estrutura, para visualizagdo da distribuicdo das fissuras. A Fig. 7.26 mostra a distribuicéo de
fissuras nos elementos de concreto para o0 78° incremento do carregamento 3. O simbolo ()
representa o ponto esmagado e o simbolo ¢) significa que o ponto teve fissuras em duas

direcoes.



FIGURA 7.16 - Maha de e ementos finitos numerada

FIGURA 7.17 - Numeragdo dos nos dos elementos de concreto

FIGURA 7.18 - Posicionamento dos nés dos elementos finitos
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L FIGURA 7.21 - Troca de carregamento para visuaizaggdo da
FIGURA 7.19 - Armadura inserida na malha de elementos finitos deformada

FIGURA 7.22 - Distribuicdo de tensdes s x para um determinado
incremento do carregamento 1

FIGURA 7.20 - Maha de e ementos finitos deformada
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FIGURA 7.25 - Distribuicdo de tensdes ss para o 2° incremento do

FIGURA 7.23 - Distribui¢éo de tensdes s, para o 3° incremento do carregamento 2

carregamento 2

FIGU mmto do FIGURA 7.26 - Distribuicdo de fissuras nos el ementos de concreto,
carregamento 3 para o 78° incremento do carregamento 3



8 ANALISE DE VIGAS DE CONCRETO ARMADO
8.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, comparam-se os resultados obtidos através do modelo computacional
com valores determinados por ensaios experimentais para vigas bi-apoiadas de concreto
armado. Estes ensaios foram realizados por Leonhardt e Walther (1962). Mostram-se,
também, os resultados, obtidos pelo modelo computacional, para tensdes no concreto e na
armadura, além das distribuicdes de fissuras no concreto, ao longo da estrutura.

Sdo analisados dois conjuntos de vigas, onde a largura da ama é variada, cujo
detalhamento pode ser visto na Fig. 8.1. No primeiro conjunto, vigas ET1, ET2, ET3 e ET4,
sd0 aplicadas duas cargas concentradas, cuja posicdo pode ser vista também na Fig. 8.1. Sua
resisténcia &compressdo é de 2,42 kN/cm?. Ja no segundo conjunto, vigas GT1, GT2, GT3 e
GT4, aplica-se carga uniformemente distribuida. A resisténcia acompressdo do concreto é de
2,13 kN/cnf.

Todas as vigas possuem a mesma armadura longitudinal. Esta consiste, inferiormente,
de quatro barras de 20 mm de didmetro (f, = 42,8 kN/cn), sendo duas localizadas a 3 cm da
bordainferior e duas localizadas a 6 cm da mesma borda e, superiormente, de duas barras de 8
mm de didmetro (fy = 46,5 kN/cnt). Todas as barras s3 de aco encruado a frio (antiga classe
B), localizadas a3 cm da borda superior.

As vigas do conjunto ET tém estribos verticais de 6 mm de didmetro (f, = 32 kN/cnt,
aco com encruamentro natural, antiga classe A), uniformemente espacados. Nas vigas do
conjunto GT, os estribos verticais, também de 6 mm de diametro (f, = 32 kN/cnf, aco da
classe A), tém espacamento variavel junto ao apoio direito e uniforme junto ao apoio
esquerdo.

Para a anadlise computacional, utilizou-se a malha de elementos finitos com quarenta
elementos quadrangulares quadréticos de oito nds para estado plano de tensdo, conforme a
Fig. 8.2. Para as vigas do conjunto ET, utilizou-se uma malha com vinte elementos, por estas
apresentarem simetria.

Para todos o0s ensaios, consideram-se os efeitos da fluéncia e da retracdo do concreto a
partir do sétimo dia apds a concretagem das vigas. Adotou-se, conforme medi¢des no local,
uma umidade relativa do ar de 60% e uma temperatura de 18° C. O peso proprio das vigas foi
considerado carga de curta duragdo, uma vez que 0S ensaios eram montados na data da
execucdo (aproximadamente, 28 dias apds a concretagem). Os valores comparados, a seguir,
sdo vaores liquidos, onde estdo descontadas as parcelas correspondentes aos efeitos
dependentes do tempo e do peso proprio.

A base dasvigas ET4 e GT4 tem 10 cm de altura.

8.2 EVOLUCAO DASFLECHASAOLONGO DO CARREGAMENTO

Nas Fig. 8.3 até 8.10, mostra-se a evolucédo das flechas ao longo do carregamento para
os dois conjuntos de vigas, ET e GT, segundo os resultados dos ensaios e o0s obtidos através
do modelo computacional.
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FIGURA 8.1 - Detalhamento das vigas ET e GT com diferentes larguras de alma
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FIGURA 8.2 - Discretizacdo adotada, para a andlise das vigas ET e GT (cotas em cm)
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8.3 EVOLUCAO DASTENSOES NOS ESTRIBOS AO LONGO DO CARREGAMENTO

O valor da constante k;, da equacéo (4.35), segundo Cervenka (1985), varia entre 0,3 e
1,0. Contudo, neste trabalho, usando-se tais valores, os resultados obtidos ndo foram
satisfatorios, quando comparados com agueles dos ensaios experimentais. Calibrou-se, entéo,
este parametro, tendo-se a viga ET4 como referéncia. Esta viga, por ter ama pouco espessa,
mostrou-se sensivel a0 modelo de fissuras considerado na andise computaciona. A viga
apresentou fissuras devidas aflexdo e, também, ao corte, solicitando os estribos. Sugere-se,
assim, um valor de 0,075 para a constante k;. Este valor foi adotado para todas as demais
estruturas analisadas neste trabalho, sggam de concreto armado ou protendido.

As Figs. 8.11 e 8.12 apresentam, em conjunto, as curvas “Carga X Tensdo nos
Estribos’, determinadas pelo modelo computacional, para as vigas ET e GT, respectivamente.
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FIGURA 8.12 - Tensdes nos estribos, obtidas pelo modelo computacional, paraasvigas GT

Nas Figs. 8.13 até 8.16, comparam-se as tensdes nos estribos, valores obtidos através
do modelo computacional e experimentais, para cada uma das vigas ET. Os valores analisados
s80 as tensdes medias, dos trechos localizados na atura da ama, de quatro estribos
posicionados entre 38 e 71 cm a partir do apoio esquerdo.

AsFigs. 8.17 até 8.20 apresentam a andlise da evolugdo das tensdes nos estribos em
funcdo do carregamento, para as vigas GT. Neste caso, comparam-se as tensdes médias, dos
trechos localizados na atura da alma, de quatro estribos posicionados entre 20,5 e 61,5 cm a
partir do apoio direito (estribos com espacamento variavel).
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8.4 REPRESENTACAO GRAFICA DOS RESULTADOS OBTIDOS PELO MODELO
COMPUTACIONAL

Neste item, ser@o apresentados, graficamente, os resultados obtidos pelo modelo
computacional. Mostram-se os resultados das distribui¢cdes de tensdes no concreto e no aco,
além da distribuicdo de fissuras nos elementos de concreto, para cada ensaio.

8.4.1 Evolucdo do estado de tensdo (sx) dos elementos de concreto ao longo do
carregamento

AsFigs. 8.21 até 8.28 mostram a evolucdo do estado de tensdo (sx) dos elementos de
concreto das vigas ET e GT, apds a aplicacdo do carregamento, segundo resultados obtidos
pelo modelo computacional .

8.4.2 Evolucdo das tensdes na armadura e distribuicdo de fissuras nos elementos de
concr eto ao longo do carregamento

AsFigs. 8.29 até 8.36 mostram a evolugdo das tensdes na armadura e a distribuicdo de
fissuras nos elementos de concreto das vigas ET e GT, apbs a aplicacdo do carregamento,
segundo resultados obtidos pelo modelo computacional.

O simbolo (*) representa ocorréncia de fissura nas duas direcBes para 0 ponto em
questdo. Ja o simbolo (*) significa que ocorreu esmagamento do concreto neste ponto.

Nas vigas de concreto armado apresentadas, observa-se que, amedida que a largura da
ama diminui, mais fissuras inclinadas vé&o aparecendo, devido ao corte. Isto faz com que
aumentem as tensdes dos estribos, a partir do apoio para o centro das vigas.

Asvigas ET1, GT1 e GT3 romperam aflexdo, enquanto que a viga ET4, GT2 e GT4
romperam devido ao corte, face apequena largura da sua alma, o que também foi observado
experimental mente.

Ja para as vigas intermediérias, ET2 e ET3, no ensaio, ocorreu ruptura ao corte, pois,
para a carga de ruptura, a tensdo média nos estribos atingiu a tensdo de escoamento do aco. Ja
0 modelo, devido a ruptura a flexdo e ao corte ocorrerem quase que a0 mesmo tempo,
detectou pela ruptura a flexdo, aonde a tensdo média dos estribos ndo chegou a atingir a
tensdo de escoamento do ago. Mesmo assim, o comportamento dos estribos obtido, ao longo
da aplicacdo da carga, seguiu razoavelmente o comportamento real destas duas estruturas.

Os diferentes comportamentos das estruturas podem ser vistos nas distribuictes de
tensdes nos elementos de concreto e nas barras de armaduras, assim como as distribuices de
fissuras nos elementos de concreto, ao longo da aplicacdo da carga, obtidos pelo modelo
computacional.
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9 ANALI§E DE LAJES DE CONCRETO PROTENDIDO, ARMADAS EM UMA
DIRECAO, SUBMETIDAS A PRE-TRACAO

9.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, comparam-se os resultados obtidos através do modelo computacional
com valores determinados por ensaios experimentais, realizados por Britto e Silva (1994),
para lgjes aveolares, armadas em uma sb direcéo, de concreto protendido, submetidas apré-
tracao.

Britto e Silva (1994) ensaiou um conjunto de seis lges alveolares protendidas,
armadas em uma Unica direcdo, referenciadas por protétipos A1, A2, B1, B2, C1 e C2, cujo
detalhamento pode ser visto naFig. 9.1. Tais prototipos possuem area da secéo de concreto de
457 cnf. A armadura protendida, de aco CP-180 RN, é constituida, superiormente, de duas
cordoalhas, compostas por fios de didmetro 2,5 mm (&rea de 2 x 0,147 cnf) e, inferiormente,
de quatro cordoalhas, com fios de didmetro 3,0 mm (&rea de 4 x 0,212 cn?), cuja posicéo é
mostrada na Tab. 9.1. As tensdes iniciais superior e inferior de protensdo no ago sdo,
respectivamente, s po® = 144,2 kN/cn? e s o' = 139,7 kN/er?. O médulo de elasticidade do ago
€ 19500 kN/cn e seu limite de resisténcia atrago (fo), 180 kN/cn?. A resisténcia média a
compressdo do concreto é de 3kN/cnf. O processo de cura foi realizado de forma acelerada,
pela aplicagdo de vapor supersaturado, de forma que o concreto atingisse a resisténcia a
compressdo desgjada no primeiro dia de idade. O tipo de cimento utilizado é o portland
comum, com adicdo de cinzas e com endurecimento normal.

Dos seis protétipos, dois, B1 e C2, sio carregados, até a ruptura, instantaneamente,
dois, Al e B2, sdo mantidos com um carregamento de servico de 1,65 kN/m, e dois, A2 e C1,
sem carga, aém do peso proprio, 1,14 kN/m, por um periodo de quatro meses. Apés este
periodo, os quatro protétipos foram submetidos a carregamentos instantaneos de forma
semel hante aos dois primeiros. A Tab. 9.2 mostra a classificagcdo dos ensaios nos prototipos.

Para a analise computacional, foi utilizada uma malha de elementos finitos com doze
elementos quadrangulares quadréticos de oito nos para estado plano de tensdo, conforme a
Fig. 9.2.

Foram considerados os efeitos de fluéncia e retragdo do concreto, adotando-se uma
umidade relativa do ar de 80% e uma temperatura média de 20°C, ja que tais dados nédo foram
fornecidos no ensaio. A espessura ficticia dos protétipos vale 5,27 cm. Foram também
considerados os efeitos de relaxacdo da armadura protendida.

As andises foram feitas considerando as caracteristicas fisicas individuais méedias de
cada prot6tipo, ou sgja, a secdo transversal dos prototipos foi aproximada para uma secéo |,
Fig. 9.1, com idénticas &reas de concreto e de armadura, considerada como sendo composta

de duas barras de didmetros equivalentes, uma superior e outra inferior, localizadas na secéo
conforme aTab. 9.1.

Como os prototipos sofrem um processo de cura acelerada, a resisténcia acompressao
do concreto no seu primeiro dia de idade corresponde aos 28 dias no modelo computacional .

Os vaores de deslocamentos e deformagbes comparados, a seguir, sdo valores
liquidos, ou sgja, estdo descontadas as parcel as correspondentes ao peso proprio.
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No que se refere & deformacfes, s8o comparados os resultados obtidos através da
leitura de extensdmetros elétricos e mecanicos, para as faces inferior e superior da secéo
central, com agueles encontrados através do modelo computacional .

TABELA 9.1 - Cobrimento das cordoalhas (cm)

COBRI- PROTOTIPOS

MENTO| A1 | A2 | B1 | B2 | C1 | C2

Superior | 2,670|1,970( 2,350(2,070| 2,870| 2,970
Inferior {2,100 2,065| 2,340(2,285| 2,685| 2,775

TABELA 9.2 - Classificagdo dos ensai 0s nhos prototipos

ENSAIO | PROTOTIPO l(l[))ﬁADsi CARACTERISTICAS
01 Bl 12 | Cargaconcentrada até a ruptura
02 Al 12 Carga de servico, distribuida
03 B2 12 Carga de servico, distribuida
04 Cc2 19 | Cargaconcentrada até a ruptura
05 B2 12-140| Cargade servico, distribuida
06 Al 12-143| Cargade servico, distribuida
07 A2 12-126 Somente peso proprio
08 C1 12-136 Somente peso proprio
09 A2 133 | Carga concentrada até a ruptura
10 C1 140 | Carga concentrada até a ruptura

9.2 EVOLUCAO DAS FLECHAS E DEFORMACOES AO LONGO DO
CARREGAMENTO

9.2.1 Ensaio de carregamento instantaneo com car ga de servico distribuida

As Fig. 9.3 a 9.6 apresentam os resultados correspondentes aos ensaios 02 e 03,
conforme a Tab. 9.1. Os protétipos A1l e B2 foram submetidos a um carregamento
instanténeo, aplicado de forma distribuida. A carga total aplicada foi de 1,65 kN/m, além do
peso proprio.

Conforme Britto e Silva (1994), o protétipo B2 apresentou maiores deslocamentos
verticais do que o A1, pelo fato de ja terem ocorrido fissuras numa regido proxima ao centro,
antes da aplicacdo do carregamento. Tal fato, porém, ndo pdde ser levado em consideracdo
pelo modelo computacional, apresentado neste trabalho, pois se considera, inicialmente, que o
concreto tracionado tenha um comportamento elastico linear e que ndo ocorram fissuras antes
da aplicagdo do carregamento.
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computacional, para o protétipo B2

Lo Tt Lot el R T AT AT AT N S AT AN T AT T e e et .
. L *
ooLs F---Teesmmni- S R R A T e R et
'ﬁ' ' o4
= : /
= LT B H
S omo 4 T Ch LT T Pr el SR H R
e 4 wrERmRmETLED [ 1 .
g B ETERIOR MECANDCO '_.l‘:.. i E .-."I.
o —i— HFEEINE MOLELD el | J i i
D005 T1  —g— sovmroe mimaxn [0 "".'-'_""','""f """ WOy
—— soesmior mEcivE D . 1 (r i i
#— SUFRIOR MODELO '-',, ! ! !
LD e
-0.0001 -00001 000 0.nnot 00002
DEFCRMA A
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9.2.2 Ensaio de carregamento per manente com carga de servico distribuida

As Figs. 9.7 a 9.12 apresentam os resultados correspondentes aos ensaios 05 e 06,
conforme a Tab. 9.1. Nestes ensaios, os protétipos Al e B2 permaneceram submetidos ao
carregamento, aplicado de forma distribuida, por um periodo de 143 e 140 dias,
respectivamente.

Na Fig. 9.10, fica evidenciada a influéncia da fissura referida no item 9.2.1 no

aumento do deslocamento vertical do protétipo B2, medido experimentalmente, ao longo do
tempo.

Britto e Silva (1994) relatou que ocorreram dificuldades na utilizagcdo do extensdmetro
mecanico, podendo ter ocorrido imprecisdes nas leituras do mesmo. Houve dificuldades de
acesso aface inferior dos protétipos para a medicéo das deformagdes através deste aparel ho.
Além disso, nos protétipos A1l e B2, ndo foi possivel utilizalo na face superior, devido ao
fato desta face estar coberta por sacos de arela, 0s quais smulavam o carregamento
distribuido. Tais deformagBes foram estimadas, entéo, através da leitura entre dois pontos
situados na face lateral, 0 mais proximo da face superior. Esta aproximacéo pode ter originado
diferencas significativas de valores. A propria utilizagdo inadequada do equipamento pode ter
conduzido a leituras incorretas, 0 que transparece, com maior evidéncia, em aguns gréficos
de deformagdes por carregamento instanténeo (item 9.2.4).
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9.2.3 Ensaio de carregamento per manente com somente peso proprio

As Figs. 9.13 a 9.18 apresentam os resultados correspondentes aos ensaios 07 e 08,
conforme a Tab. 9.1. Nestes ensaios, 0s protétipos A2 e C1 permaneceram submetidos ao
peso préprio carregamento por um periodo de 126 e 136 dias, respectivamente.

As observagoes feitas no item 9.2.2 a respeito do extensdmetro mecéanico sdo vélidas
também para este ensaio.
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9.2.4 Ensaio de carregamento instantaneo com carga concentrada até a ruptura

AsFigs. 9.19 a 9.34 apresentam os resultados correspondentes aos ensaios 01, 04, 09 e
10, conforme a Tab. 9.1. Nestes ensaios, os protétipos B1, C2, A2 e C1, respectivamente,
foram levados aruptura, mediante a aplicacdo de cargas concentradas, localizadas a 30 cm de
cada lado a partir do seu eixo, conforme aFig. 9.1. Os dois primeiros foram rompidos logo no
12° dia de idade, enquanto gque os dois Ultimos, apds os periodos de 126 e 136 dias,
respectivamente.

S8o comparadas as flechas medidas tanto na secdo central de cada protétipo, quanto
nas secdes localizadas a um quarto do vao, onde, segundo Britto e Silva (1994), os resultados
experimentais ndo estdo plotados até a ruptura, pois os defletbmetros atuantes nestas posicoes
foram retirados assim que seu curso total foi atingido, ndo sendo, entdo, efetuadas leituras
experimentais para estas posi¢oes a partir de ent&o.

Britto e Silva (1994) também constatou que alguns resultados experimentais de
deformagdes obtidos, utilizando o extensdmetro mecanico, apresentaram valores bem diversos
daguilo que era esperado, emprestando aos graficos um aspecto inadequado.
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10 e pelo modelo computacional, para a face inferior da secéo central

do protétipo C1
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FIGURA 9.34 - Comparacéo entre as deformagdes, obtidas no ensaio
10 e pelo modelo computacional, para a face superior da secéo central

do protétipo C1



9.3 REPRESENTACAO GRAFICA DOS RESULTADOS OBTIDOS PELO MODELO
COMPUTACIONAL

Neste item, mostram-se os resultados das distribuices de tensdes no concreto e no
aco, obtidos pelo modelo computacional ,segundo os ensaios apresentados na Tab. 9.1.

9.3.1 Ensaio de carregamento instantaneo com carga de servico distribuida

9.3.1.1Evolucdo do estado de tensdo (syx) dos elementos de concreto ao longo do
carregamento

AsFigs. 9.35 e 9.36 mostram a evolucéo do estado de tensdo 6x) dos elementos de
concreto dos protétipos Al e B2, apods a aplicagdo do carregamento distribuido, segundo
resultados obtidos pelo modelo computacional na simulagdo numérica dos ensaios 02 e 03,
respectivamente, conforme a Tab. 9.1.

a2
_*-—
03

Somente peso proprio

p=0,7425 kN/m z

p = 1,650 KN/m

FIGURA 9.35 - Evolucdo do estado de tensdo (Sx) dos elementos de concreto do prototipo
A1, a0 longo do ensaio 02, segundo o modelo computacional
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FIGURA 9.36 - Evolugdo do estado de tensdo (sx) dos elementos de concreto do prototipo

B2, ao longo do ensaio 03, segundo 0 modelo computacional
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9.3.1.2 Evolucéo das tensdes na armadura ao longo do carregamento

AsFigs. 9.37 e 9.38 mostram a evolucao das tensdes na armadura dos protétipos Al e
B2, apds a aplicagdo do carregamento distribuido, segundo resultados obtidos pelo modelo
computacional na simulacdo numeérica dos ensaios 02 e 03, respectivamente, conforme a Tab.
9.1

142

141

140

139
Somente peso proprio
138
137

136

135

127

126

125

p = 0,2475 kN/m -

123

122

126.5

126

- {1255

125

I 124.5

j
p = 1,650 kN/m 124
1235
L i
1225

122

1215

FIGURA 9.37 - Evolucéo das tensdes na armadura do protétipo Al, ao longo do ensaio 02,
segundo o modelo computacional
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Somente peso proprio
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FIGURA 9.38 - Evolucdo das tensdes na armadura do protétipo B2, ao longo do ensaio 03,

segundo o modelo computacional

9.3.2 Ensaio de carregamento per manente com carga de servico distribuida
9.3.2.1 Estado de tensdo (s ) dos elementos de concreto ao término do ensaio

AsFigs. 9.39 e 9.40 mostram o estado de tenséo (Sx) final dos elementos de concreto
dos protétipos Al e B2, apos permanecerem submetidos ao carregamento, aplicado de forma
distribuida, por um periodo de 143 e 140 dias, respectivamente, segundo resultados obtidos
pelo modelo computacional na simulacdo numérica dos ensaios 05 e 06, respectivamente,

conformeaTab. 9.1.
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_—

Periodo: 143 dias

07

FIGURA 9.39 - Estado de tensdo (sx) dos elementos de concreto do protétipo A1, ao final do

ensaio 05, segundo o modelo computacional

ﬁ

Periodo: 140 dias

07

FIGURA 9.40 - Estado de tensdo (sx) dos elementos de concreto do protétipo B2, ao final do

ensaio 06, segundo o modelo computacional

9.3.2.2 Tensdes na armadura ao término do ensaio

AsFigs. 9.41 e 9.42 mostram as tensdes finais na armadura dos protétipos Al e B2,
apos permanecerem submetidos ao carregamento, aplicado de forma distribuida, por um
periodo de 143 e 140 dias, respectivamente, segundo resultados obtidos pelo modelo
computacional na simulacdo numeérica dos ensaios 05 e 06, respectivamente, conforme a Tab.

9.1.

Periodo: 143 dias

114

13315

113

1125

112

1918

m

1105

FIGURA 9.41 - Tensdes na armadura do protétipo A1, ao final do ensaio 05, segundo o

model o computacional
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FIGURA 9.42 - Tensdes na armadura do protétipo B2, ao final do ensaio 06, segundo o
modelo computacional

9.3.3 Ensaio de carregamento per manente somente com peso proprio
9.3.3.1 Estado de tensdo (s«) dos elementos de concreto no inicio e fim do ensaio

As Figs. 9.43 e 9.44 mostram o estado de tensdo (Sx) inicia e final dos elementos de
concreto dos protétipos A2 e C1, apOs permanecerem submetidos ao carregamento, aplicado
de forma distribuida, por um periodo de 126 dias, segundo o ensaio 07 e de 136 dias, segundo
0 ensaio 08, da Tab. 9.1, respectivamente.

Somente peso proprio

Perfodo: 126 dias e

FIGURA 9.43 - Estado de tenséo (sx) dos elementos de concreto do protétipo A2, ao final do
ensaio 07, segundo o modelo computacional
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Somente peso proprio

Periodo: 136 dias

FIGURA 9.44 - Estado de tensdo (sx) daarmadurado protétipo C1, ao final do ensaio 08,
segundo o modelo computacional

9.3.3.2 Tensdes na armadura ao fim do ensaio

AsFigs. 9.45 e 9.46 mostram as tensdes inicial e final da armadura dos prot6tipos A2
e C1, apos permanecerem submetidos ao carregamento, aplicado de forma distribuida, por um
periodo de 126 e 136 dias, segundo resultados obtidos pelo modelo computacional na
simulagdo numérica dos ensaios 07 e 08, respectivamente, conforme a Tab. 9.1.

142
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[ | 140
[ S R 12

Somente peso proprio 1

137

136

118
1145

[ — i ] "
I I 1 M35

]
Periodo: 126 dias -

FIGURA 9.45 - TensBes na armadura do protétipo A2, ao final do ensaio 07, segundo o
model o computacional
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FIGURA 9.46 - TensBes na armadura do protétipo C1, ao final do ensaio 08, segundo o
model o computacional

9.3.4 Ensaio de carregamento instantaneo com carga concentrada até a ruptura

9.34.1Evolucdo do estado de tensdo (syx) dos elementos de concreto ao longo do
carregamento

As Figs. 9.47 a 9.50 mostram a evolucéo do estado de tensdo 6x) dos elementos de
concreto dos protétipos B1, C2, A2 e C1, ao longo da aplicagdo do carregamento instantaneo
até a ruptura, segundo resultados obtidos pelo modelo computacional na simulacdo numérica
dos ensaios 01, 04, 09 e 10, respectivamente, conforme a Tab. 9.1.

—_—— :

Somente peso proprio i
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FIGURA 9.47 - Evolugdo do estado de tensdo (sx) dos elementos de concreto do prototipo

B1, ao longo do ensaio 01, segundo 0 modelo computacional
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FIGURA 9.48 - Evolucdo do estado de tensdo (s ) dos elementos de concreto do prototipo
C2, ao longo do ensaio 04, segundo 0 modelo computaciona
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FIGURA 9.49 - Evolucdo do estado de tensdo (Sx) dos elementos de concreto do prototipo
A2, a0 longo do ensaio 09, segundo o modelo computaciona
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P=1,8kN i

P=5,8kN

P=11,8kN

25

FIGURA 9.50 - Evolugéo do estado de tensdo (Sx) dos elementos de concreto do prototipo
C1, ao longo do ensaio 10, segundo 0 modelo computacional

9.3.4.2 Evolucéo das tensdes na armadura ao longo do carregamento

As Figs. 9.51 a 9.54 mostram a evolucdo das tensdes na armadura dos protétipos B1,
C2, A2 e C1, ao longo da aplicagdo do carregamento instantaneo até a ruptura, segundo
resultados obtidos pelo modelo computacional na simulacdo numérica dos ensaios 01, 04, 09
e 10, respectivamente, conforme a Tab. 9.1.
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Somente peso proprio
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FIGURA 9.51 - Evolucdo das tensdes na armadura do protétipo B1, ao longo do ensaio 01,

segundo o modelo computacional
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FIGURA 9.52 - Evolucdo das tensdes na armadura do protétipo C2, ao longo do ensaio 04,

segundo o modelo computacional
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FIGURA 9.53 - Evolucdo das tensdes na armadura do prot6tipo A2, ao longo do ensaio 09,

segundo o modelo computacional
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FIGURA 9.54 - Evolucdo das tensdes na armadura do prot6tipo C1, ao longo do ensaio 10,

segundo o modelo computacional




10 ANAL |SE DE VIGAS DE CONCRETO PROTENDIDO, SUBM ETIDAS A POS-
TRACAO COM ADERENCIA INICIAL

10.1 INTRODUCAO

Neste item, comparam-se o0s resultados obtidos através do modelo
computacional com valores determinados pelo ensaio experimental, realizado por Mattock,
Yamazaki e Kattula (1971), para a viga, referenciada por RB1, bi-apoiada de concreto
protendido, submetida apos-tracdo com aderéncia.

O detalhamento da viga RB1, assm como suas secdes transversais no meio do véo e
nos apoios, podem ser vistas, respectivamente, na Fig. 10.1. O ensaio se constituiu na
aplicacdo de quatro cargas concentradas, cujas posicoes podem ser vistas na Fig. 10.1, até
atingir-se a ruptura da viga.

A armadura protendida é constituida de duas cordoahas, compostas por fios de
didmetro 12,7 mm, disposta de forma parabdlica e cuja posicéo pode ser vista na Fig. 10.1.
Seu médulo de elasticidade e limite de resisténcia atragdo (fpw) Sa0, respectivamente, 19500
kN/cm? e 197 kN/cm?. A tensdo inicial de protensdo (Spo) vale 132,5 kN/cm?. Adotou-se um
coeficiente de atrito para bainhas metdlicas de 0,3, pelo fato deste valor ndo ter sido
informado pelos autores do ensaio. JA as armaduras passivas longitudinais tracionada e
comprimida sdo formadas por duas barras de 6,3 mm dispostas respectivamente, a 2,3 cm e
28,5 cm da base da viga. Seu médulo de elasticidade vale 21000 kN/cm? e sua tensdo de
escoamento, 38,5 kN/cm?2. Os estribos possuem os mesmos valores de diametro, médulo de
elasticidade e tensdo de escoamento das armaduras passivas longitudinais e estdo espacados
de 17,78 cm.

A resisténcia & compressdo do concreto é de 3kN/cm?, aos 28 dias, mesma data de
realizacéo do ensaio e da aplicacdo da protensdo. Adotou-se uma umidade relativa do ar de
80% e uma temperatura média de 20° C, j& que tais dados n&o foram fornecidos pel os autores
do ensaio. A espessuraficticiavale 10,16 cm.

Para a andlise computacional, foi utilizada uma malha de elementos finitos com dez
elementos quadrangulares quadréticos de oito nds para estado plano de tensdo, conforme a
Fig. 10.2.

Os valores comparados, a seguir, na Fig. 10.3, sdo valores liquidos, ou sgja, estdo
descontadas as parcelas correspondentes ao peso proprio.

Mostram-se, graficamente, as deformadas e as distribui¢des de tensdes no concreto e
no aco, ao longo do carregamento, segundo os resultados obtidos computacional mente,
através das Figs. 10.4 até 10.6.
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#s’,estribos = 6,3 mm

VIGA RBL P/4 P/4 P/4 Pra
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FIGURA 10.1 - Detalhamento da viga RB1 (cotas em cm)

oo ' ' ' ' 315,24 1
1 1 15,24 ﬂ“'s

86,36 76,2 91, 44—
426,72 -
FIGURA 10.2 - Discretizacdo adotada para a andlise por elementos finitos daviga RB1
(cotas em cm)

86,36 86,36

10.2 EVOLUCAO DA FLECHA AO LONGO DO CARREGAMENTO

Na Fig. 10.3, mostra-se a evolugdo das flechas ao longo do carregamento para a viga
RB1, segundo os resultados dos ensaios e os obtidos através do modelo computacional.

CARGA B (KET)

God 100 200 3Oh 400 506 S04 TOD 200 940 1460 1140 1200 204 1400 L1500 16.00

FLECHA o)

FIGURA 10.3 - Comparagéo entre as flechas, obtidas no ensaio e pelo modelo computacional,
paraaviga RB1
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10.3 REPRESENTACAO GRAFICA DOS RESULTADOS OBTIDOS PELO MODELO
COMPUTACIONAL

Neste item, ser8o apresentados, graficamente, os resultados obtidos pelo modelo
computacional. Mostram-se os resultados de deformadas da estrutura, além das distribuicoes
de tensbes no concreto e no aco. Para melhor visualizagdo da distribuicdo de tensbes no
concreto, a altura da estrutura foi aumentada em duas vezes.

10.3.1 Deformada da estrutura antes e ap0s o carregamento

A Fig. 10.4 mostra, respectivamente, as deformadas da viga RB1 no inicio e fim da
aplicacdo do carregamento, segundo resultados obtidos pelo modelo computacional. Usou-se
um fator de amplificacdo igual a 20 para as deformadas da estrutura, quando nela atua
somente 0 peso proprio.

Somente Peso Proprio
Deslocamento Maximo: -0,304 cm (para cima)

-

P=40kN
Deslocamento Maximo: 8,731 cm

FIGURA 10.4 - Deformada da viga RB1, no inicio e fim da aplicacdo carregamento, segundo
0 modelo computacional

10.3.2 Evolucédo do estado de tensdo (sx) dos elementos de concreto ao longo do
carregamento

A Fig. 10.5 mostram a evolugdo do estado de tensdo (sx) dos elementos de concreto da

viga RB1, ao longo da aplicacéo do carregamento, segundo resultados obtidos pelo modelo
computacional.
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FIGURA 10.5 - Evolugéo do estado de tensdo (sx) dos elementos de concreto da viga RB1,
segundo o modelo computacional

10.3.3 Evolucgéo das tensdes na armadura ao longo do carregamento

A Fig. 10.6 mostra a evolucéo das tensdes na armadura da viga RB1, ao longo da
aplicacdo do carregamento, segundo resultados obtidos pelo modelo computacional.




126

E

Somente peso préprio

120

100

80

60

40

20

P=16 kN

100

80

80

40

20

0

-20

:

P=40kN

140

120

100

a0

60

40

20

]

-20

-40

FIGURA 10.6 - Evolucéo das tensdes na armadura da viga RB1, segundo o modelo

computacional




11 ANALI~SE DE VIGAS DE CONCRETO PROTENDIDO, SUBMETIDAS A PRE-
TRACAO OU POS-TRACAO SEM ADERENCIA INICIAL

11.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, comparam-se os resultados obtidos através do modelo computacional
com valores determinados por ensaios experimentais, realizados por Gongchen e Xuekang
(1988), para vigas bi-apoiadas de concreto protendido, submetidas a pré-tracdo ou pos-tracéo
sem aderénciainicial.

S80 analisados dois conjuntos de vigas: 0 primeiro conjunto corresponde & Vigas,
referenciadas por A-3, A-6 e A-9 e submetidas a pés-tracdo sem aderéncia inicia; ja o
segundo conjunto corresponde s vigas, referenciadas por D-1, D-3 e D-10 e submetidas a
pré-tracdo. Em ambos os conjuntos, duas cargas concentradas sdo aplicadas até atingir-se a
ruptura, cuja posi¢ao pode ser vista na Fig. 11.1, assm como o detalhamento de tais vigas. A
secdo das vigas é mostrada na Fig. 11.2.

Para cada viga, os valores das resisténcias médias acompressio do concreto (f.), das
armaduras protendidas (fp), das tensdes iniciais de protensdo (Spo), das armaduras
longitudinais passivas tracionadas { 5), das tensdes de escoamento das armaduras passivas
(fy), das tensdes de ruptura das armaduras protendidas (foik) € 0s modulos de elasticidade das
armaduras protendidas, E,, e das armaduras passivas, Es, encontram-se na Tab. 11.1.

Para a analise computacional, foi utilizada uma malha de elementos finitos com doze
elementos quadrangulares quadréticos de oito nés para estado plano de tensdo, conforme a
Fig. 11.3.

Adotou-se uma umidade relativa do ar de 80% e uma temperatura média de 20° C, ja
gue tais dados ndo foram fornecidos pelos autores dos ensaios. A espessura ficticia vale
10,180 cm. Todos os ensaios foram considerados como sidos realizados aos 28 dias de idade
da estrutura, quando também foi aplicada a protensdo na armadura ativa.

O coeficiente de atrito adotado entre a armadura protendida e o concreto, nas vigas do
conjunto A, vale 0,5, ja que ambos 0s materiais estavam em contato direto. Ta valor ndo foi
ndo foi fornecido pelos autores dos ensaios.

Os valores comparados a seguir, através das Figs. 11.4 até 11.12, sdo valores liquidos,
0u sgja, estdo descontadas as parcel as correspondentes ao peso proprio.

Mostram-se, graficamente, através das Figs. 11.13 até 11.30, os resultados, obtidos
pelo modelo computacional, de deformadas da estrutura e de distribuicdes de tensdes no
concreto e o ago.

11.2 EVOLUCAO DASFLECHAS AO LONGO DO CARREGAMENTO

Nas Figs. 11.4 até 11.9, mostra-se a evolucdo das flechas ao longo do carregamento
para os dois conjuntos de vigas, A e D, segundo os resultados dos ensaios e 0s obtidos através

do modelo computacional.



TABELA 11.1 - Vaores para cadaviga
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fcm f p Spo fy fptk Es Ep
VIGA | (kNier?) | em) | (knren?)| F5© | (knven?) | (kNiern) | (kNven) | (kNZen)
A-3 3,06 1,410 82 1,730 43 179 21000 | 20500
A-6 3,06 1,410 85,4 2,430 40 179 21000 | 20500
A-9 3,31 1,410 92 3,200 39,5 179 21000 | 20500
D-1 3,56 0,865 92 1,410 39,5 166 21000 | 20000
D-3 3,56 1,410 87,9 1,730 26,7 166 21000 | 20000
D-10 3,56 1,580 82,5 1,130 26 166 21000 | 20000
VIGAS A e D P/2 P/2 s',@ ESTRIBOS = 6,3
- 140 140 / \ 140
| [_ho - 7T
- \"’P VARIAVEL \ws VARIAVEL
gk 420 ok

FIGURA 11.1 - Detalhamento das vigas A e D (cotas em cm)
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FIGURA 11.2 - Secdo dasvigas A e D (cotas em cm)
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FIGURA 11.3 - Discretizag@o adotada para a analise por elementos finitos das vigas A e D
(cotas em cm)




L&0on 5

L4000 - o= = ;o e e o o o e e E oo
LHION Fm=m === = mmmm s mmme o memm e e e e s b e
1 e A T e LT T T e PR

aon

CARGA P (kD)

dnon 3----

a0 -

- 10 [ RS St R SRl et S

000 4

—d— EXPERIMERT AL ‘ ..... 4

P - i i 1 : —— Moo

& ] ' ' ] i ] 1

.00 Lod .00 100 4.00 5.00 &.00 .00 8.00

FIGURA

Lenon 5

L 4

T i e LT T B

2000

CARGA P (kD

a10h

doon 3 ---

mon 4

000 -4

T o e e e B

FLECHA (o)

11.4 - Comparacdo entre as flechas, obtidas no ensaio e pelo
modelo computacional, para aviga A-3

- i i i i i
7’?‘../4_4_4_;_ —— ENPERMENTAL [ i
P ol g d ! : '

] i : : : : —— wWonEo ;
[‘LJ-J-J_L_ s
E

FIGURA

.00 Lo .00 100 4.0 5.00 a.00 7.00 8.00

FLECHA {om)
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FIGURA 11.9 - Comparacéo entre as flechas, obtidas no ensaio e pelo modelo computacional,
paraavigaD-10

11.3 EVOLUCAO DA MEDIA DAS TENSOES NA ARMADURA PROTENDIDA AO
LONGO DO CARREGAMENTO

Nas Figs. 11.10 até 11.12, mostra-se a evolugdo da média das tensdes na armadura
protendida ao longo do carregamento para o conjunto de vigas, A, segundo os resultados dos
ensaios e os obtidos através do model o computacional.
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FIGURA 11.10 - Comparagéo entre as médias das tensdes na armadura protendida, obtidas no
ensaio e pelo modelo computacional, paraavigaA-3



131

UL FoTTmEn Pttty it - frplea P i b i Pkl P Al riot .
] i ] ] | i i ] i
T 1 s s s U U PR e K e d

LamEp s se ik A ki St e e s e s g s s e e g rinu s e e i

1 : : : : i : : i
L T e T F e T s EE et
e : : ’i_.ﬂ-"-_- i i i i i
o H H e i H i H H H H
o EDDD el ey LR e T It TR (SR J
b i Pl i 1 H i 1 1 i
i o i i i i i i i i

§  saEesiodosofite s n e teira et b S T A '
] ] i ] ] i i

abbl Lo, ’if_/_{___.:____.___:_______i_______:_ _______ Rt —— GDERIMENTAL | ____ . ;
¥ : : : : : & wonmo ;

SRR SR R S ST CETS P A i e

’ v v ] v v ] v v v

e e
i [u] 1500 a1

e :
e} 2500 b

.00

o] 00 10,60 1500 ib 0 EER] 0,00

ALER TO WEDID DE TERSAD (kblion)

FIGURA 11.11 - Comparagéo entre as médias das tensdes na armadura protendida, obtidas no
ensaio e pelo modelo computacional, paraaviga A-6

[ {10011 S e T T smmm e e e (= :
- - - - - ! : - - :
L T e T e
: h o Ty b : ! h : !
L s S L T
: N : . : : . :
golonbl Fe-ooaae Lita sy S R y i e R T Bt B B R
2 : 7 e : : : : : : :
o i A i 1 i i ' | i '
Rt it sel* . bt heinel it el Sl 5 A !
g L JmeE ! ! ! ! ! ! ! :
S e e T e B P Rt B '
W i i i i i i
4000 _____;_/__E ________ E________E_______%_______E_ _______ E _____ —i— DFERICEETAL | __ . i
fo i i i i i & womo i

S b AN S N N S IR

f : : ! ! ' ! ! '
e ———t -ttt
udd 500 10.00 1500 2000 2500 3040 1500 0.0 4500 S0.00

AUBEN IO MEDIDDE TENSAD (ko™

FIGURA 11.12 - Comparagdo entre as médias das tensdes na armadura protendida, obtidas no
ensaio e pelo modelo computacional, paraaviga A-9

114 REPRESENTACAO GRAFICA DOS RESULTADOS OBTIDOS PELO MODELO
COMPUTACIONAL

Neste item, ser@o apresentados, graficamente, os resultados obtidos pelo modelo
computacional na simulacdo numérica dos ensaios realizados com 0s conjuntos de vigas, A e
D. Seréo mostradas a deformada e a evolucdo do estado de tenséo €«) dos elementos de
concreto e da tensdo uniaxiais na armadura, ao longo do carregamento aplicado, para ambos
0S conjuntos de vigas.

11.4.1 Deformada da estrutura antes e apds o carr egamento

AsFigs. 11.13 até 11.18 mostram, respectivamente, as deformadas dos dois conjuntos
de vigas, A e D, no inicio e fim da aplicagdo do carregamento, segundo resultados obtidos
pelo modelo computacional. Usou-se um fator de amplificagéo igual a 20 para as deformadas
da estrutura, quando nela atua somente 0 peso proprio.
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Somente peso proprio
Deslocamento Maximo: -0,287 cm (para cima)

e e e s

P=93 kN
Deslocamento Maximo: 6,134 cm

FIGURA 11.13 - Deformada da viga A-3, no inicio e fim da aplicagdo carregamento, segundo
0 modelo computacional
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Somente peso proprio
Deslocamento Mé&ximo: -0,262 cm (para cima)

J i l |
[ | | | |
P =108 kN
Deslocamento Maximo: 4,499 cm

FIGURA 11.14 - Deformada da viga A-6, no inicio e fim da aplicacdo carregamento, segundo
0 modelo computacional
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Somente peso proprio
Deslocamento Maximo: -0,235 cm (para cima)

J f | J
[ | ] | |
P =148 kN
Deslocamento Méximo: 4,333 cm

FIGURA 11.15 - Deformada da viga A-9, no inicio e fim da aplicacdo carregamento, segundo
0 modelo computacional
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| |

C | |
Somente peso proprio

Deslocamento Maximo: -0,106 cm (para cima)

P=64 kN
Dedlocamento Maximo: 14,626 cm

FIGURA 11.16 - Deformada da viga D-1, no inicio e fim da aplicagdo carregamento, segundo
0 modelo computacional
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Somente peso préprio
Deslocamento Maximo: -0,308 cm (para cima)
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| |
P =100 kN
Deslocamento Méaximo: 4,417 cm

FIGURA 11.17 - Deformada da viga D-3, no inicio e fim da aplicacdo carregamento, segundo
0 modelo computacional
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Somente peso proprio
Deslocamento Maximo: -0,395 cm (para cima)

J J ]
L | | |
P=113kN
Deslocamento Maximo: 3,731 cm

FIGURA 11.18 - Deformada da viga D-10, no inicio e fim da aplicacéo carregamento,
segundo o modelo computacional
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11.4.2 Evolucdo do estado de tensdo (sx) dos elementos de concreto ao longo do
carregamento

AsFigs. 11.19 até 11.24 mostram a evolucdo do estado de tensdo (Sx) dos elementos

de concreto dos dois conjuntos de vigas, A e D, ao longo da aplicacdo do carregamento,
segundo resultados obtidos pelo modelo computacional.
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Somente peso préprio 03
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=]

ii

P=62kN

28

P=34kN i

FIGURA 11.19 - Evolucéo do estado de tenséo (s x) dos elementos de concreto daviga A-3,
segundo o modelo computacional
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P=35kN

P=76 kN

-24

FIGURA 11.20 - Evolucdo do estado de tenséo (s x) dos elementos de concreto da viga A-6,

segundo o modelo computacional
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FIGURA 11.21 - Evolucdo do estado de tensfo (sx) dos elementos de concreto da viga A-9,
segundo o modelo computacional
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FIGURA 11.22 - Evolucao do estado de tenséo (s x) dos elementos de concreto daviga D-1,
segundo o0 modelo computacional
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FIGURA 11.23 -Evolucéo do estado de tensdo (Sx) dos elementos de concreto da viga D-3,

segundo o0 modelo computacional
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P=18kN

“
e —
P =64 kN

1.4

-16

FIGURA 11.24 -Evolucéo do estado de tensdo (Sx) dos elementos de concreto da viga D-10,

segundo o modelo computacional

11.4.3 Evolucao dastensdes na armadura ao longo do carregamento

As Figs. 11.25 até 11.30 mostram a evolucdo das tensbes na armadura dos dois
conjuntos de vigas, A e D, ao longo da aplicacdo do carregamento, segundo resultados obtidos

pelo modelo computacional.
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FIGURA 11.25 - Evolugéo das tensdes na armadura da viga A-3, segundo 0 modelo

computacional
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FIGURA 11.26 - Evolucéo das tensdes na armadura da viga A-6, segundo 0 modelo
computacional
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FIGURA 11.27 - Evolugéo das tensdes na armadura da viga A-9, segundo o modelo
computacional
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Somente peso proprio

=20

FIGURA 11.28 - Evolugéo das tensdes na armadura da viga D-1, segundo 0 modelo

computacional
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Somente peso préprio

P=62kN

FIGURA 11.29 - Evolucéo das tensdes na armadura da viga D-3, segundo 0 modelo
computacional
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P=110kN

FIGURA 11.30 - Evolugéo das tensdes na armadura da viga D-10, segundo o modelo

computacional




12 CONCLUSOESE SUGESTOES

Neste trabal ho, apresentou-se um modelo el asto-viscopléstico, baseado no método dos
elementos finitos, para a andlise de pecas fletidas de concreto armado e protendido. Tal
modelo tem como casos particulares o viscoelastico, onde os efeitos ligados ao tempo dos
materiais, como fluéncia e retragdo do concreto e relaxagdo do aco, sdo investigados, e o
elastoplastico, onde se busca o0 estado de deformacbes apds a aplicacdo de um determinado
carregamento.

Esta dissertacdo teve como base principal o trabalho de Prates Janior, apresentado
neste PPGEC em 1992. Em relagdo a0 seu trabalho, revisaram-se todos os modelos
implementados para o estudo do comportamento de pegas de concreto estrutural, submetidas a
cargas de curta e longa duragéo; sugeriu-se um modelo de camadas para se descrever o
comportamento viscodldstico da armadura protendida; implementou-se um modelo mais
simples para representar o comportamento do concreto fissurado, sob tragdo; utilizou-se o
software MATLAB para a implementacéo do modelo computacional, com o qual foi possivel
criar, também, um programa para entrada de dados e outro para visualizagdo gréfica dos
resultados obtidos.

Na andlise do funcionamento do concreto e da armadura, ao longo do tempo, 0 modelo
de camadas superpostas atingiu 6timos resultados para descrever os fendmenos de fluéncia no
concreto e de relaxacéo da armadura protendida.

Tanto 0 modelo elastoplastico para o concreto comprimido, quanto 0 modelo para o
concreto tracionado, onde o modelo de fissuras distribuidas foi empregado, também se
mostraram eficientes.

A automacdo da implementagdo da armadura, através do modelo incorporado, tornou o
modelo computacional extremamente versatil, uma vez que as barras inseridas dentro dos
elementos de concreto sdo definidas por apenas dois ou trés pontos nodais. Automaticamente,
0 algoritmo se encarrega de determinar os segmentos de armadura dentro de cada elemento de
concreto.

O software MATLAB mostrou-se muito eficiente para a implementacdo do modelo
computacional. Além disso, viabiliza o uso de ferramentas gré&ficas para visuaizacdo dos
resultados obtidos. Esta € uma exigéncia para a utilizagdo do método dos elementos finitos, ja
gue este método fornece um volume muito grande de informacoes.

Com os excelentes resultados obtidos com 0 modelo, quando comparados com os
valores experimentais, verificase a possibilidade de se smular computacionalmente o
funcionamento real de diferentes estruturas de concreto estrutural. Deste modo, pode-se
analisar o comportamento de pegas estruturais, de maneira mais precisa, afim de se otimizar o
aproveitamento dos materiais.

Para trabalhos futuros, sugere-se a implementacéo de incrementos de deslocamentos,
para diferentes datas; o desenvolvimento de um modelo mais elaborado para a smulagéo do
comportamento do concreto fissurado, sob tracéo, face asensibilidade e simplicidade daquele
implementado neste trabalho e um modelo que considere a aderéncia imperfeita entre o
CONCreto e 0 ago.
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ANEXO A PREPARACAO DOS RESULTADOS DENTENSAO NO CONCRETO E
NA ARMADURA PARA REPRESENTACAO GRAFICA

A.1 PROCESSO DE SUAVIZACAO DE TENSOES UTILIZANDO O METODO DOS
MINIMOS QUADRADOS, PARA ELEMENTOS FINITOS PLANOS

No método dos deslocamentos, as tensdes sao descontinuas entre elementos por causa
da natureza da variagéo do deslocamento admitida. Durante o processo de andlise, as tensdes
sdo calculadas nos pontos de integracdo dos elementos. Para a representacdo da distribuicéo
das tensdes, sd0 necess&rios os valores nodais das tensdes. Se os valores nodais das tensdes
fossem calculados separadamente para cada elemento, seria gerada uma distribuicdo n&o
suavizada, conforme apresentado na Fig. A.1l. Torna-Se, assim, necessario um processo de
suavizagdo para possibilitar a continuidade interelementar das tensoes.

TensOes ndo suavizadas

FIGURA A.1 - Tensdes suavizadas e ndo suavizadas

Neste trabalho, usa-se 0 processo de suavizagao utilizado por Dantas (2000), com base
no trabalho de Hinton e Campbell (1974). A funcéo de suavizacdo € definida como:

gxy) Sao+anX+any+auxy+aoX+.. = aa,x'y,
1i1=0,p
{i=0q’ (A1)
onde g é uma fungdo de ordem p em x e uma funcédo de ordem g emYy.

com

Se a funcdo ndo suavizada é dada por s (x,y), entdo o problema resume-se em
encontrar os coeficientes a ; que minimizem o funcional:

C = Qs - 9)°dxdy. (A.2)
Conseguentemente, parac ser um vaor minimo:
Cc
ﬂ—-O. (A.3)

Ta,
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Neste problema, as incognitas sio tomadas como as tensdes nodais suavizadas s; e

estas tensbes podem ser obtidas usando-se as fungdes de forma. Desta maneira, a funcéo de
suavizagdo g(x,h) é dada pela expressdo:

g(x,h)=§ N s’ (A

i=1n

onde N;, a funcéo de forma no né i, é uma funcéo de coordenadas (x,h) e s;” é a tensdo nodal
Suavizadano nd i e n é o numero de nds por elemento.

O ero entre as tensdes suavizadas e ndo suavizadas em qualquer ponto dentro do
elemento é dado por:

e(x,h) =s (x,h) —g (x,h), (A.5)

onde as tensdes ndo suavizadas s (x,h), em qualquer ponto dentro do elemento, podem ser
obtidas pelarelacdo usual de tensdo-deslocamento:

s (x,h) =[D] [B] {d}®, (A.6)
onde:
- [D] é amatriz congtitutiva;
- [B] é amatriz deformacdo - deslocamento;
- {d}® s30 os deslocamentos nodais do elemento.
O problema agora é encontrar as tensdes nodais suavizadas si', Sz, ..., Sp, que
minimizem o funcional:

c=Qa ap(xh)%dxady, (A7)

j=l,ne
onde p € o nimero total de nGs e ne é o nUmero total de elementos.
Parac ser um minimo:

%:O, parai=1,2,..,p. (A.8)
Portanto, para cada elemento, a matriz de suavizagado do elemento é dada por:
CapN. N, detJdxdh  -eeeveeeeee @\, N, det Jdxdh U
[g°=¢ : s G (A.9)
g@‘j\ln N, detJdxdh ----oeeeeeee O\ Nndetdeth

onde det J é o determinante da matriz Jacobiana.
O vetor de “forgas’ é dado por:
I N, s detJdxdnl
{Be=i : . (A.10)
N, S det dedh|'O
O vetor de “forcas’ globa {F} e a matriz de suavizacéo globa [S] sdo obtidos

reunindo-se o vetor de “forcas’ de cada elemento {F}° e a matriz de suavizacdo de cada
elemento [S]®, respectivamente.

As tensbes nodais suavizadas s1 ', Sz , ..., Sp SA0 obtidas resolvendo-se o sistema:
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{F} =[Sl {s}, (A.11)

onde {s} é o vetor formado pelas tensbes nodai s suavizadas.

A.2 CONVERSAO DOS VALORES DAS TENSOES NOS PONTOS DE INTEGRACAO
DAS BARRAS DE ARMADURA, PARA OS PONTOS NODAIS

As barras de armadura sdo introduzidas no programa a partir apenas dos dois nés de
extremidade, conforme Fig. A.2. O programa identifica, automaticamente, quais segmentos de
barras estdo contidos nos elementos de concreto Assim, cada elemento possui n segmentos de
barras, conforme aFig. A.3.

Se 0 elemento de concreto utilizado for o quadrético de oito nos, cada segmento de
barra tera trés nés. Assim, cada segmento de barra, dentro de um elemento de concreto, fica
dividido em duas partes. Para cada segmento de armadura, tém-se, entdo, trés nés e dois
elementos de barra. Esses n0s séo numerados em uma determinada seqiiéncia, de modo que
figue na mesma ordem dos resultados das tensdes nos pontos de integracdo dos segmentos das
barras, conforme Fig. A 4.

Para efeitos de visualizagdo dos resultados, por simplificacdo de célculo, considera-se
gue os valores de tensdo, determinados para 0s pontos de integracéo, correspondem aos
valores nodais do elemento de barra.

no i+5 barra2
né i+3

no i+2

/’ 9

barra3

)

Ve 7 L

no i+4 barral

FIGURA A.2 - Barras de armadura no interior dos elementos de concreto

SEGMENTO DA BARRA 3

4

/

SEGMENTO DA BARRA 1

FIGURA A.3 - Segmentos de barras no interior do elemento de concreto
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FIGURA A.4 - Numeracdo dos nos do segmento de armadura



