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Resumo

O presente trabalho aborda a aplica¢ao do método dos elementos de contorno (MEC)
para solucao de problemas de flexao linear e geometricamente nao-linear de placas semi-
espessas. Os modelos de placa empregados consideraram a influéncia do cisalhamento

através de teorias de primeira ordem, especificamente as de Mindlin e Reissner.

Uma formulac¢ao integral unificada dos modelos de placa utilizados é desenvolvida
para o operador de Navier do problema, onde foram mantidos alguns termos de ordem su-
perior no tensor deformagao de Green. A formulacao integral do problema de membrana
acoplado ao de flexao é igualment desenvolvida, levando a um sistema de equacoes inte-
grais nao-lineares que descreve completamente problemas de placas que envolvem grandes
deslocamentos. Estas equacoes podem ser particularizadas para problemas de flexao lin-
ear e estabilidade eldstica. Tendo em vista a necessidade de se considerar derivadas
dos deslocamentos translacionais, as equacoes integrais correspondentes ao gradiente dos

deslocamentos também foram deduzidas, caracterizando uma formulagao hipersingular.

O método empregado para solucao numérica do sistema de equacoes integrais foi
o método direto dos elementos de contorno. Um tratamento das integrais fortemente
singulares presentes nas equacoes foi realizado, baseado em expansoes assintéticas dos
nicleos. Deste procedimento resulta uma abordagem regularizada que emprega apenas

quadraturas padrao de Gauss-Legendre.



A formulacao foi implementada em uma proposta de arquitetura orientada a objetos
especialmente desenvolvida para o MEC. Esta arquitetura incorpora trés grandes médulos
de classes: auxiliares, de modelo computacional e de andlise. O uso unificado destes mé-
dulos é particularmente adaptados para solucao numérica de problemas descritos através
de métodos integrais, e contempla eficientemente conceitos de extensibilidade e reusabili-
dade.

Sao apresentados resultados para problemas estdticos empregando elementos con-
stantes, lineares e quadrdticos para vdrias geometrias, condicoes de contorno e carrega-

mentos.
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Abstract

This work presents an application of the boundary element method (BEM) to linear
and geometrically non-linear bending analysis of moderately thick plates. The plate mod-
els used account for shear influence by using the first order plate theories of Mindlin and

Reissner.

An unified integral formulation for the plate models employed is derived for the cor-
responding Navier operator, and some higher order terms of the Green strain tensor are
included. The integral formulation for membrane-bending coupling is also developed lead-
ing to a non-linear integral equation system that describes completely large displacement
plate bending problems. The equations can be particularized to linear bending and elastic
stability analysis. Because the coupling terms consider some derivatives of the transla-
tional displacements, the corresponding derivative integral equations were also derived,

resulting an hypersingular approach.

The direct boundary element method was used for the numerical solution of the
integral equation system. A treatment for the strongly singular integrals was carried
out, based on asymptotic expansions of the kernels. This procedure results a regularized

approach which uses only standard Gauss-Legendre quadrature rules.

The formulation was implemented through a proposed object-oriented framework spe-

cially developed to BEM applications. The design provides three basic class modules:



xii
auxiliary, computational model and analysis. The unified application of these modules
is particularly adapted for the numerical solution of problems throught integral equation
methods, and anables efficient extensibility and reusability of the code.

Results for static problems are presented using constant, linear and quadratic bound-

ary elements, for various geometry, boundary conditions, and loading configurations.
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Letras arabicas:
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A(z) Combinacao de fungoes de Bessel.
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XV

B(z) Combinac¢ao de fungoes de Bessel.
b;  Forcas de corpo atuantes na direcao e;.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes preliminares

Quando um engenheiro, um matematico ou um fisico se depara com uma equacao diferen-
cial a ser resolvida, ele dispoe, atualmente, de diversas alternativas de solucao, exatas ou
aproximadas, analiticas ou numéricas. Uma destas alternativas é o método dos elementos
de contorno (MEC), um método de solucao aproximado, e que parte das equagoes do
problema escritas na forma integral.

O MEC teve suas raizes matemadticas estabelecidas ainda no final do século XIX,
mas apenas no final da década de 1960 passou a receber maior atencao por parte da
comunidade cientifica. Apés intensa contribuicao dos matemaéticos soviéticos na primeira
metade do século XX, quando os métodos integrais ja eram utilizados para solucionar
problemas do meio continuo, sua utilizacao praticamente estagnou. Isto se deveu a dois
motivos: sua formulacao puramente matemstica, distanciando-o do campo da engenharia,
e o gigantesco desenvolvimento que ocorreu com o método dos elementos finitos (MEF)
nas décadas de sessenta e setenta que, por sua abrangéncia, atraiu pesquisadores das mais
diversas areas, em todo o mundo.

Apenas na década de setenta, incorporando algumas caracteristicas do MEF, o MEC
tomou impulso e consolidou-se como uma alternativa vidvel para solucao de problemas
de engenharia. A principal caracteristica do MEC reside na redugao - em se tratando de
problemas lineares - de uma dimensao do problema, o que diminui drasticamente a quan-

tidade de dados necessdrios para solugao computacional do mesmo. Em contrapartida,



resulta geralmente matrizes cheias e nao-simétricas, impedindo ou dificultando o uso de
estratégias de solucao desenvolvidas para o MEF.

Inicialmente, o MEC apresentava duas grandes dificuldades: a primeira diz respeito
a integrais contendo nicleos singulares, que obrigam a utilizagao de procedimentos de
integragdo numérica especiais, e a segunda reside na necessidade do conhecimento de
uma solucao fundamental, o que nem sempre ocorre, dependendo da complexidade do
problema. A primeira estd atualmente superada gracas ao amplo esforco dispendido nos
ultimos anos, resultando no surgimento de diversas quadraturas numéricas, para diferentes
graus de singularidade. Quanto & segunda dificuldade, desenvolvimentos mais recentes da
matemadtica tém levado a solucoes fundamentais de problemas mais complexos, haja visto
varias novas solucoes fundamentais surgidas nos ultimos anos, para algumas dreas da
mecanica computacional.

No ambito da anélise estrutural, interesse do presente trabalho, vale dizer que o MEC
tem um 6timo desempenho na solugao de problemas lineares, levando inclusive a resultados
melhores que o MEF, para discretizagoes equivalentes do dominio. Entretanto, para
problemas nao-lineares, o MEC ainda nao experimentou sua aplicacao para uma ampla
variedade de equagoes governantes, algumas destas jd resolvidas satisfatoriamente através
de outros métodos. A aplicagao e validacao do método para esses problemas é objeto de
intensa pesquisa em toda a comunidade cientifica mundial e disso depende, de certa forma,
a aplicagao geral do método como ocorreu com o MEF. Dada a marcante precisao do MEC
na solucao de problemas lineares, ¢ natural que haja a expectativa de bom desempenho
deste método também em problemas nao-lineares, como alids ja foi demonstrado em
diversas publicacoes da literatura. Como nestes casos o MEC normalmente também
exige uma discretizacao do interior do dominio sob andlise, poder-se-ia argumentar que o
método perderia em competitividade com outros métodos consolidados. Mas a capacidade
intrinseca do MEC de fornecer solugoes coerentes com as equacoes da Elasticidade, em
particular valores duais em torno de cantos ou singularidades, dentre outras vantagens,
podem e devem ser aproveitadas.

Além disso, as tendéncias mais modernas de elementos finitos determinam claramente
o uso de filosofias adaptativas, a fim de reduzir de forma automética o erro da andlise. A

utilizagao de procedimentos adaptativos no MEC ainda se encontra em desenvolvimen-



to, dependendo portanto de resultados para taxas de convergéncia e do comportamento
assintético de elementos de alta ordem (ainda muito escassos na literatura), para vérios
problemas préticos.

Um outro argumento muito explorado atualmente, e nao apenas no &mbito da Mecani-
ca dos Sélidos, estd relacionado com o desenvolvimento de programas de computador para
engenharia. Durante as décadas de sessenta, setenta e oitenta prevaleceu uma filosofia
baseada na chamada programagao estruturada. Com a crescente exigéncia de atualiza-
¢ao destes programas, a fim de capacitd-los para solucao de outros tipos de problemas,
criou-se uma demanda por extensibilidade e reusabilidade dos codigos que as linguagens
convencionais de programacao nao suportavam. Tal demanda foi percebida por com-
panhias que desenvolviam programas comerciais e por centros de pesquisa académicos
simultaneamente, levando a uma rapida disseminacao da programacao orientada a obje-
tos (POO). A POO forneceu uma solugao eficiente e naturalmente adaptada para codigos
de engenharia. Os programas baseados no MEF e desenvolvidos sob esta nova filosofia
foram os primeiros a aproveitar as vantagens da POO. Como serd visto no Capitulo 6,
um grande nimero de propostas de arquiteturas para programas de elementos finitos tem
surgido nos ltimos anos, gerando uma infinidade de concepgoes novas que criam um pa-
ralelo sem precedentes entre a implementacao numérica e a estrutura teérica do método.
Infelizmente, desenvolvimentos similares voltados para elementos de contorno ainda sao
muito escassos e incompletos.

Sao os argumentos gerais expostos acima que justificam, em parte, o presente trabalho.

1.2 Revisao bibliografica

Com vistas ao objetivo principal deste trabalho, nao serao aqui revisadas as literaturas
referentes & utilizagao do MEC para flexao linear estdtica de placas finas. Informacgoes a
este respeito podem ser encontradas nas excelentes revisdes de Monken e Silva & de Bar-
cellos (1985), Westphal Jr. (1990) e Beskos (1991). Aqui serao abordadas as literaturas
referentes a aplicagdo do MEC para problemas de flexao nao-linear de placas (e problemas
correlatos), finas ou semi-espessas, bem como problemas de flambagem, pés-flambagem, e

uso de subregioes em placas. Também serd dada especial atengao a aplicagao do MEC para



solugao de problemas de flexao linear utilizando as teorias de R. D. Mindlin (Mindlin 1951)
e E. Reissner, referéncias ainda relativamente escassas na literatura. As revisoes biblio-
graficas sobre tépicos mais especificos deste trabalho (os modelos de placa de Mindlin
e de Reissner; métodos de integracao numérica para integrais contendo niticleos singula-
res; aplicacao de programacao orientada a objetos em elementos finitos e elementos de
contorno) estao incluidas em seus respectivos capitulos.

Provavelmente, a primeira aplicacao de métodos integrais para solugao do problema de
flexao de placas se deveu a Muskhelishvilli em 1933, na primeira edicao de seu livro classico
(Muskhelishvilli 1963), utilizando o Teorema de Goursat para operadores biharmonicos.
A literatura entretanto atribui a Jaswon e Maiti, em 1968 ( Jaswon et al. 1967, Jaswon &
Maiti 1968), a primeira formulagao de elementos de contorno para solu¢do do problema
de flexao de placas finas.

Uma das primeiras aplicagoes do MEC a problemas de elasticidade envolvendo grandes
deslocamentos foi publicada no final da década de setenta (Kompis 1978). Mas apenas
em 1982 foi publicado o que parece ser o primeiro artigo que trata da aplicacao do MEC
para flexdo geometricamente nao-linear de placas (Tanaka 1982). Utilizando a versao
direta do MEC e partindo da identidade de Rayleigh-Green, foi obtida uma formulacao
para as equacoes de von Kdrman do modelo de placa de Kirchhoff. Infelizmente, nenhum
resultado numérico foi apresentado.

Na mesma época, Kamiya e Sawaki publicaram dois artigos sobre este mesmo assunto.
No primeiro (Kamiya & Sawaki 1982b) foram analisados casos de flexdo nao-linear que
podem ser reduzidos & equagiao de Berger'. No segundo (Kamiya & Sawaki 1982¢) foi
apresentada uma formulagdo baseada no método dos residuos ponderados (MRP) cor-
respondente as equagoes de von Kdrmdn. Apesar de proporem uma solucao iterativa,
nao foram mostrados resultados numéricos. Logo apds, estes autores mostraram a apli-
cabilidade do MEC para solucao de problemas de placas finas carregadas termicamente,
envolvendo grandes deslocamentos (Kamiya & Sawaki 1982a). Foi utilizada uma solugao
aproximada baseada também na equacao de Berger. Foram apresentados os resultados
numéricos para um caso de placa circular engastada.

Nesse mesmo ano, Gospodinov e Ljutskanov publicaram um interessante artigo onde

LA equacdo de Berger é uma forma simplificada das equacoes de von Kérman, onde o segundo invari-
ante do tensor deformacgéo ¢ desprezado, o que permite o desacoplamento das equagdes.

4



foi analisada flexao linear de placas finas pelo MEC direto e vibragoes e flambagem pelo
MEC indireto (Gospodinov & Ljutskanov 1982). Este artigo é relevante por utilizar, pela
primeira vez, solugoes fundamentais particulares para vibragoes ou flambagem. Foram
analisadas apenas placas retangulares, sendo o contorno e o dominio discretizados por
elementos e células constantes. Nos exemplos de flambagem foram consideradas placas
carregadas igualmente nas direcoes = e y, com bons resultados.

Ainda em 1982 surgiram dois trabalhos relacionados & aplicagao do MEC para flam-
bagem. Tai et al. (1982) mostraram como calcular cargas de flambagem em placas utilizan-
do métodos integrais a partir da medicao experimental das deformagoes de membrana.
Niwa et al. (1982) publicaram um excelente compéndio de formulagdes diretas e indiretas
que levam a problemas de autovalores e autovetores, e apresentaram exemplos numéricos
para equacao de Helmholtz, elastodindmica e vibragoes harménicas de placas finas.

Foi no mesmo ano de 1982 que F. van der Weeén publicou seus dois trabalhos pioneiros
sobre aplicagdo do MEC para analise linear de placas usando o modelo de Reissner ( van
der Weeén 1982a, van der Weeén 1982b), condensando resultados de sua tese de doutora-
do (van der Weeén 1981). As equagoes integrais do problema foram obtidas via MRP, e
a versao direta do MEC foi adotada na discretizacao das mesmas, utilizando elementos
isoparamétricos quadrédticos. A solugao fundamental do problema foi obtida através do
método de Hérmander (Hormander 1964). A implementagao numérica contou com vérios
aprimoramentos para a época, entre eles a utilizagao de imposi¢ao de movimentos de corpo
rigido para cédlculo das integrais singulares, transformacao de integrais de carregamento
para o contorno e utilizagao de subregioes, entre outros ( van der Weeén 19825, Monken e
Silva & de Barcellos 1985). Para tratamento numérico dos vértices, as tragdes foram cal-
culadas em um dos lados e entao utilizadas para célculos no lado adjacente. Os resultados
para o esfor¢o cortante sobre o contorno foram ruins em alguns casos analisados.

Em 1984 Tanaka desenvolveu uma formulacao incremental para andlise de grandes
deslocamentos em placas finas (Tanaka 1984). Foi utilizado o MEC direto, com elementos
de contorno constantes e células de dominio triangulares constantes. Ao contrario do seu
trabalho anterior (Tanaka 1982), partiu-se diretamente das equagoes de von Kérmén, ori-
ginando uma formulagao mais genérica, mas apenas um caso de placa circular fracamente

nao-linear foi resolvido.



A seguir, Ye & Liu (1985) apresentaram uma formulagao similar a citada acima, mas
utilizando células de dominio quadrangulares. Um fator de relaxagao foi introduzido no
célculo numérico para acelerar o processo iterativo, o que lhes permitiu um levantamen-
to mais completo da curva carga versus deslocamento. Nesse ano Bezine et al. (1985)
publicaram um interessante trabalho resolvendo flambagem de placas finas sobre fun-
dacoes eldsticas. A complexidade do problema é evidenciada pelo acoplamento dos dois
fenomenos clédssicos (flambagem e fundagoes eldsticas), caracterizando na realidade um
problema similar ao de contato de placas.

Durante 1984 também foi publicada o que parece ser uma das primeiras aplicagoes
do MEC a flexao nao-linear de placas sanduiche (Rao & Valsarajan 1986). Apds uma
adimensionalizacao das equagoes para grandes deslocamentos de placas sanduiche retan-
gulares e rombicas, foi possivel utilizar uma funcao de Green associada as derivadas de
quarta ordem do deslocamento transversal em relacao as varidveis adimensionais mas,
aparentemente, a metodologia s6 ¢é aplicavel a placas quadrangulares.

A seguir, Costa Jr. & Brebbia (1985b) mostraram a aplicabilidade do MEC em proble-
mas de flambagem de placas finas retangulares ilustrando diversos casos de carregamento
e condicoes de contorno. Foi utilizada a versao direta do método e deduzida uma solucao
fundamental para o operador diferencial de flambagem (Costa Jr. 1985). A discretizagao
do contorno e do dominio foi realizada com elementos constantes e os resultados foram
bons, em geral. Foi mostrada graficamente a convergéncia do método para placa engas-
tada, mas foi comparada com um elemento finito de baixa taxa de convergéncia. Na
mesma época estes autores desenvolveram uma formulagao do MEC direto aplicado a
flexao de placas finas sobre fundagoes eldsticas (Costa Jr. & Brebbia 1985a). Foi obti-
da uma solucao fundamental para o problema de modo similar ao apresentado no artigo
anterior (Costa Jr. & Brebbia 1985b). Os miicleos singulares foram isolados e integrados
analiticamente, e alguns resultados foram mostrados.

Nesse periodo Kamiya & Sawaki (1985) mostraram uma alternativa para transformar
termos nao-homogéneos de uma equacao diferencial biharmoénica (termos de carregamen-
to, em placas finas) expandindo tais termos em séries de poténcias e aplicando o Teorema
de Gauss. Um caso de flexao foi resolvido com essa formulagdo mostrando bons resulta-

dos. Este trabalho é citado aqui por inspirar a adocao de um procedimento previamente



empregado para integracao de termos de acoplamento flexao-membrana em problemas de
estabilidade eldstica (Marczak 1996).

No ano seguinte Kamiya & Sawaki (1986) extenderam seus trabalhos anteriores para
flexao nao-linear de placas sanduiche. Foi utilizado o modelo de placa de Kirchhoff que,
apo6s simplificacoes, levou a uma forma da equagao de Berger (Kamiya & Sawaki 1982b).
A formulacao permitia carregamentos mecénicos ou térmicos, e também abrangia cascas
rasas. Diversos exemplos foram ilustrados. Na mesma época, Tosaka & Miyake (1986)
obtiveram uma formulacao integral para cascas esféricas rasas com grandes deslocamentos
aplicando o MRP. Foi derivada uma solucao fundamental do problema e os exemplos
numeéricos ilustravam ser possivel detectar bifurcagoes sobre a trajetéria de equilibrio.

A seguir, Manolis e seus colaboradores (Manolis et al. 1986) aplicaram o MEC direto
para problemas de flambagem em vigas longas e placas finas. Este trabalho é interes-
sante porque seus autores compararam o uso de solugoes fundamentais correspondentes
ao operador de flexao simples e ao operador de flambagem. No segundo caso nao é ne-
cessdria a discretizagao do dominio como geralmente exige a integracao do acoplamento
flexao-membrana. Entretanto, poucas aplicagoes numéricas foram mostradas.

Tanaka (1986) estendeu uma formulagdo comum em elementos finitos para andlise de
flambagem de perfis de paredes finas planas utilizando o MEC. A metodologia consistiu
em discretizar cada parede e escrever as matrizes correspondentes em relacao a um sistema
de coordenadas local. Entao as matrizes sao transformadas para o sistema de coordenadas
global e sobrepostas de modo a garantir a continuidade dos deslocamentos nas interfaces.
Apenas condigoes de contorno homogéneas sao analisadas, mas o procedimento adotato
neste caso interessa diretamente ao presente trabalho por delinear o tratamento de sub-
regioes em problemas de placas resolvidos através do MEC. Este assunto serd abordado
em maiores detalhes no Capitulo 4. No mesmo ano Kamiya & Sawaki (1986) apresen-
taram uma formulacao alternativa do MEC para placas sobre fundacoes eldsticas. Nesse
trabalho as integrais correspondentes & influéncia da fundacao foram transformadas para
0 contorno.

Karam ( Karam 1986, Karam & Telles 1986, Karam & Telles 1988) aprimorou o
trabalho de van der Weeén ( van der Weeén 1982a, van der Weeén 1982b) utilizando

procedimentos de integracao mais eficazes e elementos quadraticos descontinuos, obtendo



resultados muito bons. Foram também analisadas placas infinitas.

Em 1987, Costa Jr. desenvolveu um algoritmo para andlise de flexao linear simples,
flexao sobre apoio eldstico, vibracoes e flambagem de placas finas em um 1nico programa
de computador (Costa Jr. 1987). Foram utilizadas as suas formulagoes publicadas anteri-
ormente ( Costa Jr. & Brebbia 19850, Costa Jr. & Brebbia 1985a, Costa Jr. 1986). No
mesmo ano, Zhang e Atluri apresentaram uma formulacao integral para anélise nao-linear
estdtica e dindmica de cascas e denominaram a metodologia de método dos elementos
de contorno-dominio, por ser obrigatéria a discretizacao do dominio para integracao dos
termos nao-lineares (Zhang & Atluri 1987).

Ainda em 1987, Barcellos e Monken e Silva aplicaram o MEC direto para flexao linear
de placas modeladas com a teoria de Mindlin ( de Barcellos & Monken e Silva 1987,
Monken e Silva 1988). A formulacdo integral do problema foi obtida a partir de uma
relacao de reciprocidade, e os tensores correspondentes ao estado fundamental auxiliar
foram obtidos pelo método de Hsrmander (Hormander 1964). Foram resolvidos problemas
de placas circulares e quadradas engastadas onde constatou-se que o fenémeno do locking
nao ocorria ( Monken e Silva 1988, Westphal Jr. 1990).

Bezine (1988) modificou algumas formulagoes anteriores para flexao de placas finas so-
bre apoio elédstico. As modificagoes na formulacao parametrizavam as matrizes resultantes
em relacao a rigidez da fundacao, eliminando novos célculos quando esta fosse alterada.
Permitia também a andlise de fundagoes cujas rigidezes ndo eram constantes (mais tarde,
Calder6n & Venturini (1992) publicaram um trabalho similar onde a influéncia da fun-
dacéo é transformada para o contorno da placa). Ohga & Shigematsu (1988) aplicaram
a idéia de divisao da placa em subregices para analisar placas com rigidez varidvel. As
condicoes de compatibilidade foram impostas através de matrizes de transferéncia. Os
resultados para casos de placas nos quais a espessura varia continuamente ficam compro-
metidos com a abordagem adotada, pois a espessura da placa é considerada constante em
cada subregiao.

Somente em 1990, nove anos apds o trabalho inicial de van der Weeén (van der
Weeén 1981), foi publicada a primeira formulacao do MEC para flexdo geometricamente
nao-linear de placas semi-espessas (Xiao-Yan et al. 1990). Os autores denominaram er-

roneamente o modelo de placa utilizado de modelo de Reissner, quando as expressoes para



momentos mostram que se trata efetivamente do modelo de Mindlin. Foram analisados
casos de placas circulares e retangulares sob carregamentos transversais, e os resultados
foram comparados com solugoes do MEF. A solucao iterativa adota a mesma estratégia
que Ye & Liu (1985).

Outro trabalho de grande interesse que foi publicado nesse ano foi a tese de Vilmann
(1990), cujo contetido mantém um grande paralelo com o trabalho aqui desenvolvido. A
solucao fundamental do problema foi obtida através da aplicacao de forcas e momentos
concentrados no centro de uma placa circular, e as expressoes resultantes sao comparadas
com outras solucoes fundamentais. Vale notar que além do trabalho de van der Weeén
(1981), sao feitas referéncias a outras formas de solu¢ao fundamental publicadas nos anos
de 1966, 1975 e 1984 (Vilmann 1990). A formulagao utiliza o MEC direto baseado no
teorema de reciprocidade de Betti-Maxwell para obter as identidades de Somigliana. A
discretizacao contou com elementos de contorno e células de dominio ctibicas. Embora
problemas de flexao linear tenham sido bem explorados, foram apresentados resultados
para apenas dois casos de grandes deslocamentos. O ponto fundamental deste trabalho
estd no fato dos termos referentes a grandes deslocamentos terem sido adicionados a
posteriort nas relagoes de Betti-Maxwell, limitando o nimero de problemas que pode ser
resolvido com a formulacao proposta. Outro aspecto a ser destacado naquele trabalho se
refere ao fato de se ter utilizado derivadas das fungoes de interpolacao para o célculo das
derivadas dos deslocamentos, procedimento este que enfraquece a solugao.

Westphal Jr. (1990) apresentou uma formulagao integral para flexao linear estdtica
de placas que unificava numericamente os modelos de Mindlin e Reissner. Foram tam-
bém deduzidos todos os tensores fundamentais na sua forma mais geral, com a solugao
fundamental para os deslocamentos calculada através do método de Hormander. Foram
utilizados elementos constantes, lineares e quadréticos para resolver principalmente casos
de placas circulares. No mesmo periodo Westphal Jr. & de Barcellos (1990) reestudaram
a influéncia numeérica das fungoes livres contidas nas solugoes fundamentais utilizadas e
demonstraram através de experimentos numéricos a arbitrariedade das mesmas.

Shi (1990) desenvolveu o que parece ser a primeira formulacao integral para flambagem
de placas ortotrépicas. A formulacao abrangia também o problema de vibragoes, mas o

modelo de placa empregado foi o de Kirchhoff. Virios exemplos foram resolvidos com



resultados satisfatérios.

Em 1991 foi editado um compéndio com diversos trabalhos relacionados a solugao de
problemas de placas e cascas através do MEC (Beskos 1991). Dois artigos se destacam no
contexto do presente trabalho: Atluri & Pipkins (1991), ilustrando problemas de grandes
deslocamentos e pés-flambagem estéticos e dindmicos. Foram utilizadas as equagoes para
cascas finas, embora o texto afirme o contrdrio. As equacoes integrais estao escritas na
forma incremental, o que nao é muito comum em se tratando do MEC. O outro artigo
(Antes 1991) aborda anilise estdtica e dinamica de placas de Mindlin/Reissner, onde
foram resolvidos problemas estdticos utilizando a solugao fundamental proposta por van
der Weeén e problemas dindmicos através de uma solugao fundamental especialmente
desenvolvida.

Ainda naquele ano, Wang et al. (1991), uma formulacao integral para vibragoes livres
de placas finas com grandes deslocamentos. Utilizando um método de balango harmoni-
co, obtiveram um problema de autovalores e autovetores dependente da amplitude do
movimento. Syngellakis e seu colaboradores publicaram neste ano um interessante ar-
tigo comparando resultados experimentais de poés-flambagem de placas com resultados
numéricos obtidos via MEC (Syngellakis et al. 1991). A formula¢do numérica utilizada é
caracterizada por retirar as curvaturas do sistema de equacoes resultante, de forma que
apenas os deslocamentos transversais sao tratados como varidveis primdrias. Por outro
lado, este procedimento é de aplicagao direta apenas para placas finas.

Ribeiro & Venturini (1991b) estenderam a formulagao integral apresentada em Karam
(1986) e Karam & Telles (1988) para considerarem cargas distribuidas em linhas sobre o
dominio da placa. No mesmo ano, esses autores adicionaram aos termos de carregamento
a ocorréncia de momentos iniciais no dominio, permitindo a consideragao dos efeitos
de temperatura e alguns problemas nao-lineares correlatos (Ribeiro & Venturini 1991a).
Estes trabalhos abordam tépicos muito interessantes usualmente ignorados na maioria
das implementacoes do MEC para placas, mas indispensdveis para desenvolvimento de
codigos de uso geral.

Em 1992, de Barcellos e Westphal Jr. voltaram a investigar os tensores fundamentais
para placas de Mindlin e Reissner (de Barcellos & Westphal Jr. 1992), e mostraram como

particularizar tais tensores para obter uma solucao fundamental de placas finas. Esse

10



resultado é obtido mediante escolha apropriada das constantes livres. Foram resolvidos
alguns exemplos com elementos constantes, lineares e quadréticos, cujos resultados sao
comparados com solugoes analiticas.

Yuying et al. (1992) apresentaram uma formulacao incremental para flambagem de
placas finas sobre fundacgoes eldsticas. As tragoes sao eliminadas das equagoes, simplifi-
cando a implementagao desta abordagem. Sapountzakis & Katsikadelis (1992) publicaram
um trabalho similar, onde a fundacao nao precisa ser necessariamente plana. Trabalhos
nesta linha, mas utilizando modelos de placas semi-espessas foram publicados por Jianguo
et al. (1993) e Qin (1993). Ambos deduziram uma solu¢do fundamental para o proble-
ma, e estas se assemelham muito. Nos dois trabalhos as teorias de placa utilizadas sao
erroneamente atribuidas a Reissner, quando as expressoes para momentos mostram que
se trata de placa de Mindlin. Uma outra solug¢ao fundamental para este problema pode
ser encontrada no trabalho de El-Zafrany et al. (1994).

Uma forma de lidar com termos nao-lineares em placas finas foi desenvolvida por
Katsikadelis & Nerantzaki (1993). O método, chamado de método da equagao andloga,
consiste em decompor as equacoes de von Karmam em duas equacoes de flexao linear de
placas sujeitas a cargas ficticias. Utilizando entao equagoes auxiliares para os esforcos
e para as curvaturas, pode-se resolver um sistema nao-linear para determinacao destas
cargas ficticias. Este método foi depois utilizado para resolver problemas de vibracoes e
flambagem de placas com espessura varidvel ( Nerantzaki & Katsikadelis 19964, Nerantza-
ki & Katsikadelis 1996b). Posteriormente, Chaves et al. (1999) e Fernandes & Venturini
(1999) aplicaram o MEC para flexao linear de placas finas com espessura varidvel usando
uma abordagem diferente, onde os valores da rigidez a flexao em pontos internos sao es-
critos em funcao de um valor de referéncia. Esta formulacao permite assim tanto a anélise
de placas com variacao continua quanto discreta da espessura.

Uma formulagao unificada para andlise de estabilidade linear eldstica de placas de
Mindlin e de Reissner foi proposta pelo autor em 1993 ( Marczak 1993, Marczak &
de Barcellos 1993, Marczak 1994, Marczak 1995a). A formulacao matricial € muito similar
a outras adotadas para flambagem de placas finas ( Costa Jr. & Brebbia 19856, Costa
Jr. & Brebbia 1985a, Tanaka 1986, Syngellakis & Elsein 1994). Toumi & Jezequel (1993)

mostraram uma possibilidade de analisar vibracoes em placas reforcadas através do uso
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de subregices. Uma técnica similar pode ser utilizada para problemas de flambagem de
placas semi-espessas compostas por elementos de espessuras diversas (Marczak 1995b).
Estes procedimentos serao também explorados e extendidos no presente trabalho.

Uma outra abordagem para a solucao de problemas de placas sob grandes deslocamen-
tos foi proposta por Ye (1994), onde as imperfei¢bes na planicidade da placa sao levadas
em conta. O problema de membrana é tratado através do MEF e entao acoplado com as
equagoes do MEC através de um procedimento iterativo, com as tensoes de membrana
desempenhando um papel de tensoes residuais.

Os desenvolvimentos do MEC aplicado a problemas nao-lineares de placas finas ainda
continuam intensos, como demontrado por Tanaka et al. (1996), que obteve uma formu-
lacao regularizada para problemas de grandes deslocamentos em placas finas, eliminando
assim a necessidade de procedimentos especiais de integragao. Estes autores também ob-
tiveram sucesso em resolver problemas de pés-flambagem com alto grau de nao-linearidade
via MEC empregando uma variagao dos métodos de comprimento de arco tipicamente
utilizados no MEF (Tanaka et al. 1999). Lin et al. (1999) modificaram formulagoes
anteriores para problemas de flambagem ( Costa Jr. & Brebbia 19854, Costa Jr. &
Brebbia 1985a, Tanaka 1986, Syngellakis & Elsein 1994) fim de eliminar a necessidade de
discretizacao interna. Isto foi realizado através de procedimentos de reciprocidade dual
(Partridge et al. 1992) aplicados aos termos nao-lineares. Duarte & Palermo Jr. (1999)
reescreveram alguns trabalhos de flambagem de placas finas via MEC ( Costa Jr. 1985)
utilizando aprimoramentos como integragao analitica e elementos descontinuos.

O tratamento analitico e numérico de solugoes fundamentais também constitui um
atalho para solucao de problemas especificos do MEC aplicado a placas semi-espessas.
Xiao-Yan (1995) apresentou uma solu¢ao fundamental modificada para flexdo de placas
de Reissner considerando o tensor rotacao infinitesimal. Disto resultou uma formulacao
do MEC que calcula todas as componentes das tracoes sobre o contorno da placa, sem
a necessidade de derivadas tangenciais numéricas. Rashed e colaboradores também de-
senvolveram uma abordagem para cédlculo direto das tragoes sobre o contorno, utilizando
a teoria de Reissner ( Rashed et al. 1997, Rashed et al. 1998b). O procedimento resulta
uma formulagao hipersingular, e as integrais com singularidades de Cauchy sao tratadas

através de expansao dos integrandos em séries de Taylor com posterior integracao analiti-
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ca, enquanto as integrais com singularidades mais fortes sao calculadas com imposicao
de movimentos de corpo rigido. Estes trabalhos foram posteriormente extendidos para
solugao de placas sobre apoios eldsticos ( Rashed et al. 19984, Rashed et al. 1999).

Um outro trabalho interessante nesta linha foi publicado por El-Zafrany et al. (1995),
onde os efeitos das deformacoes cisalhantes advindos das equacoes do modelo de Reissner
sao acrescentados separadamente. Isto resulta uma solugao fundamental dependente ape-
nas de r, ao invés de Ar, como ¢é usual? ( van der Weeén 1982a, van der Weeén 19825, West-
phal Jr. & de Barcellos 1990). Desta forma, um mesmo cédigo numérico pode ser utilizado
tanto para placas excepcionalmente finas quanto semi-espessas, sem os problemas numéri-
cos normalmente originados por valores muito grandes de A.

Westphal Jr. et al. (1998) voltaram a investigar as solu¢oes fundamentais para os mo-
delos de placa de Mindlin e de Reissner, bem como sua relacao com a solugao fundamental
do modelo de Kirchhoff. Mais tarde, demonstraram ser rigorosamente possivel separar
a contribuicao da influéncia do cisalhamento nas solugoes fundamentais de Mindlin e de
Reissner Westphal Jr. et al. (1999). Isto abre uma possibilidade interessante de aplica¢ao
do MEC onde, caso necessédrio, esta influéncia é incluida a posteriori em uma andlise de
placas inicialmente finas.

A aplicacdo do MEC para solucao de cascas rasas também tem sido objeto de intensa
pesquisa, muito embora as opinioes quanto a esta aplicacao do método sejam bastante
contraditérias. Por se tratar de um problema essencialmente tridimensional, este nao
pode ser escrito apenas por seu problema de valores no contorno associado sem maiores
informagoes sobre a geometria da casca no interior do dominio. Isto claramente torna a
discretizacao interna obrigatéria. Adicionalmente, como o acoplamento flexao-membrana
se torna mais severo a medida que o raio de curvatura da casca é reduzido, a grande
maioria dos trabalhos nesta drea se limitam a cascas rasas e de curvatura constante (cascas
esféricas e cilindricas, principalmente). Exemplos destes sao os trabalhos de Tottenham
(1979), Kamiya & Sawaki (1986), Tosaka & Miyake (1986), Zhang & Atluri (1986), Zhang
& Atluri (1987), Simos & Sadegh (1989), Fu & Harb (1990), Ren & Fu (1991) e Ren & Fu
(1998). No ambito de placas/cascas semi-espessas ortotrépicas, Wang & Schweizerhof tém

desenvolvido uma série de trabalhos sobre problemas estdticos e dinAmicos que parecem

2A varidgvel X\ é um pardmetro caracteristico dos modelos de placa semi-espessas, enquanto r é a
distancia do ponto fonte ao ponto campo (ver Simbologia).
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promissores Wang & Schweizerhof (1995, 1996a, 1996b, 1996¢, 1996d, 1997). Alguns
trabalhos, ainda, tém obtido sucesso na aplicacao do MEC para problemas de cascas
semi-espessas ( Jinmu & Shuyao 1996, Dirgantara & Aliabadi 1999).

Outras referéncias complementares podem ser encontradas em Beskos (1991), para
vérios tipos de problemas envolvendo placas ou cascas. Adicionalmente, Aliabadi et al.
(1991, pp.134-137), traz um levantamento parcial do estado da arte em problemas geo-

metricamente nao-lineares resolvidos pelo MEC, entre os anos de 1978 e 1991.

1.3 Objetivos do trabalho

Os modelos de placa propostos por R. D. Mindlin (Mindlin 1951) e E. Reissner ( Reissner
1944, Reissner 1945) sdo adequados para andlise numérica de flexdo de placas semi-
espessas porque representam de modo mais realista o fenomeno real, em relacao ao modelo
classico de Kirchhoff. Além disso, tais modelos permitem também a solucao de problemas
de flexao de placas finas e nao implicam aumento do custo computacional em comparagao
com o modelo cldssico. Apesar de existirem modelos de placa de ordens ainda mais altas
(a literatura ilustra modelos de 10* até 22* ordem), e sua aplicacdo ser necesséria para a
correta solucao de certos fendmenos, a complexidade das equagoes destes modelos torna
a utilizacao das equagoes da elasticidade tridimensional uma opg¢ao mais direta.

O uso dos modelos de placa de Mindlin e de Reissner no MEF j4 estd consolidado. No
entanto, muitos dos elementos finitos baseados em tais teorias possuem a inconveniente
necessidade de manipulacao de modos de deformagao espirios, decorrentes da eliminagao
do fenomeno do locking — travamento (Hughes 1987). Esta patologia tornou comum o em-
prego de campos de deformacao ou tensao assumidos em elementos finitos modernos que,
embora muito eficientes, ainda apresentam efeitos colaterais em alguns tipos de problemas
especificos. Em contrapartida, torna-se vidvel a utilizagao de fungoes de interpolagao C°
devido ao desacoplamento dos graus de liberdade translacionais dos rotacionais.

Por outro lado, a revisao anterior mostra uma grande evolug¢ao no nimero de trabalhos
que tratam da aplicacao do MEC a solugao de problemas de flexao linear de placas,
considerando o efeito do cisalhamento. Nestes casos, a auséncia do locking ( Monken

e Silva 1988, Westphal Jr. 1990, Marczak 1993) é uma caracteristica particularmente
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atrativa, pois permite tanto a andlise de placas moderadamente espessas quanto placas
finas sem maiores problemas, do ponto de vista numérico. E apesar dos modelos de
Mindlin e Reissner terem sido inseridos no contexto dos problemas geometricamente nao-
lineares ja no final da década de setenta, para elementos finitos ( Pica & Wood 1980, Pica
et al. 1980), ndo é grande o nimero de publicagoes correspondentes usando elementos de
contorno.

Outro assunto ainda escasso na literatura é a aplicagao de técnicas de programagcao
orientada a objeto para o MEC, ao contrario do que ocorre com o MEF. A fim de evitar
a perda de continuidade do texto, a revisao bibliografica deste tépico serd apresentada no
Capitulo 6, e ela evindencia a caréncia de desenvolvimentos neste campo.

Assim, o presente trabalho se insere na mecanica computacional com dois objetivos

bésicos, que contribuem para as dreas de estudo destacadas acima:

e Estender e formalizar a aplicacao do MEC para problemas de flexao de placas com
grandes deslocamentos: Este tépico é abordado através do desenvolvimento das
equacgoes integrais correspondentes via inclusao dos termos nao-lineares dos ope-
radores diferenciais, tanto para o problema de flexao quanto para o problema de
membrana. As equacOes integrais sao resolvidas numericamente através da me-
todologia padrao do MEC direto, utilizando elementos de contorno descontinuos.
A modelagem numérica de muiltiplas subregices, com propriedades geométricas e
materiais distintos, serd considerada pelo procedimento numérico. Devido aos di-
versos graus de singularidade dos tensores envolvidos, um novo procedimento de
integracao ¢ testado como alternativa a tradicional imposicao de movimentos de
corpo rigido, buscando economia e eficiéncia no procedimento numérico. No célcu-
lo dos termos nao-lineares, correspondentes ao acoplamento flexao-membrana, nao
foram utilizadas derivadas das funcoes de interpolacao. Em vez disso sao desen-
volvidas equagoes integrais auxiliares para cédlculo das derivadas dos deslocamentos
translacionais caracterizando, em problemas de grandes deslocamentos apenas, uma
formulagao hipersingular. Também sao testados esquemas de diferencas finitas para
célculo destas derivadas. E a fim de evitar quadraturas para nicleos hipersingulares,
a solucao numeérica conta com células de dominio descontinuas. O desempenho da

formulagao proposta serd mostrado através da solucao de alguns casos tipicos de
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flexao linear e nao-linear de placas.

Implementar um procedimento eficaz para célculo de integrais contendo nicleos
fortemente singulares. Este tépico objetiva fornecer uma alternativa a tradicional
técnica de imposicao de movimento de corpo rigido. Embora seja uma técnica
eficaz, esta abordagem permite sua aplicacao apenas a problemas governados por
equagoes diferenciais para as quais se conhece uma determinada solucao particular.
Além disso, seu uso em problemas de placas nao é tao direto quanto em problemas
de elasticidade bi ou tridimensional. Nao serd feito uso de procedimentos de inte-
gracao analitica dada a limitacao que estas técnicas impoem quando da extensao
do cédigo para outras solugoes fundamentais ou outros tipos de elementos. Assim,
o procedimento adotado deverd contar com simplicidade e generalidade suficientes
para permitir sua aplicacao a cédigos gerais baseados no MEC, independentemente

da aplicacao e dos tipos de elementos empregados.

Conceber e implementar uma arquitetura orientada a objetos para aplicagoes base-
adas no MEC: este objetivo visa desenvolver uma biblioteca de componentes modu-
lares, extensiveis e reutilizdveis para simplificar a implementacao de novas e atuais
formulagoes do método. Dois aspectos bésicos determinam sua concepgao: (a) apli-
cagoes diferentes compartilham uma estrutura matemética e numérica comum e (b)
classes de armazenamento nao devem realizar etapas de andlise propriamente dita.
A arquitetura proposta deve fornecer um conjunto de classes de armazenamento
auxiliares e um conjunto de classes de andlise. Para criar um programa especifico, o
usudrio monta o cédigo bésico agregando os objetos necessérios. O trabalho de pro-
gramagcao fica entao limitado a implementar as classes de andlise (caso ndo existam

ainda) derivando-as das classes-mae existentes.

1.4 Organizacao do texto

Este trabalho estd estruturado em oito capitulos. O Capitulo 2 detalha os modelos de pla-

ca de sexta ordem de Mindlin e de Reissner, incluindo as equagoes de equilibrio, condigoes

de contorno e o campo de tensoes considerando os termos nao-lineares do tensor defor-

macao. Os operadores diferenciais correspondentes sao explicitamente apresentados. O
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Capitulo 3 desenvolve as equacgoOes integrais correspondentes aos modelos empregados
utilizando o método dos residuos ponderados. Particular atencao é dada & obtencao
das equagoes para curvaturas da placa (derivadas do deslocamento transversal) pelo seu
cardter hipersingular. No Capitulo 4 a implementagao numeérica do presente trabalho
é detalhada, incluindo o tratamento numérico de problemas com muiltiplas regioes, uti-
lizando o formalismo padrao do MEC direto. No Capitulo 5 estd resumido o tratamento
numérico empregado para computo de integrais singulares presentes nas equacoes inte-
grais. O Capitulo 6 apresenta a proposta de arquitetura orientada a objetos utilizada na
implementagao numérica. Apds uma andlise de propostas similares para o MEF, ¢é feita
uma descricao suscinta dos conceitos empregados na proposta e detalhadas suas classes
mais bdsicas. No Capitulo 7 sao apresentados alguns resultados numéricos obtidos com a
formulagao proposta. Finalmente, o Capitulo 8 resume as principais conclusoes e sugere

alguns tépicos para continuidade do presente trabalho.
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Capitulo 2

Os Modelos de Placa de Mindlin e

de Reissner

Neste capitulo sao desenvolvidas as equagoes bésicas para flexao de placas utilizando-se os
modelos de Mindlin (Mindlin 1951) e Reissner ( Reissner 1944, Reissner 1945). No cdlculo
das componentes do tensor deformagao, foram mantidos alguns termos de alta ordem
correspondentes ao gradiente do campo de deslocamentos de modo que, efetivamente,
obtém-se uma forma das equagoes de von Kdarmaén.

Sao também deduzidas as equagoes representativas do campo de tensoes dos modelos
empregados, bem como as equacoes gerais do problema para um estado de equilibrio

auxiliar.

2.1 Notas histoéricas

Os modelos mais conhecidos para descricao do fendmeno de flexao de placas sao, sem
divida, o modelo cldssico de Kirchhoff-Love ( Love 1888, Timoshenko & Woinowski-
Krieger 1970) e os de R. D. Mindlin (Mindlin 1951) e E. Reissner ( Reissner 1944, Reissner
1945). O primeiro destes, devido as hipéteses sobre as deformagoes que atuam na dire¢ao
transversal da placa, leva a uma equagao diferencial biharménica cuja solugao obriga a
contracao de duas das condigoes de contorno em uma tnica ( Reissner 1944, Timoshenko
& Woinowski-Krieger 1970). Os outros dois modelos sdo geralmente chamados de teorias

de primeira ordem para flexao de placas por assumirem uma variacao linear dos deslo-
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camentos longitudinais da placa ao longo da espessura. Assim, tais modelos consideram
deformagoes cisalhantes constantes ao longo da espessura o que resulta numa equagao
diferencial de sexta ordem possibilitando entao a satisfacao de trés condig¢oes de contorno.

O modelo de placa de Reissner foi introduzido em 1944 (Reissner 1944) mas as equagdes
governantes s6 foram publicadas na sua forma geral no ano seguinte (Reissner 1945).
Nestes artigos, Reissner partiu de uma variagao linear das tensoes normais longitudinais
(0ww) ao longo da espessura da placa e obteve, a partir das equagoes de equilibrio, um
comportamento quadratico para as componentes de tensao cisalhante transversal (o,3) e
cibico para a tensao normal transveral (o33). Uma outra forma de se deduzir as equagoes
para este modelo de placa foi publicada pelo mesmo autor em 1947 (Reissner 1947). Ape-
sar de Reissner ter obtido a lei de Hooke generalizada através do teorema de Castigliano,
Green (1949) obteve as mesmas equagoes sem utilizar tal teorema.

O modelo de placa de Mindlin surgiu em 1951 ( Mindlin 1951, Mindlin 1955) e, ao
contrdrio do de Reissner, foram adotadas hipdteses sobre o campo de deslocamentos ex-
perimentados pela placa, o que permite uma deducao bem mais direta das equagoes
governantes. Por incluir os termos de inércia nas equacoes de equilibrio, o trabalho de
Mindlin pode ser visto efetivamente como uma extensao dos trabalhos (pouco conhecidos,
na época') de Hencky e Boll¢, ambos publicados em 1947 ( Bollé¢ 1947a, Bollé 1947b,
Reissner 1985).

Em 1957, Naghdi modificou o modelo de Reissner considerando carregamentos arbi-
trarios, incluindo o efeito de deformagao transversal (Naghdi 1957). Essas equagoes foram
deduzidas para cascas, mediante o uso do Principio Variacional de Reissner (Reissner
1950). No ano seguinte Goldenveizer apresentou uma generalizacdo da teoria de Reis-
sner para uma variacdo arbitraria das tensoes 0,3 com a espessura (Reissner 1980). Em
1975, Reissner propods uma modificacao da sua teoria baseado em informacoes advindas
de solugoes tridimensionais de problemas de flexao de placas (Reissner 1975).

Uma caracteristica inerente de algumas das chamadas teorias de primeira ordem é o
fato de levarem a valores constantes para as deformagoes cisalhantes transversais deter-

minando, nestes modelos de placa, campos de tensoes cisalhantes transversais constantes.

INa realidade, j4 no final do século XIX, M. Lévy e A. B. Basset se preocupavam com a necessidade
de satisfagao de trés condigoes de contorno, motivo pelo qual alguns pesquisadores nao denominam as
teorias de Mindlin e Reissner pelos nomes de seus autores (Reddy 1984b).
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Por outro lado, a elasticidade tridimensional mostra que tais tensoes variam ao longo da
espessura segundo uma funcao quadratica ou de ordem mais alta. Esta constatacao obriga
o emprego de fatores corretivos para o computo global dos efeitos destas componentes de

tensao. Tipicamente, utiliza-se o fator x2

= 72/12 para o modelo de Mindlin? (o fator
k? = 5/6 aparece naturalmente na dedugao das equagoes do modelo de Reissner). As teo-
rias de ordem superior desenvolvidas nas tultimas décadas eliminaram tal inconveniente,
por utilizarem campos de deslocamento baseados em polindmios de ordens mais altas, o
que leva naturalmente & distribuicoes mais complexas para as tensoes cisalhantes ao longo
da espessura da placa (Reddy 1984b). Em compensagao, sdo modelos regidos por equagoes
diferenciais de 102, 12%, 142 ou 22% ordem ( Reissner 1983, Reddy 1984b, Reissner 1985)
e nem sempre podem ser facilmente reduzidas as equacoes correspondentes dos modelos
de primeira ordem ou as do modelo cldssico de Kirchhoff. Em geral, tais teorias confir-
mam o valor 5/6 para corregao das tensoes cisalhantes (ver, por exemplo, Voyiadjis &
Baluch 1981). Recentemente, alguma énfase tem sido dada a solu¢éo de problemas de
flexao de placas através do uso de solugoes analiticas da teoria da elasticidade tridimen-
sional ( Cheng 1979, Wittrick 1987).

No contexto geometricamente nao-linear, as equagoes para flexao de placas tornam-se
um pouco mais complexas, devido a necessidade de se manter alguns termos de ordem
superior correspondentes ao gradiente do campo de deslocamentos nas expressoes para
as componentes de deformagao. Esta necessidade provém do abandono da tradicional
hipétese segundo a qual os deslocamentos e as rotagoes sao suficientemente pequenos a
ponto de se poder ignorar a magnitude dos produtos de derivadas na expressao geral do
tensor deformacgao.

As equacoes para placas incorporando os termos de grandes deslocamentos sao co-
nhecidas como equagoes de von Karmén (von Karmén 1910), e sdo indispensédveis para a
adequada andlise de problemas como flambagem e pés-flambagem. A literatura é extensa
para os assuntos relativos ao desenvolvimento e aplicagao das equagoes de von Kédrmén

para placas e cascas baseadas nas hipéteses de Kirchhoff?. No ambito das equacoes de

2Se determinado como na formulacdo original o fator de correcdo das tensoes cisalhantes do modelo de
Mindlin é uma fungao dependente do coeficiente de Poisson do material ( Mindlin 1951, Mindlin 1955).

3Teorias como a de W. T. Koiter ( Koiter 1960, Koiter 1967) e W. Pietraszkiewicz (Pietraszkiewicz
1979) merecem ser destacadas, em particular a tultima, que formalmente ndo impde qualquer limitacao
sobre a magnitude dos deslocamentos ou rotagoes da placa.
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von Kéarmén para modelos de placa ou casca que consideram deformacoes cisalhantes, a
literatura ¢ bem mais escassa (Reddy 1984b), e solucoes analiticas somente sdo possiveis
para casos extremamente simples de geometria, condi¢oes de contorno e carregamento.
Ainda assim, tais solugoes sao geralmente apresentadas na forma de expansoes assintéticas

(ver, por exemplo, Frakes & Simmonds 1985).

2.2 Relacoes cinematicas

O dominio de anélise que sera utilizado daqui em diante é definido por um volume ma-
terial V = Q x (£h/2) C R3, onde Q(z,) ¢ a superficie de referéncia da placa, aberta e
limitada, e com contorno I lipschitziano sobre o qual é localmente definido um sistema de
coordenadas n, t, s, conforme ilustrado na figura 2-1. A espessura h da placa é considerada

discretamente uniforme em (2, e o material que ocupa V & isotrépico linear eldstico.

x3

[\l H‘ [\l

Figura 2-1: Defini¢oes geométricas do dominio de uma placa.

Nas equacoes apresentadas a seguir, os indices latinos i, 7, k etc. variam de um até trés,
enquanto os indices gregos «, 3,y etc. variam de um até dois. A convenc¢ao de Einstein é
empregada e os indices w varia de um até dois e nao implica em somatério, a menos que

indicado.
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2.2.1 Campo de deslocamentos

Conforme foi destacado em 2.2, o modelo de Mindlin permite um desenvolvimento mais
natural das equacoes do problema por partir de um campo de deslocamentos assumido.
Este serd o modelo usado para obtencao das equacoes diferenciais governantes sendo
que, quando pertinente, serd indicada a modificacao que leva as equagoes do modelo de
Reissner. Uma andlise mais geral é possivel a partir do campo de deslocamentos postulado
pela teoria generalizada de terceira ordem de Reddy (Reddy 1984b), da qual vérios modelos
de placas podem ser obtidos por particularizagao. Esse campo de deslocamentos é baseado

nos seguintes polinobmios:

ou
Ug (21,22, 23) = ua + a1$3a—x3 + asw3, + a3x§¢a + a@%@a
o
Us (331, T2, $3) = U3+ asr3¢5 + a6$§93 ) (2-1)
com
U; = U (fﬂl,l’z)

Yy, = Yo (T1,72)

sendo os cinco deslocamentos generalizados da superficie de referéncia da placa (os termos
¢; e 0; correspondem a deslocamentos de ordem superior). Os deslocamentos 9 represen-
tam a rotagao de uma linha inicialmente normal a superficie de referéncia sobre os eixos
x,. A partir de valores apropriados para os coeficientes a1, as, as, a4, as € ag obtém-se os

campos de deslocamento de diversos modelos. Sao apresentados abaixo trés exemplos:

e modelo clédssico de Kirchhoff : a1 = —1, as =a3 =a4 =a5 =a =0
e teorias de 12 ordem: a1=0,a=1, az=as=a5=ag =0
e teorias de 2% ordem: a1 =0, as=a3=1, ag =0
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Nas equagoes (2.1), ¢, e 0; sdo fungoes a serem determinadas. A substituigdo, nas

equagoes (2.1), das constantes referentes as teorias de 1% ordem, leva as expressoes:

Ua (mla T2, 373) = Uq+ $3wa )

Us (x1,22,23) = ug (2.2)

que é o campo de deslocamentos efetivamente utilizado neste trabalho.

2.2.2 Relagoes deformacao-deslocamento

A inserg¢ao do campo de deslocamentos (2.2) nas componentes do tensor deformacao finita

(Malvern 1969):

(Uiu' + U]n + Uk,i Uk,]') ) (23)

N —

87;j =

fornece expressoes que podem ser simplificadas da seguinte maneira: nas deformacoes
a3, pode-se negligenciar os quadrados das derivadas dos deslocamentos longitudinais. A
deformagcao transversal £33 é desprezada, tendo em vista a hipétese de inextensibilidade
transversal da placa. Nas expressoes para deformagoes cisalhantes, desprezam-se os termos

quadréticos em U, , pelo mesmo motivo. Este procedimento leva a:

25aﬂ = an + Ugw + Uvgul (]3,[3
€33 = 0 (24)

25a3 = Ya3 = V3a = Ua,s + Ug’a

Reescrevendo-se estas expressoes para identificar as contribuicoes de membrana e

flexao separadamente, obtém-se:

Eag = Eag + :CgKag (2.5&)
£33 — 0 (25b)
Ya3 — ¢a + U3,q (25C)
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onde:

1
Eozﬂ = 5 <ua,5 + ug,, + u3vau375> (26&)

1
Kag = 5 (Ya, +¥5.) - (2.6b)
As relagoes deformacao-deslocamento sao similares aquelas do problema de flexao lin-
ear de placas, apresentando no entanto, como fator de fundamental diferenca, a presenga
dos termos dependentes das derivadas do deslocamento transversal no cédlculo das defor-

magoes de membrana F,3. Estes termos sao responsaveis, em parte, pelo acoplamento

do problema de membrana com o problema de flexao.

2.2.3 Relagoes constitutivas

Fazendo-se uso da lei de Hooke generalizada (Malvern 1969),
045 = 2G8Z‘j + Agkkéij (27)

obtém-se as equacoes constitutivas para o problema:

Cas = 2G| Bag+ 23 Kag + 7= (Byy + 23 Kop) 60 (2.8a)
_ YE By Ba) + s (K 4+ Ko)] (2.8b)

033 = (1 T V)(l — 21/) 11 22 x3 11 22 .

Op3 — G(wa + U3’a) (28C)

Deve-se destacar que, estritamente falando, a relagdo dada pela eq.(2.7) nao é correta,
pois conjuga o tensor deformacao de Green (g;5), que é Lagrangeano, com o tensor tensao
de Cauchy (04;), que é Euleriano. A defini¢ao correta deveria empregar o segundo tensor
de Piola-Kirchhoff (S;;), a fim de manter todas as quantidades em uma tnica descricao.
No entanto, da relagao S = det F (F_lo'F_T), verifica-se que se a compressibilidade do
material é desprezével e as deformacoes sao pequenas, o tensor gradiente de deformacoes
F se confunde com o tensor identidade I (Fung 1965). Nestes casos, pode-se empregar
o;; em lugar de S;; sem que a relagao constitutiva deixe de ser objetiva. E neste contexto

que a eq.(2.7) foi aqui empregada.
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Observando-se entao as definigdes de tensoes resultantes (tensoes de placa), dadas por

+h/2

Nag = / O'agdafg (29&)
—h/2
+h/2

M. = / L3003 dxs (2.9b)
—h/2
+h/2

Qa == / O’agd.CI?g (29C)
—h/2

e substituindo-se as expressoes (2.8) nas mesmas resulta, apés a integragdo na espessura:

Naﬁ = C [(1 — V) Eag + VE-W(sa/g] (2.10&)
Maﬁ =D [(1 - l/) Kaﬂ + l/K,W(Saﬁ] (210b)
onde
Eh
CT T
3
p - BN
12(1— 12

Lembrando que o modelo de Mindlin leva a tensoes cisalhantes transversais constantes
ao longo da espessura, o que nao condiz com o fendémeno real, deve-se ponderar o valor

de 0,3 através da seguinte expressao, antes da integragao das equagdes (2.9¢):
A2
Oa3 = KR 0a3

Deste modo tem-se, apds a integragao,

Qo = K°Gh (Y, +uz,) - (2.11)
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2.3 Equacoes de equilibrio e condicoes de contorno

Conhecendo-se as relagoes deformagao-deslocamento, bem como as relagoes constitutivas,
e ainda as condicoes de contorno de deslocamento sobre uma parcela I';, do contorno da
placa, é possivel a aplicacao imediata do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) para a
obtencao das equagoes de equilibrio e das condicoes de contorno essenciais do problema.

A forma geral do PTV ¢ escrita (Washizu 1982):

/O'ij6€z'jdvz/biéUidV_’_/tiéUidF ; v 8U;, (212)
Vv 14

r

onde b; e t; sao forcas de campo e forcas de superficie atuantes em direcoes paralelas aos
eixos x;, respectivamente.
Variando-se as componentes de deslocamento e de deformacao a partir de (2.2) e (2.5),

respectivamente, resulta

U, = Ouq + 2300,
(SU3 = 5U3
be,, = OE ,+x30K_,

apf

ov,, = O, +buz,

e substituindo as mesmas na expressao (2.12) resulta:
+h/2
/ / Uaﬁ (SEaﬂ + Ig(SKa/g) +O'a3 <6¢ + 5U3 )] dIg dQ =
h/2

+h/2
/ / 5ua + $36¢ ) + bg(SUg] dl‘g ds) + (213)
h/2

/ [to (6uq + 236%,) + t3dus] dI
r
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Utilizando as defini¢oes (2.9) e integrando por partes, obtém-se:

/Q (—Naﬁvﬁéua - Na@ﬁu&aéu?, — Nopus,, ;0us — Ma@ﬁ,é@/)a +
— Qo 0uz + Qad,) d2+
+% (Nagnﬁéua + Naﬁu&angéu;:, + Ma/gngél/}a + Qana5U3) dl’ =
r

= /(qiéui+ma6@ba)d9+/(tiéui+x3ta6¢a) ar | (2.14)
0 r

sendo ¢; os carregamentos distribuidos atuantes nas direcoes paralelas aos eixos x;, mq
sao momentos distribuidos correspondentes aos eixos x,, € n, sao os cossenos diretores
de n sobre o contorno I' da placa. Igualando-se os coeficientes das variacoes obtém-se
prontamente as equagoes de equilibrio, dadas a seguir. Cabe salientar que tais equagoes

sao independentes de quaisquer hipoteses cinemédticas adotadas.

Nop,y +qa =0 (2.15a)
(Nagus,,) 8T Qa,, Tq3=0 (2.15b)
Maog,, — Qo+ me =0 (2.15¢)

As condigoes de contorno sao obtidas de modo idéntico. Antes de escrevé-las, porém,
destaque-se que, em um problema bem posto, é necessdria a prescri¢ao ou do deslocamento
ou da forca de superficie correspondente a cada uma das cinco diregoes generalizadas.

Sejam entao

u = u; e P, =1, , conhecido sobre I';, , e (2.16a)

t, = t;, conhecido sobre I , (2.16b)

sendo ', e I'; regioes complementares de I" para cada par dual de varidveis. Assim, retira-

se dos coeficientes das variagoes nas integrais sobre o contorno de (2.14) as condigdes de
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contorno:

ta = Nagng sobrel,, ou t,= N,sns sobrel} (2.17a)
ts = Nogus, ng + Qang sobrel’, , ou
t3 = Naguz ng + Qana sobre Ty, (2.17b)

la. = Mygng sobrel,, ou I, = Mysng sobrel} , (2.17¢c)

onde as varidveis prescritas estao indicadas com uma barra sobreposta e l, = w3t,. A
equagao (2.17b) mostra claramente que as condigoes de contorno do problema variam com
a geometria. Cabe destacar ainda que I', e I'; estao associados a cada uma das varidveis
(prescritas ou nao) de (2.17), e podem néao coincidir para duas varidveis distintas, isto &,
podem corresponder a regides diferentes para cada uma das eqs.(2.17).

A substituigao das relagoes deformacao-deslocamento (2.5) nas expressoes para tensoes

resultantes (2.10) e (2.11), leva as equagoes para os esfor¢os em termos dos deslocamentos:

1 — 2 1
Na[@ = - [ua75 + uﬁva + u3,au3rﬁ + 1 _Vy <u777 + §u3”Yu377> 604,@] (2183;)
2v
Mag = ap t Vg0 T T Yo, bas (2.18b)
1
Qu = DN—Ll,+us,] (2.18c¢)
onde
1252
A= = (2.19)
No modelo de Reissner, M,z ¢ dado por
Mug = DX g by + —2tp ug| + —2 5 (2.20)
of = 2 RYe] Bsa 1—v Vv af (1 . y))\2 43 0ap - .

Distinguem-se as parcelas lineares e nao-lineares de forma mais conveniente da seguinte
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maneira:

Nog = Nig+ N7 (2.21a)
Qo = QL +Q~ (2.21b)
com

1—v 2v

Nig = (C 5 lua,ﬁ + UB, 4 + : U7,76a6‘| (222&)
1—v v

gﬂ = C 5 |:U37Q'UJ3’ﬁ + 11— Ugw'u;z,wéaﬁ:| (222b)
Qo = DN——(¥a +us.) (2.22¢)
Qo = Napuz, (2.22d)

onde Q7 foi reconhecido comparando-se as egs.(2.15b) com as eqs.(2.18) *. Agora, torna-se

direto reescrever as equagoes de equilibrio (2.15) na conhecida forma:

Nog, + o =0 (2.23a)
Qoo +a3=0 (2.23b)
Mg, — QL +ma =0 (2.23¢)

onde valem as igualdades (2.21).

A diferenciagdo das expressoes (2.22) e a inser¢ao dos resultados em (2.23) fornece
as equacgoes de equilibrio do problema em termos de deslocamentos. Nesta forma, sao
conhecidas como equacgoes de von Kérman. A diferenga fundamental em relagao ao sistema
de equacoes de equilibrio para pequenos deslocamentos reside nos esforcos de membrana,
presentes na parcela nao-linear das equagoes de equilibrio transversal, eq.(2.23b), os quais
também sao responsdveis pelo acoplamento do problema de flexdo com o problema de
membrana. Na forma como estao apresentadas estas equagoes valem para quaisquer

configuracoes da placa sobre a trajetoria de equilibrio, mesmo apds a ocorréncia de pontos

4Uma forma comum de se obter o termo nao-linear Q" diretamente em 2.18c ¢ utilizar a defini¢do

Yan et al. 1990).

Qo= +:// 22 (Ua3 + O‘agU&ﬂ) dxs, que ja inclui o acoplamento flexdo-membrana (ver, por exemplo, Xiao-
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de bifurcacao.

Desta maneira, as equacoes de equilibrio sao:

l n
Naﬂ’ﬁ + QQ - Naﬂ,ﬁ + aﬂ’ﬁ + QQ -

1—v 1+v
= C 5 {Aua + T, UBas + (us, ’I,ng)’ﬁ +
o (s, ., a] +0=0 (2.24a)
Qoo +a3 = Qu, +Q4, +a3=
1 —
= DN—= (W, +Aug) + (Nagus,) +as=0 (224b)

MaﬁvB_Qloz—'—ma = Maﬂ,ﬁ_Qla_’_ QQS7a+ma:

(I—=v)A

= D= |(A=N) Yo+ T, — Nug, | +
1%
3 BratMa =0, 2.24

que sdo as cinco equagoes de Navier do problema, onde A = §?/(0x,0z,) é o operador
de Laplace bidimensional. Os termos destacados nas equagoes acima, correspondentes
parcela nao-linear, impossibilitam que se escreva as equacoes de Navier na forma como

geralmente é feito para a teoria linear:

Lij(00)ui(Q) = —Fij(00)q;(Q) , Q= (z1,72) € Q. . (2.25)

Entretanto, é possivel utilizar a forma geral acima se os termos nao-lineares das
equacoes de equilibrio forem incorporados aos termos de carregamento. Esse procedi-
mento leva a um sistema do tipo

mL O mu ma
= (2.26)

0 'L Tu ’q
onde "L é o operador diferencial da parte linear das equacgoes de equilibrio do problema
de membrana, /L ¢ o operador equivalente do problema de flexdo, ™u = {u; us}? sao os

deslocamentos longitudinais e fu = {9, 1, u3}T sdo os deslocamentos de placa. O acopla-
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mento flexao-membrana estd assim implicito nos pseudo-carregamentos correspondentes,

m

qe’qg

Mo = — "Fap(00) "d5(Q) + "q2Q)
TG = —1F;(00) 7 4(Q) + Tq}(Q)

As formas explicitas dos termos usados em (2.26) e (2.27) sao dadas a seguir.

"L(0q) = C

L(8g) = D

"F(9q)

TF(0q)

(07

onde 9, = 0/0z, , 925 = 8?/ (0x4015), A =02, e v = (14 v) /(1 —v). Ainda,

"q(Q) = {ql }
q2

1—v

v, A+v0i

1—v | A+vdf v ]

A N4p3, 0d,  —NH,
v 03, A—=N+D 02, —N0,
220, A2, AZA

14
(u371u3ya)7a + 1 —v (u3:7u377)71

v
(u3a2u37ﬁ)7ﬁ + 1 _ y(u?’?'yu?’v’y)ﬂ
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(2.28a)

(2.28D)

(2.29a)

(2.29D)

(2.30a)

(2.30b)



4@ = { m (231a)
as
0
Ia'@ = ptd o (231D)
(Nagts,s) o

onde my ¢ o fator de modelo, que permite a unificacao dos modelos de placa de Mindlin
e de Reissner, conforme proposto por Westphal Jr. & de Barcellos (1990). O fator de

modelo é dado por:

my = ﬁ , para o modelo de Reissner (2.32a)

my = 0 , para o modelo de Mindlin. (2.32b)

Note-se que, embora as eqs.(2.26) estejam acopladas, os operadores "L e /L sao os

mesmos da teoria linear.

2.4 Campo de tensoes

As equagoes até aqui desenvolvidas sao suficientes para descrever completamente o proble-
ma de flexao geometricamente nao-linear de placas semi-espessas. No entanto, do ponto
de vista da andlise estrutural, torna-se importante o conhecimento das tensoes locais que
atuam nas regides de interesse da estrutura. Assim, serdo aqui desenvolvidas expressoes
para as tensoes locais em termos dos deslocamentos e em termos dos carregamentos e
tensoes resultantes.

A insercao das relagoes (2.5) nas relagoes constitutivas (2.7) leva as seguintes ex-

pressoes para tensoes em termos dos deslocamentos:

Oap = mO'aﬂ —+ fO'aﬂ (233)
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onde

P (2.34)
e
"oty = G _ua,ﬁ +ug, + %uwéaﬁ] (2.35a)
Mong = G -Ug’aU:g’ﬁ + Tyyu?kui’wéaﬂ} (2.35Db)
lo0s = G -Q/JCW + g, + 12_—Vyw7a76aB] T3 (2.35¢)

com as parcelas lineares e nao-lineares das tensoes de membrana j4 identificadas. As
componentes 0,3 dadas por (2.8c) permanecem validas, pois ja estao escritas em termos

de deslocamentos:

0-043 = G(¢a + u370¢)

A tensao normal transversal é obtida substituindo-se (2.6) em (2.8b), o que fornece

vE 1
A=) [tee T 3 (Wathsa) — Ts¥a, (2.36)

033 =
2

A comparagao entre as expressoes (2.35) com as relagdes tensao-deslocamento (2.18)

ou (2.22) permite escrever

m 1 _ Nélﬂ
Tag = 3 (2.37a)
mn  _ Nap
Top = T3 (2.37b)
ou, genericamente:
Nq
"0 = hﬁ (2.38)
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que nao variam ao longo da espessura. Ainda:

12
To0s = 75 Mag 3 (2.39)
(§
Qa
0'513 = % (240&)
. Gh?
Ons = TNOLBU&’B (240b)

As expressoes (2.33) a (2.38) dadas acima devem ser utilizadas com alguma cautela,
dependendo do modelo de placa utilizado. Na realidade, os deslocamentos 1, e us repre-
sentam uma ponderacao do que ocorre ao longo da espessura quando o problema de flexao
de placas é analisado do ponto de vista tridimensional. Assim, se as componentes dos
deslocamentos sofridos pela placa nas direcoes x; sao denominadas v;, uma defini¢cao mais
abrangente pode ser empregada para os deslocamentos ( Reissner 1944, Reissner 1945):

h/2
v, = 2—3 h/ Vo (1, T2, 23) dx3
—h/2
3 [M? 213

2
= — 1— | — d
Uus oh _h/2U3($1,362,333) [ ( A ) ] x3

Portanto, os deslocamentos 1, e us sao, na verdade, médias ponderadas dos desloca-
mentos realmente sofridos pela placa e sao definidos sobre a superficie média da mesma.

Com efeito, se v, € linear em 3 e v3 é constante, entao:

va(®i) = x3P(2s)

v3(w;) = wz(zp)

e os dois modelos de placa aqui abordados se identificam. Neste caso, e somente neste caso,
poder-se-ia utilizar as expressoes (2.33) a (2.40) independentemente do modelo adotado.
Este fato também pode ser demonstrado variacionalmente utilizando médias ponderadas
para as componentes de deformacao. Por simplicidade, o desenvolvimento a seguir segue o

modelo de Reissner, que utiliza tensoes cisalhantes transversais varidveis com a espessura,
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sem o conhecimento explicito das fungoes que regem o comportamento dos deslocamentos
v; ( Reissner 1944, Reissner 1945).

Posto isto, a parcela linear das tensoes cisalhantes transversais, egs.(2.40a), deve ser
interpretada como uma tensao média ao longo da espessura, e a principio vilida apenas
para o modelo de Mindlin. Para obter-se o seu comportamento em funcao da espessura,
parte-se das equagoes de equilibrio de tensao, na auséncia de forcas de corpo (Malvern

1969):

Oji,; = 0 (241)

bem como das equagdes de equilibrio em termos das tensoes resultantes, egs.(2.23). Das
duas primeira equagoes de equilibrio (2.41), e usando (2.23c), obtém-se uma expressao
para 0,3, que pode ser integrada em z3. Lembrando-se que g, , mq € Qo sao funcoes de

(21, z2), este procedimento leva a:

o 622
Oa3 = %1173 + h_??(ma - ch) +Co (242)

onde as constantes de integracao C,, sao obtidas através das seguintes condicoes de con-

torno:

Oa3 (£h/2) =0 , (2.43)
que fornece
w—1 2
0w3 = Qu l% + %} + % [1 - (%) ] (Qw - mw) . (244)

Substituindo-se entdao (2.44) na terceira equagio de equilibrio (2.41) e usando (2.23b),

obtém-se uma expressao para oss, que também pode ser integrada na espessura. A cons-
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tante de integracao correspondente ¢ obtida impondo-se a seguinte condicao de contorno®:

033 (—h/2) =0 . (245)

Este procedimento resulta:

1 h 2 h
033 = 5 {Qa,a |:(_1)w <$3 + 5) + f - Z:| +

+3(gs + M) [%—%(ﬁ)3+1” L w=a. (2.46)

Note-se que 0,3 varia quadraticamente com z3 enquanto o33 varia cubicamente. No
entanto, foi imposta apenas uma condi¢ao de contorno sobre o33. A fim de investigar o
que ocorre com o33 na superficie superior da placa, substitui-se x3 = +h/2 em (2.46),

resultando

h
033 (+h/2) = Qa,a<_1)w§ +qs+ mae, , W=0oa. (247)

O termo m,,, corresponde a carga distribuida equivalente, provocada por momentos dis-
tribuidos (a exemplo do que ocorre na teoria de vigas). O carregamento transversal ¢
dado por g3 , e o termo ¢,, ¢ nao-nulo apenas se houver forcas paralelas & superficie
de referéncia da placa, atuando na parte superior ou inferior da mesma. E conveniente
salientar que (2.47) se reduz aos resultados obtidos por Reissner (1945) e Mindlin (1951)
se My = ¢, = 0.

A forma como as eqgs.(2.44) e (2.46) estao escritas nao é normalmente encontrada na
literatura, pois o procedimento mais comum na suas deducoes é pressupor metade do

carregamento transversal aplicado em cada superficie da placa.

2.5 Equacoes para um estado de equilibrio auxiliar

O uso de relagoes de reciprocidade envolve, via de regra, a convolucao de varidveis duais

correspondentes a dois estados de equilibrio distintos. Em geral, um deles se refere ao

A condigao de contorno (2.45) parece mais pratica do ponto de vista da engenharia, pois pressupoe
todo o carregamento transversal aplicado sobre a superficie superior da placa, estando a superficie inferior
livre de qualquer carregamento.
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problema que se estd interessado em resolver (£2)e o outro corresponde a um estado co-
nhecido, denominado auxiliar (2*). Nas formulagoes integrais, ¢ comum serem utilizadas
algumas relacoes para um estado auxiliar correspondente a uma solucao fundamental do
problema. A seguir sao apresentadas algumas destas relacoes, sendo identificadas por
um sobre-indice asterisco. Tais equacgoes nao incluem quaisquer efeitos nao-lineares, e
sao obtidas a partir da suposicao de que as forgas de corpo f; variam segundo uma dis-
tribuicao de esforcos concentrados F;*, G%, que possuem a mesma forma operacional que a
distribuigao de tensoes do modelo de Reissner (Westphal Jr. 1990). Levando-se em conta

as egs.(2.38), (2.39) e (2.44) define-se (na auséncia de esfor¢os de membrana e momentos

distribuidos):
fa = fa + ffa - T + ﬁxi’)Ga (2483’)
. 3 205\ | _,
fi= 5 1—<h) Fr (2.48b)

onde F}* representa uma carga concentrada unitdria generalizada na dire¢ao z;, enquanto
G} representa um momento concentrado generalizado na direcao z,,.

Para tal estado auxiliar as equacoes de equilibrio sao:

e, pressupondo-se que apenas forgas de corpo sao consideradas, pode-se utilizar as eqs.(2.38),

(2.39), (2.42) e (2.46) para escrever,

* m __x * ;(é 12 *
oty = Moigtiots = hﬁ 4 ﬁngaﬂ (2.49a)
3 2133 2
re = — |1—|— . 2.49b
Oa3 2h [ < h ) ] Qa ( )
o33 = 0. (2.49c¢)
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A substituigao de (2.49a), (2.49b) e

2.23 resulta:

enquanto que a inser¢do de (2.49b) e

fornece:

aﬂg

+F, =0

aﬂg

~Qu+GL = 0,

Q.. tF;=0.

(2.48a) na primeira e terceira equagoes de equilibrio

(2.49¢) na equacao de equilibrio remanescente

As varidveis envolvidas nas egs.(2.49) estdo relacionadas linearmente com o campo

de deslocamentos do estado auxiliar. Entao emprega-se a mesma forma das egs.(2.18b),

(2.22a) e (2.22c) para escrever:
. 1 —v v,
Naﬂ = |:U + Uﬁ?a 1 Vu%wcsaﬁ] s
‘ 2V
Mz = ¢ st T ,/¢Vw60‘5 :
—v
Q= N D 5 (W5 +u3,)

Resumindo-se as quantidades relativas aos dois estados, tem-se:

e Equagoes de equilibrio:

Naﬂ,g + Qa
Qa,a + q3

Ma,@,g - Qfx + Mg

aﬂg_'—F*

Qoo +F3

Oéﬂﬁ Q +G*

= 0
=0

= 0 , para o problema original

=0
= 0

= 0, para o estado auxiliar.
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(2.51b)
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e Deslocamentos:

u; , 1, , parao problema original e
u; , 1, , parao estado auxiliar.
e Forcas de superficie:
ta = Naﬁnﬁ
3 = Naﬁu&anﬁ + Qana
lo = Muygng , para o problema original
e
ta = Nagnp
t; - Q:;na
I, = M.sng , parao estado auxiliar.
e Deformagoes:
Eap = Eaﬂ + xSKaﬂ

Ya3 — ¢a+u37a

onde
Eos = l(u% +ug,, +us, us )
2
Ko = %(1/1&, , Tvs,.) , parao problema original
e

e

* _ * *
Yoz — wa—’_u&a
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(2.52a)
(2.52b)

(2.53a)
(2.53b)
(2.53¢)

(2.54a)
(2.54D)
(2.54c¢)

(2.55a)

(2.55b)

(2.56a)

(2.57a)
(2.57D)



onde

* 1 * *
aB = §(ua,ﬁ +ug,) (2.58a)
1
P §(¢;B +1%5.) , parao estado auxiliar. (2.58Db)
Tensoes resultantes:
1-— 2 1
Nag = C . v Uq, g + ug,, + Uz, U3, g + ﬁ (u,yw + §U3WU3W> 5ag] (2.59&)
1—v 2v
Maﬁ = D 5 |}ﬂml¥ + wﬁ,a + 1_—y¢’7’76aﬂ:| + me3 6aﬁ (259b)
QOL - A D 2 (¢a —I— ug,a) 9 (2'59C)

para o problema original, e

1— 2
5 = C - v {u;ﬁ +ug + 7 _VV ufméag] (2.60a)
. 1—v N * v,
2 = D 5 Vo, T V5., + 1_—V¢M6aﬁ (2.60b)
* 2 I1—v * *
Q = ND— (V5 +us,) (2.60c)

para o estado auxiliar.

2.6 Resumo do Capitulo 2

Neste capitulo foram apresentadas as equacoes necessdrias para a completa descricao do
fenomeno de flexao de placas semi-espessas, incluindo os efeitos geometricamente nao-
lineares, utilizando-se as teorias de Mindlin e de Reissner. Incluiu-se uma breve andlise
do comportamento das tensoes transversais ao longo da espessura. Foram também desen-
volvidas as equagoes para um estado de equilibrio correspondente a uma solucao funda-
mental do problema. As equagoes (2.50) a (2.60) formam a base do desenvolvimento da

formulagao integral apresentada no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Formulacao Integral

Neste capitulo sao desenvolvidas as equacoes integrais para os modelos de placa empre-
gados, incluindo os termos geometricamente nao-lineares. Inicialmente é apresentado o
procedimento para um operador diferencial £(Jg) genérico. Seguindo-se ent@o tal pro-
cedimento, sao obtidas as formulagdes integrais correspondentes aos operadores ™L(Jg)
e 1L(dg) dados pelas equagdes (2.28a) e (2.28b). Em ambos os casos o tratamento leva
as identidades de Somigliana para os problemas de membrana e flexao, sobre as quais
¢é aplicada a propriedade do traco, obtendo-se os problemas de valores sobre o contorno
correspondentes. Tendo em vista o acoplamento dos termos de flexao com os de mem-
brana, equagoes hipersingulares adicionais sao derivadas, obtendo-se assim as equagoes
integrais necessérias para a descricao de problemas de flexao nao-linear de placas. Uma
particularizacao dessas equacoes leva & formulacao integral representativa do problema de

estabilidade linear eldstica de placas.

3.1 Formalismo geral

O formalismo algébrico de uma formulacao integral data de meados do século XIX, quando
o matemdtico inglés G. Green mostrou como transformar uma formulagao diferencial de
dominio para uma descri¢ao integral definida sobre o contorno (Stein & Wendland 1988).
Ja no inicio do século XX, I. Fredholm aplicou a idéia a problemas do meio continuo,
e postulou os requisitos para existéncia e unicidade de solugoes de equagoes integrais

(Beskos 1991). As formas integrais de problemas de valores sobre o contorno podem ser
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obtidas de diversas maneiras. Por exemplo, para problemas lineares, a aplicacao imediata
da terceira identidade de Green, ou dos teoremas de reciprocidade de Betti e Castigliano
ou ainda uma forma geral da identidade de Somigliana fornecem resultados idénticos.
Entretanto, a utilizacao de tais métodos nao permite facilmente a extensao da formulagao
a problemas mais complexos, como os que envolvem algum tipo de nao-linearidade (Stein
& Wendland 1988). No caso geral, a utilizagdo de uma forma do método dos residuos
ponderados (MRP) é mais direta e abrangente, permitindo inclusive uma unificagdo das
relacoes funcionais que determinam a origem de varios métodos de solucao, aproximados
ou nao ( Banerjee & Butterfield 1981, Brebbia & Dominguez 1989).

Seja entao um problema qualquer dado pela sua equagao diferencial:

L(8)u(Q) = q(Q) QeR" (3.1)

onde £ é um operador diferencial de ordem m. Seja também o produto interno

(1,0, = /H wdr (3.2)

entre as variaveis u e v, definidas sobre os espacos de Hilbert H e seu dual H’, respecti-
vamente. Admita-se que v seja k-vezes diferencidvel’ e que k < m. A aplicagao de (3.1)

na definigdo (3.2) gera:

/ (Lu—q)vdr =0 . (3.3)
H
A integracao de (3.3) k-vezes, por partes, leva a férmula de Green generalizada:

<£U, U>H B <£U, u>7—l = <NU7 Du>6?—l - <NU, DU)BH ) (34)

onde N e D sao os operadores traco generalizados de Neumann e Dirichlet, respectiva-
mente. A partir da prescricao de Nu sobre OH; e de Du sobre OH,,, define-se as condigoes
de contorno essenciais e naturais do problema. Uma nova integracao de (3.4) por partes

k-vezes, agora aplicando o operador diferencial novamente sobre u, leva ao chamado pro-

I'No sentido distributivo, v é uma funcdo infinitamente diferencidvel, o que é obtido com k — oo.
Portanto, nao ha perda de generalidade.
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blema direto:
(Lu—q),v) 5y = {(Du— Du) ’NU>BHu + {((Nu — Nu) ,Dv>8Ht : (3.5)

onde o sobretraco indica uma quantidade prescrita. Se agora u é substituido por uma
solugao aproximada 1, a eq.(3.5) passa a representar, na realidade, uma ponderagao dos

residuos

R = Li—q em H (3.6a)
R: = Ni—Nu sobre OH, (3.6b)
R. = Di—Du sobre OH, (3.6¢)

que permitem reescrever (3.5) na forma como é conhecido o MRP:
<RaU>H = <RuaNU>aHu - <Rt7DU>aHt . (3.7)

Se a eq.(3.7) é integrada por partes um nimero de vezes qualquer, menor que m, a
fim de transferir uma parte da ordem de £ para v, obtém-se a chamada forma fraca do
problema. A partir da forma fraca, ou de um funcional equivalente, sao obtidos outros
métodos de solugao aproximada, como o MEF e o MDF, dependendo das propriedades
da fungao peso v ( Oden & Reddy 1976, Reddy 1984a). Por outro lado, pode-se integrar
(3.7) por partes exatamente m-vezes, aplicando agora toda ordem de L sobre a varidvel

v, 0 que leva a:
(Lv,u)y, — (@) = Nu,Dv) gy, — (Nv,Du) gy, : (3.8)

que vem a ser o chamado problema inverso, o ponto de partida para métodos integrais
como o MEC e o MFG. As fungoes u e v sao geralmente associadas a dois estados distintos:
o das incégnitas a serem determinadas e um outro auxiliar. No caso do MEC direto,
o estado auxiliar geralmente corresponde a uma solucao fundamental do problema, e
¢ usado diretamente no problema inverso ou em relacoes de reciprocidade energéticas.

A versao indireta do método é obtida através da superposi¢ao de produtos duais entre
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solugoes auxiliares singulares unitdrias e fungoes densidade definidas sobre o contorno
OH, cujas amplitudes sdo determinadas a fim de garantir a unicidade da solugao ( Stein
& Wendland 1988, Brebbia & Dominguez 1989). O MEC direto relaciona, portanto, as
varidveis fisicas definidas sobre o dominio e sobre o contorno, enquanto na versao indireta
do método nao ha uma relacao imediata entre as funcoes densidade e as varidveis no
contorno (Brebbia & Dominguez 1989). Além disso, o MEC indireto ndo se comporta
bem na solu¢ao numérica de problemas definidos por contornos que possuem vértices, ou
seja, pontos onde existe descontinuidade da normal exterior (Stein & Wendland 1988).
Claramente, tais aspectos tém favorecido sobremaneira o desenvolvimento e aplicacao da
versao direta do MEC para solugao de problemas préticos de engenharia.

A seguir, partindo-se da expressao geral do MRP, equacao (3.7), é obtido o problema
inverso para os operadores diferenciais de membrana e de flexao utilizando como estado

auxiliar o apresentado no final do Capitulo 2.

3.2 Formulacao integral para o problema de mem-
brana

Pela forma geral do MRP, equacao (3.7), as equagdes integrais para ponderacao dos resi-
duos do problema de membrana sao escritas utilizando as equagoes de equilibrio (2.15a)

e as condigoes de contorno (2.15):

/ MRy dQ) = / mRAye dT — / MRAG AT (3.9)
Q Tt

u

onde os residuos produzidos por uma solugao aproximada sao dados por:

"R* = Napy+qa #0 em ) (3.10a)
TRY = Uy — Uy F# 0 sobre I', (3.10b)
"Ry = ta—1a#0 sobre I'; . (3.10c)
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E as fungoes-peso adotadas, segundo as quais os erros sao minimizados, sao providas

pelo estado de equilibrio auxiliar:

u* = u, (3.11a)
“ =t (3.11b)
Uy = U, (3.11c)
Uy = U, (3.11d)

A substituigao das expressoes (3.10) e (3.11) na eq.(3.9) e uma integragao por partes

da integral em () fornece:
/Nagngu:; dr' — / Noguy, , dS) = / (to — to) ul dl +
T Q Iy
- / (U — i) £ dT" — / qort’. ) (3.12)
u Q

Utilizando (??) e (2.21a), e lembrando que I', e I'; sdo regides complementares de T,

com I', NI'; = 0, reescreve-se

/ N, gup, , dQ = / qauil, ) — / Nigu, , dQ+ / tou dl' +
Q Q Q 't

+/ tauy dF~|—/ (U — Ug )t dl . (3.13)
Ty u
Dos teoremas de reciprocidade?,
1 * *
NaﬂEa,B - Naﬁua,ﬁ )

e como E; tem a mesma forma operacional da parte linear de Eqgs, eqs.(2.56a) e (2.58a),

vem

1 * _ *
Naﬁua,g - aﬁua,ﬁ

2Tal resultado é obtido com qualquer medida variacionalmente consistente de deformacao, isto é, tanto
com E/ 3 = uq,,, quanto com a medida usual E.,; = 3(ua,, +ug,,)-
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Assim, é correto escrever, para a integral a esquerda de (3.13):

l * 1, % *
/ NaﬂEa,B dQ — / Na/@ua’ﬁ dQ — / Naﬂua7/@ dQ ;
Q Q Q
que, quando integrada por partes e substituida em (3.13) leva a:
_/ Nig  ua dQ) = —/ Nygus, , A+ / qall) dQ+/ tou’ dl' +
Q ' Q ’ Q I
+/ tous dl’ +/ (U — g )t: dT — /N;ﬁnﬁua dr
u u r

Usando agora (2.51a) e (2.54a), vem

/F;uadQ—i-/uatZdF:/qauZdQ—i—/tauZdF—/Ngﬂuz aQ . (3.14)
Q Q r Q ”

r

Da definicao de solucao fundamental de um problema, F corresponde & excitagao

gerada por uma carga generalizada unitdria na diregao e,, isto é:
Fr=6(Q,P)e.(P) PQeQ, (3.15)
sendo que a distribuigao 6(Q, P), fungao generalizada delta de Dirac, possui a propriedade

/H 9(Q)6(Q. P)dx = g(P) . (3.16)

para um ponto P onde é aplicada a excitacao (ponto fonte) e um ponto ) onde sao medidos
os efeitos da excitacdo (ponto campo). As excitagoes F representam, portanto, forgas
concentradas generalizadas unitdrias nas diregoes e,. Considerando cada uma dessas

cargas atuando independentemente, resulta (Brebbia et al. 1984):

ug = "Usa(Q, Pes(P) (3.17a)
th = ™T5a(Q,P)es(P) (3.17b)

que sao os deslocamentos e tragoes do estado auxiliar, dados pelos tensores correspon-

dentes & uma solucao fundamental do problema de membrana, U e ™T. A substituicao
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de (3.17) em (3.14) resulta, considerando (3.15) e (3.16) para g(Q) = u,(Q):

ual(P) + / T5(Q. Phus(Q) dTg = / (@ P)ts(Q) dTq +
" / "Uas(Q, P)as(Q) d% — / "Uaso Q. PINE(Q)dQ% ,  (3.18)

que ¢ a identidade de Somigliana para os deslocamentos u, (Brebbia et al. 1984). O
termo ™U,s_ representa uma derivada do tensor U em relagao a z.(Q). A eq.(3.18) ¢

a contrapartida, para o problema de membrana, da relagao geral (3.8).

3.3 Formulacao integral para o problema de flexao

Para o problema de flexdo, utiliza-se as equagdes de equilibrio (2.50b) e (2.50c) para

escrever o MRP na forma

/Q (IR*® + TR*y*) dQ = /

(IR’ + TRy®) dI — / (IR3¢* +/Rem®) dT'

Ft u
(3.19)
onde os resfiduos de uma solucao aproximada sao dados por:
IR® = (Napus,) , +Qq, + a6 #0 em € (3.20a)
IRY = Mag, — QL+ ma #0 em ), (3.20b)
IR} = th—#3#0 sobre T’y , (3.20c)
IR = 1, —1a#0 sobre Ty , (3.20d)
IR = wus—13#0 sobre Ty, | (3.20e)
IR = 4, —, #0 sobre T, ; (3.20f)
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e as fungoes-peso sao:

ut = ul (3.21a)
o= 4y, (3.21b)
¢ = t (3.21c)
m* = 1 (3.21d)
e entdo reescreve-se (3.19) na forma:
/ [(NaﬂU&a)w + Ql + Q3 U3 dQ) + / aﬂﬁ Ql + ma) wa dQ) =
0 Q
_ / (8 — ) e+ (1o — T) o] dT" — / (us — 05) 85 + (6 — ) 12] dT

I's Ty

(3.22)

Os termos nao-lineares da primeira integral em {2 podem ser incorporados ao carrega-

mento transversal gs, definindo-se assim um pseudo-carregamento transversal®:

q=gq3+ (Napus,.), - (3.23)

Utilizando (3.23) e integrando os termos em Qla,a e M,p,, por partes, obtém-se:

/ (~Qhuz, — Magvy,) a2+ / (65— QL% + mos) d =
Q Q
= [ [~ s + (1= L] ar +
~ [l = )t + = D]
_/ (Qunaus + Magnsyy) dU . (3.24)
T

Observando, das eqs.(2.17b) e (2.17c), que t5 = Q' n, e l, = Mygng, e salientando

3Este pseudo-carregamento vem a ser a soma do carregamento transversal com a projecio do carrega-
mento de membrana sobre a diregdo x3, apds a deformacao da placa.
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que I' =I",, U T, reescreve-se (3.24):

/Q [Mawz,ﬁ + Qo (v5 + ug)] Q) — / (G + mat?) dOY +

Q

+ /F (thus + Ll dl + / [(uz — 3)t5 + (v, — P )I5] dT . (3.25)

u

A partir das expressoes para o estado auxiliar Q*, verifica-se a seguinte identidade?:

(Mag —my q3dap) Kig 4 Qavis = MigKas + QiVas (3.26)

e como M,z € simétrico, outra igualdade é verificada, no sentido variacional:

Q,

M*ﬂKaﬂ - M;ﬂz/}aﬂ . (3.27)

Substituindo (3.26), (3.27) e (2.55b) em (3.25) resulta, apds uma integracao por partes

* x .
dos termos envolvendo v, e u3

~ [ (M, — @) vadr = [ Qi a0 = [ (g +movt) a0 +
[ (o tavt) dr = [ [ = )t 4 (6, - D] A+
—/ (Mgnpth, + Qhngus) d —/ (Mg, + Qhnqus) dI' +

u t

—my / @3V, A2 (3.28)
Q

que é reescrita, usando (2.54b) e (2.54¢c), na forma

—/( s — Qa) %d@-/@;augd@:/(qu;+ma¢;) d +

Q Q Q

—my / G50 A2+ / (tyus + latpy) dl — / (usty +ol5) dT . (3.29)
Q r r

A substituicao das equagoes de equilibrio do estado auxiliar, egs.(2.51b) e (2.51¢c), leva

4 A demonstragao formal pode ser encontrada em Westphal Jr. (1990, Apéndice B).
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finalmente ao problema inverso:

/G;@/}adQvL/Fgu;z,dQ:/((ju§+ma¢3) aQ +
Q Q Q

—my /Q gt dQ+ /F (thuj + L) dI — / (usts + 1 I2) dU . (3.30)

r

De forma similar a definicao de F emprega-se

F; = 6Q,Pes(P) . PQeQ, (3.31a)
Gt = §(Q,P)es(P) , PQe, (3.31b)

(67

onde agora F} representa uma carga concentrada unitaria na direcao e enquanto G, sao
momentos unitdrios correspondentes as diregoes e,. Considerando cada carga atuando

independentemente, tem-se

uy = 'Us(Q, P)ei(P) (3.32a)
v = TUi(Q, Pes(P) (3.32b)
ty = TT;(Q, P)e;(P) (3.33a)
5 = ITu(@P)e(P) | (3:330)

que inseridas em (3.30) fornecem as identidades de Somigliana para os deslocamentos de

flexao:

w(P)+ [ PTi(@ Pha(Q) +/Taa(@. P)ta(Q)] dTg =
_ /F [ Uss(Q. PYL(Q) + 7 Usa(Q, P)la(Q)] dTg +
+ [ V0n(@ Y@ + T (Q Pma(Q)] dg +
—my [ [V, (@ Phl@)] 4% (3:34)
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)+ [ [Tus(Q, P)us(Q) + ' Tup(Q, P)¢ps(Q)] dlg =

—

/F[fUcﬁ Q, P)ty(Q) +Uap(Q, P)ls(Q)] dlq +
+/Q [fUa3(Q’P)Cj(Q) "_fUaﬂ(Q,P)mg(Q)} dQq +
_mf/Q [fUaﬂ,B<Q7P)QS<Q) Qg (3.35)

onde as derivadas presentes nas tltimas integrais do lado direito sao tomadas em relagao

a x(Q).

3.4 Equacoes integrais sobre o contorno

As equagoes integrais (3.18), (3.34) e (3.35) sao definidas para pontos P exclusivamente
pertencentes a {2, isto é, pontos internos. Por outro lado, a solucao das mesmas requer o
conhecimento dos deslocamentos e tragoes sobre o contorno I'. A fim de obter tais relagoes
validas para pontos p sobre o contorno e possibilitar assim a solucao prévia do problema
de valores sobre o contorno, torna-se necesséria a aplicagao de um mapeamento linear e
continuo de P € 2 — p € T, especificamente a aplicagao da propriedade do trago. Isso é
realizado mediante um procedimento de limite, modificando o contorno préximo a p por
um arco circular de raio ¢ centrado em p (figura 3-1).

Realizando-se o limite ¢ — 0, obtém-se as identidades desejadas. Antes de mais nada,
deve-se relembrar que os tensores fundamentais U e T, bem como suas derivadas, sao
fungoes de dois pontos, o ponto fonte P sobre o qual tem-se a singularidade da funcao
generalizada delta de Dirac, e o ponto campo () onde estao definidas as varidveis envolvidas
nas equacoes. Assim, tais equacoes sao fungoes somente da distancia r entre P e (), sendo

esta expressa por (Brebbia et al. 1984):
r=1Q—-P| . (3.36)

As expressoes analiticas de todos os tensores utilizados constituem o conteido do

Apéndice A. Todas as derivadas dos tensores fundamentais utilizados neste trabalho sao
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Figura 3-1: Modificagao do contorno I' para aplicacao da propriedade do traco.

convencionadas em relagao ao ponto campo (), e portanto vale a notacao:

~0Uy
N axa<Q>

Uij
Assim, quando houver alguma derivada em relacao ao ponto fonte P é feito uso da
relacao:

oUu; 90Uy
0ro(P)  0za(Q)

e entao permanece valida a notacao citada, sendo apenas um sinal negativo colocado a
frente do termo que envolve tal derivada. Por esta razao, todas as derivadas de tensores
fundamentais apresentados no Apéndice A sao em relagao ao ponto campo Q).

A inspecao das expressoes analiticas dos tensores fundamentais leva a alguns comen-
tarios a respeito das singularidades envolvidas (quando r — 0). Para o problema de
membrana, eq.(3.18), verificam-se as singularidades Inr para o tensor U, 1/r para o
tensor ™T e 1/r para as derivadas cartesianas primeiras de ™U. No problema de flexdo,
as singularidades sdo as mesmas, para os tensores /U e /T, respectivamente. Devido a
essas caracteristicas, apenas as integrais no contorno que envolvem ™T ou /T originam
novos termos (termos de salto ou termos livres) quando se substitui I' por I' — . + T. e

procede-se o limite ¢ — 0 (Brebbia et al. 1984). Assim, o traco sera aplicado apenas aos
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termos [, Tudl nas equacoes (3.18), (3.34) e (3.35).
Entdo, para o problema de membrana, eq.(3.18), reescreve-se a primeira integral a

esquerda como:

/ "Tos(q, p)ug(q) dl'y = lim "Tos(q,p)us(q) dl'y =
T

€20 Jp_r 4T,

= 111'1(1) mTaﬂ(Q7p)uﬂ(q) qu +
eV Jr-r.

+lim | "Tos(q, p)ug(q) dly =

e—0 T,

= 111'1(1) mTaﬂ(Q7p)uﬂ(q) qu +
eV Jr-r.

+1lim | "Tap(q, p) [us(q) — us(p)] dTy +

e—0 T,

+ug(p) {Hr% /_ "Tas(q, D) qu]
e—! T.

Como os deslocamentos sao continuos, a segunda integral & direita da igualdade acima

se anula. Entao, reescreve-se o lado esquerdo de (3.18) na forma:

wlo)+ [ "Toola.phusa) i, = o)+ wlo) [ [ Tt dr,| +

+£mm@m%@ﬂu, (3.37)

sendo que o tltimo termo & direita deve ser interpretado no sentido do valor principal de
Cauchy, pois possui singularidade (1/r) sobre um dominio de integra¢ao unidimensional.

Substituindo (3.37) em (3.18) e definindo:

MCop = Oap + lin&/ "Tws(q,p)dly
=0 JF,

reescreve-se a identidade de Somigliana para um ponto P € QU T na forma:
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aﬁ uﬂ +/Fm af Q7 )dF _/FmUOé (q7 Pﬂﬁ(Q) qu +
+ / U@y P)as(Q) d% — / "o (Qy PYNI(Q) d2%

(3.38)
onde
"Cag = bup para P € (3.39)
1
MCop = §6a5 para P € I' suave. (3.40)

Para contornos que possuem vértices (descontinuidade da normal exterior), (3.40)
assume valores dependentes do angulo sélido (ver, por exemplo, Brebbia & Dominguez

1989). Chamando,

mu o= {u; uy}’ (3.41a)
o= {ty ty}" (3.41D)
"q = {n @} (3.41c)

escreve-se a eq.(3.18) matricialmente na forma:

mu(PH/rmT(q’ P)™u(q)dl'y = /F "U(g, P)"t(g) dT'y +
+ ["V@.PraQing - [ "0@PIN'@de . (342

onde

"V(Q,P) = "Uas(Q,P) (3.43)
"U(Q,P) = "Uus,(Q.P)= (3.44)
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N™(Q) = Ngp(@) = : (3.45)

que sao as parcelas nao-lineares das tensoes de membrana.
Caso existam n cargas concentradas aplicadas em pontos Q = S7, j = 1...n, deve-se

utilizar a seguinte expressao para estes carregamentos (Kamiya & Sawaki 1985):

n

mq(Q) = "(5)8(Q, &)

Jj=1

onde

. Fy (87
mE(SI) = 1 ,) . (3.46)
F5(57)
Assim, além do termo de carregamento distribuido, segunda integral a direita de (3.42),

deve-se adicionar o termo nao-integral:
"(P) = ME(S)"U(S,P) (3.47)

J=1

Portanto, a equacgao integral do problema de membrana fica completamente definida

na forma®:
nO(P)™u(P) + / mT(g, P)™ug) dT,y = / " (q, P)"t(q) dT', +
n /Q "V(Q, P)"q(Q) d%g /Q "G(Q, PINYQ) d% +™v(P) . (3.48)

Na expressao (3.48) a integral a esquerda deve ser interpretada no sentido do valor
principal de Cauchy, enquanto a primeira e a ultima integrais & direita sao fracamente
singulares. Os demais termos sao regulares.

Através de um procedimento algébrico andlogo ao desenvolvido acima, obtém-se, para

%A segunda integral a direita de (3.48) pode ser transformada para o contorno em alguns casos simples
de carregamento (Brebbia et al. 1984).
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as egs.(3.34) e (3.35), respectivamente:

T Cs3(P)us(P) +f03a(P)¢a(P)+/F [/ Tss(q, P)us(q) + " Tsa(q, P)ibo(q)] dly =

:AV%@}%@+Q%@HMMdH+

—l—/ﬂ [[Us3(Q, P)a(Q) + Usa(Q, P)ma(Q)] dQq +

s [ 050, Q. Pls(@)] d (3.9
Caa(Pus(P) +/Con(Pys(P) + | [Toaa, Phusta) + ' Tusla. Pyssla)] dr =
= /F [/Uas(a. P)ts(q) + ' Uas(q, P)ls(q)] dTy +
+ [ [10(@. PYIQ) +1U.s(@. PIms(@)] d% +
g [ [V, (@ (@) a0 (3.50)
onde:

fcij :5ij+lin%/ sz‘j(qap) dl’y
£— fs

sendo dado por:

fC'ij = 52’3’ para PeQ (351)
1
1Cy; = §5ij para P € I suave. (3.52)

Para pontos sobre vértices de I, as expressoes de / C;; podem ser encontradas na
literatura (van der Weeén 1982a). Antes de escrever (3.49) e (3.50) em notacao matricial,
deve-se observar que os termos que envolvem as tracoes sobre o contorno consideram

apenas a parcela linear das mesmas. Este fato pode ser explorado integrando-se por
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partes o termo que envolve ¢, o que resulta na identidade abaixo:

/Q TU(Q, P)i(Q) dQ= / FUa(@, Pas(Q) d61 1

Q

+ /P "Uss(q, P)t2(q) /Q Uss,,(Q. P)Nagus.. (Q) d2 (3.53)

onde foi utilizada a eq.(2.53b). Substituindo (3.53) em (3.49) e (3.50), reescreve-se estas

duas tltimas em uma tinica equagao, usando a relagao t3 = t§ + 5. Chamando

fa = {¢, ¥, us}’ (3.54a)
't = {l, 1 tg}" (3.54b)
fq = {m1 my QS}T ) (3.54c)
este procedimento leva a:
fC(P)fu(P)+/fT(q, / (¢, P) t(q) dT,
Iy
f m
+ [ [U@.p) = mT@. P] “al@) % / (@u@) g |
ou
P u(P)+ [ IT(a PV ul@dl, = [ Ul PYel)dr, +
+ [ VIQ.PYa@Q) i - [ 10 PIN@iQ) %
Q Q
(3.55)
onde valem as relagoes abaixo:
N fIJ.
0@P) = U r) - (3.50

N1 (Q) Ni2(Q)

N(Q) = Nup(Q) = Nu(@) Nun(©)

: (3.57)
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ania(Qa P)

U(Q.P) = U, (Q.P) = Q) (3.58)
8U3 T

u(Q) = axa%:{ us (@) usa(Q) b (3.59)

V(@Q.P) = TUQ,P)-m/U(Q,P) . (3.60)

Note-se que os termos lineares da componente de tracao t3 da primeira integral & direita
de (3.49) e (3.50) foram adicionados a parcela nao-linear desta componente, presente no
segundo termo a direita de (3.53).

A segunda integral a direita da equagao (3.55), definidas sobre €2, pode ser transforma-
da para o contorno no caso de carregamentos distribuidos constantes. Tal transformagao
é encontradas na bibliografia ( van der Weeén 1981, Westphal Jr. 1990), e leva a seguinte
identidade:

| 0@ P) - m0@Q.P) @it = [ Yapn@ar, . @6

r

para q(Q) constante. Onde

n(q) :{ ni(q) na(q) }T , (3.62)

e Y é encontrado no Apéndice A.
Deve-se citar ainda o caso de carregamentos concentrados. Sejam m forgas transversais
ou momentos concentrados aplicadas em pontos Q = S7, i = 1...m, tem-se a seguinte

expressao para o carregamento nestes casos (Kamiya & Sawaki 1985):

fa(Q) =D _TE(s)6(Q. )
sendo
M1(5j>
Tf(s') = ¢ My(S9) : (3.63)
F3(S7)
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Logo, deve-se adicionar ao lado direito de (3.55) um termo nao-integral correpondente

as cargas concentradas, dado por:

N(P) = iff(Sj) [fU(Sj,P)—mf fﬂ(Sj,P)]

Jj=1

= Zm: e8IV (si, P) (3.64)

Jj=1

resultando, para um ponto P € QU™

IC(P) u(P) + /

[T PV uta)dr, = [ OGPVt ar, +

+ [vi@PYaQ g - [ 0@ PINQuQ) % + H(P)
(3.65)

Na equagao geral (3.65), a primeira integral a esquerda deve ser interpretada no sentido
do valor principal de Cauchy. A primeira integral a direita é fracamente singular, enquanto
a segunda é regular para o modelo de placa de Mindlin (m = 0) mas fracamente singular
para o modelo de Reissner (m; = 1). A tltima integral & direita possui singularidade 1/r,

mas como ¢ definida sobre (2, também ¢é fracamente singular.

3.5 Equacoes integrais para flexao nao-linear de pla-
cas

A anélise do fenomeno de flexao nao-linear de placas é particularmente importante no
ambito da engenharia devido as propor¢oes geométricas dispares (comprimento x largura
X espessura) que caracterizam estruturas compostas por placas. Tais proporgoes tendem
a acentuar o efeito de imperfeicoes geométricas consequentes dos processos de fabricagao
e montagem, e tornam este tipo de estrutura particularmente suscetivel & ocorréncia de
deslocamentos que impedem o uso das tradicionais hipéteses de pequenos deslocamentos.
Problemas com estas caracteristicas sao tipicamente adjetivados de geometricamente nao-
lineares (Brush & Almroth 1975). Este é o contexto sob o qual o termo flexao nao-linear

deve ser entendido neste trabalho, isto é, nao serao considerados quaisquer efeitos de
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nao-linearidade material.

As alternativas de solucao numérica para este tipo de problema sao dominadas pelo
MEF para diversas classes estruturais (vigas, placas, cascas etc.). Em geral a solugao
de problemas nao-lineares através do MEF utiliza descricoes lagrangeanas atualizadas
ou totais. Em se tratando do MEC, entretanto, nao ¢ muito comum a aplicagao destas
descrigoes mas é perfeitamente possivel desenvolver as equagoes integrais de um problema
na sua forma incremental (ver, por exemplo, Pietro et al. 1999).

Um caso particular decorrente da linearizacao das equacoes que governam o comporta-
mento nao-linear de uma estrutura ¢ a andlise de estabilidade. Estabilidade de estruturas
é um assunto fartamente documentado na literatura, tanto para obtencao de solugoes
numeéricas e analiticas como para a formalizacao dos conceitos fisicos e matematicos en-
volvidos no assunto (Brush & Almroth 1975).

O objetivo desta secao é apresentar na forma integral as equagoes que governam o
fenomeno de flexao geometricamente nao-linear de placas, utilizando as equacoOes inte-
grais derivadas nas secoes anteriores. Como caso particular, serao também apresentadas
as equacoes para anslise de estabilidade linear de placas. As possibilidades de solugao do
sistema de equagoes decorrente serao discutidas no Capitulo 4. Para maior clareza, serao
brevemente citados aqui alguns conceitos importantes sobre comportamento geometrica-

mente nao-linear de estruturas.

3.5.1 Generalidades

O comportamento nao-linear de uma estrutura tipica, carregada estaticamente, é ilustrado
na figura 3-2. Esse comportamento é caracterizado por um parametro R dependente
do carregamento externo, e uma medida adequada de deslocamento, r. A trajetdria
R x r é geralmente chamada trajetdria de equilibrio da estrutura. Os pontos B; e B,
exemplificam os pontos de bifurcacao, que levam a trajetorias de equilibrio secundarias.
Os pontos L; e Lo ilustram os chamados pontos limite. Os pontos de bifurcacao sao
localizagoes sobre a trajetoria de equilibrio que comportam mais de uma solugao, enquanto
um ponto limite indica uma configuracao instdvel, e é meramente um caso patolégico
da trajetéria de equilibrio onde a derivada de R em relagdo a r se anula ( Ramm &

Stegmiiller 1982, Kleiber 1989).
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Os estados de equilibrio sao sempre enquadrados em uma das trés possibilidades: es-
tdavel, neutro ou instdvel. Em formulagoes variacionais obtidas a partir de um funcional
como o MEF (ou em casos simples que possuem solugao analitica) a estabilidade do equi-
librio pode ser numericamente analisada a partir da positividade da segunda variacao do
potencial total da estrutura (II) em relacio aos deslocamentos, §*I1/6r2. Em formulacoes

integrais ja nao é tao direta a avaliagao numérica de quantidades energéticas.

By

B, L,

Trajetoria de equilibrio secundéaria

Trajetoria de equilibrio priméaria

—
T

Figura 3-2: Comportamento nao-linear tipico de uma estrutura.

No contexto do presente trabalho, o interesse repousa sobre o levantamento de tra-
jetérias de equilibrio primdrias, possivelmente até a ocorréncia do primeiro ponto limite.
A dificuldade inerente é justamente o maior ou menor grau de nao-linearidade da cur-
va R X r, que obriga o uso de formulacoes incrementais e procedimentos iterativos para
garantir que a solucao obtida se encontra suficientemente préxima da trajetéria verdadeira
(Kleiber 1989).

Neste trabalho a andlise de flexao nao-linear considera placas perfeitamente planas
antes dos carregamentos serem aplicados. O objetivo é obter a solugao em termos de
deslocamentos (e derivadas primeiras destes) e tragoes para vérios niveis de carregamento
aplicado até se alcancar o valor final do carregamento.

Entretanto, para uma grande parcela dos casos priticos requer-se apenas o nivel de

carregamento correspondente ao primeiro ponto de bifurcagao. Tendo ainda em vista o
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alto custo computacional envolvido na solu¢ao de problemas postos de forma incremental,
é muitas vezes satisfatério apenas o conhecimento de informagoes parciais do problema.
Tais informacoes sao obtidas a partir da linearizacao das equagoes do problema, levando
a uma simples anédlise de perturbacao em torno do ponto de bifurcacao. Esta abordagem
é chamada, na Mecénica dos Sélidos, de andlise clédssica de estabilidade linear e leva a um
problema de autovalores e autovetores que representa o problema de flambagem (Ramm
& Stegmiiller 1982).

Para a andlise de estabilidade de placas, normalmente sao consideradas placas per-
feitamente planas, submetidas somente a um estado de tensoes de membrana, antes da
flambagem ocorrer. O objetivo é obter a menor carga N* (carga critica) que provoca a

flambagem quando a placa ¢é ligeiramente perturbada (figura 3-3).

R
| Solucao linear elastica
(traj. eq. primaria)
N, e
carga
critica NN
N s Trajetorias de equilibrio
secundarias
N

Ponto de bifurcacao

Figura 3-3: Anilise linearizada de flambagem.

Fazendo uso do comportamento linear da estrutura (figura 3-3), é imediato escrever
as cargas de flambagem em funcao de um estado de tensoes qualquer N sobre a trajetoria

de equilibrio primadria:

N*= AN |, (3.66)
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onde A é um fator de carga a ser determinado.

3.5.2 Equacoes integrais para flexao geometricamente nao-linear

de placas

As equagoes (3.48) e (3.65) serdo adotadas aqui como ponto de partida para uma formu-
lacao incremental escrita na forma integral. A partir dessas equacoes é possivel descrever
o comportamento de flambagem e pés-flambagem por métodos integrais. Reescrevendo

estas equacoes em notagao indicial e matricial, respectivamente, tem-se:

"Cop(Pus(P) + / "Tos(q, Phus(q) dTy = / "Us(g, P)tal) dT, +
" / "Vas(Q, P)gs(Q) d% — / Vs (Qu PYN(Q) d% + ™va(P) .
(3.67)
"O(P)"a(P) + [ MTlq. Pula)dr, = [ U)o dr +
n / "V(Q, P)"q(Q) dg — / m0(Q, PN"(Q)d0g + ™ (P) . (3.68)

para o problema de membrana, e

sz‘j(P)Uj(P)Jr/Fsz'j(q, P)u;j(q) dlq = /FfUz'j(q, P)t;(q)dly +

+/QfV}j(Q>P)Qj(Q) dflg — /QfUi&,@(Q,P)Naﬂ(Q)U:a,a(Q) A + vy (P)
(3.69)

ou

'C(P) u(P) + /

[T PV ula)dr, = [ 0GPVt ar, +

n / V(Q, PY (@) d% — / 10(Q, PYN(Qu(Q) d2% + ~(P) (3.70)

para o problema de flexao.
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Cabem agora alguns comentérios a respeito destas equacoes.

1. Quanto as singularidades envolvidas: a integral a esquerda e a primeira integral
a direita de ambas as equagoes sao fortemente singular (1/r sobre I') e fracamente
singular (Inr sobre I'), respectivamente. A tltima integral a direita de (3.67) é
fracamente singular (1/r sobre 2). Notando a relagao (3.60), resulta que a segunda
integral a direita de (3.69) ¢ fracamente singular (1/r sobre 2) somente no caso do
modelo de placa de Reissner ser utilizado, caso contrario ¢ regular (Inr sobre ).
A dltima integral a direita de (3.69) também é fracamente singular (1/r sobre ).
Demais integrais sao regulares. Finalmente, os termos de carregamentos concentra-
dos ™v(P) e /v(P) possuem singularidades logaritmicas (exceto para o modelo de

placa de Reissner, quando /v(P) manifesta singularidade do tipo 1/r)°.

2. Quanto a nao-linearidade do problema: a nao linearidade do problema esta
explicitada nos termos de acoplamento flexao-membrana oriundos da utilizacao do
tensor deformacdo de Green contendo os termos de segunda ordem - egs.(2.6a).
Deve-se notar que o problema de flexao estd inserido no problema de membrana
através da parcela nao-linear de esforgos de membrana N[, que contém derivadas
cartesianas do deslocamento transversal (curvaturas), como mostra a eq.(2.22b).
Por sua vez, a eq.(3.69) contém os esforgos de membrana totais N,z também mul-
tiplicados por curvaturas na sua tltima integral a direita. Dado que N, contém
também as derivadas cartesianas dos deslocamentos de membrana, torna-se neces-
sdrio o célculo de de todas as derivadas dos deslocamentos translacionais (u;,, ) para
se efetuar este acoplamento. E necessério destacar que quando uma placa sob flexao
é deformada segundo uma superficie que nao pode ser desenvolvida, ocorrerao ten-
soes de membrana mesmo na auséncia de carregamentos paralelos ao plano da placa.
Este acoplamento é o aspecto que diferencia a presente abordagem da andlise linear,

quando as equagoes (3.67) e (3.69) sdo consideradas desacopladas.

3. Quanto a recursividade da solugao: uma vez resolvido o problema de valores

no contorno pela eq.(3.67), pode-se obter os deslocamentos e esfor¢os em pontos

6Portanto, mesmo nao necessitando de integracio, estes termos devem ser manipulados com cuidado
quando o ponto fonte P se encontra muito préximo dos pontos de aplicagdo das cargas concentradas (S*).
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internos. O célculo das parcelas nao-lineares dos esforcos de membrana, entretanto,
necessitam das derivadas cartesianas do deslocamento transversal us . Mas us sé
pode ser avaliado apds a solucao da eq.(3.69) no contorno e em pontos internos,
e esta por sua vez depende dos esfor¢os de membrana. Assim, torna-se clara a

recursividade exigida para solucao das equagdes (3.67) e (3.69).

Os dois ultimos aspectos acima evidenciam a necessidade de se calcular as derivadas
cartesianas dos deslocamentos lateral e transversal da placa. Em métodos como o MEF,
é comum o uso direto das derivadas da forma interpolatéria para uma varidvel u, isto
&, Uo = ¢; u;, onde ¢; sao as fungao utilizadas para interpolar os valores nodais u;.
Embora simplifique sobremaneira o problema, incorre-se no empobrecimento da ordem
de interpolagao das derivadas da varidvel em relagao a forma interpolatéria originalmente
utilizada. Ou seja, hd um enfraquecimento da solugao global para as derivadas da varidvel
em questao.

No presente caso nao hd necessidade de se assumir de antemao uma forma interpo-
latéria para os deslocamentos, uma vez que uma forma forte da solugao para estas varidveis
estd disponivel: trata-se das egs.(3.67) e da terceira das equagoes (3.69). Portanto uma
solucao mais rigorosa pode ser obtida por derivacao das equagoes integrais para u; em
(3.67) e (3.69) em relacao as coordenadas z,(P). Este procedimento leva a trés equacoes
integrais adicionais para calculo preciso de u;, .

Pressupondo-se que estas derivadas serao calculadas apenas em pontos internos, a
diferenciacao das integrais definidas sobre I' é direta, pois neste caso os respectivos nt-
cleos sao regulares. No entanto, a diferenciacao das duas tltima integrais a direita de
(3.67) e (3.69) ndo o ¢, pois V e U podem possuir singularidades fracas’, como j& detec-
tado, quando ) = P. Infelizmente, a diferenciacao de integrais com mnicleos singulares
nao obedece as regras cldssicas de diferenciacao, merecendo um tratamento especial me-
diante a aplica¢ao da férmula de Leibnitz ( Bui 1978, Brebbia et al. 1984). Este fato foi
ignorado na literatura até o final da década de setenta, quando Bui (1978) apresentou
as equagoes integrais corrigidas para problemas de plasticidade destacando esta omissao.

O desenvolvimento formal para a diferenciacao das integrais em €2 de (3.67) e (3.69) ¢é

"Conforme j4 salientado, a integral contendo 'V sé manifesta singularidade fraca para o modelo de
placa de Reissner. Caso o Modelo de Mindlin seja adotado, esta integral é regular. Além disso, ™V é
sempre regular.
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apresentado no Apéndice B, e origina o aparecimento de termos convectivos ( Perez &
Wrobel 1991, Brebbia et al. 1984), que sao adicionado a expressao final para ug (P) e

us,, (P), escritas a seguir:

U’ﬁ,a (P) /F Tﬂ’Ya(Q? P) dF - /FmUﬂ%a Qa ( )dr
_/vaﬂva(Q P)g,(Q dQQJF/Q Upy,5a(@; P)N75(Q) dQ2g +

+ N5 (P) [ U (Q. P (P) T, +

1

0 (P) [ "V (QP)r(P) g = "0s (), PER (371

1

us, (P) - / Ty (0. P)ui(q) dT, = — / s (¢, P)ti(q) dTy +
_ / Vo (Q. P)i(Q) d% + / Vs (Q. P)Nos (Q)us,(Q) d2% +

+ Ny (PJua, (P) [ /U, (@ P)r.(P)dr, +

1

—ms alP) [ Va(QP)r(P) g ~Tu0 (P) ., PEQ @7

sendo o sinal negativo incorporado a todas as integrais, conforme a convencao adotada,
pois as derivadas foram agora tomadas em relagao a z,(P).

Note-se que P € Q e portanto C;; = 6;;. Os termos integrais sobre I de (3.71) e (3.72)
sao os referidos termos convectivos (I} é uma circunferéncia de raio unitério centrada em

P, como descrito no Apéndice B):

"(P) = N3(P) [ Vs, (@ P)r.(P)drg,

1

"dy(P) = a0 (P) [ V@ P)r.(PydTg,

I

S(P) = Nop(Phuay(P) [ U, (Q.P)r.(P)dTe,

1

d(P) = my qi(P) // Wai(Q, P)r, (P)dlg,

Estes termos sao obtidos apds um intenso trabalho analitico, e sao respectivamente
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dados por (ver Apéndice B):

1

meNJ(P) = m (3 — 40) 80503y — Oapdys — OaryOps +
1
— 7 0anbys (14 260)| NJ(P) (3.73a)
Teas(P) = 0, (3.73b)
Oa
Tehs(P) = _D(T’YV)VNW(P) ; (3.73c)
fed(P) = 0 . (3.73d)

Desta forma, as egs.(3.71) e (3.72) serdo doravante escritas:

/FmTﬂva q, P ( )qu = —/Fng%a(q, P)t*y(q) dl'y +

/ﬂ "V (@) P)s (Q) d0p + / U (QP)NS(Q) d% +
+meN(P) =", (P), PeQ (3.74)

“3,a(P)_AfTSi, (g, P)ui(q)dl'y = —/ngm(q, P)ti(q)dl’, +

T

_ /Q Vieo (Q P)g(Q) 2% + /Q MUs... (@ P)Nys(Q)us,(Q) d% +
+ c)5(P)us,, (P) — oz, (P) ., PeQ (3.75)

ou, matricialmente:
™U(q, P)"t(q)dl', +

_/Qm\‘f(Q,P)mq(Q) dQQJr/Q U (Q, PN"(Q)dq +
LmeN(P) —mg(P) (3.76)
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+IeN Py a(P) - v(p) (3.77)
onde
iy = {Us, Uan} (3.78a)
1_13 = {Ugd 'U,3,2}T (378b)
mH(P) = ™uvg, (P) (3.79a)
$(P) = v (P) (3.79b)
e ainda

— _ 0™Us,(q, P)

"U(q,P) = ™Ugs,.(q,P) = B2a(q) , (3.80a)
O(q,P) = Uy (q,P)= %((qq,)m : (3.80b)
", P) = ™y, (q,P) = amgz—((qq,)za) , (3.80¢)
'T(¢,P) = Ty, (q,P) = % : (3.80d)
"UQP) = "Un(QPIQP) = BT (3500
TU(Q,P) = "Us,(Q P)= ;;U(?g—% (3.80f)
V@P) = Vi (QuP) = TS (3.508)
VQP) = Vi (@p) - LD (3.500)

Observam-se as singularidades 1/r? para T, 1/r para U e 1/r? para U. Devido
a dimensao dos dominios sobre os quais estao definidas as integrais destes niucleos, as

integrais & esquerda de (3.71) e (3.72) devem ser interpretada no sentido do valor principal
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de Haddamard, o que demonstra o cardter hipersingular destas equacoes. As demais
integrais devem ser todas interpretadas no sentido do valor principal de Cauchy. Observe-
se novamente que as egs.(3.71) e (3.72) sao validas para pontos exclusivamente interiores,
caso contrario, o trago deve ser aplicado sobre as mesmas, como para as equagoes definidas
sobre o contorno, ou ainda utilizar-se uma outra alternativa para célculo das derivadas

de u; para pontos sobre I'.

3.5.3 Equacoes integrais para andlise de estabilidade elastica de

placas

As equagdes (3.67), (3.69) (3.71) e (3.72) podem agora ser particularizadas para a anélise

de estabilidade linear eldstica de placas®.

Tendo em vista a eq.(3.66), a eq.(3.67) nao é
utilizada devido a linearidade assumida na trajetéria de equilibrio pré-flambagem. Co-
mo nao existem carregamentos transversais ou momentos, reescreve-se (3.69) e (3.72) na

forma:

1Cy(PYus(P) + [ Tl Phusta / IU,y(q. P)ty(q) T, +

—A QfUz':s,ﬁ(Q,P) Nap(Q)us, (@) Q% (3.81)

us,(P) — /rfT?n’a(q’ P)u;(q)dl’, = —/fU?n',a(% P)t;(q)dl’, +

r

+)\/QfU33,M(QaP)Nﬁ“/(Q)“&ﬁ(Q) g +
A (Pus,(P) , Peq. (3.82)

Matricialmente, as eqgs.(3.81) e (3.82) sdo escritas (como as equagoes do problema de

8 oportuno salientar que isso pode ser realizado de duas formas: ou se lineariza as equacoes de
von Kérmén e se repete a deducgao das equacgoes integrais, ou simplesmente se particulariza as equagoes
integrais nao-lineares. Este 1ltimo serd o procedimento aqui adotado.
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membrana nao sao utilizadas, o prefixo f foi omitido das equagoes a seguir):

C(P)u(P)+/ T(q, P)u(q)dl’, =

U (¢, P gt
) / U(Q, PYN(Q)( dQQ | (3.83)

iis(P) —/FT(q,P) /U ¢ P)t(q) dT'y +
A / T (Q, PYN(Q)&(Q) d% + AN (PYa(P) (3.84)

3.6 Resumo do Capitulo 3

Neste capitulo foi apresentado inicialmente o formalismo geral para obtencao do pro-
blema inverso governado por uma dada equacao diferencial. Tal formalismo permite a
clara identificacao do método dos residuos ponderados, que foi aplicado aos operadores
diferenciais da elasticidade bidimensional e dos modelos de placa descritos no Capitulo
2. Foram obtidas assim as identidades de Somigliana para os deslocamentos do problema
de membrana e do problema de flexao. A aplicagao da propriedade do traco sobre essas
equacoes levou aos problemas de valores sobre o contorno correspondentes. A necessi-
dade de equacoes para cdlculo das derivadas cartesianas dos deslocamentos translacionais
da placa gerou trés equacgoes integrais hipersingulares adicionais. Estas foram derivadas
levando-se em conta os termos livres provenientes da aplicacao da férmula de Leibnitz, e
sao adicionada ao sistema de equacoes de membrana e de flexao unificado, dispensando
o uso de derivadas numéricas. Assim foi obtido o sistema de equacoOes integrais unifica-
do para andlise de flexao geometricamente nao-linear dos modelos de placa de Mindlin
e de Reissner. Finalmente, as equagoes integrais foram particularizadas para a andlise
linearizada de estabilidade eldstica de placas.

As equagoes (3.68), (3.70), (3.76), (3.77), (3.83), e (3.84) serdo discretizadas no capi-
tulo seguinte, através da metodologia padrao do MEC direto. Apds alguns algebrismos,
estas equacgoes levam a dois sistemas de equacoes distintos. Nos problemas de estabili-
dade, obtém-se um sistema de autovalores e autovetores que representa o problema de

flambagem. Apds a solugao do mesmo obtém-se, a partir dos autovalores A, o valor das
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cargas de flambagem via equacao (3.66). Na andlise de flexdo nao-linear, obtém-se um

mu, ™t, fu, ft, e i. Um procedimento

sistema de equacoes acopladas nas varidveis
para solucao iterativa deste sistema serd especialmente desenvolvido, para cada nivel de

carregamento.
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Capitulo 4

Implementacao Numeérica

Este capitulo apresenta o procedimento de solucao numérica das equacoes integrais de-
senvolvidas no Capitulo Trés, através do uso da metodologia padrao do método direto
dos elementos de contorno ( Banerjee & Butterfield 1981, Brebbia et al. 1984). Inicial-
mente as equagoes sao escritas na forma discretizada utilizando o conceito de interpolagao
paramétrica para a geometria e as varidveis do problema. Um algoritmo de solucao ite-
rativa das equagoes integrais apresentadas no capitulo anterior é desenvolvido, e alguns
aspectos de sua implementagao sao abordados. O tratamento de subregioes é detalhado,
buscando um procedimento aplicdvel a um nimero arbitrario de subregioes. Finalmente,
sao enfatizados alguns aspectos sobre os procedimentos de integracao adotados para os
varios graus de singularidade presentes nos tensores envolvidos.

Com o objetivo de facilitar a dedugao das equagoes em sua forma discretizada, serao
aqui apresentadas algumas convengoes adotadas no restante deste capitulo. Seja um
dominio de solucao de dimensao ng que se deseja discretizar para aplicacao do MEC,

conforme ilustrado na figura 4-1 para o caso bidimensional (ng = 2):

e O contorno I' & dividido em N elementos (ng — 1)-dimensionais I';,, tal que U,]ylen =

I.

e O dominio € & dividido em R células ng-dimensionais 2, tal que UZ  Q, < Q.
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vértice

L q
Fn(q)*\

Figura 4-1: Convengoes para discretizagao de I' e €2 de um dominio bidimensional.

4.1 Interpolacao de geometria, varidveis e carrega-

mentos

A construcao de elementos de contorno e células de dominio pode ser bastante flexibi-
lizada através da utilizagao nao apenas de interpolagoes isoparamétricas, mas também de
suas variagoes sub e superparamétricas. O caso mais simples e natural é o do elemento
de contorno constante, onde a geometria é definida por dois pontos, mas as varidveis sao
calculadas em um tnico ponto central. Portanto a geometria possui aproximacao linear
enquanto as varidveis possuem aproximacao constante, caracterizando um elemento su-
perparamétrico. Este conceito pode ser extendido dependendo da razao entre a precisao
desejada na aproximacao da geometria e a precisao desejada na aproximagao das varidveis
fisicas do problema.

Neste trabalho serao empregadas aproximacoes diferentes para a geometria e para
as varidveis. A interpolacao da geometria é governada por uma particao geométrica,
enquanto a interpolacao das varidveis fisicas é governada por uma particao fisica. A
particao geométrica ¢ definida através de n, pontos geométricos e a particao fisica ¢

definida por n,, nds (figura 4-2)!. Entdo, os elementos de contorno tém sua geometria

LA distingdo entre pontos e nés fica evidente no contexto em que sao usados. Ambos sdo coordenadas
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. N . nd—l ., . ~

interpolada por um polinémio de grau (n, — 1) enquanto as varidveis o sao por um
oA . -1 ~ .

polindémio de grau (n, —1)" . Como nao necessariamente n, = n,, um elemento de

contorno genérico I',, pode ser construido com um grande nimero de possibilidades, como

exemplificado na figura 4-2 para o caso bidimensional.

Particdo géometrica: Particdo fisica:

b
(A
- o Tn
n,-1 n,-1
2 ‘@ 2
1

o ® 1o fisico
Ty .
} (O ponto geomeétrico

Ty

Figura 4-2: Construcao de um elemento de contorno bidimensional genérico através da
superposicao de suas particoes fisica e geométrica.

Deve ser observado que esta forma de construcao de elementos discretos nao impoe
muitas restricoes sobre a topologia da particao fisica. Pode-se tirar proveito disso em
diversas situacoes. Elementos descontinuos, por exemplo, sao facilmente obtidos fazendo-
se a # 0 e/ou b # 0 nas extremidades do elemento (figura 4-2).

No desenvolvimento que segue, a superposi¢ao das particoes geométrica e fisica geram
particoes de dominio genéricas. Assim, é possivel aplicar o mesmo tratamento para a dis-
cretizagao de elementos de contorno e células de dominio independentemente da dimensao
de ). Uma particao de dominio ¢ usualmente mapeada para um dominio normalizado

de dimensao ny. Desta forma, a localizacao de um ponto qualquer sobre a particao de

espaciais, mas apenas os nés sao dotados de graus de liberdade.
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dominio ¢ determinada univocamente por suas coodenadas normalizadas & = (£, &, &5)%

4.1.1 Interpolagao da geometria

As coordenadas x de um ponto p pertencente a uma particao de dominio sao interpoladas
a partir das coordenadas dos pontos de sua particao geométrica. Sendo entao éﬁq (&) a

funcao interpoladora da particao geométrica correspondente ao j-ésimo ponto, escreve-se:

2a(p) = ¢y (&(p))2a(§7) = Pzl . (4.1)

Formalmente ndo é imposta nenhuma condicio especial sobre as funcoes ¢ além das
condigbes obrigatérias para formas interpolatérias (Bathe 1996). A titulo de ilustragao,
sejam as fungoes &sq polinémios de Lagrange associados ao g-ésimo ponto de uma particao
de dominio unidimensional formada por n, pontos. Sua definicdo é dada por (Dhatt &

Touzot 1984):

Tp

éq(&) _ H (20 — p _2 (12)__(]()”17 -1)¢&; L og>1 (4.22)
éq(gl) =1 , g=1 (4.2b)

onde a relagdo entre as coordenadas normalizadas & e a coordenada real (curvilinea) y

medida sobre a particao de dominio é simplesmente:

e l; € o comprimento total do elemento na diregao de y,. Exemplos destas particoes estao
ilustradas na figura 4-3.
Para particoes bi ou tridimensionais o procedimento ¢ idéntico, sendo os polinémios

interpoladores obtidos por produto tensorial das fungoes usadas em (4.1). Por exemplo,

2Note-se que sdo necessirias apenas ng — 1 varidveis normalizadas para localizacio do ponto em
um elemento de contorno, mas sao necessdrias ng varidveis normalizadas em células de dominio. Por
exemplo, um elemento de contorno bidimensional (ng = 2) utiliza £ = (£§;) enquanto uma célula de
dominio bidimensional utiliza € = (£1,£5). J4 um elemento de contorno tridimensional (ng = 3) utiliza
& = (&,&,) e assim por diante. O nimero de varidveis normalizadas necessérias fica claro no contexto
em que sao utilizadas (elementos de contorno ou células de dominio).

78



assumindo-se 0 mesmo nimero m de nés em cada dire¢ao do plano normalizado (figura
4-4), os mesmos graus de interpolagdo usados nas partigdes unidimensionais valem para

as bidimensionais, sendo os polindémios obtidos por:

Crr (§1,€9) = gbk(él) X gbz(@) )

e como n, = m?, & direto associar a cada funcio (;, um ponto especifico, a fim de manter

a notacao usada em (4.1):

qu(f) = Ckl(flaf2) ) (4-3)

onde os indices k e [ determinam qual é o j-ésimo ponto da particao. Fica evidente que as
células de dominio tém sua geometria interpolada por um polinémio de grau (n, — 1)™
enquanto as varidveis o sao por um polindémio de grau (n, — 1)".

Portanto, a interpolacao da geometria de uma particao qualquer de dominio assume

a seguinte forma matricial:

onde x tém dimensao ng e

T
e __ 1 1 : 2 2 : : Tp n
X = { .CI?l e Z’nd . .CI?l e .Cljnd . A . .CI?l e Z’ng }

A fim de expressar as integrais em I',, e 2, em termos das coordenadas adimensionais

& & necessdrio ainda o cédlculo dos Jacobianos da transformacao x — £. Para ng = 2

tem-se (Bathe 1996):
[dz, dx,,

d!L‘l dl‘g dl’l dl’g

R

g, d§y  d§ydg,
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Dominio normalizado:

Constante j-par:
J=1

(o) - L@
EE e - o n
Linear .
J=2
j-impar:

-1 0 +1
R T S
Quadratico g o H 2 R

Ciibico _ Dominio real:
J=4
— +y
Y ‘ .
T J-1
Quartico ‘ 2
1 L

Figura 4-3: Configuragoes possiveis de particoes geométricas lagrangeanas unidimensio-
nais.

de forma que:

U, = |Ju|d¢, (4.6a)
dQ, = |J]déEde, (4.6D)

4.1.2 Interpolacao de variaveis fisicas e carregamentos

Os polindémios gerados por (4.2) podem ser utilizados também pela parti¢ao fisica dos
elementos, ou ainda adotar-se outra classe de funcoes para esta tarefa. Neste trabalho,
os polinomios dados por (4.2) e seus descendentes obtidos por produto tensorial serdo
modificados para permitir o recuo dos nés extremos (elementos descontinuos) utilizados
pela particao fisica.

Seja entao um problema genérico associado a n, graus de liberdade. Chamando os
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Dominio real: Dominio normalizado:

&
- o +1 . ny
0 +1
] . &
p [ ] ® ® [ ]
m+2 m+3 |- - 2m 2m-1
- o |1 -
2 3 om-lom

Figura 4-4: Particao geométrica lagrangeana bidimensional genérica.

graus de liberdade de v;, estes serao interpolados na forma:

vi(p) = ¢, (&(p)vi(€") = ¢of . (4.7)

Usualmente, as incognitas e condicoes de contorno utilizadas no MEC direto sao sub-
conjuntos das varidveis duais (potenciais) e primais (fluxos) sobre I' ou em 2. Adicional-
mente tem-se os carregamentos em (). Em algumas outras situacoes pode ser necessario
manipular derivadas de uma ou mais destas varidveis. Neste trabalho, estas varidveis sao
agrupadas em conjuntos referentes ao problema de membrana, ao problema de flexao e ao
célculo de derivadas, conforme as equagoes (3.41), (3.54) e (3.78), respectivamente. De

acordo com o descrito acima, estas varidveis sao interpoladas na forma:

u = du’ (4.8a)
t = Pot° (4.8b)
q = 9° (4.8¢)
i = o (4.8d)

onde os indices m e f sdo usados em concordancia com o problema. Nas egs.(4.8), o indice
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e indica qual o tipo de particao, isto &, utiliza-se e = n para &€ € I',, e e = r para € € , 3.
Deve-se dar especial atencao as dimensoes dos vetores das expressoes (4.8). Com vistas
a uma implementacao numérica geral, serd adotado um sistema de indices maitisculos e
mintsculos que simplifica a notagao indicial (ver Simbologia). Para tanto, note-se que
enquanto os vetores x e i tém dimensoes muiltiplas de ng4, os vetores u, t e q possuem
dimensao n,n,. Por outro lado, ng e n, sao pardmetros geométricos e n, ¢ simplesmente
a ordem dos tensores basicos (U e T) da solu¢ao fundamental do problema. Ou ainda,
n, ¢ o nimero de incoégnitas do problema de valores no contorno associado.
Consequentemente, no ambito deste trabalho tem-se ny = 2, n, = 2 para o problema
de membrana e n,, = 3 para o problema de flexao, como pode ser relembrado das varidveis

de membrana:

mu= {u up}’ (4.9a)
"to= {t ta}’ (4.9b)
"q = {n @} (4.9¢)
de flexao

Tu = {¢, ¥y us}’ (4.10a)
't = {l; Iy t}" (4.10b)
fq = {mi my g} | (4.10c)

e das derivadas
" = {Ul,l Uy, U2, Uz,z}T (4.11a)
o = fus, ws,} . (4.11b)

As formas dos vetores de varigveis nodais de (4.8) é tal que agrega os graus de liberdade

3Nas equacoes discretizadas apresentadas neste Capitulo o sufixo e serd omitido a fim de evitar a
proliferacao de simbolos, dado que seu significado torna-se 6bvio no contexto em que os simbolos das
egs.(4.8) sao utilizados.
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de todos os nés da particao e. Explicitamente:
T
Mt = {u% uy owd owd oo b oaulm u?”} (4.12a)
T
Progl owl bR g oW} i gt g u;}} (4.12b)
T
oty ottt e e t;n} (4.12c)
T
DO R R 2 . e t'gn} (4.124)
T
200 g qgn} (4.12e)
T
wd o g Pt ol @ e ol g g |
T

2

3
No)
(0]
I
— —— = = = A

R
)
N
)
=
)
o

T
1 1 : 2 2 : : n n

Enquanto as matrizes ® e ® contém as funcdes de interpolacao das particoes geométrica

e fisica do elemento (ou célula), respectivamente:

3 — [ Bl @ . g ] (4.13a)
¢ = [ (Pl 902 cPnn :| ’ (413b)
com (ver Simbologia para a convengao de indices)
Gy = 9p(€)6w , E€T, (4.14a)
v = &0 (€) 0 , £ely. (4.14b)

4.2 Discretizacao das equacoes de membrana

A insergao de (4.12) e (4.13b) em (3.67) resulta na seguinte equacao algébrica:
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mCag (P) (I)@[(P)muI (P) + Z {/ mTaﬁ (q, P) (I)g] (q) dI‘n} mu; (P) =

+ f: {[z Uas (Q, P) @37 (Q) dQ, » ™qr (Q) +
_ i:l {/Q "Uap,, (Q, P) Ng, (Q) er} +™,(P) . (4.152)

I'n

Zfi{ Ula.P) (@) U, ¢ (P)+

+{ [ vere@ata@-

r=1

R

- z:: {/Q U(Q, P)N"(Q) er} +v(P). (4.16)

Neste caso, n, = 2. Entao, as equagoes (4.16) relacionam quatro varidveis (dois desloca-
mentos e dois esforgos) para cada ponto nodal sobre I'. Através do processo de colocagao
destas equagoes sobre cada um dos /V,, nés do contorno, obtém-se um sistema linear a 2N,
equagoes e 2NN,, incognitas (ja que duas das quatro varidveis sao prescritas como condigdes
de contorno, em cada né). Isto porque a implementa¢ao numérica nao fard uso da técnica
do né6 duplo (Brebbia & Dominguez 1989), pois serao utilizados elementos descontinuos.
A possibilidade de uso da referida técnica nao estd excluida, entretanto, e nestes casos o
sistema seria aumentado em 2n, incégnitas e 2n,. equagoes, onde n. é o nimero de vértices.

A imposicao de condig¢oes de contorno para geometrias irregulares é facilitada se as
varidveis nodais u” e t" sao referenciadas em relagao ao sistema local de coordenadas

n, t,s do elemento I',, ao qual o ponto pertence. Quando este é o caso, os vetores u” e t”

84



seriam redefinidos como segue:

mu:{u1 ot ow? 0?

T
yt o phn }

T
Nn \/ "in
Nnn nt }

(4.17)

mg — {N,%m NL i ONZ NE,

Seja agora 7, o angulo entre o eixo n e o eixo X;, sobre o né p, como ilutrado na figura

4-5. A matriz de muncaca de base do sistema x; X X para n X t é:

cosm, sinm,

— STy COSTy

e portanto, as matrizes de transformacao de todos os nés de I',, podem ser agrupadas na

forma:
(Pp) 0 0 |
n=| 7 (?2) 0 (4.19)
I 0 0 P (pn,) |

Agora as egs.(4.15a) podem ser reescritas considerando um processo de colocagao sobre

Figura 4-5: Defini¢oes geométricas dos sistemas de

de contorno bidimensional.
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pontos p € I':

Cop (p) @ps(p) Ry (p) ur (p) +

ENZ{/F”TM (¢,p) s (g )an}R’}I(Q)uI(q) _

n=1

S [ vwnea@amwnw

n=1

ZR: {/Q Uag (Q,p) Pp1 (Q) 41 (Q) dQT} 4

r=1

+

+

- ZR: { /Q T Uag,, (Q,p) N, (Q) dQT} +Mua(p) ,  (4.20)

ou, matricialmente:

C(p) 2(p)R

+
N
E

S{ [ T @R -
{ Ulg.p)® <)dF"}Rn(Q)t(Q)+

+Z{ U(Q,p)‘P(Q)q(Q)dQT}Jr

Qr

—Z{ U(Q.p)N"(Q) dQT} +v(p) , (4.21)

onde q", N" e v sdo definidos no sistema global de coordenadas, como em (4.12¢). A
eq.(4.20) é vélida para u” e t™ definidos no sistema x; x x ou n x t. No primeiro caso,
basta alterar (4.18) para P = I (isto é, m, = 0). Note-se ainda que nesta forma as varidveis
sao calculadas segundo o sistema de coordenadas x; X X5. Apds a solucao do problema, os
resultados sobre o contorno podem ser convertidos para o sistema local n x t utilizando-se
(4.18).

Para facilitar a implementacao das quadraturas numéricas, as integrais em I',, e {2, sao
mapeadas para os dominios normalizados através da substituicao dos diferenciais dados

pelas equagoes (4.6). Utilizando convengoes similares as de Brebbia et al. (1984) define-se
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as submatrizes:

f,-{ [ Tanend R (4.220)

{ Ula.p) <>u|dsl} ") (4.22b)

{/H HU (@p)®(Q@)]):]a(Q) d§1d§2} , (4.22¢)

o
S

—{ /+ _jlﬁ(Q,p)N"(Q)!Jrl d&d&} . (4.224)

Considerando que o processo de colocacao é nodal verifica-se que, para um ponto de
colocacao p coincidente com o j-ésimo né do elemento que estd sendo integrado, todas
as submatrizes ¢ de (4.13b) se anulam, com excegao da submatriz ¢’, que se reduz
a identidade. Portanto, o primeiro termo a esquerda de (4.21) sofre na realidade uma
contracdo que resulta nas submatrizes que sdao adicionadas & diagonal principal de H,,

(Brebbia et al. 1984). Assim, (4.21) ¢ reescrita:

N N R R
CIR"u(p) + Y Hu(g) = Gut(g)+ > F,+> b, +v(p) . (4.23)
n=1 n=1 r=1 r=1
Convencionando ainda (Brebbia et al. 1984):

H, ara
H,—{ para p # g (4.24)

H, + CR" parap=gq ,

e sobrepondo as matrizes obtidas apds o processo de colocacao, resulta o sequinte sistema
de equagoes:
Hu=Gt+f |, (4.25)

onde f é obtido pela soma das contribuicoes de F,., b, e v:

R R
f=) F.+) b+v(p) . (4.26)
r=1 r=1

Uma vez obtidas as incégnitas remanescentes sobre o contorno, através da solucao de
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(4.25), obtém-se os deslocamentos em qualquer ponto interno P € ) particularizando

(4.21) com C (P) =1, o que resulta:

ENZ{/ O @R o) ulo) dr, | +

n=1
N

+Z{ U(q, P)®(¢9)R"(q)t (q) an}+
+;{/QTU(Q,P><I>(q)q(Q) dﬂ,ﬂ} ;
—i{/ﬁ U(Q,P)N"(Q) dﬂr}+v(P) . (4.27)

O célculo de esforgos em pontos internos é fartamente documentado ( Banerjee &
Butterfield 1981, Brebbia et al. 1984, Brebbia & Dominguez 1989) e nao serd repetido

aqui.

4.3 Discretizacao das equacoes de flexao

Aqui serdo repetidos os passos da segdo anterior para as equagoes (3.70), utilizando as
mesmas formas interpolatérias dadas por (4.12) e (4.13b), o que resulta a equacio algébri-

ca:

5Cyy (P) ®,1(P) us (P) + ZN: {/ P) &, (q) dl“n} fur (q) =

n=1

+§RZ{/ V(@) () 0 (@) a9, +

r=1
R

_ Z {/Q fUi3,,e (Qap) Nogp (Q) Oy (Q) er} Us,, (Q) + f’Ui(P) . (428)

r=1
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Ou, em notagao matricial (o indice f estd omitido):

- { U(Q,P)N(Q)®(Q) er} 8 (Q) + v(P). (4.20)

Para este caso, n, = 3, de forma que as equagoes (4.29) relacionam seis varidveis (trés
deslocamentos e trés esforgos) para cada ponto nodal sobre I'. O processo de colocagao
destas equacoes sobre cada um dos N, nés do contorno gera um sistema linear a 3N,
equacoes e 3N, incégnitas. Os comentdrios feitos na se¢ao anterior para pontos com
descontinuidade da normal permanecem validos.

Para imposicao de condicoes de contorno, as varidveis nodais u” e t™ também poderiam
ser referenciadas em relagao ao sistema local de coordenadas n, t, s do elemento I',, ao qual

o ponto pertence. Ou seja:

T
m:{mn¢;uﬂs/ﬁn¢;uﬂs g zlw%}
(4.30)

T
e {a MloQL P ML ML QL F o foMm My Qp)

De forma similar a defini¢ao dada por (4.18), a matriz de muncaca de base do sistema

X1 X X5 para n X t neste caso é:

cosm, sinm, 0
Pij(p) = | —sinm, cosm, 0 ; (4.31)
0 0 1

com a forma geral de (4.19) permanecendo vélida. Agora as eqgs.(4.28) podem ser reescritas
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para um processo de colocacao sobre pontos p € I':

Cit (p) Prs(p) Ry (p)ur P)

+

{ Tzk (q,p) Prs (q) dI'y, }RZI(Q)UI (q) =
“« \Jr.,

24U

+Z{/ Q) B (Q)ar(Q) .} +

r=

n

=

ﬂ\

Uir (¢,p) Prs () an} Ry (q)tr (q) +

r=1

ou, matricialmente:

C () o) R" () u'(p) + 3 { [ ranew drn} R" (q)u(q) =

n=1 n

[ venewalwwuns

n=1

V(Q.0)®(Q)a(Q) dﬂr} +

Y[ 0 @0 Vs (@ @) 2 1, (@) i) L (432)

- Z{/ U(Q.p)N(Q) ®(Q) dﬂr}ﬁg (Q)+v(p) , (4.33)

onde q", N e v sdo definidos no sistema global de coordenadas, como em (4.12f). De

forma idéntica ao problema de membrana, define-se:

- { [ Tanewinalr@ |

1

Gy,

[ vanenafrw

{/H +1V(@p) ()|JTIQ(Q)d§1d§2}
—{/+ U(Q.0)N(Q)| ] ds%} |
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e (4.33) é reescrita:

CIR"u ﬁé = Gut(g 4—§:E‘4—§:fsu3 (p) . (4.35)

n=1

Convencionando que (Brebbia et al. 1984):

H, ara
H, - para p # ¢ (4.36)

H, + CR" parap=gq ,

e sobrepondo as matrizes obtidas apds o processo de colocacao, resulta o sequinte sistema

de equacoes:
Hu=Gt+Bu+f . (4.37)

onde f é obtido pela soma das contribuicoes de F, e w, isto é:

f=) F,+v(p (4.38)

Ap6s a solugao do problema de valores no contorno representado por (4.37), obtém-se

os deslocamentos em pontos internos P €  particularizando (4.33) com C (P) =1I:

O célculo de esfor¢os em pontos internos pode ser encontrado na literatura ( van der

Weeén 1982a, Westphal Jr. & de Barcellos 1990).
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4.4 Discretizacao das equacoes para calculo dos gra-
dientes dos deslocamentos translacionais

Novamente serd empregado o procedimento bésico utilizado nas equacoes de membrana e
flexdo, tomando-se como ponto de partida as eqgs.(3.76) e (3.77) que, conforme discutido no
Capitulo 3, sao equacgoes integraishipersingulares. Com o objetivo de evitar a integragao
de nicleos singulares, serd assumido de antemao o cédlculo das derivadas u; , em pontos
exclusivamente internos. Esta abordagem justifica a utilizacao de células de dominio
completamente descontinuas, isto ¢, nenhum né da partigao fisica de quaisquer células estd
posicionado sobre o contorno. Por outro lado, torna evidente a necessidade de cuidados
com integrais quase-singulares.

A forma discretizada da eq.(3.76) é escrita:

i XR: {[z "Vyo (@, P) 41 (@)™ a1 (@) er} +

r=

R

Ou, em notagao matricial:

+Z{/Q U (@, P)N"(Q) er} +cN(P)+9(P). (4.41)
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Para este caso as equagoes (4.41) relacionam duas varidveis, quais sejam, as derivadas
cartesianas do deslocamento longitudinal u, da placa. Como estas varidveis sao definidas
em pontos internos, adota-se o sistema de coordenadas global como referéncia. Mas como
as varidveis sobre o contorno podem estar definidas em relagao ao sistema de coordenadas

local de cada né, torna-se necessdrio o emprego da matriz (4.19):

(P =3 { [ "t @.PYo @ drn} R, (¢)™ur (g) =

n=1 n
R
+z_; {L Ve (@ P) 51 (Q)" 41 (Q) dﬂr} +
=
+; /Q Uy @ 1)V Q) dQT} L (P) s (P) | (442)
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De forma similar as se¢oes anteriores, parametriza-se (4.43) com as definigoes

- { [ TarewinelrG (4.440)

-1

Gn:—{ ' t‘J<q, P)e(q) |, d&}qu) , (4.44)
{ / V0, P) Q)14 a(@) dad@} , (4.44¢)

+1 +1 _
{/ U (Q, P)N"(Q) | J,| d{ldgg} . (4.44d)

Entao (4.43) ¢ reescrita:

P)+Y Hu(g) =Y Gut(q)+ Y _F, Z )+ (P)+9(P) ,  (4.45)

N

lembrando que os termos convectivos ¢ s6 sao considerados quando P = (). Adicional-

mente, seja

B. ara
B, — para p # ¢ (4.46)

B, +cj parap=gq ,

e sobrepondo as matrizes obtidas apds o processo de colocacao, resulta o sequinte sistema

de equagoes:
i3 +Hu=Gt+B+f . (4.47)

onde f é obtido pela soma das contribuigoes de F, e ¥, ou seja:

f=>) F,+¥(P) (4.48)

94



Seguindo um procedimento idéntico para a eq.(3.77) tem-se:

Z{/ "Ti.. (a.P) Bis (g MF%} Tug(q) =

_ f: { / n Uy (4, P) ;7 (q) drn} Tt;(q) +

n=1

k=
+ {L W&AQJ?%AQ)%MQ)£L}+
r=1 T

R

2 { / U550 (Q.0) Ny (@) 10 (@) } i, (O) +

r=1

+ cNg(P)®gar (P) sy, (P) + s (P) . (4.49)

Ou, em notacao matricial:

m@—;{ﬂT@m(wﬁ}@F
:_an{ . U(q, P)®(q) dfn}t(q)+
i{mV@P ba@+

+cN(P)uz(P) +¥(P) . (4.50)

Novamente, levando-se em conta que as varidveis sobre o contorno podem estar definidas
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em relagdo ao sistema de coordenadas local de cada n6, emprega-se a matriz (4.19):

ZN:{/ ITyi.. (¢, P) By ()an}R’}I(q) g ()

n=1
N

:_Z{/ TUs;,, (¢, P) ®is (q) an}Rﬁl(q) Ttr (q) +
+Z{/ Vi, Q. P) s (Q) T0s (Q) dﬂr} +

R

+Z{/ TUss.,., (Q,p) Nay (Q) @ar (Q) er} T, (Q) +

+Cgﬁ(P)q)ﬂM (P) ﬂgM(P) +f’l)37a(P) . (451)

ou, matricialmente:

+cN(P)ug(P) + v(P) . (4.52)

Parametrizando (4.52) com as defini¢des

-~ {[ Tarewinalro (4.53)
Gn——{ “U<qP> Bl des | RV o) (4.53b)
{7 [ vare@ia@ e} . (4.530)
{ /H HG (Q.P)N(Q) 4 dfldsz} , (4534)

96



a eq.(4.52) é reescrita:

3(P)+ Y Huu(g) =Y Gut(g)+ > F, + > B,a(Q) + ™ (P)is(P) +v(P)

(4.54)

N

onde os termos convectivos ¢ s6 sao considerados quando P = (). Definindo

B, ara
B, = para p # ¢ (4.55)

B,+c¥  parap=gq,

e sobrepondo as matrizes obtidas apds o processo de colocacao, resulta o sequinte sistema

de equacoes:
iy + Hu= Gt + Bug +f . (4.56)

onde f efetua a soma das contribuicoes de F, e v:

f=>) F,+¥(P) (4.57)

4.5 Forma geral dos sistemas de equacoes resultantes

Neste ponto torna-se necessério avaliar a estrutura dos sistemas de equacgoes algébricas que
resultam das classes de problemas que podem ser resolvidas com a formulagao apresentada.
A seguir sao resumidos os sistemas resultantes para o problema de membrana, de flexao

e de cédlculo dos gradientes dos deslocamentos:

e Problema de membrana:
"H™y ="G™ + "B+ "f (4.58)

onde ™f é dado por (4.26).
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e Problema de flexao:
TH'u="Gt+/Bas +'f (4.59)

onde /f & dado por (4.38).

e Derivadas dos deslocamentos longitudinais:
g+ H™u="G™t +°B+°f | (4.60)

onde °f & obtido dado por (4.48).

e Derivadas dos deslocamentos transversais:
i3+ *H/u =G/t +°Bus +3f . (4.61)
onde *f & obtido dado por (4.57).

4.5.1 Elasticidade bidimensional:

Os problemas de elasticidade bidimensional estao desacoplados do problema de flexao de

placas, de modo que a eq.(4.58) se degenera no sistema (Brebbia et al. 1984):
"H"mu="G"t+™"f | (4.62)

onde "f é composto apenas pelos primeiro e tltimo vetores de (4.26). Apds o agrupamento

das incégnitas em um vetor "x resulta o sistema linear:

mA"x = ™Mf

O vetor ™x contém os deslocamentos e tragoes de membrana.

4.5.2 Flexao linear elastica de placas:

Aqui novamente hd um desacoplamento entre o problema de flexao e o problema de

membrana, e a eq.(4.59) se degenera na forma ( van der Weeén 1982a, van der Weeén
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19820):
TH'u='G't+7f . (4.63)

Apés o agrupamento das incégnitas em um vetor 7x resulta o sistema linear:

fATx = ff

O vetor x contém os deslocamentos e esforcos de flexao.

4.5.3 Estabilidade linear elastica de placas:

Neste caso, embora haja o acoplamento entre o problema de flexao e membrana, o 1il-
timo é parametrizado por (3.66), conforme descrito em 3.6.1. Assim, a unica incégnita
remanescente do problema de membrana é o fator de carga A. Por outro lado, a placa é
considerada perfeitamente plana e livre de quaisquer carregamentos transversais. Entao

reescreve-se (4.59) e (4.61) na forma ( Marczak & de Barcellos 1993, Marczak 1998):

TMu='G’t+)\'Ba; |, (4.64)

i; + *H'u=°2G't+\°Bu; . (4.65)
A manipulacao destas equacoes leva a:

TA'x = MBa; | (4.66)

a+3A'x = MBuy (4.67)

que quando combinadas originam o seguinte problema classico de autovalores e autove-

tores:

FATAT /B-?B] Giy= % i | - (4.68)
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O menor autovalor 1/\ é usado em (3.66) para fornecer a carga critica, enquanto os
autovetores Gi3 podem ser substituidos em (4.66), fornecendo as extensoes dos autovetores
(“x) que representam o padrao de deslocamentos e esforcos sobre o contorno, para cada
modo de flambagem. Para célculo dos deslocamentos correspondentes a cada modo, em
pontos internos, substitui-se iz e /x (devidamente desmembrado em /u e /t) na eq.(4.39),

particularizada com q = v = 0.

4.5.4 Flexao geometricamente nao-linear de placas:

Neste caso as egs.(4.58), (4.59), (4.60) e (4.61) devem ser utilizadas sem qualquer simpli-
ficagao, e um procedimento iterativo torna-se necessario para a solugao das mesmas. Este
procedimento estd esquematizado na figura 4-6, que ilustra os passos de uma iteragao

genérica k.

Este algoritmo é geral, e pode ser generalizado para outras aplicacoes nao-lineares.
Além disso, note-se que a convergéncia foi verificada utilizando-se uma norma sobre as
curvaturas (u3). Evidentemente esta nao é a tnica possibilidade A rigor, quaisquer vari-
dveis de membrana ou flexao poderiam ser utilizadas. Em experimentos numéricos pre-
liminares, entretanto, os valores das curvaturas mostraram-se dominantes no problema.

Os passos 2 e 4 do algoritmo ilustrado na figura 4-6 pressupoem a utilizagao das
eqs.(4.60) e (4.61) para obtengao das derivadas dos deslocamentos em pontos internos.
Este é o procedimento mais formal para computo destas varidveis dado que estas equacoes
advém das formas integrais integrais (3.76-3.77), que ndo impoem qualquer aproximagao
diretamente sobre o gradiente do campo de deslocamentos.

Por outro lado, deve-se ressaltar que a dedugao das egs.(4.60) e (4.61) possuem a in-
conveniente necessidade de diferenciar micleos singulares. Em cada nova aplicagao que
exige a utilizacao de novos tensores estes devem ser novamente diferenciados, e possivel-
mente Novos termos convectivos e/ou termos livres aparecerao. Esta dificuldade torna-se
ainda maior em aplicagoes nao-lineares, onde o nimero de termos integrais na identi-
dade de Somigliana aumenta*. Existem algumas alternativas para obtencao de aproxi-

macoes numeéricas para u;, que podem ser aproveitadas nestes casos. Dado que os ter-

4Além do acoplamento flexdo-membrana do presente caso, poder-se-ia citar os termos de deformacoes
plasticas, termos dindmicos, efeitos térmicos etc.
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={ Estimar (a3 ), . ‘

[Calcular N, ;ﬁ através da eq.(2.22b) e montar a matriz b, de (4.22d) }

EResolver o problema de valores no contorno de membrana - eq.(4.58)j

[Calcular U, através da solucdo do sistema (3.60).]

Y

Avaliar os esfor¢os lineares de membrana N, iB em pontos internos e
montar a matriz N utilizando a relacéo (2.21a).

[ Calcular a matriz de acoplamento flexdo-membrana B, de (4.34d)]

[Resolver o problema de valores no contorno de flexao - eq.(4.59)]

[Avaliar nova estimativa de (ﬁ3 ),( .1 €m pontos internos através de (4.61)]

i

N H(ﬁ3){+] _(ﬁa)fusg ?

Figura 4-6: Algoritmo para solucao iterativa das equagoes de flexao nao-linear de placas.
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mos de acoplamento flexao-membrana devem ser integrados sobre o dominio, as referidas
derivadas devem ser calculadas nos nés fisicos das células de dominio, aqui consideradas
descontinuas.

Dentre as aproximacgoes possiveis a mais popular é sem divida o uso de derivadas
das funcgoes de interpolacao das células de dominio. Embora de facil implementagao, esta
abordagem implica em um enfraquecimento significativo da funcao de interpolacao global
para estas varidveis, obrigando o uso de malhas mais refinadas para o dominio ou de
células de alta ordem (Bathe 1996).

Uma técnica pouco utilizada para este propdsito é o emprego de diferencas finitas,

onde a derivada é aproximada da forma:

u; (p+ Azy) — u; (p — Az,
e

(4.69)

No ambito do MEF, o uso de diferencas finitas para cdlculo de gradientes de deslo-
camentos tem sido relegado a segundo plano. Isto é compreensivel em se tratando de
elementos finitos porque neste, como um método de dominio, a precisao das varidveis
sobre o contorno ou no interior do dominio mantém a mesma dependéncia das fungoes
de interpolagao empregadas. No contexto do MEC, entretanto, vale lembrar que a pre-
cisao no célculo das varidveis em pontos internos depende fundamentalmente da precisao
das varidveis sobre o contorno. Desta forma, o uso de diferencas finitas torna-se par-
ticularmente atrativo porque a técnica torna-se insensivel a distancia Az, utilizada na
eq.(4.69).

Embora o presente trabalho tenha contado com a implementagdo das eqs.(4.60) e
(4.61) para problemas lineares, estas nao foram extendidas para o caso nao-linear. Em vez
disto, utilizou-se um esquema de diferencas finitas em torno de cada né fisico das células
de dominio. Como serd mostrado no Capitulo 7, a precisao das derivadas assim obtidas
¢ da mesma ordem que a fornecida pelas egs.(4.60) e (4.61). Por outro lado, implica
na solugao da equagoes para deslocamentos em pontos internos, egs.(3.48) e (3.65), para
um nuimero maior de pontos, gerando um aumento no tempo de pds-processamento do
problema.

Outro aspecto importante do algoritmo da figura 4-6 ¢ a atualizagao das estimativas

das derivadas w;,. Ao fim de uma iteracao k, os novos valores calculados para estas
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varidveis (que devem ser utilizados na iteragao seguinte) nao substituem completamente

os antigos da forma:

{ig by = Wi by - (4.70)

Experimentos numéricos motram que a atualizacio destas varidveis pela eq.(4.70)
levam & convergéncia apenas para nao-linearidades muito pequenas. Assim, tornou-se

necessario utilizar um fator de relaxacao para estabilizar o processo iterativo:

(Uit = Plwia b + (L= p){uin by (4.71)

A razao disto estd diretamente relacionada ao fato de se estar resolvendo um mapeamento
contrativo das equagoes de membrana e de flexao. No Capitulo 7 serao discutidos alguns
detalhes relacionados a eq.(4.71), bem como a faixa de valores para o fator de relaxagao

p utilizado neste trabalho.

4.6 Tratamento numérico de subregioes

A divisao do dominio sob andlise em duas ou mais subregioes é uma técnica muito uti-
lizada na mecénica computacional. Dependendo do método empregado para solucao da
equagao diferencial governante, o uso de subregioes pode ser a unica forma de resolver
o problema discretizado. Dominios envolvendo dreas com materiais ou propriedades ge-
ométricas diferentes sao exemplos classicos. Outros exemplos interessantes sao aqueles
onde uma parte do dominio é governada por uma equacao diferencial diferente da que
governa a outra parte. Acoplamento fluido-estrutura e o uso de teorias estruturais di-
ferentes em um mesmo problema sao casos que se enquadram nesta categoria. Mesmo
nos problemas onde poderia ser dispensado, o uso de subregites pode ser benéfico por
melhorar o condicionamento numérico dos sistemas de equacgoes resultantes. Mais recen-
temente, a andlise de problemas subdivididos em subregioes empregando computadores
dotados de processamento paralelo tem mostrado grandes vantagens em termos de custo

computacional, principalmente para solugoes baseadas no MEF (McKenna 1997).
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No ambito do MEC, é sabido que as implementacoes convencionais do método encon-
tram dificuldades numéricas em problemas cujas dimensoes possuem razoes de aspecto
muito dispares, normalmente associadas ao mal condicionamento das matrizes envolvidas.
Nestes casos, a divisao do dominio em subregides com razao de aspecto mais favordvel
leva a uma melhora bastante significativa no condicionamento numérico (Rudolphi 1983).
Adicionalmente, os algoritmos de solugao podem tirar grande vantagem das matrizes re-
sultantes, normalmente dominadas por blocos, com significativa economia no armazena-
mento de dados ( Santiago & Telles 1997, Santiago et al. 1999). O acoplamento do MEC
com outros métodos como o MEF também faz uso de subregioes, em cujas interfaces
pode-se compatibilizar as varidveis de variadas maneiras, dada a natureza diferente dos
sistemas matriciais originados por ambos (Kita & Kamiya 1994).

Em outros casos ainda, nao se dispoe de solugoes fundamentais adequadas para o pro-
blema e o uso de subregioes pode ajudar a resolver o problema. Exemplos destes sao
os problemas espaciais (sem solugao fundamental) que podem ser descritos por super-
posigao de problemas planos (com soluc¢ao fundamental mais simples e conhecida), como
o ilustrado na figura 4-7.

Estruturas deste tipo sao facilmente modeladas como uma composicao de placas planas
(plate assembled structures). Basicamente, cada parede da estrutura é representada por
uma placa com um sistema de coordenadas (x1,Xz,X3), onde o eixo x3 é perpendicular
a sua superficie de referéncia (figura 4-7). E evidente a necessidade de se acoplar o
problema de membrana ao de flexao quando duas paredes nao sao coplaneres. Um caso
particular deste sdo os problemas modelados por muiltiplas placas de espessuras e/ou
materiais diversos (figura 4-8).

Um dos objetivos deste trabalho é desenvolver um procedimento numérico que permita
a manipulagao de um nimero arbitrdrio de subregioes. Algoritmos para manipulacao de
um pequeno nimero de subregioes sao facilmente encontrados na literatura ( Brebbia
et al. 1984, Brebbia & Dominguez 1989). No entanto, procedimentos gerais sdo bem mais
€SCassos.

Primeiramente, sao necessdrios alguns comentdrios sobre as equagoes que serao re-

solvidas e suas modificacoes para o emprego das mesmas em subregioes:

e As equacOes necessarias para solugao do caso mais completo contemplado neste tra-
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Figura 4-7: Um exemplo tipico de estrutura modelada por placas planas.

Figura 4-8: Placa plana com espessura varidvel.
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balho sao as egs.(4.58), (4.59), (4.60) e (4.61). Dado que estas podem ser reduzidas

ao casos linear e de flambagem, o procedimento a seguir nao perde em generalidade.

As eqs.(4.58) e (4.59) lidam com as varidveis definidas sobre o contorno. Como
a conexao de duas ou mais subregioes se da sobre a parcela comum do contorno,
estas equagoes serao diretamente afetadas. Por outro lado, as eqgs.(4.60) e (4.61) sao
utilizadas para o cédlculo de derivadas dos deslocamentos apenas em pontos inter-
nos de cada subregiao, a partir do conhecimento das varidveis sobre seu contorno.
Portanto, as egs.(4.60) e (4.61) s@o tratadas como um pds-processamento realizado
apos a solucao dos problemas de valores no contorno de membrana e de flexao, para

cada subregiao.

Seguindo o algoritmo descrito na fig.(4-6), a cada iteragao da solu¢do uma estimativa
do vetor de derivadas nos pontos internos estd disponivel. Estas estimativas sao
utilizadas no termo ™f de (4.58), e também no termo /Biiz de (4.59), originando
um vetor que pode ser adicionado ao termo /f daquela equacao. Consequentemente,

cada subregiao origina um sistema de equagoes do tipo:

"H™u = "G™t+™f (4.72a)
TH'a = Gt +'f . (4.72b)

Ou scja, a forma bésica dos sistemas resultantes ¢ a mesma. E possivel ainda
agrupar-se as equagoes (4.72) em um tnico sistema cujas varidveis sobre o contorno
concatenam os vetores (4.12a) e (4.12b), (4.12c) e (4.12d) e também (4.12¢) e (4.12f).
Qualquer que seja o caso, o procedimento detalhado a seguir pode ser empregado

diretamente.

Pressupoe-se que as eqs.(4.72) ja estao estao referenciadas a um sistema de coorde-
nadas comum (X, Xy, X3). Portanto, as varidveis sobre o contorno consideram trés
translacoes sobre os eixos globais e duas rotagoes, que permanecem referenciadas ao

sistema de coordenadas local de cada subregiao.

Seja o dominio €2 dividido em M subregioes €); com contornos I';. Cada umda

destas subregioes €2; possui até N interfaces I'Y unindo-a a outras subregioes 2,
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Iy

Figura 4-9: Exemplo de divisdo de dominio em subregioes (M = 3, neste caso).

tal que T"UT? U ---UT™ UT =Ty e UJ;2,Q; = Q (figura 4-9). Chamando
de u¥ e tY os deslocamentos e as tracoes que ocorrem na interface I'V e u' e t* os
deslocamentos e as tragoes que ocorrem na parcela complementar de I';, pode-se

escrever as eqs.(4.72), para cada subregiao €;, na forma:

C )
uZ
u?

[Hi Hi2 Hi3 HiN uz’3 —

uN

\ 7

R ()
t’ b
{2 b2

= [Gi G2 Ggs ... Gz‘N] i3 +{ pis i=1...M (4.73)
\ J \ J
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Utilizando-se as condigoes de compatibilidade nas interfaces:

u’/ = u’ (4.74a)

t9 o= -t (4.74b)

pode-se isolar as varidveis remanescentes sobre todas as interfaces e seus contornos com-

plementares [ em um tinico vetor:

x = {ul ¢ w2 12 gl ¢13 ... yLN-1 ¢LN-1 LN (LN
W o2 u® tB u ¢ u2N-1 g2N-1 2N (2N
B3 utt t3 uP 35 ... gBN-1 g3N-1 3N (3N
aM-1 gM-1 M-1LN (M-1N
T
uM M } . (4.75)

A fim de simplificar a notacao, é possivel reescrever a eq.(4.75) como uma concatenagao

de vetores:
T
x={x w2 . M)
onde
. T
Xt — { woti uiitl ghAtl eit? eit2 L gbN N } i=1...M:;i<N.

(4.76)

Note-se que cada vetor x* contém os deslocamentos e tracoes de I' e de todos I'“ para,
i < j. Isto é, cada vetor x' considera os graus de liberdade da parcela do contorno de
(2; que nao se conecta com nenhuma outra subregiao bem como os graus de liberdade de
todas as interfaces das subregioes seguintes a €2; (que se conectam com este) seguindo uma
ordem de numeracao. Portanto, um dado x/ nao precisa levar em conta os deslocamento
u’/’ (onde j > 4) porque estes ja estao incluidos em x’ através de u¥, antecipando o uso

da relagdo (4.74a). Deste modo o nimero de vetores u e t participantes de cada x* vai
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decrescendo & medida que se incrementa ¢. Mais explicitamente:

> . .. .. .. .. . . T .
xt = { u t uz,z-‘rl tz,z-‘rl uz,H—? tz,z+2 . uz,M—l tz,M—l } , 1= 1...M —2
M-1 T
X — { qul thl uMfl,M thl,M } (477)
M T
X = { uM tM }

Aplicando-se as eqs.(4.74) a eq.(4.73) para cada subregiao e usando o vetor (4.76)

como vetor de incégnitas resulta o seguinte sistema para todo o dominio €2:
Ax=| Al AZ ... AMT AM [x=D (4.78)

onde a matrix A é concatenada a partir da seguinte forma geral para as matrizes A

H! _Gl H12 _G12 H13 _G13 . Hl,N—l _Gl,N—l Hl,N _Gl,N

0 0 H2 G» 0 0o .- 0 0 0 0
. 0 0 0 0 H¥ G ... 0 0 0 0
A —

0 0 0 0 0 0 ... HN-LI @gN-11 g 0

0 0 0 0 0 0o .- 0 0 HNL @GNl

0 0 O 0 0 0o - 0 0 0 0

H2 Q2 H2 _Q2 H2 Q¢ ... H2N-1 _@2N-1 g2N _@2nN

0 0 H? G2 o0 0o .- 0 0 0 0
A? = 0 0 O 0 H2? g2 ... 0 0 0 0

0 0 O 0 0 0 ... HN-12 @N-12 0

0 0 O 0 0 0o .- 0 0 HN2  GN2
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0O O 0 0 0 0 e 0 0 0 0
0O O 0 0 0 0 e 0 0 0 0
H3 G3 H34 _G34 H35 _G35 . H3,N71 _G3,N71 H3,N _G3,N
A’ = | 0 0 H® GB 0o 0 - 0 0 0 0
0O O 0 0 0 0 ... HN-L3 GN-L3 0 0
0O O 0 0 0 0 e 0 0 HY3  GN3
0 0 0 0
0 0 0 0
AMfl —
HN-LN-1 _G@gN-LN-1 gN-LN _GgN-LN
0 0 HVN-1  @N.N-1
0 0
0 0
AM = : : : (4.79)
0 0
HY -GV

Agora o sistema (4.78) pode ser resolvido uma vez que se prescreva as condigoes
de contorno sobre as parcelas I'" de cada subregiao. O nimero de graus de liberdade
resultante apés a aplicacao das condicoes de contorno é igual ao nimero total de graus de
liberdade sobre os contornos I'* mais duas vezes o nimero de graus de liberdade sobre os
contornos I'¥. Adicionalmente, a matriz A se torna esparsa, com uma banda dependente

da numeracao adotada para as subregioes e seus elementos de contorno. Este aspecto
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também pode ser explorado para otimizar o armazenamento de dados (Santiago et al.

1999).

4.7 Resumo do Capitulo 4

As quatro equagoes integrais (3.68), (3.70), (3.76) e (3.77) obtidas no Capitulo 2 foram
desenvolvidas neste capitulo em sua forma discretizada, utilizando a metodologia padrao
do MEC direto, resultando nas egs.(4.21), (4.33), (4.43), e (4.52), respectivamente. Um
processo de colocagdo destas equagoes gera os sistemas dados pelas eqgs.(4.58), (4.59),
(4.60) e (4.61), que representam uma forma geral do problema de flexdo geometricamente
nao-linear de placas. Mesmo a inclusao de outros tipos de excitacao fica contemplada a
partir de sua adicao aos termos de carregamento. Desses sistemas pode-se extrair ainda,
como casos particulares, os problemas de elasticidade bidimensional, flexao linear e flam-
bagem de placas. Um procedimento iterativo foi idealizado para a solucao de problemas
de flexao geometricamente nao-linear, a fim de permitir a solucao acoplada dos sistemas
de equacoes. Também foi desenvolvida uma estratégia para manipulacao de dominios
particionados em um nimero arbitrario de subregioes, permitindo a solucao de problemas
mais complexos.

Tendo em vista a necessidade de manipulacao de integrais contendo nicleos singulares
em todas as equagoes abordadas, torna-se mandatéria a adocao de procedimentos especias
para uma integragao numérica precisa destes termos. Os procedimentos adotados com esta

finalidade no presente trabalho serao tratados no préximo capitulo.
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Capitulo 5

Tratamento das Integrais Singulares

Como citado no Capitulo 4, a montagem dos sistemas de equagoes (4.58), (4.59), (4.60)
e (4.61) se utiliza das submatrizes elementares calculadas ao longo do processo de colo-
cagao, dadas respectivamente pelas eqs.(4.22), (4.34), (4.44) e (4.53). Todas estas tltimas
sao obtidas através de integracao numérica de micleos que podem conter algum tipo de
singularidade. Como as regras baseadas em quadratura Gaussiana padrao nao sao con-
vergentes (ou apresentam convergéncia muito lenta) para estas situagoes, este capitulo
detalha as abordagens utilizadas para tratamento numeérico das integrais singulares no

contexto do presente trabalho.

5.1 Integracao numeérica de nicleos singulares

Durante o processo de colocacao, as submatrizes H,,, G,, e F,., B, sao calculadas através
de integracdo numeérica unidimensional (sobre I',) e bidimensional (sobre €2,.), respecti-
vamente. Quando o ponto fonte p ou P nao pertence ao elemento I', ou a célula 2,
que estd sendo integrada todas as integrais referentes a estas submatrizes sao regulares e,
por estarem definidas em dominios normalizados, podem ser integradas numericamente

através de quadratura de Gauss (Stroud & Secrest 1966):

L = ffl dé, = Zf &) wi s (5.1a)

1 4l
I :/ g derdty = S (606)wes - (51

=1 j=1
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onde K é o nimero de pontos de integracao &, necessdrios para integrar de maneira
exata um fungdo polinomial f(£) de grau p = 2K — 1, e w; s@o os respectivos pesos.
No entanto, as integrais aqui em questao nao envolvem apenas polinémios, de modo que
o nimero de pontos de integracao necessdrios para o cédlculo das referidas submatrizes,
com precisao suficiente, deve ser determinado experimentalmente. Na implementagao do
codigo numérico dispos-se, com este objetivo, de 1(1)10, 12(2)20, 24(6)48 e 64 pontos de
integracao de Gauss-Legendre, sendo utilizados quando p, P € I',;, §2,..

Quando p, P € I',,, §2,, as integrais das submatrizes citadas acima tornam-se improprias
devido & presenca de micleos singulares nos tensores envolvidos (Brebbia et al. 1984).
Nestes casos, as singularidades presentes sao sumariadas na tabela 5.1.

A fim de distinguir a severidade das diversas singularidades, foi adotada a seguinte
terminologia na tabela 5.1, bem como ao longo deste trabalho: seja uma integral em
um domino d-dimensional contendo um nicleo 1/r*. Se o < d, denominamos a integral
de fracamente singular. Esta categoria também engloba as integrais contendo niicleos
logaritmicos. Se o = d, denominamos a integral de fortemente singular (normalmente
interpretadas no sentido do valor principal de Cauchy), enquanto que se a > d a integral
¢ denominada hipersingular, ou integrais de Hadamard.

Adicionalmente, denomina-se de integrais quase-singulares aquelas cujo pélo singular
nao se encontra dentro do dominio de integragao, mas suficientemente préximo deste
a ponto de dificultar seu computo por quadratura gaussiana padrao, devido aos altos

gradientes do integrando em relacao as varidveis de integracao.

Submatriz Equagao(des) Nicleo Dominio Singularidade Ocorréncia
H, 422ae4.34a  1)r 1-D Forte p=

G, 4.22b e 4.34b  In(r) 1-D Fraca p=

F, 4.22c e 4.34c 1/r 2-D Fraca! p,P=Q
b,, B, 422d e 4.34d  1/r 2-D Fraca p,P=Q
H, 4.44a e 4.53a  1/r? 1-D Hipersingular p=q
G, 4.44b e 453b  1/r 1-D Forte =g
F, 4.44c 1/r 2-D Fraca P=Q
F, 4.53¢ 1/r? 2-D Forte? P=Q
B, 4.44d e 4.53d  1/r? 2-D Forte P=Q

Para o modelo de Reissner, apenas. Caso contrario, esta submatriz é regular.
2Para o modelo de Reissner, apenas. Caso contrario, esta submatriz é fracamente singular.

Tabela 5.1: Tipos de singularidade presentes nas submatrizes
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O célculo numérico de integrais contendo nticleos singulares é objeto de intensa pesquisa
a pelo menos trinta anos. O nimero de métodos e quadraturas numéricas propostas na
literatura é bastante significativo, mas sao na sua maioria aplicdveis a integrais contendo
nucleos com um tipo especifico de singularidade. Apesar dos esforcos no sentido de de-
senvolver uma quadratura genérica que permita a integracao tanto de nicleos regulares
como singulares ( Dumont 1992, Rosen & Cormack 1994, Rosen & Cormack 1995), tal
objetivo parece ainda nao ter sido satisfatoriamente alcancado. Um método com tal gene-
ralidade e de implementacao fécil é provalvelmente impossivel de ser desenvolvido dadas
as naturezas diversas dos funcionais lineares representados por integrais singulares. Com
efeito, integrais por parte-finita sao funcionais continuos e lineares que incluem as inte-
grais regulares (Kutt 1975¢), de forma que métodos aplicdveis as integrais regulares nao
podem ser diretamente extendidos para tratar integrais impréprias.

Assim, torna-se conveniente (pelo menos para integrais fortemente singulares ou hiper-
singulares) o isolamento dos termos singulares dos integrandos e a aplicacao de abordagens
especiais & cada termo. O uso deste expediente é precisamente o aspecto que tem difi-
cultado a implementacao de cédigos gerais de elementos de contorno. Cada nova solugao
fundamental ou tipo de elemento implementado necessita de um tratamento analitico
para isolar os termos singulares que serao integrados com um método particular. Outras
vezes ainda estes termos nao se enquadram exatamente em uma classe especifica de sin-
gularidade, isto é, sdo compostos por combinagoes (nao-separdveis) de niicleos que podem
dificultar uma integragao precisa com um método desenvolvido para um tipo particular
de singularidade.

Uma andlise dos métodos de integracao disponiveis nao serd realizada aqui. Tal andlise
revela, entretando, que é possivel enquadrar a grande maioria destes em uma (ou uma

combinagao) das técnicas gerais apresentadas na tabela 5.2.

5.1.1 Integrais fracamente singulares

Integrais fracamente singulares sao reconhecidamente o tipo mais tratdvel de integrais sin-
gulares. Efetivamente, estas integrais nao se enquadram na categoria de integrais diver-
gentes e podem ser integradas com quadratura de Gauss-Legendre padrao, mas requerem

um nuimero proibitivamente alto de pontos de integragao para convergirem. Diversas téc-
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Grupo Técnica utilizada

I Integracao analitica ou semi-analitica.
II Integracao sobre o contorno do dominio, usando variacoes do
teorema da divergéncia.
111 Quadraturas desenvolvidas para tipos especificos de singularidade.
v Transformacgao de coordenadas.
Troca de varidveis.
A% Expansao dos nticleos em séries com posterior tratamente analitico.
Adigao/subtracao dos termos singulares.
VI Embutimento invariante.
Integragao escalada.
Métodos de continuacao.
VII  Regularizacao analitica ou semi-analitica dos nicleos.
VIIT  Subdivisao do intervalo de integragao.
Aumento adaptativo do mimero de pontos de integracao.

Tabela 5.2: Classificagao genérica das principais técnicas de tratamento de integrais sin-
gulares.

nicas eficientes ja foram desenvolvidas para cédlculo deste tipo de integral, sendo que a
maioria se enquadra nos grupos I, III, IV e VIII da tabela 5.2.

Como este tipo de singularidade é convergente, o método mais eficiente para sua
integracao ¢é a utilizagao de quadraturas cujos pontos de integragao sao determinados por
fungdes-peso logaritmicas (Stroud & Secrest 1966). Entretanto, a quadratura é vélida para
o intervalo normalizado [0, 1], com o pélo da singularidade localizado na origem do sistema
de coordenadas o que obriga a alguns algebrismos para integrar fungoes sobre intervalos
[—1,+1]. Além disso, o isolamento da parcela logaritmica do integrando ¢ mandatério.
Existem algumas variagdes destas quadraturas para integragao sobre [—1,41]. Nahlik &
Bialecki (1983) desenvolveram uma quadratura deste tipo onde a o pélo estd sobre a origem
do sistema de coordenadas e, portanto, pode ser diretamente utilizada para integragao
de elementos constantes no MEC. Recentemente, Smith (2000) propds uma quadratura
similar diretamente aplicdvel a elementos quadréticos ou ciibicos, onde o ponto singular
pode estar posicionado sobre quaisquer nés do elemento.

Técnicas de subdivisao progressiva do intervalo de integracao e utilizagao de quadratu-
ra gaussiana a cada subintervalo ou aplicagao de troca de varidveis nao exigem isolamento
dos termos logaritmicos ( Lachat & Watson 1976, Jun et al. 1985). No entanto, implicam
um esforco computacional intenso, pois o nimero efetivo de pontos de integracao cresce

abruptamente. Uma alternativa enquadrada nesta mesma categoria ¢ aplicar um aumento
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iterativo do nimero de pontos de integragao até atingir a convergéncia (Patterson 1968).
A vantagem desta abordagem estd na reutilizacao dos pontos de integracao e pesos da
dltima iteracdo, que ndo mudam de valor. Deste modo os somatérios de (5.1) ndo sdo
totalmente recalculados, apenas sao adicionados novos termos a cada iteragao. Por outro
lado, os pontos de Gauss assim determinados nao estao em suas coordenadas 6timas.

As técnicas de transformacao de coordenadas sao boas alternativas para integracoes
deste tipo e tém se tornado muito populares, pois nao exigem o isolamento da singulari-
dade ( Telles 1987, Telles & Oliveira 1994, Johnston & Elliott 2001). Com isto permitem
a utilizacao do mesmo algoritmo de célculo das integrais regulares. A severidade da trans-
formacao é auto-adaptativa, perdendo o efeito a medida que o ponto fonte se distancia
do dominio de integracao, o que torna o método diretamente aplicdvel & casos quase-
singulares (Telles & Oliveira 1994). Em esséncia, esses procedimentos sao transformagoes
nao-lineares de coordenadas cujo Jacobiano se anula no ponto singular. Assim obtém-se
uma concentragao dos pontos de Gauss em torno do pdélo singular, acelerando significa-
tivamente a convergéncia em relagdo a quadratura padrao. A extensao para dominios bi
ou tridimensionais ¢ imediata.

As figuras 5-1 e 5-2 ilustram uma comparagao entre as quadraturas de Gauss-Legendre
padrao e com funcdo-peso logaritmica, a quadratura de Nahlik & Bialecki (1983) e a
transformagao de Telles (1987). Desta comparagao fica claro que a integragao de niicleos
logarftmicos através de quadraturas com funcao-peso logaritmicas é imbativel quando o
nicleo pode ser isolado.

Apesar do excelente desempenho das quadraturas com funcao-peso logaritmica, deve-
se lembrar que os tensores utilizados neste trabalho possuem, além dos termos puramente
logaritmicos, funcoes de Bessel modificadas de primeira e segunda espécies. As funcoes de
Bessel foram implementadas numericamente através de expansoes polinomiais e utilizando
bibliotecas numeéricas (HARWELL Subroutine Library Specification: EBO6A 1978). Tais
expansoes dificultam sobremaneira o isolamento das singularidades dos tensores, motivo
pelo qual adotou-se o procedimento de Telles (1987) para calculo de integrais fracamente
singulares (In(r) sobre I, e 1/r sobre €2,.), com 2(2)20, 24(6)48 e 64 pontos de integragao.

Nos tensores fundamentais dos modelos de placa empregados, as funcoes de Bessel

Ky (2) e K; (2) nao aparecem somente isoladas, mas também combinadas nos termos (ver
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fjll A(z) dz

fjll B (z) dz

K Gauss-Legendre Telles Gauss-Legendre Telles

2 -0.7559794575  -0.7722537595  0.2520970798  0.2911975590
4 -0.7534558720 -0.7536327129  0.3285977752  0.3594333398
6  -0.7534122728 -0.7534075558  0.3451181697  0.3600912946
8  -0.7534084187 -0.7534074965  0.3513717854  0.3601258403
10  -0.7534077527 -0.7534074979  0.3543974382  0.3601318258
12 -0.7534075866  -0.7534074979  0.3560884257  0.3601333201
14 -0.7534075341  -0.7534074979  0.3571284551  0.3601337924
16 -0.7534075145  -0.7534074979  0.3578134154  0.3601339687
18  -0.7534075062 - 0.3582883260  0.3601340431
20  -0.7534075024 - 0.3586310639  0.3601340777
24 -0.7534074994 - 0.3590819314  0.3601341043
32 -0.7534074982 - 0.3595362564  0.3601341156
40  -0.7534074980 - 0.3597491448  0.3601341175
48  -0.7534074979 - 0.3598656810  0.3601341179
64 -0.7534074979 - 0.3599823460  0.3601341181

Tabela 5.3: Resultados da integragdo numérica de A(z) e B(z).

Apeéndice A):

2
= K, -
0(2)+z

1
_ K -
0(2)+Z

Ky(2) - é)
Ki(2) - %)

(5.2a)

(5.2b)

A presenca dos fatores 1/z leva a conclusdo prematura de que as expressoes 5.2 sdo

fortemente singulares. Uma andlise cuidadosa destas expressoes revela que na verdade

A (z) é regular e B (z) tem comportamento logaritmico quando z — 0. Ainda assim, sua

integracao é mais dificil que outros termos puramente logaritmicos, particularmente para

B (z). O conhecimento do nimero de pontos de integragao necessarios para a integragao

precisa de 5.2 revelou-se fator determinante na qualidade dos resultados para flexao de

placas. Com esse objetivo, foi feito um levantamento experimental da convergéncia dessas

expressoes, integradas isoladamente sobre um intervalo [—1, +1], empregando quadratu-

ra gaussiana padrao e com transformacao cibica. Os resultados estao apresentados na

tabelas 5.3. Note-se que embora A (z) possa ser integrada apenas com pontos de Gauss-

Legendre, o uso da transformacao cibica permite o uso de apenas 6 pontos para uma

precisao de 6 digitos. Ja no caso de B (z) o uso da transformacao torna-se indispensavel,

e ainda assim sao requeridos 18 pontos de Gauss para a mesma precisao.
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5.1.2 Integrais fortemente singulares

Para integrais fortemente singulares varios procedimentos de integracao estao disponiveis
na literatura, sendo que a grande maioria deles exige isolamento da singularidade. Os
grupos I, ITI, V e VII da tabela 5.2 enquadram a maioria dos casos. Quando tratadas
isoladamente, estas integrais sao comumente calculadas como integrais por parte-finita ou
como valor principal de Cauchy (Krommer & Ueberhuber 1998).

No ambito do MEC, uma estratégia muito comum é a imposicao de movimentos arbi-
trarios de corpo rigido, que é uma forma de se utilizar uma solugao particular do problema
para se calcular indiretamente os termos singulares (Brebbia et al. 1984). A imposicao
de movimentos de corpo rigido permite o célculo das submatrizes que multiplicam os
deslocamentos nodais nos pontos fonte, ja acrescidas dos fatores geométricos C, a segun-
da das equagbes (4.24) e (4.36). Esta técnica, ndo enquadrada na tabela 5.2, garante o
equilibrio do corpo, mas depende diretamente da discretizacao e da qualidade da inte-
gracao da parcela complementar a regiao que esta sendo integrada (integragdes regulares
e quase-singulares). Do ponto de vista numeérico, isto pode aumentar também os erros de
arredondamento e truncamento (Guiggiani e Gigante [1990]) e o esfor¢o computacional
é bem superior ao gasto pelo uso de quadraturas especiais. Adicionalmente, nem todos
os problemas possuem uma solucao particular que possa ser diretamente aplicada. Ainda
assim ha uma perda de generalidade um vez que tais solugoes sao distintas para cada
classe de problemas, obrigando a implementacoes diferentes. Por outro lado, esta técnica
nao exige isolamento das singularidades, independe da dimensao do problema e é aplicdvel
a qualquer grau de funcao de interpolacao.

Diversos trabalhos sugerem a aplicacao de quadraturas especiais para esta classe de
integrais. Note-se, no entanto, que integrais fortemente singulares nao podem ser descritas
como somas de Reimann (Krommer & Ueberhuber 1998), e portanto tais quadraturas
fornecem o valor da integral como parte finita. Uma quadratura deste tipo foi proposta
por Kutt em 1975 ( Kutt 1975a, Kutt 1975¢, Kutt 1975b) para integrais unidimensionais
de vdrias ordens de singularidade 1/r%, onde « > 1. Para singularidades isoladas, constitui
a melhor quadratura ja desenvolvida (Dumont 1992). Mesmo implicando no isolamento

da singularidade, a quadratura de Kutt (vélida para o intervalo [0, +1]) ndo envolve outros

120



célculos e exige poucos pontos de integracao!, resultando em um tempo de computacio
bastante modesto em comparacao com outros métodos. A inconveniéncia desta técnica
reside no fato de uma integral por parte finita nao permitir escalamento do intervalo
de integragdo (Kutt 1975b). Isto significa que a aplicagdo da quadratura a intervalos
de integracao mapeados para dominios normalizados ¢ direta apenas se o Jacobiano da
transformacao for constante. Caso contrario, a ordem do Jacobiano pode mascarar o real
grau de singularidade do micleo. Para dominios bi ou tridimensionais torna-se necessario
escrever as integrais segundo um sistema de coordenadas polar ou esférico e aplicar a
quadratura de Kutt na direcao radial, motivo pelo qual é geralmente utilizada apenas
para elementos de contorno bidimensionais.

Em funcao da demanda que o MEC causou para célculo de integrais singulares, um
numero idéias erréneas também foram propostas. Um exemplo é a transformacao desen-
volvida por Cerrolaza & Alarcén (1989), que consiste em aplicar a transformagao ciibica
de Telles (1987) em cada lado do ponto singular, provocando um cancelamento dos termos
ilimitados do integrando.

A titulo de ilustragao, as figuras 5-3 e 5-4 mostram uma comparacao entre alguns
destes procedimentos para cdlculo de integrais contendo nticleo de Cauchy.

Da figura 5-3 conclui-se que a quadratura de Kutt é realmente muito efetiva. A qua-
dratura gaussiana padrao e a transformacao de Telles obviamente falham, pois nao sao
apropriadas para nicleos de Cauchy, e estao incluidas na figura apenas para comparacao.
Na figura 5-4 utilizou-se um nticleo de Cauchy e uma funcao densidade que tende a zero no
ponto singular, o que permite uma comparacao entre todas as quadraturas citadas. Entre-
tanto, mesmo neste caso a tranformagao de Cerrolaza & Alarcén nao forneceu o resultado
esperado. Isto pode ser explicado pelo fato de uma transformacao de coordenadas nao ser
capaz de regularizar uma integral imprépria, como ocorre com integrais fracamente singu-
lares, ao menos para dominios de integracao finitos. Huang & Cruse (1993) demonstram
isto e afirmam que ”...Se existe uma transformacao que permite mapear um intervalo finito
em um outro intervalo finito e remover qualquer ordem de singularidade, entao é possivel
obter um resultado numérico finito para uma integral que é divergente. Aparentemente,

isto vai contra a légica matemadtica...” .

1O niimero de pontos de integracio necessédrios para o cdlculo exato ¢ dado pela mesma regra da
quadratura gaussiana, p = 2K — 1, sendo p a ordem de uma fun¢ao densidade polinomial.
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Figura 5-3: Desempenho de algumas quadraturas para
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O fato da quadratura de Kutt nao ser diretamente aplicdvel a dominios de integracao
curvos impoOe uma séria restrigdo aos tipos de elementos/células que podem ser imple-
mentados. As técnicas enquadradas nos grupos V e VI da tabela 5.2 reportadamente
fornecem as abordagens mais genéricas do ponto de vista da implementacao nimeérica.
Outras abordagens podem ser encontradas na excelente revisao de Tanaka et al. (1994).
Dentre estas, o método direto parece ser um dos mais atraentes, ja que formalmente nao
impoe nenhuma restrigao ao tipo de singularidade e faz uso de pontos de Gauss-Legendre
padrao ( Guiggiani & Casalini 1987, Guiggiani & Gigante 1990). Por outro lado, o método
requer o conhecimento de expansoes assintéticas analiticas dos integrandos na vizinhanca
do ponto singular.

Apesar da crescente popularidade desta abordagem, poucas publicacoes efetivamente
fornecem as expressoes para as expansoes assintoticas, mesmo as mais comuns como as
referentes a problemas de elasticidade. Além disso, normalmente ignora-se o fato de
que a deducao destas expansoes analiticas fornecem uma visao sistematica e didética do
comportamento do integrando singular em torno do ponto fonte. Este aspecto pode ser
utilizado no estudo da real ordem de singularidade dos tensores uma vez que, conforme ja
salientado, a simples presenga do fator 1/r ndo garante o cardter singular de um tensor.

O procedimento bésico do método direto é bem documentado na literatura e nao sera
explorado aqui em detalhes ( Guiggiani & Casalini 1987, Guiggiani & Gigante 1990, Guig-
giani et al. 1992, Guiggiani 1998). Apenas alguns resultados bésicos que serao necessarios
ao longo deste capitulo serao revisados. Maiores detalhes podem ser encontrados no
Apéndice C.

Seja um elemento de contorno singular I',, mapeado para o dominio normalizado £ =
[—1,+1] e sejan = & (p) a imagen do ponto fonte p sobre £. Admitindo-se exclusivamente
o uso de elementos descontinuos tem-se n € (—1,+1). Com vistas & implementacao no
MEC, o interesse estd na integracao de um tensor tipico sobre um elemento de contorno

em suas coordenadas normalizadas :

Iij = Kij (&U) dr’

I'n

o R GRIEAGEACY (53)

-1
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onde ¢, ¢ a funcao de interpolacao da particao fisica associada ao né a e J,, é o determi-

nante do Jacobiano do mapeamento geométrico. Portanto, o integrando de (5.3) ja leva

em conta a forma interpolatéria adotada para as varidveis fisicas sobre o elemento I',,.
Um dos passos fundamentais do método direto é expandir assintoticamente o nicleo

em série de Laurent em torno do ponto-fonte (Guiggiani 1998):

K(g) - T2

o4 0(1) (5.4)

onde p = £ —n é a imagem de r no dominio normalizado. Esta expansao separa as
parcelas fortemente singular (1/p) e hipersingular (1/p%) através das contribuigoes F_;
e F_, respectivamente. Assim, integrandos regulares e fracamente singulares resultam
em F_; = F_5 = 0. Integrandos fortemente singulares F_, = 0 e assim por diante.
Singularidades mais fortes podem ser contempladas aumentando-se o niimero de termos
da série.

A expansao (5.4) pode ser agora subtraida e somada a integral original (5.3), sem
alterar seu contetddo. Desta maneira, a subtracao provoca-se uma regularizacao das con-
tribuigoes singulares na integral original enquanto os termos adicionados sao tratados se-
paradamente de forma analitica, mediante um procedimento de limite (Guiggiani 1998).
Como a série (5.4) isola os fatores 1/p%, pode-se dar a estes termos um tratamento genéri-
co que depende apenas de «, isto é, os resultados sao vélidos para quaisquer F_; e F_,.
Esta é a fundamental diferenca em relacao a outros métodos de expansao do nticleo.

A expressao final resultante para o caso de apenas um elemento de contorno conter o

ponto singular ¢ dada por (Guiggiani 1998):

(2

1 P

1_”‘+qun( L ! ) (5.5)

F_ 1 -
+ 1(”)“_1_77 -y “1—y

Note-se que as expansdes F_; e F_, utilizadas em (5.4) e (5.5) tém validade apenas
em torno do ponto singular 7, o que invalida, ao menos em principio, sua utilizacao para
integrais quase-singulares. Por outro lado, a integral (5.5) contém todas as informagoes

relativas as funcoes de interpolacao utilizadas pelas varidveis e pelo mapeamento geométri-
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co, permitindo assim uma aplicacao bastante geral. A eq.(5.5) possui uma contrapartida
para o caso de elementos continuos que nao serd empregada aqui (Guiggiani 1998).

A dedugao da eq.(5.5) envolve um extenso tratamento analitico e um criterioso processo
de limite (Guiggiani 1998), mas nao possui qualquer aproximagcao em relagao a sua forma
original dada pela eq.(5.3). Como o termo integral de (5.5) contém um cancelamento do
termos divergentes, ele é regular e pode ser calculado com quadratura gaussiana padrao.
A solugao da integral singular original (5.3) passa a ser reescrita como uma integral regular
adicionada a dois termos calculados sobre o pélo 7. Assim, a aplicagao genérica do método
direto implica tao somente no conhecimento das expansoes F_; e F_5 do integrando da
eq.(5.3).

Dada a falta de generalidade da técnica de imposicao de movimento de corpo rigido
e as limitagoes da quadratura de Kutt, o médoto direto foi escolhido para integragao
das submatrizes de elementos de contorno singulares no presente trabalho. Com vistas
a implementacao numérica, estas expansoes foram deduzidas para os tensores tracao de
elasticidade bidimensional e de flexao de placas, o que é apresentado em detalhes no
Apéndice C.

O médodo direto pode ser igualmente empregado para integrais singulares bidimen-
sionais. No presente trabalho isto ocorre apenas nas egs.(4.60) e (4.61), para os casos
nao-lineares. Como foi empregado um esquema de diferencas finitas para célculo do gra-
diente do campo de deslocamentos via egs.(4.27) e (4.39), nao se fez necessdrio o computo

destas integrais.

5.1.3 Integrais hipersingulares

No ambito das integrais com singularidades mais fortes, ou integrais no sentido do valor
principal de Hadamard (Krommer & Ueberhuber 1998), geralmente se faz uso do fato
da mesma se originar da diferenciacao de uma integral no sentido do valor principal de
Cauchy ( Paget 1981, Bonnet 1997). A escolha natural seria o emprego do método direto
também para este casos ( Guiggiani et al. 1992, Guiggiani 1998, Frangi & Guiggiani 2000).
Apesar dos bons resultados obtidos pelos procedimentos propostos na literatura, estes nao
serao utilizadas neste trabalho por pressupor-se apenas a utilizacao de elementos e células

descontinuas na solugao de problemas nao-lineares e cdlculo de gradientes do campo de
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deslocamentos, onde tais integrais ocorrem. Assim, as submatrizes ‘H e ‘G serao, no
méaximo, quase-singulares. Isso é justificado pelo fato dos pontos de colocacao do dominio
serem os nos fisicos (nés onde sdo calculadas as varidveis) da malha do dominio que,
para células descontinuas, nao coincidem com pontos de colocacao sobre o contorno. De
qualquer forma, deve-se evitar células de dominio cujos nés fisicos estejam muito préximos

do contorno, o que pode prejudicar a qualidade da integracao.

5.1.4 Integrais quase-singulares

Esta situacao, que rigorosamente nao caracteriza uma integral singular, ocorre quando o
ponto de colocagao estd suficientemente préximo de um elemento/célula a ponto de provo-
car grandes oscilagoes no integrando, dificultando sua integragao com poucos de pontos de
Gauss. Atualmente hé um consenso entre pesquisadores do MEC que as integrais quase-
singulares merecem tanta atengao quanto as integrais singulares. Diversas estratégias tém
sido propostas para solucionar esta questao, em sua maioria de natureza algoritmica. A
transformagao de Telles e suas variagoes ( Telles 1987, Telles & Oliveira 1994, Johnston &
Elliott 2001) é naturalmente uma boa opg¢ao se o cédigo computacional ji a utiliza para
integrais fracamente singulares. Outro atrativo desta abordagem estd no fato da trans-
formagao perder efeito & medida que o ponto-fonte se afasta do elemento/célula que esta
sendo integrado, fazendo com que a severidade da transformacao se adapte a severidade
do comportamento do integrando. No presente trabalho, nao foi implementada nenhuma
estratégia neste sentido, de modo que as integrais quase-singulares foram tratadas como

integrais regulares.

5.2 Aplicacao do método direto aos tensores "T e /T

O procedimento descrito na secao anterior serd aqui aplicado aos tensores tracao das
solucoes fundamentais de elasticidade bidimensional e dos modelos de placa empregados,
dados por ™T e /T, respectivamente. A deducao das expansoes assintéticas F_; e F_,
para estes casos envolve um certo trabalho analitico, e esse é o contetido do Apéndice C.
Aqui serao resumidos os principais resultados e também serd feita uma analise do efeito

da regularizagao sobre os tensores singulares, de acordo com a eq.(5.5).
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5.2.1 Elasticidade bidimensional

Neste caso o tensor ™T correspondente a um estado plano de deformacoes é dado por

(Brebbia et al. 1984):

—1
Top = . {ra[(1 —=20)b6ap +2rar5] + (1 —2v) (Rar,s —mpra )}, (5.6)

4 (1 —v)

e as expansoes assintéticas correspondentes sao dados por (ver Apéndice C):

P, - 1‘2”)[% (1) ts (0) — 15 (9) ta ()] 60 () (5.7a)

CAn(1—v

Nao se tem conhecimento da publicagao explicita das egs.(5.7), embora se encontrem
referéncias a sua utilizacdo (Guiggiani & Casalini 1987). E interessante notar que em
dominios de integracao retos apenas os termos fora da diagonal de F_; revelam singulari-
dade forte, ao contrério do que a expressao (5.6) possa sugerir. Isto é, a simples presenga
do denominador r em uma solucao fundamental nao deve ser tomada como condigao sufi-
ciente para caracterizar um comportamento singular, conforme j4 destacado. E necessério
levar em conta o comportamento assintético de todo o integrando, incluindo a funcao de

interpolacao e o Jacobiano do mapeamento.

5.2.2 Placas de Mindlin/Reissner

Os tensores /T para ambos os modelos de placa abordados no presente trabalho sio

idénticos, sendo dados por ( van der Weeén 1982a, Westphal Jr. 1990):

-1
T = - [(4A(2) + 22K, (2) + 1 —v) (r,jn; — 10 045) + (4A(2) + 1 +v) ryini+
—28A(2) + 22K, (2)+ 1 —v)ryr;rn] . (5.8)

As expansoes assintéticas resultantes para este caso sao (ver Apéndice C):

1—v

Foo = ——— it {p) —n@)t{@)e. ) (5.9a)

F, =0 . (5.9b)
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As egs.(5.9) parecem ser originais. Note-se a sua semelhanga com as expressoes (5.7).
Com efeito, Guiggiani (1992) destaca que as expansdes para a maioria dos problemas de
elasticidade sdo muito parecidas. Assim como ocorreu com as expansoes (5.7), as egs.(5.9)
apresentam regularidade para os termos da diagonal no caso de dominios de integragao

retos.

5.2.3 Alguns experimentos numéricos

As expressoes (5.7) e (5.9) foram implementadas no cédigo computacional deste trabalho
juntamente com a eq.(5.5) para integracao dos elementos de contorno singulares. A fim
de prover uma verificacao de sua eficiéncia, estas foram testadas para trés configuracoes
de elementos de contorno descontinuos, ilustrados na figura 5-5. Um recuo de 15% do
comprimento do elemento foi utilizado para os nés das extremidades em todos os casos.
Por generalidade, o pélo singular nao foi posicionado sobre nenhum dos nés. Em vez disso,
posicionou-se a singularidade sobre as coordenadas correspondentes ao ponto ¢; = 0,3 do
dominio normalizado.

As anélises se limitaram ao célculo do termo

+1
I= / Ty J d€, (5.10)

-1

tanto para os problemas de membrana quanto para os problemas de flexao de placas. O
comportamento do integrando de (5.10) pode ser verificado graficamente, permitindo uma
visualizagao do efeito da regularizacao de acordo com as expressoes (5.5) e (5.7) ou (5.9),
para cada problema. Para efeito de comparacao, serao sobrepostos o comportamento do
tensor original (sem regularizagao) e das expansoes assintéticas utilizadas em cada caso.

Para o caso de membrana ("™7753), a regularizagdo pode ser visualizada nas figuras (5-6
— 5-8). Dos graficos para os casos A e B - figuras (5-6) e (5-7) conclui-se que quando
os elementos s@o retos o integrando regularizado de (5.5) torna-se uma fungao linear,
permitindo o uso de um nimero muito pequeno de pontos de integragao. A fim examinar
ainda mais este aspecto, a tabela (5.4) apresenta os resultados obtidos com a integragao
de (5.10) utilizando (5.6) e (5.7), para diversas ordens de quadratura. Os digitos nao

convergidos estao sublinhados.
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Figura 5-5: Casos analisados: casoA - elemento linear; caso B - elemento quadrético reto;
caso C - elemento quadrético curvo.

A analise dos tensores de flexao de placas procedeu de forma similar, e a regularizacao
do tensor /T, est4 ilustrada nas figuras (5-9 — 5-11) para os trés casos analisados. Dada
a maior complexidade desta solucao fundamental, os integrandos regularizados nao sao
curvas tao simples como as do problema de membrana, mas ainda assim resultaram em
fungoes bastante suaves.

A convergéncia da integracao deste nrticleo estd ilustrada na tabela 5.5, onde os termos
nao-convergidos estao sublinhados. Estes resultados revelam um aspecto muito impor-
tante: a aplicacao do método direto regulariza apenas as contribuicgoes fortemente singula-
res. Isto torna-se evidente pela inspecao da eq.(5.4) que expande o integrando em inversos
de poténcias inteiras de p, de modo que tal expansao nao pode contemplar integrais fra-
camente singulares. Ocorre que (5.8) é composta também por diversos termos de ordem
logaritmica, notadamente as funcoes de Bessel modificadas de segunda espécie e combi-

nacoes destas, e estes termos nao sao afetados pela regularizacao. Como consequéncia,
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Figura 5-6: Comportamento de ™T12¢,J para o caso A.

os integrandos mostrados nas figuras (5-9 — 5-11) sao todos limitados, mas de dificil inte-
gracao pelas regras de Gauss-Legendre padrao. Esta convergéncia foi facilmente acelerada
aplicando-se a transformagao cibica de Telles (Telles 1987) diretamente a eq.(5.5). Os
resultados assim obtidos estao ilustrados na tabela 5.6, revelando uma marcante melhora

na convergencia.

K Caso A Caso B Caso C

2 0.023228516 0.010714395 0.060076142
4 0.023228516 0.010714395 0.052963928
6 0.023228516 0.010714395 0.052923048

8 - - 0.052922962
10 - - 0.052922962
12 - - 0.052922962

Tabela 5.4: Resultados de integragao numérica de (5.10) para estado plano de deformagoes
(quadradura de Gauss-Legendre padrao).
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Figura 5-8: Comportamento de ™T12¢,J para o caso C.
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Figura 5-10: Comportamento de /Tj2¢,J para o caso B.
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Figura 5-11: Comportamento de /7T15¢,.J para o caso C.
5.3 Resumo do Capitulo 5

Este capitulo abordou diversos aspectos relativos a integracao numérica de integrais con-
tendo micleos singulares. Foram comentadas as abordagens adotadas no presente traba-
lho, tanto para as integrais fracamente quanto as fortemente singulares. A tranformacao
cubica de Telles foi escolhida para integracao fracamente singular por sua generalidade e
facilidade de implementacao. Para as integrais fortemente singulares, o método direto foi
adotato. Para tal, as expressoes analiticas das expansoes assintéticas dos tensores aqui
empregados foram deduzidas e verificadas. Estas expressoes ilustram que o real grau de
singularidade mantém uma dependéncia das funcoes de interpolacao adotadas para as
varidveis. De modo particular, foi demonstrado que a simples presenca do fator 1/r no
integrando nao ¢é condigao suficiente para garantir seu carater singular.

A regularizacao produzida pelo uso das expansoes (5.7) e (5.9) em conjunto com (5.5)
merece destaque, pois exige apenas pontos de Gauss-Legendre para uma integragao pre-
cisa. As expansoes (5.7) e (5.9) podem ser utilizadas em codigos gerais do MEC in-
dependentemente da funcao de interpolagao utilizada, e sao o principal resultado deste

capitulo.
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Caso A

Caso B

Caso C

=00 ok o

12
14
16
18
20
24
32
40
48
64

0.028879841
0.028400492
0.025048353
0.025218977
0.025631058
0.025880005
0.025892861
0.025575045
0.025590601
0.025673541
0.025760604
0.025711883
0.025681169
0.025673388
0.025699043

-0.019775277

0.013603463

-0.011111221
-0.009616529
-0.009914611
-0.010133399
-0.010215774
-0.010191578
-0.010054894
-0.010074522
-0.010114558
-0.010144374
-0.010126553
-0.010112925
-0.010108823
-0.010119971

0.023886107
0.026522157
0.025815326
0.025350626
0.025184356
0.025243153
0.025538264
0.025491747
0.025404066
0.025341528
0.025379346
0.025409089
0.025418240
0.025393922

Tabela 5.5: Resultados da integragao numeérica de (5.10) para flexao de placas (quadradura

de Gauss-Legendre padrao).

Caso A

Caso B

Caso C

K
2
4
6

8
10
12
14
16
18
20
24
32
40
48
64

0.045054311
0.025175066
0.025759213
0.025699404
0.025692084
0.025690580
0.025690194
0.025690103
0.025690092
0.025690103
0.025690122
0.025690135
0.025690135
0.025690134
0.025690135

0.018484718
-0.010942197
-0.010075284
-0.010122893
-0.010117071
-0.010116337
-0.010116156
-0.010116111
-0.010116105
-0.010116109
-0.010116102
-0.010116128
-0.010116122
-0.010116122
-0.010116123

0.014087607
0.022917282
0.025307587
0.025400520
0.025400500
0.025401766
0.025402245
0.025402338
0.025402352
0.025402343
0.025402324
0.025402313
0.025402313
0.025402314
0.025402313

Tabela 5.6: Resultados da integragao numeérica de (5.10) para flexao de placas (quadradura

de Gauss-Legendre com transformagao cibica).
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Capitulo 6

Proposta de uma Arquitetura

Orientada a Objetos para o MEC

O objetivo deste capitulo ¢ discutir alguns tépicos bésicos sobre a aplicagao de técnicas de
programacao orientada a objetos (POO)! em programas de elementos finitos ou elementos
de contorno, a fim de fornecer subsidios para o desenvolvimento da biblioteca de classes
utilizada na implementacao computacional deste trabalho. Inicialmente, sao feitos alguns
comentdrios sobre as vantagens do uso de OO para métodos numéricos em engenharia.
Identifica-se entao algumas caracteristicas que sao encontradas em muitos dos programas
OO existentes para o MEF e o MEC. Estas caracteristicas sao utilizadas como base na
andlise de alguns trabalhos relevantes extraidos da literatura, no d&mbito da Mecéanica
dos Sélidos. Desta andlise resulta uma proposta de biblioteca de classes especialmente
desenvolvida para uso em programas de elementos de contorno, denominada McBEM. Na
ilustragao de trechos de programas apresentados ao longo deste capitulo serd utilizada a

linguagem C++ padrao.

6.1 Conceitos de programacao orientada a objetos

As primeiras linguagens de programacao orientadas a objeto disponiveis comercialmente

surgiram em meados dos anos 80 (Stroustrup 1986) e seu uso na Engenharia ganhou

! Aqui serdo utilizadas as siglas POO para programacio orientada a objeto e OO para orientacdo a
objeto ou orientado(a) a objeto.
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impulso no inicio da década de 90. Embora o uso de encapsulamento de dados ja estivesse
bastante difundido por linguagens como o C e o Pascal, apenas a partir da normalizagao
de linguagens orientadas a objeto em 1990 e 1991 os fabricantes de compiladores passaram
a oferecer pacotes com a confiabilidade necesséria para uso difundido de programagao com
encapsulamento de dados e métodos. A partir de entao, é notéria a popularizacao mundial
destas linguagens nas mais diversas areas de aplicacao.

Existem atualmente véarias implementagoes de linguagens OO, interpretadas e compi-
ladas. Dentre as mais famosas, pode-se encontrar APL, Ada, Clu, C++, CLOS, Object
Pascal, Java, SmallTalk e certas versoes do Fortran. Na realidade, apenas algumas destas
podem ser consideradas efetivamente linguagens OO dado que diversas delas nao supor-
tam construgoes hoje normalizadas (Stroustrup 1991).

A difusao do uso de linguagens OO se deve a uma série de fatores reconhecidos. Os
mais claros estao diretamente relacionados ao ciclo de desenvolvimento de programas e seu
custo. A constante atualizacao de cédigos utilizados em pesquisa ou comercialmente - a fim
de torné-los mais abrangentes e eficazes - atinge atualmente limites prédticos muitas vezes
intransponiveis. Em alguns casos, trata-se de programas iniciados a mais de trinta anos,
desenvolvidos em linguagens ja consideradas obsoletas e contendo tipicamente dezenas
ou mesmo centenas de milhares de linhas de programacao estruturada. Isto criou uma
demanda de extensibilidade e reusabilidade dos programas (ou parte deles) sem incorrer
nos custos de desenvolver programas totalmente novos ou alterar trechos de programas
jé suficientemente testados e homologados. Esta é uma necessidade relativamente antiga,
mas apenas o surgimento da POO propiciou uma solucao adequada. Com efeito, esta
demanda estd intimamente relacionada com as préprias origens de muitas linguagens OO.

Uma descricao detalhada do paradigma de OO foge ao objetivo deste texto. Serao
abordados aqui apenas aquelas propriedades que caracterizam as linguagens OO de for-
ma comum, a fim de permitir uma compreensao mais clara do restante deste capitulo.

Pressupde-se o conhecimento da sintaxe padrao da linguagem C/C++;

6.1.1 Classes e objetos

De uma maneira resumida, a POO se distingue das formas usuais de programagao estru-

turada por lidar com objetos. Objetos sao entidades auto-contidas compostas por dados
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(ou membros ou atributos) e métodos (ou fungées-membro). Um objeto é criado por
uma classe (ou: a ocorréncia de uma classe é chamada objeto). Por exemplo, seja uma
classe NoGeral, responsdvel pela criagao e manipulagao de nés de elementos finitos. Um
objeto né chamado meuNo (criado pela classe NoGeral) pode conter as suas coordenadas
coordX e coordY como dados e ter como métodos fungoes para ler as coordenadas de um
arquivo e transladar estas coordenadas sobre os eixos = e y, chamadas LeiaNo, Trans1EmX
e Trans1EmY. Assim, as varidveis (dados) de qualquer né e as rotinas (métodos) que as
manipulam estao agrupadas logicamente. O objeto se encarrega de manipular os seu
dados através destes métodos. Isto é realizado através de mensagens. Entao o usudrio
realiza a leitura das coordenadas de um né invocando meuNo.LeiaNo(cx,cy) e transla-
da suas coordenadas com a instrucao meuNo.TranslEmX (dX). A diferenca em relacao as
linguagens tradicionais ¢ que o usudrio nao tem acesso aos dados do objeto (a menos que
se deseje), apenas o préprio objeto o faz. Quando se translada o né na diregao x, apenas
o objeto meuNo sabe como fazé-lo. Uma instru¢ao do programa como coordX = 5.0 nao
é permitida. Pode-se fazer o mesmo para aqueles métodos aos quais nao se deseja que
o usudrio tenha acesso. Assim define-se o que se chama de interface da classe - aquelas
partes (dados ou métodos) visiveis para o usudrio. As demais partes ficam escondidas.
Isto permite que o armazenamento dos dados, detalhes da implementacao dos métodos
etc. nao sejam acessiveis para o programa que utiliza este objeto. Os dados/métodos
visfveis sao chamados de ptiblicos, enquando os demais sao chamados privados?.

Em outras palavras, um objeto é um novo tipo. Um paralelo didatico pode ser obser-
vado com um nimero inteiro j em um programa qualquer. Poder-se-ia dizer que o objeto
j € uma ocorréncia da classe int (tipo inteiro), e que dispoe dos métodos +, -, * e /
(adic@o, subtragao, multiplicacao e divisdo). Mas nao se pode manipular a forma como
este nimero é armazenado na memoria, por exemplo, pois esta seria uma parte privada

da classe int.

2Algumas linguagens como o C-++ oferecem ainda mais um especificador de acesso, denominado
protegido, cujo uso estd relacionado ao conceito de heranga.
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6.1.2 Encapsulamento de dados e métodos

Este processo de relacionar um ente a um objeto, selecionar quais sao seus dados rele-
vantes, quais métodos sao necessarios, o que deve ser piblico e o que deve ser privado,
¢ chamado de encapsulamento. Ou seja, os objetos encapsulam seus dados e métodos,
e estes podem ser manipulados apenas pelo préprio objeto. Em resumo, o encapsula-
mento de dados e métodos é definido por uma classe, cuja ocorréncia define um objeto
dentro do programa. Isto leva ao conceito de tipos de dados abstratos. Neste contexto,

as declaragoes

NoGeral meuNo;

int j;

sao similares. A diferenca é que o objeto meuNo é um novo tipo, definido pela classe
NoGeral , enquanto int ¢ um tipo nativo do compilador. Torna-se 6bvia a possibilidade
que se abre de implementar tipos abstratos nao suportados pelo compilador.

A eficiéncia e robustez de uma classe estd diretamente relacionada a forma como
seus dados e métodos estao encapsulados. Se a classe NoGeral do exemplo anterior é bem
projetada, ela pode ser reaproveitada em diversos programas. Se sua interface for eficiente,
ela proverd todos os métodos relevantes para se manipular nés de malhas de elementos
finitos. Deve-se notar, entretanto, que até este ponto nao ha grandes vantagens em relagao
a programacao estruturada usual. O que efetivamente caracteriza uma linguagem OO sao

as possibilidades de heranca e polimorfismo.

6.1.3 Heranca e polimorfismo

Em linguagens OO, a heranga ¢ caracterizada pela possibilidade de toda classe ser utilizada
para construir classes descendentes que tém acesso aos dados e métodos da(s) classe(s) que
a originou(aram). Ou seja, uma classe derivada (ou subclasse) herda dados e métodos
de sua classe-mae (ou superclasse). Durante a execugdo, quando uma classe derivada
recebe uma mensagem invocando um método, verifica-se se este método existe na prépria

defini¢ao da classe derivada. Caso nao exista, o método é procurado na classe antecessora
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(classe-mae). Se por sua vez esta também for uma classe derivada, a procura continua
pelos ancestrais até o método ser encontrado.

A heranca permite a construcao de uma hierarquia entre os objetos de um programa.
Mais do que isso, facilita o agrupamento de dados e/ou métodos comuns a familias de
classes nas classes-mae, enquanto os dados e métodos particulares das classes derivadas
sao implementados em niveis hierarquicos mais baixos (classes derivadas)

J& o polimorfismo se refere a possibilidade de uma mesma mensagem ativar diferen-
tes métodos. Um método é sempre identificado por trés caracteristicas: seu nome, seus
pardmetros e o objeto ao qual pertence. Portanto, é possivel definir dois ou mais méto-
dos com o mesmo nome desde que pertencam a objetos diferentes ou tenham uma lista
de parametros diferentes. Seja por exemplo uma classe-mae ElementoFinito, da qual
derivam duas classes: DKT e QUAD4. Ambas possuem um método para calculo das ma-
trizes de rigidez correspondentes, denominado calcMatRig em ambas. Entao, se uma

malha possui objetos DKT e QUAD4, como no trecho a seguir:

DKT elemi;
QUAD4 elem2;

K1

eleml.calcMatRig();
K2

elem2.calcMatRig();

a mensagem calcMatRig ativa o método correto, isto é, calcula a matriz de rigidez do
elemento DKT ou do elemento QUAD4, dependendo do objeto, embora o nome do méto-
do seja o mesmo em ambas. Note-se que o uso do polimorfismo adiciona claridade ao
programa, uma vez que métodos que executam tarefas similares sao chamados da mes-
ma maneira. Por exemplo, seja uma classe No que permite a aplicacao de dois tipos de
condigoes de contorno: temperatura ou fluxo prescritos, como no segmento de programa

a seguir:

class No {
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aplicarCondContorno(Temp x);

aplicarCondContorno (Fluxo x);

Agora a aplicagao das condigoes de contorno se torna muito mais simples:

No noil;
No no2;
Temp t_dado;
Fluxo q_dado;

nol.aplicarCondContorno(t_dado) ;

no2.aplicarCondContorno(q_dado) ;

Existe ainda um outro tipo de polimorfismo, relacionado a sobrecarga de operadores
l6gicos, mas nao sera tratado aqui devido a extensao do assunto. Maiores detalhes podem
ser encontrados na literatura ( Stroustrup 1986, Stroustrup 1991, Brokken & Kubat 1998).

Estes exemplos sao simples e nao permite uma compreensao completa das potenciali-
dades do polimorfismo, mas sao suficientes para os objetivos deste texto. Deve-se destacar
ainda que a escolha do método a ser utilizado nao ocorre em tempo de compilacao, mas
em tempo de execugao. O mecanismo que permite isto é denominado dynamic binding
( Hekmatpour 1990, Borland C++ Programmer’s Guide - Version 4.5 1994, Brokken &
Kubat 1998), e este mecanismo é uma das caracteristicas que diferencia as linguagens OO
das linguagens que apenas permitem encapsulamento de dados/métodos.

Sao justamente as propriedade de heranca e polimorfismo que facilitam enormemente
a extensao dos cédigos. Dado um conjunto de classes, pode-se derivar outras classes destas
sem alterar as partes ja desenvolvidas e testadas. Exemplos interessantes sao a inclusao
de novos tipos de elementos, de materiais ou novos tipos de andlise em em programa de

elementos finitos. J4 a reusabilidade estd relacionada com o cardter auto-suficiente dos
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objetos. A reutilizacao de uma classe nao exige conhecimentos da sua implementacao -
apenas se extrai as informacoes necessdrias disponibilizadas através da sua interface. Em
um caso extremo, um programa OO completo pode ser convertido em uma classe de um
outro programa maior.

Neste trabalho, a hierarquia e o relacionamento entre classes seguird a notacao de
Rumbaugh et al. (1991), conforme ilustrado na figura 6-1. O relacionamento entre classes

se d4 através de trés formas bdsicas:

e A heranga caracteriza uma relagdo do tipo é-um (is-a). Pode ser uma heranca
simples, onde uma superclasse origina outras subclasses (figuras 6-1.a e 6-1.b) ou
heranca muiltipla, onde diversas superclasses originam uma subclasse (figura 6-1.c).
Ou seja, um objeto derivado é também um objeto da classe-mae, pois herda suas

propriedades.

e Uma relagao do tipo conhece-um (knows-a) é utilizada quando um objeto tem aces-
so a outro (figura 6-1.d). Se esse acesso ocorrer para diversos objetos similares,

denomina-se relacao conhece-um multipla (figura 6-1.¢).

e Quando um objeto ¢é formado por diversos outros objetos, ocorre o que se denomina

agregacao, ou relacdo tem-um (has-a), e a notacao é a indicada na figura 6-1.f .

6.2 Caracteristicas comuns de arquiteturas OO para
elementos finitos e elementos de contorno

Nao ha divida que existem muitas possibilidades de se projetar uma arquitetura OO para
programas de elementos finitos ou elementos de contorno. A breve revisao bibliogréfica
a seguir ilustra muitas das abordagens possiveis. A escolha de uma ou outra abordagem
passa necessariamente pela aplicacao que se deseja para o programa, seja pesquisa, UsO
préatico em engenharia ou educacao. Qualquer que seja o caso, a parte essencial de um
programa de elementos finitos (ou elementos de contorno) sao os algoritmos de solugao
do problema discretizado. E este aspecto que determina a eficiéncia, a robustez e a

estabilidade da solucao obtida.
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{Superclasse} {Superclasse}

A

AN | |

{ Subclassel} [ SubclasseZ}

(a) (b)

[Superclassel} [Superclasse2J

N

(c)

[Cresee?]

(d) (e)

{Classe composta}

|

[ Classel ] l ClasseZ}

(f)

Figura 6-1: Notagao de Rumbaugh: (a) heranga simples (relacdo é-um) originando uma
classe derivada; (b) heranca simples originando diversas classes derivadas; (c) heranga
multipla; (d) associagdo conhece-um; (e) associagdo conhece-um muiltipla; (f) agregagao
de classes (relagdo tem-um).
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Com a finalidade de discernir as diversas abordagens OO encontradas na literatu-
ra, bem como limitar significativamente esta revisao, identifica-se trés grandes niveis de
abstragao encontrados em programas de elementos finitos e elementos de contorno. Sao

eles:

e Baixo nivel: Este nivel de abstracao lida principalmente com métodos®. Geral-
mente sao identificados como algoritmos que manipulam entes bdsicos da dlgebra
linear, como tensores, matrizes ou vetores. Exemplos tipicos sao a solugao de um sis-
tema linear ou de um problema de autovalores/autovetores. A representacao interna
destes entes também é controlada aqui, ou seja, diferentes métodos sao emprega-
dos para matrizes simétricas e nao-simétricas, em banda ou esparsas, por exemplo.
Embora matrizes sejam o caso mais comum, outras entidades também sao tratadas
neste nivel como: palavras (strings), nimeros complexos, fungdes de interpolagao,

integracao numérica, gerenciamento de memoéria, armazenamento de varidveis etc.

e Médio nivel: Aqui se manipula aqueles entes intermedidrios, ou seja, que geram
e/ou armazenam informacgoes imprescindiveis para solu¢ao do problema. Sao estas
informacoes que relacionam diretamente o problema matemético com o problema
fisico real. No contexto do MEF, por exemplo, é neste nivel que se encontram os
nés (pontos no espaco), elementos (geometria), carregamentos, materiais, condigoes

de contorno, superelementos etc.

e Alto nivel: Referem-se basicamente & estratégia de solucio do problema. E neste
nivel que o problema é solucionado do ponto de vista da equacao governante. Aqui
se utiliza e se controla as informacgoes geradas nos dois niveis de abstragao anteriores
para se obter a solucao global de um problema descrito por uma malha e um dado
material, por exemplo. Esta mesma malha e material pode ser utilizada para se
resolver um problema estdtico nao-linear ou um problema dindmico transiente linear.
Em esséncia, portanto, os dois problemas diferem da forma como as rotinas de alto
nivel manipularao as informacoes geradas pelas rotinas de médio nivel, utilizando as
ferramentas providas pelas rotinas de baixo nivel. Em outras palavras, a abstracao

de alto nivel é responsével pelo fluxo das informacoes durante a solucao do problema.

3Neste contexto, métodos se referem a operacoes mateméticas, gerenciamento de memdria etc. e nio
deve ser confundido com fun¢oes-membro de uma classe.
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| Nivel de abstracao || Denominagao |

Baixo Classes auxiliares
Médio Classes do modelo
Alto Classes de andlise

Tabela 6.1: Associagao genérica entre classes e niveis de abstragao.

A POO ¢ naturalmente atrativa para organizar a solu¢ao de um problema em niveis
hierdrquicos através de derivagao de classes. Dado que as diversas arquiteturas encon-
tradas para programas de engenharia se utilizam de alguma forma de pelo menos um dos
trés niveis discutidos acima, estes serao aqui utilizados para enquadrar qualitativamente
em que nivel de abstracao se encontra uma determinada classe. Com o objetivo de facili-
tar este enquadramento a revisao bibliografica apresentada a seguir faz a associacao entre
classes e um dos trés niveis de abstragao de acordo com a denominacao dada na tabela
6.1.

Esta nomenclatura foi escolhida meramente para facilitar a identificagdo da tarefa
bésica de uma classe neste trabalho. Classes auxiliares entao se referem a classes para
matrizes, solucao de sistemas, listas de armazenamento etc. As classes do modelo lidam
com o modelo computacional de uma forma geral (malha, materiais, condigoes de con-
torno, detalhes de geometria etc.), enquanto as classes de andlise constituem o algoritmo
de solucao do problema, gerenciamento dos passos de carregamento em processos incre-
mentais, integracao no tempo, dentre outros. A classificacao da tabela 6.1 nao significa,
por exemplo, que uma classe de matrizes efetivamente se reveste de um nivel de abstragao
baixo. No presente contexto, chamé-la de classe de baixo nivel significa apenas que nao
existem muito mais tarefas que uma classe deste tipo esteja encarregada de realizar, além
de operacoes matriciais. Um classe de andlise, por sua vez, pode abranger deste uma

simples andlise linear até um problema dindmico de iteracao fluido-estrutura.

6.3 Algumas referéncias relevantes

O trabalho de Forde et al. (1990) é citado como a primeira abordagem do uso de POO
em programas de elementos finitos. Basicamente, sao implementadas apenas classes de
modelo como né, elemento, material, fungoes de interpolagao, condi¢oes de contorno de

deslocamento e pontos de integracao. Estas classes bdsicas sao integradas através de
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listas. Entretanto, o programa mescla partes em linguagem C e partes em linguagem
Object Pascal, o que nao permite o uso apropriado de heranca e polimorfismo. FEste
trabalho foi implementado em linguagem C++ por Scholz (1992). Os objetos constituintes
do modelo sao armazenadas através de uma classe genérica denominada Tree. Esta
classe manipula objetos tipo void, de modo que listas de nés, elementos, materiais etc.
podem ser manipuladas pela mesma classe. Entretanto, nenhuma classe de andlise é
implementada, deixando para o usudrio o desenvolvimento dos algoritmos de solucao.

Diversos artigos discutem de forma superficial as vantagens do uso de POO em pro-
gramas de elementos finitos. Mackie (1992) apresenta uma tentativa de transformar um
programa baseado em subrotinas para POO, utilizando linguagem Object Pascal. Miller
( Miller 1991, Miller 1993) apresenta uma discussao similar, mas salientando aspectos
como heranca, reusabilidade e extensibilidade de programas. Novamente, nao sao imple-
mentadas classes de andlise. O desenvolvimento é baseado em geometrias independentes
do sistema de coordenadas e voltado para algoritmos de solugao do tipo elemento-por-
elemento.

Feijoo et al. (1991) implementaram classes bésicas para o modelo como: coordenadas,
nos, elementos, material, renumeracao nodal, numeragao dos graus de liberdade etc. Nao
foram desenvolvidas classes especificas para anédlise.

Pidaparti & Hudli (1993) apresentam uma proposta simples para anélise dinamica
modal e transiente. O modelo é implementado através das classes de médio nivel Node,
DisplacementBoundaryConditions, IsotropicMaterial, CompositeMaterial, ShapeFunction
e Element. Para a andlise, uma classe-mae DynamicAnalysis ¢ usada como base para
derivacao de duas classes abstratas: EigenSolution e DirectIntegration, das quais
derivam classes que fornecem diversos métodos de solugao (figura 6-2).

Zimmermann e seus colaboradores ( Zimmermann et al. 1992, Dubois-Pélerin et al.
1992, Dubois-Pélerin & Zimmermann 1993) desenvolveram e implementaram uma ar-
quitetura OO bastante completa e eficiente para andlise por elemento finitos. Embora
nao contenha um nivel de abstracao muito elevado, a estrutura de classes deste trabalho
reflete visivelmente a experiéncia préatica dos autores com o MEF. A arquitetura apresenta
dois niveis bésicos de programacgao: a classe Domain e a classe FemComponent. A classe

Domain é responsavel pelo gerenciamento do modelo de elementos finitos e da solucao das
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[ Dynamic Analysis }

{EigenSolution } {DirectIntegrationJ
[ VectorIteration J [HoulboldMethod}
[TransformationMethod} WilsonMethod
[ JacobiMethod ] [NewmarkMethod]

Figura 6-2: Hierarquia de classes de andlise dinamica de Pidaparti & Hudli (1993).

equagoes (andlise), enquanto da classe FemComponent sdo derivadas diversas sub-classes
(modelo) : Element, Node, Material,Load etc. Desta estrutura basica derivam diversas
outras classes (Commend & Zimmermann 2001). A figura 6-3 ilustra a hierarquia bésica.

Uma caracteristica interessante da abordagem de Zimmermann et al. é o uso do
principio da nao-antecipac¢ao, segundo o qual nao se assume a priori a existéncia de
qualquer entidade, sejam ndés, elementos, carregamentos ou condigoes de contorno. As
préprias classes se encarregam de procurar os dados necessarios para construir seus objetos
e, se existirem, o que fazer com estes objetos apds sua criagao. Muito embora avancada,

a idéia cria situacoes um tanto quanto absurdas como o seguinte programa de elementos

finitos:
main {
Domain Meu_Problema;
Meu_Problema.solveYourself () ;
}

Desta forma nao resta muito para o usudrio fazer caso se deseje utilizar esta arquitetura

na solucao de um problema nao contemplado pelas classes ja implementadas. Embora ja
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FileReader
FemComponent
o [ Gavaseoint

Element Node Material Load

{ Planestrain] [ Truss2D ] A [ NodalLoadl [BoundaryConditionJ

Figura 6-3: Hierarquia de classes de Dubois-Pélerin and Zimmermann (1993).

esteja mostrando sinais de obsolescéncia, esta arquitetura ainda é considerada uma das
mais avanc¢adas abordagens de POO para elementos finitos.

Hedegal (1994) propos uma estruturacao excepcionalmente simples e versitil para im-
plementagao de elementos finitos para anélise linear e nao-linear de problemas de potencial
e elasticidade em duas ou trés dimensoes, chamada ObjectFEM. Este trabalho é atrativo
pela sua simplicidade e faz uso intensivo de métodos virtuais a fim de permitir a extensao
das classes apresentadas. Basicamente, as classes de modelo sao implementadas através
de nds, elementos, material e propriedades (Node, Element, Material e Property - ver
figura 6-4). Os nés e elementos se comunicam, mas apenas os elementos tém acesso aos
objetos material e propriedade. As classes auxiliares contam com classes de armazena-
mento (classe List) baseadas em listas ligadas e também com classes para manipulagao
de entidades algébricas (classes Matrix e Vector). O uso de heranga e polimorfismo
permite que o usudrio regule a profundidade da hierarquia das classes principais (figu-
ra 6-5). Esta arquitetura conta ainda com classes especiais como a classe GaussPoint,
que além das funcoes usuais relacionadas & integracao numérica pode armazenar tensores
constitutivos, deformagoes plésticas, tensoes e outras varidveis de interesse nos pontos de
integracao, auxiliando na solu¢ao de problemas nao-lineares. A classe Element realiza
as tarefas de montagem das matrizes relevantes, incluindo as necessédrias para implemen-
tacao de formulagoes Lagrangeanas totais ou atualizadas. Exemplos de nao-linearidade

geométrica e material sao mostrados para elementos de barra e de elasticidade bidimen-
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sional (Hedegal 1994). Nao existem classes de analise. Estas sao sugeridas em trechos de
codigo como parte do programa desenvolvido pelo usuédrio e incluem geracao de malha,
solugao de sistemas e pés-processamento (figura 6-4). No entanto, sdo 6timas candidatas

a classes de andlise.

Application

Define model

]
Matrix [
|
|

Form equations

J

Generate model}

J

Vector J

!D

Solve equations

Postprocess J

Node Material Property

Figura 6-4: Hierarquia das classes de maior nivel de Hedegal (1994). O bloco Application
se refere a parte implementada pelo usudrio.

Zeglinski et al. (1994) implementaram classes auxiliares para manipulagdo de matrizes
que ocorrem tipicamente em elementos finitos. Este trabalho sugere que a inclusao de
novos elementos finitos em um programa OO deva fazer uso de derivagao simples de classes
bésicas, a fim de permitir maior flexibilidade do programa na expansao da biblioteca de
elementos. A hierarquia das classes é bem rasa, e nao sao implementadas classes de anédlise.
Um exemplo de implementagao em C++ ¢é apresentado e este é injustamente comparado
com o equivalente em Fortran. Os trabalhos de Kong e colaboradores ( Kong & Chen
1995, Kong 1996) mostram uma implementagao mais geral, voltada para a manipulacao
dos diferentes tipos de entidades encontradas em programas de elementos finitos. Um
dos trabalhos ilustra como proceder para prover o compartilhamento de varidveis em
um pragrama em C++ (Kong 1996), similar ao comando commom do Fortran, o que vai
contra as filosofias mais modernas de POO. Por outro lado, o trabalho constitui uma das
primeiras tentativas de se utilizar classes de andlise para manipulacao de eventos genéricos
(ler arquivo, resolver sistema liner etc.), além das classes usuais para o modelo. E oportuno
notar que este trabalho implementa uma hierarquia interessante para os elementos finitos,

através de uma classe-mae denominada BlocElem. Duas classes derivam de BlockElem:
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Element

Pot3D8
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{501id3D20] { S01id3D8 ] [ Solid2D4 ]

[PlaneStrain} [PlaneStressJ \ Plastic‘

N

VonMises

Figura 6-5: Exemplos da hierarquia de classes proposta por Hedegal (1994).

uma relativa a topologia do elemento (classe Geometry) e outra relativa ao tipo de equagao
governante do problema (classe Physical). Assim, as diversas topologias podem ser
combinadas com o problema desejado a fim de prover um elemento especifico .

Uma drea que ganhou um significativo impulso com o advendo da POO é possibili-
dade de implementacao robusta e extensao de programas de elementos finitos adaptativos.
Devloo ( Devloo et al. 1995, Devloo 1997) propoe um ambiente bastante completo para
andlise de problemas através do MEF. Além das classes de anilise, as classes de modelo
foram divididas em modelo geométrico e modelo computacional. O modelo geométri-
co é governado pela classe TGeoGrid, e manipula trés entidades geoméricas: nés (classe
TGeoNod), elementos (classe TGeoEl) e nés do contorno da malha (classe TGeoNodBc),
cujos objetos sao armazenados em listas bindrias. O modelo computacional é gerenciado
pela classe TCompGrid, que armazena listas de graus de liberdade (classe TDofNod), mate-

rial (classe TMaterial), condigoes de contorno (classe TBndCond) etc. Esta classe deriva

149



{Rectangle] [Triangle ] [Elastic] [Nonistationary
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Figura 6-6: Hierarquia de classes proposta por Kong (1996).

da classe do modelo geométrico (TGeoGrid), o que permite que a mesma malha geométrica
seja utilizada para geracao de malhas computacionais diferentes (ideal para adaptativi-
dade h) nao-simulataneas. E neste nivel que sdo calculadas as matrizes do problema,
mapeamento de elementos, funcoes de interpolacao e imposicao de condigoes de contorno,
dentre outras tarefas. A andlise é basicamente implementada pelo usudrio, através dos
varios métodos disponiveis em uma classe-mae auxiliar para matrizes (Tmatrix). Ou-
tras classes tteis também sao implementadas como integra¢ao numérica (TIntRule), pré-
processamento e poés-processamento. A figura 6-7 ilustra as classes TGeoEl, TCompEl,
TMaterial e TIntRule deste trabalho, mostrando um nivel relativamente raso de hierar-
quia.

A maioria dos trabalhos referentes a aplicagao de POO em elementos finitos ainda
se limita & andlise linear estdtica e dindmica de estruturas. Entretanto, alguns traba-
lhos tém ampliado a aplicacao de POO para problemas estruturais nao-lineares e mesmo
para problemas de outras dreas. Menétrey & Zimmermann (1993) extendem os traba-

lhos anteriores de Zimmermann et al. ( Zimmermann et al. 1992, Dubois-Pélerin &
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Figura 6-7: Hierarquia de algumas das classes de Devloo (1997).
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Zimmermann 1993) para problemas de plasticidade. No entanto, esta extensao torna obri-
gatdria a redefinicao de muitas das classes da arquitetura original. O trabalho de Olsson
(1998) utiliza uma implementagao em C++ para problemas geometricamente nao-lineares
de vigas. Além das classes usuais para o modelo, sao descritos os métodos de duas classes
para andlise, responsaveis pelo gerenciamento do processo incremental ao longo de uma
trajetoria de equilibrio nao-linear. Um programa de elementos finitos para problemas
de plasticidade extremamente interessante para foi desenvolvido por Commend (1998), e
este trabalho ilustra o grau de aperfeicoamento que uma abordagem OO para problemas
nao-lineares especificos pode atingir. Também sao encontrados trabalhos em outras areas
importantes da Mecénica dos Sélidos como problemas de contato (Feng 1995) e propa-
gacao de ondas (Budge & Peery 1993), além de outras dreas tal como transferéncia de
calor ( Tiller 1993, Cross et al. 1997, Masters 1997) e eletromagnetismo (Silva et al. 1994).
Além disto, sao bastante numerosos os artigos relativos a pré e pés-processamento gréfico
de resultados numéricos, provavelmente devido a evidente proximidade evolutiva destes
programas com os sistemas graficos de modelamento geométrico (ver, por exemplo, Bettig
& Han 1996).

As publicacoes acima demonstram algumas das diversas possibilidades de implemen-
tacao de programas de elementos finitos OO. Entretanto, todas possuem algum nivel de
dependéncia entre suas classes, possivelmente devido & cultura de programacao em lingua-
gens convencionais como Fortran, Pascal e C. Mais recentemente, alguns trabalhos tém
destacado a necessidade de se isolar o maximo possivel as diversas classes umas das outras,
em especial as classes responsdveis pelo modelo das classes responséveis pela anédlise. Isto
¢é consequéncia direta da necessidade de se realizar alteracoes e extensoes nos programas, a
fim de capacité-los para outros tipos de andlise. Caso exista uma interdependéncia muito
grande entre as classes, mesmo aquelas modificagoes mais simples podem ficar compro-
metidas. O trabalho de Menétrey & Zimmermann (1993) é um exemplo concreto disto,
onde a extensao de um programa para problemas de plasticidade envolveu modificagoes
nas classes originais. Embora isto seja tolerdvel para firmas que desenvolvem softwares,
impoe uma grande limitacao para usudrios de bibliotecas de classes, caso nao se disponha
de classes abstratas suficientemente genéricas.

Alguns trabalhos mais recentes apresentam arquiteturas com aparente sucesso em se
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Figura 6-8: Hierarquia das classes de maior nivel de Archer (1996).

isolar as classes de hierarquia mais alta umas das outras. O trabalho de Hedegal (1994),
embora nao atinja este objetivo, fornece uma visao clara de como isto pode ser realizado,
especialmente se uma determinada arquitetura ja estd suficientemente implementada e
testada. As funges implementatas pelo usudrio (retangulo tracejado na figura 6-4) podem
ser facilmente transformadas em classes de andlise, desde que ja tenham comprovado sua
funcionalidade para os diversos problemas, lineares ou nao-lineares.

Os trabalhos de Archer et al. ( Archer 1996, Archer et al. 19964, Archer et al. 1996)
apresentam seis classes bésicas para andlise linear e nao-linear de problemas estéticos ou
dindmicos: Analysis (andlise) , Model (modelo), ConstraintHandler, ReorderHandler,
Map e MatrixHandler (figura 6-8). Esta proposta apresenta uma hierarquia de classes
rasa, dificultando a reutilizacao do cédigo. Por outro lado, os autores obtiveram sucesso
em isolar o modelo de elementos finitos da andlise propriamente dita. Isto é realizado
através de uma classe denominada Map, que permite a comunicagao entre as classes Model
e Analysis auxiliada por classes de manipulacao de graus de liberdade, de imposicao de
restricoes e de matrizes. Demais classes derivam destas classes basicas. Também foram
desenvolvidas classes para subestruturas.

Besson et al. (1997) propoem uma arquitetura bastante completa, compreendendo clas-
ses de modelo e de andlise integradas em uma classe-mae Problem, além de diversas classes
auxiliares. Esta abordagem foi criada especificamente para facilitar o desenvolvimento a
longo prazo de softwares de elementos finitos. A hierarquia das classes é relativamente

ampla e foi projetada para reduzir a interdependéncia entre as classes, facilitando a ex-
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pansao do cédigo. A proposta é dotada de classes abstratas para solucao de casos bastante
especificos como problemas de contato e otimizagao, além de algoritmos para controle de
convergéncia de processos incrementais. Infelizmente, os detalhes de sua implementagao
sao omitidos.

O trabalho de McKenna (1997) constitui um exemplo representativo do alto grau de
evolucao que as arquiteturas OO para elementos finitos atingem atualmente. Trata-se de
um projeto bastante avancado, incluindo classes de modelo e de andlise muito bem desen-
volvidas e independentes, além de classes para decomposi¢ao de dominio (subestruturas)
e classes voltadas especificamente para processamento paralelo. A profundidade da hie-
rarquia de classes é a mais alta dos trabalhos aqui analisados, garantindo um 6timo nivel
de extensibilidade e reusabilidade do cédigo (figuras 6-9 e 6-10). As classes do modelo sao
gerenciadas por uma classe chamada AnalysisModel, que se encarrega de separd-las das
classes de andlise e fazer a comunicacao entre elas. Esta arquitetura é dotada de classes
de anélise especiais divididas em dois grupos: tipo de andlise e tipo de algoritmo a ser
usado. Isto é realizado por duas superclasses: Analysis e SolutionAlgorithm. Da classe
Analysis derivam diversos tipos de anédlise possiveis: andlise estdtica, modal, transiente
etc., enquanto da classe SolutionAlgorithm derivam subclasses que executam os diversos
algoritmos requeridos: Linear, Newton-Raphson, BFGS etc. Isto permite que um dado
tipo de andlise possa ser realizada por diferentes algoritmos, se desejado. Adicionalmente,
as classes SystemOfEqn e Solver permitem fazer uso da esparcidade tipica das matrizes
de elementos finitos e adotar diversos métodos de solucao do sistema de equacoes. A
figura 6-10 ilustra uma parte desta arquitetura, detalhando um pouco mais algumas das
classes ilustradas na figura 6-9.

Também existe um grande nimero de referéncias abordando necessidades especificas
de programas de engenharia. Mackie (1998) desenvolve uma abordagem relacionando
dinamicamente entidades geométricas (pontos, linhas e superficies) e entidades tipicas de
elementos finitos (nds e elementos), com vistas ao uso em subestruturacao de malhas. Com
o advento dos computadores dotados de multiplos processadores, algumas arquiteturas
tém sido capacitadas para processamento paralelo ( Duarte 1995, Adeli & Yu 1995, Devloo
1997, Sotelino et al. 1998, McKenna 1997, Masters 1997). Isto permite a solugao eficiente

de grandes problemas de engenharia, com classes especiais gerenciando a distribuicao de
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Figura 6-9: Hierarquia de classes de maior nivel de McKeena (1997).

tarefas para os processadores.

No ambido do MEC as publicagoes relativas a POO sao bem mais escassas. Uma
revisao de trabalhos publicados sobre o assunto ilustra que de 1996 a 1999 foram divul-
gados 137 trabalhos de técnicas OO com elementos finitos e apenas 15 com elementos
de contorno (Mackerle 2000). Usualmente, procura-se adaptar classes ja desenvolvidas
para uso no MEF, por simplicidade. No entanto, esta solug¢ao seguramente nao é a mais
adequada em todos os casos, dada a natureza diversa de ambos os métodos. Classes es-
pecificas para uso no MEC devem ser desenvolvidas para maior eficiéncia e reusabilidade
do cédigo, embora diversas idéias presentes em programas de elementos finitos possam
ser rapidamente adaptadas. Em alguns casos pode-se chegar a arquiteturas bastante es-
pecializadas para o MEC, como demonstrado no trabalho de Lage (1998). Noronha et al.
(1996) desenvolveram uma arquitetura interessante, permitindo tanto a implementacao
de programas baseados no MEC convencional quanto nas versoes simétricas do método.
Este trabalho mostra uma das primeiras tentativas de se utilizar classes especificas de
elementos de contorno como uma classe fundSol, responsdvel pela solu¢ao fundamental
do problema, e uma classe integral, que gerencia procedimentos de integragao especiais
para integrais singulares. Outro trabalho recente lidando com a aplicagao de POO em
elementos de contorno foi publicado por Wang et al. (1999). Este trabalho se caracteriza

por limitar sobremaneira a abrangéncia da arquitetura proposta devido a inexisténcia de
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Figura 6-10: Hierarquia de algumas subclasses da arquitetura de McKeena (1997) (ver
figura 6-9).

156



classes de andlise e por abranger apenas problemas cujas equacoes possam ser reduzidas a
um sistema linear. E proposta uma classe-mae BasicMessage, que nao contém quaisquer
médotos, mas apenas dados (nimero de nés, de elementos, matriz do sistema linear etc.).
Desta classe derivam demais classes contendo métodos virtuais para cédlculo das matrizes
dos elementos e sobreposicao das mesmas.

Um bom exemplo do grau de encapsulamento que se pode obter com linguagens OO,
no contexto do desenvolvimento de programas de engenharia, é o trabalho de Jeremi¢ &
Sture (1998). Este trabalho mostra a implementacao de uma biblioteca para manipulacao
de tensores gerais multidimensionais. Seguindo-se esta filosofia, abre-se uma alternativa
excelente para manipulacao simbdlica de relagoes constitutivas e de solucoes fundamentais,
por exemplo. Idéias semelhantes ja haviam sido discutidas por Miller (1993) para elemen-
tos finitos isoparamétricos independentes de sistemas de coordenadas, mas sem maiores
detalhes da implementacdo. Outro exemplo é o trabalho de Foerch et al. (1995), que
ilustra o uso de polimorfismo para implementacao de relagoes constitutivas arbitrarias em
elementos finitos, tornando bastante eficiente a implementacao de materiais que requerem
algorftmos complexos, como materiais viscoelastoplasticos.

Quanto as classes auxiliares, no contexto do presente trabalho, estas sao geralmente
constituidas por classes para manipulagdo de matrizes (incluindo solugao de sistemas),
vetores (incluindo operagoes algébricas bdsicas) e listas (incluindo o gerencialmento das
mesmas: inser¢ao, remocao e modificagdo de termos), além de outras ferramentas. Ex-
celentes bibliotecas para manipulagao de matrizes podem ser encontradas na literatura.
Obviamente, outros tipos também sao encontrados, dependendo da aplicacao, mas estas
trés categorias englobam a grande maioria das classes auxiliares. As bibliotecas de classes
de Lu et al. (1995), Scholz (1992) e Zeglinski et al. (1994) sdo bons exemplos da farta
literatura sobre classes para matrizes. Davies (1997) desenvolveu uma excelente biblio-
teca de dominio piblico, com métodos de solugao para diversos tipos de matrizes reais.
Pozo (1997) apresenta uma biblioteca similar, mas implementada com o uso de gabaritos
(templates). A biblioteca de Barker (1996) implementa, além de classes para matrizes e
vetores, também uma classe especial para manipulacao de cadeias de caracteres (strings),
o que é muito ttil para manipulacao de néds, elementos, materiais etc. identificados por

palavras, permitindo variacoes sobre a tradicional identificacao por nimeros inteiros.
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Outros exemplos de arquiteturas gerais podem ser encontradas em pacotes comerci-
ais e de dominio piblico, que em geral oferecem uma interface bastante ampla para o
usudrio ( Beck et al. 1995, Langtangen 1996). Infelizmente, tais pacotes normalmente nao
oferecem classes de anilise muito especializadas, dado que sao desenvolvidos para uma
faixa de aplicacoes razoavelmente abrangente, deixando para o usudrio a programagao
da estratégia de solucao. Por outro lado, possuem funcgoes de pés-processamento gréfico
bastante avancadas, facilitando a tarefa de gerenciamento e interpretacao dos resultados.

Finalmente, é oportudo destacar que a utilizacao do paradigma de orientacao a objetos
tem propiciado também o desenvolvimento de programas com capacidade de manipulagao
simbdlica das equagoes de um problema. Esta filosofia permite o desenvolvimento das
equacoes do problema até estdgios bastante avancados antes de se proceder a solucao
numérica. A automatizagao destas etapas permite a derivacao da forma fraca da equagao
diferencial, discretizacao e obtencao das matrizes correspondentes sem necessidade de
célculos manuais ( Dubois-Peélerin & Pegon 1998, Eyheramendy & Zimmermann 1996a).
Ou seja, permite a automatizacao do desenvolvimento dos programas®. Alguns trabalhos
nesta linha foram publicados por Zimmermann e seu colaboradores ( Zimmermann &
Eyheramendy 1996, Eyheramendy & Zimmermann 19965, Eyheramendy & Zimmermann
1998, Zimmermann et al. 1998).

6.4 A biblioteca mcBEM

A implementacao computacional do presente trabalho é baseada em uma biblioteca de
classes denominada mcBEM, desenvolvida em linguagem C++-. O objetivo desta segao é
apresentar as classes mais importantes desta biblioteca e alguns detalhes da sua concepcao.

A filosofia adotada no seu desenvolvimento se concentra na aplicagao de técnicas de
programacao OO para desenvolver componentes de programas flexiveis, modulares e re-
utilizdveis para solucao de equagoes diferenciais através do MEC direto, usando de um
conjunto béasico de classes de modelo, de andlise e auxiliares. A idéia por tras de seu
projeto se baseia no fato de diferentes aplicagoes numéricas compartilharem uma mesma

estrutura matemadtica e numérica e, mais importante, classes de auxiliares ou de modelo

4Estes programas sdo conhecidas na literatura como ferramentas CASE (Computer Aided Software
Engineering).
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nao devem realizar qualquer tarefa de andlise. Assim, o usudrio que deseje criar um cédigo
deve simplesmente montar a agregacao que contém os objetos necessérios. O trabalho de
programagao fica entao limitado a implementar novas classes de anélise (caso néo existam)
derivando-as de uma das classes existentes.

Uma caracteristica importante desta biblioteca é que esta foi estruturada, desde sua
concepcao inicial, para permitir seu uso por diversos métodos de solucao de equagoes
diferenciais baseados em discretizacao do dominio de solucao. Evidentemente algumas
particularizacao se fazem necessédrias para utiliza-la com outros métodos, mas capacita
esta arquitetura a abranger - além do MEC - nao apenas o MEF como também diferencas
finitas, volumes finitos, volumes de controle e métodos de funcao de Green.

Deve-se destacar ainda que foi dada particular atencao a desvinculacao das classes de
analise das classes do modelo. Isto foi necessdrio nao apenas para permitir a inclusao
futura de outros tipos de andlise, mas também para generalizar o uso da biblioteca por
outros métodos de solucao como os citados acima. Desta forma, a estrutura da biblio-
teca preserva as caracteristicas e particularidades inerentes de cada método através de
derivacao de classes-mae suficientemente genéricas. Estas tltimas, por sua vez, estando
em um nivel hierarquicamente superior, permitem manusear aquelas entidades comuns a
todos os métodos, aliviando as subclasses derivadas de fun¢ées-membro repetitivas.

Para que este objetivo pudesse ser alcancado, as classes de andlise constituem um
conjunto de unidades légicas que realizam tarefas importantes nas diversas etapas da
solucao. Assim, o usudrio pode montar um programa de acordo com o tipo de problema
que serd resolvido: linear ou nao-linear, estdtico ou dindmico, tipo de sistema de equagoes
resultante, estratégia de solucao que serd utilizada e assim por diante.

A seguir descreve-se superficialmente as classes mais importantes assim como seus
dados e métodos mais relevantes, utilizando os niveis de abastracao definidos na seccao

6.2.

6.4.1 Classes auxiliares

Conforme j4 discutido, o objetivo maior das classes auxiliares é gerar objetos com fungoes
de suporte (mas nao menos importantes) ou mesmo fungoes que facilitem o uso da bibliote-

ca por parte do usudrio. A implementagao deste trabalho contou com um grande nimero
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de classes auxiliares que encapsulam muitas das caracteristicas/operagoes normalmente
requisitadas na mecanica computacional. Alguns exemplos relevantes implementados sao
diciondrios, listas, identificadores, iteradores, manipuladores de erro, manipuladores de
arquivos, graus de liberdade, solucoes fundamentais e integradores numéricos.

O modelo de armazenamento e manipulacao dos sistemas matriciais gerados sao de
particular importancia na eficiéncia da solucao numérica. Com o objetivo de prover
classes para estas fungoes foram implementadas duas superclasses que operam juntas:
mcSystem0fEquations e mcSolver. Uma delas é responsdvel apenas pelo armazenamento
e manipulacao do sistema matricial, enquanto a outra é a que efetivamente resolve o
sistema. KEsta abordagem da mais flexibilidade ao sistema que os tradicionais solvers
porque permite a troca de método de solucao durante a andlise. A figura 6-11 ilustra a

hierarquia implementada.

Classe mcSystem0fEquations

E responsével pelo armazenamento e gerenciamento do sistema de equagdes. Esta é uma
classe virtual genérica de onde podem ser derivadas classes para as diversas aplicagoes.
No presente trabalho, derivou-se uma uma outra classe virtual denominada mcLinearSQE,
para atuar como classe-mae de sistemas de equagoes lineares. Desta , por sua vez, derivam
outras duas sub-classes para sistemas lineares simétricos e nao-simétricos. Estas classes
sao providas de métodos para montagem das sub-matrizes dos elementos, para rearran-
jo de linhas e colunas, para eliminacao ou adicao de varidveis etc. Alguns esquemas
de armazenamento sao previstos para acomodar os diferentes tipos de sistemas gerados
pelos vérios métodos (cheia, banda, simétrica, nao-simétrica etc.). Como jé salientado,
objetos mcSystemOfEquations nao realizam a solucao do sistema propriamente dita. Os

principais métodos desta classe operam sobre a forma geral
Ax=Db (6.1)

e estao analisados a seguir:

» Método setSize: Permite a alteracao das dimensoes do sistema. A definicdo deste
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membro é

void setSize(int newsize);

» Método addA: Realiza a superposi¢ao ou substituicao de um bloco da matriz A de (6.1).
Foi especialmente projetado para superposicao das matrizes elementares de elementos de
contorno ou elementos finitos. Duas versoes bédsicas sao mais utilizadas, sendo definidas

CcOomo

int addA(const Matrix& m, mcArray& pos, double fact);

int addA(const Matrix& m, mcArray& row, mcArray& col, double fact);

onde m ¢é a submatriz que se deseja adicionar & A, row e col indicam sobre quais as linhas
e colunas de A a submatriz serd adicionada. Caso row e col sejam idénticas, utiliza-se a

primeira defini¢ao acima. O parametro fact é utilizado como multiplicador da submatriz.

» Método addB: Similar & addA, mas operando sobre o vetor b. E particularmente titil

para superposicao de vetores de carregamento elementares. Sua defini¢ao bésica é

int addB(const Vector& v, mcArray& pos, double fact);

» Métodos getX, getA e getB: Sao utilizados para retornar as matrizes e vetores do

sistema. O método getX retorna a ltima solugao obtida. Suas defini¢oes sao:

Matrix& getA();
Vector& getBQ);
Vector& getX();

» Método solve: Este método nao resolve efetivamente o sistema. Ao invés disso, este

método simplesmente requisita ao objeto mcSolver associado para realizar esta operacao:

int solve();

Este método retorna um nimero inteiro associado a mensagens de erro.
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Classe mcSolver

E esta superclasse que efetivamente resolve o sistema de equagdes. Por ser independente de
mcSystem0fEquations, um objeto mcSolver pode ser conectado com bibliotecas numéri-
cas conhecidas (mesmo as programadas em outras linguagens) como a Linpack, Eispack,
Lapack, TNT etc. ( Zeglinski et al. 1994, McKenna 1997). A hierarquia légica é muito
similar & de mcSystemOfEquations. A diferenga entre as classes deste grupo é essen-
cialmente algoritmica, isto é, os métodos de solucao do sistema é que diferem entre si.
Também o acesso as matrizes é diferente para cada tipo de sistema linear, devido as di-
versas formas de armazenamento. Portanto, o iinico método que se faz necessério é o que
inicia o processo de solucao, descrito a seguir. Note-se que como todos os componetes do
sistema linear sao passados como pardmetros, diversos sistemas lineares podem utilizar o

mesmo objeto mcSolver.

» Método solver: Dispara o inicio da solugao do sistema. Sua interface é definida como:

int solve(Matrix& A, Vector& b, Vector& x);

onde A, b, x sdo os componetes de um sistema geral como em (6.1). O método retorna

um numero inteiro associado & mensagens de erro.

Além destas, um grande nimero de outras classes auxiliares foi desenvolvido para
compor um nticleo bésico sobre o qual outras classes pudessem ser desenvolvidas. Em-
bora muitas destas classes sejam concretas e possam ser utilizadas de forma isolada, sua
real importéancia estd na possibilidade de agregacao delas para construir objetos mais
sofisticados, normalmente associados as classes de modelo. Dentre as classes auxiliares

desenvolvidas para o presente trabalho, destacam-se:

Classe mcCoor

Implementa um ponto coordenado no espago. E utilizada para aliviar objetos como nés

e pontos do trabalho de gerenciamento das coordenadas.
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Figura 6-11: Hierarquia bésica derivada das classes mcSystemOfEquations e mcSolver.
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Classe mcID

E uma classe de identificacao. Um objeto mcID possui dois dados bdsicos: um nimero
e um nome. Isto permite que o usudrio dé nomes aos objetos mais importantes, como

alternativa a comum identificacao apenas por niimeros.

Classe mclList

Constitui o objeto de armazenamento utilizado para alocar listas de entidades. Quaisquer
objetos mcEntity podem ser armazenados aqui. Estas listas sao utilizadas por iteradores
para automatizar varredura de entidades em loopings, embora elas incorporem alguns
métodos de iteracao primitivos préprios. As listas contam com sobrecarga de alguns ope-
radores bindrios, o que torna muito simples tarefas de uniao e interseccao. Por exemplo,
se o0 usudrio deseja construir uma lista que contém todos os elementos pertencentes a uma
subregiao chamada Aluminio e que compartilham o né nimero 25, o seguinte fragmento

de cédigo realiza a operacao:

listal = theModel->getBElementsSharing(
theDomain->getBESubregion(’’Aluminio’’) );

lista2 = theModel->getBElementsSharing(theDomain->getNode(25));

lista3 = listal && lista2;

Classe mcDictionary

Um objeto diciondrio é utilizado para construir listas contendo uma associagao codigo-
nimero-significado. Os diciondrios sao utilizados para verificar a validade de entidades
nativas da biblioteca mcBEM (tipos de materiais, de elementos, de carregamentos etc.).
Também permitem uma associacao entre niimeros e nomes de graus de liberdade, tensores

de solugoes fundamentais etc.
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Classe mcArray

Implementa um arranjo (matriz ou vetor) de nimeros inteiros. E utilizada para criar

listas de ordenacao, conectividade, graus de liberdade etc.

Classe mcFunction

E utilizada para criar fungoes mateméticas genéricas. Polindmios sao o caso mais comum,
mas pode-se utilizar variacoes derivadas desta como mcDiscreteFunction, que permite
o uso de uma func¢ao dada por um conjunto de pontos discretos. Diversos descendentes

foram implementados, com uma até trés varidveis independentes.

Classe mcGeometricPartition

Esta classe implementa particoes geométricas utilizadas pelas particoes de dominio, con-
forme destacado no Capitulo 4. E basicamente constituida por uma lista de pontos e
suas fungoes de interpolacao associadas. Também dispoe de fungoes para calcular Ja-
cobianos, mimero de coordenadas necessarias, funcoes de mapeamento para o dominio
normalizado e vice-versa etc. A conectividade é recuperada através de diversas versoes
do membro getConnect. As versoes bdsicas de outros métodos importantes desta classe

estao descritas a seguir.

» Método getNormCoor: Retorna as coordenadas normalizadas de um dado ponto.

Vector getNormCoor(int tag) const;

» Método getShape: Retorna o valor das fungoes de interpolagao geométricas em uma

dada coordenada normalizada.

Vector getShape(double cl, double c2, double c3) const;

» Método getDShape: Retorna uma matriz contendo as derivadas das fungoes de inter-

polacao geométricas com respeito as coordenadas normalizadas.

Matrix getDShape(double cl, double c2, double c3) const;

» Método detJ: Calcula o Jacobiano do mapeamento geométrico.

165



double detJ(double c1, double c2, double c3) const;

» Método interpolate: Este método realiza a interpolacao da geometria em uma dada

coordenada normalizada.

double interpolate(Vector& values,

double c1, double c2, double c3) const;

Desta classe-mae descendem as classes particulares para particoes uni, bi ou tridimen-
sionais, dadas por mc1DGeometricPartition, mc2DGeometricPartition etc. Destas, a

hierarquia continua para definir linhas, dreas e volumes.

Classe mcPhysicalPartition

Implementa as partigoes fisicas utilizadas pelas partices de dominio. Ao contrério de
mcGeometricPartition, é constituida por uma lista de nés e suas funcoes de interpo-
lacao associadas. A conectividade é recuperada através de diversas versoes do membro
getConnect. Os métodos mais importantes desta classe sao basicamente os mesmos de
mcGeometricPartition, mas utilizando as fungoes de interpolagao das varidveis fisicas.

Desta classe-mae descendem as classes particulares para particoes uni, bi ou tridi-
mensionais, dadas por mc1DPhysicalPartition, mc2DPhysicalPartition etc, e destas

descendem as defini¢oes de interpolacao sobre linhas, dreas e volumes.

Classe mcDOF

Representa um tnico grau de liberdade. Armazena o valor do grau de liberdade, seu
nimero correspondente ao sistema de equagoes e indicadores de estado (precrito/nao-

prescrito e ativo/inativo).

Classe mcDOFSet

E composta por uma lista de objetos mcDOF. Assim, o usudrio pode montar um conjunto
de graus de liberdade nodais de acordo com a equagao diferencial que estd sendo resolvida.

Prové acesso aos mesmos métodos de mcDOF para cada objeto da lista. Para uso com o
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MEC, desta classe normalmente descendem classes contendo os graus de liberdade primais,
duais e suas derivadas primeiras. Por exemplo, os problemas de elasticidade bidimensional

utilizam as seguintes subclasses:

e mcPlaneStressDisp: Contém os deslocamentos u; e us.
e mcPlaneStressTrac: Contém as tragoes t; e ts.
e mcPlaneStressGradDispl: Contém os termos do gradiente de uy : uq, € ug,.

e mcPlaneStressGradDisp2: Contém os termos do gradiente de ug : us, € ug,.

Subclasses similares sao utilizadas para outros problemas.

Classe mcFundSolution

Esta classe foi desenvolvida para encapsular os dados e métodos relevantes para descrever
o tipo de equacao diferencial que governa uma subregiao, bem como os tensores funda-
mentais correspondentes. Desta forma, o usudrio precisa somente informar qual a equagao
diferencial que se pretende resolver, e o objeto mcFundSolution associado sabe quantos
e quais sao os graus de liberdade primais e duais do problema, qual o nimero e a ordem
do sistema de equacoes diferenciais além de outros dados. Os principais membros estao

listados a seguir.

» Método isScalar: Indicador de problema escalar ou vetorial.

bool isScalar() const;

» Método Tensor: Calcula um dado tensor em fungao do ponto-fonte e ponto-campo,

utilizando um dado vetor normal.

Matrix Tensor(char* id, mcCoord& q, Vector& n);

onde id identifica qual o tensor desejado, q é o objeto mcCoord do ponto campo e n

contém o vetor normal.

» Método index: Retorna um arranjo contendo o ordem de um tensor.
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mcArray index(char* id);

» Método Limit: Calcula as expansoes assintéticas de um dado tensor, para fins de

calculo das integrais singulares.

Matrix Limit(int ns, char* id, Vector& N, Vector& T,

Matrix& Shape, Matrix& dShape);

onde ns identifica o né singular, id identifica o tensor desejado, N e T contém os vetores
normal e tangencial, enquanto Shape e dShape contém as fungoes de interpolagao e suas

derivadas.

» Método Jump: Calcula os termos livres resultantes da aplicacao do traco a um dado
tensor. O caso mais comum sao os fatores geométricos C;;, mas quaisquer termos de salto

podem ser incluidos.

Matrix Jump(Vector& ang, char* id);

» Método getSingType: Retorna um arranjo de cédigos indicando o tipo de singularidade
que cada componente de um dado tensor possui. Isto é de vital importancia para que as

integrais sejam calculadas corretamente.

mcArray getSingType (charx id);

» Método setLoadPoint: Especifica a coordenada atual do ponto-fonte.

void  setLoadPoint(mcCoord& P);

Classe mcIterator

Estas sao classes que implementam iteradores sobre listas que sao recebidas como argu-
mentos no seu construtor. Na presente implementacao, os iteradores sao baseados em
gabaritos, de forma que listas de quaisquer objetos podem gerar estes iteradores. Como
os objetos mcList aceitam operacoes bindrias bdsicas, este recurso facilita sobremaneira

a programacao de lagos. Por exemplo, suponha-se que o usudrio deseje varrer em um laco
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todos os elementos contidos no objeto 1ista3 usado como exemplo na descri¢ao da classe
mcList. Isto seria facilmente obtido de diversas formas. O seguinte fragmento de cédigo

ilustra duas possibilidades (note-se que nao hé necessidade de se utilizar contadores):

mcIterator<mcBElement> itr(lista3);

// Exemplo 1 (incremento manual):
while (itr) {
// fazer algo com itr.current()

itr++; // ou itr.next();

itr.reset();
// Exemplo 2 (incremento automatico):
for (itr.first(); itr; itr++) {

// fazer algo com itr.current()

Classe Vector e Matrix

Nao foram implementadas classes para matrizes e vetores. Em vez disso, este trabalho
utilizou a biblioteca Newmat (Davies 1997). Trata-se de uma implementacao bastante
geral e voltada apenas para matrizes e vetores reais. Tendo ainda em vista que no MEC
as matrizes resultantes sao normalmente cheias e nao-simétricas, nenhum esquema especial

de armazenamento foi necessario.

Classe mcQuadrature

Esta é uma das classes principais proposta por esta arquitetura. O objetivo desta classe
é realizar integragOes uni, bi ou tridimensionais através de quadraturas numéricas. A
integracao é realizada no dominio [—1,41]| para cada direcao. Foi feito uso intensivo

de ponteiros para fungoes, de forma que o usudrio pode realizar a integracao fornecendo
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o nome da funcao que calcula o integrando, sem necessidade de recompilacao.

Desta

forma, um 1nico objeto mcQuadrature pode ser reutilizado quantas vezes for necessario.

A interface bésica estd apresentada na figura 6-12.

void
int

void
int

Vector
Vector

template <class T> class mcQuadrature

mcQuadrature (dim, nip, typ)
virtual ~mcQuadrature ()

setOrder (nl, n2, n3)
getOrder (dir)

setType (tl, t2, t3)
getType (dir)

getStations (dir)
getWeights (dir)

setIntegrand (mclDIntegrand)
setIntegrand (mc2DIntegrand)
setIntegrand (mc3DIntegrand)

acc)

mclDIntegrand, acc)
mc2DIntegrand, acc)
mc3DIntegrand, acc)

NIntegrate
NIntegrate
NIntegrate
NIntegrate

—~ o~~~

Figura 6-12: Interface simplificada da classe mcQuadrature.

Alguns métodos desta classe merecem destaque e estao comentados a seguir:

» Método setOrder: Especifica a ordem da quadratura (nimero de pontos) em cada

direcao.

void setOrder(int nl, int n2, int n3);

» Método setType: Especifica o tipo de quadratura a ser empregado em cada direcao.

Os tipos mais utilizados sao a quadratura de Gauss-Legendre padrao e com transformagao

cubica.

void setType(int t1l, int t2, int t3);

» Métodos getStations e getWeights: Retornam vetores contendo as coordenadas dos
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pontos de integragao e os respectivos pesos para cada direcao. Este método foi incluido

para permitir a construcao de rotinas de integracao customizadas:

Vector getStations(int dir);

Vector getWeights(int dir);

» Métodos setIntegrand: Informa tacitamente qual o integrando. Este membro dispensa

que o usudrio informe qual é o integrando desejado cada vez que a integracao é realizada:

void setIntegrand(mcIntegrand& obj, double acc);

» Métodos NIntegrate: Executa a integragao numérica e retorna o resultado com o tipo

correto. Foram implementadas diversas variagoes baseadas na seguinte definicao:

T NIntegrate(mcIntegrand& obj, double acc);

Além da quadratura de Gauss-Legendre padrao, outros tipos de quadraturas foram
implementados para calculo de integrais fracamente singulares e integrais por parte finita.
Mas a grande vantagem no uso desta classe reside no fato de ser baseada em gabaritos.
Este mecanismo permite a integragao de quaisquer objetos que sobrecarregem as operagoes
algébricas bésicas. A figura 6-13 mostra um exemplo de aplicacao. Nas linhas 1 a 3 foram
criados 0s objetos Func, Vect e Mat para integragao especifica de fungoes reais, vetores
e matrizes, respectivamente. Na linha 4, a instrucao retorna uma matriz de rigidez Ke
integrada com quatro pontos de integracao em cada direcao. Na linha 5 o vetor Fe
retorna o resultado de uma integracao com dois pontos em cada direcao, enquanto a linha
6 exemplifica a integragao de uma fungao real com trés pontos de integracao. Note-se que
nao hd necessidade de realizar a varredura dos elementos das matrizes/vetores. Nestes
exemplos, os argumentos passados para o membro NIntegrate sao os nomes reais das
rotinas que calculam os respectivos integrandos. Portanto, os objetos Func, Vect e Mat
podem ser reutilizados para outros integrandos simplesmente alterando-se os pardmetros

correspondentes.
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=

mcQuadrature<double> Func(l,3,1);
mcQuadrature<Vector> Vect (2,2,1);
3: mcQuadrature<Matrix> Mat (2,4,1);
|

numero de variaveis intrinsecas <J
numero de pontos de integracdo <+——
tipo de quadratura «———

N

4: Ke = Mat.NIntegrate( my stiffness );
5: Fe = Vect.NIntegrate( my load );
6: f = Func.NIntegrate( my func );
|
v

nome das subrotinas que
calculam os integrandos

Figura 6-13: Exemplos de aplicagao da classe mcQuadrature.

6.4.2 Classes de modelo

As classes de modelo utilizadas pelo McBEM sao na maioria derivadas de uma classe-mae
chamada mcEntity. Esta abordagem, por vezes, se revela inadequada por forcar uma as-
sociacao hierdrquica entre entidades que nao compartilham uma estrutura légica de dados
ou métodos. Por outro lado, permite que todas entidades do modelo sejam manipuladas e
armazenadas pela mesma familia de classes de armazenamento, eliminando um overhead
muito significativo em termos de performance do programa quando da utilizacao de clas-
ses similares de dominio piblico (por exemplo, Standard Template Library Programmer’s
Guide 1999).

As principais classes de modelo implementadas neste trabalho estao ilustradas na

figura 6-14. Uma descrigao suscinta das mesmas é apresentada a seguir.

Classe mcPoint

Implementa um ponto coordenado no espaco R3. Pode estar associado a um sistema de
coordenadas especifico, além do sistema de coordenadas global. Sua principal fungao é

armazenar e manipular as coordenadas de um ponto.
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mcPoint 4 mcNode

mcRectCoorSys J

mcCoorSys {

mcCylCoorSys J

mcMaterial < mcIsoMaterial}

44{ mcSparGeometry }

44{ chlateGeometry}

mcGeometry

mcEntity

mcBodyLoad 4 mcDeadWeight}

mcLoadCase

44[ mcSurfaceLoadJ

mcConcLoad
mcLoad

44[ mcBoundaryCondition J

mcBE2D1

mcBElement
mcBE2D2

mcDC2DQ1

1]

mcDCell
mcDC2DT2

chEPlaneStress}

4——4: mcBESubregion }<

" mcBEElast3D |

Figura 6-14: Hierarquia bésica das classes de modelo.
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Classe mcCoorSys

Classe-mae para sistemas de coordenadas genéricos. Exemplos de classes derivadas desta
sao as classes mcRectCoorSys e mcCylCoorSys, que implementam sistemas de coordenadas
retangulares e cilindricos, respectivamente. Sua interface possui métodos para mudanca
de base de um sistema de coordenadas para outro e cdlculo de matrizes de cossenos

diretores.

Classe mcGeometry

Classe-mae para propriedades geométricas. As subclasses mcSparGeometry, mcBeamGeometry
e mcPlateGeometry sao exemplos de classes derivadas desta. Estas classes armazenam e

manipulam as propriedades geométricas como &drea, espessura, momentos de inércia etc.

Classe mcMaterial

Classe-mae para propriedades dos materiais. Esta é uma classe genérica para ser uti-
lizada para definir um material genérico, mas possui derivacoes ébvias como as classes
mcIsoMaterial, para materias isotrépicos, e mcVonMisesPlastMaterial, para materiais
elastoplédsticos. Além de armazenar e manipular as propriedades do material, esta classe

prové métodos para célculo das matrizes constitutivas.

Classe mcNode

Implementa um ponto que possui graus de liberdade associados ao problema, isto é, con-
tém as varidveis fisicas nodais da solucdo do problema. E obtida por derivacdo multipla
das classes mcCoor e mcPoint. Dentre os métodos que compoem sua interface, destacam-
se os responsaveis pela criacao ou associacao de graus de liberdade, prescricao de valores,
ativacao/desativacao de graus de liberdade e gerenciamento do nimero da equacao asso-

ciado ao grau de liberdade.

Classe mcBElement

Classe-mae para elementos de contorno. No presente trabalho foram implementados

apenas elementos de contorno bidimensionais, exemplificados pelas subclasses mcBE2DO,
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mcBE2D1, mcBE2D2, relativos a elementos de contorno constante, linear e quadratico, res-
pectivamente. A classe mcBElement é particularmente importante no presente trabalho,
porque fornece abordagem automatizada para implementacao de elementos de contorno
genéricos.

Um objeto mcBElement é composto basicamente por uma agregacao de duas super-
classes: mcGeometricPartition e mcPhysicalPartition, conforme descrito na secao 4.1.
Um objeto mcBElement também tem acesso ao objeto mcBESubregion que o contém, a fim
de acessar dados como propriedades do material e geometria da subregiao. As particoes

fisicas e geométricas sao acessadas com os seguintes métodos:

» Método getGeoPart: Retorna a particao geométrica do elemento.

mcGeometricPartition& getGeoPart()  const;

» Método getPhyPart: Retorna a partigao fisica do elemento.

mcPhysicalPartition& getPhyPart()  const;

Estas classes foram projetadas para realizar o cédlculo das matrizes elementares para
uma solucao fundamental genérica. Na implementagao do MEC direto, o célculo de
certas submatrizes envolvendo os tensores das solugoes fundamentais € mandatério. Por
exemplo, na grande maioria dos c6digos é necessdrio o computo das submatrizes H e G

genericamente dadas por:

H, = / T (g,p) ®(q) dI'y (6.2a)

n

G, = U(q,p) ®(q) dT’,, . (6.2b)

I

Outras vezes, ainda, a necessidade estd no cdlculo de vetores, como na etapa de cédlculo

das varidveis em pontos internos, onde faz-se necessario o célculo dos vetores

h, — / T (¢,p) ® (g) u(q) T, (6.3a)

n

g = U(q,p) ®(q) t(q) dl', . (6.3b)

I
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Estes céalculos sao realizados através de uma tnica linha de programacao utilizando os

métodos formMatrix e formVector, descritos a seguir.

» Método formMatrix: Responsavel pelo cdlculo de submatrizes do tipo (6.2). A definigao

béasica deste membro é

int formMatrix(Matrix& A, char id, int sing, int nip);

onde A retorna a submatriz desejada, id identifica qual o tensor a ser empregado, sing
sinaliza se o ponto de singularidade se encontra sobre algum dos nés do elemento e nip

permite que o usudrio especifique um nimero de pontos de integracao diferente do default.

» Método formVector: Responsével pelo célculo de subvetores do tipo (6.3). A definigao

béasica deste membro é

int formVector(Vector& V, char id, Vector& var, int sing, int nip);

onde V retorna o vetor desejado e var contém o vetor a ser utilizado como tltimo termo

do integrando de (6.3). Demais parametros sao idénticos a formMatrix.

O uso generalizada destes membros é possivel porque os objetos mcBElement (e mcFElement)
sao dotados de um membro mcQuadrature. Assim, seja por exemplo um elemento de con-
torno identificado por um apontador BE, o célculo de (6.2a) é realizado com a seguinte

instrucao:

BE->formMatrix(H,’’T’’,sing_node) ;

Este comando pede ao elemento apontado por BE para calcular uma matriz utilizando
o tensor T multiplicado pela matriz de fungoes de interpolacao de sua particao fisica
e devolver o resultado em H. O né singular é indicado por sing_node, de forma que o
elemento sabe se existe singularidade e como proceder. De forma similar, o célculo de

(6.3b) & realizado com a instrucao:
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BE->formVector(g,’’U’’,trac,sing_node) ;

onde trac é o vetor correspondente as varidveis t. O resultado retorna no vetor g.
Embora nao seja explicito, deve-se destacar a elegdncia desta abordagem. Como o
objeto mantém conhecimento sobre as caracteristicas do elemento, nao é necessario que
o usudrio especifique as dimensoes das matrizes, ordem dos tensores ou qual fungao de
interpolacao utilizar. O préprio método se encarrega de buscar estas informagoes. Além
disso, um objeto mcBElement pode determinar se este ¢ bi ou tridimensional através da
dimensao do seu espago normalizado, e portanto aplica a quadratura com a dimensao
correta. Existem variacoes destes métodos obtidas com sobrecarga de pardmetros, mas

nao serao discutidas aqui.

Classe mcDCell

Classe-mae para células de dominio. No presente trabalho foram implementados apenas
células de dominio bidimensionais. Células triangulares sao exemplificados pelas sub-
classes mcDC2DTO, mcDC2DT1, mcDC2DT2, com fungoes de interpolacao constante, linear
e quadrdtica, respectivamente. Células quadrilaterias seguem a mesma regra, onde os
nomes sao alterados para meDC2DQO, mcDC2DQ1 e mcDC2DQ2, respectivamente. Esta classe
¢ muito similar & mcBElement, apenas que as dimensoes sao uma ordem maior.

Objetos mcDCell também sao compostos por agregacao de superclasses de particao
fisica e geométrica, conforme descrito na secao 4.1. Sua implementacao é muito parecida
com mcBElement, e foram projetadas para realizar cdlculos similares, apenas que sobre as
células de dominio. Um exemplo tipico é o célculo dos subvetores F, dos carregamentos

de dominio, genericamente dados por:

£, - / U(Q.p) ©(Q) a(Q) d2 . (6.4)

Algumas vezes a convolucao no integrando nao utiliza as funcoes de interpolagao, mas um

outro vetor fornecido pelo usudrio, como na forma geral:
b, = /Q U(Q,p)u(Q) d, . (6.5)
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Em outras situacoes, como em problemas nao-lineares, ¢ muito comum a necessidade de

célculo de matrizes contendo os termos nao-lineares, como no caso da eq.(4.34d):

B,= | U(Qp) N(Q) dQ, . (6.6)

Qr

Estes calculos também sao realizados através de métodos chamados formMatrix e

formVector, descritos a seguir.

» Método formMatrix: Responsdvel pelo célculo de submatrizes do tipo (6.6). A defini¢ao

mais utilizada deste membro é

int formMatrix(Matrix& A, char id, Matrix& mat, int sing, int nip);

onde A retorna a submatriz desejada, id identifica qual o tensor a ser empregado, mat
contém a matriz que multiplica o tensor, sing sinaliza se o ponto de singularidade se
encontra sobre algum dos nés do elemento e nip permite que o usudrio especifique um

nimero de pontos de integracao diferente do default.

» Método formVector: Responsédvel pelo cédlculo de subvetores do tipo (6.4) e (6.5). As

duas defini¢oes mais utilizadas destes membro sao

int formVector(Vector& V, char id, Vector& vet, int sing, int nip);

int formVector2(Vector& V, char id, Vector& vet, int sing, int nip);

onde V retorna o vetor desejado. Na primeira versao, vet contém um vetor de varidveis
a ser interpolado, como q na eq.(6.4). Na segunda versao, o usudrio fornece o vetor a
ser multiplicado diretamente pelo tensor, como u na eq.(6.5). Demais parametros sao

idénticos a formMatrix.

Estes membros também fazem uso de um membro mcQuadrature. Entao, seja por
exemplo uma célula identificada por um apontador DC, o cdlculo de (6.6) é realizado com

a seguinte instrucao:

DC->formMatrix(B,’’dU’’,N,sing_node) ;
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Este comando pede a célula apontada por DC para calcular uma matriz utilizando o
tensor U multiplicado por uma matriz N e devolver o resultado em B. O né singular é
indicado por sing_node, de forma que a célula sabe a respeito de quaisquer singularidades
e como proceder. De forma similar, o cdlculo de (6.4) e (6.5) é realizado respectivamente

pelas instrugoes:

DC->formVector(f,’’U’’,load,sing_node) ;

DC->formVector2(b,’’dU’’,disp,sing_node) ;

onde load é o vetor correspondente as varidveis q e disp é o vetor correspondente as
varidveis u. Os resultados retornam nos vetores f e b, respectivamente. A diferenca
bésica entre estas duas instrucoes estd no fato da primeira interpolar os valores nodais
contidos em load utilizandos ®, o que nao ocorre na segunda.

Aqui também os objetos mantém conhecimento sobre as caracteristicas da célula, nao
sendo necessdrio que o usudrio especifique as dimensoes das matrizes, ordem dos tensores
ou qual funcao de interpolacao utilizar. Novamente, um objeto mcDCell pode determinar
se este ¢ bi ou tridimensional através da dimensao do seu espago normalizado e aplicar a
quadratura corretamente. Foram implementadas outras variagoes destes métodos obtidas

com sobrecarga de pardmetros.

Classe mcFElement

Classe-mae para elementos finitos. Nao foi utilizada no presente trabalho.

Classe mcBESubregion

Classe-mae para subregioes de elementos de contorno. Suas subclasses sao obtidas através
do encapsulamento de propriedades da equacao diferencial associada & subregiao. Exem-
plos destas sao as classes mcPot2D, mcE12DPlaneStress e mcE1ThickPlate, que imple-
mentam subregioes para conducao de calor bidimensional, estado plano de tensoes e placas
de Mindlin/Reissner, respecivamente. Os objetos mcBESubregion estao sempre associa-

dos a trés outros objetos: mcGeometry, mcMaterial e mcFundSolution. Se desejado, o

179



usudrio pode atribuir & uma subregiao um sistema de coordenadas particular, a fim de

facilitar a orientacao de carregamentos e condicoes de contorno.

Classe mcFESubregion

Classe-mae para subregioes de elementos finitos. Nao foi utilizada no presente trabalho.

Classe mcLoadCase

Implementa casos de carregamento para andlise de miltiplas solugoes.

Classe mcLoad

Implementa os carregamentos gerais utilizados na anélise. Trés exemplos de classes
derivadas desta sao as classes mcBodyLoad, mcSurfaceLoad e mcBoundaryCondition que
implementam forcas de corpo, forcas de superficie e condigoes de contorno, respectiva-
mente. Em problemas vetoriais, os carregamentos sao definidos separadamente para cada
direcdo. Quase todos os objetos descendentes desta classe contam com um método par-
ticularmente 1til, que permite o célculo do valor da excitagdo em uma dada coordenada.

Por exemplo, a subclasse mcSurfaceL.oad permite essa operacao com a seguinte defini¢ao:

» Método at: Retorna o valor da carga em uma dada coordenada espacial. Defini¢oes

bésicas:

double at(double x1, double x2, double x3);

double at(Vector& x);

A implementacao atual nao conta com problemas transientes, mas isto foi previsto com
a associacao de um objeto mcFunction relacionado & varidvel tempo. Este procedimento

faz uso da possibilidade de carregamentos dindmicos serem escritos como uma convolug¢ao:

[z, y,t) =g (x,y) h(t)

onde g (z,y) é o resultado do membro at (x,y) de um objeto mcLoad e h (t) ¢ um objeto

mcFunction.

180



Classe mcPatch

A classe mcPatch é utilizada para criar grupos de entidades que sao manipulados em
conjunto. Trés subclasses descendentes desta foram implementadas: mcPointPatch,
mcNodePatch e mcBEPatch. Exemplos de aplicacao destas classes sao patches de elementos
finitos para recuperacgao e suavizacao de tensoes, agrupamento de pontos para definicao de
splines e definicao de interfaces para aplicacao de condigoes de contorno, carregamentos
ou interseccao de subregioes. Os principais métodos de sua interface estao apresentados

a seguir.

» Método getNumberOfEntities: Retorna nimero de entidades que compoem a o grupo:

int getNumberOfEntities() const;

» Método getListOfEntities: Retorna uma lista contendo as entidades que compoem

a 0 grupo:
mcList& getListOfEntities() const;

» Método add: Adiciona uma nova entidade ao grupo:

int add (mcEntity& anObject);

Classe mcIntersection

A classe mcIntersection foi desenvolvida especialmente para aplicar as condi¢oes de com-
patibilidade sobre a parcela de contorno comum a duas ou mais subregioces. Estas classes
definem grupos de patches que constituem a uniao das subregides no modelo computa-
cional. Durante a fase de andlise estes objetos sao utilizados para associar corretamente

os niimeros dos graus de liberdade para os nés envolvidos.
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Classe mcDomain

A maior parte das classes descritas acima sao utilizadas pela classe mcDomain, que essen-
cialmente implementa todo o armazenamento dos dados do problema (o dominio de
solugdo). Suscintamente, mcDomain é uma classe container dotada de métodos que per-
mitem ao usudrio acessar quaisquer objetos criados apés a leitura de um arquivo de dados
ou durante a execucao do programa. No entanto, nenhuma fun¢ao de anilise do problema
¢ realizada por objetos mcDomain. Embora existam alguns métodos especiais como os
de gerenciamento de casos de carregamento e tempo (para problemas transientes), estes
apenas informam ao objeto mcDomain o estado das varidveis, mas nao operam sobre estas.
Ou seja, um objeto mcDomain é um banco de dados que contém o modelo computational

do problema.

6.4.3 Classes de analise

Muitas das idéias utilizadas na concepgao das classes de andlise aqui propostas foram
baseadas no trabalho de McKenna (1997), e adaptadas para o MEC. As classes de andlise

sao compostas basicamente por classes derivadas de cinco superclasses:

Classe mcSolutionAlgorithm

Esta superclasse é a responsavel por orquestrar as etapas da solucao do problema. Sua
tarefa principal é reger a montagem dos lados direito e esquerdo do sistema de equacoes
e solicitar a solucao de sistemas lineares ou de autovalores/autovetores. Isto é realizado
invocando os métodos necessdrios para cada classe de andlise. Em problemas lineares
estas tarefas sao executadas uma tnica vez, mas em problemas nao-lineares ou dindmicos
a sequéncia é repetida até que a convergéncia seja atingida. Neste trabalho, duas principais
subclasses sao derivadas desta: mcBEMEigenvalueSolAlgo e mcBEMEquilibriumSolAlgo.
Ambas podem ser particularizadas para casos especiais, como ilustrado na figura 6-15.
Neste trabalho os problemas estdticos foram implementadas com duas subclasses
principais: mcBEMLinear e mcBEMLargeDisp, que controlam a montagem e a solucao
do sistema de equagoes para problemas lineares e de grande deslocamentos, respecti-

vamente. Trés métodos compoem a interface béasica de objetos mcSolutionAlgorithm:
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[ mcSolutionAlgorithm ]

J *

[ chEMEigenvalueSolAlgoj [chEMEquilibriumSolAlgoJ [ chEMTransientSolAlgoj

[ mcBEMVibrationSolAlgo ]

L mcBEMBucklingSolAlgo j

[ chEMLinear} {chEMBFGS } [ chEMContractiveMap]

Figura 6-15: Hierarquia bésica derivada da classe mcSolutionAlgorithm.

solveCurrentStep, postProcessCurrentStep e analysisModelChanged. Uma descricao

de cada um deles ¢ dada a seguir.

» Método solveCurrentStep: Monta os lados direito e esquerdo do sistema de equagoes

para o passo de carregamento/tempo atual:

int solveCurrentStep();

» Método postProcessCurrentStep: Realiza o pés-processamento do passo atual. No

MEC, isto normalmente engloba o célculo das varidveis em pontos internos:

int postProcessCurrentStep();

» Método analysisModelChanged: Utilizado para verificar se o modelo sofreu alteracoes
e necessita de reandlise. Problemas envolvendo adaptacao de malha ou atualizacao da

geometria podem utilizar este recurso para invocar automaticamente uma nova analise:

bool analysisModelChanged();

As figuras (6-16) e (6-17) ilustram possibilidades de implementagao da fungado-membro

solveCurrentStep para problemas lineares e nao-lineares, respectivamente.
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int mcBEMLinear: :solveCurrentStep () {

theAssembler->formBVPTangent () ;
theAssembler->formBVPUnbalance () ;
theConstraint->applyConstraints () ;
theSysOfEgs->solve () ;

theAssembler->updateBVPDOF (theSysOfEgs->getX () ) ;

return 0;

Figura 6-16: Cédigo simplificado de solveCurrentStep para problemas lineares.

int mcBEMLargeDisp::solveCurrentStep () {
do {

theAssembler->formBVPTangent () ;
theAssembler->formBVPUnbalance () ;
theConstraint->applyConstraints();
theSysOfEgs—->solve () ;

theAssembler->updateBVPDOF (theSysOfEgs—->getX()) ;
theAssembler->evaluateInternalPoints () ;
theAssembler->evaluateGradients () ;

// Calcular erro
} while (erro > tol);

return 0;

Figura 6-17: Cédigo simplificado de solveCurrentStep para problemas nao-lineares.
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[ mcBEMStaticAssembler ] [chEMTransientAssembler} LchEMEigenvalueAssemblerj

| : |

[ mcBEMCentralDiff } [chE‘.MNewmark}

Figura 6-18: Hierarquia bésica derivada da classe mcAssembler.

Classe mcAssembler

Objetos mcAssembler fornecem os métodos necessérios para formar o sistema de equagoes.
Sao responsdveis pelo acesso a cada elemento de contorno, célula de dominio ou elemento
finito e adicionar suas contribuigoes ao sistema de equacoes global. A maior subclasse
derivada desta correntemente implementada é a classe mcBEMIncrementalAssembler,
da qual descendem a classes como mcBEMStaticAssembler (para problemas estaticos),
mcBEMTransientAssembler (para problemas transientes) e mcBEMEigenvalueAssembler
(para problemas de autovalores/autovetores). A figura 6-18 mostra a hierarquia bésica.
Classes similares podem ser implementadas para elementos finitos. No caso do MEC,
a solugao numérica é normalmente dividida em um problema de valores no contorno
e eventualmente um problema de dominio associado. Como mesmo em problemas de
grandes deslocamentos ¢ possivel incluir os termos nao-lineares nos carregamentos, os
métodos mais importantes das classes mcBEMStaticAssembler sao naturalmente os que
disparam a montagem da matriz A e do vetor b de (6.1). Os métodos responsaveis por

esta tarefa, bem como outros métodos comuns a estas classes estao apresentados a seguir.

» Método formBVPTangent: Responsdvel pela montagem do lado esquerdo do sistema
de equacgoes do problema de valores no contorno. No MEC, isto normalmente é realizado
aplicado-se as condicoes de contorno e separando-se as contribuigoes das matrizes H e
G associadas as varidveis prescritas e nao-prescritas. Note-se que, ao contrario do que
normalmente ocorre com o MEF, uma parte do lado direito do sistema ja é obtida durante

esta operacao. Sua definicao é:
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int formBVPTangent();

» Método formBVPUnbalance: Aqui o lado direito do sistema é completado com as
contribuicoes de dominio, como os carregamentos internos e termos nao lineares. Em

problemas de valores no contorno puros, este método nao precisa ser utilizado.

int formBVPUnbalance() ;

» Métodos formDVPTangent e formDVPUnbalance: Nao foram utilizados neste trabalho,
mas foram incluidos na implementacao para permitir a montagem de sistemas de equacoes

associados aos problemas de valores no dominio.

int formDVPTangent (mcBESubregion& sr);
int formDVPUnbalance(mcBESubregion& sr);

» Métodos updateBVPDOF e updateBVPDOFIncr: Utilizados para atualizar os valores dos

graus de liberdade dos nés do contorno. Duas defini¢oes sao possiveis:

int updateBVPDOF (Vector& X, double fact);
int updateBVPDOFIncr(Vector& X, double fact);

onde X é um vetor contendo os novos valores e fact é um fator que permite relaxacao na
atualizacao destes valores. Na segunda definicao, X contém somente os incrementos das
varidveis, de modo que neste caso os valores antigos nao sao substituidos, mas adicionados

a0s Incrementos.

» Métodos updateDVPDOF e updateDVPDOFIncr: Similares & updateBVPDOF e updateBVPDOFIncr

mas operam sobre os graus de liberdade dos nés do(s) dominio(s). Duas defini¢oes sao

possiveis:

int updateDVPDOF (mcBESubregion& sr, charx id, Vector& X, double fact);

int updateDVPIncr(mcBESubregion& sr, char* id, Vector& X, double fact);

onde sr é a subregiao a ser atualizada e id indica qual conjunto de graus de liberdade

serao modificados.

» Método evaluateInternalPoints: Realiza o cédlculo das varidveis em pontos internos.
Este método ¢é invocado como uma etapa de pés-processamento do problema. No MEC,

isto nao implica em montagem de um sistema.
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int evaluateInternalPoints();

» Método evaluateGradients: Realiza o cdlculo dos gradientes das varidveis em pontos
internos. Este método também ¢é invocado como uma etapa de pés-processamento do

problema e nao implica em montagem de um sistema.

int evaluateGradients();

O c6digo bésico dos métodos formBVPTangent e formBVPUnbalance estao ilustra-
dos nas figuras (6-19) e (6-20), respectivamente, conforme implementados para a classe

mcBEMStaticAssembler.

int mcBEMStaticAssembler::formBVPTangent () {

theSOE->reset (theConstraint->getNumberOfBVPDOFs () ) ;
while (SR) { // Loop over the subregions:
mcBElementITR BE (theModel->getBElementsSharing (*SR));
mcNodeITR ND (theModel->getBVPCollocationPointsFor (*SR));
while (BE) { // Loop over the elements:
while (ND) { // Loop over the collocation nodes:
SR->getFundSolution () .setLoadPoint (coor) ;
sing node = theModel->detectSingularNode (*SR, *BE, *ND) ;
BE->formMatrix (H,"T",sing node) ;
BE->formMatrix (G, "U", sing node) ;
theConstraint->applyBC (*BE, *ND, H, G);
ND ++;
}
BE ++;

}
SR ++;

return 0;

Figura 6-19: Cédigo simplificado de formBVPTangentpara problemas lineares.

Deve-se destacar que o cédigo de formBVPTangent é essencialmente o mesmo para

problemas lineares e nao-lineares, uma vez que os termos nao-lineares sao manipulados

pelo método formBVPUnbalance.
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int mcBEMStaticAssembler: :formBVPUnbalance () ({

while (SR) { // Loop over the subregions:
mcDCellITR DC (theModel->getDCellsSharing(*SR));
mcNodeITR nod itr (theModel->getBVPCollocationPointsFor (*SR));
while (DC) { // Loop over the cells:
while (ND) { // Loop over the collocation nodes:
SR->getFundSolution () .setLoadPoint (coor) ;
sing node = theModel->detectSingularNode (*SR, *DC, *ND) ;
load = theModel->getNodalLoadsFor (*DC,mcLoad: : SURFACELOAD) ;
DC->formVector (B, "V", load, sing node) ;
map = theConstraint->mapCollocationDOF (*DC, *ND) ;
theSOE->addB (B, map) ;
ND++;
}
DC++;
}
SR ++;
}

return 0;

Figura 6-20: Cédigo simplificado de formBVPUnbalancepara problemas lineares.

Classe mcConstraintHandler

A superclasse mcConstraintHandler implementa os métodos usuais para aplicacao de
restricoes ao sistema de equacoes. Deslocamentos e tracoes prescritas sao manuseadas
por estes objetos. Em particular, a imposicao da condicoes de compatibilidade sobre
uma interface compartilhada por duas subregices também é realizada através de obje-
tos mcConstraintHandler. Outros exemplos de tarefas comuns realizadas aqui sao a
numeracao dos graus de liberdade e o uso de multiplicadores de Lagrange. No caso do
MEC, um objeto mcConstraintHandler também é responsédvel pela geragao automati-
ca dos nés de elementos de contorno e células de dominio. Dada a natureza especifica
das equacoes algébricas resultantes dos diversos métodos, sugere-se uma derivacao de
mcConstraintHandler para cada método empregado. No presente trabalho, foi derivada
uma classe especifica para o MEC, como ilustrado na figura 6-21.

A classe-mae mcConstraintHandler conta com apenas um método virtual denomi-
nado applyConstraints, que pode ser adaptado para uma série de tarefas. No caso

da subclasse mcBEMConstraintHandler, incorporou-se algumas funcoes de uso especifico
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[ mcConstraintHandler}

[chEMConstraintHandlerJ

Figura 6-21: Hierarquia bésica derivada da classe mcConstraintHandler para o MEC.

para o MEC, sintetizadas a seguir.

» Método numberDOF: Este método deve ser invocado antes de cada reandlise. E respon-

sdvel pela numeracgao dos graus de liberdade.

int numberDOF(Q);

» Métodos createBVPDOFs e createDVPDOFs: Sao métodos virtuais protegidos invoca-
dos por numberDOF. Quando um elemento de contorno é criado mcDomain, apenas sua
geometria definida. Os nés correspondentes sao criados antes de cada reandlise, quando
necessario. Esta abordagem foi projetada para comportar alteragao do tipo de elemento

entre andlises, com vistas a procedimentos adaptativos.

void createBVPDOFs();
void createDVPDOFs();

» Método applyBC: Realiza a separagao das matrizes H e G de acordo com as condicoes
de contorno, levando em conta a possivel existéncia de mais de uma subregiao. As matrizes
e vetores resultantes sao automaticamente superpostas as matrizes globais, dispensando

a necessidade do usudrio realizar esta operagao. Sua definicao mais simples é:

void applyBC(mcBElement& be, mcNode& node, Matrix& H, Matrix& G,

double factor, double time);

onde be e node sao o elemento que estd sendo integrado e o ponto de colocacao, respec-
tivamente. As submatrizes elementares sao os argumentos H e G, enquanto factor é um

fator de multiplicacao e time é usado para aplicar condicées de contorno dinamicas.
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» Método createDefaultBC: Este método foi idealizado para simplificar a imposicao
de condicoes de contorno. Na maioria dos problemas praticos, apenas uma parcela do
contorno esta submetida a valores prescritos, estando o restante livre (isto é, as varidveis
duais sdo homogéneas e as primais sdo incéginitas do problema). Quando um elemento de
contorno nao possui nenhuma condi¢ao de contorno tacitamente especificada, assume-se
que este esteja livre e uma condi¢ao de contorno default é utilizada. Esta condicao de
contorno é sempre compativel com a solugao fundamental do problema. A interface é

dada por:

mcBoundaryCondition createDefaultBC(mcBElement& be, int local);

» Métodos mapCollocationDOF e mapDOF: Esta familia de métodos é utilizada para ma-
pear a numeracao dos graus de liberdade de um né, elemento ou célula nas posicoes

correspondentes do sistema linear. As defini¢bes de alguns exemplos sao:

mcArray mapCollocationDOF (mcBElement& be, mcNode& node, char* tag);

mcArray mapDOF (mcNode& node, char* tag);

onde be e node sao o elemento que estd sendo integrado e o ponto de colocagao, respecti-
vamente. A segunda definicao é utilizada para se mapear o niimero das equagoes de um
tnico né. O identificador tag é usado para indicar se os graus de liberdade mapeados sao

primais ou duais.

Classe mcModelHandler

Os objetos derivados desta classe sao responsaveis por prover acesso aos objetos armazena-
dos em mcDomain durante a fase de solucao, de forma que nenhum objeto da agregacao
mcAnalysis precise fazé-lo diretamente. Portanto, os objetos armazenados nas listas de
mcDomain nao sao visiveis aos demais objetos de andlise. Os objetos podem ser acessados
individualmente ou em listas, através de iteradores. A figura 6-22 ilustra a hierarquia
bésica utilizado no presente trabalho.

A subclasse mcBEMModelHandler dispoe de um grande nimero métodos especialmente
voltados para o MEC, projetados para simplificar a implementacao do método. A seguir

estao apresentas as definigoes de alguns deles.
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[ mcModelHandler]

{ mcBEMModelHandler }

Figura 6-22: Hierarquia bésica derivada da classe mcModelHandler para o MEC.

» Método applyLoadToDomain: Este método provoca a aplicacao dos carregamentos e
condicoes de contorno do caso de carregamento corrente sobre o modelo computacional.

No caso dindmico, as cargas ja sao aplicadas de acordo com a varidvel temporal.

void applyLoadToDomain(double time, double fact)

» Método getNumber0fBVPDOFsFor: Calcula o mimero de graus de liberdade do problema

de valores no contorno para uma dada subregiao:

int getNumber0fBVPDOFsFor (mcBESubregion& sr);

» Método getBElementsSharing: Retorna uma lista contendo os elementos de contorno
que compartilham uma entidade especifica. Nas versoes exemplificadas a seguir, o método

retorna os elementos que compartilham um né nd e uma subregiao sr:

mcList getBElementsSharing(mcNode& nd) ;

mcList getBElementsSharing(mcBESubregion& sr);

Existem métodos similares para células de dominio.

» Método getBVPCollocationPointsFor: Retorna uma lista de pontos de colocagao

para o problema de valores no contorno da subregiao sr:
mcList getBVPCollocationPointsFor (mcBESubregion& sr);
Este método pode ser utilizado para realizar a colocacao em quaisquer conjuntos de pon-

tos.

» Método getBVPCollocationNodesFor: Similar ao anterior, mas onde os pontos de

colocacao sao necessariamente os nés do contorno da subregiao sr:
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mcList getBVPCollocationNodesFor (mcBESubregion& sr);
» Método detectSingularNode: Realiza a verificagao da singularidade sobre um elemen-
to de contorno ou célula de dominio, com respeito a um ponto de colocagao pt:
int detectSingularNode (mcBESubregion& sr, mcBElement& be, mcPoint& pt);
int detectSingularNode (mcBESubregion& sr, mcDCell& dc, mcPoint& pt);
» Método getSolidAngle: Retorna um vetor contendo as componentes do angulo sélido
de um né. Estes valores sao utilizados para cdlculo dos fatores geométricos Cj;:

Vector getSolidAngle(mcNode& nd);

A versatilidade provida por estes métodos é muito superior aos métodos de progra-
magao convencional. Isto pode ser observado na figura (6-19): para cada subregido calcu-
lada, a selecao de quais elementos de contorno seriam integrados ¢ realizada em uma tnica
instrucao. Naquele cédigo, um objeto mcBEMModelHandler fornece os pontos de colocagao
e verifica a singularidade. No caso de mais de uma subregiao estas operacoes normalmente
envolvem vérias linhas de programacao estruturada. O uso combinado destes métodos com
iteradores automatiza significativamente o trabalho de programagao. Por exemplo, seja
uma situacao em que o analista deseja imprimir os graus de liberdade primais de todos os
pontos de colocagao das subregioes denominadas Aluminio ou Aco. O seguinte fragmento

de cédigo realizaria a tarefa:

listal = theModel->getBVPCollocationPointsFor(’’Aluminio’’));

lista2 = theModel->getBVPCollocationPointsFor(’’Aco’’));
mcNodeITR ND (listal || lista2);
for (ND.first(); ND; ND++) {

print << ND.current().getDOFs(’’P’’);

Note-se que nenhum objeto mcDomain precisa se invocado. Ou seja, nao hd necessidade
do usudrio manipular diretamente as classes de armazenamento. Este é um dos objetivos

propostos por esta arquitetura.
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[ mcBEMStaticAnalysis j [chEMTransientAnalysis j [ chEMEigenvalueAnalysisj

Figura 6-23: Os dois principais niveis de hierarquia deridados da classe mcAnalysis.

Classe mcAnalysis

Esta é a classe-mae principal de uma andlise. Um objeto mcAnalysis é uma agregacao
de classes responsdveis por diversas etapas da solucao. Embora nao realize explicita-
mente qualquer cédlculo, a classe mcAnalysis é que definine propriamente qual problema
serd resolvido e de que maneira. Também é responsdvel por verificar a validade das
classes na agregacao para que esta tenha sentido fisico. Um tinico método virtual chama-
do analyze() dispara a execucao da andlise. Os objetos mcAnalysis também sabem
se um dominio foi alterado e é necessdria uma nova anélise (como ocorre em proble-
mas adaptativos ou nao-lineares). Exemplos de classes derivadas desta sdo as classes
mcBEMStaticAnalysis e mcFEMEigenAnalysis, que implementam uma solugao estatica
pelo MEC e uma solugao modal pelo MEF, respectivamente (figura 6-23).

Para ilustrar o uso da arquitetura proposta, deve-se primeiramente esclarecer o rela-
cionamento entre as superclasses mais importantes. Embora seja possivel utilizar muitas
das classes implementadas em qualquer outro programa como ferramentas adicionais inde-
pendentes, as vantagens da arquitetura proposta ficam evidentes quando todas as super-
classes sao conectadas para gerar um aplicativo especifico. A figura 6-24 ilustra de forma
simplificada como os principais componentes sao montados para gerar um programa com-
pleto. Embora outras superclasses possam ser criadas para tipos especiais de anédlise, este

conjunto se mostra bastante versétil e suficiente na maioria dos casos.

6.4.4 Exemplos de programacao

A arquitetura proposta pode ser utilizada como um ambiente de programacao dotado de
fungoes de alto nivel. Uma grande parte dos contrutores das classes desenvolvidas foi

bastante sobrecarregada, permitindo que o usudrio programe sua anélise de forma muito
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mcSolver

Figura 6-24: Agregagao bésica necessédria para um programa.

simples e intuitiva. Exemplos de tarefas que normalmente demandam uma programagao
relativamente mais trabalhasa s@o a definigao de grupos (patches) e a defini¢ao de inter-
faces em subregioes. A titulo de exemplo, suponha-se que o analista esteja interessado
em resolver um problema de estado plano de tensoes como o ilustrado na figura 6-25. O
problema é dividido em duas subregioes €2; e {25, cada uma composta por materiais de
propriedades diferentes. A parcela I'15 de €2; é composta pelos elementos e; e ey, enquanto
a parcela I'y; de €5 é formada pelos elementos e e ey.

A geracao do modelo computacional deste problema dentro da estrutura proposta se
torna simples em muitos aspectos. A definicao dos materiais e das subregices é realizada

por duas instrugoes simples:

mcIsoMaterial mat_1(E1l,nul), mat_2(E2,nu2);

mcElast2D omega_1(mat_1), omega_2(mat_2);

Conforme ja mencionado, os objetos omega_1 e omega_2 conhecem suas solugoes fun-

damentais e seus graus de liberdade (u; e up). E a defini¢do da interface compartilhada
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Figura 6-25: Um exemplo simples de uso de subregioes.

pelas duas subregioes pode ser definida com o seguinte cédigo:

mcPatch gama_12(el,e2), gama_21(e3,e4);

mcInterface interface(gama_12, gama21);

Este fragmento de codigo é suficiente para definir os materiais, as subregioes e impor
as condigoes de compatibilidade sobre I'15 e I's;, de forma que os deslocamentos sejam os
mesmos e as tragoes sejam opostas.

Um outro ponto de interesse que deve ser destacado é a forma como as condicoes de
compatibilidade sdo manipuladas. Neste trabalho, todos os graus de liberdade (mcDOF)
sao identificados por um cédigo e um nome (mcID). Se dois nds pertencentes a subregioes
diferentes sao interfaceados, o programa compara ambos os nomes e cédigos. Se estes
dados coincidem, sao impostos os mesmos valores para as varidveis primais e valores
opostos para as varidveis duais. Este procedimento é interessante porque permite ao

usudrio unir duas subregioes governadas por equacoes diferenciais diferentes, desde que
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estas possuam ao menos um grau de liberdade em comum (embora isso néo seja, por si
s6, suficiente para garantir a unicidade da solugao).

Finalmente, vale ressaltar a possibilidade de uso das estruturas aqui apresentadas para
o MEF. Devido a similaridade entre diversos componentes usados para o MEF e para o
MEC, a adaptacao da estrutura aqui proposta é muito simples. A figura 6-26 ilustra
um fragmento de cédigo com nove linhas de programacao onde as matrizes de rigidez e
massa de uma malha de elementos finitos sao montadas. Neste exemplo, um tinico objeto
mcQuadrature foi utilizado para integrar as matrizes elementares Ke e Me usando uma
regra 2 X 2, e um iterador fe se encarrega de percorrer os elementos desejados. Note-se
que a superposi¢ao das matrizes é automatizada com o uso de membros que mapeiam os

numeros dos graus de liberdade do elemento finito.

// Matrix integrator - 2x2 Gauss rule:
mcQuadrature<Matrix> Mat(2,2,1);

// Get the finite elements iterator:
fe = ModelHandler->getFElementsUsingMaterial (“Steel”);

// Loop over the elements:
while (fe) {

// Evaluate the stiffness and mass matrices:
Ke = Mat.NIntegrate (fe.current->Stiffness);
Me = Mat.NIntegrate (fe.current->Mass);

// Assemble:
SysOfEg->AssembleK (Ke, ModelHandler->mapDOF (fe.current) );
SysOfEg->AssembleM (Me, ModelHandler->mapDOF (fe.current) );

fet++;

Figura 6-26: Exemplo de cédigo para montagem das matrizes de rigidez e massa em um
programa de elementos finitos.

6.4.5 Extensibilidade e reusabilidade

A caracteristica que deve ser preservada para o sucesso da arquitetura aqui proposta estd
baseada na premissa do usudrio ter que programar poucas linhas para adaptar o cédigo
para uma dada aplicacao. Isto garante a reusabilidade dos componentes e a extensibilidade
da estrutura bésica de um programa. Por exemplo, se o problema ilustrado na figura 6-

25 deve ser investigado para uma andlise linear eldstica, entao o fragmento de cédigo
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ilustrado na figura 6-27 poderia ser empregado.

1. mcDomain domain;

w

mcBEMLinear
mcBEMStaticAssembler
mcBEMModelHandler
mcBEMConstraintHandler
mcDenseNonSymLS
mcDenseNonSymLSOE

0. mcBEMStaticAnalysis

= O 00 J o U >

11. analysis.analyse();

2. domain.readInputFile ("problemazD.dat");
domain.setCurrentLoadCase (domain.getDefaultLoadCase()) ;

solAlgo;

assembler;

model;

constraint;

solver;

SOE (solver) ;

analysis(domain, solAlgo,assembler,
model, constraint, SOE) ;

Figura 6-27: Exemplo de cédigo para andlise de um problema linear estético através do

MEC.

Note-se que a solucao de um problema de transferéncia de calor, por exemplo, utilizaria

a mesma estrutura (as diferengas inerentes estao implicitas nos objetos subregiao).

Agora, se este mesmo exemplo deve ser resolvido para uma andlise dindmica transiente,

seria necessario apenas alterar as linhas 4, 5 e 10 do cédigo acima de acordo com a figura

6-28.
1. mcDomain domain;
2.
3.
4. mcBEMTransientSolAlgo
5. mcBEMNewmark
6. mcBEMModelHandler
7. mcBEMConstraintHandler
8. mcDenseNonSymLS
9. mcDenseNonSymLSOE
10. mcBEMTransientAnalysis
11. analysis.analyse();

domain.readInputFile ("problema2D.dat") ;
domain.setCurrentLoadCase (domain.getDefaultLoadCase()) ;

solAlgo;

assembler;

model;

constraint;

solver;

SOE (solver) ;

analysis (domain, solAlgo,assembler,
model, constraint, SOE) ;

Figura 6-28: Exemplo de cédigo para andlise de um problema dinamico transiente através

do MEC.
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6.5 Resumo do Capitulo 6

Este capitulo fez uma descrigao resumida dos conceitos envolvidos em POO bem como
sua aplicacao geral em programas de elementos finitos e, de forma mais incomum, de
elementos de contorno. Algumas das vantagens do uso de POO sao superficialmente
discutidas. Sao identificadas trés categorias bésicas que englobam boa parte das classes
tipicamente utilizadas em programas de mecénica computacional.

Uma revisao bibliogréfica ilustra o grande universo de possibilidades para implemen-
tacao de filosofias OO utilizadas no MEF e no MEC. Alguns exemplos interessantes de
arquiteturas sao explorados um pouco mais, fornecendo idéias para o desenvolvimento de
um conjunto de classes especifico para programas de elementos de contorno.

Finalmente, apresenta-se a arquitetura bédsica da biblioteca mcBEM, desenvolvida para
manipular objetos tradicionalmente encontrados em programas de elementos de contorno,
e que foi efetivamente utilizada na implementacao computacional do presente trabalho.
Um conjunto razoavelmente completo de classes auxiliares, de modelo e de anélise é
apresentado. Tarefas de programacao mais elaboradas foram encapsuladas em métodos
que simplificam sobremaneira o desenvolvimento e extensao de aplicagoes para o MEC
e o MEF. A funcionalidade atingida com as idéias aqui propostas é marcante, como foi

demonstrado através de exemplos.

“...Se vocé escolher as classes erradas, elas lhe dirdo... Acerte nas classes e vocé
saberd disso com a mesma rapidez... As nuvens irao embora e o arco-iris brilhard. Sua
vida sexual var melhorar e sua calvicie prematura vai reverter, como por um passe de

mdgica.””

°Cf. S. R. Davis: C++ Para Leigos, Berkeley Brasil Editora, 1994.
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Capitulo 7

Resultados Numéricos

Este capitulo apresenta alguns resultados numéricos obtidos a partir da implementacao da
formulagao apresentada no Capitulo 5. Todos os resultados aqui ilustrados foram gerados
através de um programa de computador baseado na estrutura orientada a objetos descrita
no Capitulo 6.

Os resultados numéricos apresentados a seguir tém como objetivos bdsicos analisar o
desempenho da formulacao apresentada para duas classes de problemas:

a.) Problemas lineares: sao obtidas as curvas de convergéncia para os elementos
constante, linear e quadratico. Vale lembrar a escassez deste tipo de informacao na
literatura do MEC. A maior parte dos casos analisados utilizaram como parametro de
comparacao o deslocamento maximo da placa, ji que nos métodos integrais as taxas de
convergéncia para esforcos normalmente sao idénticas as dos deslocamentos.

b.) Problemas nao-lineares: foram levantadas as trajetérias de equilibrio primérias
para diversos casos de problemas geometricamente nao-lineares. Foi dada maior énfase a
placas moderadamente espessas, pois estes casos nao possuem solugao analitica.

Em todos os casos, foram utilizados 10 pontos de integragao para as integrais regu-
lares, fracamente singulares e quase-singulares, enquanto empregou-se 24 pontos para as

integrais fortemente singulares.
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7.1 Problemas lineares

Conforme citado no Capitulo 5, o procedimento de integracao numérica empregado para
computo das integrais singulares é bem documentado na literatura. No entanto, o efeito
desse procedimento sobre a precisao de solugoes de problemas especificos em comparacao
com outros métodos de integracao é escassamente reportado. Assim, esta secao ilustra os
resultados obtidos para alguns problemas lineares a fim de comparar o desempenho da for-
mulacao proposta com outras abordagens bem como validar os procedimentos empregados

para uso nas aplicacoes nao-lineares.

7.1.1 Elasticidade 2D

Embora a solucao de problemas lineares de elasticidade bidimensional nao seja o principal
objetivo do presente trabalho, a qualidade desta tera uma forte influéncia na solugao dos
problemas nao-lineares tendo em vista a existéncia do acoplamento flexao-membrana. Um
lnico teste cldssico serd abordado aqui para ilustrar o desempenho do método direto na
solucao destes problemas. Trata-se de uma placa com furo sob tragao, em regime de
estado plano de tensoes, conforme ilustrado na figura 7-1. Dada a simetria do problema,
apenas um quarto da geometria foi discretizado, utilizando elementos constantes, lineares
e quadraticos. Para as malhas de elementos lineares e quadraticos, dois valores de recuo
dos nés da extremidade foram testados: 15% e 10% do comprimento do elemento. A
figura 7-1 também ilustra a malha de elementos lineares com recuo de 15%. O valor
do fator de concentragao de tensoes (k;) foi obtido com base nas tensoes o, calculadas
sobre os elementos ao longo da linha x = 0, para um carregamento oy unitdrio. Devido a
descontinuidade dos elementos empregados, o valor de o,, na posigao (z,y) = (0,10) foi
extrapolado utilizando as préprias funcgoes de interpolacao.

As figuras 7-3 e 7-2 mostram as distribuigoes de tensoes o,, para elementos com recuo
de 15% e 10% respectivamente. Os valores obtidos com elementos constantes também
estao ilustrados para fins de comparacao. Este problema também foi analisado por Guig-
giani & Casalini (1987) utilizando uma malha de 20 elementos constantes integrados pelo
método direto. A tabela 7.1 compara os resultados obtidos com essas solugoes.

Note-se que a performance do elemento quadrético mostra certa dependéncia do valor
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Figura 7-1: Placa com furo sob tragao uniaxial. Malha de elementos lineares com 15% de
recuo nos nos.

do recuo, enquanto o elemento linear mostrou-se pouco sensitivo aos valores empregados.

7.1.2 Flexao de placas

Existe um bom nimero de abordagens do MEC para problemas de flexao linear de
placas de Mindlin e de Reissner, conforme ilustra a revisao bibliografica do Capitu-

lo 1. No entanto, nao sao muitas as publicacoes que exploram placas com espessura

Kyt erro %
Elemento linear - recuo de 15% 3.11  -0.9
Elemento linear - recuo de 10% 3.11  -0.9
Elemento quadrético - recuo de 15% 3.23 2.9
Elemento quadrético - recuo de 10% 3.12  -0.6

Guiggiani & Casalini (1987) - método direto 3.09 -1.6
Guiggiani & Casalini (1987) - mov. corpo rigido 2.89  -8.0
Solucao analitica (Guiggiani & Casalini 1987) 3.14

Tabela 7.1: Resultados de k; para placa com furo.
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Figura 7-2: Tensoes o,, ao longo da linha x = 0 para elementos lineares e quadraticos
com recuo de 15%.
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Figura 7-3: Tensoes o,, ao longo da linha x = 0 para elementos lineares e quadraticos
com recuo de 10%.
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moderadamente grande. Deve-se destacar a inexisténcia de solugoes analiticas fechadas
para placas apoiadas. Embora essas solucoes existam para certas geometrias engastadas
(Reissner 1945), nestes casos os termos fortemente singulares sao anulados e portanto
nao podem ser utilizados para validar os procedimentos de integracao empregados neste
trabalho. Adicionalmente, como os modelos de placa de Mindlin e de Reissner permitem
a imposicao de condicoes de contorno sobre trés varidveis, dois tipos de condigoes de
contorno de apoio tornam-se possiveis: apoio hard (onde sao prescritos o deslocamento
transversal, a rotagdo normal e o momento tangencial) e apoio soft (onde s@o prescritos
o deslocamento e os momentos normal e tangencial). Com efeito, estas duas condigoes de
contorno levam a resultados diversos e essa diferenca se torna mais significativa 4 medida
que a espessura da placa aumenta.

Esta secao explora basicamente os resultados obtidos com a presente formulacao apli-
cada a flexao de placas quadradas de dimensao lateral a sob carregamento distribuido
uniforme. Como se dispoe de resultados similares obtidos com imposi¢ao de movimento
de corpo rigido e com a quadratura de Kutt (Marczak 1993), estes serao utilizados para
comparacao. A convergéncia dos resultados é verificada para malhas regulares com N x N
elementos. As condigoes de contorno hard e soft serao aqui denominadas SS1 e SS2, res-
pectivamente. A menos que especificado em contrario, os problemas de placas analisados

sao baseados no modelo de placa de Mindlin e utilizaram os seguintes dados:

E = 3.0x10°

v = 0.30
K = 7w?/12
g3 = 1000
my = 0

a = 1.0

As figuras 7-4, 7-5 e 7-6 ilustram a convergéncia h para placas finas utilizando elemen-
tos constantes, lineares e quadréticos, respectivamente. Foi empregado apoio SS2 e uma

razao h/a = 0.015. O deslocamento central da placa foi normalizado com a solugao de
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Navier para placas finas (Timoshenko & Woinowski-Krieger 1970):

u3max

WNavier

Wn,

Deve-se destacar que os resultados obtidos com imposicao de movimento de corpo
rigido e com a quadratura de Kutt utilizaram elementos continuos. Adicionalmente, o
numero de pontos de integracao utilizado para o método direto foi o mesmo em todos
os elementos testados, de forma que nao foi extraida a melhor performance possivel do
elemento quadratico.

A figura 7-4 mostra claramente que nao hé diferenca significativa de desempenho dos
elementos constantes integrados com quaisquer dos métodos. Por outro lado, a convergén-
cia do método direto nos elementos lineares mostrou-se melhor que a quadratura de Kutt
(figura 7-5). Esta comparac@o nao deve ser tomada em termos definitivos dado que os
elementos utilizados neste trabalho sao descontinuos, e portanto as pequenas diferencas
percentuais de desempenho podem ser manipuladas com diversos valores de recuo para

nos.

LR o o

—F—  Movimento de corpo rigido

- } ) ) ——  Kutt
1500 —\ - - - - ot [ '~ | —l— Médoto direto

1.400

1.300

1.200

1.100

1.000

0.900 f f f f f I

Figura 7-4: Convergéncia h para placa quadrada apoiada (SS2) sob carregamento uni-
forme - elemento constante.
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Figura 7-5: Convergéncia h para placa quadrada apoiada (SS2) sob carregamento uni-
forme - elemento linear.
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Figura 7-6: Convergéncia h para placa quadrada apoiada (SS2) sob carregamento uni-
forme - elemento quadratico.

205



O desempenho da presente formulacao na andlise de placas semi-espessas também foi
verificado. Foram levantadas as curvas de convergéncia para placas quadradas apoiadas
com razao h/a variando de 0.05 até 0.25. O deslocamento central da placa foi utilizado
como parametro para comparagao. Embora existam dezenas de elementos finitos basea-
dos nos modelos de Mindlin e de Reissner, sao poucas as solugoes alternativas para as
equagoes diferenciais destes modelos, tornando qualquer comparacao dependente de as-
pectos numéricos como densidade de malha, padrao de convergéncia etc. Além disto, o
nimero de solucoes analiticas ou semi-analiticas para o modelo de placa de Mindlin é
supreendentemente pequeno em comparagao com o modelo Reissner. Ainda persiste uma
certa confusao entre as diferencas inerentes destes dois modelos de placa, e muitas vezes
os nomes dessas teorias sao empregados de forma equivocada (Wang et al. 2001).

Os resultados para placas com apoio SS2 estao ilustrados graficamente nas figuras 7-7
a 7-9, onde as solugoes de Yuan & Miller (1988) foram utilizados como referéncia. A

tabela 7.2 apresenta os valores de deslocamento adimensionalizados na forma:

ER?

Wp = u3max

onde uznax € 0 deslocamento transversal no centro da placa. Para fins de comparacao

estes resultados estao apresentados juntamente com os obtidos nos seguintes trabalhos:

e Srinivas & Rao (1973): Solugao numérica aproximada das equacoes da elasticidade

tridimensional.

e Yuan & Miller (1988): Elemento finito retangular baseado no modelo de Mindlin.
Os resultados apresentados se referem a uma malha 6 x 6. Este elemento utiliza
uma interpolagao bi-quadrética e é bem referenciado na literatura, razao pela qual

esta solugao escolhida para normalizacao nas figuras 7-7 a 7-9.

e Katsikadelis & Yotis (1993): Solugao hibrida utilizando elementos de contorno e
diferencas finitas para o modelo de Reissner. Os resultados ilustrados se referem a

uma malha de 10 x 10 elementos constantes.

e Marczak (1993): Solucio de elemento de contorno para o modelo de Mindlin. E

similar ao presente trabalho mas adota elementos continuos integrados pela técnica
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h/a
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Yuan & Miller (1988) 0.04650 0.05019 0.05480 0.06018 0.06683
Srinivas & Rao (1973) 0.04677 0.05010 - 0.05912 -

Katsikadelis & Yotis (1993)  0.04538 0.04870 - 0.06099 0.06590
Marczak (1993) (linear) 0.04535 0.04882 0.05367 0.05954 0.06631
Marczak (1993) (quadratico) 0.04578 0.04942 0.05432 0.06014 0.06684
Elemento linear (6 x 6) 0.04688 0.05031 0.05420 0.06047 0.06704

Elemento quadratico (6 x 6) 0.04692 0.05047 0.05504 0.06057 0.06704

Tabela 7.2: Deslocamento central méximo para placa semi-espessa apoiada (SS2).

de imposicao de movimento de corpo rigido. Os resultados para elementos elemen-
tos lineares se referem a uma malha de 6 x 6, enquanto os elementos quadréticos

empregaram um malha 3 x 3.

Deve-se que todos estes trabalhos, mesmo os baseados no modelo de Mindlin, uti-

lizaram um fator de corregio das tensoes cisalhantes % = 5/6.

1080 ¢ - - - - - - e - - 1080 7 - oo - - o- e - -

1 ‘ ‘ Yuan & Miller, 1988 | 1 ‘ ‘ Yuan & Miller, 1988 | '
1070 &+ - -%- - 1 - _|—@— Elementolinear . 1070 =+ - -+- - 1 _ _|—@— Elementolinear
[ ' ' —@— Elemento quadratico | ' ] ' ' —@— Elemento quadratico | '

1.060 |
1.050 —f
1.040 —f
1030 + - 4,

1.020 -

1.010

1.000

0.990 f f f f f f 1 0.990 f f f f f f 1

Figura 7-7: Convergéncia h para placa quadrada apoiada (SS2). (a) h/a = 0.05. (b)
h/a=0.10 .

As curvas ilustradas nas figuras 7-7 a 7-9 apresentam um certo grau de nao-monotonicidade,

especialmente para o elemento linear. Foi verificado que as curvas referentes aos elementos
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: —@— Elemento linear i ' ' —@— Elemento linear '
1.050 7 —@— Elemento quadratico 1.050 T 7' T 7T 7| —@— Elemento quadratico |
1.040 — 1.040 —
1.030 — 1.030 —
o, ] W, ]
1.020 — 1.020 —
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1.000 1.000
0.990 f f 1 t f + f 0.990 f f 1 f f + f
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Figura 7-8: Convergéncia h para placa quadrada apoiada (SS2). (a) h/a = 0.15. (b)

hja=0.20 .
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Figura 7-9: Convergéncia h para placa quadrada apoiada (SS2). h/a = 0.25 .
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lineares se equiparam as curvas dos elementos quadréaticos para malhas 8 x 8 em diante. De
qualquer maneira, nota-se claramente uma estabilizacao dos resultados com uma diferenca
pouco acima de 1% em relacao a solugao de referéncia adotada. Isto se deve aos diferentes
fatores de correcao das tensoes cisalhantes, que repondem por boa parte das diferencas
encontradas. A titulo de ilustragao, empregando k? = 5/6 para razao h/a = 0,25, o
presente trabalho forneceu w, = 0.06671 para o elemento linear e w, = 0.06682 para o
elemento quadrético, corroborando o argumento exposto.

As figuras 7-10 a 7-12 ilustram as curvas de convergéncia para placas com apoio SS1.
Os valores foram normalizados com os resultados recentes de Lee et al. (2001), com excecao
da figura 7-12, que foi normalizada com os resutados de Rao et al. (1974). Estes sao
baseados no modelo de Reissner, o que justifica os diferencas significativas ilustradas na
figura 7-12. Este expediente foi adotado por nao se dispor de uma solucao mais moderna
baseada no modelo de Mindlin para h/a = 0,25. A tabela 7.3 compara estes resultados

adimensionalizados pela eq.(7.1) com os obtidos nos seguintes trabalhos:

e Salerno & Goldberg (1960), Lee et al. (2001): Solugoes por séries para o modelo de
Mindlin. A solugao de Lee et al. (2001) é particularmente interessante por ser um

dos raros trabalhos recentes a explorar o Modelo de Mindlin analiticamente.
e Craig (1987): Solucao por diferencas finitas para o modelo de Reissner.

e Wang et al. (2001): Solucao por séries para o modelo de Reissner. Este trabalho
aplica a mesma abordagem empregada por Lee et al. (2001) para o modelo de

Mindlin.
e Kant & Hinton (1980): Elemento finito para um modelo de placa de ordem superior.
e Rao et al. (1974): Solucao de elementos finitos para o modelo de Reissner.

e Katsikadelis & Yotis (1993): Solugdo hibrida utilizando elementos de contorno e
diferencas finitas para o modelo de Reissner. Os resultados ilustrados se referem a

uma malha de 10 x 10 elementos constantes.

e Long et al. (1988): Solugao de elementos de contorno, muito similar ao trabalho de

van der Weeén (1982a).
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Figura 7-10: Convergéncia h para placa quadrada apoiada (SS1). (a) h/a = 0.05. (b)
h/a=0.10 .

Aqui, também, todos os trabalhos utilizaram um fator de correcao das tensoes cisa-
lhantes k? = 5/6.

Note-se 0 bom desempenho da formulagao proposta nestes casos. A curva da figura
da 7-12 apresenta uma significativa discrepancia com a solucao de referéncia adotada, o
que ja era esperado dado que esta se refere ao modelo de Reissner.

Para verificar o desempenho da presente formulagao para problemas compostos por
subregioes, foi analisada uma placa retangular de razao a/b = 2 simplesmente apoiada
sob carregamento uniforme unitédrio. Este caso foi analisado para duas situagoes: espes-
sura constante e espessura varidvel, como ilustrado na figura 7-13. Em ambos os casos
foram utilizadas duas subregioes, sendo que para espessura constante utilizou-se h = 0,02
enquanto que para espessura varidavel empregou-se h = 0,02 e h = 0,015 para cada sub-
regiao. A figura 7-13 também ilustra a malha analisada (foi utilizada apenas uma célula
para cada subregido), onde se verifica que a interface das subregices é formada por apenas
quatro elementos de contorno.

Os deslocamentos transversais e as rotagoes foram calculados sobre pontos internos ao
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Figura 7-11: Convergéncia h para placa quadrada apoiada (SS1). (a) h/a = 0.15. (b)
h/a =0.20 .
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Figura 7-12: Convergéncia h para placa quadrada apoiada (SS1). h/a = 0.25 .
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h/a
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Salerno & Goldberg (1960)  0.04486 0.04632 0.04676 0.05360 0.05656

Rao et al. (1974) 0.04483 0.04627 0.04866 0.05201 0.05631
Wang et al. (2001) 0.04488 0.04630 0.04870 0.05220 -
Lee et al. (2001) 0.04488 0.04663 0.04958 0.05355 -
Kant & Hinton (1980) - 0.04663 - 0.05351 -
Craig (1987) 0.04492 0.04683 0.05183 0.05353 0.06344
Katsikadelis & Yotis (1993)  0.04487 0.04634 - 0.05221 0.05660
Long et al. (1988) 0.04458 0.04612 - 0.05220 0.05666
Elemento linear (6 x 6) 0.04493 0.04668 0.04959 0.05366 0.05889

Elemento quadratico (6 x 6) 0.04492 0.04664 0.04950 0.05351 0.05866

Tabela 7.3: Deslocamento central méximo para placa semi-espessa apoiada (SS1).

e h=0,02 (constante )
'

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14 P15 P16 P17 P18
e e e el SR ¢ B A U U A U U ¢

Figura 7-13: Placa retangular modelada com duas subregioes. Malha de elementos de
contorno, células de dominio e pontos internos para analise linear.
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Figura 7-14: Deslocamento us para placa retangular apoiada.

longo da linha de simetria longitudinal (pontos P1 a P18 na figura 7-13), e estao apre-
sentados nas figuras 7-14 e 7-15. Para o caso de espessura constante os resultados sao
comparados com uma solugao analitica baseada no modelo de Kirchhoff (Timoshenko &
Woinowski-Krieger 1970). Para espessura varidvel utilizou-se como referéncia os resul-
tados obtidos com um elemento finito de placa fina (Ansys 5.6 - User’s Guide, 2001).
Trata-se de um elemento (STIFF63) quadrangular formado pela condensacao de quatro
elementos triangulares ctibicos, o que lhe confere um desempenho muito bom na anélise de
placas finas. Adicionalmente, as figuras 7-16 e 7-17 comparam os mapas de deslocamento
obtidos no casos de espessura varidvel em ambas as solugoes. Os resultados de elemen-
tos finitos foram obtidos com uma malha de 20 x 20 elementos, enquanto os da presente
formulacao foram calculados com a malha da fig.7-13 e 81 pontos internos regularmente

espagados em cada subregiao.

7.2 Problemas nao-lineares

Nesta secao serao apresentados alguns resultados referentes a flexao geometricamente

nao-linear de placas obtidos com a formulacao proposta. Inicialmente deve-se destacar
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Figura 7-15: Rotagao v, para placa retangular apoiada.
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Figura 7-16: Padrao de deslocamentos uz. (a) Solugao pelo MEF; (b) Presente trabalho.
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Figura 7-17: Padrao de deslocamentos ;. (a) Solucao pelo MEF; (b) Presente trabalho.

que se por um lado solugoes analiticas para flexao linear de placas finas ji sao poucas,
para flexao nao-linear estas solugoes se tornam ainda mais escassas. No admbito dos
problemas de placas semi-espessas estas solugoes se tornam entao efetivamente raras. Isto
é corroborado pelo fato de que mesmo trabalhos baseados no MEF poucas vezes fornecem
resultados para espessuras significativamente grandes.

Para placas finas véarios trabalhos tém persistido como principais referéncias, sendo
alguns ja bastante antigos. Dentre estes, selecionou-se as seguintes solucoes analiticas ou

semi-analiticas para serem utilizadas como comparacao:

o Lévy (1942a), Lévy (1942b) e Wang (1948): Representam uma série de trabalhos
sobre o assunto desenvolvidos pela NACA durante a década de 1940. Sao solugoes
baseadas em séries de Fourier duplas e bastante referenciadas. Embora tais solucoes
considerem poucos termos das séries, seus erros para placas engastadas sao repor-

tadamente menores que 2% (Pica et al. 1980).

e Berger (1955): Propde solugoes analiticas fechadas e por séries para placas circulares

e quadradas, usando as equagoes de Berger. No entanto, sabe-se que esta abordagem
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leva a resultados incorretos em certos problemas (Banerjee & Datta 1981).

e Rushton (1970): Fornece solugoes obtidas com um método de relaxa¢do dindmica
para placas quadradas. Seus erros sdo reportados como menores que 0.5% (Pica

et al. 1980)

e Banerjee & Datta (1981): Extende o trabalho de Berger (1955) e obtém solugoes

para placas circulares e quadradas a partir do funcional energia de deformagao total.
Para placas semi-espessas, os seguintes trabalhos serao utilizados como referéncias:

e Wilson & Boresi (1964): Um dos primeiros trabalhos a propor solucoes analiticas
para flexao nao-linear de placas que incluem o efeito do cisalhamento. O método
é baseado na solucao simultanea de cinco equacoes acopladas, nas quais o efeito
do cisalhamento é inserido a posteriori. Apenas placas circulares engastadas sao

analisadas.

e Lim et al. (1988): Um dos raros trabalhos recentes a propor solugdes nao-lineares
para placas semi-espessas. Sao deduzidas solugoes por séries para uma versao sim-

plificada da teoria de ordem superior de Reddy (1984a).

Dentre os resultados obtidos através de diversos métodos numeéricos, as referéncias

selecionadas para comparacao foram:

e Bencharif & Ng (1994a), Bencharif & Ng (1994b): Fornece resultados para placas
semi-espessas a partir da solucao das equacoes da elasticidade tridimensional. As

equagoes sao simplificadas para pequenas rotagoes e resolvidas por diferencas finitas.

e Turvey & Osman (1990): Resolve as equagdes para flexdo com grandes deslocamen-

tos de placas de Mindlin através de um algoritmo de relaxacao dindmica.

e Azizian & Dawe (1985): Apresenta solu¢oes numéricas para problemas de grandes
deslocamentos de placas retangulares através do MTF - método das tiras finitas
(finite strip method). Foi empregado o modelo de Mindlin. Este trabalho também

apresenta uma solucao para placas finas usando o método de Rayleigh-Ritz.
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e Xiao-Yan et al. (1990): Um dos raros trabalhos de flexdo de placas semi-espessas
com o MEC. Embora os autores aleguem o uso do modelo de Reissner trata-se,

efetivamente, de um modelo de Mindlin incompativel.

e Pica et al. (1980): Referéncia cldssica do MEF no assunto, embora os autores ex-
plorem apenas casos de placas finas. Aqui sao empregados apenas seus resultados

obtidos com malhas de 8 x 8 elementos quadréticos lagrangeanos.

7.2.1 Placas quadradas

Os resultados apresentados a seguir se referem a placas quadradas sob carregamento
uniforme. Variando-se o valor da carga foram obtidas as curvas R X r para os casos

analisados. A medida de carregamento é dada por:

_ qoa’

F=2m

enquanto a medida de deslocamento foi normalizado com a espessura da placa:

r = usmax ,

h

onde wpay € 0 deslocamento no centro da placa. Nas placas apoiadas, apenas o apoio SS2
foi utilizado.

As malhas empregadas sao todas regulares, com as células de dominio sendo com-
pativeis com a malha de elementos de contorno. Tendo em vista que apenas células
constantes e lineares foram implementadas serd dada énfase aos resultados para elemen-
tos de contorno constantes e lineares. As figuras 7-18 ilustram a disposi¢ao dos nés para
alguns exemplos de malhas utilizadas. Dadas as diversas possibilidades combinagoes ele-
mento de contorno/célula de dominio, nos resultados apresentados a seguir os elementos
de contorno constantes, lineares e quadraticos serao identificados por BE2D0, BE2D1 e
BE2D2, respectivamente. As células (quadrilaterais) constantes e lineares serdo denomi-
nadas DC2DQ0 e DC2DQ1, respectivamente. A menos que especificado em contrario,
apenas elementos de contorno lineares (BE2D1) foram utilizados.

Inicialmente foram analisados problemas de placas finas, a fim de comparar os resul-
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(c) (d)

Figura 7-18: Exemplos de malhas empregadas em problemas nao-lineares: (a) malha 2 x 2
- BE2D1/DC2D0; (b) malha 2 x 2 - BE2D1/DC2D1; (c) malha 4 x 4 - BE2D1/DC2D0;
(d) malha 4 x 4 - BE2D1/DC2D1.

tados obtidos com as solugoes analiticas disponiveis. Para tal foram analisadas placas
com razao h/a = 0.015. Tendo em vista que o cdlculo das derivadas dos deslocamentos
translacionais é realizado através de diferencas finitas, o esfor¢o computacional para cél-
culo dessas varidveis aumenta abruptamente com o refino da malha do dominio, pois o
esquema, de diferencas finitas é aplicado em torno de cada né fisico das células. Sendo
assim, torna-se interessante manter a malha de dominio o mais pobre possivel tanto em
nimero de células quanto em ordem de interpolacao. A figura 7-19 ilustra a trajetéria
de equilibrio para uma placa quadrada apoiada utilizando as malhas das figuras 7-18a
e 7-18b. Note-se que os resultados sao satisfatérios para ambos os tipos de células em-
pregadas, mesmo para malhas tao grosseiras. O refinamento da malha produz resultados

similares até um certo tamanho de célula, quando passa a provocar um enrigecimento
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Figura 7-19: Curvas carga x deslocamento para placa fina quadrada apoiada.

numérico da placa. Este efeito estd ilustrado na figura 7-20, onde a malha de dominio foi
refinada de 2 x 2 até 5 x 5 células. Aparentemente nao ha uma estabilizacao plenamente
satisfatéria dos resultados com o aumento do refino de malha. Dois fatores contribuem
para este comportamento. Em primeiro lugar, o apoio SS2 nao é o mais adequado para
comparacao com solucoes baseadas no modelo de placa de Kirchhoff, embora a influéncia
do tipo de apoio nao seja predominante em problemas com espessura reduzida. E em
segundo lugar, deve-se destacar que nao foram tomados cuidados especiais com as inte-
grais quase-singulares. Assim, & medida que a malha de dominio é refinada, o cdlculo dos
deslocamentos em pontos internos - eqgs.(4.27) e (4.39) - é realizado em posicoes cada vez
mais proximas do contorno da placa. Embora o uso de células constantes alivie o proble-
ma em relagao as lineares (pela existéncia de um tnico né), a partir de um certo refino
o problema volta a se manifestar. Isto pode ser comprovado através da andlise de placas
engastadas, onde os termos fortemente singulares nao tém efeito. A figura 7-21 ilustra
claramente isto, onde as mesmas malhas da figura 7-20 convergem de forma satisfatoria.

A seguir foi investigado como o efeito do aumento da espessura se manifestava nos

resultados obtidos com a presente formulacao. As figuras 7-22 a 7-24 ilustram estes
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Figura 7-20: Curvas carga x deslocamento para placa fina quadrada apoiada.
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Figura 7-21: Curvas carga X deslocamento para placa fina quadrada engastada.
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resultados, para diversas combinacoes de elementos de contorno e células de dominio. Na
figura 7-22 foram empregadas malhas do tipo BE2D1/DC2DQ0, na 7-23 foram usadas
malhas BE2D1/DC2DQ1 e na figura 7-24 foram utilizadas malhas BE2D2/DC2DQO.
A figura 7-22 indica que os resultados obtidos com das malhas BE2D1/DC2DQ0 sao
bastante satisfatérios, mesmo para malhas grosseiras. Ja as figuras 7-23 e 7-24 apontam
para uma piora dos resultados em relagao a figura 7-22. Embora os resultados da figura 7-
23 também sejam bons, eles mostram sinais de contaminacgao de integrais quase-singulares
mal integradas. Na figura 7-24 este efeito volta a se manifestar de forma ainda mais severa,
mesmo se comparado com as solugoes de referéncia para placas finas. Destaque-se que, em
experimentos numéricos preliminares, o uso de interpolacao quadrética sobre o contorno
com interpolagoes constantes ou lineares no dominio nao melhorou os resultados. Ao
contrario, sugere uma incompatibilidade desta combinagao para problemas nao-lineares.

O fato dos modelos de placa de Mindlin e de Reissner incluirem o efeito do cisalhamento
transversal obviamente implica em um aumento da flexibilidade em relacao ao modelo de
Kirchhoff. No regime nao linear, entretanto, esta influéncia nao parece ocorrer ao longo
de uma grande faixa de nao-linearidade. Isto é, a partir de uma certa magnitude de
deslocamento méximo, outros efeitos passam a ser mais importantes que esta flexibilidade
adicional. Isto fica mais evidente na anilise de placas quadradas engastadas, onde o
padrao de deformacao é mais severo que em placas apoiadas e como consequéncia o efeito
do cisalhamento se manifesta de forma mais visivel no trecho inicial da curva carga X
deslocamento. Na figura 7-25 estao ilustrados os resultados obtidos para placa quadrada
engastada juntamente com algumas solugoes analiticas para placas finas. Note-se que a
medida que a espessura ¢ aumentada, a inclinagao da trajetéria de equilibrio ¢ reduzida,
notadamente em funcao das deformacoes cisalhantes. Esta diferenca, no entanto, persiste
até delocamentos méaximos da ordem de 100% do valor da espessura. A partir deste ponto,
as tensoes de membrana passam a desempenhar um papel mais importante no suporte
ao carregamento transversal. Alguns dos resultados para placas semi-espessas disponiveis
na literatura parecem ignorar este fato, acompanhando a solucao de placa fina por toda
a trajetéria de equilibrio.

A base argumentativa do que se estd expondo aqui é, basicamente, a inexisténcia de

solucoes analiticas ou semi-analiticas definitivas para placas semi-espessas em regime de
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Figura 7-22: Curvas carga X deslocamento para placa semi-espessa quadrada apoiada.
Malha BE2D1/DC2DQO.

grandes deslocamentos, ao menos no ambito das geometrias retangulares. Este fato tem
contribuido - ou talvez for¢ado - diversos autores a limitar sua apresentacao de resultados
a faixas moderadas de nao-linearidade ou a espessuras reduzidas. Isto também alimen-
ta diversas dividas quanto ao processo cinemdtico das teorias de placa aqui abordadas
quando em regimes fortemente ndo lineares (tipicamente com razoes r > 1). Para ilustrar
ainda mais este aspecto, a figura 7-26 apresenta uma amostra da grande diversividade de
solucoes disponiveis na literatura para flexao de placas quadradas apoiadas. Infelizmente
nao se pode simplesmente recorrer a solugao das equacoes da elasticidade tridimensional,
pois este seria um problema diferente dos modelos aqui analisados e tornaria inconsistente
uma comparacao direta dos resultados.

Para fins de comparacao numérica, a tabela 7.4 apresenta os resultados aqui obtidos
com algumas outras que utilizam o modelo de Mindlin. Estes valores se referem a placa
quadrada apoiada. Estao ilustrados os resultados de Azizian & Dawe (1985) e uma das
raras solugoes de elementos de contorno para este tipo de problema (Xiao-Yan et al. 1990),

ambas baseadas em modelos de Mindlin incompativeis. A titulo de comparacao, também
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Figura 7-23: Curvas carga X deslocamento para placa semi-espessa quadrada apoiada.
Malha BE2D1/DC2DQ1.
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Figura 7-24: Curvas carga X deslocamento para placa semi-espessa quadrada apoiada.
Malha BE2D2/DC2DQQO.
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Figura 7-25: Curvas carga x deslocamento para placa semi-espessa quadrada engastada.
Malha BE2D1/DC2DQO.
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250 j - - - Bencharif & Ng (1994b) - h/a=0.1
] ———— Turvey & Osman (1990) - h/a = 0.02
] Turvey & Osman (1990) - h/a = 0.1
200 —
150
100
50 —
0 \ \ \ \
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 7-26: Exemplos de solugoes para flexao nao-linear de placas finas e semi-espessas.
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R
0.9158 4.579 6.868  9.158

Modelo de Kirchhoff (Azizian & Dawe 1985)! 0.04053 0.1929 0.2750 0.3467
MTF (Azizian & Dawe 1985) 0.04205 0.1950 0.2776 0.3494
MEC (Xiao-Yan et al. 1990) 0.04090 0.1942 0.2767 0.3489
Presente trabalho (SS2) BE2D1/DC2DQ0 0.04200 0.1969 0.2775 0.3464
Presente trabalho (SS2) BE2D1/DC2DQ1 0.04199 0.1958 0.2753 0.3425
Presente trabalho (SS1) BE2D1/DC2DQ0 0.04428 0.2056 0.2878 0.3573
Presente trabalho (SS1) BE2D1/DC2DQ1 0.04426 0.2041 0.2849 0.3534
"Método de Rayleigh-Ritz (Azizian & Dawe 1985).

Tabela 7.4: Deslocamento central normalizado r para placa semi-espessa apoiada sob
carga uniforme (h/a = 0,05). Malha 2 x 2.

R
09158  4.579  6.868  9.158

Modelo de Kirchhoff (Azizian & Dawe 1985) 0.01915 0.09513 0.1416 0.1867

MTF (Azizian & Dawe 1985) 0.01991 0.09883 0.1469 0.1936
MEC (Xiao-Yan et al. 1990) 0.01991 0.09840 0.1455 0.1904
Presente trabalho BE2D1/DC2DQ0 0.02020 0.1002 0.1488 0.1957
Presente trabalho BE2D1/DC2DQ1 0.02020 0.1001  0.1485 0.1952

Tabela 7.5: Deslocamento central normalizado r para placa semi-espessa apoia-
da/engastada sob carga uniforme (h/a = 0,05). Malha 2 x 2.

estao incluidos os resultados de uma solugao baseada no modelo cldssico e as obtidas com
o presente trabalho usando apoio SS1. A tabela 7.5 apresenta a mesma comparagao para

uma placa quadrada apoiada (SS2) em dois lados opostos e engastada nos outros.
p q p p g

7.2.2 Placas circulares

A titulo de ilustracao, um unico caso de placa circular foi analisado, sendo esta engastada
sob carregamento uniforme. Este caso foi escolhido por possuir solugoes analiticas tanto
para flexao linear quanto nao-linear. A malha empregada estd ilustrada na figura 7-27,
e os resultados correspondentes estao mostrados na figura 7-28 juntamente com outras
solugoes conhecidas.

Este exemplo é interessante por ratificar alguns dos argumentos utilizados na dis-
cussao dos resultados de placas quadradas. Note-se que a solucao exata do problema
linear (Reissner 1945) estd sobreposta as solugbes nao-lineares na figura 7-28, onde se
verifica que os resultados obtidos respeitam a solucao linear no inicio da trajetéria de

equilibrio, e este aspecto depoe a favor da formulacao proposta. Também é interessante
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Figura 7-27: Malha empregada na anélise de placas circulares.

notar que o aumento da espessura implica em rigidez menor para quase toda a faixa de
deslocamentos ilustrada, como é de se esperar. No entanto, observa-se que & medida que
a carga é incrementada ocorre uma inversao deste comportamento. Com efeito, isto foi
verificado em experimentos numéricos, indicando que para pardmetros » maiores as curvas
correspondentes a cada espessura invertem suas posicoes relativas. Nao se pode advogar
este comportamento cinemdtico apenas & luz dos resultados aqui obtidos, afinal nao é
possivel afirmar que este enrigecimento proporcional & espessura nao seja puramente um
efeito numérico espiirio, mas sugere uma interessante drea de investigacao. Na realidade,
o fato da inclinagao das curvas R X r serem inversamente proporcionais & espessura foi
sugerido por Wilson & Boresi (1964), mas seus resultados estavam limitados & razdes
h/2R = 0,05. E além disto, esta regra ndo parece prevalecer para placas retangulares,

como indicam outras solugoes (a figura 7-26 ilustra algumas).

7.2.3 Placas com espessura variavel

O caso de placa retangular com espessura varidvel estudado no final da secao 7.1.2 foi
reanalisado considerando grandes deslocamentos, a fim de validar o procedimento de ma-
nipulagao de subregioes também para o caso nao-linear. Os resultados foram comparados
com a solucao obtida através da mesma malha de elementos finitos do caso linear. A
malha de elementos de contorno empregou apenas interpolacao linear enquanto a malha

do dominio consistiu de quatro células constantes por subregiao, a fim de permitir uma
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—— — Reissner (1945)

B —— Banerjee & Datta (1981)

- - - Timoshenko & Woinowsky-Krieger (1970)
Wilson & Boresi (1964) - h/2R = 0.025
Wilson & Boresi (1964) - h/2R = 0.05
Presente trabalho - h/2R = 0.01

Presente trabalho - h/2R = 0.05

Presente trabalho - h/2R = 0.1

+H>0 > C

Presente trabalho - h/2R = 0.15

4 £ —

—
~~  hla=0.15

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7-28: Curvas carga x deslocamento para placa semi-espessa circular engastada.
Malha BE2D1/DC2DQO.

melhor integragao dos termos nao-lineares. A figura 7-29 ilustra esta malha. Os deslo-
camentos transversais e as rotacgoes foram calculados sobre pontos internos ao longo da
linha de simetria longitudinal (pontos P1 a P18 na figura 7-29), e estao apresentados nas

figuras 7-30 e 7-31 para cinco passos de carregamento.

7.3 Aspectos numéricos

Os resultados apresentados nas segoes anteriores mostram erros pefeitamente aceitdveis
para aplicagoes em engenharia. No entanto, diversos parametros contribuem de forma
significativa para alterar o valor destes erros. Além da prépria malha empregada, pode-
se citar o nimero de pontos de integracao, o valor do recuo dos nés das extremidades
dos elementos, as diversas combinagoes de malha do contorno e do dominio, fatores de
corregao das tensoes cisalhantes, qualidade da integragdo numeérica etc. Alguns destes ja

foram direta ou indiretamente abordados neste capitulo ou nos anteriores.
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Figura 7-29: Placa retangular modelada com duas subregioes. Malha de elementos de
contorno, células de dominio e pontos internos para andlise nao-linear.
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Figura 7-30: Deslocamento uz para placa retangular apoiada.
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Figura 7-31: Deslocamento 1), para placa retangular apoiada.

7.3.1 Calculo de u;  através de diferencas finitas

Conforme destacado no Capitulo 4, evitou-se o cardter hipersingular das equacoes para
derivadas dos deslocamentos através do uso de diferencas finitas em torno dos pontos
internos. No entanto, as equagoes para cédlculo destas varidveis foram implementadas na
andlise linear com o objetivo de verificar o desempenho comparativo destas duas técnicas.
Para este fim foi analisada uma placa quadrada apoiada sob carga uniforme go = 1000
e as derivadas Qug/0zy foram calculadas ao longo da linha de simetria z; = 0,5 pela
eq.(4.52) e pela eq.(4.69). A tabela 7.6 apresenta os resultados obtidos, onde também estao
incluidos os valores analiticos obtidos para o modelo de placa de Kirchhoff (Timoshenko &
Woinowski-Krieger 1970). A concordancia entre os valores obtidos com a equagao integral
e com diferencas finitas é marcante, demonstrando a aplicabilidade deste procedimento

para célculo das derivadas dos deslocamentos.

7.3.2 Fator de relaxacao

O objetivo desta secao é ilustrar a influéncia deste pardmetro empregado na anélise nao-

linear. Trata-se do fator de relaxagdo p, que foi introduzido na eq.(4.71) como multipli-
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T2

h/a 0.1 0.2 0.3 0.4
Placas finas 13.524 11.036 7.7084 3.9449
0,015 | Equagao integral 13.506 11.023 7.6920 3.9562
Diferencas finitas 13.545 11.048 7.7069 3.9632
Placas finas 5.7054 4.6558 3.2520 1.6643
0,02 | Equagao integral 5.7054 4.6552 3.2478 1.6707
Diferencas finitas 5.7210 4.6656 3.2542 1.6737
Placas finas 2.9212 2.3838 1.6650 0.85211
0,025 | Equagao integral 2.9255 2.3863 1.6646 0.85644
Diferencas finitas 2.9329 2.3913 1.6677 0.85791
Placas finas 0.36514 0.29797 0.20813 0.10651
0,05 | Equacao integral 0.36975 0.30101 0.20968 0.10806
Diferencas finitas 0.37041 0.30148 0.20998 0.10821
Placas finas 0.045643  0.037247  0.026016  0.013314
0,1 Equacao integral 0.048188  0.038954  0.026995  0.014003
Diferengas finitas 0.048220  0.038983  0.027016  0.014013
Placas finas 0.013524  0.011036  0.0077084 0.0039449
0,15 | Equagao integral 0.015244  0.012193  0.0083837 0.0043921
Diferengas finitas  0.015238  0.012194  0.0083855 0.0043934
Placas finas 0.0057054 0.0046558 0.0032520 0.0016643
0,2 Equagao integral 0.0069997 0.0055277 0.0037635 0.0019961
Diferencas finitas 0.0069905 0.0055248 0.0037627 0.0019960
Placas finas 0.0029212 0.0023838 0.0016650 0.00085211
0,25 | Equacao integral 0.0039574 0.0030822 0.0020758 0.00011161
Diferengas finitas 0.0039490 0.0030791 0.0020746 0.00011157

Tabela 7.6: Comparagao de formas de célculo das rotagoes Qusz/0xs em uma placa quadra-

da apoiada.

cador empregado na atualizagao das varidveis apés cada iteracao da figura 4-6. A escolha

deste parametro numérico se revelou particularmente importante na anélise dos problemas

nao-lineares. Uma escolha inapropriada de p na eq.(4.71) pode impedir completamente a

convergéncia do processo iterativo.

A fim de ilustrar este comportamento, a convergéncia do deslocamento maximo uma

placa quadrada apoiada (SS2) foi acompanhada ao longo de certos passos de carrega-

mento, para trés valores de fator de relaxacao. As figuras 7-32, 7-33 e 7-34 apresentam

este comportamento para os trés primeiros passo de carga ilustrados na figura 7-19. Os

deslocamentos estao normalizados com a solugao de Rushton (1970):

U3max

Wy =

WRushton
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Figura 7-32: Convergéncia do deslocamento central para diversos valores de p (qo = 172).

A figura 7-32 mostra claramente que a convergéncia é monotonica para todos os valores
de p utilizados. Na figura 7-33 verifica-se que para um fator de relaxacao de 40% a
convergéncia perde sua monotonicidade. Ja figura 7-34 ilustra a necessidade de valores
abaixo de 10% para garantir uma convergéncia monotonica. No caso desta figura, nao se
obteve convergéncia para p = 40%. Estes graficos comprovam que a4 medida que o grau de
nao-linearidade aumenta, fatores de relaxacao cada vez menores devem ser empregados.
Mesmo para o caso da figura 7-32, onde a nao-linearidade ainda é bastante pequena,
valores maiores que 60% j4 dificultaram a convergéncia do processo.

Além disso, é interessante destacar que a relaxacao nao teve efeito quando aplicada
as derivadas ug,,, isto ¢, nao se verificou nenhuma diferenca significativa nos resultados
obtidos pelas equagoes (4.70) e (4.71) para estas varidveis. A aplicagdo da relaxacao
mostrou-se mandatéria apenas para as derivadas do deslocamento transversal us , .

Evidentemente o comportamento da convergéncia do processo iterativo é consequéncia
da forma como o algoritmo nao-linear é implementado, e outras variagoes do algoritmo

ilustrado na figura 4-6 podem estabilizar mais o processo em relacao ao fator de relaxacao.
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Figura 7-33: Convergéncia do deslocamento central para diversos valores de p (go = 686).
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Figura 7-34: Convergéncia do deslocamento central para diversos valores de p (qo = 2747).
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7.4 Resumo do Capitulo 7

Este capitulo apresentou os resultados numéricos obtidos com a implementacao numérica
da formulagao proposta. Foram analisados problemas lineares de elasticidade bidimen-
sional e flexao de placas, utilizando os novos procedimentos de integracao desenvolvidos.
Estes resultados comprovam a eficiéncia das expansoes assintéticas desenvolvidas em pro-
blemas praticos.

Também foram apresentados diversos resultados para flexao nao-linear eldstica, para
diversas geometrias e condi¢oes de contorno. As curvas carga x deslocamento se mostra-
ram bastante satisfatérias, com erros normalmente inferiores a 4%. Os resultados foram
comparados com outras solugoes disponiveis na literatura e alguns comentérios a respeito
do desempenho da formulacao foram destacados. Dada a escassez de solugoes similares
para placas de Mindlin, os resultados apresentados neste capitulo se revestem de grande

interesse.
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Capitulo 8

Conclusoes

Este presente trabalho apresentou basicamente o seguinte:

e Uma formulagao integral unificada para andlise de flexao linear e geometricamente

nao-linear de placas modeladas pelas teorias de Mindlin e de Reissner.

e Uma metodologia de solucao das equacoes integrais através do MEC direto, con-
tando com diversos elementos de contorno e células de domino. Desta metodologia
sao extraidos algoritmos para solucao de problemas de elesticidade bidimensional,

estabilidade de placas, e flexao linear e nao-linear eldstica de placas.

e Um procedimento de regularizacao para as integrais fortemente singulares encon-
tradas na andlise de problemas de elesticidade bidimensional e flexao de placas

semi-espessas.

e Uma proposta geral de arquitetura orientada a objetos para implementacao do MEC
e do MEF, baseada em um conjunto classes de anélise, classes de modelo computa-

cional e classes auxiliares.

Os resultados apresentados ao longo dos capitulos anteriores permitem agora alguns
comentdrios a respeito dos pontos destacados acima.

A formulacao integral é particularmente genérica, e comporta modificacées que permi-
tam a consideragao de outros efeitos. Os modelos de placa empregados estao considerados

de forma unificada, de modo que as respectivas solucoes fundamentais se encarregam de
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manter suas diferencas inerentes. Isto permite que outros modelos de placa similares pos-
sam ser estudados sob uma mesma abordagem. Portanto a estrutura matematica aqui
desenvolvida constitui um bom ponto de partida para contrugao de uma plataforma para
estudo de outros modelos de placa.

A metodologia de solu¢ao empregada no caso linear nao apresenta diferenca em relagao
a outras formulagdes baseadas no MEC. Para flexao nao-linear, entretanto, foi sugerida
uma possibilidade dentre algumas possiveis. O procedimento iterativo, por exemplo,
foi baseado na idéia de que as estimativas dos termos nao-lineares sao conhecidas no
inicio de cada iteracao, pois foram calculados na iteracao anterior. Esta metodologia
parece conceitualmente vantajosa porque desta forma o problema de valores no contorno
associado desempenha o papel principal na solucao. Variacoes desta podem ser projetadas
de modo que nao apenas o problema de valores no contorno mas também o problema de
dominio sejam resolvidos simultaneamente. Embora o nimero de varidveis simultaneas
aumente, este procedimento levaria a uma convergéncia mais rdpida. A metodologia de
solucao e as matrizes associadas descritas no Capitulo 4 nao eliminam esta possibilidade.
O tratamento dado a problemas modelados por subregices é um outro aspecto importante
do presente trabalho porque formaliza a montagem das submatrizes para um nimero
arbitrario de subregioes.

Um dos aspectos originais do presente trabalho é o tratamento dado as integrais forte-
mente singulares. O uso do método direto nestes casos mostrou-se bastante atrativo,
dispensando o uso de procedimentos mais elaborados para computo deste tipo de inte-
gral. No entanto, o maior valor desta abordagem estd na sua robustez, uma vez que
nao impoe qualquer restricao quanto a forma interpolatéria empregada para as varidveis
ou geometria. A necessidade de se conhecer as expansoes assintéticas para os tensores
envolvidos nao impoe dificuldade alguma & aplicacao do método, ja que sua dedugao é
sistematica para a maioria das solugoes fundamentais. As expansoes assintéticas para os
tensores fundamentais de placa desenvolvidas no Apéndice C constituem uma contribui¢ao
neste sentido. Quanto a eficiéncia do método direto, os resultados para os casos lineares
apresentados no Capitulo 7 servem para confirmar seu bom desempenho. Em problemas
de flexao de placas finas, as curvas de convergéncia obtidas foram todas satisfatérias e, no

caso do elemento linear, mostrou-se mais precisa que a quadratura de Kutt. A comparagao
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com resultados similares obtidos através de imposi¢ao de movimento de corpo rigido su-
gere que o método direto é um substituto tao preciso quanto o primeiro. Adicionalmente,
destaque-se a grande diferenga no tempo consumido no calculo computacional, em favor
do método direto. Quanto as integrais fracamente singulares, é suficiente mencionar que o
procedimento de Telles ¢ uma técnica muito versétil nao apenas para integracao numéri-
ca destes termos, mas também de funcoes que apresentam gradientes moderados dentro
do intervalo de integracao. No entanto, os resultados do Capitulo 5 demonstram que a
combinagao de fungdes de Bessel B (z) necessita de em torno de 30 pontos de Gauss para
ser integrada corretamente quando combinada com funcoes de interpolacao quadraticas,
mesmo sob efeito da transformacao.

A arquitetura orientada a objetos proposta no Capitulo 6 é um dos aspectos do pre-
sente trabalho que se reveste de maior originalidade. Sua aplicacao ao longo deste trabalho
permitiu a implementacao de diversos algoritmos com grande simplicidade. O objetivo
inicial de desvincular tarefas de anédlise das classes de modelo foi plenamente atingido.
Este é um dos principais fatores que permitiram que esta arquitetura chegasse ao grau
de generalidade pretendido na sua concepcao. A estrutura bdsica implementada pode
realmente ser extendida e reutilizada para um grande niimero de aplicacoes, e neste sen-
tido pode ser interpretada como um bom projeto de plataforma de desenvolvimento de
programas de pesquisa baseados no MEC e também no MEF.

No que diz respeito aos resultados numéricos apresentados, vale destacar que a formu-
lacao proposta forneceu valores satisfatérios tanto para problemas de flexao linear quanto
nao-linear. Foi dada énfase ao modelo de Mindlin, pois estes resultados sao pouco ex-
plorados no ambito das solugoes analiticas. Os resultados para flexao linear de placas
semi-espessas mostraram boa concordancia com outras solucoes, e os valores de desloca-
mento foram sistematicamente maiores que as solugoes baseadas no modelo de Reissner.
Este comportamento estd correto, especialmente em placas com espessuras maiores, con-
forme demonstrado por publicagoes recentes (por exemplo, Wang et al. 2001). Vale
lembrar que as diferencas observadas nas curvas de convergéncia ilustradas no Capitulo 7
dependem significativamente da solucao utilizada na normalizacao dos resultados, e estas
nao sao numerosas, especialmente para fatores de correcao das tensoes cisalhantes dife-

rentes de 5/6. Adicionalmente, héd alguma dificuldade em se encontrar solugoes confidveis
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para razoes h/a > 0, 2.

Nos problemas nao-lineares deve-se lembrar que foram utilizados elementos e células
constantes e lineares, e ainda assim foram obtidos resultados bastante satisfatérios mesmo
para malhas 2 x 2, algo dificilmente atingivel com elementos finitos convencionais de
baixa ordem. Foi possivel atingir faixas de deslocamento méximo bem maiores que a
espessura da placa. Notadamente, nao se tem conhecimento de trabalhos aplicando o
MEC para placas semi-espessas com deslocamentos desta ordem. O recurso da aplicacao
de diferencas finitas no célculo de wu;, mostrou-se satisfatério para efeito de validagao
da formulagao, mas implica no computo dos deslocamentos em um nimero muito grande
de pontos internos, o que torna a abordagem menos competitiva em relagao a outros
métodos. O uso das equacOes integrais para calculo destas varidveis é a melhor opgao
neste caso mas entao a formulagao torna-se, efetivamente, hipersingular.

Retornando ao objetivo inicial deste trabalho, conclui-se o MEC é perfeitamente
aplicdvel para solucao de problemas de flexao geometricamente nao-linear de placas,

fornecendo resultados plenamente competitivos com outras técnicas.

8.1 Recomendacoes para continuidade da pesquisa

Um nimero tépicos complementam ou dao continuidade ao presente trabalho. Na meto-
dologia de solucao numérica, poder-se-ia incorporar procedimentos de mudanca de base
adequados para a solucao de casos como o ilustrado na figura 4-7, extendendo bastante
o nimero de problemas que poderiam ser analisados com a abordagem proposta. Esta
forma de resolver tais casos mantém um paralelo muito préoximo com diversos elementos
finitos de casca. Existem também algumas abordagens para consideracao de espessura
continuamente varidvel, e este € um melhoramento muito interessante do ponto de vista
dos problemas praticos.

Uma expansao da familia de elementos implementada também pode ser considerada,
como a implementacao de elementos de ordens mais altas e elementos de arco de circulo,
o que favoreceria a andlise de geometrias circulares, furos etc. Nesta mesma linha, o uso
de elementos de contorno baseados em splines forneceria uma opgao muito interessante

para aplicacao da tecnologia atualmente em uso nos geradores de malha. No entanto,
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a determinacao criteriosa da ordem das quadraturas para o melhor desempenho dos ele-
mentos implementados e um procedimento de selecao automaética do nimero de pontos
de integracao sao aspectos que devem ser considerados em trabalhos futuros. O método
direto pode ser extendido para células de dominio, o que eliminaria o uso de diferencas
finitas para cédlculo das derivadas dos deslocamentos nos casos nao-lineares.

A implementacao de algoritmos efetivos para cdlculo das integrais quase-singulares é
imperativa, principalmente se for utilizada a versao hipersingular da formulacao. Aplica-
dos em conjunto com o método direto, estes algoritmos permitem o célculo das varidveis
em pontos muito préximos — e até mesmo sobre — o contorno.

Um outro aspecto que pode ser explorado é a otimizacgao do recuo dos elementos de
contorno e células de dominio. Se por um lado as parti¢coes descontinuas eliminaram uma,
série de inconvenientes relacionados ao uso de né duplo e a necessidade de continuidade
das funcoes de interpolagao, por outro sabe-se que este parametro altera sensivelmente a
precisao dos resultados.

Um estudo comparativo do comportamento nao-linear de placas com modelo de Reis-
sner e de Mindlin pode ser realizado com a formulacao apresentada. Os comentdrios feitos
no Capitulo 7 a respeito de condigoes de contorno e modelo de placa sao importantes, pois
apontam para algumas dreas de investigacao interessantes. Os resultados do presente tra-
balho ilustram como as curvas carga x deslocamento para placas semi-espessas no regime
nao-linear diferem das curvas conhecidas para placas finas. E além disso, sabe-se que
outras varidveis influem muito na forma destas curvas, principalmente o coeficiente de
Poisson e o fator k2, o que nao foi explorado aqui.

Finalmente, convém enfatizar que quaisquer das possibilidades sugeridas acima sao
passiveis de implementagao imediata na biblioteca orientada a objetos desenvolvida neste
trabalho, necessitando apenas de um projeto adequado de extensao ou reutilizacao das

classes ja implementadas.
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Apéndice A
Solucoes Fundamentais

Como foi descrito no Capitulo 3, as equacoes integrais utilizadas no presente trabalho
fazem uso de solucoes fundamentais, cujas expressoes analiticas devem ser conhecidas.
Estes tensores descrevem basicamente deslocamentos e tragoes generalizadas que ocor-
rem em um problema fundamental, que em geral corresponde ao estado auxiliar utilizado
nas relagoes de reciprocidade. Cabe salientar que podem existir mais de uma solucao
fundamental para um operador diferencial, mas comumente utiliza-se aquela correspon-
dente & resposta de um dominio infinito submetido a excitagoes unitéarias concentradas
generalizadas, paralelas as direcoes coordenadas. Nao serd aqui desenvolvido o processo
de obtencao da solucao fundamental. Serao apenas destacados alguns aspectos e apre-
sentadas as expressoes analiticas dos tensores fundamentais implementados no cédigo
computacional utilizado neste trabalho.

A solucao fundamental do problema de elasticidade bidimensional na forma governada
pelo operador (2.28a) é bem conhecida da literatura (Brebbia et al. 1984). A determinagao
da solucao fundamental correspondente ao operador diferencial das equacoes de placa de
Mindlin e de Reissner, o operador /£ da equacao (2.28b), é detalhadamente apresentada
nos trabalhos de Monken e Silva (1988) e Westphal Jr. (1990). Nestas referéncias, foi
utilizado o método de Hormander (Hérmander 1964), que reduz o problema de encontrar
uma solu¢ao fundamental para um operador L no de encontrar uma solugao escalar para o
operador ||L|| (Monken e Silva 1988). Assim, ¢ obtido o tensor deslocamento fundamental
U, composto por uma combinagao linear de seis fungoes, apropriadamente multiplicadas

por seis constantes. Algumas destas constantes sao obtidas através da aplicacao da teoria
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das distribuigoes e de condigoes de regularidade (Brebbia et al. 1984). Duas destas cons-
tantes nao possuem quaisquer condicoes impostas, caracterizando a solugao fundamental
do problema como composta por funcoes essenciais e funcoes livres. Entao é possivel
estipular para estas constantes valores tais que simplifiquem as expressoes dos tensores.
Uma destas formas simplificadas da solugao fundamental foi adotada no presente traba-
lho. O tensor fundamental T é obtido por relagoes tracao-deslocamento, envolvendo uma
combinacgao de derivadas do tensor U. Note-se que embora exitam algumas variacoes das
expressoes aqui empregadas, as formas operacionais dos tensores U ou T sao as mesmas
para ambos os modelos de placas analisados.

A seguir sao apresentadas as expressoes de todos os tensores das solucoes fundamentais

utilizados neste trabalho. Nestas expressoes, vale a seguinte notacao:

z = Ar (A.1)

o = To(Q)— x(P) (A.2)

r = Q- Pl = i (A3)
or 1

r, = aaca(@):;ra (A.4)

Alz) = Ko<z>+§(f<1<z>—§) (A.5)

B(z) = Ko<z>+§(f<1<z>—§) , (A.6)

onde K, e K; sao fungoes modificadas de Bessel de segunda espécie, de ordem zero e um,
respectivamente (Abramowitz & Stegun 1972). Os termos F3 e Fg sdo as fungoes livres
citadas (de Barcellos & Westphal Jr. 1992). Adicionalmente, os tensores de elasticidade
bidimensional sao védlidos para estado plano de deformacoes. Para modificé-los para estado

plano de tensdes deve-se substituir v por v/ (1 —v).

A.1 Tensores fundamentais de deslocamentos

Elasticidade bidimensinal:

—1

Voo = gram =0

(B—4v)Inréas —r, 7] (A.7)
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Flexao de placas:

1
f - - —(1—
Uns 87TD(1_V){[SB (1—v) 2z +1+8F) | 8as +
- [BA+20-v)]r,r, | (A.8a)
1
f _
Uws = 5D (2lnz+14+8F5)rr, (A.8b)
fUSa = —Uas (ASC)
1
TUs3 = STD (=) X {22(1—1/)(1nz+4F3)—81nz—|—
—4[3—v)(4Fs+1) — (1 —v) F] } (A.8d)

A.2 Tensores fundamentais de tracao

Elasticidade bidimensional:

g = ﬁ { (1= 20) a5 + 2ramp | 70 — (1 — 20) (Rar,p —ngTa ) } (A.9)

Flexao de placas:

—1
fTaﬂ = = [(4A + 22K +1— V)(rﬁna +7,.00p) +
+ (4A+1+v)r ng —2(8A+22K, +1— V)T7a7“7ﬁ7“’n:| (A.10a)
)\2
Ty = oy (Bng—Ar,r,) (A.10b)
T
—1
Ty, = = { [2(1+v)Inz+ (1+8F;) 4+ (3+ 8F3)v]| na +2(1 —v)r 7, }A.lOC)
m
—1
Ty = — A.10d
33 27rrr’" (A.10d)

A.3 Tensores derivados

As expressoes a seguir apresentam todas as derivadas dos tensores U e T empregadas
na formulacdo apresentada no Capitulo 3. Entretanto, os tensores U, T, V, U e U sio
tensores de ordens diversas e entao apenas algumas das componentes abaixo sao utilizadas.
O contexto em que sao empregados esclarece quais componentes devem ser consideradas

em cada caso. Todas as derivadas estao calculadas em relagao ao ponto campo Q).
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A.3.1 Derivadas primeiras de U

Elasticidade bidimensional:

-1

"Uag,, = m [(3 —4v)r_ bap — T, 08y =T 500y + 27’@7’,57”,7] (A.11)
Flexao de placas:
1
Vasy = 55 2z +148F) bas+2r,1,] (A.12a)
ngoz,g = - fUa3,g (A12b)
1
TUss,, STD (=) 2 [(2Inz+1+8F;)(1—v) 2> =8]rr, (A.12c)

A.3.2 Derivadas primeiras de T

Elasticidade bidimensional:

m -1
aﬂ?’Y = m { |:(1 - 21/) r?'Y 6aﬂ - r»a 657 - rvﬁ 60‘7 + 47"’&7"’[37"77] 27“7” +
+ (1= 2v) [2nar ;7 — 2ngr 7 — nabpy + Nabay — Nybas] +
— 2nyTy T3+ } (A.13)
Flexao de placas:
-(1-v) (1+v)
fT3a’B s LR +7 6ap+ mr,ﬁna —2r T, (A.14a)
-1
Ty, = 5z (ra—2r7,) (A.14D)

A.3.3 Derivadas segundas de U

Flexao de placas:

1 -2 (6ag —2r 7 ) 1
fU33»aﬁ = 57D { (1 — y) 22 ﬁ —+ 2F3(Sag + Z |:<2 Inz + 1) 60‘,3 —+ 27”017”,8] (A15)
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A.4 Tensores envolvidos nos termos de carregamento

Os tensores utilizados nos termos de carregamento sao o tensor U e eventualmente com-
binagoes de suas derivadas, conforme indicado pelas egs.(3.43) e (3.60). No célculo das
eqs.(3.76) e (3.77) também sdo necessérias as derivadas de V, e estas sdo obtidas direta-
mente das egs.(A.11), (A.12) e (A.15), esta dltima sendo necessdria apenas para o modelo
de placa de Reissner.

Para placas sob cargas transversais uniformemente distribuidos, as integrais dos termos
de carregamento podem ser convertidas para o contorno, de acordo com o que foi descrito
no Capitulo 3. Neste caso, é feito uso do tensor V que utiliza componentes de U conforme

a eq.(3.61), e também do tensor Y, dado a seguir.

r? 1
Wop = 327TD{<4F3+Z) (27078 +0a) + [FaTp (2Inz 4+ 1) +In2644] }A.16)
Y5 = Tho [ — (21nz—1)+F322—|—Z—2(4lnz—1)—|—
T DN (1) 16
2(3—v)
———(4F3+1 2F Al
(1_y)( 5+ 1)+ 61 (A.17)

Uma expressao similar para ™Y pode ser encontrada na literatura (Brebbia et al. 1984).
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Apéndice B

Diferenciacao de Integrais com

Nucleos Singulares

No Capitulo 3 a obtencao das equagoes integrais para as derivadas do deslocamento
transversal sao obtidas mediante diferenciacao das identidades de Somigliana referentes
aos deslocamentos translacionais em relacao as coordenadas x,. Especificamente, é neces-
sario diferenciar as equagoes (3.18) e (3.34), originando as relagoes (3.76) e (3.77). Sob a
condicao de que as derivadas sao tomadas com referéncia ao ponto campo () € €2, é pos-
sivel diferenciar quase todos os termos de (3.18) e (3.34), porque estes serdo no maximo
quase singulares. Entretanto, em pontos internos algumas integrais de dominio sao singu-
lares quando P = (). Este fato impede que esta diferenciacao seja realizada da maneira
usual. Quando se diferencia uma integral singular, deve-se fazer uso do conceito original-
mente proposto por Mikhlin ( Mikhlin 1962, Bui 1978), através da aplicacao da férmula
de Leibnitz (Sokolnikoff & Redheffer 1958), pois os limites de integracao dependem da
varidvel segundo a qual se estd integrando.

Este apéndice mostra o desenvolvimento formal para obtengao das equagoes (3.76) e
(3.77). Seguindo o procedimento descrito em Brebbia et al. (1984), obtém-se as equagoes
integrais para as derivadas dos deslocamentos translacionais em relagao a dois eixos coor-
denados. O desenvolvimento aqui apresentado leva ao aparecimento de termos adicionais,
chamados termos convectivos ou termos livres (Bui 1978), dados pelas egs.(3.73).

Uma inspecao sobre as equagoes (3.48) e (3.65), particularizadas para pontos internos,

revela que todas as integrais sobre €2 sao candidadas a originar termos convectivos. Estes
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termos sao:

TUs3,,(Q, P)Nag(Q)us,,. (Q) dQq (B.1a)

TVii(Q, P)g; (Q) d2q (B.1b)

=
Il
S— S — 5

"Uap,s (Q, P)Ng5(Q) d€2q (B.1c)

i = / Vs Q. P)gs(Q) d% (B.1d)

A rigor, o mesmo procedimento aqui desenvolvido deveria ser aplicado para as inte-
grais definidas sobre I', mas o cdlculo das derivadas dos deslocamentos faz-se necessdrio
apenas em pontos internos, quando da utilizacao de células descontinuas. Outros termos
convectivos (ndo abordados aqui) surgem no célculo destas derivadas em pontos sobre o
contorno da placa, o que ocorreria se fossem utilizados células continuas (Guiggiani 1995).
Entretanto, fatalmente seriam necessérios procedimentos de integracao hipersingulares.

Procede-se agora o cdlculo das derivadas correspondentes de (B.1):

ory
7z, (P) (B.2)
oI
92 (P) (B.3)
oJY
72, (P) (B.4)
0J¢
9. (P) (B.5)
oIy
B.1 Calculo de ———
Oz (P)
Reescreva-se a eq.(B.1a) na forma (Brebbia et al. 1984):
IiN = lim Uis,o (@, P)Mo(Q) dS2q (B.6)

e—0 Q—-Q

onde

Mo(Q) = Nap(Q)us 4 (Q)
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(@) (b)

Figura B-1: Definicio do contorno I, em torno do ponto-fonte. (a) Configuracdo inicial.
(b) Efeito de um incremento Az, aplicado as coordenadas do ponto-fonte.

que corresponde ao acoplamento flexdo-membrana. Na eq.(B.6), Q¢ ¢ um circulo de raio
€ centrado em P, com contorno I'.. Para diferenciar eq.(B.6) em relagao as coordenadas
x, deve-se entao proceder:

oryN ( 0

sy = m (5 | QeUig,a@,P)Ma@)dQQ) | B.7)

Definindo-se um sistema de coordenadas polar (7, f) centrado na origem P = o, como
ilustrado na figura B-1, reescreve-se U;3 , na forma (apenas as parcelas singulares do tensor

Uis,, devem ser consideradas) :

U, = ——=Aiz,.(¢) . (B.8)
A figura B-1a mostra que r(7,0) = 7 e ¢(7,0) = 6 . Entretanto, se o ponto carga P

se move um incremento Azx,, em coordenadas cartesianas, r e ¢ tornam-se diferentes de

7 e 6 e o contorno I', também ¢é alterado. Isto indica a dependéncia de T, da posicao do
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ponto carga. No sistema de coordenadas polar, a eq.(B.7) é reescrita:

™ @) A
va = /0 7 lim (i / Nis.o () Ma(Q)FdF> g . (B.9)
Y €

e—0 \ Oz, r

Note-se que na eq.(B.9) os limites de integragdo dependem das varidveis segundo a
qual se estd integrando. Quando isto acontece, deve-se recorrer & férmula de Leibnitz
(Sokolnikoff & Redheffer 1958):

d [%@ Vof 0f(z,a)

_ oo
o dweds= [ e Sl )

i) (B10)

Na forma como (B.9) estd escrita, é possivel aplicar diretamente (B.10) ao termo entre

parénteses, o que leva a:

®) A (6) ,
i/Re Az3,a(¢) MQ(Q)fdf:/R i (Az3,a<¢)) Ma<Q)77d77 4

Oz, r Oz, r
Az (9) _de A (9) dR
. s\ Ma P AN Ma PYR— B.11
re.n) Mg+ T gy MalP) R (B.11)

Como a origem do sistema de coordenadas esta sobre o ponto fonte P antes da apli-
cagao do incremento Azx,, e ali permanece apés este incremento, apenas € muda com .,
enquanto R nao. Por isto o tltimo termo a direita de (B.11) se anula. Assim, (B.9) é

reescrita:

aIN o RO 9 (N, (9)

—Ma(P)/O ﬂ—Ai37a(¢) cos(r,z) dp (B.12)

onde foi levado em consideragao que se P = o, r(¢,0) = ¢ = .
Resta agora verificar a existéncia da primeira integral do lado direito de (B.12). Para

isto, reescreve-se:

[ o] (52) o] -
/0 lim [ / (; (A“’;(@) M, (Q)%dr] do . (B.13)



Chamando:

Ais. (¢) = r2i (M> , (B.14)

0., r

e somando e subtraindo o termo

o B0 (N (6)
[l e (B marrrafas

na eq.(B.13), vem:

2m . R o Ai3,a <¢) B
AT e R

_ /0 7 i {/_\igm(gb) / CML(Q) - M.(P) %dr} do +

e—0

IP) [ R (@) R) a6~ iy [Mo(P e [ R (01|15

As integrais da eq.(B.15) sdo todas limitadas, desde que o acoplamento flexdo mem-

brana satisfaga a condigdo de Holder em P, isto é (Brebbia et al. 1984):
[Ma(Q) — Ma(P)[| < Ar® (B.16)
onde A e «a sao constantes positivas. O tensor ‘/_\i3’am satisfaz a propriedade

27
/0 R, (9)dd=0 . (B.17)

e por isso o ultimo termo & direita de (B.15) é nulo. As duas primeiras integrais do lado

direito de (B.15) s@o convergentes pois:

R ! a+2 ) R
lim {[\Bm((p) / Ar dr} = lim {AT In(r) ai <A3>] <o |
€ Y

e—0 r e—0 | a—1 r €

e a segunda se anula devido a propriedade (B.17), o que completa a demonstragao.
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Agora I} /0x., pode ser reescrita novamente em coordenadas retangulares:

ﬁ _ _/ aU’B,a(QJP)
Q

O, o, Nas(Q) s, (Q) g = Nag(P) s, (P) / U, r,dl" (B.18)

I

onde a primeira integral deve ser interpretada no sentido do valor principal de Cauchy.
Note-se que o sinal negativo foi adicionado a primeira integral de (B.18), pois a derivada
estd sendo tomada em relagao ao ponto carga. [ é definido por uma circunferéncia de
raio unitario centrada em P e r_ ¢ a derivada de r em relagao as coordenadas do ponto
campo. A segunda integral do lado direito de (B.18) é a chamada parcela convectiva,
porque aparece de uma alteracao da posicao do ponto P.

No presente trabalho, é necessdrio desenvolver o segundo termo a direita de (B.18)
para i = 3, pois nao serao utilizadas apenas as derivadas cartesianas das rotacoes.

Como a normal exterior de I} aponta para o centro do circulo, tem-se:

Assim, pode-se escrever o termo convectivo como:
IeN(p) = Naﬁ(P)/ Uy, r,dl" = — ag(P)/ Uss, nydl” (B.19)
¥ N}

onde Uj; ~ contém apenas a parcela singular do tensor Uss , (ver equacao (A.8d) ), tendo
em vista que as parcelas regulares e fracamente singulares nao originam qualquer con-
tribuicao convectiva.

Como

—1 —1

S X3

Us, — Tt T
Be " IDA—1)22 7Dl —0)A 1

(o que valida a representacao (B.8)) e dI' = r d¢, entao a equagao (B.19) é analiticamente

definida por:
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Lembrando, da figura B-1, que n; = —cos¢ , ns = —sin ¢ e usando as relagoes:

0 0
/zﬂcos2¢d¢ = /zﬁsinngdgb

/Ocosgb singdp = 0
2

Yy

obtém-se, levando em conta o sinal do tltimo termo a direita de de (B.18):

felN _ a8(P)
P = pa—oae| (B.20)

Assim, a matriz de acoplamento flexdo membrana é obtida através da adigao de (B.20),
como termo nao integral, as matrizes B, conforme indicado pelas eqs.(4.55). Esta opera-
¢ao deve ser realizada apenas no caso singular P = ). A expressao (B.20) estd de acordo

com o termo convectivo obtido por Xiao-Yan et al. (1990).

i oI
B.2 Ca&lculo de ——
O (P)

Relembre-se da eq.(3.60) que
'V(Q.P)='U(Q.P) - mTQ.P) , (B21)
onde U & matricialmente dado por

0 0 Ui, +U,
U= 0 0 UQL1 + U2272
0 0 Ugl’l + U32,2

T
porque este é conjugado com o vetor carregamento /q = { mi Ma Q3 } . Entao, seguin-

do o procedimento da se¢do anterior, quando se reescreve a eq.(B.1b) :

1 =tim [ Vy(Q.P)g(Qd% . (B.22)
e~V Jo-q.
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as derivadas resultam na forma:

) 0 ) -
oz, (P) fimy (a_ggV /QQ Uii(Q, P)q;(Q) dQ + my ErN /QQ Uij(Q, P)g;(Q) dQQ)

(B.23)

Portanto, o tratamento deve ser dado apenas para o modelo de placa de Reissner
(ms = 1). Caso contrério, 'V = /U e como U = O (Inr), a primeira integral sobre {2 nao
manifesta singularidade e nao origina termos convectivos. Ja a segunda integral sobre {2
necessita de uma inspec¢ao mais cuidadosa. Como o interesse estd apenas sobre a derivada
do deslocamento transversal, particulariza-se (B.23) considerando apenas os termos de

interesse:

oy (0
Oz, (P) gt (5_% [2—96 Uso.o(Q, P)as(@) dﬂ@) : (B.24)

Mas como Us,,, sao todos regulares sobre 2 (ver egs.(A.12) ), ndo se aplica a representacao

1
Usa,, = W Asao(9) (B.25)

e portanto nao ha qualquer contribuicao convectiva. Logo:

fpP)=0] (B.26)

N
B.3 Calculo de &
Oz (P)

Neste caso, a eq.(B.1c) é reescrita:

JY = 1lim Uap,s (Q, P)Njs(Q) dQq . (B.27)

a
e—0 Q—Q.

Repetindo o procedimento das segoes anteriores, tem-se:

. 0 .
dr, (P) & <a_~% /Q—m Uap. (@ P)N3s(Q) dQQ) : (B.28)
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Chamando:

Uaﬁ,& = Aaﬂ,g (qb) ) (B29)

r(7,0)

resulta, apds a aplicacao da férmula de Leibnitz:

8JN afys
N3 (Q) dQg — Njs(P U, dar’ B.30
8:57 / o, ﬂé Q ﬁé( )/1“’1 B,s 1oy ( )

onde a primeira integral deve ser interpretada no sentido do valor principal de Cauchy.

Assim, pode-se escrever o termo convectivo como:
ch(P) = Ngé(P)/ Uapys T, dr’ = —N[%(P)/ Uap,s ny dl" (B.31)
¥} ¥}

onde Uys, ¢ O(r~'), como mostra a eq.(A.11). A equagao (B.31) fica analiticamente
definida por:

cN(P):m{/Q [(B—4v)r, bag— 7T, 08y =7, 6oy +2r 7,7 | dqﬁ}Nﬂ&(P)

s

Como n; = —cos ¢ , no = —sin ¢ e lembrando as seguintes relagoes trigonométricas:
0 0
3T
/ costpdp = / sin* ¢ dp = ——
2m 2m 4

0
/sin3¢cos¢d¢ =0
2

™

0
/ sin®¢pcos’pdp = —
2

Yy

IS

0
/singzﬁcos?’qﬁdqﬁ =0 ,
2

™

1
= m {(3 — 41/) 6a5657 — 60[557,5 — (5&75,35 + Zéaﬂé’yé (1 + 256!7) N%(P)

(B.32)
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q
B.4 Ca&lculo de &
Oz, (P)

Aqui também ™V = ™U, e como U = O (Inr), nao se aplica a representacao

Uap = .0 Aas(9) (B.33)

e portanto nao ha contribuicao convectiva. Logo:

(B.34)
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Apéndice C

Expansoes Assintéticas para os

Tensores Fortemente Singulares

Este apéndice ilustra a metodologia geral para obtencao de expansoes assintéticas de
niicleos singulares, com vistas a aplicagao do método direto conforme descrito no Capitulo
5. Embora o procedimento seja bastante geral, estas expansoes sao vialidas apenas em
torno do ponto singular e nao devem, em principio, ser utilizadas para elementos quase-
singulares. O procedimento é desenvolvido para elementos de contorno bidimensionais.
Células de dominio nao serao tratadas, mas o procedimento seria andlogo ao descrito aqui
( Guiggiani & Gigante 1990, Guiggiani 1998). Deve-se ressaltar que a rigor o interesse

nao estd na integracao do nicleo isolado:

%z/%ﬁ,
I

mas na integracao deste ja considerando a forma interpolatéria adotada para as varidveis,

isto é:

/K dr — /+1 Tyyé,Jdl . (1)

Aqui serao abordados os micleos fortemente singulares encontrados em algumas apli-
cagoes tipicas do MEC como problemas potenciais, elasticidade bidimensional e placas
semi-espessas. Os dois 1ltimos casos sao interesse direto do presente trabalho. Os nt-

cleos de problemas potenciais foram aqui incluidos porque suas expansoes fornecerem uma
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prova formal da regularidade destes miicleos.

C.1 Algumas relacgoes tteis

Seja um elemento de contorno I',, mapeado para o dominio normalizado £ = [—1,+1].
Seja também 1 = £ (p) a imagens do ponto fonte sobre £. A fim de se obter as expan-
soes assintéticas F_; e F_y para os tensores utilizados, serao aqui apresentadas algumas
relacoes tuteis no desenvolvimento analitico destas. Relembre-se do Capitulo 5 que os
nicleos devem ser expandidos assintoticamente em séries de Laurent em torno do ponto

singular (Guiggiani 1998):
F., F_
K(f,n):p—22+71+0(1) (C.2)

onde p = & — 1 é a imagem de r no dominio normalizado.

Expandindo-se a projecao de r sobre o eixo ¢ em série de Taylor:

gl — 2l = pA; + p*B; + O (p°)

com
dg &=n
1 d?x;
2 d*¢ £=n

onde verifica-se as relacoes:

AT = AN =T ()P =T ()
B2 = B;B;

Outras relacoes envolvendo o Jacobiano podem ser obtidas. Em especial, as seguintes
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identidades sao verificadas para elementos bidimensionais:

T =|Ju| = %% =\ R + R (&)
onde,
Ji = Ay +2Byp+0(p%)
Jo = —A; —2B1p+ 0 (p2)
ou:
Ji = Jip + pJiy |+ O (%)
Adicionalmente,

(C.30)

Aidy =0 (C.3b)

Expandindo-se as poténcias de r em série de Taylor:

rt = A"|p|" (1 + np%) +0 (p7)

logo,
1 C
—1 T —
rt = 7 sign(p) —3 [+ O (p) (C.4a)
1 2C
-2 B
r 7~ +0(1) (C.4b)
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Agora, da definicao da projecao de r sobre a direcao coordenada, i:

Entao:

onde:

. A
o = Slgn( )Z

i1 Sign()

Ty = dio + ,Odil +0 (p2)

p
p

B, AC
A A3

(

(C.5)

Agora, considerando-se que os nticleos a serem integrados sao normalmente multipli-

cados pelo Jacobiano do elemento, e fazendo-se uso das relagoes (C.3a) e (C.5), pode-se

escrever algumas relacoes titeis:

m = Ty T

-0()
v (1 Ji) = pgi, |+ O (p7)

Ton Tyi g J = phij, |+ O (/)2)

I |

n;r,; J = lijg + ,OZijl + O (p2)
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onde:

AiJi, + sign (p) By Jy,

ho= e
sien (p) A
Gy = % fi
sign (p) A;
hijl - ngl
lijo = Jiodjo
sign (p) 4;

lij, = sign(p) Jigdj + Jiydj,
By AC sign (p) 4;
Ji (Z A3 ) Ty

Note-se ainda que as componentes do sistema de coordenadas local na vizinhanga de

n sao identificadas com as seguintes relagoes:

Finalmente, expande-se as funcoes de interpolagao em torno do ponto singular:

do,
dg &=n

bo (§) = ¢o (n) + E=n)+-

ou

G0 (§) = oy + G0, |+ O (p°)

—~ . , [ T n
C.2 Expansoes assintéticas para —
r

O termo 7”,771 é comum em muitas solugoes fundamentais. Embora se saiba que este é um
termo regular, ainda é objeto de muita confusao, em vista da presenca do denominador
r. Existem discussoes empiricas sobre a regularidade deste termo, mas nao se tem co-
nhecimento de uma demonstracao formal. A ocorréncia mais simples deste termo se d&d

na solucao fundamental para fluxo em problemas potenciais. No caso bidimensional, esta
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solugao fundamental é dada por (Brebbia et al. 1984):

—1
T = 5.
r

Entao reescreve-se o integrando da integral (C.1) como o escalar:
-1

K=—r,¢,J
2rr

Substituindo-se (C.4a) e (C.6) resulta na seguinte expansao de K em torno do ponto

singular:
17]. f1 10 2
K:? Slgn(/))z—|p|? ¢a0+0(p) )
e, comparando-se este resultado com a eq.(C.2) torna-se claro que
F.,=F =0

Em outras palavras, foi demonstrado o seguinte limite inferior:

n_0(1) (C.7)

r

C.3 [Expansoes assintéticas para "'71,3

A solugao fundamental para deslocamentos de membrana possui no maximo singulari-
dades logaritmicas, e portanto nao serd considera aqui. Por outro lado, é sabido que a
solucao fundamental para tragoes possui singularidades fortes, sendo sua expressao geral

dada no Apéndice A (o sobre-indice m serd omitido ao longo desta sec¢ao):

-1
Taﬂ = m { [(1 — 21/) 5ozﬂ + 2Taoz T :| Ty — (1 — 21/) (nar,ﬁ —Nngri,a ) }

A forma geral de um niicleo envolvendo 7,3 pode ser expressa como:

Kop = Topd,J
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ou:

onde:

1
1
Aaﬁ = ; (ran 5Ozﬂ> qba‘]
1
Baﬂ - ; (T,n aThg ) ¢a‘]
1
Oaﬁ = ; (nar>ﬁ —Ngria ) ¢a']

Desenvolvendo cada termo separadamente, resulta:

Aup

_ T,AYJ 5a5¢

_r
— T’fl Ocﬂqba

C
(ﬁ — sign (p) F) f10as (%0 + Cbalp)

1 . C
- fz {mgn( ) oy + (gbal — % ao) p— (%qﬁm) ,021 0ap
f

= Z[01)+0(p)+0 ()] bug

I
A

Ty MyToa T8 J

Pa

T
Ta’y J Taa r

7,6¢

p

;galraﬂ ¢a

ggoq (dﬂo + pdﬂ1) ¢a
ggaldﬂoqsa + O ( 2)

1 _ C
p (m — sign (p) A—) Yoy dp, Py
C
1% (ﬁ — s1g1 (P) A_> galdﬂo (¢a0 + ¢a1p)
o d ¢ ¢
g AB > {&gn (p) Pay + (% - Slgnfizp ) %) - (Slgnfizp ) %) /’2}



Caﬁ _ lago — l@ao + (lagl — lﬁal) ,0¢a

r

1 ) C
= (m — sign (p) F) [maﬁo + maﬁlp] ®q

Sign (p) o E _ . g : maﬂo l
(20 (1,1, S) - (im0 &) im0 22) 2.,
1

- lo (D) +0(p) + (sign (p) m%) ;} (Pao + barp)

onde

Mag, = lag, — lgao

maﬂ1 - laﬂ1 - lﬂal
E comparando-se estes termos com a série de Laurent (C.2) conclui-se que:

F4, = F4 =0
F5, = F% =0

F€2 - 0 y
mas
Mag, P
FC o afoPag
©, = sign(p) —
Como F_,, =F2 +F5 +FY  resulta que:
@ la - lai a
F_, = Sign(p)mﬂT(%) — Slgn(p) ( Bo v 0) ¢ o
 (JaoAs = Js,Ad) b,
= e
_ (nadp —13Aa) Guy _ (MaAg —npAa) by
A J
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Portanto:

mF_; = R r— [na (p) t5 (p) — 15 (p) ta ()] Ba (1) (C.8a)

mF_,=0] . (C.8b)

C.4 Expansoes assintéticas para / T

Aqui também apenas a solu¢ao fundamental para tragbes possui singularidades fortes.
De acordo com as expressoes apresentadas no Apéndice A, verifica-se que as componentes
IT.s, TTs, € TTs3 sdo, no méximo, fracamente singulares. Assim, as tnicas componentes
que merecem tratamento especial sdo correspondentes aos momentos generalizados (o
sobre-indice f serd omitido):

1
Top = 1 |BA+ 2K+ 1= 0)(r e +7,800) +

+ (4A+1+v)r ng —2(8A+22K; +1— V)T‘MT‘?BTm] (C.9)

Seguindo o mesmo procedimento da segao anterior, a forma geral de 7,3 ¢ escrita:

—1

Kop = I [Aag + Bag + Cagl (C.10)
onde:

1
Aap = = [AA+ 22K+ 1= 0)(r a0 +7,805)] 07

1
Bag = —[(4A+1+0)r 0] 0,

-1
Cop = — [28A+2:K0 +1-v)r.r,r,] 6]

Antes de proceder o desenvolvimento destes termos, as combinagdes A (z) e B (z) sao

expandidas em séries:



de onde fica claro que estas combinagoes se comportam de forma regular e fracamente
singular, respectivamente, em torno de z = 0. Manipulando-se as expressoes (C.11)

resultam os seguintes comportamentos assintéticos:

4A(z) = -240(7? (C.12a)
1A (2) +22K1 (2) = O (2% (C.12b)
8A (2) +22K,(2) = —2+0 (&%) (C.12c¢)

Substituindo-se as relagdes (C.12) em A,p, Bag € Cup, € levando-se em conta o com-
portamento assintético de r,, /r dado por (C.7), resultam os termos com contribui¢oes

fortemente singulares de (C.10):

—1

Z,B - 7 [(1 - V) T,ﬁna] ¢aJ
1
By = - (1 =v)r na] ¢,
ap = 0

E portanto, a parcela singular de (C.10) é reescrita:

(1-v)

K®, = —
of 4y

[r7ﬁna — rﬂn/@»] D,

Manipulando-se os termos de K5 de forma andloga ao tensor de elasticidade bidi-

mensional resulta

(1;/) [na (P) s (p) — 18 () ta (P)] P (1) (C.13a)

F_,=0| , (C.13b)

fF_| =

que possuem a mesma forma operacional das expansoes para elasticidade bidimensional.
Segundo Guiggiani (1998), esta é uma caracteristica comum nas solucoes fundamentais da
)

elasticidade. Nao se tem conhecimento da publicagdo da expansao (C.13) na literatura.
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