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Resumo

Este texto apresenta alguns dos elementos bésicos envolvidos em um estudo
introdutorio das equacgoes diferencias estocasticas. Tais equagdes modelam
problemas a tempo continuo em que as grandezas de interesse estao sujeitas
a certos tipos de perturbagoes aleatérias. Em nosso estudo, a aleatoriedade
nessas equagoes sera representada por um termo que envolve o processo es-
tocastico conhecido como Movimento Browniano. Para um tratamento ma-
tematicamente rigoroso dessas equacoes, faremos uso da Integral Estocastica
de It6. A construcao dessa integral é um dos principais objetivos do texto.
Depois de desenvolver os conceitos necessarios, apresentaremos alguns exem-
plos e provaremos existéncia e unicidade de solugao para equagoes diferenciais
estocasticas satisfazendo certas hipoteses.

Palavras-chave: Movimento Browniano. Martingales. Integral Estocastica.
Formula de [to. Equacoes Diferenciais Estocasticas.

v



Abstract

This text presents some of the basic elements involved in an introductory
study of stochastic differential equations. Such equations describe certain
kinds of random perturbations on continuous time models. In our study, the
randomness in these equations will be represented by a term involving the
stochastic process known as Brownian Motion. For a mathematically rigo-
rous treatment of these equations, we use the It6 Stochastic Integral. The
construction of this integral is one of the main goals of the text. After deve-
loping the necessary concepts, we present some examples and prove existence
and uniqueness of solution of stochastic differential equations satisfying some
hypothesis.

Key-words: Brownian Motion. Martingales. Stochastic Integral. Ito’s
Formula. Stochastic Differential Equations.
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Capitulo 1

Introducao

Consideremos uma equacao diferencial ordinaria da seguinte forma

{i/((g; z i"éz(t),t) t e (0,7) | (1.1)

onde f: R x [0,7] - R é uma fungdo com um certo grau de regularidade
e xp é uma constante fixada. Neste caso, a solu¢ao z(-) procurada é uma
funcdo = : [0,7] — R satisfazendo as igualdades acima. E também comum
escrever a equagao (1.1)) em sua forma diferencial:

dz(t) = f(z(t),t)dt
{ z(0) = zo '

Ocorre que, em diversas situacoes, podemos estar interessados em um
modelo que descreva também a acao de algum efeito aleatério que influen-
cia o sistema, tal como algum tipo de perturbacao ou ruido. Como uma
possivel descricao para algumas situacoes desse tipo, somos levados as cha-
madas equacgoes diferenciais estocdsticas:

dXy = [f(Xp,t)dt + g(X, t)dB;
XO = Xy ’

onde f, g : R x [0,7] — R sao fungdes e (By)sejo,r] € um processo estocéstico
conhecido como movimento browniano. Neste caso, a solugao procurada é
um processo estocastico (X)iep,77-

Neste texto sera dada uma interpretacao matematica para a equacao di-
ferencial , a qual, na verdade, tera o sentido de uma equacgao integral

Xt:x0+/ f(Xs,s)ds+/ 9(Xs, s)dBs. (1.3)
0 0

(1.2)
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Para tanto, de imediato, somos conduzidos aos seguintes problemas:

1. Definir o movimento browniano (By):c(o,r):

t
2. Dar um sentido para a integral estocdstica / 9(Xs, s)dBs que aparece
0
em (|1.3)).

O problema 1 serd abordado no Capitulo2] Definiremos movimento brow-
niano como um processo estocastico com trajetorias continuas cujos incre-
mentos sao independentes e normalmente distribuidos, com média zero e
variancia igual ao correspondente incremento temporal.

Ainda no Capitulo 2, apresentaremos algumas propriedades dos processos
estocdasticos chamados de martingales, os quais incluem o movimento brow-
niano. Para isso, precisaremos tratar, entre outras coisas, dos importantes
conceitos de filtracdo e de esperanc¢a condicional em relacao a uma o-dlgebra,
0s quais, portanto, nao sao supostos pré-requisitos para a leitura deste texto.

O problema 2 é assunto para o Capitulo 3| no qual definiremos a Integral
Estocastica de Ito, para uma classe especial de processos que iremos definir.
O resultado mais importante do capitulo é a chamada Férmula de Ito, que é
a correspondente regra da cadeia do calculo estocastico.

No Capitulo {4, de posse das ferramentas construidas nos capitulos pre-
cedentes, estaremos aptos a apresentar as equacoes diferenciais estocasticas,
em um contexto um pouco mais amplo do que em . Com uso da Férmula
de It0, serao resolvidos alguns exemplos simples. Concluiremos o texto pro-
vando um teorema que, sob certas hipdteses, assegura existéncia e unicidade
de solucao para equagoes diferenciais estocasticas.



Capitulo 2

Movimento Browniano

2.1 Motivacao e Definicao

O movimento browniano, como fenomeno fisico, foi proposto em 1827 pelo
botanico inglés Robert Brown ao observar o movimento irregular de particulas
microscopicas de pélen suspensas na agua. Em 1905, A. Einstein apresentou
uma descricao matematica do movimento como consequéncia de leis da fisica.
Posteriormente, a teoria foi matematicamente formalizada por N. Wiener na
década de 1920. Por isso, na literatura, o movimento browniano é também
chamado de Processo de Wiener.

Para uma ideia intuitiva do movimento browniano, imagine um pas-
seio aleatdrio simétrico no espaco euclidiano dando saltos infinitesimais com
frequéncia infinita. Com isso em mente, como motivacao heuristica para a
definicao a ser dada a seguir, construimos um reticulado bidimensional co-
nectando os vértices {(mAx, nAt)|m € Z,n € N}. Considere uma particula
que no tempo t = 0 se encontra na posicao x = 0 e que, a cada tempo nAt
move-se uma distancia Az para a direita, com probabilidade 1/2, ou para a
esquerda, com probabilidade 1/2 (veja Figura [2.1] adiante). Chamemos de
p(m,n) a probabilidade de que a particula esteja na posi¢ao mAx no instante
nAt. Temos, entao, que

p(m70)={ 0 m#o

1 m=0

1 1



donde segue que
1
Além disso, estaremos assumindo também que (Azx)? = At, ou seja, que o

passeio aleatorio esta sendo espacialmente reescalado pela raiz quadrada da
escala do tempo. Entao

p(m,n+1)—p(m,n) 1 [p(m-+1,n)—2p(m,n)+p(m—1,n)
At T2 ( (Az)? ) - (21)

Agora fazemos At — 0, Ax — 0, mAx — z, nAt — ¢t mantendo a relacao
(Ax)?> = At. Entao, de uma maneira intuitiva, p(m,n) — f(x,t), onde
f(x,t) é interpretada como a densidade de probabilidade da particula estar na
posicao x no tempo t. Formalmente, no limite, a equacao de diferencas
torna-se

1
De fato, o segundo termo em ({2.1) pode ser expresso como

p(m+1,n) —p(m,n)  p(m,n)—p(m—1,n)

1 Az Az
2 Ax
L o) — P~ 1,1)
~ — 0% €T -
~ 2 Az = 5 fa(t).

A expressao em (2.2) é a equacgao de difusdo, também chamada de equagdo
do calor. Podemos verificar que

1
= 2t

f(z,t) \/2_7rte (2.3)
é uma, e de fato a tnica, solugao de com condigao inicial f(z,0) = dy.
Note que ¢ a densidade de uma variavel aleatéria com distribuigao

N(0,1).
Agora, usando o Teorema Central do Limite tornaremos mais rigorosa a
passagem ao limite feita acima. Novamente, suponha que a particula move-
se para esquerda ou direita uma quantidade Az com probabilidade 1/2 para
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Figura 2.1: Passeio aleatorio

cada direcao. Denotemos por X; a posicao da particula no instante ¢t = nAt.
Seja Y, k € N, uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes com

PY,=1) = 1/2
{ ( ) /

P(Y,=-1) = 1/2 P¥? k=1,2,....

Entao E(Y;) = 0 e Var(Y;) = 1. Definamos

Sn = i Yk
k=1

Podemos modelar X; através da expressao
Xt = SnA:B

Como antes, impomos que (Az)? = At. Entao

X, = S, Az = (%) VnAz = (%) nAt = (%) V.



Portanto, pelo Teorema Central do Limite, temos

a S b
lim Pla<X;<b = limP(—g—n§—>
n — 0o ( +<9) n—oo \\/t T /N T\t
t = nAt

b,
= e 2t du.
V27t /a

Onde usamos a substituicao v = x+/t na tultima igualdade. Assim, nova-
mente, obtemos a distribuigao N (0, ).

Passemos agora a definicao do Movimento Browniano. Inicialmente, con-
sideremos o caso unidimensional.

Definicao 2.1.1. Um Movimento Browniano (Bi)i>o em R € um processo
estocdstico B(-,-) : Q x [0, +00) = R, tal que

1. Para quase todo w € Q fizado, B(w,-) : [0,+00) — R € uma funcao
continua e By(w) = B(w,0) = 0;

2. Os incrementos By — By, 0 < s < t, sao varidveis aleatorias normais
de média zero e variancia t — s, ou seja, By — Bs ~ N(0,t — s);

3. Incrementos em intervalos de tempo disjuntos sao independentes. Ou
seja, as varidveis aleatorias By, — B, e By, — By, sao independentes
sempre que 0 < t1 < ty < t3 < ty, 0 mesmo valendo para n intervalos
disjuntos, onde n € arbitrdrio.

Obs. Usamos como notagao B(w) = B(w,t).

O item 3 estabelece que, para s < t, B, — B, ¢é independente do que
aconteceu com o processo no intervalo [0, s]. Ou seja, se sabemos que By = xy,
nenhuma outra informacao sobre os valores de B, para 7 < s tem efeito
sobre o nosso conhecimento da distribuicao de probabilidade de B; — Bi.
Formalmente, isto significa que, se ty < t; < ... <t, <t entao:

]P(Bt S .T|Bt0 = .TO,Btl = T1,... 7Btn = l'n) = ]P)(Bt S IlBtn = an) (24)

Processos com esta caracteristica sao chamados de Processos de Markow.



Notemos também que, pelo item 2, se s < t temos

P(B; < z|Bs=1z9) = P(B;— Bs <1x—x)

1 T—T0 2

- - e 2(;75)d
2r(t —s) J- Y

o0
z o (y—=q)?

e 2(t—s) dy
o0

vt
2r(t —s) J-
Ou seja, dado que By = ¢y entao By ~ N(xg,t — s).

As condigoes que definem (B;):>o sdo suficientes para determinar todas
as probabilidades associadas ao processo. Como sempre podemos associar
cada w € Q com a fungao t — By(w), isto significa que a lei do movimento
browniano determina, de maneira tinica, uma medida no chamado Espaco de

Wiener, (W, F), onde

W ={w:[0,00) — R continua, com w(0) = 0}

e F é a o-algebra gerada pelos cilindros de dimensao finita. Entretanto, nao
é 6bvio que um processo com estas caracteristicas, de fato, existe. Este é o
assunto da proxima secao.

Como consequéncia simples da definicao, notemos uma propriedade im-
portante do movimento browniano.

Proposicao 2.1.2. Se (B;)i>o € um movimento browniano, entdo para quais-
quer tempos s e t temos E[B,By| = min{s,t}.

Demonstra¢ao. Suponhamos 0 < s <t. Entao

E[B;B)] = E[Bs(Bs+ B — B;)]
= E[B]] +E[By(B; — B,)]
= s+ E[B,E[B; — B,]
= s+ 0=s=min{s,t}.

Na terceira igualdade usamos Var[B,] = E[B?] = s, pois B; ~ N(0,s), e a
independéncia entre By e By — B;. O

2.2 Existéncia do Movimento Browniano

Existem véarias maneiras de se construir o movimento browniano. Fare-
mos em detalhes, na Secao [2.2.1, uma construcao explicita que expressa
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0 processo como uma série quase certamente uniformemente convergente de
funcoes continuas com coeficientes aleatorios. Na Secao [2.2.2] mostraremos,
de maneira sucinta, como a existéncia do processo pode ser obtida através
do Teorema de Extensao de Kolmogorov somado a um critério que garante a
continuidade das trajetérias.

2.2.1 Uma construcao explicita

Inicialmente, construiremos um movimento browniano (By)cjo,1] definido ape-
nas para t € [0,1]. O processo indexado por [0, 400) serd, posteriormente,
construido a partir deste. Nosso objetivo ¢ definir (B;);cjo,1] como

oo t
B, :=2Ak/ h(s)ds
k=0 0

onde A; é uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes com distri-
buicao N(0,1) e as hy sao uma base ortonormal do espago L*([0,1],R). O
primeiro passo, é definir as fungoes hy.

Definigao 2.2.1. As fungoes de Haar hy : [0,1] — R, k = 0,1,2,..., sdo
definidas por:

ho(t) =1 0<t<1; (2.5)
1, 0<t<i
e, para 2" < k < 2"l n=1,2,..,
n k—2" k—2"41/2
: /z’ k—27’ll+1/§2t = l?n2n+1

0, demais casos

Lema 2.2.2. As fungoes de Haar {hy}32, formam um base ortonormal do
espago de Hilbert L*([0,1],R).

Demonstragao. Fixado k, seja n tal que 2" < k < 2", Temos que

/Olhz(t)dt :/C

k—2"+1/2 k—2"+1
n n

2 nd 2 nd n 1 1
_on 2%dt + A_Qnﬂp 2%dt =2 (2n+1 + 2n+1) =1
2”

omn

8
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Figura 2.2: Grafico da k-ésima funcido de Haar, 2" < k < 27*!

Seja agora j > k. Se j < 2"*! os suportes de hy e h; sdo disjuntos, portanto
hih; = 0. Se, por outro lado, 2"t < j entao a funcao hy é constante no
suporte de h; de modo que

/ () (t)dt = 4272 / bt = 0.

Para Completar a demonstracao, dada uma funcao f € L? tal que o produto
interno fo (t)hi(t) = 0, para todo k, devemos mostrar que f = 0 no sentido
de L?. De fato, isto significa que o complemento ortogonal das funcoes de
Haar é o espaco nulo e, consequentemente, este conjunto forma um sistema
ortonormal completo no espago de Hilbert L?([0,1],R). Para mais detalhes
referentes a conjuntos ortonormais completos em espacos de Hilbert veja, por
exemplo, o Capitulo 10 de Bachman [I]. Vejamos:

k—0:>/f (2.8)

k::1:>/é f(t)dt—[ f(t)dt:():>/02f(t)dtzﬁlf(t)dt. (2.9)

Logo, por (| - . temos que

0:/0 f(t)dt:/02 f(t)dm[f(t)dt:z/jf(t)dt

9



Portanto, fol f(t)dt = foé f(t)dt = fll f(t)dt = 0. Indutivamente, mostra-se
2

que
k+1
on+1

f(t)dt =0

_k__
on+1

para todo 0 < k < 2"*! e para todo n. Logo, f: f(t)dt = 0 para todos os
racionais 0 < r < s < 1 diddicos, isto é, da forma k/2". Como os intervalos
da forma [r, s], com r e s diddicos, geram a o-algebra de Borel do intervalo
0, 1], concluimos que

/ f(t)dt =0 (2.10)

para todo boreliano B de [0, 1]. Considere os conjuntos da forma
A, ={te|0,1]: f(t) > 1/n}.
Note que |-, A, = A= {t € [0,1] : f(t) > 0}. Denotemos por Leb(A) a

medida de Lebesgue do conjunto A. Para cada n, temos, por (2.10)), que

0= [ fdt> %Leb(An) > 0.

An

Logo, Leb(A,) = 0 para todo n e, consequentemente, Leb(A) = 0. Analo-
gamente, se mostra que Leb({t € [0,1] : f(t) < 0}) = 0. Portanto, f é nula
q.t.p., conforme desejavamos. O

As fungoes de Schauder sao as integrais das fungoes de Haar.

Definicao 2.2.3. Para k =0,1,..., a k-ésima funcao de Schauder € definida
por:

t
selt) = [ o)y, .11
0
onde as hy sao as fungoes de Haar dadas em (2.5)), (2.6) e (2.7).

Na Figura [2.3] ¢ mostrado o grafico da k-ésima fungao de Schauder. Po-
demos ver que

—_o9—5-1 n < n—l—l' )
52?5"9’““)' 2727 se 2" <k <2 (2.12)

10



9-31
>
k—2n k—2"4+1
2n 2n

Figura 2.3: Grafico da k-ésima funcao de Schauder, 2" < k < 21

Seja {Ax}72, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com dis-
tribuicdo N (0, 1) definidas em algum espago de probabilidade. Definiremos
o processo (B)iejo,1) por

o0
k=0
Primeiramente, para que isto faga sentido, precisamos analisar a convergéncia

desta série.

Lema 2.2.4. Sejam {a};2, uma sequéncia de nimeros reais e {sx}3>, as

fungdes de Haar definidas em (2.11)). Defina

;= 2.14
yj =, mnax (2.14)
e suponha que
S g2 i < o0 (2.15)
5=0

Entao a série

w(t) = arsi(t), (2.16)

definida em [0,1], converge uniformemente para uma fung¢ao continua de t.

Demonstracao. E suficiente mostrar que

m-+n

= 0. (2.17)




Notando que para 2/ < k < 27*! as funcoes s;, tém suportes disjuntos e

usando (2.12)) e (2.14)) obtemos

20+l ‘
<27 :
kz' ap max s(t)| < y;27 (2.18)
—9J

Entao, agrupando os termos em ([2.17) de acordo com ({2.18) e usando a
desigualdade triangular, temos que, para m > 2V, a soma de Cauchy em

o0
. i
(2.17) é menor que E y;27271, a qual converge para zero, quando N — 0o,
=N
de acordo com (2.15)). Entao, a série em (2.16) converge uniformemente e,
como cada parcela é continua, concluimos que z(+) é uma fungao continua de
t. O

Lema 2.2.5. Seja {A}72, uma sequéncia de varidveis aleatorias indepen-
dentes com distribuicao N(0,1). Defina

Yy = ax | Al (2.19)
Entao .
P (Z V27 il < oo) =1
=0
Demonstracao.

P(|Ax| > z) =

2 o0 w2 22
< 6_4/ e Tdu< Ke ¢
T

onde K ¢é uma constante. Em particular, para x = 44/log k, temos que
4o 1
P <|Ak| > 44/log k) < Ke sk — K.
Como )| 1%4 converge, temos, pelo Lema de Borel-Cantelli (veja, por exemplo,
James [7], pagina 200), que

P <|Ak] > 44/log k para infinitos valores de k;) = 0.

12



Ou seja, com probabilidade um, apenas um numero finito dos A excede

4+/log k e, consequentemente, apenas um numero finito dos Y; = . ga; B | Ak
Sk

excede y; = 4 log(2j+1v) = 4+/j + 14/log2. Mas, aplicando o teste da
razao, vemos que » ij_%_l < 0. Isto estabelece, com probabilidade um, a
convergéncia da série » YjZ_%_l. O

Juntos, os Lemas e garantem que a expressao (2.13) define

um processo (Bt)te[o,l] com trajetérias continuas, quase certamente. Além
disso, é imediato que By = 0. Para provar que (By)cjo1] ¢ um movimento
browniano usaremos ainda o seguinte resultado:

Lema 2.2.6. Sejam s, k = 0,1,..., as funcoes de Schauder definidas em
(2.11)). Entao:

Z sk(s)sg(t) = min{s,t}.

=0

Demonstracao. Para 0 <t <1 definimos

1 0<x<t
¢t(x>:{0 t<ax<l1

Suponhamos s < t. Entao, temos que

/01 Os(T)pe(x)dx = s.

Mas esta expressao ¢ o produto interno entre ¢, e ¢; no espago L?[0,1].
Portanto, pelo Lema [2.2.2, podemos escrever

1 00
5= / @(w)@(w)dx:;akbk,

onde os coeficientes ay e by sao as coordenadas das funcoes ¢5 e ¢, na base
formada pelas funcoes de Haar, ou seja

o = /01 62 (2) P () = /O hi(2)dz = su(5):

by, :/o o1(x)hy(x)dx :/0 hi(x)dx = s(t).

13



Teorema 2.2.7. A expressao B; := Z Agsi(t) define um movimento brow-

‘ k=0
niano (By)ieoq)-

Demonstragdo. Ja vimos, através dos Lemas e que as trajetorias
de (Bt)te[o,l] sao continuas quase certamente e iniciadas em zero. Precisamos
mostrar, ainda, que, para 0 = ¢, < t; < ... < t, < 1 os incrementos
{B:; — By;_, }}—, sao independentes, normalmente distribuidos com média
zero e variancia t; —t;_,. Para isso, consideraremos os vetores somas parciais

(B = Biy

to? " "

., B — B/ )

tn—1

= (Z Aksk(tl Z AkSk to Z AkSk Z Aksk(tn—l)>
k=0 k=0

e mostraremos que as fungao caracteristicas destes vetores, a saber

m(AL, . A) =E [eiZ? VN (0o Arsi(ty) =g Arsi(t - 1))} ’ (2.20)

convergem pontualmente para
(M, A :H —2(t5=t5-1) (2.21)

que é a fungao caracteristica de um vetor aleatorio onde as componentes sao
independentes com distribuigao N(0,t; —t;_1). Por simplicidade, considere-
mos o caso n = 2, o caso geral segue de maneira similar. Fazendo n = 2 em

(2.20)), lembrando que si(tg) = sx(0) = 0, obtemos
-
(O ) = E [P S el 22 (S Ao Ao

-E [ezzgo iAk[(Alw)s,g(tlmm(tgn]

m
por - 1AM —=X2)sk (1) +A2sg (t2)]
independéncia H E [e ]
k=0
m
€omo B =1 =22)sp (t1)+ A28k (t2)]?
Ay~ N(0,1) — [
k=0

_ (37% Siol(a—=A2)sk (t1)+A2sk (t2)]?
6_%[()\1 2)2 3 s2(t1)+2(A1—A2) A2 Do sk (t1) sk (t2)+A3 >ope Osk(tQ)],
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Fazendo m — oo e usando o Lema [2.2.6] obtemos:

1 2 3
| TN
nllgl)o ©m(A1; A2) €

= e 2MhemaNlh), (2.22)

Note que (2.22) é igual ao segundo termo de (2.21) com n = 2, conforme
desejavamos. O]

Tendo mostrado a existéncia do movimento browniano com tempo va-
riando no intervalo [0, 1], o préximo passo é estender o resultado para o
intervalo [0, c0). Basicamente, a ideia consiste em “emendar” uma sequéncia
de movimentos brownianos independentes definidos em [0, 1]. Mais formal-
mente, pelo resultado ja provado, podemos construir uma sequéncia de mo-
vimentos brownianos independentes {(Bﬁn))te[ogl]}fzo. De fato, basta tomar
uma sequéncia de varidveis aleatérias N (0, 1) independentes, reindexa-la de
modo a obter uma familia enumeravel de sequéncias e, a partir de cada
sequéencia definir um movimento browniano usando o procedimento descrito
anteriormente. Em seguida, definimos o processo (B):c(o,.0) da seguinte ma-
neira:

B, = BY se0<t<1
= B§O)—|—Bt(i)1 sel <t<2
B + BY 4+ B®), se2<t<3

= B§O)+.--+B§n_l)+Bt@n sen<t<n-+1.

Verifiquemos que (By);>0 €, de fato, um movimento browniano. E imediato
que By = 0. A continuidade quase certa das trajetorias também é clara, pois
a intersecao enumeravel de conjuntos com probabilidade um é também um
conjunto com probabilidade um e, além disso, a continuidade nos naturais,
onde poderia ocorrer problemas, é evidente a partir da construcao, visto que
B(g ) — 0. Fixemos tempos 0 < t; < ty < t3 < t4. Precisamos mostrar que
B;, — By, e By, — By, sdo independentes e tém distribuicao N(0,ts — t1) e
N(0,ty — t3), respectivamente. Se tivermos m < to < m+1len < t3 <
n + 1 com m < n, entao nota-se, claramente, que o incremento B;, — By,
depende apenas de movimentos brownianos (Bt(k))te[()’l] para k < m e, por
outro lado, o incremento B;, — B, s6 depende de movimentos brownianos
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(Bt(k))te[[),l] para k > m, os quais, por construcao, sao independentes de
(Bt(k))te[()’l] para k < m. Logo, vale a independéncia entre os incrementos
neste caso. Se, entretanto, m = n basta usar, também, a independéncia
entre incrementos em intervalos de tempos disjuntos do processo (Bt(m))te[oyl]
e chegamos a mesma conclusao. Claramente, o mesmo argumento funciona
para um numero qualquer de incrementos.

Agora mostremos que, se s < t, entao o incremento B; — By tem dis-
tribuicdo N(0,¢ — s). Suponhamos m < s < m+len <t <n+1. Se
m = n, o resultado é claro, pois B, — B; = Bé@n — Bt(’_”,?n que tem distribuigao
N0, (t —m)— (s —m)) = N(0,t — s). Se, por outro lado, m < n, entao

B,=B" +. .. +B" Y+ B™ . +B"Y 4B,
B,=BY +...+B" Y4+ B"

logo

By~ B, = (B" = B") + B"" ...+ BV + B
é soma de variaveis aleatérias normais independentes de médias zero. Além
disso, usando a independéncia, temos que
V(B,—B,) = V(B —B™)+v(B"™) 4. +Vv(B ) +v(BM)

7

vV
n—m—1 termos

= 1—(s—m)+1+...+1L+(t—n)=t—s.
N——

n—m—1 termos

Logo, (B; — Bs) ~ N(0,t — s) e, consequentemente (B;):>¢ ¢ um movimento
browniano.

2.2.2 Construgao alternativa

Usando resultados gerais da teoria dos processos estocasticos, podemos ob-
ter a existéncia do movimento browniano sem recorrer a uma construcao
explicita. Nao entraremos em muitos detalhes, mas a ideia é notar que, a
menos da condicao da continuidade das trajetérias, o movimento browniano
¢é definido a partir de suas distribuicoes finito-dimensionais, ou seja, da distri-
buigao de probabilidade dos vetores (By,, ..., By, ), onde t1, ..., t, é qualquer
sequéncia finita de tempos fixada. Ocorre que, sob certas condi¢oes natu-
rais de consisténcia, o cldssico Teorema de Extensio de Kolmogorod| garante

Weja, por exemplo, Billingsley [3], paginas 510-517.
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a existéncia de um processo estocastico com uma familia de distribuigoes
finito-dimensionais dada. Assim, a existéncia do movimento browniano fica
parcialmente estabelecida, faltando-se apenas garantir a continuidade das
trajetorias.

H4 algumas sutilezas nesta questao. E natural que o Teorema de Extensao
de Kolmogorov nada afirme sobre a continuidade das trajetérias do processo,
uma vez que a continuidade de uma fung¢ao nao é uma caracteristica que possa
ser determinada pela especificacao de apenas uma quantidade enumeravel de
coordenadas. Ou, dito de outra forma, as distribuigoes finito-dimensionais
sozinhas nao sao capazes de determinar se um processo possui ou nao tra-
jetérias continuas. Por exemplo, se (X;);>o tem trajetdrias continuas quase
certamente, defina:

| Xy set#T
Yt_{ 0 set=T"

onde 7" é uma variavel aleatéria com distribui¢ao continua em [0, c0). Entao,
as trajetérias tipicas de (Y;);>0 nao serao continuas, embora (X;)i>o € (Y)i>0
tenham as mesmas distribuicoes finito-dimensionais, com é facil ver.

O que faremos é garantir a continuidade a menos de uma modificacao,
através de um resultado conhecido como Critério de Kolmogorov, o qual
apenas enunciaremosg?]

Definigao 2.2.8. Um processo estocdstico (Yy)i>o € dito uma modificag¢ao de
(X¢)i>0 se, para todo t > 0, tivermos P(X; =Y;) = 1.

Naturalmente, se um processo é modificacao de outro entao ambos tém
o mesmo sistema de distribuicoes finito-dimensionais.

Teorema 2.2.9 (Critério de Kolmogorov). Seja (X;)i>o um processo es-
tocastico. Suponhamos que existam constantes positivas o, e C' tais que

E[|X, — X,[*] < C(t — s)'7

para quaisquer tempos s < t. Entao existe um modifica¢ao (Xt)tzo de (X¢)e>0
com trajetorias continuas quase certamente.

Para verificar o critério no caso do movimento browniano, lembrando que
B, — Bs é N(0,t — s), usaremos as derivadas no zero da fungao geradora de
momentos

M\ =E (ex\(Bt—Bs)) _ N

2Para demonstracio veja, por exemplo, Karatzas & Shreve [8], paginas 53-55.
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Fazendo as contas, encontramos

d
dxt
Portanto, o critério é satisfeito com a =4, =1,e C' = 3.

Assim, fica estabelecida, de uma maneira alternativa, a existéncia do
movimento browniano com trajetorias continuas quase certamente.

E[|B; — By|'] = M (A\)|ro = 3(t — 5)*.

2.3 Movimento Browniano n-dimensional

A partir do movimento browniano na reta, é facil estender a definicao para
o caso n-dimensional.

Definigao 2.3.1. Dizemos que um processo (Bi)i>o = <B§1), o ,Bﬁ’”)

>0
tomando valores em R™ € um movimento browniano n-dimensional se

1. Para cada k =1,...,n, a componente (Bfk))tzo € um movimento brow-
niano unidimensional.
2. Os processos (Bt(k))tzo, k=1,...,n, sao independentes.

O item 2 significa que, para quaisquer sequéncias finitas de tempos

tir, tiz, oo, tig
to1, Tog, ..., top,
tn,la t’n,Q LI tn,kn:

0s n vetores

1 1 1
xi= (BB B

2 2 2
X, = (Bt(m), B?, . .. Btg}@)

™ B" ... BM )

tn,1? n,kn

X, = (B

sao independentes.

E possivel, também, uma caracterizagao em termos da distribuicao normal
multivariada.
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Definigao 2.3.2. Dizemos que um vetor aleatorio X = (Xi,...,X,) tem
distribuicao normal n-variada com média m € R™ e matriz de covariancias
C, abreviadamente X ~ N(m,C), se sua fun¢do de densidade de probabili-
dade conjunta é dada por

flzy,...,x,) =

1 (C~YHx —m), (x —m))
2nae e {‘ 2 } ’

onde x representa o vetor coluna de entradas xi,...,x, e {.,.) denota o
produto interno usual do R™.

A proposicao a seguir permite uma definicao equivalente de movimento
browniano n-dimensional, igual ao caso unidimensional, apenas trocando, no

item 2 da Defini¢ao [2.1.1) N(0,t — s) por N (0, (t — s)I,,).

Proposicao 2.3.3. Se (By)i>0 € um movimento browniano n-dimensional
entao By ~ N(0,tI,), para cada tempo t > 0. Portanto

2
=]

1 _lel?
P(Bt€A>:W/A€ 2t dx

para cada boreliano A C R™.

Demonstracio. Para cada t, as coordenadas BF do processo sdo varidveis
aleatérias independentes com distribui¢ao N(0,¢). Denotemos por f a fungao
densidade conjunta do vetor aleatorio B; e por fi,..., f, as densidades das
coordenadas. Entao, por independéncia, temos

flxy,...,xy) = fi(zy) ... fulzy)

1 _zj 1 _a2
et —_—F t . e
(27t)1/? (27t)1/?
1 _l=?
o

2.4 Nao-diferenciabilidade das trajetoérias

Por definicao, as trajetorias do movimento browniano sao continuas, quase
certamente. Nesta se¢ao mostraremos que, com probabilidade um, as tra-
jetorias nao sao diferencidaveis em nenhum ponto. Este resultado pode ser
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intuido através da propriedade markoviana . De fato, se By = g, 0
comportamento futuro de (B;)¢~s depende apenas deste fato e nao leva em
conta de que maneira o processo (By).e(o,s s€ aproximou do ponto zy quando
t cresceu a s. Assim, nao temos por que esperar que o processo saia de xg de
modo que haja uma reta tangente neste ponto.

Teorema 2.4.1. Com probabilidade um, as trajetorias do movimento brow-
niano nao sao diferencidveis em nenhum ponto.

A demonstracao é bastante técnica e pode ser omitida em uma primeira
leitura, sem perda de continuidade.

Demonstracao. Basta considerar o caso unidimensional e, sem perda de ge-
neralidade, tempos 0 < ¢ < 1. Suponhamos que (B;)cjo,1) seja diferencidvel
em algum ponto 0 < t; < 1. Entao, em algum intervalo contendo %, devemos
ter

| B: — By| < K|t — o]

para alguma constante K. Logo, para pontos t; e ty suficientemente proximos
de ty, temos, pela desigualdade triangular, que

|Bt2 - Bt1‘ < ’Btz - Bto’ + ’Bto - Btl’

< K (|ta —to| + [t1 — to]) - (2.23)
Parai=0,1e2en=1,2,3,... definamos
t 4+ 1 t '
(i) = [nto] +1i+ tl(m):mojﬂ.
n n

Entao, para i = 0,1 e 2 temos que lim,,_,o t2(n,7) = lim, . t1(n,7) = to.
Portanto, para n suficientemente grande, de acordo com ([2.23]) temos que,
LntoJ +i+1

para i =0,1¢e 2
= ( )
n

< K<Z+1+3> <
n n n

Portanto, o evento “(Bj)icpo,1] ¢ diferencidvel em algum ¢, € [0,1)” esta con-

tido no evento

5k>

< ).

n

n

— 1o — 1o

Blugi+ivr — Blag)+i
n n

oo n—1 2

a=JU NUN(|pess -2

k=1m=1n=m j=0i=0
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Mostraremos que A é unidao enumeravel de eventos de probabilidade zero,
donde concluiremos que P(A) = 0. Para cada k definamos

n—1 2 5k
AﬁEUﬂ(\Bﬂzfl—Bﬂ‘:i Sz)-
j=0i=0

Entao, A pode ser expresso com A=U, (lim inf,, Afl) Portanto, basta
mostrar que, para cada k, P (lim inf,, Afb) = 0. Mas, em geral, vale qu

p <lim inf A,’z) < lim inf P(A¥)

n—oo

e, portanto

n n—o0

n—1
P(nmianf;) < limianP’[ ﬂ(‘BHm—BW

IA
+E
g5

=

1M1
=

| e |

e

por independéncia

incrementos disjuntos n—00

5k 3
~ N(0,1/n) = liminfn< ez dx)

IA
1B
8 E
=
3
R
3 -
~
3
o
s
—_
QL
8
~__—
w

Pois as variaveis aleatorias (B itit1 — B m), 1 =0,1 e 2, sao independentes
e tém distribuicao N(0,1). Isto conclui a demonstragao. O

2.5 Martingales

Outra importante propriedade do movimento browniano é que ele faz parte de
uma classe de processos estocasticos chamados de Martingales. Neste secao,

3Veja Bartle [2], pdgina 15
4Veja Bartle [2], Exer. 31. pagina 24
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explicaremos o que é um martingale e apresentaremos algumas propriedades
bésicas que serao tuteis nos capitulos seguintes. Para isso, antes de tudo,
precisaremos definir alguns termos e fixar notagoes correspondentes.

Nas definigoes a seguir, o tempo pode ser tanto discreto como continuo.

Definigao 2.5.1. Dada um varidvel aleatoria X definida em (Q, F) deno-
temos por o(X) a o-dlgebra gerada por X. Ou seja, a menor o-dlgebra em
relacdo a qual X € mensurdvel. Da mesma forma, dado um processo es-
tocdstico (Xi)i>0, 0(Xs,0 < s <t) denota a o-dlgebra gerada pelas varidveis
aleatorias X, para 0 < s < 't.

Definigao 2.5.2. Uma familia de sub-c-dlgebras (Fi)i>o € chamada de fil-
tragdo no espaco mensurdvel (S, F) se

0<s<t=F,CH
isto €, (Fy)i>0 € crescente.

Definicao 2.5.3. Um processo estocdstico (Xi)i>o € dito adaptado a uma
filtragao (F;)e>o se, para cada tempo t > 0, a varidvel aleatoria X, é men-
suravel em relagao a o-dlgebra F;.

Todo processo é adaptado a sua filtracao natural F;, = o(X;,0 < s < t),
também chamada de historia do processo até o tempo t.

E intuitivo interpretar uma o-algebra como sendo a quantidade de in-
formagao disponivel sobre as varidveis aleatorias mensuraveis em relacao a
ela. De modo que, quanto maior for a o-dlgebra, mais informacao ha dis-
ponivel. Nesta linha de pensamento, dizer que um processo estocastico(X;)i>o
¢ adaptado a filtracao (F):>o significa que, para cada tempo ¢ > 0, a varidvel
aleatoria X; depende apenas da informacao disponivel na o-algebra F;.

A definicdo mais geral de martingale, a ser dada a seguir, faz uso de
uma importante nocao de esperanca condicional: a esperanca condicional
em relacao a uma o-algebra.

Definigao 2.5.4. Seja X wuma varidvel aleatoria integravel em (Q, F,P) e
seja G uma sub-o-dlgebra de F. A esperanca condicional E[X|G] é uma
varidavel aleatoria G-mensurdvel tal que

/G XdP — /G E[X|G]dP (2.24)

para todo conjunto G € G.
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Interpretamos E[X|G] como uma estimativa da varidvel aleatéria X com
base na informacao dada pela o-algebra G. A expressao ([2.24) significa que
nos conjuntos de G as médias de X e de E[X|G] sdo as mesmas.

Exemplo 2.5.5 (Espaco de probabilidade finito). Seja 2 = {1,...,n}, F
a o-dlgebra das partes de Q e P = > " pid;emquep, >0, > p=1e
d; é a medida que concede massa total ao elemento i (delta de Dirac em 1).
Seja Ay, ..., A, uma particao de €2, isto é, conjuntos disjuntos cuja uniao é
2. Consideremos G a o-algebra gerada pelos conjuntos A;, j =1,...,m. As
fungoes mensuraveis em relagao a G sao constantes nos conjuntos A;’s, pois
G nao possui subconjuntos préprios nao vazios dos A;’s. Logo, dada uma
varidvel aleatéria X em (Q, F,P), definida por X (i) = z;, i = 1,...,n, a
esperanga condicional E[X|G] é uma funcao constante nos conjuntos A;’s tal
que, se ¢ € A; entao:

BIXIGN) = iy 3 vk = iy [, X

caso P(A;) # 0. Se P(A;) = 0, podemos impor qualquer valor a E[X|G](7).
]

Teorema 2.5.6 (Existéncia e unicidade da esperanga condicional). Dada
uma varidvel aleatoria X integrdvel, definida em (0, F,P), e uma sub-o-
algebra G C F existe, e é unica P-quase certamente, a esperanca condicional

E[X|G] apresentada na Definigdo [2.5.4).

A demonstragao do Teorema [2.5.6] a ser dada a seguir, faz uso do Teorema
de Radon-Nikodyn que é assunto classico nos cursos de Teoria da Medida.
Aqui apenas o enunciaremos. Para a demonstracao, veja, por exemplo Bar-
tle [2], p.85.

Definicao 2.5.7. Uma medida A em (2, A) € dita absolutamente continua
em relagdo a uma medida p em (2, A), denota-se por A < pu, se, para A € A,
w(A) =0 implicar A\(A) = 0.

Teorema 2.5.8 (Radon-Nikodyn). Sejam A e u medidas o-finitas definidas
em (2, A). Suponha que N\ < p. Entdo existe uma funcio f : Q — R,
A-mensurdvel, nao negativa, tal que

A(A) = /A fd

para todo A € A.
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Demonstragao do Teorema[2.5.0. Inicialmente, consideremos o caso em que
a varidvel aleatdéria X é nado negativa. Defina uma medida A em (€2, G) por

A(A) = /A XdP.

Temos que A é medida finita pois X é integravel. Notemos também que
A < P|(n,g) e, portanto, pelo Teorema de Radon-Nikodyn, existe uma fungao
f, G-mensuravel, tal que

Mm:[ﬁ”

para todo A € G. Assim, E[X|G| = f satisfaz as propriedades requeridas.
Para uma varidvel aleatéria X qualquer, basta decompor X = X*T — X~
em suas partes positiva e negativa, e tomar E[X|G] = E[XT|G] — E[X~|G].
Quanto a unicidade, suponhamos que exista outra varidavel aleatéria Y, G-
mensuravel satisfazendo a propriedade . Entao

(/mmm—ym:o

para todo G € G. Em particular, para todo n, tomando
Gpn={weQ: EX|G]|-Y >1/n} g

temos que
1

1
0= / E[X|G] — YdP > / ~dP = —P(G,).
n Gn n n
Logo, P(G,) = 0 e, consequentemente, P(E[X|G] =Y > 0) = 0. Da mesma
forma, se mostra que P(E[X|G] —Y < 0) = 0. Logo, E[X|G] = Y com
probabilidade um. O

Teorema 2.5.9 (Algumas propriedades da esperanca condicional). Sejam
X e Y waridveis aleatérias integrdveis em (0, F,P), e G uma sub-o-dlgebra

de F.
1. (invariancia da média) E[E[X|G]] = E[X].
2. (propriedade de projecao) Se X € G-mensurdvel entao E[X|G] = X.
3. (linearidade) Se a e b sao constantes entdo

E[aX + bY|G] = aE[X|G] + bE[Y|G].
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4. (monotocidade) Se X <Y quase certamente, entio E[X|G] < E[Y|F]
quase certamente.

5. (convergéncia dominada) Se lim, ,o X, = X com probabilidade um,
| X,| <Y, eY € integravel, entao lim,_,, E[X,|G] = E[X]|G].

6. (convergéncia mondtona) Se X,, > 0 e X, T X com E[X] < oo, entao
E[X.[G] T E[X|G].

7. (G-mensurdveis agem como constantes) Se X é G-mensurdvel e XY €
integravel, entao E[XY|G] = XE[Y|G].

8. (independéncia) Se X € independente de G, entio E[X|G] = E[X].
9. (filtrag¢ao) Se G1 C Go entao E[E[X|G]]|G2] = E[E[X|G2|]|G1] = E[X|G1].

Demonstracao.

1. Basta fazer G = Q) em ([2.24).

2. Evidentemente, definindo E[X|G] = X temos que E[X|G] é G-mensuravel
e satisfaz ([2.24]). Logo, o resultado segue da unicidade.

3. aE[X|G] + bE[Y|G] é G-mensurével e satisfaz (2.24) pela linearidade da
integral. O resultado segue da unicidade.

/]E[X|g]dIP>:/XdIP>§/YdP:/E[Y|Q]dIP
A A A A
para todo A € G. Agora, tomando A, = {E[X|G] — E[Y|G] > 1/n},

vemos que P(A,) = 0 para todo n e, consequentemente,

P(E[X|G] > E[Y|G]) = 0.

5. Seja Z, = supys, | X — X|. Entdo Z, | 0 com probabilidade um e,
pelas propriedades 8 e 4, |E[X,|G] — E[X|G]| < E[Z,|G]. Portanto,
é suficiente mostrar que E[Z,|G] | 0 com probabilidade um. Como
Zn, > 0 é nao crescente, pela propriedade 4, E[Z,|G] também o é e,
portanto, tem um limite Z. Note que 0 < Z < E[Z,|G] para todo n.
Queremos mostrar que Z = 0 com probabilidade um. Sendo Z nao
negativa, é suficiente mostrar que E[Z] = 0. Mas 0 < Z,, < 2Y, entdo,
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por Convergéncia Dominada usual (veja Bartle [2], pdgina 44), temos
que

:/Zﬂ%&/M&WMP:E%J%O

. Seja Y, = X — X,,. Por linearidade, ¢ suficiente mostrar que Z
E[Y,|G] 4 0. Como Y, | 0, temos, pela propriedade 4, que também
Z, € nao crescente, logo tem um limite Z, 0 < Z < Z, para todo
n. Notemos que Y,, é dominada por X que é integravel portanto, pela
propriedade I e novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada
(usual),

E[Z] < E[Z,] = E[Y,] — 0.

Logo, Z = 0 quase certamente, como queriamos.

. Como XE[Y|G] é G-mensuravel, é suficiente mostrar que
/ XE[Y|G] = / XYdP para todo A € G. (2.25)

Inicialmente, suponhamos que X = Iz com B € G. Neste caso, se
A € G, entao, como A(\B € G,

/@mmwm:/ qum:/ ym:/hyw.
A ANB ANB A

Logo, vale . Isto se estende para X funcao simples G-mensuravel,
X =>""  a;Ip,, por linearidade. Para X G-mensurdvel geral, tomemos
uma sequéncia de fungdes simples G-mensuraveis tais que | X,| < X
e lim, X,, = X. Como |X,Y| < |XY| e |XY] ¢ integravel, pela
propriedade § temos que lim, E[X,Y|G] = E[XY|G]. Mas, por ou-
tro lado, E[X,,Y|G] = X, E[Y|G], pois as X,,’s sdo fungoes simples, e
lim, X, E[Y|G] = XE[Y|G]. Portanto, vale a propriedade 7.

. X ser independente de G significa que a variavel aleatéria X ¢é inde-
pendente da informacao dada por G, ou ainda, que X ¢é independente
das varidveis aleatérias G-mensuraveis. Como E[X] é uma constante,
e portanto G-mensuravel, é suficiente mostrar que, para todo A € G,
vale [, XdP = [, E[X]dP. Vejamos:

/ XdP = / IAXdP =E[I,X] =E[I4]E[X] =P(A)E[X] = / E[X]dP,
A A
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onde usamos a independéncia entre X e a variavel aleatoria G-mensuravel
14 na terceira igualdade.

9. Notemos que E[X|G] é Go-mensuravel, pois G; C Gs. Logo, pela
propriedade 2, E[E[X|G|]|G2] = E[X|G|. Para provar que também
E[E[X|G2|]|G1] = E[X|G1], notemos que E[X|G] é Gi-mensuravel e se
A € G C G, entao

/AE[X|gl]dIP:/AXdIP’z/AE[XWQ]dIP.

]

Para a esperanca condicional também vale a desigualdade de Jensen, con-
forme o préximo teorema.

Teorema 2.5.10 (Desigualdade de Jensen). Se ¢ : R — R ¢ conveza e
E[|X|], E[le(X)]] < oo entdo, com probabilidade um,

p(E[X|F]) < Elp(X)|F].

Demonstracao. Se ¢ é linear o resultado ja foi provado, valendo a igualdade.
Suponhamos, entao que ¢ nao é linear. Neste caso, se definirmos

S={(a,b) :a,b€Q, ax+b < ¢(x) paratodo z € R},
entao, pela convexidade, pode-se provar que

o(x) = sup (ax +b).
(a,b)esS

Se para algum par (a, b) tivermos ¢(x) > ax + b entao, pelos itens 4, 3e2 do
Teorema [2.5.9] existe um conjunto A, ), de probabilidade um, tal que

Elp(X)[F](w) = aE[X|F](w) + b

para todo w € Ayyp). Seja A a intersecao (enumeravel) dos conjuntos A p)
sobre todos os pares (a,b) € S. Entao, P(A) = 1, e para todo w € A temos

Elp(X)[Fl(w) = aE[X|F](w) + b

para todo par (a,b) € S. Tomando o supremo sobre todos (a,b) € S con-
cluimos que, com probabilidade um,

E[p(X)[F] = o(E[X]F]).

27



O préximo teorema fornece uma interessante interpretagao geométrica da
esperanga condicional como uma projegao. Dado um espago (€2, F,P) e uma
sub-o-algebra G C F, o conjunto

L*(Q, F,P) = {Y| Y é F-mensuravel e E[Y?] < oo}

¢ um espago de Hilbert do qual L*(€2, G, P) é subespaco fechado. O produto
interno considerado ¢ (X,Y) = E[XY]. Se E[X?] < oo, entdao o teorema
seguinte mostra que E[X|G] é a projecao de X sobre o subespaco L(£2,G,P)
isto é, o ponto no subespago L*(€2, G, P) mais préximo de X, na norma dada
pelo produto interno.

Teorema 2.5.11. Suponha que E[X?] < oco. FEntdo a esperanca condici-
onal E[X|G] € a varidvel aleatoria Y, G-mensurdvel, que minimiza o erro
quadrdtico médio E[(X — Y)?].

Demonstragdo. Comecemos observando que se Z € L*(G) entao, pela desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz,

E[|ZX]] < VE[ZZE[X?] < co.
Logo, pelo Teorema (item 7),
ZE[X|G] = E[ZX]G]. (2.26)
Tomando a esperanca, obtemos
E(ZE[X|G]) = E(E[ZX|G]) = E[ZX]. (2.27)
Por linearidade, podemos reescrever €omo
E(Z(X —E[X|G])) =0 para Z € L*(G). (2.28)
Seja Y € L*(G). Faga Z =Y — E[X|G] € L?(G). Entao

E(X -Y)*] = E[(X -E[X|g] - Z)’]
= E[(X - E[X]G])’] - 2E[Z(X - E[X|]])] + E[Z"]
= E[(X - E[X|G))?] +E[Z?. (2.29)

Usamos a equacgao ([2.28) na ultima igualdade. A equacao (2.29)) mostra que o
erro quadrético médio E[(X —Y")?] é minimo quando Z = 0, ou seja, quando

Y = E[X|]]. 0
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A nocao de esperanca condicional em relacdo a uma variavel aleatdria
torna-se um caso particular da esperanca condicional em relacao a uma o-
algebra definindo-se E[X |Y] = E[X|o(Y)]. De fato, na esperanga condicional
E[X]|Y], a caracteristica importante da varidvel Y nao é o valor que ela
assume em cada w € (), mas sim a informacao que a ocorréncia de cada
valor de Y pode fornecer a respeito da ocorréncia dos eventos w € 2. Esta
informagao é captada pela o-algebra gerada o(Y).

Definigao 2.5.12. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade e (F;)ier uma
filtracao em o-dlgebras. O tempo T pode ser continuo ou discreto. Um pro-
cesso estocdstico (Xi)ier a valores reais definido em (2, F,P) € dito um mar-
tingale em relagdo a filtragao (Fy)ier (€ @ medida P) se

1. E[|X¢|] < o0 para todo t € T;
2. (Xi)ter € adaptado a filtragao (Fy)ier;
3. E[X|Fs] = X g.c. para todot > s.

Quando a filtracao nao for mencionada, subentende-se que se trata da
filtragdo natural F; = o0(X,,0 < s < t) gerada pelo préprio processo. A
condicao & expressa a ideia de que, tendo toda informagao sobre o processo
até o tempo s, a melhor estimativa para o estado futuro do processo no
tempo t > s é justamente X, o tltimo valor observado. Esta caracteristica
aparece em varios contextos. Para um exemplo intuitivo, considere o processo
estocastico discreto S,, que representa a fortuna de um jogador na n-ésima
rodada de um jogo. Neste caso, a propriedade de martingale significa que o
jogo é justo, no seguinte sentido: a fortuna do jogador numa rodada futura
S, n > m, é, em média, a fortuna presente S,,. Além disso, este fato
independe das informagoes sobre a evolu¢ao passada da fortuna (Sy para
k < n). O préximo exemplo pode servir como modelo para uma situacao
deste tipo.

Exemplo 2.5.13. Seja Xi, X5, ... uma sequéncia de variaveis aleatorias in-
dependentes com E[|X,|] < oo e E[X,] = 0 para todo n. Consideremos
a filtragao F,, = o(Xy,...,X,). Definimos o processo S, como a soma
Sp = > p_; Xg. Entdo S, é um martingale em relacao a o-algebra F,.
Vejamos:

1. Para todo n, E[|S,|] <E[|Xi]] + ...+ E[|X,]|] < oo;
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2. Para todo n, S, é F,-mensuravel, pois é soma das variaveis Xy, k =
1,...,n, que sao F,-mensuraveis por definicao de F;

3. Se n > m entao

E[Sn|Fm] = E[Xp+ Xn1+ ...+ Xonp1 + S| Fon
= E[X, + X1+ ...+ X1 Fo] + E[Sn|Fn
= EX,+Xo1+ ...+ Xpi1] + Sm
= 0+ 5, =5

A segunda igualdade decorre da linearidade da esperanca condicional.
Na terceira igualdade usamos que X, + ... + X,,41 ¢ independente
da o-dlgebra F,, = o(X1,...,Xun), que S, é F,,-mensuravel e o Teo-
rema (itens 2 e 8, respectivamente).

Note que, se as varidveis aleatérias X forem ii.d N(0,1) entao S, ¢ uma
aproximacao discreta do movimento browniano. [

Exemplo 2.5.14 (Movimento Browniano). Denotemos por (F;)i>o a fil-
tragao natural do movimento browniano (By);>o. Verifiquemos que (B;)i>o é
um martingale:

1. Para cada t > 0, E[|B;|] < oo, pois By ~ N(0,1);
2. (Bi)i>0 ¢ adaptado a (F;)>o (filtragao natural);
3. Set > s entao

]E[Bt|fs] = E[(Bt - Bs) + Bs|fs]
= E[(Bt - Bs)’Fs] + E[Bs|fs]
= E[(B;— B,)]+ B, =0+ B, = B,

pois (B; — Bs) é independente da o-algebra F, e By é Fy-mensuravel. [
Definicao 2.5.15. Se na definicdao a condi¢cao 3 for substituida por
3" E[Xy|Fs) > X5 q.c. para todo t > s

entao dizemos que o processo (Xi)ier € um submartingale. Se, por outro
lado, tivermos
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37 E[Xy|Fs] < X q.c. para todot > s
entdo dizemos que o processo (Xy)ier € um supermartingale.

Usando a mesma analogia anteriormente apresentada, um submartingale
pode ser pensado como um processo que descreve a fortuna de um jogador
em um jogo favoravel ao jogador (a esperanca da fortuna futura é maior ou
igual que a fortuna presente) enquanto que, um supermartingale descreveria
um jogo desfavoravel. Convém notar que um martingale é um submartingale
e um supermartingale ao mesmo tempo.

Proposigao 2.5.16. Se o processo (Xi)i>o € um martingale em relag¢io a
filtra¢ao (Fi)i>0 € p : R — R € convexa, com E[|o(Xy)|] < oo para todo
t >0, entao (¢(X¢))i>0 € um submartingale em rela¢ao a (Fi)i>o-

Demonstracao.

1. Por hipétese, E[|p(X})|] < oo para todo t > 0.

2. Toda funcao convexa é continua e portanto borel-mensuravel. Logo,
©(X;) é Fi-mensuravel pra todo t.

3. Pela desigualdade de Jensen, se t > s
Elp(Xe)[Fs] = o(E[X|Fi]) = o(X).

]

Agora apresentaremos algumas importantes desigualdades. Tratemos,
primeiramente, do caso em que o tempo é discreto.

Teorema 2.5.17 (Desigualdade L” de Doob - tempo discreto).

1. Se {X,}2, € um submartingale, entdo para todon =1,2,... e A >0
1
>\ <~ + :
P (lrg]?ank > )\) < )\E (X, (2.30)

onde X, = max{X,,0}.

2. Se {X,}5°, € um martingale e p > 1 entdo

E( max [X,7) < (2= pJE(|Xn|p). (2.31)
p—1

1<k<n
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Corolario 2.5.18. Note que, pela desigualdade (2.30), se {X,}02, € um
martingale entao, para todop >1 e X >0

1
P (max 1X,| > )\) < SEIXP) (2.32)

1<k<n

pois, pela Proposicao {|Xn|P} " € um submartingale, jd que () =

|z|P é convera.

Demonstracao.
1. Suponhamos que {X,,}°°, seja um submartingale. Seja

A= {maxXkZ)\]
1<k<n

Vamos decompor A de acordo com a primeira vez em que X > \. Para isso,
definimos

Al — [Xa Z A]
Ay = [X1 <A Xp > )
A, = [Xi< A Xo< A\ ..., X >\, para2<k<n

Entao os conjuntos A, sdo 2 a 2 disjuntos e A = U Ag. Logo, I, = Z Iy, .

k=1 k=1
Portanto

E(X) ZE(XLh) = Y E(X[l4)
k=1
(pela invariancia da média) = Z E (E[X:[Ak |fk])
k=1

(IAk é fk—mensurével) = Z E (IAkE[X;r|fk])
k=1

(monotocidade) > ZE(IAkE[Xn|~Fk])
k=1

n
(submartingale e monotocidade) > Z E (14, Xk)
k=1

v

i E(I4,\) = A i P(A4;) = AP(A).
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Logo, vale ([2.30)).
2. Note que a sequéencia de desigualdades anteriores demonstra algo mais
forte do que ([2.30). De fato, mostramos que
AP(A) <E(X, 1a),
ou seja,

+
AP (113% Xi > A) < /Q X;F Ty < X33 AP. (2.33)

Agora, suponhamos que {X,,}52, seja um martingale e consideremos o pro-
cesso {|X,|}52,. Pelo Teorema [2.5.16, temos que {|X,|}>°, é um submar-
tingale. Aplicando a desigualdade (2.33)) a este processo, obtemos
A2 < [ X, sy, (2.34)
Q

onde X* = maxj<x<, | Xx|. Seja p > 1. Entao

X* 00
E[(X*)?] = E[ / p)\pld)\] :E{ / pAplf[X*ZA]d)\l
0 0
= / / PN  xsy dAdP = / / PN x5y dPAA
QJ0o 0 Q
= p/ NP > NdA, (2.35)
0

onde a mudanca na ordem de integracao é justificada pelo Teorema de To-
nelliﬂ Usando a desigualdade (2.34]) em ([2.35) e mudando a ordem de inte-

gragao novamente, obtemos

E[(X*)?] < p / pLas / | X | [x+ >\ dPAA = p / 1 X, | / NP2 esy dAdP
0 Q Q 0

2
~ / X, / N2ardp = P / X [(X)P 1P, (2.36)
Q 0 p—1Jg

Aplicando a Desigualdade de Holder, obtemos

E[(X*)? ( / X, |”dIF’> ( /Q (X*)@—Uw);, (2.37)

®Veja, por exemplo, Bartle [2], pagina 118.
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onde ¢ é tal que %%—% = 1. Mas entao, (p—1)g=pe % =1- %. Logo, ([2.37)

se torna
= % (/Q anl”dJP>>; (/&X*)pdlp)l;

ou, em outros termos,

3=

E[(X*)] < —L— (B (|X.[P)7 E[(X*)P)' 7.

p—1
Ou ainda

Mawm<f%fmwmm

conforme desejavamos. O

E interessante notar que o Corolario generaliza a Desigualdade de
Kolmogorov. Sejam Xi,..., X, varidaveis aleatérias independentes tais que
E[X)] = 0 e Var[Xy] < oo, k = 1,...,n. Entdo, vimos no Exemplo [2.5.13
que S, é um martingale e, portanto, aplicando a desigualdade @ com
p = 2 obtemos, para todo A > 0,

P (max |Sk| > )\) < %E[Sﬂ

1<k<n
que é, exatamente, o que diz a desigualdade de Kolmogorovﬂ

Teorema 2.5.19 (Desigualdade L” de Doob - tempo continuo). Seja (Xt)i>o
um processo estocdstico a tempo continuo com trajetorias continuas quase
certamente.

1. Se (Xi)i>0 € um submartingale, entdo para todot >0 e A >0

1
P ( sup X > )\> < XE (X, (2.38)

0<s<t
onde X;" = max{X;,0}.

2. Se (Xt)t>0 € um martingale e p > 1 entao

e (bl < (S25) Bm. (239)

0<s<t 1

6Veja, por exemplo, James [7], pagina 205.
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Corolario 2.5.20. Da parte 1, obtemos que, se (X¢)i>o € um martingale com
trajetorias continuas q.c. entao para todop >1e X >0

P ( sup X, > A) < E[X[) (2.40)

0<s<t
ja que (| X¢|P)i>0 € um submartingale.

Demonstracao.

1. A prova consiste em aproximar o processo (X¢)¢>p POr processos a tempo
discreto e usar o teorema anterior. Em mais detalhes: seja (X;);>0 um sub-
martingale. Fixemos A > 0 e t > 0 e particionemos o intervalo [0, ¢], ou seja,
escolhemos pontos 0 = tg < t; < ... < t, = t. Notemos que o processo
{Yi}r_o definido por Y, = X, para k = 0,1,...,n, é um submartingale
discreto. De fato,

E[Yilo(Yo, ..., Yeo1)] = E[Xi|o( X, o, Xb )]
= ]E[]E[th]a(Xs, 0<s<tp1)llo(Xs,--- 7th71)}
> ]E[th—l |0(Xt07 s vth—1>} = th—l = Yi-1.

Na segunda igualdade usamos que o(Xy,,..., X¢, ;) C 0(X5,0 < s < t, 1)
e o item 9 do Teorema [2.5.9) A desigualdade é justificada pela propriedade
de submartingale do processo original e pela monotocidade da esperanca
condicional. Para a igualdade seguinte, usamos que X, _, ¢ mensuravel em
relagao & o(Xy,, ..., Xy, _,) e o item 2 do Teorema[2.5.9]

Portanto, para todo u > 0, pelo Teorema [2.5.17] vale

1
P ( max Xy > u) < -E[X/]. (2.41)
s€{t0,.,tn } I
Agora, consideremos uma sequéncia crescente {F,}22 , de conjuntos fini-
tos cuja uniao é F' = ([0,¢] N Q) U {¢}. Entao, para todo A > 0 e todo ¢ > 0,
temos que

seF

P(supXSZ)\) < P(U[m%xXSZ/\—e]>
s€lin
n=1

= limP (maxXS > A—s)

n—00 s€EF,

1 +
< )\—_EE (X ]. (2.42)
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Onde, na tultima desigualdade, usamos (2.41)) com p = A —e. Fazendo ¢ — 0

em (2.42) obtemos
1
P (S,upXS > )\> < XE (X . (2.43)
seF
Mas, pela continuidade quase certa das trajetorias, temos que supgcg<; X5 =
sup,cp X5 com probabilidade um. Usando este fato em ([2.43)), obtemos

1
P(sup XSZ)\> SXE[X;“}

0<s<t

De maneira similar se mostra (12.39)). O

Concluimos este capitulo com uma importante aplicagao destas desigual-
dades ao movimento browniano, conhecida como desigualdade exponencial.

Proposigao 2.5.21. Seja (Bi)i>0 um movimento browniano. Considere o
processo (S;)i>0 = (SUPg<y<t Bs)izo que indica o mdrimo da trajetéria do
movimento browniano até o tempo t. Entao, para todo ¢ > 0 e todot > 0,

2

P (S, > ct) <e 7t (2.44)
Demonstracao. Primeiramente notemos que, para todo a > 0, o processo

2

o 7’ . ~ N ~
(Xt(a))tzo = (e*Pt="21);50 ¢ um martingale em relacao a filtracao natural de
(B4)i>0, com trajetdrias continuas quase certamente. Vejamos:

E[eaBt_Ttu:s] _ S_TtE[eaBtL/TS] _ e—TtE[ea(Bt—Bs)eaBS|fs]

2 —s)a2 2
_ e—%teaBsE[ea(Bt—Bs)] _ 6—%%6@956% aB—s

Na terceira igualdade usamos que e®Bs é F.-mensuravel e que e*(Br=5s) ¢

independente de F;. Em seguida, usamos a fungao geradora de momentos
de (B, — B) ~ N(0,t — s). Como ¢*5~ 2" < sup,, X obtemos

a2 O42
]P(St > Ct) =P <eO‘St_Tt > eact—7t>

(CY) actfﬁt
< P sup X;7 >e 2

0<s<t

a2
< et TIRIX (), (2.45)

onde a tultima desigualdade é consequéncia da desigualdade (2.38) aplicada
ao martingale (X\*)z0. Mas E[X\¥] = E[X{*] = 1. Para o « particular
que minimiza o lado direito de (2.45]), a saber a = ¢, obtemos ([2.44]). O
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Capitulo 3

Integral Estocastica de Ito

Neste capitulo daremos um sentido a expressao

B
/ X,dB, (3.1)

onde (By)i>o ¢ um movimento browniano unidimensional (inicialmente) e
(Xt)tea,5 € um processo estocdstico satisfazendo algumas condigoes a serem
dadas a seguir. Expressoes deste tipo aparecem no contexto das equacoes
diferenciais estocasticas, assunto do préximo capitulo.

3.1 Integral de Itd0 para processes elementa-
res

Para definir a integral em relagdo ao movimento browniano (3.1) é natu-
ral comegarmos com processos (Xi)icp,5 mais simples e entdo estender a
definicao para processos mais gerais por procedimentos de aproximagao.

Definigao 3.1.1. Um processo estocdstico ¢ : [a, 5] x Q — R € dito simples
se for constante por partes na variavel t, isto €, se existir uma particao

a=tog<ti <...<t,=p
do intervalo |a, B] tal que
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Notagao. Quando escrevemos ¢(t) estamos nos referindo a variavel aleatoria,
definida em 2, que leva w em ¢(t,w). Evitamos a notacao ¢, a qual vinhamos
usando até aqui, porque adiante trataremos de sequéncias de processos sim-
ples e, nesse caso, o sub-indice tera outro sentido.

Obs. Note na Defini¢cao[3.1.1|que a particao é fixada a priori e em cada subin-
tervalo o processo ¢ igual a uma variavel aleatéria. Um Processo de Poisson,
por exemplo, nao se enquadra nesta definicao, embora suas trajetorias sejam
constantes por partes.

Para um processo simples ¢ definido em [«, ], tendo a forma

n—1

At 11, 10y (1), (3.2)

i=0

onde I, 4,,,)(t) é a funcao indicadora do intervalo [t;, ;11), é natural definir-
mos

Jéj n—1
[ otwis =Y 6(t) (B - Bu). (33

O préximo exemplo indica uma dificuldade que surge quando tentamos es-
tender esta definicao para processos mais gerais procedendo por aproximagao
conforme a integral de Riemann-Stieltjes. Esta dificuldade esta relacionada
com o fato das trajetérias do movimento browniano terem variagao ilimitada

(Segao [2.4).

Exemplo 3.1.2. Dado um movimento browniano (B;);>o ¢ um intervalo

0, 5] consideremos, para cada n = 1,2,. .., os seguintes processos simples:
m m+1
2;32#[2"#;3 D+ Byligg(t) s op < B <~ =
- m m+ 1
Un(t) = 3 Bl o)(t) + Beligm g (t) se o0 < B < —
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Entao, de acordo com , temos
B m—1
E ( qbn(t)dBt> =S E|B, (By - By )| +E[By (Bs - By)]
0 -

=Y E(B, )E(By ~ B, ) +E(By)E(Bs - By)

pela independéncia dos incrementos do movimento browniano, os quais tém
média zero. Por outro lado

E (/05 W(t)dBt) _nfE [Bi;nl <Bi2+71 — B%ﬂ +E [Bs (Bs — By )]

:ni E(B%) ~E(ByuB, )| +E(B3) - E(BsBy)
:g [l;l —2%] +B—2ﬁn=ﬁ,

onde usamos a Proposicao [2.1.2] e notamos que o somatério é telescopico.

Percebe-se neste exemplo que, embora os processos simples ¢,, e ¥, apa-
rentem ambos serem boas aproximacoes para o processo (Bj)icp,g), suas in-
tegrais de acordo com ([3.3) nao sao préximas entre si, nao importando quao
grande n seja escolhido.

E razoével, conforme fizemos no exemplo acima, aproximar um dado pro-
cesso (Xi)ie[a,g considerando-se processos simples Z?@:’H ' Xenl [t;‘,t;?+1)(t) onde
P, ={a =1t} <... <ty =} éuma particao de [a, 3] e £} é um ponto
do intervalo [t7,t},,]. A partir disso, esperariamos definir | f X dB; como o
limite (num certo sentido) das integrais destes processos simples quando a
norma da partiao |P,| = maxo<j<m,_, (tj,; — t7) tende a zero. Entretanto,
o exemplo acima mostra que este limite vai depender dos pontos &J'’s esco-
lhidos. A integral estocastica de Ito corresponderd, como veremos a seguir, a
escolha &7 =17, o extremo esquerdo do intervalo [t?, &7 +1]. Uma outra nocao
de integracgao estocastica, a Integral de %tmfonovich, que nao sera abordada
neste texto, corresponde a escolha &} = % Em diversas situagoes ¢ mais
apropriado o uso da integral de Stratonovich. Entretanto, o fato de haver
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uma conexao explicita entre as duas integrais torna suficiente, para a mai-
oria dos propositos, o tratamento de apenas um dos dois tipos. Para uma
comparagao entre as integrais de [to e de Stratonovich veja, por exemplo,
(Oksendal [I1], paginas 32-34.

Agora discutiremos para qual classe de processos estocdsticos (Xi)ic[a,g)
iremos definir a integral estocéastica de It6 . Como veremos, até mesmo
0s processos simples, da forma , estarao sujeitos a restrigoes. Intui-
tivamente, o que faremos é, grosso modo, exigir, para cada t, que X; de-
penda apenas do comportamento do movimento browniano até o tempo t
(na verdade X; poderd depender também de outras informagoes, mas nao
do comportamento futuro do movimento browniano). Esta ideia intuitiva é
formalizada em termos de o-algebras.

Dado o movimento browniano (B;)i>o definido em um espago de pro-
babilidade abstrato (€2, F,P), consideremos uma filtracao (F);>o do espaco
(Q, F,P) tal que

(i) 0(Bs,0<s <t)C F para todo t > 0;
(ii) o(Biix — By, A > 0) é independente de F; para todo t > 0.

Obs. Podemos tomar, em particular, F; = o(Bs,0 < s < t) a filtragdo natu-
ral do movimento browniano. Entretanto, a construgao que faremos sé exige
que valham as condigdes (i) e (ii), sendo assim mais abrangente. Notemos
também que, valendo as condigoes acima, (By);>o ¢ um martingale em relagao
a (Ft)i>0, mesmo que esta nao seja a filtragdo natural (a demonstragao é a
mesma).

Defini¢ao 3.1.3. Sendo dados um intervalo [o, 5] C [0,00), um espago de

probabilidade (Q, F,P), onde é definido o movimento browniano (Bi)i>o e

uma filtragio (Fi)i>o satisfazendo (i) e (ii), definimos M? = M?(«, ) como
a classe dos processos estocdsticos (X)ic[a 5 que satisfazem:

1. (Xi)tela,s € um processo mensurdvel, isto €, a fungdo (t,w) — Xi(w)

€ B x F-mensurdvel, onde B denota a o-dlgebra de Borel do intervalo

o, B];

2. (Xi)icla,g € adaptado a (F;)e=o0, ou seja, para cada t € |a, 3], a varidvel
aleatoria X; € Fy-mensurdvel;

B
3. E (/ ]Xt|2dt> < 00.
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Definigao 3.1.4. Chamemos de elementares os processos simples em M?.

Note que, no Exemplo|3.1.2, os ¢,,’s sao processos elementares, o que nao
ocorre com 0s ,’s.

Definiremos a integral de It6 para todo processo (X¢)iep,5 € M?. Pri-
meiramente consideremos os processos elementares.

Definigao 3.1.5. Seja ¢ um processo elementar, ¢(t) = Sy At L, 1000) (1),
onde a =ty <ty <...<t, =0 éuma particio do intervalo [, 5]. Defini-
mos a integral de Ité de ¢ no intervalo [a, ] pondo

B n—1
[ oz =3 o)Bi., - B, (3.4

Obs. Salientamos que a integral (3.4]) é uma varidvel aleatéria definida em
(Q, F,P).

Lema 3.1.6 (Propriedades da integral de Itd para processos elementares).
Sejam ¢ e ) processos elementares, a e b numeros reais, entdao:

/ " a6(t) + bo(t)dB: = a / " o(t)aB, + b / CowdBs  (35)

E (/j ¢<t)dBt) —0; (3.6)
( /a i ¢(t)dBt)2 =E ( /a ’ ¢2(t)dt) : (3.7)

1. A verificacao de (3.5)) é simples e serd omitida.

E

Demonstracao.

2. Por linearidade
8 n—1
E( / ¢2<t>dt) = SIS~ 1) (3.8)

Além disso, este numero é finito pela hipdotese 3 da Definicao [3.1.3]
Portanto, para todo 7, E[¢?(t;)] < oo e, pela desigualdade de Cauchy-
Schwarz, também E[|¢(t;)|] < co. Novamente pela linearidade da espe-
ranga, obtemos

E ( /a ’ gb(t)dBt) = nz_lE [6(t:)(Bi.., — By)] -

=0
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Como ¢ € M?, temos que ¢(t;) é Fi,-mensurdvel. Por outro lado,

(Bt,,, — Bt,) é independente de Fy, e, assim, ¢(t;) e (By,,, — By,) sao
independentes. Portanto, parai=20,...,n — 1 temos
E [¢(ti)<Btz‘+1 - Btz)] =K [¢(tl)] E [BtiJrl - Bti:| =0.
—_———
<0 =0

Somando em 1, (3.6 segue.

. Como, para cada i, ¢*(t;) e (By,, — Bti)2 s@o independentes e tém
esperanca finita, também o produto ¢?(t;) (Btl. o Bti)2 tem esperanca
finita. Por Cauchy-Schwarz (aplicado duas vezes) segue entao que, para
quaisquer 7 e 7,

E (‘¢<ti>¢(tj)(8ti+l - Bti)

Sei < j, entao (By,,, — By;) e ¢(t:)é(t;) (B
donde

) < oo.

.1 — Bt,) sdo independentes,

E [¢(ti)¢(tj)<Bti+1 - Btz‘)(Bth - Btj)}
= EE [¢<ti)¢(tj)(Bti+1 - Bti)] E<Btj+1 o Btjz = 0.

7\
Vv VvV
<oo =0

Consequentemente, os termos cruzados se anulam e

)

E

= D E[*(t)(Bu, — B
- Z D [¢2(tlﬂ E [(Bti+1 - Bti)Q]

— iE [0%(t:)] (tix1 — ti)

=0

= ]%(/j ¢2(t)dt>

por (3.8)). Logo, vale (3.7)).
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A igualdade ¢ chamada de Isometria de It6. Esta denominagao é
justificada pela seguinte observacao. Pelo fato de ser mensuravel, o processo
estocastico ¢ também pode ser pensado como uma variavel aleatéria defi-
nida no espago ([a, 5] x Q,B x F, Leb x IP) e, mais ainda, pelo item 3 da
Definigao [3.1.3] temos que ¢ € L*([a, 8] x Q, B x F, Leb x P). Sendo assim,

a igualdade (3.7) afirma que as varidveis aleatdrias

B
% z/ 6(t)dB, € L*(Q, F,P)

¢ € L*(Ja, B] x Q,B x F, Leb x P)

tém as mesmas normas nos respectivos espacos. De fato,

Wi = [ viae= | ( /j ¢<t>d3t)2dm ( /f ¢<t>d3t)2

B B
2 = 2d(Leb x P) = 2(t)dt | dP=E 2(t)dt | |
160 = Si(Lb )= ([ ) ae—e( [ o)

a igualdade central sendo justificada pelo Teorema de Fubini.

3.2 Aproximacao por processos elementares

O lema seguinte mostra que os processos elementares siao densos em M?2,
considerando-se a norma referida acima. Este fato, juntamente com a isome-
tria (3.7)), nos permitira estender a definicao da integral de Ito para toda a
classe M.

Lema 3.2.1. Seja (X)tea,5 um processo estocdstico em M?(«, §). Entao
existe uma sequéncia {¢,}22 | de processos elementares tais que

lim E (/j X, - ¢n(t)|2dt> 0. (3.9)

n—oo

A demonstragao é feita em 3 passos.
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Passo 1. Seja g € M? limitada e tal que g(-,w) € continua para todo w.
Entao existe uma sequéncia de funcgoes elementares {¢, 52, tal que

B
mnE</]g—@yﬁ>—Q
n—o0 a

Demonstragao. Seja M tal que |g(t,w)| < M para quaisquer ¢t e w. Para
cada n tomemos uma particio P, = {a =tj < ... <t} = B} de tal modo
que |P,| — 0 quando n — oo. Em seguida, para cada n definimos ¢,, pondo

mp—1

Gn(t,w) = Y g(th,w)Inan (1)

j=0
Entao ¢, é elementar, pois ¢ € M?. Além disso, temos que

B
lim lg(t,w) — ¢, (t,w)|*dt = 0 para cada w, (3.10)

n—odo
— a

pois g(-,w) é continua para cada w € 2. Notemos também que, para quais-
quer ¢, w e n, temos |g(t,w) — ¢n(t,w)| < 2M e consequentemente

B
/ lg(t,w) — dn(t,w)|*dt < 4M?*(B — ). (3.11)

Portanto, por (3.10)), (3.11]) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
B
hmE</]g—@ﬁﬁ>:0
n—o0 a

Passo 2. Seja h € M? limitada. Entao existe uma sequéncia {g,}5>, de
fungoes limitadas em M? tal que g,(-,w) é continua para todos w en, e

B
hmE(/iM—%fﬁ)za
n—oo o

]
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Demonstracao. Seja M tal que |h(t,w)| < M para quaisquer t e w. Para
cada n, consideremos uma funcao continua ¢, : R — R satisfazendo as
seguintes condigoes:

(i) ¢n(x) =0 paraz < —= e x> 0;

(i) /_Oo on(2)d = 1.

o0

A sequéncia de fungoes ¢, : R — R é chamada uma sucessao de nucleos de
Dirac. A partir disso, para cada n, definimos

gn(t,w) = /0 on(s —t)h(s,w)ds. (3.12)

Entao g,(-,w) é continua para quaisquer w e m, pois o integrando acima é
limitado. Temos também que |g,(t,w)| < M, de fato

/Ogon(s—t)h(s,w)ds < /Ogon(s—t)\h(s,w)\ds

t
< /gpn(s—t)]\/[ds

0
< M/ on(s —t)ds = M.

Pelas propriedades de h € M? e pelo fato de que a integral que define g,(t, )
nao envolve valores de h(s,-) para s > t temos que também g, € M?. Além
disso, para cada w, pode-se provar que

B
lim / I(t, @) — ga(t, w)2dt = 0, (3.13)

n—oo

pois as ¢, sao aproximagoes da distribuicao delta de Dirac. Notemos também
que para quaisquer ¢, w e n temos |h(t,w) — g, (t,w)| < 2M de modo que

B
/ IB(t, ) — gu(t,w)|2dt < AM2(B — ). (3.14)

Por (3.13)), (3.14]) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos
que
B
lim E (/ |h — gn|2dt) = 0.
n—oo a
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Passo 3. Seja (Xi)icja,5) € M?. Entdo existe uma sequéncia {h,}5>, de
funcoes limitadas em M? tal que

8
lim E (/ | X; — hn(t)th) =0.
n— o0 a

Demonstracao. Definamos

-n, se  Xi(w)<-—-n
ho(t,w) =< Xi(w), se —n < Xi(w)<n .
n, se Xi(w) >n

Entao, para cada n, claramente, h,, é limitada e estd em M?. Para cada par
(t,w) € [a, 5] x 2 temos que

lim h,(t,w) = Xi(w)

n—oo

|hn(t,w)| < |Xi(w)|, para todo n.

Portanto, o resultado segue do Teorema da Convergéncia Dominada, no
espago L?([a, 8] x Q). O

E claro que, juntos, os passos 1, 2 e 3 demonstram o Lema m

3.3 Integral de It6 para processos mais gerais

Agora, estamos aptos a definir a Integral de Itd para toda a classe M?2.

Definicao 3.3.1. Seja (Xi)ieja,g wm processo estocdstico em M?(a, 8). Fi-
zemos uma sequéncia {¢, 52, de processos elementares tal que

B
lim E (/ | X, — ¢n(t)|2dt) =0
n—oo a
e definimos
s B
/ XidB; = lim [ ¢,(t)dB,,
a n—oo o
(€2)

como um limite em L?
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O limite acima existe, pois pela Isometria de [t6 para processos elemen-

tares (3.7)) nota-se que

(/j ¢n(t)dBy — /j cbm(det)2 =E </j |bn(t) — ¢m(t)|2dt> 0

quando n,m — oo. Portanto, [ f ¢n(t)dB; é uma sequéncia de Cauchy
no espago completo L?(Q2). Além disso, o limite ndao depende da parti-
cular sequéncia ¢, escolhida. De fato, suponhamos que {1,}5°, é outra

sequéncia também satisfazendo lim,, o, E ( / f | X, — wn(t)\th) = 0. Defini-

mos uma sequéncia {®,}°, pondo &y, = ¢, e o1 = 1,. Entdo, teremos

E

que também lim,,_,. E (ff | X; — (IDn(t)Pdt) = 0 e, como vimos acima, isto

implica que lim,_, | f P, (t)dB; existe em L*(Q). Consequentemente, as

subsequéncias { [ f Gn(t)dBi}2 e {[ f U (t)dB; 152, devem convergir para o
mesmo limite. Em termos préticos, uma sequéncia padrao {¢,}52, costuma
ser tomada discretizando-se o processo (Xi)icja,q €m particoes do intervalo
[, B] que tém norma tendendo a zero com avalia¢ao no extremo esquerdo de
cada intervalo, conforme ja ilustramos anteriormente.

Teorema 3.3.2 (Propriedades da Integral de It6 para processos gerais em
M?). Sejam (Xi)teja5 € (Yi)icla,g processos estocdsticos em M?[a, ], a e b
numeros reais, entao:

B B B

E ( /a ’ XtdBt) = 0; (3.16)

(/f XtdBt>2 =E </f det) ; (3.17)
E </j X,dB, /j YtdBt> =" </j Xthdt) . (3.18)
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Demonstracao. As trés primeiras igualdades sdo consequéncias das corres-
pondentes identidades para processos elementares, provadas no Lema (3.1.6|
Com mais detalhes: quando a convergéncia ¢ em L? podemos comutar o li-
mite com a esperanca. De fato, se Y,, — Y em L?*() entdo pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz temos que

E(Y,) — E(Y) = E[(Y, - Y)1] < (E[(Y, - Y)?)"*1"> > 0.

Fazendo o mesmo com E(Y) — E(Y,,), concluimos que E(Y;,) — E(Y). Com
isto, prova-se (3.16). Podemos também usar a continuidade do produto in-
terno, e consequentemente da norma, e entao a Isometria de It6 (3.17)) segue

naturalmente da andloga para processos elementares. A igualdade ([3.18)
resulta da identidade 2ab = (a + b)? — a® — b? e da isometria (3.17)). O

Notemos que fa’B X.dB; + fg XdB, = [] X;dB, quando 0 < a < 8 < 7.

Além disso, salientamos que a variavel aleatoria f f X dB; é Fg-mensurével.
Claramente estas propriedades valem para integrandos elementares e sao
mantidas quando tomamos limites, portanto valem para processos gerais em
M2,

Como primeiro exemplo calcularemos ff BydB,. Para isto, precisaremos
do seguinte importante resultado.

Lema 3.3.3 (Variagao quadratica do movimento browniano). Seja [a, §] um
intervalo em [0,00), e suponhamos que

P,={a=ty<ty <...<t, =0}

sao parti¢oes de |« B], com |P,| — 0 quando n — co. Entao

mp—1

2
> (Bt;zH - Bt?) > B-a

k=0
em L*(Q2) quando n — oo.

Obs. Frequentemente este resultado é expresso pela férmula (dB;)? = dt.

— By

Demonstragao. Para simplificar a notagao introduzimos A} (B) = B; n

e AF =7, —t7. Seja Q, = S 1 (A}(B))?, entdo

n
k+1

mp—1

Qu=(B-a)= ) ((AKB)) - A},

k=0
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e assim

mp—1mp—1

E[(Qu—(B—a)] =) > E[((AUB))" —A}) ((A}(B)* —A})].

k=0 ;=0

Para k # j, de acordo com a independéncia dos incrementos, o termo no
somatério duplo é

E ((A}(B)" = AR) E ((A}(B))* — A}) =0,
pois E (A?(B))?) = AZ. Portanto

|
—

Mn

E[(Qu-(B-a)] = Y E[(AxB) - Ap)]

k=0

[y

I [(Y2 _ 1)2} (AT)2,

k=

[en]

onde AR(B
Y:Yk — k( )

VA

Consequentemente, sendo C' = E [(Y2 — 1)2], temos que

~ N(0,1).

mp—1

E[(Qn—(B—0a)?] = C> (Ap)?

< C|P,|(B —a) = 0 quando n — co.

Exemplo 3.3.4.

A 1 1
_ 2 2
/a BydB; = 5(35 - B,) - 5(5 —a)
Demonstracdo. Antes de mais nada, para que isto faga sentido, precisamos

nos certificar que o processo (By)ieja,g) estd em M? (o, 3).

1. A prova da mensurabilidade do movimento browniano nao é dificil e usa
basicamente a continuidade das trajetérias, mas nao a faremos aquiﬂ

Weja, por exemplo, Billingsley [3], Theorem 37.2.
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2. Naturalmente, (B;);>0 ¢ adaptado a (F)i>o.

B 52 _ C¥2
3. Por Fubini, E (/ | By | th) / (1B:) dt:/ tdt = 5 <00

LOgO, (Bt)te[a,ﬁ] € Mz(CE’ﬁ).

Construimos processos elementares aproximando (B;)¢c[q,g considerando
particoes P, = {a = t3,...,t;, = B} do intervalo [a, 3] tais que |P,| — 0
quando n — oco. Deste modo

mp—1
/ BtdBt = hm Z Btn (Btk—H — Bt}’;) s (319)

n—o0

onde o limite é no sentido de L*(Q2). Usando a identidade
1 1
a(b—a) = §(b2 —a?) — §(b —a)?

em (3.19)), obtemos

B 1 ‘ mp—1 ) , 1 . mp—1 9
/ BB, = 92 11_{20 Z <Bt2+1 - BtZ) - 57}1_{20 (BtZH o Btg>
@ k=0 k=0
=SB B) - (5 a)
o2 el g
pelo Lema |3.3.3| O

O termo —%(ﬁ — o) mostra que a integral de It6 ndo se comporta como a
integral usual. Adiante veremos a Formula de [t0, que explica o aparecimento
deste termo extra e facilita o calculo de algumas integrais.

3.4 Integral Indefinida

Definicdo 3.4.1. Dado um processo estocdstico (Xi)iep,r) € M*(0,T), o
processo estocdstico (Iy)cor), definido por

t
]t:/ XsdBs,
0

¢ chamado de integral indefinida de (X)icpo17-
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Obs. Assuma [y = fOO XdBs; = 0 por definicao.

Nesta secao, mostraremos duas importantes propriedades dos processos
(It)icjor), a saber: que ([i)icps ¢ um martingale e que tem trajetérias
continuas (a menos de modificacao).

Teorema 3.4.2. Se (X)) € M?(0,T), entio a sua integral indefinida
(It)tcpm) € um martingale em relagao a filtragdo (Fy)io implicita na de-
finicao da classe M.

Demonstracao. Recordando a definicao, precisamos mostrar que:
1. E[|;]] < oo para todo t € [0,T];
2. (It)tepo,r) € adaptado a filtracao (F)cjo,r;
3. E[L}|Fs] = Is q.c. para todot > s.

1. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, pela Isometria de 1to, e porque

(Xt)eepo,r) € M?(0,T), segue que
t
:E</ des) < 00.
0

([ran)

2. Para cada t, fot X,dB, é Fi-mensuravel pois é limite de variaveis aleatorias
JFi-mensuraveis.

3. Podemos considerar integrandos elementares, pois, se valer neste caso
particular, o resultado geral se estende ao tomarmos limites. Seja entao,
¢ um processo elementar em M?[0, T]. Para t > s, temos que

(E[L)* <E[IL] =E

E { /0 t¢(u>dBu\fs] - E { /O Sd»(u)dBu\fs] TE { / t¢(u>dBu|fs]
- /Os¢(u)dBu+JEMt¢(u)dBuyfs], (3.20)

pois fos ¢(u)dB, é Fs-mensuravel. Portanto, resta mostrar que a segunda
parcela em (3.20) se anula. Digamos que, restrito ao intervalo [s,t], ¢ tenha
a forma ¢(u) = S p_q A(te) ity 10y (u) onde {s =tg <ty < ... <t, =1} é

51



uma partigao do intervalo [s, t]. Entao, usando as propriedades da esperanga
condicional, obtemos

E{ /St¢(u)dBu|}"s] - ZE (te) By, — By )| Fs)

Item 9 Teo. = ZE tk Btk+1 Btk)|ftk] |‘F3:|

Item 7 Teo. 259 = ZE [¢(tk>E [(BtkH - Btk)|ftk] |JTS]
=0

Item 8 Teo. = ZE [¢(tk>E [(Btk+1 - Btkﬂ |f5} =

[]

Teorema 3.4.3. Seja (Xy)epr € M?(0,7). Entio a integral indefinida

(It)te[O,T] dada por
t
[t:/ X.dB,
0

admite uma modificacdo com trajetorias continuas. Isto é, existe um processo
(Jt)tejo,r) com trajetorias continuas quase certamente, tal que P[I, = J;| =1,
para todo t € [0,T7].

Demonstracao. Primeiramente, notemos que se w é um processo elementar
em M?(0, T') entdo a sua integral indefinida ( fo 5)dBs)icpo,r) tem trajetorias
continuas quase certamente. De fato, suponhamos que o processo ¢ seja dado
por (s) = Y7, (te) Ity tr,0)(5). Entao, se t,,, <t < t,41 temos que

m—1

t
/ w<8 ¢ Btk+1 Btk) + Bt - Btm'
0

k=0

Assim, se t # t,, a continuidade em t segue diretamente da continuidade
das trajetérias do movimento browniano. Se, entretanto, t = t,, entao
s . . 7 ~ . . '

¢ simples verificar, através da expressao acima, que lim,_,,— fo Y(s)dBs =
lim,_,+ [ ¢(s)dB, = [ 4(s)dB,. Portanto, o resultado vale para inte-
grandos elementares.
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Seja {$,}°22,; uma sequéncia de processos elementares em M?(0,7) tais

que
T
lim E </ | X — ¢n(t)|2dt> = 0.
n—oo 0

Denotemos I’ = fo on(t)dB;. Pelo que observamos acima, 08 processos
(I} )tepo,m tém trajetérias continuas quase certamente. Além disso, pelo te-
orema anterior (I}');cp,r] ¢ um martingale pra cada n e, consequentemente,
(I}' = I")icor) ¢ um martingale para qualquer par n,m. Portanto, pelo
Corolério e pela Isometria de Ito temos que, para qualquer € > 0,

n m 1 n m
]P)(SUP [ — 1 |>5) < ;E(HT_ITF)

0<t<T
1 T
= ZE([ 10 - su(tar) >0

1

quando n,m — co. Em particular, para ¢ = 5 existe um ny, tal que

1 1
P(sup |\ — I"| > )<ﬁ’
0<t<T

para todo m > nj. Podemos escolher os n;’s de tal forma que ny < ngyq.
Assim, obtemos um subsequéncia {ny}2; tal que

p 1 1
P(sup | — 1" > )

0<t<T k2

Como k% converge, pelo Lema de Borel-Cantelli temos que

" 1
P < sup |[;" — I,*"'| > - para infinitos valores de k> = 0.
0<t<T 2

Ou seja, para quase todo w € ) existe um nimero ko(w) tal que

n ng 1
sup |[I["*(w) — L (w)] < ok para todo k > ko(w).
0<t<T

Para qualquer j > k, usando a desigualdade triangular, obtemos

j—k—1

ke
sup | (w)—1," (w)| < Z sup |1, (w) =1 Z 2k+z

0<t<T o 0<t<T P
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para todo k > ko(w). Logo, {I;"*(w)}?2; é uma sequéncia de Cauchy (unifor-
memente em t) e entdo converge t-uniformemente, para quase todo w € .
Consequentemente, o limite, denotado por Jy(w), é t-continuo, parat € [0, 7],
para quase todo w € 2. Mas temos também que I;"* — I;, em L*(Q2), quando
k — oo, para todo t € [0,T] e, consequentementeﬂ, para cada t, existe uma
subsequéncia de {I;"*}?2; que converge quase certamente para ;. Portanto,
devemos ter J; = I; quase certamente, para todo t € [0,7]. Isto completa a
demonstracao. O

3.5 Uma possivel extensao da definicao

A definicao de Integral de Ito6 dada neste texto se restringe a integrandos
pertencentes & classe M (veja Definigao . Entretanto, é possivel definir
(de uma maneira diferente) a Integral de It6 para uma classe mais ampla que
M2. A condicao

B
3. E (/ thPdt) < 00

pode ser enfraquecida e podemos exigir apenas que

B
9. P </ X, Pt < oo) —1

Denotemos por L?(«, §) a classe dos processos estocdsticos (X)ieja,5 que
satisfazem 1 e 2 da Definicao |3.1.3] e &”. Neste caso, pode-se mostrar que
para cada (Xt)iep,g € L*(a, ) existe uma sequéncia {¢,}22, de processos
simples em L?(a, ) tais que

B
lim / | X; — ¢n(t)]?dt =0 quase certamente.

n—o0

Para uma tal sequéncia, ¢ possivel provar que { [ aﬁ On(t)dB}5°, é conver-
gente em probabilidade. A integral [ f X,dB; é, entao, definida como sendo
este limite em probabilidade. Esta construcao é feita no Capitulo 4 de Fri-
edman [6]. Para processos em M? as duas defini¢es coincidem, j que con-
vergéncia em em L? implica convergéncia em Erobabilidade. Assim, quando

acharmos conveniente, trataremos a integral fa X;dB; com sendo o limite em

probabilidade da sequéncia {ff On(t)dBi}o2, onde as ¢,’s S840 08 Processos
elementares que aproximam o processo (X)ie[a,g-

2Veja Bartle [2], pagina 73.
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3.6 Formula de Ito

De forma ansloga como definimos a classe M? definiremos agora a classe M.

Definigao 3.6.1. Denotemos por M*(«, 3) a classe de processos estocdsticos
(Xt)icla,g que satisfazem as condigoes 1 e 2 da Definicdo e

B
vw ([ 1xia) <o

Definicao 3.6.2. Seja (X;)icpo,) um processo estocdstico satisfazendo
X, = X, +/ F(t)dt+/ G(t)dB; (3.21)

para quaisquer tempos 0 < s <r < T, onde FF € M'(0,T) e G € M?(0,T).
Neste caso, dizemos que o processo (X¢)ejo,r) tem diferencial estocdstico

Obs. 1. A notagao diferencial (3.22) é apenas uma forma compacta de
expressar a relacao (3.21). Os simbolos dX;, dt e dB; nao tém significado
sozinhos.

Obs. 2. Se H € M? e (X})er tem diferencial (3.22), entdo a expressao
dY; = HdX, significa dY; = HFdt + HGdB,.

Exemplo 3.6.3. No Exemplo vimos que

B 1, o 1
BydB; = 5(35 - B}) — é(ﬁ —a),

B
portanto B =B’ +2 / BB, + (8 — «).

Ou seja,
d(B}) = 2BydB; + dt.

Note que pela regra da cadeia do célculo usual, o termo dt nao apareceria.

Enunciaremos agora o principal resultado deste capitulo, que é o analogo
estocastico da regra da cadeia convencional.
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Teorema 3.6.4 (Férmula de It6). Seja (Xy)icjo,r) wm processo estocdstico

tal que

onde F € M'(0,T) e G € M*(0,T). Seja h : R x [0,T] — R uma funcao

continua tal que 82 , gx}; e % existem e sao continuas. Defina o processo
estocdstico (Yi)iep,r) por
Y; = h(Xt, t)
Entao
Oh oh 192h )
ou, equivalentemente,
8h (9h 1 82 (9h

(3.24)

Obs. Em alusao a féormula de Taylor, é comum também expressar esta
relacao da seguinte maneira:

Oh Ooh 10%h
—(X X X+ -=—
at( ts )dt+a ( ts )d t+282
onde (dX;)? é formalmente calculado através da tabela de multiplicagao
abaixo, que fundamenta-se no Lema [3.3.3]

dY; = (Xt,t>(dXt>2,

X dt dBt
a [ 0] 0 (3.25)
dB, | 0 | dt

Em termos de integrais, notemos que as férmulas acima significam que
para quaisquer tempos 0 < s < r < 7T vale

h(X,. 1) = h(X..s) +/ (g’tl(xt, 0+ %(Xt,t)F( 0+ %%(Xt,t)GQ(t))dt

" Oh
+/s 5 (X1 D)G(1)dB,.

Demonstracao. A prova serd dividida em varios passos. Comecemos verifi-
cando (3.23)) diretamente em dois casos particulares.
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Passo 1 (Dois casos simples).
(i) d(B?) = 2BdB; + dt;

Obs. Note que as expressoes acima sao casos particulares de (3.23) quando

X; = By, o que implica F =0 e G = 1. No primeiro caso h(x,t) = 2% e no

segundo caso h(z,t) = tx.

Demonstragao. O item (i) ja foi provado (Exemplo [3.6.3). Verifiquemos (ii).

mp—1

/ tdB, = Plim 3"t (By,, — By ). (3.26)
s k=0
onde P, = {s = t§ <t} < ... <t} =r} sao parti¢des do intervalo [r, s],

com |P,| — 0 e o limite considerado é em probabilidade (veja o comentario
no final da Segao [3.5]). Para cada w para o qual ¢ — B;(w) é continua temos
também que

r mp—1
s n n
/S By(w)dt = lim ; By (@) (thy —t7) - (3.27)
Note acima que podemos avaliar a funcao no extremo direito de cada intervalo
(a0 invés do esquerdo como na integral de 1t6) pois se trata de uma integral de
Riemann usual. Podemos escrever (3.27)) como uma igualdade entre variaveis

aleatdrias:
mp—1

/ Bydt = Plim > Ba (o —t7), (3.28)
k=0

S

onde usamos que convergencia quase certa implica convergéncia em probabi-
lidade. Somando as equagoes (3.26)) e (3.28)), usando a linearidade do limite,
obtemos

mp—1

/5 tdB, + / Bt = Plim > [tp (By,, — By ) + By, (i — 1))
mp—1
= lim Y (4. By,, — iBy ) =B, - 5B,

por soma telescopica. Ou seja, rB, = sBs + f; Bydt + f: tdB;, o que, na
notagao diferencial, fica d(tB;) = B,dt + td B, conforme desejavamos. O
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Passo 2 (Regra do Produto de It6). Suponhamos que (Xi)icjo.1] € (Z¢)icpom
sejam processos estocdsticos tais que

dXt - Fldt+ GldBt
{ dZ, = Fydt + GdB, (3:29)
onde F; € M'(0,T) e G; € M?(0,T), i = 1,2. Entdo
d(XtZt) = thXt + XtdZt + GlGth (330)

Obs. Note que, em comparacao com a correspondente férmula do calculo
usual, ha um termo extra G1G>dt. Encontra-se também a notacao

d(XtZt> - thXt + XtdZt + dXtdZt,
onde dX;dZ; é calculado de acordo com a tabela de multiplicagao ((3.25)).

Em termos de integrais, a regra do produto corresponde a seguinte regra de
integragcao por partes

/ ZidX, = X, 70 — X, 7, / X,dZ, — / G (8) G ().

S

Em particular, se f : [0,7] — R for uma fungdo (deterministica) dife-
renciavel, entao vale a regra usual de integracao por partes

/’” f(t)dBy = f(r)B, — f(s)Bs — /T By f'(t)dt.

S

Demonstragao. A equacao (3.30) é equivalente a
d(XtZt) — (XtFQ + ZtFl + Gle) dt + (XtGQ + ZtGl) dBt
Logo, precisamos mostrar que, para qualquer tempo 0 < r < T vale

XTZT - X()ZO == (331)

/ (XuFy(t) + ZFs (t) + Cr(t)Ca(t))dt + / (X,Galt) + Z,G(1)dB. (332)

Inicialmente, suponhamos que F; e G;, i = 1,2, sejam processos constantes
no tempo. Neste caso, de (3.29) obtemos que

{ Xy = Xo+ Fit + G B;

3.33
Zt - Z0+F2t+GQBt ( )
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Usando ([3.33)), notemos que a expressao em (3.32)) é igual a

/ [(Xo+ Fit 4+ G1By) Fs + (Zo + Fot + GoBy) Fy + G1Go| dt
0
+/ [(Xo + Fit + G1By)Ga + (Zo + Fot + G9By)G4 | dB;
0
= Xo(For + GoB,) + Zo(Fir + G B,) + Fy Fyr?

+(F1G2 + Gng) |:/ Btdt —I—/ tdBt:| + 2G1G2/ BtdBt + GlGQ’T‘.
0 0 0

Pelo Passo 1, temos que 2 [ BydB, = B2 —r e [/ Bidt + [ tdB; = rB,.
Logo, a expressao acima se torna

= Xo(FQT—i-GQBr)+Z0(F17’+GlBr)+F1F27’2—|—(F1G2+G1F2>7’BT+G1GQBE

=X, Z, — X0207

onde a ultima igualdade é verificada diretamente a partir de . Se F;, G,
1 = 1,2, forem processos simples, entao aplicamos o resultado que acabamos
de provar em cada subintervalo onde F;, GG; sao constantes e somamos as
integrais resultantes, obtendo também neste caso. O caso geral, como
de costume, segue por aproximacao por processos simples e passagem ao
limite. O]

Passo 3 (Caso particular h(x,t) = 2™). Suponhamos que dX; = Fdt+GdB;,
entao, para m =0,1,2, ...,

1
d(X{") = mXP X, + Sm(m — )X 2GRt (3.34)

que € formula (3.23|) neste caso particular.
Demonstracao. A prova é feita por inducgao. O resultado é claro para m =
0,1, e o caso m = 2 segue da regra do produto. Supondo que vale o resultado
para m — 1, isto é
1
dX"N = (m—-1)X"2dX, + §(m —1)(m —2) X" 3G3dt
1
= ((m — DX ?F + 5 (m—=1)(m — 2)X;”—3G2) dt
+(m — 1) X" *GdB,,
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provaremos a validade para m. Pela regra do produto,
d(X}") = d(X X"
= X d(X™H) + XX, + (m— 1) X 2GR dt
= X, ((m — )X 2dX, + %(m —1)(m — 2)Xtm‘3G2dt>
+ XX, + (m— 1) X 2GRt
= mX" X, + %m(m — 1) X" 2G*dt,

onde, na igualdade final, usamos que m—1+3(m—1)(m—2) = sm(m—1). O

Passo 4. Vale a Formula de Ito no caso em que h é uma funcao da forma
h(z,t) = p(z)q(t), p e q polinémios.

Demonstracao. Pelo Passo 3 e pela linearidade dos operadores diferenciais,
o resultado vale para polinomios na varidvel x, ou seja, se dX; = Fdt+ GdB;
entao

d(p(X,)) = P (X,)dX, + %p”(Xt)Gth.

Além disso, a igualdade ¢(t 0) + fo (s)ds significa que dq = ¢'dt. Pela
regra do produto temos, entao que

d(h(Xy, 1)) = d(p(Xe)q(t))
= p(Xi)dg(t) + q(t)d(p(Xy)) + 0
(

= p(Xy)d (t)dt + q(t) (p’(Xt)dXt + %p"(Xt)Gth)

oh oh 19%h

E(Xt, t)dt + — o (X, t)dX; + 552 — (X, 1)G?dt.

Por linearidade, segue diretamente que:
Passo 5. Vale a Formula de Ito no caso em que h € uma funcao da forma
h(z,t) =3 pe()qi(t), pr e g polinomios. Ou seja, a Férmula de Ité é
valida para fungoes h polinomiais nas varidveis x e t.

Finalmente, concluimos:
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Passo 6 (Caso geral). Vale a Férmula de Ité para h qualquer satisfazendo
as hipoteses do teorema.

Demonstragao. Dada h : R x [0,7] — R como na hipétese do teorema, de
acordo com uma versao mais forte do Teorema da Aproximagao de Weiers-
trasﬂ, existe uma sequéncia {h,}22, de fungoes polinomiais tais que

oh,  Oh 0%h, 0?h oh,  Oh

o T o B a2 C o ot

uniformemente em subconjuntos compactos de R x [0, T]. Pelo Passo 5, para
cada 0 < r < T temos que

"o, Oh,, 10%h,, )
hn(XT,r)_hn(Xo,O)nL/o (E(Xt,m%(xt,m(mi (X 1) (t)dt
" O,
+ /0 S (X0, )G(t)dB:.

Assim, o resultado desejado é obtido por passagem ao limite na expressao
acima, quando n — oo. O

Exemplo 3.6.5. Tomemos X; = B, (o que implica F = 0e G = 1) e

2
h(z,t) = o=t Entao, pela féormula de Ito, temos que
AB— A0t N g2 | N g, ok ABy— Aot
d(e ¢ 2> = | ——e"tTr 4 —e™MtT 2 ) dt + NP2 dBy
A2t
= A2 dB,.
2
Portanto Y, = ABi—5" satisfaz

{dYt = A\ dB, (3.35)

Yo =1

A expressao (3.35)) é um exemplo de equacdo diferencial estocdstica, sobre as
quais falaremos mais no capitulo seguinte. Portanto, no calculo estocastico,

2
ABi— At

a expressao e ' tem propriedade andloga a propriedade da funcao e

no calculo usual.

3Proposicao 19. Capitulo 8 de Lima [10].
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A seguir, enunciamos, sem provar, uma forma mais geral da Férmula de
Ito.
Teorema 3.6.6 (Férmula de It6 - Extensao). Sejam (Xt(i))te[o,ﬂ, i=1,...,n,
processos estocdsticos tais que dXt(Z) = Fydt + G;dB;, onde F; € M'(0,T) e
G, e M?(0,T) parai=1,...,n. Seja h: R" x [0,T] — R continua com de-

. L. 2 .o ,
rivadas parciais b 0 ¢ Ch i — 1 n, continuas. Defina o processo

ot’ Ox; 81‘1'73]' ’
estocdstico (Yi)iep,r) por

Y, =n(x™, XM,
Entao

Oh o 1 e~ 0%h
axi(Xt,t)dXt()—i—§ > (X, £)GiGjdt. (3.36)

oh -
= —
dY; 5 (X, t)dt + ;:1

Outra notacao comumente encontrada:

oh “~ Oh @ 1<~ 0h

i=1 ij=1

X, )axPax
xi-rj( ta) t t

onde dXt(i)dXt(j ) ¢ formalmente calculado de acordo com a tabela de multi-

plicagao dada em ([3.25]).

3.7 Integral de Ito n-dimensional

Seja (By)i>0 = (Bt(l), . ,Bt(m))tzo um movimento browniano m-dimensional
definido num espago de probabilidade (€2, F,P). Consideremos uma filtragao
(Ft)eso do espaco (2, F,P) tal que

(i) 0(Bs,0 < s <t)C F para todo t > 0.
(ii) o(Bitx — By, A > 0) é independente de F; para todo t > 0.

Definigao 3.7.1. Dizemos que um processo estocdstico n X m-dimensional
(Xt)tclas = (Xt(”)| i = 1,...,n; j = 1,...,m)clag pertence a classe
Y ..

2 omla, B) se cada componente (Xt(”))te[aﬁ} pertence a classe M?(a, 3). Da

mesma forma, define-se M (a, 3), como sendo a classe dos processos es-
tocasticos n-dimensionais cujas componentes pertencem a Ml(a, B).
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Definigao 3.7.2. Seja (X;)ie[a,5 um processo estocdstico em M3, («, B).
Entdo, usando notagao matricial, definimos

B B
/ XtdBt - /

como sendo o vetor aleatorio n-dimensional cuja t-ésima componente é

m B '
> / XMap®).
k=17¢

Por aproximacao por processos simples, prova-se as seguintes proprieda-
des analogas ao caso unidimensional.

Teorema 3.7.3. Seja (X;)ie[a,5 € M2
B
E ( / XtdBt) —0ecR" (3.37)

E (‘ /j X,dB, 2) =E (/j ||Xt||2dt) (3.38)

onde | X2 =3 X[V

i=1 j=1

xM o xtm dBY

xme o x dB™

(e, B), entao

Definicao 3.7.4. Se (Xy)icpo,n) = (Xt(l),...,Xt("))te[o,T] € um processo es-
tocdstico n-dimensional tal que

XT:XS+/ F(t)dt+/ G(t)dB,

para quaisquer tempos 0 < s <t < T, onde ' = (FM, ..., F™) ¢ ML(0,T)
eG=(GW|i=1,....n; j=1,...,m) € M2 (0,T), entio dizemos que

nxXm
0 processo (Xy)iepo,r) tem diferencial estocdstico

dX; = Fdt + GdB,.

Isto significa que, parai=1,...,n,

dx" = FOdt+Y " G™MdB" .

k=1
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Enunciamos agora, uma forma ainda mais geral da Férmula de It6.

Teorema 3.7.5 (Férmula de It6 - Extensao 2). Suponhamos que

dXt == th + GdBt,

como acima. Seja h : R" x [0,7] — R continua com derivadas parciais

oh oh 92h s
ot’ Ox; 63)1‘3/‘3" L] = 1

unidimensional (Yy)ieo,1) por

Y, =h(XV, XM ).

Entao
h Z” h @
1 ~— 0%h “
- X, .t Gk GUR) gt
2 = 8:1:1:6]( b ) Z
1,j=1 k=1

E também encontrada a seguinte notacgao:

Oh 2
dy, = E(Xt,t)dtJrzaxi

1=

" 0%h ; ,
—Z (X, )d(X)d(x ),

8@%

i,7=1

onde d(Xt(i))d(Xt(j )) é calculado através da tabela de multiplicagao

x | at|aB”
d 0] 0
dB® | 0 | syat

.,n, continuas. Defina o processo estocdstico

(3.39)

(3.40)

Exemplo 3.7.6. Sejam (Bt(l))te[oj] e (Bt(Q))te[QT] dois movimentos brownia-

nos independentes entao, pela Formula de 1t6, aplicada a h(z1, x9,t)

temos que
d(BYB?) = BYaB® + BPaB!

= X172,

Compare com 0 caso Bt(l) = Bt(2), Exemplo m Note que nao ha o termo

de correcao dt neste caso.
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Capitulo 4

Equacoes Diferenciais
Estocasticas

4.1 Definicoes

Sejam (By);>o um movimento browniano m-dimensional definido num espago
de probabilidade abstrato (2, F,P) e Y uma varidvel aleatéria n-dimensional
definida no mesmo espaco e independente do processo (B;):>. Consideremos
em (Q,F,P) a filtracdo (F;):>o gerada pelo processo (B:)i>o e pela varidvel
aleatdria Y. Ou seja, para cada tempo t > 0, F; = o(Y, Bs,0 < s < t).
Fixado um tempo T', suponhamos dadas funcoes

fiR"x [0,T] - R"

g :R"x[0,T] - R"™™.

Neste capitulo, estaremos interessados em saber se existe um processo es-
tocastico n-dimensional (X;).cjo,r) satisfazendo a seguinte equagdo diferencial
estocdstica:

dXt = f(Xt7t)dt+g(Xt7t)dBt
Xo =Y

Uma interpretagao nao rigorosa, mas bastante instrutiva, da expressao
, digamos no caso n = m = 1 para fixar as ideias, é que, num deter-
minado instante ¢ € [0,7"), para um pequeno acréscimo § > 0 no tempo, o
processo (Xi)iep,r) muda seu valor aproximadamente por uma quantidade
aleatdria que é normalmente distribuida, com média f(X;,t)d e variancia

(4.1)
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g*(X3,1)0, e que é independente do comportamento passado do processo. Isto
porque os incrementos do movimento browniano sao independentes e nor-
malmente distribuidos, com média zero e variancia igual ao correspondente
incremento temporal. Neste sentido, na equacao ([.1)), o termo g(X;,t)dB;
é usado para modelar a agao de alguma perturbacao aleatéria (ruido) que
afeta o sistema deterministico dX; = f(X;,t)dt. A associagao do ruido a
distribuicao normal ¢ fundamentada no Teorema Central do Limite, pois em
muitas situagoes o ruido pode ser interpretado como resultante da soma de
varias pequenas perturbacoes independentes.

No contexto do capitulo anterior, a equacao , da forma como esta
escrita, é apenas uma abreviacao para a equacao integral correspondente.
Enfatizamos isto na definicao a seguir.

Definicao 4.1.1. Dizemos que um processo estocdstico (X;)co,r) tomando
valores em R™ € uma solugdo da equacao diferencial estocdastica (4.1]) se:

1. (Xi)iepm € adaptado a filtragao (Fi)eso;
2. (f(Xtat>)t6[0,T] e ML (0,7);
8. (9(Xe,t))ieior € M2,,,(0,T);

t t
4. X, =Y —i—/ f(Xs, s)ds —|—/ 9(Xs,8)dBs g.c. para todo 0 <t <T.
0 0

A funcao f é chamada de drift e a funcao matricial gg*, onde g* é matriz
transposta de g, é chamada de coeficiente de difusao. A condicao 1 capta a
ideia de que o processo (Xi):co,r] pode ser construido a partir do processo
(Bt)iejo,r € da condigao inicial Y, através das fungoes f e g, de tal maneira
que, para um determinado instante ¢, o valor de X; dependa apenas do valor
de Y e dos valores de B, para s < t, o que é coerente com o ponto de vista
dinamico do processo.

A definicao acima se refere a solucdao forte. Note que é dado um espaco
(Q, F,P) onde estd definido o movimento browniano (B;)¢>o, 0 qual gera uma
filtracao, e a solugao (Xi)cpr ¢ construida a partir disto. Existe também
a nocao de solu¢ao fraca, neste caso sao dadas apenas as fungoes f e g, e a
solucao consiste num espaco de probabilidade com uma filtracao satisfazendo
as condigoes usuais, onde estd definido um movimento browniano (Bi)¢>, €
um processo (X)) adaptado a esta filtracao, satisfazendo itens semelhan-
tes aos da definicao acima. Neste texto nos restringimos a solucoes fortes.
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Mais detalhes sobre solugoes fracas podem ser vistos na Secao 5.3 de Karatzas
& Shreve [§], por exemplo.

Neste texto nao serao discutidos métodos para resolver equacoes dife-
renciais estocasticas, mas na se¢ao seguinte resolveremos alguns exemplos
simples, com uso da Férmula de Ito6. Na Secao provaremos um Teorema
de Existéncia e Unicidade de solucao sob certas hipéteses acerca das fungoes

feg.

4.2 Alguns exemplos

Exemplo 4.2.1. Consideremos a seguinte equagao diferencial ordinaria (de-
terministica) unidimensional:

% = a(t)X; (4.2)
X() = Xy ' '

A equacao serve, por exemplo, como um modelo simples para o cresci-
mento populacional. Neste caso, X; representa o tamanho da populacao, e o
termo a(t) é interpretado como a taxa relativa de crescimento no instante t.
Vejamos o que acontece quando adicionamos algum tipo de ruido aleatorio a
fungao a(-). Suponhamos

a(-) =r(-) + “ruido”

onde 7(+) é uma funcdo conhecida. Um possivel modelo para tal situacao é
dado pela seguinte equacao diferencial estocastica:

{ dXt = T(t)Xtdt+UXtdBt

X — a , (4.3)

onde o é uma constante. Simplificando um pouco a situacao, suponhamos
que a fungao r(-) seja constante, digamos r(t) = p para todo t > 0. Em suma,
procuremos uma solugao para a seguinte equagao diferencial estocastica:

{ dXt = MXtdt+UXtdBt ’ (44)

XO = X

onde pu, 0 e xy sao constantes quaisquer. Alertamos que, para encontrar
uma candidata a solucao de (4.4)), faremos alguns calculos pouco rigorosos.
Dividindo a equacao (4.4]) por X;, obtemos

1
—dX; = pdt + odB;. (4.5)
Xy
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Pela Férmula de 1t6 (3.23)), aplicada a funcao h(x,t) = log(x), temos que:

oh oh 19%h
d(log(Xy)) = S (X, t)dt + - (X, )dX; + o =
1

1 1
= 04+ —dX, + - [ —— | e?X2dt
X t+2( XE)U t

X, t)o* X dt

2
- (u - %) dt + odB;.

Ou seja, na notacao integral,

¢ 2 ¢
log(X;) = log(Xo)+ / <,u — %) ds + / odB;
0 0
o2
= log(xg) + (u — 7) t+obB;

donde ,
X, = xoe<“_%>t+03t. (4.6)

Processos deste tipo sao chamados de movimentos brownianos geométricos e
sao usados em finangas como modelos para a evolucao de precos de agoes.
Nesse contexto, o coeficiente p é chamado de drift e o coeficiente o é chamado
de volatilidade da acao.

Calculemos E(X}). De temos que

X=X+ /Ot uXsds + /Ot o X,dB,.
Logo, por Fubini e por ,
E(X:) = E(Xo) +E (/Ot ,uXSds) +E (/Ot aXsst>
= E(Xo) + /Ot pE(X,)ds + 0.

Portanto, ¢(t) = E(X;) satisfaz a EDO

do(t) = pp(t)dt
que corresponde a equagao (4.4) sem o termo de ruido (o = 0). Logo,
E(Xt) = Qf[)@ut.
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Para encontrar a solucao da equagao , em determinado momento con-
sideramos log(X;). Isto pode causar certo desconforto, pois a principio X,
poderia assumir valores negativos. Este problema ¢ evitado, simplesmente
definido-se o processo (X;):;>o pela igualdade dada em e verificando-se,
através da Férmula de Ito, que X; satisfaz . De fato, no exemplo se-
guinte, apresentamos e verificamos a solugao para um caso um pouco mais
geral, que tem (4.4)) como caso particular.

Exemplo 4.2.2. Suponhamos n = m = 1. Sejam dadas a : [0,T] - R e
b:[0,T] = R fungoes continuas, e xy uma constante. A equagao

{ dX; = a(t)Xdt + b(t) X,dB; (4.7)

Xo = %o
tem sua unica solucao dada por

Xt — ZL'()efOt a(s)—%bQ(s)ds—i—fg b(s)st7

para 0 < t < T. Para verificar isto, definimos o processo (Y;);>o por

t 1 t
Y, :/ a(s) — —b2(s)ds+/ b(s)dBs.
0 2 0
Notemos que vale
1
dY, = <a(t) — §b2(t)> dt + b(t)dB;.

Agora, aplicando a Férmula de It6 para h(z,t) = zpe”, obtemos

oh oh 19%h
d(X) = (V) + = (Y, 1)dYi + 5o

1
= 0+ zpe™dY; + §xoe”tb2(t)dt

Yy, t)b%(t)dt

- Ka(t) - %bz(t)) dt + b(t)dB, + %bQ(t)dt
_ X, [a(t)dt + b(#)dBy] = a(t) Xudt + b(t) X:dB,.

Para a unicidade basta verificar que estao satisfeitas as hipdéteses do Teo-
rema (sec@o seguinte).
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Exemplo 4.2.3 (Equagao de Langevin).

{ dXt = O{Xtdt+UdBt

X, = ay (4.8)

Solucao. Consideremos o processo definido por Y; = e ' X,. Note que Yy =
xo. Pela Férmula de 1to, aplicada a h(x,t) = e~ *x, temos que

oh oh 10%h
dy, = E<Xt7 t)dt + %(Xt, t)dXt + 5@

= —ae “Xudt + e dX, +0
= Ue_atdBt.

(X, t)o2dt

Ou seja,

t
e X, =Y, =Y, + a/ e *dB,,
0

donde segue que

t
X; = e®ay + aeat/ e”“*dB,.
0

4.3 Teorema de Existéncia e Unicidade

Comecemos com dois lema simples.

Lema 4.3.1. Seja ¢ :10,T] = R uma fun¢ao continua nao negativa tal que
o(t) < C’fO s)ds para todo 0 <t < T, onde C é uma constante qualquer.
Entao ¢ = 0.

Demonstragao. Seja 1 : [0,T] — R definida por

o /O 6(s)ds

Entao '(t) = e~ <¢ C’fo ds) < 0 para todo 0 < t < T. Logo

w()<w(),ousejaeth (s)ds < e [J@(s)ds = 0, 8¢ 0 < t < T.
Portanto fo ds = 0 para qualquer 0 < ¢t < T. Como ¢ é nao negativa

e o(t) < C’fo ds = 0 para 0 < t < T, devemos ter ¢ = 0, conforme
enunciado. [
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Lema 4.3.2. Se u e v sio vetores em R™ entdo ||u + v||* < 2[ju|* + 2||v||%.

Demonstracao. Note que, por Cauchy-Schwarz em R?, para quaisquer ntimeros
reais a e b vale (a+b)? < 2a®+2b* (basta considerar os vetores (a,b) e (1,1)).
Portanto, pela desigualdade triangular,

(Il +o[1)* < (lull + [[v])* < 2flul® + 2lfo].
O

Teorema 4.3.3 (Existéncia e Unicidade). Sejam f : R™ x [0,7] — R”
eg:R"x[0,T] — R™™ fungoes mensurdveis satisfazendo das sequintes
condicoes:

@) [1f(@,t) = fy. O+ lg(z, ) =gy, )| < K|z —yll para todo 0 <t < T
ex,y € R" (condi¢ao de Lipschitz);

(i) 1 (@, )12 + gl )12 < K2 (1 + [2]]?) para todo 0 <t < T ex € R,

onde || - || denota a correspondente norma euclidiana em cada espago consi-
derado e K € uma constante. Seja Y uma varidvel aleatoria n-dimensional,
independente do movimento browniano m-dimensional (By)icor dado, tal
que

E(||Y]]?) < oo. (4.9)

Entdo a equacao diferencial estocdstica

{dXt = f(Xt7t)dt+g(Xt7t)dBt

X, — ¥ (4.10)

admite uma tdnica solu¢ao (Xy)wepor) € M2(0,T) com trajetérias continuas
quase certamente.

Obs. A referida unicidade significa que se (X;)sco1] € ()A(t)te[g,T] e M2(0,7)
s@o ambas solugdes de (4.10) com trajetdrias continuas, entao

PX; = )?t para todo 0 <t <T]=1.

Neste caso, os processos (X¢)cjo,r] € ()?t)te[O,T} sao ditos indistinguiveis.
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Demonstracao. R
1. Unicidade. Suponhamos que (X;)iepr € (X)) € M2(0,7T) sejam
solugoes de (4.10)) com trajetérias continuas. Entao, para todo 0 < ¢ < T,

R t N t ~
X, - % = / F(Xa,s) — (Ko, s)ds + / 9(X,. ) — g(R., $)dB,.
0 0

Pelo Lema [4.3.2, com

A~

u:/otf(Xs,s)—f()A(s,s)ds e U:/Otg(XS’S)_g(XS’S)dBS’

t 2
E (th _ XtHZ) < 9E (‘ / F(X,,s) = f(X,, s)ds ) (4.11)
0
2
o )
2
Para toda funcao h : [0,¢] — R" vale Hfot h(s)ds” <t [/ ||h(s)||*ds. De fato,

‘/Oth(s)ds H</Oth1(s)ds,...,/Othn(s)ds)
_ (/Othl(s)ds>2+...+(/Othn(s)ds>

t t t
Cauchy-Schwarz < t/ h%(s)ds+...+t/ hi(s)ds:t/ |h(s)||*ds,
0 0 0

segue que

t
/ 4(X.s) — g(X.. 5)dB,
0

2 2

2

onde usamos que f(f hi(s)ds é o produto interno de h; com a fungao constante
igual a 1, em L?[0,1].
2
ds)

Usando este fato com h(t) = f(X¢,t) — f()?t, t), estimamos
f(XS7 S) - f()?é?? S)dS
t AN
por (i) e Fubini gTKZ/ E (HXS —XsH?) ds.  (4.12)
0

/ P s) = F(R s)ds

2 JESV
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Além disso, pelo Isometria de 1t6 (3.38)),
2

De (4.11)), (#.12)) e (4.13) concluimos que, para C' = 2K?(T + 1), vale

g(X87 3) - g(A)?s; 5)

(f 4

t
< K2/ B (|1X, - %,J?) ds. (413)
0

t
/ 9(X.,s) — g(X., 5)dB,
0

E (HXt - )?tHZ) < C/OtIE <HXS - )?SHZ) ds (4.14)

para 0 < ¢t < T. Definido ¢(t) = E (HXt - )/(\'tHQ), a equagao (4.14) diz que
o(t) < C’f(f ¢(s)ds para todo 0 < t < T. Logo, de acordo com o Lema ,
temos que ¢ = 0, ou seja E (HXt — )A(tH2> = 0 para todo 0 <t < T. Disto

segue que X; = )/(\'t quase certamente, para todo 0 < t < T. Tomando
intersecao enumeravel de conjuntos com probabilidade um, obtemos

P (th — X,|| = 0 para todo ¢ € [0,T] N Q) —1
e entao, pela continuidade quase certa das trajetorias,
P <\|Xt — X,|| = 0 para todo t € [O,T]> —1,
e estd provada a unicidade a menos de indistinguibilidade.

2. Eristéncia. A demonstragao usa o método das aproximacoes sucessivas e
é semelhante a prova do correspondente resultado para equacoes diferenciais
ordindrias.

Consideremos a sequéncia {(Xt(k))te[o,T]}Zozo de processos estocasticos as-
sim definida:

Xt(o) =

Y
t t 4.15

xED Y+/ f(Xﬁ’“’,s)der/ 9(X{", 5)dB,, o
0 0

parak=0,1,...e 0<t<T.

73



O objetivo é mostrar que, quando k — 00, 0S8 Processos (Xt(k))te[oj] con-
vergem (uniformemente em ¢, q.c., ou seja, para quase todo w € §Q fixado a
convergéncia é uniforme em ¢) a um processo (X;)iep,r] € M2 com trajetérias

continuas que satisfaz a equagao (4.10)).

Afirmacgao 1. Para k =1,2,..., o processo (Xt(k))te[oyT] estd bem definido,
pertence a M2(0,T) e tem trajetérias continuas quase certamente. Além
disso,

- Mt)*
E (X - x0pe) < 0

para todo t € [0,T], onde M é uma constante que depende apenas de K, T e
E([[Y%).

(4.16)

Prova. Por inducao. Como (Xt(o))te[oﬂ =Y € M2, a mensurabilidade das

fungdes f e g e a hipdtese (ii) garantem que os processos (f(Y,t))wcpm €
- «m Tespectivamente e, assim, (Xt(l))te[(],ﬂ
estd bem definido. Além disso, pelo Lema |4.3.2]

2)

t
E(Ix" - x”|2) - E (
0
t
[ atvs)a.
0

([ o))

e entdo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, pela Isometria de Ito ([3.38)
e pela hipdtese (ii) temos que

t t
E(IX{ - X)) <27E (/0 K1+ ||Y||2)ds)+2IE(/O K21+ ||Y||2)ds>
=2TtK*(1 + E(||Y|*) + 2t K*(1 + E(||Y|*)) < Mt

(9(Y,t))ieo,r] pertencem a M2 e M2

/Otf(Y, s)ds +/ g(Y, s)dB;

/O (V. )ds

desde que M > 2K*(T + 1)(1 + E(||Y]|?)). Isto implica que

’ (1) ’ (1)
B[ 1x0Pa) = [ 8 (1XOPR)
0 0

T T

tenalza < 2 [ E(IX0 - X" P) a2 [ B (XSO de
0 0

< MT?+2TE (||Y]?) < o0
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e entao (Xt(l))te[Qﬂ € M2. A continuidade das trajetérias é garantida pela
hipétese (ii) e pelo Teorema [3.4.3] Logo, vale o resultado para k = 1.
Agora assumindo que vale a afirmacao até k, provaremos a validade para

k + 1. Como (Xt(k))te[oj] € M2, novamente a mensurabilidade de f e g e a

hipétese (ii) garantem que (Xt(kﬂ))te[oﬂ estd bem definido. Agora, estima-

tivas semelhantes as feitas na prova da unicidade mostram que

B (I - xOP) - 5

/ PO, ) XD, s)ds
0

+ / g(X¥)5) — g(X*, 5)dB,
0

2)
t

< 2TK2/ E (| X% — X&) ds
0

t
+2K2/ E (|| X% — X&) ds.
0

Usando a hipétese de inducao, obtemos, portanto,

t Afkgk MR R+
IE( xF _ x® 2) <2KX (T +1 / Tl ds<
X - XE) <2mA () | s < S
contanto que M > 2K?(T + 1). Como antes, isto também implica que
(Xt(kﬂ))te[g,T] € M2 e, assim, a inducdo estd completa.

Afirmacao 2. Com probabilidade um, quando k — oo, (Xt(k))te[(]’T] converge,
uniformemente em t, a um processo (X;)iep € M2(0,T) com trajetdrias
continuas que € solug¢ao da equagdao (4.10)).

Prova. Com estimativas andlogos as ja feitas anteriormente, notemos que

T
sup [|XY - xP)2 < 2TK? / X% — xF=1)2ds
0

0<t<T

+2 sup

0<t<T

t
/ g(X, 5) — g(XD, 5)dB,
0

Lembremos que, na expressao acima, cada componente da integral estocastica
n-dimensional no segundo termo do lado esquerdo é uma soma de integrais

75



estocasticas unidimensionais, as quais sao martingales de acordo com o Teo-

rema m Portanto, a desigualdade (2.39)) do Teorema [2.5.19, com p = 2,

aplicada a cada parcela implica
T
B sup X0 = X)) < 27w [ (X0 - XEE) as
0
2)
T
< (TR +8K7) [ B (X1 - X0V ds
0

0<t<T
T
8K ‘ / g(X® 5 — g(X*D) 5)dB,
0

Logo, por (4.16)), para C = 2T%K? + 8T K? vale

MT)k
E ( sup. X — Xt(k)H2> < C( ' ) :
0<t< k!

Consequentemente, pela desigualdade de Tchebychev, temos que

1
P (s X - X > 1) < o (s 10 - X))
0<t<T

0<t<T
(4MT)*
s O

Como > 77, (4MT) < 00, 0 Lema de Borel-Cantelli entao implica que

1
P ( sup HX(kJrl Xt(k)H > o5 para infinitos valores de k) = 0.

0<t<
Assim, para quase todo w € () existe um kg(w) tal que

1
k+1) k
sup [V (w) — XV ()] < 5

0<t<T

para k > ko(w). Portanto, com probabilidade um, a sequéncia
k-1
k 0 i+1 i
X = X043 (Y - )
i=0

converge uniformemente em ¢ € [0,7] a um processo (X;)icpo,r7. Natural-
mente, 0 Processo (Xt)te[O,T] tem trajetérias continuas quase certamente e
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¢ adaptado a filtracao (F)scp,1, j& que (Xt(k))te[(),T] tem estas propriedades
para todo k. Agora, mostremos que (X;):epo,r) € M2(0,T).
Por um resultado andlogo a Lema [4.3.2] (a saber

lu+ v+ wlf* < 3llull® + 3]lv]|* + 3[lw]®

para quaisquer vetores u, v, e w em R" ), segue que

t
EMHMW)S3MWM+mOMﬂ&%w5

o]
= )

t
< CO+E(VIR))+C [ B(XOIP) s
0

t
[ st
0

onde C' é uma constante dependendo somente de K e T'. Entao, por inducao,

k+1

(k+1) )2 2 k2 b 2
E (|1 H)S[C+Ct+...+0 (HU!][HE(IIYII)]-

Consequentemente,
E (X V)12) < 0 L+ E(IY]?)] .
Fazendo k — oo e usando o Lema de Fatou, concluimos que
. k
E(IX]P) = E(Jim |x*0)°)
—00
< liminf E (IX*)2) < C L+ E(Y)R)] e
k—o0

Isto implica que

T T
B[ 1xpa) = [ B Q) a< o
0 0

e, portanto, (Xt)te[O,T} € Mi((]?T)
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Para concluir a demonstragao, precisamos verificar que (X;)sc[o,77 € solugao

da equagao (4.10)). De (4.16) obtemos que, para j > i > 0,

J

‘ i 2 j i k k-1
E(1X7 - xP1)]" = 1% = XOlaey = | 3 (P = x*)
k=i+1 L2(Q)
J
k k-1
< 31X =X
k=i+1
< Z( o ) — 0 quando i — oo. (4.17)
k=i+1

Portanto, identificando variaveis aleatérias que sao iguais quase certamente,
k41 ,
temos que, quando k — oo, Xt( 1) converge para X; também em L?(2).

Como, para quase todo w € €, Xt(kﬂ) (w) = Xi(w) quando k — oo, unifor-
memente em ¢ € [0, 7], pelo Lema de Fatou e por (4.17)) obtemos que

T . T . .
E (/ X, — Xt(“H?dt) < liminfE (/ X9 — Xt(”Hth) —0
0 Je0 0

quando i — oo. Entao, pela hipétese (i) e pela Isometria de [t6 (3.38)) temos

que
2
E < > — 0
quando k — oo. Usando Cauchy-Schwarz notemos também que
2
E < ) — 0.

Portanto, tomando-se o limite em L?(2) quando k — oo na expressao ([4.15)),
obtemos

t
/ 9(Xo5) — g(XP, $)dB,
0

/ F(X,s) — FX, $)dB,
0

t t
X, =Y+ / f(Xs, s)ds +/ 9(Xs, s)dBs.
0 0

Ou seja, (X¢)ieo,r) satisfaz a equagao (4.10). Isto completa a demonstragao
do teorema. O]
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