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RESUMO

Neste trabalho abordam-se alguns aspectos numéricos relacionados ao
movimento de uma particula carregada em um fluido ionizado, constituindo assim
o fendmeno de eletroforese. A equacao de Navier-Stokes governa a hidrodinamica
do sistema, sendo atribuida a esta um termo forcante relacionado a equacao de
Poisson-Boltzmann que descreve a interacao com o campo elétrico. A simulagao
foi realizada utilizando a linguagem Fortran 90 e as discretizacoes foram feitas pelo
método de diferencas finitas junto as equagoes governantes. Para descrever a posi¢cao
da particula foi usada a técnica de fronteira virtual, onde sao criados pontos la-
grangeanos sobre o contorno da particula formando uma espécie de segunda malha.
Foram feitos testes com objetivo de validar as equagoes governantes e identificar a

influéncia das condigoes de contorno na direcao da particula.
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ABSTRACT

In this work we study some of the numerical aspects related to the
motion of a charged particle in an ionized fluid, known as the phenomenon of elec-
trophoresis. The Navier-Stokes equations models the hydrodynamics of the system,
with the addition of a forcing term, related to the Poisson-Boltzmann equation,
which describes the interaction of the electric field. The simulation was performed
using Fortran 90 and discretizations were made by the method of finite differences
applied to the governing equations. To describe the position of the particle the tech-
nique of virtual boundary is used, where Lagrangean points are created around the
circumference of the particle forming a sort of second mesh. Tests were made with
the objective of validating the governing equations and to identify the influence of

boundary conditions in the direction of the particle.



1 INTRODUCAO

O fenomeno denominado eletroforese é definido como sendo a migragao
de particulas carregadas eletricamente, que ocorre quando as mesmas sao imersas
em um eletrélito (fluido ionizado) e passam a se mover quando uma corrente elétrica
¢ aplicada a este meio. E bastante comum a sua utilizagao no campo da biologia
molecular, genética, bioquimica e outros. O objetivo deste trabalho é simular e
estudar alguns dos aspectos numéricos relacionados com este fenomeno, tendo como
base e apoio a tese do Prof. Dr.Luciano Bedin [3]. A motivagdo que nos levou
a estudar a eletroforese é poder investigar os diferentes aspectos na modelagem e

simulagao desse fenomeno.

Em [3] sao explicados e caracterizados os tipos de eletroforese, sendo que
neste trabalho todas as vezes que nos referirmos a eletroforese estamos nos referindo
a eletroforese capilar. Esta técnica de separacao de moléculas e macromoléculas
teve um grande avanco nos anos 80 devido a contribuicao de Jorgenson e seus co-
laboradores [23], apresentando uma grande eficiéncia. O nome eletroforese capilar
provém da técnica ser efetuada em capilares finos de 10 a 200 ym de diametro interno
e comprimento da ordem de 0.5m. Nessa técnica é empregado um tubo capilar que
normalmente é preenchido por uma solucao aquosa, denominada solu¢cao tampao,
e quando aplicamos uma diferenca de potencial nas extremidades dos capilares,
estabelece-se um campo elétrico o qual promove a eletroosmose do fluido e a eletro-
forese das moléculas [17, 23]. Um diagrama esquemadtico do sistema é apresentado

na figura 1.1 [13].

Uma das equacoes envolvidas nesse fenomeno é a equacao de Poisson-
Boltzmann, que é responséavel pela interacao eletrostética entre a particula e o fluido
ionizado. Esta equagao é importante nos dominios da dinamica molecular e biofisica

porque pode ser usada na modelagem dos efeitos do solvente sobre as proteinas,
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Figura 1.1: Diagrama esquematico do sistema Eletroforese Capilar. R; e Ry sao
os recipientes contendo solugao eletrolitica, e; e ey sao os eletrodos,
F ¢é a fonte de poténcia. A deteccao radial da absor¢ao molecular é
representada por uma fonte de radiagao (v) e um detector (D) acoplado
a um computador (C).

DNA, RNA e outras moléculas de forca ionica diferente. Uma outra equacgao a ser
estudada é a equacao de Navier-Stokes, que governa a hidrodinamica do sistema;
apesar de ser um modelo muito utilizado em dinamica dos fluidos, esta equacao é

altamente nao linear o que torna a solucao do problema muito mais dificil.

Conforme observado em [17, 6, 3] o movimento eletroforético é com-
plexo tanto do ponto de vista fisico como matematico, sendo muitas as varidveis
que influenciam o seu comportamento, tal como temperatura, velocidade, potencial
elétrico, constante dielétrica e outras. Sabendo da grande complexidade que exige
a simulacao numérica da eletroforese, nosso objetivo é simular o comportamento
de uma macromolécula em um fluido ionizado (tipicamente dgua ¢ NaCl) em um
pequeno dominio. Como citado em [6], o tubo, chamado de tubo capilar, onde é re-
alizada a separacao de moléculas por eletroforese capilar é da ordem de micrometros,

geralmente possuindo um comprimento de 500000 um = 50 ¢m e um diametro in-



terno de 50 gum (micrometros). Vamos simular um tubo de 4pm por 4pm, que é uma
pequena parte do tubo capilar, restringindo o estudo a aspectos numéricos da sim-
ulacao e evitando comparagoes com o problema fisico. Neste trabalho as dimensoes

do tubo capilar nao estao sendo levados em consideracao.

No capitulo 2 sao apresentadas as equacoes governantes, dando um
breve resumo das equagoes que governam e descrevem o comportamento de uma
particula carregada em um fluido ionizado. E importante salientar que a andlise
dessas equacgoes ¢ bastante complexo tanto no campo analitico como no computa-
cional. O modelo utilizado foi baseado em [3]. As referéncias [19, 12, 11] fornecem
uma explica¢ao mais detalhada sobre a equagao de Navier-Stokes e [2, 15] apresenta
um estudo mais aprofundado da equacao de Poisson-Boltzmann. Também sao ap-
resentadas as equagoes que descrevem o movimento da particula e as condigoes de

contorno, assim como as constantes e variaveis fisicas do sistema.

No capitulo 3 descrevemos o procedimento de discretizagao para o domi-
nio da simulacao e a aproximacao das equacoes pelo método de diferencas finitas
aplicado as equagodes citadas anteriormente. Logo apds introduzimos o método da
fronteira virtual na simulagao numérica, relacionamos o movimento da particula com

as equacoes governantes e por fim mapeamos a construcao do algoritmo.

Finalmente no capitulo 4 apresentamos os resultados numéricos de
forma ordenada e parcial. E apresentado o calculo do erro das interpolacoes feitas
sobre os pontos lagrangeanos e também a ordem de erro do método. O algoritmo
para a discretizagao da equacao de Navier-Stokes é validado de quatro formas; a
primeira através do refinamento da malha, a segunda pela simulacao de diferentes
nimeros de Reynolds influenciando no surgimento de vortices, a terceira com a sim-
ulacao de uma particula em movimento circular e a quarta, um cilindro livre dentro
de um duto. A validacdo da equacao de Poisson-Boltzmann é analisada através
da mudanca de parametros e na mudanca e no estudo do comportamento de suas

variaveis. Também sao mostrados uma série de resultados importantes para a val-



idacao do codigo. Por fim é modelado o fenomeno eletroforese onde a particula

movimenta-se por influéncia somente da diferenca de potencial elétrico.



2 EQUACOES GOVERNANTES

O conjunto de equacgoes que descreve o comportamento do fluido e o
comportamento de particulas eletricamente carregadas interagindo com um fluido
ionizado é fundamental para a andlise do fenomeno eletroforese. Estas equagoes sao
apresentadas juntamente das suas variaveis e condig¢oes de contorno para a resolugao

do problema.

2.1 Equacao de Poisson-Boltzmann

As interacoes eletrostaticas entre moléculas em solugoes ionicas sao
essenciais na compreensao de muitos processos bioldgicos. Processos esses que al-
gumas vezes envolvem o estudo de macromoléculas de DNA (ou seus fragmentos)
estando estas imersas em um solvente (tipicamente dgua e NaCl), onde suas di-

mensoes e seu volume, estao devidamente fornecidas em [1].

Devido ao grande avanco no campo da computacao e as grandes melho-
rias que tem ocorrido na construcao de algoritmos numéricos, a equagao de Poisson-
Boltzmann tem sido utilizada com grande éxito na simulagao de fenomenos elétricos
em sistemas biolégicos. Em [3, 15] temos mais aplicagoes para a equagao de Poisson-

Boltzmann.

Nesse trabalho pretendemos simular numericamente uma macromolécula
carregada, representada pela regiao €2y, imersa numa solucao eletrolitica represen-

tada pela regiao €2, conforme a figura 2.1.

A equacao de Poisson-Boltzmann descreve o comportamento do poten-

cial elétrico; que é o trabalho realizado por uma forca elétrica, para atrair ou repelir



Q.

Figura 2.1: €2y dominio do fluido e €2; dominio da particula

cargas elétricas [22] . Esta é dada por
: ep
V- (KV¢) — bsinh (T) =p, em Q3 UQy (2.1)

onde ¢ é o potencial eletrostitico do sistema (solvente e macromolécula), K é a
constante dielétrica, e é a carga do elétron, T' é o produto da constante de Boltzmann
pela temperatura do sistema, p é uma distribuicao de cargas fixas, sinh (%) é a
distribuicao de Boltzmann de ions livres no solvente e b = kg?”BQ onde k5 é a constante
dielétrica do fluido e rp é o raio de Debye. A partir da sua solucao podemos calcular
o campo elétrico representado por E, =— V ¢ em €2 e Ey=— V @2 em {25, onde

¢1 € ¢ representam o potencial elétrico em €2y e Q.

2.2 Equacao de Navier-Stokes

O estudo da hidrodinamica do sistema é bastante complexo, desta forma
o conjunto de equacoes que descreve este fenomeno ¢ fundamental. Vamos considerar

um fluxo nao estacionario e a hidrodinamica do sistema serd entao governada pela



equacao de Navier-Stokes
ou

— - 1 2 - -
a—i—(u'V)uf—Vp—l—ReV i+ F em Q (2.2)

V.i=0 (2.3)

onde @ é a velocidade, p é a pressao, Re é o numero de Reynolds e F' é a forca
elétrica sobre o dominio do fluido. Uma descricao mais detalhada dessa equagao

pode ser encontrada nos livros [11, 19, 10].

O numero de Reynolds é um nimero adimensional que relaciona as

forcas viscosas com as forcas de inércia, sendo dado por

Re = @, (2.4)

n

onde (3 é a massa especifica (Kg/m?), u é a velocidade, d é o diametro interno do
tubo capilar (m) e n é o coeficiente de viscosidade dinamica do fluido (Pa.s) que no

NnoSsO caso serd uma solucao aquosa.

2.3 Movimento da Particula

Quando um campo elétrico é aplicado sobre o contorno do recipiente

do fluido ionizado, este gera uma forcga elétrica sobre este dominio representada por

F = (Clp + Cysinh (%)) A (2.5)

onde C7 > 0 e Cy > 0. A particula é um circulo com distribuicao uniforme de
cargas. A segunda lei de Newton nos diz que F = mad do qual obtemos a equacao

para o movimento da particula, que é descrito pela seguinte equagao
di,

m
dt

y (2.6)

onde m é a massa, u € a velocidade da particula, o movimento pode ser determinado
a partir da equagao
dz,
dt

e (2.7)



onde T, é o centro de massa e 1, a velocidade da particula no centro e

f:/ UH-ﬁds—i—/ o - fids (2.8)
an an

representa a tensao dinamica e eletrostatica na superficie da molécula composta pelo

tensor de tensoes do fluido

H 1 0ul 8Uj B B
o’ =2n <2 oz, + oz, PO (2.9)

e pelo tensor eletrostatico

B_gp_Th (0900 1o
7 T % T e Oz; Ox; 25,](V¢) 7 (2.10)

ij

onde ¢ = % em )y e 7 € o vetor normal sobre o contorno da particula.

2.4 Condicoes de Contorno

As equacoes de Navier Stokes e Poisson-Boltzmann sao bastante comuns
em estudos de fenomenos naturais, quimicos e biolégicos. O acoplamento destas
equacgoes com condicoes de contorno diferentes, assim como o uso de parametros e
condicoes iniciais adequadas permite a utilizacao destas equagoes para o estudo de

diferentes tipos de fenomenos.

Em nosso trabalho faremos testes usando diferentes tipos de condigao
de contorno, com o objetivo de estudar o comportamento da particula. A figura
2.2 mostra o modelo do nosso dominio, que possui dimensoes 4pm X 4pum e uma

molécula no centro de raio r = 0.2um
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Figura 2.2: Dominio para a simulagao

No caso da molécula estar em movimento as condicoes de contorno
usadas para equacao de Navier-Stokes no campo da pressao; representada aqui por
p, e para a velocidade; representadas por u e v, na direcao = e y respectivamente,

sao

U = U, em Oy, (2.11)
v = ., em 0}y, (2.12)

0

£ =0, em 09, (2.13)
u=1,emz=0para 0 <y<4, (2.14)

v=0,emx =0 para 0 <y <4, (2.15)



10

0
a—u:O,emx:4para0<y<4, (2.16)
T
ov
— =0,emx =4 para0 <y <4, (2.17)
ox
u=0,emy=0ey=4para0<zx <4, (2.18)
v=0,emy=0ey=4para 0 <z <4, (2.19)
0
ﬁzo, em 9. (2.20)

e no caso da molécula estar parada u. =0 e v. = 0.

As condigoes de contorno usadas na equagao de Poisson-Boltzmann

foram
p=1,emz=0paral0 <y <4, (2.21)
¢=—1,emx=4para 0 <y <4, (2.22)
g—y:(),emy:()para0<x<4, (2.23)
99
a—y:O,emy:4para0<x<4. (2.24)

2.5 Constantes e Variaveis Fisicas

Para a simulacao do problema fisico da eletroforese é necessaria a defini¢ao

de constantes e variaveis fisicas. Na equacao de Poisson Boltzmann temos

p=—"7 b1 para r € () (2.25)
p= —4—;6p2, para x € {2y (2.26)
b=0, para x € () (2.27)
b= korp?, para x € )y (2.28)
ki =2, para x € () (2.29)
ko = T8, para x € () (2.30)
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onde e = 1,60 x 1071°C é a carga do elétron [21], T = 20°C é a temperatura [17],
p1 = 1 é a distribuicao de cargas fixas dentro da particula, ps = 1 é a distribuigao
de cargas fixas fora da particula, k; = 2 é a constante dieletrica da particula [3],

ky = 78 é a constante dielétrica do fluido ionizado [18] e r5* = 4;72‘;2

onde n é
a concentracao de massa e rp é o raio de Debye, que é a distancia fornecida da
separagao de cargas por influéncia de um campo elétrico a contar da parede do duto

no interior do solvente [3, 6].

Na equagao de Navier-Stokes, o nimero de Reynolds (Re) esta rela-
cionado com a viscosidade do fluido. Em [20, 12] é apresentado uma classificagao da
formacao de vortices por influéncia do nimero de Re, para um fluido se deslocando
dentro de um cilindro circular em regime laminar para Re < 5. No fenomeno aqui
estudado, a velocidade do deslocamento da agua dentro de um capilar de diametro
interno de d = 50pum é aproximadamente u = 0.0001m/s, e temos também que
a viscosidade da 4gua na temperatura de 20°C' é % = 105K gPa.s/m? onde 3 é a
massa especifica (Kg/m?) e n é a viscosidade (Pa.s) o que fornece como resultado

Re ~ 0.05 [17]. A massa da particula ¢ da ordem de 10~ ®gramas.
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3 METODOS NUMERICOS

Acima estabelecemos as equacoes do modelo mateméatico que serao uti-
lizadas na simulagdo do movimento eletroforético. Em [3] foi estudado o método
analitico para a demonstracao da existéncia da solucao deste problema, mas aqui
vamos apresentar um método numérico para simulacao do mesmo. As equacoes

utilizadas foram discretizadas pelo método de diferengas finitas [11].

3.1 Malha Cartesiana

Para obter uma solugao numeérica, devemos discretizar o dominio, isto
é, subdividi-lo em quadrados menores, onde nos vértices desses quadrados a solugao
sera aproximada. A este conjunto de pontos damos o nome de malha que esta

representado pela figura 3.1.

Os pontos da malha localizam-se na interseccao das linhas horizontais
com as verticais, separados por uma distancia Ax na direcao x e Ay na direcao v,
construindo assim uma malha de espacamento uniforme. Os pontos da malha sao
indicados por ¢ e j de forma que ¢ representa a diregdo x e j a diregao y (para mais

detalhes veja [11, 4, 10]).

3.2 Discretizagcao dos Operadores

Nesta etapa apresentamos a discretizacao das equagoes governantes
(apresentadas nas segoes 2.1, 2.2 e 2.3) por meio do método de diferengas finitas. A

expansao em série de Taylor é a base das aproximagoes de diferencas finitas.

Suponha que f seja continua no intervalo [a,b] e que esta possua derivada

até a ordem N (onde N € N) continuas nesse intervalo. Entao para todo o ponto
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i,j+1

i1 i firl

ij-1

Ax

[
L

X

Figura 3.1: Malha computacional para o método de diferencas finitas

x € [a,b] e f analitica em x podemos escrever

() = f(ao) + (Aa) &

(Az)* d*f
21 dx?

(Az)® d°f
31 da?

zo zo Zo

onde Ax = x — .

Para determinar a primeira derivada da funcao f no ponto z; = iAx,
. . af . ..
que serd aqui denotada por 3|, devemos expandir f (x) em série de Taylor em torno

do ponto x;,

- of| | (Ax)? Pf|  (Aa) &f
flz; + Ax) = f(x;) + (Az) B i Sl 35T 925, + ... (3.2)
isolando a primeira derivada podemos escrever
(Az)* O°f

O _ flai+ An)— f(w) | {_g of
ox i_ Ax 2! Ox2

i } (3.3)

i
onde a expressao (3.3) indica que a primeira derivada é igual ao quociente

flxi + Ax) — f(z:)

A4
Ax (3:4)
mais todo o termo do erro de truncamento local (ETL)
Az 0 f (Az)® &3 f
ETL = o0 B2 i TR i —... (3.5)
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Podemos simplificar a equagao (3.3) por

af fH—l fz
5r| = Ae HOWB) (3.6)

onde esta expressao representa uma aproximacao de primeira ordem, utilizando

diferenca para frente.

Para obter uma aproximagao de ordem 2 devemos manipular conve-

nientemente as expansoes em série de Taylor

flot dn) = o)+ (a) D BT Lo (any) 37)
flo— Ar) = () — (a) 2| BT o) (a)

Combinando essas duas expressoes, obtemos

g _ fi+1 - fi—l

o sn, 70 ((Az)?). (3.9)

Utilizando as expressoes (3.7) e (3.8) e rearranjando os termos obtemos

a aproximacao para a derivada de segunda ordem

O’ f ~ Jim = 2fi+ fia
x|, (Ax)?

+ 0 ((Az)?). (3.10)

A expressao (3.10) é denominada aproximagao por diferenga central,

para maiores detalhes consulte [11].

3.2.1 Equacao de Navier-Stokes

Usando as aproximacoes citadas na secao anterior, podemos discretizar

as equagoes de Navier-Stokes. Primeiro transformamos (2.2) e (2.3) em

Ou  O(uu)  O(uv) _Op |1 (Pu 82
— = F, A1
ot Tor oy "oz o2 ")t (3.11)
ov  O(uv)  O(vv) COp 1 (0P P
— = — | =+ = F A2
ot + ox + oy 6y + Re \ 0x2 + oy? * (3.12)
0 0
8—z+ 8—2 . (3.13)
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Aplicando a aproximacao de primeira ordem

ntl ntl g
Oul ™ _ My~ (3.14)
ot At

1,J
podemos utilizar o método de Euler para as derivadas temporais. Desta forma, as

equagoes (2.2) e (2.3) do momento tornam-se

1

0?u 82u> ~ Ouu)  O(w)  Ip

n+l n - _
N = At [Re (8952 * 0y? oz Jy ox
1 [(0%v 0% I(uv)  d(vv) Ip
n+l1 __ n _ _ _ P
v = "+ At [Re ((%2 + 8y2) pe a9y dy + Fv} . (3.16)

+Fu} , (3.15)

Consideremos as velocidades intermediarias 4" e 0™ sem considerar a

pressao
o m 1 [(0*u O%u I(uu)  O(uw)
"t = u"+ At {E (a%2 + 8y2> “or oy + Fu} , (3.17)
o 1 (0% 0% I(uv)  A(vv)

e desta forma podemos escrever as equagoes (3.15) e (3.16) como

a n+1
untl = a”—Ata—i , (3.19)
n+1
"t = @”—At? : (3.20)
Y

Devemos ainda obter uma equacao para calcular a pressao. Para isso,

podemos substituir (3.19) e (3.20) na equagao da continuidade (2.3) obtendo

oyt oyt aA(n) 52 (n+1) aA(n) 2 (n+1)
o= & N T e 301
ox dy ox Ox? dy 0y?
de onde, rearranjando os termos, temos
o%p" . Pp"tt 1 foun Lo (3.22)
0?2 oy:  At\odx oy )’ '

Assim, obtemos o acoplamento pressao-velocidade representado pela

equagao de Poisson (3.22). As fungoes F,, e F), sao a forca elétrica sobre o dominio
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do fluido (conforme [3])

F, = (C’lp + Cy sinh (?)) %, (3.23)
F, = (Clp + Cy sinh <%§>) g—j (3.24)

As derivadas foram discretizadas utilizando o método de diferengas fini-
tas com derivada de segunda ordem e central. Como exemplo, considere a equagao

(3.17), (3.18) e (3.23) onde as derivadas sao aproximadas por

0*u Wit1j — 25 + Ui
—  ~ 2 : : 3.25
Ox? Ax? (3.25)
P viger =g b rige 530
0y? Ay? '
O(uu) Uit 1,jWit1,j — Wi—1jWi—1j
~ P > U J 327
ox 2Ax ( )
a(uv) ~ Ui, j+1V5, 541 — Ui j-1Vi 51 (3 28)
oy 2Ay '
0o Git1,j — Pi-1,j
ox 2Ax ( )

Através desses procedimentos, conseguimos discretizar a equacao de Navier-Stokes,

que serd utilizada no algoritmo computacional descrito na segao (3.5).

3.2.2 Equacgao de Poisson-Boltzmann

Uma maneira de aproximar a solucao para a equagao de Poisson-
Boltzmann é discretizar cada termo conforme a secao anterior, obtendo desta forma
uma equagao nao linear e implicita para ¢. Poderiamos entao usar o método de

Newton (veja [7]) para resolver esta equagao.

Entretanto usamos um outro método. Acrescentamos a equacao de

Poisson-Boltzmann um termo com derivada temporal %—‘f. O objetivo, entao, é obter

a solugao permanente % = 0 para esta equacgao do calor, sabendo que esta é também

solugao da equacao de Poisson-Boltzmann desejada.
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Desta forma temos a equacgao

06

5 = V- (KV¢) — bsinh(¢) — p

que discretizada torna-se

ot —op, _ ki+%,j(¢?—i—lj —o7) — kif%j( b~ Pi1g)
At Ax?
ki,j+%(¢§fj+1 - Zj) - k:m-,%( b ijl)
Ax?

: 3
bijsinh ¢, — p; ;.

Isolando gzﬁ%“ obtemos

g hivd 3 (Dfery — O05) = ki (05 — 9iay)
b I JAV
Bt (B0 — @0) — ko, 1 (G0 — @7 )
1,74+5 \74,7+1 i, 1,j—5 \"1,j 1,7—1 . n
+ dt { : N 2 — b;jsinh ¢} —
onde
i  kigt ki
i+t1j —2 )
1—5,] 2 )
Z,j+% 2 )
S — M
Lj—5 2 :

3.3 Interpolacao Lagrangeana

(3.30)

(3.31)

(3.33)
(3.34)
(3.35)

(3.36)

Corpos imersos em fluidos sao um problema de grande complexidade

tanto no campo da geometria como no estudo do seu movimento. Uma das maiores

dificuldades enfrentadas é com o contorno da particula, pois este nao coincide com

os pontos da malha cartesiana, e por isso, faz-se necessario a aplicacao de pontos

lagrangianos sobre este contorno; a este método damos o nome de fronteira virtual.

O método aqui proposto é o mesmo usado em [8], pois é baseado no célculo do
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campo de forca ao longo de uma sequéncia de pontos lagrangeanos, como mostra a
figura 3.2. Estes representam a interface da particula que estd imersa em um fluido

de escoamento laminar ao longo de um dominio de dimensoes 4um x 4pm.

As informagdes sobre as equagoes que controlam o movimento do fluido

e calculam a forga sobre as particulas foram descritas nas secoes 3.2.1 e 3.2.2.

X,

p

Figura 3.2: Dominio computacional onde 7 é a malha Euleriana e 7} é a malha
lagrangeana

As coordenadas dos pontos lagrangeanos em torno da particula sao

dadas por

xr; =z, +rcos(qa;) para 1=0,...,p (3.37)

Yi = Yo+ rsin(q;) para i=0,...,p (3.38)

onde (x.,y.) sdo as coordenadas do centro da particula, r é o raio da particula,

o = % e p é a quantidade de pontos.

Precisamos transferir os valores da velocidade (u,v), pressao p e po-
tencial elétrico ¢ calculado na malha cartesiana através das equagoes (2.1), (2.2) e
(2.3) para a malha lagrangeana. Desta forma podemos aplicar as condigbes de con-
torno apropriadas para cada incégnita e calcular as tensoes superficiais na particula.

Vamos apresentar as equagoes para ¢ e para as outras variaveis é usada a mesma
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metodologia. Utilizamos uma interpolacao bilinear para obter a partir de 4 pontos
vizinhos na malha cartesiana (veja figura 3.3) o valor da quantidade num ponto

lagrangiano através da equacgao

o(z,y) = o(r1,y) (3.39)

CI)(X1,y2) CD (x2,y2)
® ®

T

Xk

.CTD(XLW) .@(xz,y1)

Figura 3.3: Pontos ¢(x1,v1),0(x1,y2), ¢(x2,41) € ¢(z2,y2) na malha cartesiana e
ponto z; na malha lagrangeana

Para calcular a derivada de ¢ nos pontos lagrangeanos, precisamos in-
terpolar ¢ no ponto P, conforme a figura 3.4, que esta sobre o contorno da molécula
e em mais 4 pontos vizinhos: P, P, P3 e P,. Por exemplo, para o ponto P; usamos
0s quatro pontos que o cercam pertencentes a malha euleriana. A distancia do ponto
P, aos pontos P, e P, é Ax e 2Ax respectivamente; a distancia do ponto P, aos

pontos P3 e Py é Ay e 2Ay respectivamente. A derivada primeira na dire¢ao = e na
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@)
Q

Px| 7

4

Figura 3.4: Ponto P} sobre o contorno da molécula e pontos Py, P, P53 e P, distantes
Az, 2Ax, Ay e 2Ay do ponto k

direcao y sao aproximadas por

+(@£Zi$lmf5
i

83_?<xk’yk) T (s —(?4)_(@/%)—%)]33 (3.41)
N (e —v3)  p

(Y4 — y3)(Ys — ur)
(Yx — y3) + (yr — ya)
(Z/k - y3)(yk — Ys)

ka

onde Py,P,,P; e P, sao obtidos através da interpolacao de ¢ na malha euleriana.
E importante ressaltar que a distribuicao dos pontos sao obtidos através da inter-
polacao de ¢ na malha euleriana sempre para fora da fronteira da particula, como
mostrado na figura 3.5 (veja [8] e para mais informagoes sobre interpolacdo veja

[14]).
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Figura 3.5: Pontos de interpolacao externo a particula

3.4 Dinamica de Movimento da Particula

Nesta secao estabelecemos a relacao do movimento da particula com
as equagoes governantes do sistema. A equacao de Navier-Stokes, responsavel pelo
comportamento hidrodinamico do sistema, possui um termo fonte (forca elétrica)

dependendo nao-linearmente sobre o potencial eletrostatico.

Para uma explicacao mais rica em detalhes, como por exemplo para o
raio de Debye, camada limite de Prandtl, efeitos da eletro-osmose, veja [3]. Conside-
remos uma particula rigida eletricamente carregada, imersa em um fluido ionizado
que passa a se mover pela acao de um campo elétrico externo, ja discutido no
capitulo anterior. As dimensdes do dominio estdo na ordem de pum (micrometros) e

o tamanho da particula também estd nessa ordem possuindo um raio de 0.2um.

O movimento da particula pode ser determinado a partir do centro de
massa T, desta e da equacao

dZT T
cxle — e g 42
dt dt (3.42)

onde a velocidade ¢ determinada a partir de

dii, @' — i
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onde

= / o - iids + / o - iids (3.44)
an an

e os tensores hidrodinamico e elétrico sao definidos como

Uy Uy Uy U 0
ol =1 + Y . (3.45)
Uy Uy Uy Uy 0 p
dip d 1 dip d
o Th [ @ = 3(Ve) 4 (3.46)
4 dip d dip d 1
el we we oy

Para discretizar a equagao (3.44) devemos encontrar o vetor normal a
superficie da particula. O contorno da particula é dado pelas equagoes paramétricas

(3.37) e (3.38). Para encontrar o vetor tangente a curva, calculamos

dr dy
huindiiat -4 3.47
(da’ da) (3:47)
e aplicando a matriz de rotacao
cosf sin@ 0 1
R= = (3.48)
—sinf cosf -1 0

com # = 90° obtemos o vetor normal a curva no ponto (z,y) como

dy
n —_—
Pl=| ™ (3.49)
o —g—z

Discretizando o vetor normal a curva obtemos

- —y”l;y@'*l (3.50)

O vetor tangente pode ser encontrado usando o ponto médio do seg-

mento anterior e posterior ao ponto (z;, ;) conforme a figura 3.6.
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Figura 3.6: Parte do contorno da particula

. Ti + Tig1 Vi + Yira Ti+Tim1 Yi +Yio1

= ’ — , 3.52
v < 2 2 > ( 2 2 ) (3:52)
. Tivl — Ti-1 Yi+1 — Yi—1

= 7 3.53
W < 5 5 ) ( )

Podemos entao calcular o comprimento de um elemento de arco da

curva ds que é dado por

2 2
dS ~ HU_}»ZH — \/($Z+1 2 xl—l) + (yl+1 2 yz—1> (354)

Desta forma podemos aproximar a integral de superficie pelo somatério

f:/ JH-ﬁds—f—/ UE-ﬁds%ZaH-ﬁds—I—ZaE-ﬁds (3.55)
o o

e utilizar os tensores hidrodinamico e elétrico para calcular o deslocamento da
particula num intervalo de tempo dt dado pela equacao

n+l _ ,n

u u

fe — e g 3.56

m At 1 ( )
n+l _ ,n

moe— e . (3.57)

At
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3.5 Estrutura do Algoritmo

O programa foi desenvolvido na linguagem Fortran 90 e foram utilizadas

duas plataformas diferentes para a simulacao:

e um computador com processador Intel Core 2Duo, memoéria de 2GB e

Windows XP;

e um computador com processador Intel Core 2Duo, memoéria de 2GB e

rodando Linux.

Uma descricao geral do algoritmo utilizado para a simulacao do prob-

lema pode ser dada pelo algoritmo abaixo.

Algoritmo:
1. t=0,
2. Defina At

3. Defina condigoes iniciais para u,v,p e ¢

4. Enquanto t < tfipa

5.

© P N>

11.
12.
13.
14.

Calcula Poisson-Boltzmann usando (3.32)
Calcula Forca Elétrica usando (3.23) e (3.24)
Calcule @ e v usando (3.17) e (3.18)
Aplica Condigoes de Contorno de @ e ¥
Calcula Pressao usando (3.22)
Calcula u e v usando (3.19) e (3.20)
Aplica Condigoes de Contorno de u e v
Calcula a coordenada dos pontos lagrangeanos
Utiliza (3.40) para atribuir valores de u,v,p e ¢ aos pontos lagrangeanos

Calcula a derivada de u,v e ¢ nos pontos lagrangeanos usando (3.41) e (3.42)
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15.  Calcula a integral de superficie da particula usando (3.44)
16.  Calcula movimento particula usando (3.56) e (3.57)
17. t=t+ At
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos na simulagao da
particula imersa em um fluido ionizado, que descreve o fenomeno eletroforese. Para
validar a discretizacao dos pontos Lagrangianos sao feitos alguns testes de ordem de
convergéncia para um objeto circular. Também apresentaremos varios testes parci-
ais com o objetivo de validar os diferentes aspectos fisicos e numéricos do modelo,
visando o problema completo do fenomeno da eletroforese. Simulamos primeira-
mente apenas a equacao de Navier-Stokes em um dominio simples, seguido pela
simulagao do fluxo ao redor de um cilindro fixo. Depois colocamos a particula sobre
um movimento circular forcado e por fim deixamos o cilindro livre para se movi-
mentar dentro do fluido. Testamos separadamente a equagao de Poisson-Boltzmann
e terminamos por simular o problema completo. Como ja citado anteriormente, a
linguagem Fortran 90 foi usada na implementacao computacional e a vizualizagao

de resultados foi através do software Visual [16].

4.1 Teste da Interpolacao Lagrangeana

Comecaremos testando a ordem das discretizacoes calculadas nos pon-

tos lagrangeanos através das interpolacoes. Os testes sao feitos da seguinte forma:

atribuimos uma funcao ¢ conhecida nos pontos da malha cartesiana;

e utilizamos as interpolacoes para transferir os dados para os pontos la-

grangeanos;

e utilizamos a equagao (3.41) e (3.42) para calcular as derivadas de ¢ nos

pontos lagrangeanos;

e calculamos o erro obtido em cada discretizacao através da equacao.
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Erro= |¢emata - ¢aprom'mada| (41)

O teste é feito para os monomios ¢ = 10, ¢ = z, ¢ = 22 e ¢ = 2% e assim
sucessivamente usando 37 pontos lagrangeanos sobre um circulo de raio r = 0.1 e

centro em (0.5,0.5).

X 10713 erro=| exato — aproximado |, Phi=10
1.6 T T T T

40

Figura 4.1: ¢ = 10 e erro = |exato — aproximadol|, onde as abscissas representam o
indice ¢ do ponto lagrangeano e as ordenadas representam o erro

Nas figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 temos o cédlculo do erro para as funcoes
¢ =10, ¢ =z, ¢ = 2% e ¢ = 23. Podemos verificar que até ¢ = 2% o erro é da ordem

do epsilon de méaquina.

Sabemos por [10] que um método é chamado de ordem p se recuperar
exatamente toda solucao polinomial de ordem p. Como podemos ver nos graficos
tivemos uma étima aproximacao até o polinomio de ordem 2, o que nos remete a
concluir que a discretizagao através dos pontos lagrangeanos ¢ um método de ordem

2.
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1.4 ¥

1.2

0.8

0.6

0.2

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 4.2: ¢ = x e erro = |exato — aproxrimado| onde as abscissas representam o
indice ¢ do ponto lagrangeano e as ordenadas representam o erro

x107%® erro=| exato — aproximado |, Phi=x
6 T T T T ¥
|
|
| *
|
|
|
4 F—* | B
| |
| i
| |
| |
* | * ¥ x|
| i
| |
2+ | * ¥ ¥ “ B
I
\|
= F* F% ¥ ¥ * *
0 N —L : Lt L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 4.3: ¢ = 22 e erro = |exato — aprozimado| onde as abscissas representam o
indice ¢ do ponto lagrangeano e as ordenadas representam o erro
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— ; _ phi " 3
; x 107 erro= | Phi, exata — Phi_aproximada |, Phi=x
T T T T

4.8 b

4.6 b

a4t 4

4.2 q

4+ N

3.8 B

3.6 4

3.4 b

3.2 b

3 I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 4.4: ¢ = 23 e erro = |exato — aprozvimado| onde as abscissas representam o
indice ¢ do ponto lagrangeano e as ordenadas representam o erro

A figura 4.5 mostra o erro para ¢ = sin(z), com 201 pontos lagrangeanos.

Como utilizamos uma malha cartesiana com 21 x 21 pontos, o que
implica que h = O(%), e a funcao nao é polinomial, obtemos um erro da ordem de

h3 como esperado

A figura (4.6) mostra o decaimento do erro para diferentes quantidades
de pontos da malha. Para estd andlise foram usadas malhas com 21 x 21, 41 x 41,

81 x 81, 161 x 161 pontos a equacao (4.1).

4.2 Ordem de Convergéncia

Raramente temos a solugao exata u(t) para calcular o erro obtido na
solugdo numérica [10]. Se a solugao é suave o suficiente e o espagamento da malha

denotado por Ax é pequeno, podemos usar o seguinte procedimento para estimar
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4 erro=|Phi_exato — Phi_ aproximado| Phi=sen(x), NL=201
8 x 10 x x
T

) A

6.5 | f |

551 q

35 I I I I
0 50 100 150 200 250

Figura 4.5: ¢ = sen(z) onde as abscissas representam o indice ¢ do ponto la-
grangeano e as ordenadas representam o erro

5 Erro de Truncamento

10 T
*
N=21
10 * |
N=41
e
Iin]
*
N=81
10" 1
N=161
10'573 . . . . ““172 . . . . ““71
10 10 10
Delta X

Figura 4.6: ¢ = sen(x), malhas 21 x 21, 41 x 41, 81 x 81 e 161 x 161 pontos



31

a ordem do método ou também o erro na solucdo. A medida que Ax decresce se
aproximando de 0 (zero), a ordem de convergéncia do método tende a se aproximar
de p. Existe uma faixa Az, < Axr < AZ,,.. onde o método apresenta a ordem

esperada.

Estando dentro dessa faixa podemos utilizar uma solugao bem refinada,
e supor que ela seja uma boa aproximagao da solugao exata. Desta forma podemos
calcular o erro como e =|| u" — u* || e a ordem do método é estimada como (veja

[10])

log(e”) — log(e"/?)

(4.2)

S
Q

Q

Q

[l —u*]] )
[[uh 72 —ux]]
log(2)

Supondo que a malha mais refinada dentre as simuladas é uma boa aproximacao da

solucao exata u*, escolhemos ©* como a solugao calculada na malha com 161 x 161
pontos e estimamos a ordem do método através dos dados da figura 4.6 como sendo

p ~ 2.0321.

4.3 Simulacao das Equacoes de Navier-Stokes

Para comecar vamos utilizar apenas as equacoes de Navier-Stokes apli-

cadas em dominios simples. Considere um fluido em um duto livre com Re = 1000
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de dimensoes 4 x 2 com condig¢oes de contorno

u=1,emz=0para0<y<4, (4.3)
v=0,em x =0 para 0 <y <4, (4.4)
0
a—uzo,emx:4para0<y<4, (4.5)
x
v
— =0,em x =4 para 0 <y <4, (4.6)
Ox
u=0,emy=0ey=2paral<x <4 (4.7)
v=0,emy=0ey=2paral <z <4 (4.8)
Ip
a—zO,emy:06y:2para0<x<4, (4.9)
Y
dp
a—zO,emszex:4paraO<y<4. (4.10)
T

Como a equacao de Poisson para a pressao com condi¢oes de Neumann
em todos os lados nao apresenta solugao tnica, utilizamos o artificio numérico de
fixar a pressao em um ponto da malha arbitrario. Desta forma temos a unicidade

da solucao.

Simulamos o mesmo problema utilizando trés malhas diferentes onde
cada malha é sucessivamente mais refinada. Assim a primeira malha apresenta
101 x 101 pontos, a segunda 201 x 201 pontos e a terceira 401 x 401 pontos. O
objetivo é poder comparar se o comportamento do fluido permanece o mesmo para

os trés tipos diferentes de malha.

Como podemos ver nas figuras 4.7, 4.8 e 4.9 o fluido teve um compor-
tamento esperado, pois se manteve laminar ao longo de toda a sua trajetéria, vindo

dessa forma a validar esta parte do cédigo.
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1000: (a) dominio ¢

(c) ampliagao na sa

Figura 4.9: Malha com 401 x 401 pontos com Re

a.(onde a esc
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4.4 Cilindro Fixo em um Duto

Neste teste acrescentamos ao duto simples um obstaculo de forma cir-
cular com centro em (0.7,1) e raio r = 0.1 com um dominio de tamanho 2um x 3um.

Nas trés simulagoes seguintes foram usados 201 x 201 pontos na malha.

Na figura 4.10 temos o resultado para Re = 100 onde usamos condicoes

de contorno

u = 0, em )y, (4.11)
v = 0, em €y, (4.12)

0

% — 0, em 9, (4.13)
u = 1, emx=0paral<y<4, (4.14)
v = 0, emax=0para0<y<4, (4.15)

0

A 0, em z =4 para 0 < y < 4, (4.16)

ox

ov

— = 0,emz=4paral <y <4, (4.17)

ox
u = 0,emy=0ey=2para0<zx <4, (4.18)
v = 0,emy=0ey=2paral <z <4, (4.19)
0

8_p = 0,emy=0ey=2paral <z <4, (4.20)
Y

dp

9 0,emz=0ex=4paral <y <4 (4.21)
x

Para o tempo t = 80 temos o fluxo permanente totalmente desenvolvido
onde podemos notar logo apés o cilindro dois pequeno vortices simétricos um no sen-

tido horério e o outro no sentido anti-horario.
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1.5

0.5

1.05
T

0,85
T

Figura 4.10: Malha com 201 x 201 pontos com Re = 100: (a) dominio completo e (b)
ampliagao do vortice.(onde a escala de cores representa a magnitude
dos vetores)
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Na figura 4.11 temos o resultado para Re = 500 onde usamos condicoes

de contorno

u = 0, em )y, (4.22)
v = 0, em (), (4.23)
0
gr 0, em €, (4.24)
on
u = 1, emz=0para0<y<4, (4.25)
v = 0, emxz=0para0<y <4, (4.26)
0
g 0, em z =4 para 0 <y < 4, (4.27)
ox
ov
9 0, em z =4 para 0 <y < 4, (4.28)
x
u = 0,emy=0ey=2paral<x <4, (4.29)
v = 0,emy=0ey=2paral <z <4, (4.30)
0
8_p = 0,emy=0ey=2paral <z <4, (4.31)
Y
dp
9 0, emzr=0ex=4para0<y<4. (4.32)
x

Para t = 40 temos o fluxo turbulento totalmente desenvolvido onde
verificamos o desprendimento de vértices influenciado pelo aumento do nimero de
Reynolds, notamos também que este aumento influencia diretamente o surgimento

de vértices assimétricos.
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Figura 4.11: (a)Malha com 201 x 201 pontos com Re = 500: (b)amplia¢do vértice
assimétrico.(onde a escala de cores representa a magnitude dos vetores)
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Na figura 4.12 o obstédculo circular esta em (1.34,1) com r = 0,2 um
dominio de tamanho 2um x 4um temos o resultado para Re = 1000 onde usamos

condicoes de contorno

u = 0, em (4.33)
v = 0, em Qy, (4.34)
g—i = 0, em Q, (4.35)
u = 1, emx=0paral<y<d4, (4.36)
v = 0, emz=0paral <y <4, (4.37)
% = 0, emzx=4para0 <y <4, (4.38)
ov
9 0, em x =4 para 0 <y < 4, (4.39)
u = 0,emy=0ecy=2paral <z <4, (4.40)
v = 0,emy=0ey=2paral <z <4, (4.41)
g—z = 0,emy=0ey=2para 0 <z <4, (4.42)
Ip
9 0, emz=0ex=4para0<y<4. (4.43)

Para ot = 30 e t = 40 notamos que a formacao de vértices se altera com
o tempo, tornando-se assim um escoamento transiente e assimétrico. A figura nos
mostra a influéncia que o fluido sofre ao aumentar o nimero de Reynolds alterando

também o desprendimento de vortices cada vez mais proximo ao cilindro.
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1.6

Figura 4.12: Malha 201 x 201 pontos Re = 1000: (a) t = 30 e (b) ¢ = 40.(onde a
escala de cores representa a magnitude dos vetores)
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Podemos notar que ao aumentarmos o nimero de Reynolds de Re = 100
para Re = 1000 temos o surgimento da esteira de vortices de von Karmann como

esperado ([11, 10]).

4.5 Particula em Movimento Circular

Nesta secao a particula é prescrita a se movimentar através de equacoes
paramétricas de um circulo. Sejam (z.,y.) as coordenadas do centro geométrico do

objeto, seu movimento ¢ dado por

r. = xo+rcos(wt), (4.44)

Ye = Yo+ rsin(wt), (4.45)

onde z( e ¥y sao as coordenadas do centro da trajetéria da particula e r é o raio da
circunferéncia. Calculando a derivada das equagoes (4.44) e (4.45) em relagao a t,

obtemos as componentes da velocidade (u,, v.) do centro do objeto dadas por

u. = —wrsin(wt), (4.46)

ve = wrcos(wt). (4.47)

As figuras 4.13 e 4.14 apresentam a simulagdo para uma malha com
61 x 61 pontos e Re = 100. Note que no momento inicial o fluido estd em repouso
e a medida que o objeto comega a se mover no sentido horario, o campo de ve-
locidades comega a ser alterado conforme a fisica do problema. Na tultima figura
o objeto percorreu aproximadamente duas voltas dentro do dominio e o fluxo esta
bem definido de forma a surgir um vértice no centro do dominio e dois pequenos

vortices nos cantos do dominio.
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Figura 4.13:

Malha com 61 x 61 pontos, Re = 100 : (a) 20.000 iteragoes, t = 2,
(b)40.000 iteragoes, t = 4, (¢)60.000 iteragoes, t = 6 e (d) 80.000
iteragoes, t = 8.(onde a escala de cores representa a magnitude dos
vetores)
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Figura 4.14: Malha com 61 x 61 pontos, Re = 100 : (a) 100.000 iteracoes, t=10,
(b)120.000 iteragoes, t=12 (c) 140.000 iteracoes, t=14 e (d)ampliacao
do vértice central.(onde a escala de cores representa a magnitude dos
vetores)
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4.5.1 Cilindro Livre

A préxima simulagao serd com um cilindro livre para se movimentar

dentro do duto. A figura 4.15 possui uma malha com 61 x 61 pontos e Re = 100.

0.6

Figura 4.15: Cilindro em movimento.(onde a escala de cores representa a magnitude
dos vetores)

Nessa simulagao sao aplicadas as condigoes de contorno no duto como

anteriormente e, além disso, é calculada a integral
v -
m—=1= / o . fids (4.48)
o

que é responsavel pela forga de superficie agindo no contorno da particula. A partir
de I atualizamos a posicao e a velocidade do centro da molécula através das equacoes
(3.56) e (3.57). Note que a medida que avangamos no tempo, a particula movimenta-

se da esquerda para a direita como esperado.
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4.6 Simulagao da Equacao de Poisson-Boltzmann

Nesta se¢ao, faremos testes usando apenas a equacao de Poisson-Boltzmann
de tal forma a validar essa parte do problema. Nessas simulagoes estamos usando

uma malha com 41 x 41 pontos com condigoes de contorno

¢ = 0,emzx=0paral<y<]1, (4.49)
¢ = 1,emz=1paral<y<1, (4.50)
¢ — x)emy:()ey:lparao<l'<1. (451)

Para os testes abaixo, iteramos a equagao (3.32) utilizando o método

de Euler até obtermos a solucao permanente (% = ) com um erro menor que

tol = 107", Note que na figura 4.16, para p(z,t) > 0, a solucao apresenta uma
concavidade para baixo pois o termo p tem o mesmo papel que um termo fonte para
equagao do calor [9, 5] e na figura 4.17, para p < 0, a situagao se inverte como

esperado.

0.9
0.8
//
07 : ‘ : : :
/
06
05
0.4
03
02

0.1

Figura 4.16: Malha com 41 x 41 pontos e p = 5.
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Figura 4.17: Malha com 41 x 41 pontos e p = —5.

Figura 4.18: Malha com 41 x 41 pontos e k1 = 2 e ky = 78.
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Na figura 4.18 mantemos p = 1 e usamos as constantes dielétricas k; = 2
para 0,3 < x <0,7e0,3 <y <0,7 na molécula e ks = 78 caso contrario no fluido.
A regiao representada pela constante dielétrica ky = 2 e ky = 78 devido a funcao se

tornar decrescente ao sair de €2y e depois crescente ao sair de €2;.

Dessa forma validamos o comportamento da equacao de Poisson-Boltzman,
testamos a variavel p responsavel pela distribuicao de cargas fixas e também as cons-

tantes dielétricas kq e ko, localizadas nas regides §2; e .

4.7 Problema Completo em um Duto Simples

Nesta se¢ao simulamos um fluido em um duto com 4pum x4pum, Re = 0.1
e p = 1 utilizando o modelo completo com as equacgoes de Navier-Stokes e a equagao
de Poisson-Boltzmann. Na figura 4.19 (a) temos uma malha de 31 x 31 pontos e
31 pontos lagrangeanos e em (b) temos uma malha de 61 x 61 pontos e 31 pontos
lagrangeanos e na figura 4.20 (a) temos uma malha 31 x 31 pontos e 61 pontos la-
grangeanos e em (b) temos uma malha 31 x 31 pontos e 121 pontos lagrangeanos onde
o objetivo é mostrar que o comportamento da molécula é o mesmo na medida que a
malha é refinada e a quantidade de pontos lagrangeanos aumentam. Em seguida sao
apresentadas as figuras 4.21 e 4.22 onde sao mostrados o comportamento da pressao
e o comportamento do potencial elétrico respectivamente. Estas simulagoes tiveram

como condic¢oes de contorno

u = u.em 0§, (4.52)
v = v, em 0%y, (4.53)
0
(9_£ = 0, em 0%, (4.54)
u = 1, emz=0para0<y<4, (4.55)
v = 0, emz=0paral<y<4, (4.56)
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- 0, em z =4 para 0 <y < 4, (4.57)

ov

E = 0, emx=4paral<y<4, (4.58)
u = 0,emy=0ey=2paral <z <4, (4.59)
v = 0,emy=0ey=2paral <z <4, (4.60)

g—i = 0, em 0, (4.61)
o = —l,emr=4paral<y<d4, (4.62)
¢ = 1, emxz=0paral<y<d4, (4.63)

g_(§ = 0,emy=0ey=2paral<y<4. (4.64)

4.8 Movimento de uma Particula em um Fluido Ionizado

Nessa secao apresentamos a simulagao do problema completo, utilizando
as equagoes de Navier-Stokes e Poisson-Boltzmann onde mostramos o resultado da
simulagao do fenomeno eletroforese localmente. Também testamos o comportamento
da particula carregada em um fluido ionizado e estudamos a influéncia das condig¢oes
de contorno para a equacao de Poisson-Boltzmann no movimento da particula. Para
notarmos esta influéncia, iniciamos com o fluido em repouso (u = 0,v = 0) e fixa-
mos a velocidade em repouso no contorno. Para a pressao utilizamos condicoes de

Neumann no 0€),.
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Figura 4.20: Re = 0.1 e malha 31 x 31 pontos: (a) 61 pontos lagrangenos, (b) 121
pontos lagrangeanos.(onde a escala de cores representa a magnitude
dos vetores)
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Figura 4.22: Re = 0.1 malha 61 x 61 pontos: (a) potencial elétrico (b) ampliacao
regiao da particula
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Nestas simulacoes utilizamos para a pressao e velocidade as mesmas

condicoes de contorno que sao

U = u., em §, (4.65)
v = 1., em £, (4.66)
0
% = 0, em {2, (4.67)
u = 0, em {, (4.68)
v = 0, em (y, (4.69)
0
% = 0, em Q. (4.70)

Simulamos quatro configuracoes para as condicoes de contorno do po-

tencial ¢ de tal forma a mostrar o comportamento da particula sob influéncia destas.

Na figura 4.23(a) utilizamos as condigoes de contorno

% = 0,emzr=0ex=4para0<y<4, (4.71)
¢ = —1, emy=0paral<zx <4, (4.72)
o = 1, emy=4para0 <z <4, (4.73)

(4.74)

e em (b) utilizamos

o¢
Ox
o = 1,emy=0paral <z <4,

= 0,emzx=0ex=4paral <y <4,

(4.75)
(4.76)
¢ = —1, emy=4paral <z <4, (4.77)
(4.78)
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Para a figura 4.24, fixamos ¢ nos contornos leste e oeste tal que em (a)

usamos

¢ = 1, emxz=0para0 <y <4, (4.79)
¢ = —1,emxz=4paral<y<d4, (4.80)
0
a_qb = 0,emy=0ey=4paral <z <4, (4.81)
Y

(4.82)

e em (b) utilizamos

¢ = —1, emxz=0paral <y <4, (4.83)
o = 1, emzx=4paral<y<4, (4.84)
0
8_¢ = 0,emy=0ey=4para0 <z <4, (4.85)
Y

(4.86)

O problemas ¢é simulado até momentos antes da molécula tocar o con-

torno do dominio, onde a partir desse momento a solug¢ao nao é mais valida.

Podemos notar a correta influéncia das condigoes de contorno no movi-
mento da molécula de tal forma que quando mudamos a configuracao das condig¢oes
de contorno do potencial ¢ mudamos também a direcao da molécula. Nos casos si-
mulados podemos notar que a molécula move-se mediante a acao das forcas elétricas

em dire¢ao ao contorno com potencial mais baixo.
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5 CONSIDERACOES FINAIS E
CONCLUSOES

Primeiramente buscamos entender como funciona o fenomeno da eletro-
forese e listar todas as equagoes envolvidas na modelagem do problema. Como o con-
torno da molécula nao coincide com a malha cartesiana, foi necessaria a inclusao dos
pontos lagrangeanos e a apresentacao das formulas de interpolacao e discretizagao
para estes. Na sequéncia partimos para a implementacao na linguagem Fortran 90

das discretizagoes utilizando o método das diferencas finitas.

Comecamos entao a fase de validacao dos algoritmos utilizando inicial-
mente somente a equacao de Navier-Stokes que é responsavel pela hidrodinamica
do sistema. Simulamos 2 testes diferentes. No primeiro buscamos validar o codigo
para um dominio simples; no caso um duto horizontal, através do refinamento da
malha. Estando este correto, partimos para o estudo do comportamento do fluido
ao redor de um cilindro fixo com o objetivo de analisarmos o desprendimento de
vortices para Re = 100, Re = 500 e Re = 1000. Podemos perceber um aumento
na esteira de vértices de forma gradativa acompanhando o aumento do niimero de

Reynolds como esperado pela literatura.

Foram feitos mais dois testes: um com a particula em movimento cir-
cular for¢cado no sentido horério e o outro com a particula livre para se movimentar
dentro do duto. Os dois testes se mostraram satisfatérios. Depois disso validamos
entao a parte do algoritmo responsavel pela modelagem da equacao de Poisson-
Boltzmann. Fizemos testes para diferentes parametros e condi¢oes de contorno

triviais de modo a validar o algoritmo satisfatoriamente.

Uma das dificuldades enfrentadas na simulacao numérica, foi devido ao
contorno da particula nao coincidir com os pontos da malha cartesiana. Por isso

fez-se necessario a introducao dos pontos lagrangianos sobre o contorno da particula.
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Mostramos numericamente que o método utilizado nas interpolagoes e discretizagoes

nos pontos lagrangeanos ¢ de ordem 2.

E por fim, apresentamos os resultados da simulacdo que caracteriza
o fenomeno eletroforese, onde a molécula comeca a se movimentar por influéncia
do potencial elétrico. Estes resultados estao acompanhados de suas condicoes de
contorno, mostrando assim a sua real influéncia na direcao da molécula. Sao apre-

sentados resultados do comportamento da pressao e do potencial elétrico.

Neste trabalho nao usamos as equacoes para a rotagao da molécula pois
estamos usando um corpo circular. A implementagao dessas equagoes (apresentadas
em [3]) nao envolvem grande complexidade, porém a fase de testes se tornaria mais

longa.

Para trabalhos futuros, também pretendemos estudar com cuidado os
parametros que venham tornar a simulagao um pouco mais proxima da realidade.
Estamos simulando em um dominio muito pequeno de forma que a andlise se torna
local. Para simular por completo o problema deverao ser consideradas as diferentes
escalas do problema e com isso usar um modelo de malha do tipo nao-uniforme

permitindo um refinamento local.

Do ponto de vista computacional, a inclusao de duas ou mais particulas
requer uma leve estruturacao do cédigo. Entretanto a colisao entre essas moléculas

requer uma correta modelagem do problema e a inclusao de mais algumas equacoes.

A utilizacao de moléculas com contornos suaves, desde que sejam con-

vexos, ¢ direta a partir das equagoes deste trabalho.

Podemos concluir que a implementacao se mostrou satisfatéria e bas-
tante versatil pois diferentes problemas e modelos foram simulados a partir do mesmo

algoritmo.
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