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RESUMO

A modelagem matemética de problemas importantes e significativos da engenharia, fisica
e ciéncias sociais pode ser formulada por um conjunto misto de equagOes diferenciais e
algébricas (EADSs). Este conjunto misto de equacdes deve ser previamente caracterizado quanto a
resolubilidade, indice diferencial e condic¢fes iniciais, para que sgja possivel utilizar um codigo
computacional para resolvé-lo numericamente.

Sabendo-se que o indice diferencial é o pardmetro mais importante para caracterizar um
sistema de EADs, neste trabaho aplicase a reducdo de indice através da teoria de grafos,
proposta por Pantelides (1988). Este processo de reducdo de indice € realizado numericamente
através do algoritmo DAGRAFO, que transforma um sistema de indice superior para um sistema
reduzido de indice 0 ou 1. Apds esta etapa € necessario fornecer um conjunto de condicfes
inicias consistentes para iniciar o codigo numeérico de integracgdo, DASSLC.

No presente trabalho discute-se trés técnicas para a inicializagdo consistente e integracdo
numeérica de sistemas de EADs de indice superior. A primeira técnica trabalha exclusivamente
com o sistema reduzido, a segunda com o sistema reduzido e as restrigdes adicionais que surgem
apos a reducdo do indice introduzindo variaveis de restricdo, e a terceira técnica trabalha com o
sistema reduzido e as derivadas das varidveis de restricéo.

Apos varios testes, conclui-se que a primeira e terceira técnica podem gerar um conjunto
solucdo mesmo quando recebem condicdes iniciais inconsistentes. Para a primeira técnica, esta
caracteristica decorre do fato que no sistema reduzido algumas restrigdes, muitas vezes com
significado fisico importante, podem ser perdidas quando as equacbes agébricas sdo
diferenciadas. Trabalhando com o sistema reduzido e as derivadas das varidveis de restricdo, o
erro da inicializacdo € absorvido pelas variaveis de restricdo, mascarando a precisdo do codigo
numérico. A segunda técnica adotada ndo tem como absorver os erros da inicializagdo pelas
variaveis de restricdo, desta forma, quando as restrigdes adicionais ndo sdo satisfeitas, ndo €
gerada solucdo alguma.

Entretanto, ao aplicar condigdes iniciais consistentes para todas as técnicas, conclui-se
que o sistema reduzido com as derivadas das varidve's restricdo € o método mais conveniente,
pois apresenta melhor desempenho computacional, inclusive quando a matriz jacobiana do
sistema apresenta problema de mau condicionamento, e garante que todas as restricdes que

compdem o sistema original estejam presentes no sistema reduzido.



ABSTRACT

The mathematical modelling of important and significant problems of engineering,
physics, and social sciences can be formulated by a mixed set of differential and agebraic
equations (DAES). This mixed set of equations should be previously characterized by its
solvability, differential index, and initialization conditions, in order to use a computational code
to solve it numerically.

Knowing that the differential index is the most important parameter to characterize a
system of DAEsS, in this work the index reduction in done through the graph theory, proposed by
Pantelides (1988). The index reductions procedure is accomplished numerically by the
DAGRAFO agorithm, that transforms a high-index system into a reduced system of index O or
1. After this stage it is necessary to provid a set of consistent initial conditions to start the code
for numerical integration, DASSLC.

In the present work, three techniques for consistent initialization and numerical
integration of DAES are discussed. The first technique works exclusively with the reduced
system, the second one works with the reduced system and the additional constraints that appear
after the index reduction introducing constraint variables, and the third technique works with the
reduced system and the derivatives of the constraint variables.

After severa tedts, it is concluded that the first and the third techniques can generate a
solution set even when they receive inconsistent initial conditions. For the first techmique this
characteristic is due to the fact that in the reduced system some constraints, many times with
important physical meaning, can be lost when the algebraic equations are differentiated. When
working with the reduced system and the derivatives of the constraint variables, the error of the
initialization is absorbed by the constraint variables, masking the accuracy of the numerica code.
The second adopted technique is not able to absorb the errors of the initiaization through the
constraint variables, and then when the additional constraint are not satisfied no solution is
generated.

However, when applying consistent initial conditions for all the techniques, it is
concluded that the reduced system with the derivativess of the constraint variables is the most
convenient method, because it presents better computaciona performance, even when the
jacobian matrix of the system presents problem of bad conditioning, and it guarantee that all the

constraints that compose the original system are present in the reduced system.



1. INTRODUCAO

Problemas importantes de diferentes areas como mecanica, robdtica e engenharia
quimica, por exemplo, sempre que puderem ser escritos através de conjuntos de equactes
diferenciais e algébricas, sdo chamados de sistemas de Equagdes Algébrico-Diferenciais (EADS).

Dependendo da &rea de aplicacdo, estes sistemas mistos, também podem ser conhecidos
por sistemas de equacOes singulares, descritivas, ndo canOnica, ndo casuais, degenerativas,
restritivas, ndo padréo ou de ordem reduzida (Brenan et al., 1989).

O estudo da teoria anditica de sistemas de EADSs iniciou-se por volta de 1960.
Entretanto, a primeira aplicacdo de um método prético numérico surgiu em 1971, desenvolvido
por Gear et al., 1971. Atualmente, sistemas de EADs s&0 de interesse por causa da importancia
destas equacfes para uma grande classe de processos dinamicos e, também, por causa das
dificuldades numeéricas encontradas pel os codigos computacionais.

Os modelos matematicos utilizados por estes processos transientes geramente
representam balancos de massa, energia e quantidade de movimento, através das equactes
diferenciais, e relagbes constitutivas necessarias, como equagdes de estado, através das equactes
algébricas. Desta forma, torna-se conveniente trabalhar com modelagem na forma de sistemas de
EADs onde as variaveis tém significado fisico e é preservada a generalidade do sistema.

Os primeiros modelos na forma de EADs apresentados na literatura diferenciavam as
equagOes algébricas, ou as resolviam separadamente, e as substituiam nas equagdes diferenciais,
até transformar o sistema originad em um sistema de equagdes diferenciais ordinérias (EDOs).
Este processo, quando possivel, aém de consumir tempo e esforco computacional pode
apresentar uma solucdo numeérica diferente da solucéo do sistema origina, aém de perder a
generalidade do sistema original. Devido a estas dificuldades tornou-se necessario utilizar outras
técnicas para trabalhar diretamente com o sistemade EADs original.

As técnicas numéricas para trabalhar diretamente com o sistema original foram muito
exploradas na década de 80 e, até hoje, ndo se conhece algum método numérico que o resolva
incondicionalmente. Diante destas dificuldades tornou-se necessério determinar par@metros para
classificar sistemas de EADs, dentre estes, 0 mais utilizado € o indice diferencial.

Sistemas de EADs podem ser classificados como indice 0, 1 ou superior, onde aqueles
gue apresentam indice até 1, comportam-se de forma semelhante a sistemas de EDOs e podem

ser resolvidos por métodos aplicados a esta classe. Entretanto, sistemas que apresentam indice



superior comportam-se de forma diferente das EDOs e apresentam complicacGes nos codigos
NUMEricos.

Atualmente existem diversos codigos computacionais que permitem a integragdo direta
de sistemas de indice menor que 2 como 0 DASSL de Petzold (1989), o RADAU de Hairer e
Wanner (1991) e DASSL C de Secchi (1992). Entretanto, ainda ndo € possivel integrar o sistema
de EADs de forma direta com indice superior, com excecdo de casos especificos como os
sistemas lineares.

Além das dificuldades de integracdo, os sistemas de EADs, também apresentam
dificuldade para determinar condi¢Bes iniciais consistentes, sendo estas necessarias para dar
partida ao cédigo de integracdo. Determinar condicfes iniciais consistentes ndo é uma tarefa
trivial, porque este conjunto de valores, além de satisfazer o sistema origina das EADs, também
deve satisfazer as derivadas de algumas de suas equagoes.

Neste trabalho sdo propostas e discutidas técnicas de inicidlizagdo consistente e
integracd numeérica de EADs de indice qualquer, que levam em consideracdo as restricoes
adicionais do sistema estendido, resultante do processo de reducdo de indice. O codigo
computacional utilizado foi o DASSLC (Secchi e Pereira, 1997), escrito em linguagem C, que
realiza aintegracdo direta de sistemas genéricos de EADs.

Para a compreensdo das técnicas propostas, apresenta-se no capitulo 2 conceitos
fundamentais da teoria de EADs. Neste capitulo sdo fornecidos conceitos de indice,
caracterizacdo e resolubilidade de EADs, assim como, a inicializagdo e sua importancia para a
resolucdo numerica.

No capitulo 3, apresenta-se topicos sobre a teoria de grafos que sdo utilizados para
ilustrar o algoritmo proposto por Pantelides (1988), que determina o0 conjunto minimo de
equagdes que precisa ser diferenciado para a inicializagdo consistente. No capitulo 4, as técnicas
de levar em consideracdo as restricdes adicionais sd0 apresentadas, enfatizando-se esta
necessidade para aintegrac@o do sistema através de codigo numeérico.

Os resultados obtidos com a aplicacdo do codigo DASSLC, considerando as diferentes
técnicas que levam em consideracdo as restrices adicionais do sistema estendido, séo
apresentados no capitulo 5. Para andlise desses resultados utilizou-se exemplos de sistemas
algébrico-diferenciais descritos na literatura.

O capitulo 6 finaliza o trabaho com as conclusdes finais a respeito das técnicas
propostas, que levam em consideracao as restri¢Oes adicionais do sistema estendido, e sugestoes
para trabal hos futuros.



2. CONCEITOSBASICOS

Este capitulo apresenta conceitos e definic¢es importantes para a andlise e caracterizagcdo
de EADs. S&0 apresentadas algumas diferencas existentes entre EADs e EDOs, afim de salientar
gue ndo € possivel resolver todos os tipos de EADs através de métodos numéricos aplicados a
sistemas de EDOs. E definido indice diferencial, sendo este o mais adotado na caracterizagio das
EADs, embora existam outros tipos de indice; também definidos neste capitulo. Sdo também
apresentados 0s tipos e caracteristicas de sistemas de EADSs, resolubilidade e consisténcia da
inicializagao.

21. EADXEDO

Sistemas composto por equacOes algébricas acopladas a equacfes diferenciais séo

denominados sistema de equactes algébrico-diferenciais (EADS) que pode ser equacionado por:

F (x(t), x(t),t) =0, (2.1)

ondet| [ éavaridvel independente,x T " (vetor formado pelas variaveis diferenciais e
algébricas) e F | [1 . Quando a matriz F, de derivadas parciais de F com relacdo a x é
singular, tem-se um sistema de equactes algébrico-diferenciais (EAD).

Equactes diferenciais ordinérias e equagdes diferenciais parciais também sdo exemplos
de uma das classes de EADs.

A equagdo (2.1), que estd naformaimplicita, quando puder ser rescrita naforma:

x(t) = f (x(t),t), (2.2

passaraa ser um sistema de Equactes Diferenciais Ordinarias (EDOs) explicito.
Segundo Petzold (1982) alguns tipos de sistemas de EADs podem ser resolvidos
numericamente por técnicas aplicadas a sistemas de EDOs, sendo estas bastante conhecidas.

Porém, podem surgir algumas dificuldades numéricas geradas pelo codigo, devido a classe de

3



sistema de EADs também incluir problemas com determinadas propriedades, as quais s80 muito
diferentes da forma padréo de sistema de EDOs.

Alguns desses sistemas de EADs ndo podem ser resolvidos por técnicas de integracdo que
utilizam, em cada passo, as formulas de BDF (Backward-Differential-formula), muito usadas
para resolver sistemas de EDOs, podendo modificar de alguma forma o conjunto de equagtes
originais e gerar diferenca na ordem da estimativa do erro de integracéo.

A resolucdo de um sistema de equacOes algébrico-diferenciais por eliminagdo das
equagOes algébricas, transforma o sistema origina em um sistema de equacfes diferenciais
ordinarias. Este novo sistema podera ser resolvido por métodos utilizados em sistemas de EDOs,
se 0 sistema origina ndo apresentar um indice el evado.

A transformagdo de um sistema de equacOes agébrico-diferenciais em um sistema de
equagdes diferenciais ordindrias se faz necess&ria devido a dificuldade de se trabalhar com
codigos numéricos, quando o sistema apresenta indice elevado.

Estas sdo algumas diferencas relacionadas a uma das classes pertencentes ao sistema de
EADs;, entretanto, a diferenca entre EADs e EDOs esta relacionada com a matriz de derivadas
parciaisde F comrelacdo a x. Na equacdo (2.1), quando esta € singular, o sistema é dito EAD,
caso contrario o sistema sera EDO. Detalhes mais precisos referentes a diferencgas entre EADs e
EDOs encontram-se em Brenan et al., (1989).

2.2. INDICE

Se a solugdo de sistemas de EADs apresentar dificuldades de inicializagdo consistente
e/ou propagacdo do erro de integracdo, este sistema possui problemas de indice, sendo este, o
parametro mais utilizado para a caracterizagéo de sistemas de EADs. Na literatura encontram-se
guatro diferentes tipos de indices, que sdo descritos a seguir.

O indice de nilpoténcia esta relacionado com a nilpoténcia da forma canbnica de sistema
de EADs lineares com coeficientes constantes, isto &

Ax+Bx= f(t), (2.3)

onde A eB sdo matrizes nxn reais ou complexas. Se | € um pardmetro complexo, entéo:



| A+B, (2.4)

€ chamada de matriz pencil.

Se o determinante da matriz pencil | A+ B ndo é identicamente nulo, entdo | A+B é
dita regular e o sistema € soltvel. A regularidade da matriz pencil conduz ao seguinte teorema
(Brenan et al., 1989).

Teorema 2.1 (Nilpoténcia) - Sendo | A+B uma matriz pencil, entdo existe duas matrizes

P e Q invertives, tais que:

g o0 < o
PAQ:?gO EePBQzeC u (2.5)

Nu 80 14
Onde N é amatriz de nilpoténcia, | é amatriz identidade e C uma matriz na forma candnica
de Jordan. A matriz N tem nilpoténcia k se N =0 e N*'1 0, sendo k € grau de nilpoténcia
de N. No caso especia em que A é ndo-singular, tem-se PAQ=1, PBQ=C e define-se
k=0.Seodet(l A+B)=cte, entdo PAQ=N e PBQ=1 .

A solucdo do sistema (2.3) é determinada pela forma canbnica da matriz pencil:

| PAQ +PBQ, (2.6)

onde P e Q sd0 matrizes nxn ndo-singulares que através de mudancas de coordenadas

transformam o sistema (2.3) para aforma canonica:
PAQY +PBQy =Pf, (2.7)

onde x =Qy .

Em outras paavras, o indice das EADs lineares com coeficientes constantes pode ser
definido como o nimero de iteragBes necessarias, para concluir o seguinte procedimento que, a
cadaiteragdo reduz o indice em uma unidade (Brenam, 1983):

1. Obter restri¢fes algébricas explicitas através de reformulagdo de EADs por mudanga de

coordenadas,



2. Diferenciar estas restri¢des até reduzir o sistema a EDOs explicitas.
O mesmo procedimento pode ser usado para definir o indice de EADs lineares com coeficientes

variave's, desde que o posto de A(t) sgaconstante.

Definicdo 2.1 (indice de Nilpoténcia) - O indice de nilpoténcia da forma candnica de um
sistema de EADs lineares de coeficientes constantes € o grau de nilpoténcia da matriz desta

forma canbnica.

indice diferencial é uma extensio do indice de nilpoténcia para sistemas de EADs na
formaimplicita.

Considere o caso geral de EADs:
F ()‘(,x,t) =0, (2.8)

dax 2 ~

onde x=51T 0" xT 0" F1 O 21 1 1, e | éum subintervalo de [J .

Definicdo 2.2 (Indice diferencial) - Indice diferencial (v,) é o nimero minimo de vezes que
um sistema de EADs (ou equagdes derivadas dele) precisa ser diferenciado emrelacdo a t até ser

transformado em um sistema de EDOs explicito do tipo x=F " (t, ).

Apds esta definicdo, sistemas compostos apenas por EDOs apresentam indice zero. Todo

o sistema de EADs do tipo (2.8) é considerado de indice superior (ou elevado) sevy 3 2.

indice de perturbaco, definido por Hairer et al. (1989), é a medida da sensibilidade das
solugdes frente a perturbagdes do sistema de equagoes.

Definicdo 2.3 (indice de perturbacéo) - O sistema de EADs F (X x,t)=0 tem indice de
perturbacio (vp) a0 longo da solugo x(t) parat nointervalo |, se v, é o menor inteiro tal

que a diferenca entre asolugéo X(t) e asolugdo do sistema perturbado



F (xxt) =d(t), (2.9)
exista no intervalo de interesse e sgja limitada por
max | X(t)- x(t)| £ C{||§((O) - x(0)[|+max|d (t )] +...+ made (%-3) (t )H} . (210

O indice de perturbacéo é de grande importancia para a determinacéo do impacto do erro
de arredondamento na solucdo numérica de EADs. Uma relagdo entre o indice de

perturbagéo(vp) e o indice diferencial (v, ) dado por (Gear, 1990)
Vg EV, Evy+1 . (2.11)

O indice de esforco numérico ou indice singular esta relacionado com o esforgco para
obter a solugdo numérica de um sistema de EADs (Chung e Westerberg, 1991).

Defini¢do 2.4 (indice singular) — O indice singular de um sistema de EADs na forma geral
F(x % y,t)=0, onde F éum vetor de fungdes suficientemente diferenciéveis, é definido como

1 (um) mais o nimero de diferenciagbes de EADs necessé&rias para tornar a matriz Jacobiana

com relagdo as variaveis x e y ndo singular.

Caso o indice singular do sistema seja maior do que 1, o sistema tem problema de indice,
apresentando dificuldade com a consisténcia da inicializagdo e/ou com a propagacdo estéavel do
erro.

A definicdo de indice também apresenta relagdo com o conceito de rigidez de sistema de
EDOs. Esta rigidez é caracterizada pelo nimero de condicionamento k da matriz Jacobiana do
sistema, ou sgja, pela relacdo entre 0 maior e o menor valor caracteristico em moédulo da matriz
Jacobiana. Um sistema com k ~20 é dito n&o rigido, k ~10° é dito rigido e k ~10° é dito muito
rigido. Portanto, um sistema de EADs pode ser interpretado como um sistema de EDOs
infinitamente rigido (Chung e Westerberg, 1991).

Pelo sistema daforma (2.1), um sistema de indice maior que zero apresenta singularidade

da matriz de derivadas parciais fF/{x, o que significa pelo menos um valor caracteristico nulo,



logo, um outro valor caracteristico diferente de zero, leva k =¥ , isto significa que o sistema é
muito rigido.

Entretanto, Asher e Petzold (1998) definem rigidez em funcdo do desempenho de um
método explicito para a sua solu¢do. Um problema de valor inicia é dito rigido se 0 passo de
integracdo necessario para tornar consistente a estabilidade do método de Euler explicito € muito
menor que o tamanho do passo requerido para representar a solucéo de forma acurada.

Sob o ponto de vista numérico, quanto menor o indice, mais simples sera resolver o
sistema. Todavia, para a solu¢éo numérica de indices superiores, deve-se usar uma das seguintes
estratégias:

0] utilizacdo de um codigo adequado para sistemas de indice superior;

(i) reducdo do indice do sistemapara 1l ou O.
Se o indice for até 1 (um), existem codigos computacionais robustos e consistentes para sua
solucdo; porém, apenas 0s sistemas de indice menores ou iguais a 1 (um) e as EADs lineares
com coeficientes constantes de indice qualquer, podem ser resolvidos por métodos de EDOs.
Para indices maiores que 1 (um) ainda ndo foi desenvolvido um cédigo genérico, sendo que 0s
existentes podem levar a solucéo numeérica a ndo convergéncia ou convergindo para uma solucéo
incorreta. Para as EADs lineares gerais e as ndo lineares de indice superior, ndo existem métodos
numeéricos gue as resolvam incondicional mente.

Diante destas dificuldades, a estratégia mais conveniente e em geral a mais simples € a
reducdo do indice do sistema para 1 (um) ou O (zero). O maior inconveniente para o sistema
resultante, apds a reducdo de indice, é 0 surgimento de mais solugdes que no sistema original, o
gue pode afetar a convergéncia do método numérico, (Rascol et al., 1998). Outro problema
resultante com a diferenciacdo das equacfes algébricas é a perda das constantes, o que pode ter
implicacOes graves na qualidade da solugdo numérica.

Além disto, ao longo do processo dessas diferenciacGes podem surgir outras equacoes
algébricas que estavam implicitas no sistema de equagdes originais. O conjunto destas equagdes,
formado pelo sistema original (equactes algébricas e diferenciais) e as equagdes resultantes das
diferenciacbes, compdem o chamado sistema estendido.

2.3. CARACTERIZACAO ESTRUTURAL DE UM SISTEMA DE EADs

Um sistema de EADs implicito da forma F(x(t),x(t),t)=0, onde F e x possuem a

mesma dimensdo, pode ser classificado segundo propriedades estruturais de suas matrizes
8



jacobianas F/fx e fF/qx, como posto e estrutura de esparsidade. Uma propriedade de uma

matriz € dita estrutural se todos 0s seus elementos ndo nulos podem ser substituidos por valores
aleatdrios e ainda assim a propriedade persistir.

Estas informacdes sdo de grande importancia para o estudo das propriedades analiticas do
sistema, andlise da convergéncia e estabilidade dos métodos numéricos. A seguir sao
apresentados os diferentes tipos de sistemas expostos ha literatura.

Sistemaimplicito

O sistema de EADs representado abaixo corresponde ao sistemaimplicito do tipo n&o linear:
F(x(t),x(t),t)=0, (2.12)
onde t1 0,x eFT 0" sio fungdes suficientemente diferenciaveis, onde a matriz das
derivadas parciais fF/fx ésingular.
O sstema de EADs representado abaixo correspondem, respectivamente, ao sistema
implicito do tipo linear com coeficientes varidveis e linear com coeficientes constantes:
A(t)x(t)+B(t)x(t) = f (t), (2.13)

Ax(t)+Bx(t) = f (t), (2.14)

onde A eB sd0 matrizes quadradas de nUmeros reais ou complexos, t € umavariavel real e A é

singular paratodo o t real (Brenan et a., 1989).

Sistema linearmente implicito

O sistema é dito linearmente implicito quando € do tipo ndo linear, porém linear na

derivada, representado por:

A(t,x)x+ f (t,x) =0 . (2.15)



Sistema particionado

O sistema particionado é representado pela unido de equagles diferenciais (2.16) e
equagOes algébricas (2.17). As varidveis também podem ser divididas em varidveis cujas
derivadas aparecem ou ndo no sistema de EADs, definidas como variaveis diferenciais (x) e
variaveis algébricas (y) . Assim, tem-se:

f(x(t),x(t),y(t)) =0, (2.16)

g(x(t).y(t)) =o0. (2.17)

Sistema semi-implicito

O sistema semi-implicito, que consiste de um sistema de EADs particionado composto

por um sistema de EDOs explicito sujeito a restricbes agébricas, apresenta propriedades

particulares onde o nimero nd de equacdes diferenciais ( f ) éigua ao nimero nx de variaveis
diferenciais (x) e o nimero nade equagdes algébricas (g) é igual a0 nimero ny de varidveis

algébricas (y), representado naforma geral por :

x(t)=f(t.xy), (2.18)

g(t,x,y)=0. (2.19)

Sistema de Hessenberg

O sistema de Hessenberg € uma estrutura particular de EADs semi-implicita com
propriedades conhecidas. Muitos dos sistemas de indice superior que surgem de aplicagdes, estéo
sob a chamada forma de Hessenberg, representado pelo sistemas (2.20) de tamanho r :
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onde a matriz resultante do produto B, ,_,B, ,, ,...B, €quadrada e regular.

As formas de Hessenberg para sistemas lineares para r=2 e r=3 séo mostradas abaixo:

%+ Bux + BpXx, = 1,

(2.21)
Bux =1,
onde amatriz B, B,, € quadrada e regular e,
¥+ ByX +BpX, +Bpxs = i,
X2+ B21)(1 + Bzzxz = f2’ (2-22)

BBZXZ = f3’
onde amatriz B,,B,,B,, também é quadrada e regular.

A forma de Hessenberg para sistemas ndo lineares de tamanho r € mostrada abaixo:
% = F (X0, %0000 %0 1),

% = Fy (X0 %0 % 101),

(2.23)
X = (KX X art).

0=F (x..t),

onde (1IF, /%.1).(TF.../ %2 )...(TF,/T%,).(IF,/TX. ) é néo singular.

As formas de Hessenberg para sistemas néo lineares parar=2 e r=3 sdo mostradas abaixo:
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% = F (%, %, 1),

(2.24)
0=F,(x.t),
onde (1F,/ ) (1R, /Tx,) éregular.
% = F (%%, %, 1),
X, = Fz(Xl,Xz,t), (2.25)
0=F,(x,1),

onde (TF, /1%, ) (TF, /%) (1IF,/ Tx;) éregular.

Sistema reduzido

Sistemas de EADs de indice 1 (um) ou zero resultante do processo de reducdo de indice.

Sistema estendido correspondente

O sistema estendido correspondente é o sistema formado pelas equagdes originais e por
todas as equagdes resultantes, apls as diferenciacbes necessédrias do sistema original, para
transformé-lo em um sistema de indice 1 ou zero. Isto &, € a unido do sistema original com o

sistema reduzido e as demais equagdes intermediérias geradas no processo de reducdo de indice.

24. RESOLUBILIDADE
A resolubilidade de um sistema de EADs garante que a solugdo exista e sgja Unica, no
intervalo de interesse, e revela a dependéncia entre tal existéncia e o valor inicia da variavel

dependente.

EADs lineares com coeficientes constantes, representada por:
Ax(t)+Bx(t) = f(t), (2.26)

12



onde A eB sdo matrizes n«n, s80 solUveis se, e somente se, | A+ B € uma matriz pencil regular,
isto € o determinante do feixe de matrizes ndo € identicamente nulo como uma funcdo do
parametros complexo | . A regularidade da matriz pencil implica na existéncia de outras duas

matrizes ndo singulares, P e Q , tal que:

él 0u é¢C Ou
PAO = A - e PBQ=2 o 2.27
%7 NG T8 Y *20

onde N éamatriz de nilpoténcia, | €amatriz identidade e C uma matriz na forma canénica de
Jordan.

Aplicando mudangas de coordenadas Qy = xem (2.26) e pré-multiplicando-o por P,

obtemos as seguintes equagoes:
¥ +Cy =R1, (2.28)
Ny, +y, =R f,, (2.29)

os sistemas (2.26) e (2.28) - (2.29) sdo chamados analiticamente equivalentes.

A equacdo (2.28) € um sistema de EDOs cuja solucdo existe para um valor inicia do
vetor x, e fungdes f, continuas. Para a equacdo (2.29) ha somente uma solugdo e esta deve
satisfazer a parte algébrica para que sgja consistente.

EADs lineares com coeficientes variaveis, representados por:

A(t)x(t)+B(t)x(t) = f (t), (2.30)

diferem das EADs lineares com coeficientes constantes (2.26) por ndo apresentarem
equivaléncia entre a resolubilidade e regularidade do feixe de matrizes, que s&o conceitos
independentes.

Um sistema de EADSs lineares com coeficientes varidveis, como a equacdo (2.30), é

andliticamente soluciondvel no intervalo | =[0,T], se para f(t) suficientemente suave as

solugbes existem e s30 Unicas para tais vaores, para qualquer t,1 1. Quando o sistema é
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analiticamente solivel pode-se usar mudancas de coordenadas x=Q(t)y e multiplicar a

esquerda o sistema (2.30) por P(t), obtendo:

P(t)A(t)Q(t) yQ(t) y(t) + & (t)B (1) Q(t) + P(t) A(t) Q(t)fy (t) = P(t) T (t) (2.31)

onde P(t) eQ(t) sdo ndo singulares, no intervalo de interesse, podendo ser colocadas na forma

Canodnica Padréo:
y,+C(t)y, =Rf,, (2.32)
N(t)y,+y, =PRf,, (2.33)

onde N(t) é nilpotente e triangular inferior (ou superior). Caso N sgja uma matriz constante,

esta é dita Forma Candnica Padréo Forte.

O sistema dado pela equacéo (2.30) é sollvel, se ele for analiticamente equivalente ao
sistema na Forma Canbnica Padréo, equactes (2.32) e (2.33). Porém, nem todo o problema
solucionavel pode ser colocado na Forma Canénica Padréo.

Para EADs néo lineares representadas por:

F(x(t),x(t),t)=0, (2.34)

aregularidade do feixe de matriz | F, + F, ndo € uma condi¢do necesséria nem suficiente para a

resolubilidade do sistema.
A veificagdo prédtica da resolubilidade das EADs ndo lineares foi analisada por
Pantelides e Barton (1992), baseada na estrutura da matriz | F, + F,. Esta matriz € usada nos

algoritmos de integragdo numeérica durante a solucdo do conjunto de equacdes ndo lineares para
cada passo de integragdo, na qual | € inversamente proporcional ao tamanho do passo de
integracdo. Caso a matriz sgja singular, os métodos numeéricos possivelmente falham e as EADs
ndo serdo resolvidas. Esta singularidade pode ser evidenciada a partir do seu padréo (pat(M)) —
representacdo de uma matriz M, obtida pela substituicdo de seus elementos ndo nulos por *
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Unger et a. (1995), independente da férmula simbdlica ou dos elementos da matriz. A
regularidade n&o garante que ela ndo sgja identicamente ou localmente singular.

Todo o sistema ndo linear pode ser organizado em alguma forma conhecida, isto &, pode
por exemplo estar na forma Hessenberg ou Forma Candnica Padréo. Os sistemas de Hessenberg
de dimensdo r sdo solUveis, admitindo-se que as fungbes F (equagdes (2.23)) sdo

suficientemente diferenciéveis.

25.INICIALIZACAO

Certamente a etapa mais dificil da solucdo de um sistema de EADs € a determinacéo das
condigdes iniciais. Estas devem ser consistentes e fisicamente corretas para que o trabalho de
estudo tenha éxito no processo final. Os valores que satisfazem as equagdes iniciais e o sistema
estendido sdo chamados de consistentes.

Considere 0 sistema EADs (2.8), as condigdes iniciais sGo o0s valores de x e x para

algum tempo t,, denotados por X, e X, . Para que as condi¢Oes iniciais sgjam consistentes com o

sistema (2.8) elas devem satisfazer:

F (%1 %ot) =0 . (2.35)

Definicédo 2.5. (Condig0es iniciais) — Os vetores %, e X, sd0 chamados de condi¢Ges iniciais
consistentes para o sistema F ()‘(,x,t) =0 de EADs para t, se eles satisfazem o correspondente

sistema estendido para t, .

A definicéo 2.5 implica que o estado inicial deve ser solugéo ndo apenas do sistema de
EADs original, mas também de todas as equagdes intermediarias geradas quando o sistema é

convertido em um sistema de EDOs (ou EADs de indice 1), em que t =t,,.

O numero de variaveis que podem ser fixadas arbitrariamente como valores iniciais, ao
longo da inicializacdo consistente, de um sistema de EADs é dito grau de liberdade. O grau de
liberdade m é encontrado através da relacdo entre as ne equagdes do sistema estendido e as ni

incognitas deste sistema, isto €, m=ni- ne. O grau de liberdade m é inferior ou igua ao
15



nimero de variaveis do sistema. Poderia-se pensar, erroneamente, que 0 nimero de graus de
liberdade do sistema é igual ao nimero de variaveis diferenciais. Entretanto, este valor é apenas
um limite superior (Costa Jr., 2001), sendo sempre igual para sistemas de EDOs.

Considere o seguinte sistema de indice diferencial 2 (Martinson et al., 2000):

U, - u, =0, (2.36)
u = f(t). (2.37)

Existe uma constante implicita na equacdo (2.37). Derivando-se a equagdo (2.37), tal
constante € perdida (se a equagdo (2.37) ndo for considerada):

u = f(t). (2.38)
Substituindo-se a equagao (2.38) na equacdo (2.36), encontra-se uma nova equagao:
u, = f(t). (2.39)

Por fim, derivando-se a equacdo (2.39) obtém-se a equacdo (com mais uma provavel perda de

constante se a equagao (2.39) ou (2.36) ndo for considerada):
u, = f(t). (2.40)

Para que o sistema de EADs, descrito acima, apresente condi¢des iniciais consistentes,
deve satisfazer ndo somente o sistema origina (2.36) e (2.37), mas também o sistema (2.38) e
(2.40), formando assim, o0 sistema estendido. O sistema apresenta indice 2, pois foram

necessdrias 2 derivagdes para transforma-lo em um sistema de EDOs, e existem 4 equagtes -
(2.36), (2.37), (2.38) e (2.40), e 4 incognitas. U, (t),u;(t),u(t) eu,(t). Desta forma, o
conjunto de equacdes do sistema ndo apresenta grau de liberdade algum. Caso o processo de
diferenciac8o parasse na sistema de EADs de indice 1, teria-se 3 equaces (2.36), (2.37) e (2.38)
e3incognitas: u (t),u,(t) eu,(t), ou seja, nenhum grau de liberdade.

Observa-se que se 0 sistema formados pelas equacdes (2.38) e (2.40) fosse resolvido para

condicles iniciais arbitrérias (sistema de EDOs, resultante da reducdo de indice), a solucéo
16



obtida poderia ndo satisfazer as equagdes (2.36) e (2.37) , devido a perda das constantes no
processo de diferenciagéo.

Sistema de indice superior, como 0 descrito acima, sempre geram problemas de
inicializacdo. Estes problemas aparecem devido a exigéncia da consisténcia para 0 sistema
estendido, e ndo apenas para 0 sistema original. Até mesmo os sistemas de indice 1 podem
apresentar equacdes algébricas implicitas.

Nem sempre apenas manipular o sistema € suficiente. Caso 0 sistema apresente mais

variaveis diferenciais que equacles diferencias, € impossivel determinar )‘((to) apenas por

manipulacBes algébricas do sistema, tornando-se necessario diferenciar algumas ou todas as
equagles algébricas. Desta forma, procura-se extrair do sistema informagdes fundamentais que
estéo nele contidas, mas que ndo sdo explicitas.

Codigos numeéricos apresentados para a solugcdo das EADs frequentemente falham ou
tornam-se ineficientes, quando os valores das condi¢des inicials Sd0 inconsistentes com o sistema
de EADs. Alguns pacotes de caracterizaco sdo encontrados na literatura, porém ndo ha codigo
computacional ou método numérico algum gue se aplique a todo e qualquer sistema algébrico
diferencial.

Petzold (1982), em seu codigo DASSL, aplicado a EADs gerais de indice 1, conduz a
retro-diferenciacdo de 12 ordem (Euler) e leva a iteragcbes de Newton para determinar as
condigdes iniciais consistentes. Esta proposta foi langada iniciamente por Gear (1971).
Campbell (1986) sugere aproximagdes baseadas na expansdo em série de Taylor, para determinar
condicles iniciais consistentes para problemas lineares com coeficientes varidvels. Entretanto,
estes métodos sdo limitados por exigirem um grande conhecimento das derivadas das matrizes
do sistema (Leimkuhler et a., 1991). Campbell (1988) implementou seu método para problemas
ndo lineares, mas n&o garante a solucdo para problemas complexos devido a matriz Jacobiana
ndo ser conhecida, ou ser dificil de calcular.

Pantelides (1988) em seu algoritmo estrutural, baseado na teoria de grafos, determina o
menor subconjunto de equacbes que, estruturalmente diferenciadas, fornece informagdes da
ordem da solucéo para garantir a consisténcia dos valoresiniciais.

Ouitras ferramentas de caracterizagdo de sistemas de EADs sdo 0s programas INDEX1.0
de Murata (1996), baseado em andlise simbdlica, e os pacotes ALGO e PALG de Unger et al.
(1995), de caréter estrutural.

Atualmente o codigo mais utilizado para solucéo numérica de EADs é o codigo DASSL
de Petzold (1989) devido a sua robustez e a aplicabilidade a sistemas implicitos. O cddigo
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DASSL, desenvolvido em linguagem Fortran, emprega férmulas do tipo BDF de ordem variével
de 1l ab, e sedestinaasistemas implicitos de indice 1 ou sistemas semi-explicitos de indice 2.
Neste trabalho é usado o cddigo DASSLC v2.0 de Secchi e Pereira (1997), desenvolvido

em linguagem C, que € uma extensao do codigo DASSL para sistemas esparsos em geral.
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3. REDUCAO DE iNDICE

Segundo Gear e Petzold (1984), sistemas de indice zero ou 1 (um) e EADs lineares com
coeficientes constantes podem ser resolvidas por métodos numeéricos para EDOs, sem alterar seu
indice. Entretanto, a reducéo de indice se faz necessé&ria para solu¢éo numérica de sistemas de
indices superiores. Segundo Williams et al. (2000), problemas de indice superior ocorrem
quando sdo introduzidas equagdes a gébricas que interferem no valor das variaveis diferenciais.

O inconveniente do processo de reducéo de indice é o surgimento de novas varidveis, ou
a perda de constantes existentes no sistema original, assim como o0 aumento do nimero de
equacOes do sistema seguinte, Rascol et al. (1998).

O simples fato das equacfes algébricas do sistema de EADs tornarem-se equagdes
implicitas no novo sistema de EDOs, conduz a instabilidade dos codigos numéricos. Devido a
esta instabilidade, vérios codigos numéricos que utilizam a redugdo de indice usam as chamadas
técnicas de estabilizac8o das restrigdes, necessitando analisar e caracterizar o sistema de EADs
para obter condi¢des iniciais eficientes e consistentes com a solu¢do numérica. Contudo, nem
todo o codigo de reducéo tem etapas de diferenciagdo ou apresenta sistema de maior dimens&o.

Encontram-se na literatura algumas técnicas de reducéo de indice. Brenan et al. (1989),
sugere a subgtituicdo de variaveis cujas derivadas ndo sdo explicitas, por novas varidvels
diferenciais para reduzir seu indice. No exemplo a seguir, aplica-se a técnica descrita acima para
um sistema de EADs lineares com coeficientes constantes de indice diferencia 3:

% =x + fi(t),
% =%+ T (t), (3.1)

0=2x,+ f5(t).

Fazendo atroca de variaveis z = x, 0 Sistema passa ater indice diferencial 2:
%= .= fi(t),

X% =% + f,(t), (3.2)
0=x+ f5(t).
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O novo sistema (3.2) tem mais solugdes que o sistema origina (3.1).

Gear (1988), propde a reducdo de indice pelo uso de operacOes estruturais. No seu
algoritmo, as matrizes sdo representadas pelos seus padroes (pad(M)), onde os elementos séo
zero (0) ou um (1). Desta forma, o padréo da matriz jacobiana de um sistema, pad(J), indica
apenas se uma determinada variavel esta ou ndo presente em uma determinada equagéo,
deixando de informar as expressdes exatas.

Gear (1989), descrito por Bauchmann et al. (1990), utiliza a diferenciacdo das restricbes
algébricas com relagdo ao tempo e a linearidade das novas equagdes, introduzidas pela
diferenciacéo das derivadas de indice superior, para eliminar 0s termos nos quais estas derivadas
de ordem superior aparecem. As novas equacdes estdo em funcdo das variaveis de estado e das
variavels algébricas e sdo incorporadas ao sistema no algoritmo.

Pantelides (1988), propde um algoritmo baseado na teoria de grafos através da estrutura
das equagbes do sistema. O agoritmo determina 0 menor subconjunto de equagdes que,
estruturalmente diferenciadas, fornece a consisténcia do sistema. Unger et a. (1995), implementa
uma versao do algoritmo de Pantelides, baseado somente na andlise estrutural para a esparsidade
padrdo do sistema jacobiano TF/Txe TF/x.

O agoritmo apresentado por Unger et a. (1995), conhecido por PALG, determina apenas
se o feixe estrutural (pad(fF /x)+pad(F /9x)) € estruturalmente ndo singular e indica o
numero de diferenciagdes que deve ser aplicada a cada equacdo do sistema, até que seja possivel
ainicializacao consistente. Se um modelo for rejeitado neste teste, ele provavel mente ndo podera

ser resolvido numericamente, devido a singularidade da matriz de iteracéo.

3.1 TEORIA DE GRAFOS

A inicializagdo de um sistema de EADs naformageral:

F(x xy,t)=0, (3.3

onde x, x T 0™ s as varidveis diferenciais e suas derivadas e y 1 ™ s as varidveis

algéoricas com n=na+nd, é considerada consistente, se as condi¢des iniciais (x0,>'<0,y0)
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satisfizerem ndo somente o sistema (3.3), mas também as equacdes intermediarias provenientes

da geracéo do sistema estendido. O sistema original adicionado ao sistema resultante obtido da

transformacdo das EADs em EDOs (ou EADs de indice 1), comp®e o sistema estendido.

O sistema estendido aumenta o nimero de equagdes resultantes em relacdo ao sistema

original. Este aumento de equacdes determina o grau de liberdade do sistemainicial, informando

0 nimero de variaveis que podem ser escolhidas arbitrariamente na inicializagdo. O exemplo do

condensador com volume constante e massa de liquido desprezivel, apresentado por Pantelides et

al. (1988), exemplifica o sistema estendido. Sgja 0 sistema:

onde:

uU,S
Vv

M, =F-L, (3.4)

M, C,T=FC,.(T,- T)+l .L-US(T-T,), (3.5)
pV =M, .RT, (3.6)

p=Aexp(- B/T), (3.7)

nimero de moles de vapor no condensador;

temperatura e pressao no condensador;

taxa de saida do liquido;
variaveis de projeto (conhecidas em qualquer t), que representam respectivamente

a vazéo do vapor gue entra no condensador, a temperatura de entrada e a
temperatura na camisa de resfriamento; u® [F T, T.|';

coeficiente de transferéncia de calor e a area de troca térmica (conhecidos);

volume do condensador;

R, A e B constantes dadas,

Cp
I

calor especifico
calor latente de vaporizagéo
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O sistema do condensador apresenta indice igual a 2, pois sd0 necess&rias duas
derivacOes para transformé&lo em um sistema de EDOs. A primeira diferenciagcdo, através das
equacoes (3.6) e (3.7),fornece , respectivamente:

pV =M, .RT +M.RT, (3.8
. _AB e Bo.

Substituindo-se na equagio (3.8) as expressdes M,,,T ep, obtidas das equagdes (3.4),

(3.5) e(3.9) respectivamente, obtém-se a equagéo:

L=Q(M,,T,t). (3.10)

onde afungdo Q(M,,T,t) éo resultado desta manipulagdo algébrica.

A segunda diferenciacéo é aplicada a equacdo algébrica (3.10), para obtencdo de (3.11):

Q
™M,

. Q. .
M, +—=T+0Q. 3.11
+‘|]T +Q (3.11)

Durante o processo de transformacdo das EADs em EDOs, as equacles algébricas, as
EDOs explicitas e as equagdes agébricas originais, formam o chamado sistema estendido. O
sistema estendido € formado pelas equagdes (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.8), (3.10) e (3.11) e
possui oito variaveis. M, T, p, L, M,, T, L e p, e portanto apresenta apenas 1 grau de
liberdade.

Como os método numéricos consistentes resolvem sistemas de EADs de indice 1, o
algoritmo de Pantelides reduz o sistema original para um sistema de indice 1, ndo havendo a
necessidade de mais uma diferenciagdo. No exemplo acima, o sistema estendido, gerado pelo
algoritmo, é formado pelas equagdes (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) e (3.10) e possui sete
variaveis: M,,, T, p, L, M, T e p, apresentando apenas um grau de liberdade.

A obtencdo do sistema estendido através de processo manual € uma tarefa bastante
cansativa, na qual, muitas vezes, tal procedimento executa muitas diferenciacdes desnecessarias

para 0 estabelecimento das condicdes iniciais. O algoritmo de Pantelides (1988), baseado na
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teoria de grafos, determina quais equacOes devem ser diferenciadas para formar o sistema
estendido, determinando 0 menor subconjunto de equacbes que estruturalmente diferenciadas,
fornece um sistema consistente.

Ao diferenciar um subconjunto de equagdes do sistema original, 0 niUmero de varidvels
novas é igua a0 numero de varidveis existentes no subconjunto diferenciado, cujas derivadas
ndo estdo presentes no sistema origina, isto é subconjuntos de xey. Caso, apOs a
diferenciacéo do subconjunto de equacfes, 0 sistema apresentar um nimero de varidveis menor
que 0 numero de equagdes do subconjunto, 0 sistema apresentara mais equacdes que varidvels

novas, apresentando certas restrigoes que devem ser determinadas de modo aresolver o sistema.

Definindo-se o vetor z=(x,y)", o sistema (3.3), pode ser rescrito, como:
f(xzt)=0. (3.12)

Considerando-se um subconjunto genérico com k equacfes do sistema (3.12) definido

por:

f(x,z,t)=0, (3.13)

onde f T D¥ex1 09ez1 O sio vetores derivados de x e z, respectivamente, tem-se
que gE£End el £n.
O subconjunto genérico (3.13) deve ser analisado a fim de obter equagdes escondidas.

Considerando-se que a matriz (ﬂ | f_z) possui posto completo em linhas e diferenciando-se as

equacdes que compde o sistema (3.13), tem-se:
fx+fz+f =0. (3.14)
Sendo o posto de f, igual a r , tem-se:
rEmin(k,l). (3.15)

Apds operacdes al géebricas apropriadas o sistema (3.14) pode ser reduzido para aforma:
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AX+Bz=a, (3.16)
CX=Db, (3.17)

onde AT O'x09 BT O'x0', CT 0%'x0% sBo matrizese al 0, b1 0" sdo
vetores, todos fungdes de (X,Z,t).

A diferenciagdo introduziu novas varidveis Z e novas equagdes que ndo apareciam no
sistema original (3.12). Devido a equacdo (3.15), pode-se afirmar que r £1 e desta forma, o

vetor Z pode ser particionado em z 1 0" e z T 0"". A mariz B particionada gera
BT O0'x0"eB, 1T 0'xO", tal que B, é ndo singular. Observando estes procedimentos o

vetor Z pode ser explicitado pela resolugdo do sistema (3.16):
7 =B'a- B'(AX+B,z). (3.18)

Portanto, para algum conjunto de valores das variaveis (ii 7), pode-se determinar 0s

valores das novas varidveis de Z, tal que a equacdo (3.16) sgja satisfeita, ndo fornecendo

nenhuma restric¢éo adicional as variaveis do sistemaoriginal.

Contudo, pela consideragéo de que (ﬂ | f;) possui posto k, a matriz C na equagdo

(3.17) tem posto completo k - r, constituindo ( - ) novas equacdes, que as varidveis originais
devem satisfazer juntamente com a equagéo (3.12).

Desta forma, pode-se concluir que as eguacbes “escondidas’, necess&rias para a
inicializagéo consistente, podem ser determinas pela localizagéo de todos os subconjuntos de k

equacles, tais que:

Posto?Lf3< K. (3.19)
ez g

O agoritmo, usado para analisar as propriedades das EADs e gerar 0s subconjuntos com

a propriedade (3.19), € baseado na observacdo de que uma condi¢do suficiente para que um
conjunto tenhatal propriedade é que:
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l<k. (3.20)

ou sgja, que ele sgja estruturalmeste singular com relacdo ao subconjunto de variaveis {2} :

O subconjunto de equagdes que satisfaz a equacdo (3.20) é chamado estruturalmente
singular com respeito a0 vetor z. Se adém dessa condi¢cdo, nenhum dos subconjuntos de
equagdes desse subconjunto for estruturalmente singular, o subconjunto é chamado
estrutural mente minimamente singular (SEM).

Antes da descricdo do algoritmo de Pantelides faz-se necessario algumas definicoes:

Definic&o 3.1- Grafo E uma dupla ordenada G=(V,A), onde :
V={1,...,N} €um conjunto de vértices,
A={(uVv)/ uvl V,ut! v} éum conjunto de arestas.

Definicdo 3.2- Grafo Dirigido(ou digrafo): Um grafo é dito direcionado quando existe uma
direcdo associada a cada aresta, desta forma, as arestas sdo formadas por pares ordenados de
(u,v), sendo u a cauda e v a cabega da aresta. Assim pode-se dizer que a aresta (u,v) sai do vértice

u e entrar no vértice v.

Na Figura 3.1, podemos considerar G=(V,A), onde V={ alpha, beta, gamma, delta} e A
={(alpha, beta), (alpha, gamma),(beta, delta), (gamma, alpha), (gamma, delta),(gamma,

delta)}.

Figura 3.1- Grafo dirigido

Observa-se na Figura 3.1 que os vértices alpha e gamma sdo vértices adjacentes pelo fato
de seus extremos pertencerem a uma mesma aresta. Neste mesmo exemplo pode-se extrair a
definicdo de caminho.

Definigédo 3.3- Caminho: um caminho de um vértice ny a um vértice ng € uma sequéncia no, ao,
Ny, a, ..., Nk1, a1, Nk de vértices e arestas onde, para cada i, 0s extremos das arestas a; S80 0S

vértices nj € n; 1.
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Definicdo 3.4 — Associacdo: Conjunto de arestas (i —j) cujosnési ou j aparecem em apenas uma
das arestas,. chamadas arestas combinadas

Definicdo 3.5 — N6 exposto: N6 que ndo aparece em nenhuma aresta combinada.

Definicdo 3.6 — Caminho estendido: é aquele caminho que possui nés expostos nas duas
extremidades e arestas combinadas e ndo combinadas entre eles.

Definicdo 3.7 — Associagdo completa: é aquela associagdo que ndo deixa nOs expostos.
Definicdo 3.8 - Associacdo parcial: € aquela associagdo que deixa algum né exposto.

Definicdo 3.9- Grafo Bipartido: € o grafo G=({ E,V},A), onde:
E — ndés — conjunto de nés de um grafo referentes as equagdes { F} ;
V —n6s — conjunto de nés de um gréfico referente as variaveis { X, y} ;

A={(fx)/fl Ee x| V} éum conjunto de arestas.

Para este exemplo E={f, f,, f, f,, f;} e V={%yW,2T}. O grafo bipatido é aquele

mostrada na figura 3.2:

i=1 f, X ]=5
i=2 f, y =6
=3 fs W=7
i=4 f, z =8
i=5 feg \ T j=9
Figura 3.2 —Grafo bipartido

O agoritmo descrito por Pantelides (1988) utiliza recursivamente o algoritmo de busca
em primeira profundidade, Duff et a. (1981), denominado AUGMENTPATH. O processo de
associacdo AUGMENTPATH(i, PATHFOUND) retorna VERDADEIRO caso exista um
caminho estendido que comega em i. Neste caso nenhuma diferenciacéo € necess&ria. Caso

AUGMENTPATH(i, PATHFOUND) retorne FALSO o caminho ndo existe, neste momento os E
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— noés e 0s V — n6s sdo chamados coloridos ou ndo coloridos, conforme o processo. O
subconjunto colorido é estruturalmente minimamente singular em relagdo a z e deve ser
diferenciado. O vetor ASIGN, no procedimento abaixo, contém as associagles variavel-
equacdo, ou sgja, ASSIGN(j) contém a equacdo a qual avariavel | estd associada. Se o valor

de ASSGN(j) ézero, entdo o correspondente né de V esta exposto.

Algoritmo AO (Duff, 1981)
Procedimento AUGMENTPATH (i,PATHFOUND)
(1) Colorir E-nG i
(2) SeexistirumV-né tal que aaresta (i-j) existae ASSIGN(j) = 0 entdo
(2a) PATHFOUND = Verdadeiro
(2b) ASSIGN(j) =i
(2c) Retornar
(3) Paracadaj tal que aaresta (i-j) existaej ndo esta colorido
(34) Colorir V-nd |
(3b) k = ASSIGN(j)
(3c) AUGMENTPATH (k,PATHFOUND)
(3d) Se PATHFOUND = Verdadeiro entéo
(3d.1) ASSIGN(j) =i
(3d.2) Retornar
(4) Retornar

O agoritmo Aj;, a seguir, detecta os subconjuntos de equacBes que Sd0 necessrias
diferenciar. Para inicializar este processo é necessario o grafo bipartido E- V, os vaores de
N (sistema de equactes), os valores de M (conjunto de variaveis) e a lista de diferenciacfes das
varidveis.

A lista de diferenciagOes das varidvels é a relacdo entre as varidvels e suas derivadas com

relacdo ao tempo, definida como:

i dx.
N Tksex =—L, 1£ j,k£2nd +na
A(j)=t" % g ) . (3.21)

{0, caso contrério
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Utilizando o exemplo do péndulo descrito por Pantelides 1988, composto pelas equagdes

£, f, £, fo:

(f,) X=w, (3.22)
(f,) y=z, (3.23)

(f5) W=TX, (3.24)
(f,) 2=Ty- g, (3.25)
(f5) 0=x2+y2- 2, (3.26)

onde:
X, y posicoes vertical e horizontal do péndulo;

w, z componentes da velocidade nestas direcoes,

T tensdo nahaste,

L comprimento da haste,

g gravidade
0 sistema apresenta um numero inicial de equagdes N =nd+na=5, sendo nd =4 equaches
diferenciais e na =1 equacdo algébricae M = 2nd + na = 9incognitas.

O vetor X, que contém todas as variaveis desconhecidas € dado por:
X =(xy,wW,z,X,y,W,2T).

A Figura 3.2 é a representagéo do grafo { f} - - {x}, onde uma aresta (i - j) existe se a

equacdo i contém avariavel | .
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=1

j=2

j=3
j=4
]=5
j=6
=7
j=8
j=9

[y

/

N S < X N S < X

7

I
g > 0w NP
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—h e =R —h
w

al

—

Figura 3.3 — Grafo bipartido do exemplo 1.

A lista de diferenciacbes A, para este problema é dada por:

A=(5,6,7,8,0,0,0,0,0).

Como o problema apresenta 9 varidveis, esta lista de diferenciagdes devera ter 9 elementos.

Para interpreté-la deve-se lembrar do vetor X =(x,y,w,zX,y,W,2T), onde A(1)=5 indica
que avaridvel X (5) é aderivadade X (1), A(2)=6 indicaque avariavel X (6) é a derivada

de X (2), A(8) =0 indicaque no existe a derivada da varidvel X (8), e assim sucessivamente.
De forma semelhante, alista de diferenciagdes das equacdes, € definida como:

B(i) _ : k seak-és mi';t.equa&;éo for diferenciada a partir daequagdo i,

10, caso contrario.
Algoritmo A; (Pantelides, 1988)

(2) Inicializagao:
ASSIGN())=0, j=1 (1) M
B(i)=0,i=1(1)N

(2) Fazer N' =N

(3) Parak =1 ()N’

(338) PATHFOUND=Falso
Bb)i=k
(3c) Enquanto PATHFOUND = Falso

(3c.1) Eliminar todos os V-n6s com A(.) * 0 e todas as suas arestas no grafo
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(3c.2) Designar todos 0s nés como sem cor
(3c.3) AUGMENTPATH(i,PATHFOUND)
(3c.4) Se PATHFOUND = Falso entéo
(i) Paracadaum dosj V-n6s coloridos, fazer
(.HO)M=M +1
(i.2) Criar um novo V-n6 M
(i.3) A(j) =M
(i) Para cada um dos p E-nos coloridos, fazer
(L) N=N+1
(ii.2) Criar um novo E-n6 N
(ii.3) Criar arestas do E-n6 N para todos os V-nés | e A(j) se a
aresta (p-j) existir

(ii.4) B(p) =N
(iii) Para cada um dos | V-nés coloridos, fazer ASSIGN(A(j)) =
B(ASSIGN(j))
(iv) i =B(i)

(4) Fim

A rotina AUGMENTPATH(i,PATHFOUND) em (3c.3) retorma PATHFOUND=
Verdadeiro se existir um caminho estendido que comega em i, e se 0 caminho ndo existir, retorna
PATHFOUND = Falso. Os V-n6s e E-no6s sdo chamados sem cor ou coloridos conforme tendo
ou ndo sido verificados por estarotina.

Analisando o algoritmo A1 para o exemplo do péndulo tem-se:
(3c) Enquanto PATHFOUND = Falso
(3c.1) Eliminar todos os V-nés com A(.)* 0 e todas as suas arestas no grafo, isto

é (x,y,w,z) foram retiradas do grafo, conforme Figura 3.2, apresentada

anteriormente..

A subrotina  AUGMENTPATH(i,PATHFOUND) para k=21,234 retorna
PATHFOUND = Verdadeiro. O vetor ASSIGN=(0,0,0,0,1,2,3 4,0), isto &, aequagéo f, esta
relacionada com a variavel x, aequacdo f, estarelacionada com avariavel y , e assim para as

demais componentes, segundo a tabela abaixo:
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k PATHFOUND CAMINHO
ESTENDIDO

£, X

f2,y

f,,W

A W N P
< < < <

f,2

(3c.3) AUGMENTPATH(i,PATHFOUND) retorna Falso para k =5

f. e diferenciada, surgindo um novo E —nodo

(3c.4) Se PATHFOUND = Falso entéo
(L)) N=N+1=6
(ii.2) Criar um novo E-n6 f; , correspondente a derivagdo de f

(iii.3) Criar arestasde E-n6 f , paraos V-nds 5 e 6, Figura 3.4, existentes

na equagao.
i=1 f, X j=5
=2 f, g =6
=3 fg W j=7
1=4 fa V 7 j=8
=5 . e~ 1 O
=6 fe

Figura 3.4 — Grafo resultante da diferenciagéo da f.

(ii.4) B(p) = N

B=(0,0,0,0,6,0), aequacéo 6 resulta da diferenciagéo da equagéo 5.

(iv) i = B(i)=6

A lista de associagdo de equacOes B indica que a equagdo fs surgiu a partir da
diferenciacdo da equacdo f.. Neste momento, o sistema estendido apresenta N =6 equagoes e

M =9 variavels. Para que o sistema sgja consistente ele deve ser estruturalmente néo singular,
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caso contrario, o sistema de EADs sera estruturalmente inconsistente. Esta propriedade pode ser
verificada formando o grafo correspondente e aplicando o AUGMENTPATH, a cadaum dos E —
nés. Caso nenhum caminho estendido sga encontrado para um E — nd, o sistema sera

consistente, e um subconjunto de (M - N) variaveis deve ser selecionado para fornecer as
condigdes iniciais.
Seguindo com o agoritmo tem-se:

(3c.2) Designar todos 0s nés como sem cor

(3c.3) AUGMENTPATH(6, PATHFOUND) retorna Falso.

Neste momento um subconjunto de 3 equagdes ( f,, f,, f,) sdo diferenciadas.

(3c.4) Se PATHFOUND = Falso ent&o
(i) Paracada um dosj V-nos coloridos (nés 5 e 6), fazer
(i) M=M +1=11
(i.2) criar um novo V-n6 M (n6s 10 e 11)
(i.3) A(j)=M (A(5)=10eA(6) =11)
(i) Para cada um dos E-n6s coloridos (nés 1, 2 e 6), fazer
(ii.) N=N+1=9
(ii.2) Criar um novo En6 (n6s 7, 8 € 9)
(ii.3) Criar arestas do E-n6 (nés 7,8 e 9) paraos V-nés j e A(j), se a aresta
existir, conforme Figura 3.5.
(ii.4) B(j)=N (B@)=7, B(2)=8eB(6)=9)
(iii) Para cadaum dos j V-ns coloridos fazer ASSIGN (A(j)) =B(ASSGN(j))
(iv)i=B(i)=9 (i=6)

Retornando:

A=(5,6,7,8,10,11,0,0,0,0,0),
B=(7,8,0,0,6,9,0,0,0),

ASSIGN =(0,0,0,0,1,2,3,4,0,7,8) .

O grafo representando esta etapa esta exposto na Figura 3.5, onde ja foram eliminados
todososnésA(.) ! 0.
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i=1 f,

i=2 f, X ]J=5
i=3 fa y =6
=4 f, W=7
=5 feg z =8
I=6 feg T =9
i=7 f, X =10
i=8 fq yoj=11
i=9 [, ——

9

Figura 3.5 — Grafo resultante do sistema estendido

Aplicando o processo AUGMENTPATH para E — n6 f,, encontra-se o caminho

estendido:

(fo- - %- - f,- -W- - fy- -T)

ndo sendo necessario novas diferenciacoes.
A nova associagdo resultante da dltima aplicacdo do  agoritmo  é

ASIIGN =(0,0,0,0,1,2,7,4,3,9,8). O sistema estendido correspondente é constituido por 11
equacdes (M =11) e 9 varidveis (N =9). Sendo assim, o sistema final possui grau de liberdade
2, ou sgja, apenas duas das varidveis do conjunto X =(x, XX, Y, Y, Y, W, W, z,z‘,T) podem ser
escolhidas arbitrariamente no processo de inicializagdo. As condigdes iniciais consistentes
podem ser resolvidas para as demais variave's, desde de que o sistema seja ndo singular.

De acordo com Gear et a. (1984), o indice diferencial de um sistema de EADs é o
nimero méaximo de vezes que ele precisa ser diferenciado em relacéo at até ser transformado em
um sistema de EDOs explicito. Analisando o sistema estendido apresentado ao final do
algoritmo, e comparando com o conceito de indice, pode-se dizer que o algoritmo proposto por
Pantelides, além de fornecer o sistema estendido, também fornece o indice diferencial do sistema
original (limite superior).

A seguir é diferenciado manualmente o problema do péndulo, a fim de identificar seu

indice diferencial.

Relembrando as equagbes inicias do sistema:
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X=W , (3.27)

y=1z, (3.28)
W=T.X, (3.29)
z=Ty-g, (3.30)
0=x2+y?- L2, (3.31)

Derivando-se a equacdo (3.31) e substituindo nela a equagéo (3.27) e (3.28), encontra-se:

xw+yz=0. (3.32

Derivando-se a equacdo (3.32) e substituindo nela as equagdes (3.27) a (3.31), encontra-

W +Zz2+T.L?- yg=0. (3.33)

Derivando-se a equacdo (3.33) e substituindo nela a equagéo (3.28), (3.29), (3.30) e
(3.32), encontra-se:

(3.34)

Observando-se que foram necess&rias trés derivagdes para transformar o sistema de
EADs em EDOs e, partindo da definicdo de indice diferencial, conclui-se que o sistema possuli
indice 3.

Se analisarmos o vetor de saida do algoritmo A;: B =(7,8,0,0,6,9,0,0,0),
observa-se que a equagdo f, foi diferenciada a partir da equagdo f., e a equagcdo f, foi
diferenciada a partir da equacéo f,. Como o algoritmo considera somente 0 menor subconjunto

de equagdes necessérias para transformar o sistema original em um sistema de EADs de indice 1,
deve-se somar 1 (um) ao numero de diferenciagcBes. Portanto, pode-se dizer que o indice
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diferencia é no méximo 3 = 2 + 1. Este indice vai ao encontro do indice encontrado a partir das
diferenciacfes do sistema origina. Assim sendo, o agoritmo A; também pode ser usado para dar

idéia aproximada do indice diferencia do sistema.

Outros exempl os s&0 demonstrados a seguir.

Exemplo 2
Considere o sistema de EADs:

y+x-1=0, (3.35)

z+y=0, (3.36)
y2

z+7=0. (3.37)

O sistema apresenta N=nd+na=3, sendo nd =2 equagdes diferenciais e na=1
equacdo algébricae M =2nd + na=5variaveis. A Figura 3.6 apresenta o grafo bipartido inicial.

Ovetor X que contém todas as variaveis desconhecidas é dado por:

X=(y.2Y,2X).
y
f, z
f2 y
f, 7
X

Figura 3.6 - Grafo bipartido { f} - - {x} do exemplo 2.

Inicializando o algoritmo A;, encontra-se 0 vetor A:

A=(3,4,0,0,0)

Todos osV —nos com A(.) 0 sdo retirados do grafo, conforme a Figura 3.7:
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Figura 3.7 - Grafo bipartido intermediério

A subrotina AUGMENTPATH(i,PATHFOUND) para k=1,2 retorna PATHFOUND=
Verdadeiro. Destaforma, o vetor ASSIGN torna-se:

ASIIGN =(0,0,1,2,0)

Para k=3 a subrotina retorna PATHFOUND = Falso, isto é, ndo ha varidvel para ser

associada a equagéo 3. Neste momento, 0 E-—n0 f, e osV —nos referentes as variaveis 1 e 2 séo

eliminados, apresentando a nova equacéo f,, Figura 3.8:

[y

w

— o ey =y
N

4

Figura 3.8 - Grafo bipartido solucéo final

Novamente a subrotina AUGMENTPATH(i,PATHFOUND) é chamada e retorna
PATHFOUND = Verdadeiro Neste momento ndo ha necessidade de outra diferenciacéo,
finalizando o algoritmo e retornando os vetores:

A=(3,4,0,0,0),
B=(0,0,4,0),

ASSGN =(0,0,4,2,1) .

O distema final tem dimensdo M =4 equagbes e N =5 variaveis, implicando que o
sistemafinal possui 1 grau de liberdade.

Analisando o vetor B observa-se que a equagdo f, foi originada a partir da
diferenciacéo da equacdo f,, assm pode-se dizer que o indice diferencial € no maximo 2.

Para ter certeza do valor do indice, transforma-se o sistema de EADs do exemplo 2 em
um sistema de EDOs:
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Derivando-se a equacdo (3.37) e substituindo-se nela a equagao (3.36), chega-se:

y=1. (3.38)

Substituindo a equacdo (3.38) na e equacdo (3.35) e derivando esta nova equagdo, obtém-

x=0. (3.39)

Portanto, pode-se afirmar que o indice diferencial é 2.

Exemplo 3
Considere o sistemade EADs:

-2y,+y, =0, (3.40)
4tZY2 +y;+Yy, =0, (3.41)
y, =0. (3.42)

O sistema apresenta N=nd+na=3, sendo nd =2 equagdes diferenciais e na=1
equacdo algébricae M =2nd + na=5variaveis. A Figura 3.9 apresenta o grafo bipartido inicial.
O vetor das variaveis desconhecidas X e a lista de associacdo das variaveis séo dados

por:

X :(Y2aY3ay2’Y3’Y1)’

A=(3,4,0,0,0).
Y2
f; Y3
f2 Y2
fs Ya
Y1

Figura3. 9 - Grafo bipartido { f} - - {y} do exemplo 3.
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TodososV —nos com A(.) ! 0 sdo retirados do grafo, resultando a Figura 3.10:

f) Y,
="
fs Y1

Figura 3. 10 - Grafo bipartido intermediério

Nas duas primeiras chamadas a subrotina AUGMENTPATH(i, PATHFOUND) retorna
PATHFOUND= Verdadeiro. Destaforma, o vetor ASSIGN torna-se:

ASSIGN =(0,0,1,2,0).

Para a terceira chamada PATHFOUND retorna Falso, isto €, ndo ha variavel para ser

associada a equacdo 3. Neste momento o E —no6 f, € colorido e 0 V — no referente a variavel
ndmero 2 € removido, apresentando a novaequagdo f,, Figura 3.11:

! A
Ys
Vi

w

— o ey =y
N

Figura 3.11 - Grafo bipartido da solugéo final

Novamente a subrotina AUGMENTPATH(i,PATHFOUND) é chamada e retorna
PATHFOUND= Verdadeiro. Logo, ndo h& necessidade de outra diferenciacdo, finalizando o
algoritmo e retornando os vetores:

A=(3,4,0,0,0),
B=(0,0,4,0),

ASSGN =(0,0,2,4,1) .

O sistema final tem dimensdo M =4 equagbes e N =5 variaveis, implicando que o
sistemafinal possui 1 grau de liberdade.

Analisando o vetor B, observa-se que a equacdo f, foi originada a partir da
diferenciacéo da equacdo f,. Assim, pode-se dizer que o indice diferencial € no maximo 2.

Para ter certeza do valor do indice, transforma-se o sistema de EADs do exemplo 3, em

um sistema de EDOs;
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Derivando-se a equagéo (3.42) e substituindo esta derivagdo na equagéo (3.41), chega-se

a
L o_ Y
Yy, =- IZZ . (3.43)
Substituindo a equacdo (3.43) na equagéo (3.40), e derivando a equacao resultante chega-
sea

<

2 (3.44)
t

. _Y
o
Portanto, pode-se afirmar que o indice diferencial é 2.

32 OUTRASTECNICASDE REDUCAO DE INDICE

Existem na literatura diversos trabalhos que descrevem técnicas para reduzir o indice
diferencia de EADs. Todos eles sugerem que, de alguma forma, as restrigdes algébricas sejam
introduzidas novamente ao sistema, Vieira (1998).

Os dgoritmos propostos por Gear e Petzold (1984), Arl e Ar2 a seguir, propdem a
diferenciag8o das restrigdes algébricas com relacdo ao tempo, e utilizam o fato de que os termos
com derivadas de ordem superiores introduzidas pela diferenciacdo aparecem linearmente nas
novas equagbes. A técnica de reducdo do algoritmo Arl é véida para EADs lineares a
coeficientes varidvels ou lineares na derivada e o algoritmo Ar2 € estendido para EADS lineares
em geral.

O agoritmo Arl sugere que a diferenciacéo das restri¢Oes algébricas reduza o indice do
sistema sem gerar ateracfes em sua solugdo. O algoritmo Ar2, apds cada iteracdo, reduz seu
sistema gerando matrizes lineares dependentes do tempo, que reduzem o sistema a forma semi-

candnica.

Descricao do algoritmo Arl:
1. Seosistema A(t)x(t)+B(t)x(t) = f (t), equago (2.13), for regular, terminar.
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2. Caso contrario, multiplicar a esguerda por uma matriz P(t) ndo singular, objetivando
tornar nulas 0 maior nimero de linhas da matriz A. Dedocar estas linhas para a base

para obter:

éAu.  éByu
a _Xta. gx=P(t)f(t).
1Y W

3. Diferenciar a parte inferior do sistema obtido em (2) para obter 0 novo sistema:

éAu_ éByu _ éf (t)u
a_ uXta. gX=é. ,\0
g0 8.0 & (1

4. Voltar al.

Descricao do algoritmo Ar2:
1. Seosistema A(t)x(t)+B(t)x(t) = f (t), equago (2.13), for regular, terminar.
2. Caso contrario, multiplicar a esguerda por uma matriz P(t) ndo singular, objetivando
tornar nulas 0 maior nimero de linhas da matriz A. Dedocar estas linhas para a base

para obter:

eA; Apu  €B, Bl
& X+ a x=P(t) f(t).
g0 of @, 8,40

3. Trocar ascolunas A e B paraqueamatriz B,, sgjaregular.

4. Resolver para X, =B, (f, - B,,x ) . Diferenciar. Resolver parax, em termosde x, e X,.

5. Substituir as expressdes para X, € X, no topo do sistema. Rescrever o sistema na forma
(2.13) para X, .

6. Voltaral.

Bachamann et a. (1990) propdem um agoritmo, Ar3, para EADs lineares com
coeficientes varidvels, onde as equacOes algébricas que estavam "escondidas' tornam-se
explicitas e substitui as equagdes diferenciais por restri¢des algébricas. A proposta do algoritmo
Ar3 é semelhante ao algoritmo desenvolvido por Gear (1989), porém, o agoritmo de Gear
implementa varidveis desnecessarias, ocasionando um aumento no nuimero de equagdes. O
algoritmo Ar3 indica quais equacOes algébricas devem ser diferenciadas e que os termos de
derivadas superiores introduzidos com a diferenciagdo aparecem linearmente nas novas

equacoes.
Este algoritmo é aplicado somente para sistemas da forma:
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x+ By (t).x+B,(t).y=g,(t), (3.45)

B, (t) x+ By (t).y=g,(t), (3.46)

~ ~

Onde BllT IVlndxnd (D )’ BLZT IVlndxna(D)’ Ble IVlnaxnd (D )1 BZZI IVlnaxna(D )

Descricdo do algoritmo Ar3:
1. Se B, forregular, parar.

2. Multiplicar B,, por umamatriz regular P, tal que:

P.B,=(D 0),

onde amatriz D, tem posto linha maximo na, . Para um problema com resolubilidade a

nalxna)

matriz C
l(naana)

onde na, =na- na, tal que:

PB,=(C, G),
tem posto maximo na,, tal que os componentes X,..., X, do vetor x sd0 determinados em
funcéo dos demais componentes de x. A sele¢do dos na, componentes de X,,..., X, Ndo €

Unica, e pode ser conduzida apenas localmente, embora sgja possivel manté-la por véarios
passos de integragao.

3. No sistemaresultante:

%+ By x+B,.y=g,(t), (3.47)
C.x+D.y=g,(t), (3.48)
C,X= 0y (1), (3.49)

as equacdes (3.47) que contém X,,..., X,,, SA0 substituidas por equagdes agébricas (3.48) usando
as equacOes (3.49) diferenciadas. As derivadas de x s&o entdo eliminadas usando as equages
(3.49).

4. Com 0 novo sistema, rescrito naforma das equactes (3.45) e (3.46) voltar aetapa 1.
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O exemplo do péndulo descrito por Pantelides (1988), € aplicado para descrever o
algoritmo Ar3.

Seja 0 sistema composto pelas equagbes (3.22), (3.23), (3.24), (3.25) e (3.26). O
algoritmo Ar3 propde reduzir o sistemade indice 3 paraindice 1. Diferenciando a equacéo (3.26)
, obtém-se:

O=T.(x2+y2)+wz+zz- v.g. (3.50)

Apds aplicar o agoritmo para este exemplo, tem-se 0 possivel conjunto solucéo para
yt 0:

X=w (3.51)

W=TX, (3.52)
0=x?+y?- L2, (3.53)
O=xw+y.z, (3.54)
O=T.(x2+y2)+wz+zz- y.g. (3.55)

Se y tende a zero, o0 sistema torna-se singular porque y e y ndo sdo mais determinadas
pelas equacdo (3.53) e (3.54). Neste caso 0 erro das equagdes diferenciais do sistema inicial é

corrigido, executando novamente o passo 3, fornecendo uma outra solugéo:

y=12, (3.56)
z=Twy-g, (3.57)
0=x*+y?- L2, (3.58)
O=xw+y.z, (3.59)
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O=T.(x2+y2)+wz+zz- v.g. (3.60)

O algoritmo proposto por Matsson et al. (1993), Ar4, conserva todas as equaches
originais e suas derivadas sucessivas. Desta forma, gera-se um aumento no tamanho do sistema
original e reduz-se o indice diferencial para 1, formando um sistema superdeterminado. Ao
executar 0 agoritmo € gerada uma varidvel dependente (pseudo derivada), apos cada equacéo
resultante da diferenciagcdo, que € uma varidvel algébrica e ndo sujeita a discretizagdo. Desta
forma, o sistema pode ser resolvido numericamente. Esta técnica é aplicada em larga escala e
pode ser facilmente implementada usando diferenciacgo simbdlica ou diferenciacéo automética.

Descricao do algoritmo Ar4:

1. Seo problemafor estruturalmente singular, parar e retornar mensagem de erro.

2. Aplicar o agoritmo de Pantelides (teoria de grafos), estabelecendo 0 menor nimero de
vezes que cada equacdo deve ser diferenciada e proceder a diferenciagéo.

3. Particionar o problema, de modo a obter um bloco triangular inferior. Separando o
sistema em problema néo diferenciado e problema diferenciado.

4. Reduzir o indice, selecionando as derivadas que seréo substituidas pelas pseudo
derivadas. Caso ndo sgja possivel selecionar uma pseudo derivada para cada egquacéo
diferenciada manipular as equagbes originais usando as informagdes dadas pelas

equacOes diferenciais. Voltar ao passo 1.

Aplicando o algoritmo Ar4 ao problema do péndulo de massa m e comprimento L , dados pelas

equacoes:

x*+y?- *=0, (3.61)
mx+(1 /L)x=0, (3.62)
my+(1 /L) y+mg=0, (3.63)
onde g éaconstante gravitacional el =-T.Lmou T =- ﬁ éatracdo do fio.
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Aplicando o agoritmo de Pantelides, diferencia-se a equagdo (3.61) 2 vezes obtendo o0 seguinte
conjunto de equacdes, resultante da etapa 2 do algoritmo.

2XX+ 2% +2yy+2y* =0, (3.64)
mx+(1 /L)x=0, (3.65)
my+(1 /L) y+mg =0. (3.66)

A etapa 3 resulta em um Unico bloco composto pela matriz jacobiana com respeito a maior

ordem das derivadas (x y 1 )"

a&x 2y 09
J=fm 0 xL..
0 m y/lg

Sendo o det(J) =-2m(x* +y?)L =-2mL, o sistema passa a ser de indice 1 se, e somente s,

m* 0 e L® 0. Neste caso, 0 processo de reducao elimina sucessivamente as linhas e colunas da
matriz jacobiana acima e durante este processo as pseudo derivadas sdo apropriadamente
escolhidas. A matriz resultante das derivadas parciais € apresentada a seguir:

X vy
HY =(a“)(2x 2y 0)°

Existe duas possibilidades de obtencdo de uma matriz quadrada n&o singular M 1[1] a partir de
H!. No primeiro caso | >|y|, onde M} =(2x) as derivadas % ex devem ser substituidas por

pseudo derivadas, obtédo-se:
x*+y*- *=0, (3.67)

2xx +2yy =0, (3.68)



2XX +2x° +2yy+2y =0, (3.69)
mx +(1 /L) x=0, (3.70)
my+ (1 /L) y+mg=0. (3.71)

A segunda possibilidade tem-se |x| £ |y, onde M = (2y), e

x*+y*- =0, (3.72)
2xx+2yy =0, (3.73)
2XX+2X° +2yy +2y =0, (3.74)
mg+(1 /L)x=0, (3.75)

my +(I /L)y+mg=0. (3.76)

O sistema final tem 5 equacOes e 5 incdgnitas, X, y,| ,y ey, parao primeiro caso e x,Y,l ,x eX
para 0 segundo caso. Ambos 0s casos tém apenas uma varidvel diferencid que aparece
diferenciada duas vezes.

Atualmente esta em desenvolvimento no PEQ/COPPE/UFRJ e DEQUI/UFRGS um
codigo computacional, implementado com o algoritmo de Pantelides (1988), que gera
automaticamente o sistema estendido do sistema de EADs fornecido pelo usuario. O usuario
deve fornecer 0 sistema de EADs de acordo com os padrdes adotados pelo cédigo DASSLC
(Secchi, 1992). Este cddigo aplica o algoritmo de Pantelides, constréi o sistema estendido
através de diferenciaco exata das equagdes e informa o nimero r de graus de liberdade do
sistema ao usuério. Apds o usuario fornecer um ndmero r de varidveis no tempo inicia, o
algoritmo executard um teste de consisténcia estrutural neste conjunto. Informagdes mais
detal hadas encontra-se em Costa Jr. (2001).
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4. SOLUCAO DO SISTEMA ESTENDIDO

Considerando o exposto neste trabalho, admite-se que o nimero de variaveis a serem
arbitradas na inicializagdo de sistemas de EADs sera sempre inferior a dimensdo do sistema,
devido a presenca das restri¢gdes algébricas. Desta forma, o nimero de graus de liberdade de um
sistema de EADs serd sempre inferior ao nimero de variaveis diferenciais.

O simples fato da dimensdo do sistema de EADs ndo ser equivalente ao seu grau de
liberdade ocasiona problemas de inicializacdo nos cddigos numéricos. Deste modo, aguns
métodos numeéricos utilizam procedimentos de diferenciagbes sucessivas, como € o0 caso do
algoritmo proposto por Pantelides (1988).

O algoritmo Ay, discutido no capitulo 3, proposto por Pantelides, determina o conjunto
minimo de equactes que deve ser diferenciado para obter a inicializagdo consistente. Entretanto,
se faz necessério transformar o sistema de EADs de indice superior para um sistema de EADs de
indice menor ou igual a 1. Devido a esta transformacdo, todas as equagdes que estavam
“escondidas’ no sistema original estardo presentes no sistema estendido.

Para 0 conjunto minimo de equacBes a ser diferenciado em todos os modelos
matematicos do presente trabalho, que compdem o sistema estendido, utilizou o cdédigo numérico
DAGRAFO, por Costa Jr. et a. (2000), que é umaimplementacéo do agoritmo A1l

Para a execucdo deste codigo, o usu&rio deve fornecer, em um arquivo de entrada, a
matriz de dependéncia do sistema original. Essa matriz indicara quais as variaveis e suas
derivadas aparecem em cada equagdo. Para um sistema de equagdes na forma da equacdo (2.1) o

elemento (i, j) damatriz de dependéncia é dada por:

0 se ai-ésma equagdo ndo envolve x; ex;,

1 se ai-ésima equagdo envolve X; masnao X,
4.0
2 seai-esmaequacao envolve X; masnao X;,

3 seai-esmaequacao envolve x; ex;.

Apbs varios testes executados pelo codigo descrito acima, obteve-se resultados
satisfatorios em quase todos os casos. Observou-se que DAGRAFO nédo detecta subconjuntos de
equagdes gque sgjam singulares, mas estruturalmente ndo singular. Um exemplo tipico desta falha
€ 0 seguinte sistema de EADs linearmente implicito:
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X% - y+1=0, 4.2

X, %, - X, +2=0, (4.3)

XX - y+x,+3=0. (4.9

O sistema acima apresenta problema de inicializagdo devido o fato da sua matriz

jacobianaem relacdo a x e y ser singular:

% % Y
X O -

45

det(3)=0 % 0|=0 *3
X O -

O codigo DAGRAFO para este exemplo informou que ndo houve necessidade de
diferenciacéo alguma, induzindo que a matriz jacobiana sgja estruturalmente ndo singular. Apos

a execucao do agoritmo, retorna a seguinte relagao:

= (%% %, %, Y),
(34,0,0,0),
(0,0,0),
ASSIGN =(0,0,1,2,3).

X
A
B

onde A é alista de associacdo de varidvels (que expressa a relacdo entre as variaveis e suas
derivadas em relacdo ao tempo), B € alista de associacdo das equagdes (que indica qual equacéo
foi criada a partir da diferenciacdo dai-ésimaequacdo) e ASIGN contém a equacdo a qual cada
variavel | estaassociada.

Andlisando somente o arquivo de saida do algoritmo DAGRAFO, conclui-se
erroneamente através do vetor B, que o sistema ja possui indice inferior, ndo havendo
necessidade alguma de diferenciacdo. Na realidade, o sistema descrito pelas equagdes (4.2) a
(4.4) possui indice 3.

Apdbs encontrar 0 conjunto de equacBes que compdem o sistema estendido, faz-se
necess&rio obter as condigdes iniciais que devem satisfazer o sistema original, assm como o
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sistema estendido para serem consistentes. Nesta etapa do trabalho, utilizou-se o cédigo
computacional DASSLC, Secchi (1992).

Para executar este codigo é necess&rio fornecer as equagdes que compdem o sistema
reduzido a indice 1 (um), juntamente com valores iniciais para as variaveis do sistema. A
execucdo de DASSL C gera os valores iniciais das derivadas e os vaores das variaveis e das suas
derivadas paratodo o intervalo de integragao.

O exemplo 2, citado no capitulo 3, € utilizado a seguir para ilustrar as equaces que
compdem o sistema estendido e as condigdes iniciais. O sistema origina de EADs é formado
pelas equacoes.

y+x-1=0, (4.6)
z+y=0, (4.7)
2
y
z+—=0. 4.8
5 (4.8)

Apébs aplicacdo do algoritmo DAGRAFO, no sistema citado, encontra-se o seguinte
sistema reduzido (indice 1):

y+x-1=0, (4.9
7+y=0, (4.10)
7+yy =0, (4.11)

representado pelo grafo bipartido da Figura 3.8 e constituido a partir das informagdes dos
vetores:

=(y,zy,2x),
(3,4,0,0,0),
(0,0,4,0),
ASSIGN =(0,0,4,2,1).

X
A
B
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de onde conclui-se que a equacdo (4.8) deve ser diferenciada para gerar a equagéo (4.11),
B(3) =4, e as equagdes que devem fazer parte do sistema reduzido sfo as equagdes (4.11), (4.7)

e (4.6) cujosindices sdo 4, 2 e 1, respectivamente, dadas pelo vetor ASSIGN .

A equacdo (4.8), “rejeitada’ pelo processo de reducdo de indice, deve ser satisfeita pelas
condicBes iniciais, mas ndo é necessaria para a solucdo do sistema (apesar de também ter que ser
satisfeita em todos o intervalo). Esta equagdo € denominada de restricdo “escondida’ ou
“regeitada’.

As equacdes (4.8), (4.9), (4.10), e (4.11), que compdem o sistema estendido, devem ser

satisfeitas pelo conjunto de condigOes inicials arbitrado, como por exemplo:
1 .
z(0) =- > 2(0)=-1, (4.12)

Observa-se que as condi¢des inicials dadas pela equacéo (4.12) sdo consistentes.

4.1 EFEITO DE NAO CONSIDERAR ASRESTRICOES ESCONDIDAS

Sistemas de EADs da forma (2.1) sempre gue puderem ser transformados para a forma
explicita (2.2) poder&o ser resolvidas por métodos aplicados a sistemas de EDOs. Entretanto,
como jafoi discutido no capitulo 3, nem sempre € possivel realizar este procedimento e, quando
possivel, ndo ha garantia que a solucdo numérica do novo sistema seja compativel com a solucéo
exata do sistema original.

Técnicas de inicidlizacdo de sistemas de EADs estdo sendo aprimoradas para que
problemas, como os citados acima, possam apresentar resultados confidveis. Segundo Vieira
(1998) a resolucéo de sistema de EADs por métodos diretos mostra-se mais convenientes devido
aVvarios motivos:

0] 0 sistema de equagdes efetivamente integrado é mais simples e as variaveis tém
significado fisico;
(i) sdo evitadas manipulagles algébricas e informagdes fundamentais que poderiam ser

perdidas na diferenciacdo das equacgdes sdo preservadas;
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(iii)  equagdes agébricas fundamentais, relacionadas a descri¢bes de fendmenos bésicos
sdo facilmente incluidas e/ou modificadas sempre que necessario.
Entretanto, para aguns sistemas de EADSs, a resolucéo direta nem sempre € possivel, devido a
singularidade na matriz jacobiana.

Desta forma, a maneira mais coerente de resolver sistemas de EADs que apresente
singularidade na matriz jacobiana e/ou indice elevado, é reduzir o indice diferencial do sistema,
isto &, transformar o sistema original de EADs para um sistema reduzido na forma de EDOs, ou
EADsdeindice 1.

Os passos para encontrar o0 sistema reduzido foram detalhados no capitulo 3 e novamente
citados no capitulo 4. Portanto, as equages contidas no vetor de associagdo, ASSIGN, fazem
parte do sistema reduzido. As demais equagOes que compdem o sistema e que ndo fazem parte
desta associagdo, equacdes que ndo estdo associadas as varidvels, representam das equactes
“rgeitadas’.

Embora as equacles “rejeitadas’ ndo estgam associadas a variavel aguma, sdo de
extrema importancia para a inicializagdo e, devem ser satisfeitas ndo somente na inicializacéo,
como também em todos os tempos de integracdo. Geralmente as equagdes ndo associadas sdo as
equagdes algébricas do sistema original de EADs que foram diferenciadas na construgdo do
Sistema reduzido.

Caso, apOs 0 processo de reducdo de indice, o sistema resultante apresentar mais
equages que variaveis novas, 0 NoVo sistema apresentara restri¢cdes entre as variaveis do sistema
que ndo estavam implicitas nas equacfes originais. Algumas destas restricdes serdo equactes
“rgjeitadas’ na construcdo do sistema reduzido, mas que podem conter informagdes importantes,
como balangos globais de massa.

Do exposto acima, conclui-se que é necessario trabalhar com o sistema reduzido para
resolver sistemas de EADs de indice elevado. Porém, deve-se ficar derta a perda de algumas
restricbes algébricas que estavam presentes no sistema original, restricdes que podem ser
importantes para a viabilidade do método utilizado. Ou seja, para a obtencdo das condicbes
iniciais consistentes deve-se resolver 0 sistema estendido e para a integragdo do sistema de
EADs deve-se, no minimo, resolver o sistema reduzido.

O exemplo abaixo ilustra as restricdes impostas a partir da transformagdo do sistema
origina no sistema reduzido:

X-%-%X+y=0, (4.13)
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X, - X -2y=0, (4.19)

X +3x,=0. (4.15)

O sistema composto pelas equactes (4.13), (4.14) e (4.15) de indice diferencia 2, ndo
pode ser integrado diretamente, fazendo-se necessario reduzir seu indice. Diferenciando-se a

equacdo (4.15) uma vez, obtém-se:

%, +3%,=0. (4.16)

O novo sistema composto pelas equactes (4.13), (4.14) e (4.16) resulta no sistema reduzido de
indice 1 e pode ser resolvido por técnicas de integracdo direta. Entretanto, a equacéo (4.15) foi
perdida ao longo do sistema.

A perda da equacdo (4.15) é equivalente a perda de uma constante de integragdo que pode
ter umainterpretacdo fisica importante para a solugdo do problema original.

Como estas restricbes sdo de grande importancia para a confiabilidade do método
numérico aplicado, optou-se por desenvolver uma técnica que leve-as em conta na integracdo do
sistema. O desenvolvimento desta técnica gera equaces a mais no sistema reduzido e, por
conseqliéncia, a dimensdo do sistema deve ser aumentada, com um ndmero de varidveis novas
igual a0 de equacles ndo associadas. Estas varidveis novas sdo denominadas de “variaveis de
restricdo”. Deste modo, resolve-se o sistema estendido ao inveés do sistema reduzido.

As equacles gque até entdo ndo estavam associadas e passaram a compor 0 novo sistema
tém o seu valor subtraido de uma dessas variaveis de restri¢des, que sdo inicializadas com valor
nulo. Desta forma, o cddigo passa a controlar a violagdo das restri¢fes escondidas e 0 usuario
tem informac&o direta de quanto cada restri¢do escondida é violada.

4.2. PROPOSICAO DE TECNICAS PARA LEVAR EM CONTA AS RESTRICOES
ESCONDIDAS

Ao aplicar um agoritmo que seja estavel para resolver problemas de EADs encontrar-se-
a4 uma solugdo computada proxima da exata. Levando-se em consideragdo uma propriedade
caracteristica do problema, chamada condicionamento, esta também contribuird para a exatidéo
do resultado computado.
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O condicionamento mostra-nos como a solugdo do problema muda, se os dados de
entrada contém alguma perturbacéo em relagdo aos verdadeiros. Esta preocupacéo surge porque
na prética, muitos destes dados, provém de observagcdes experimentais, nas quais as medicoes
estdo sujeitas a perturbacoes.

Muitos codigos tendem a falhar devido a duas situagdes: a natureza do problema e/ou o
algoritmo utilizado. O agoritmo DASSLC apresentou-se eficiente quando aplicado a sistemas
genéricos, porém, a solucéo de sistemas de EADs, nem sempre é confidvel devida ainicializacdo
do mesmo. Por este motivo optou-se por levar em consideragdo as restricdes escondidas no
Sistema reduzido, para se ter um melhor controle da solugéo.

No presente trabalho executou-se o codigo DASSL C, para todos os exemplos estudados,
considerando trés situagoes:

() sistema reduzido;
(i) sistema estendido com variaveis de restricoes;
(iii)  sistema estendido com as derivadas das varidveis de restrigdes.

() SISTEMA REDUZIDO

Seja 0 sistema de EADs composto pelas seguintes equagdes:

y+x-1=0, (4.17)

z+y=0, (4.18)
yz

Z+?:O. (419)

Apds aplicar a algoritmo DAGRAFO, recebe-se a informagdo que a equacdo (4.19) deve ser
diferenciada uma vez, assm passa-se a ter uma nova equagao:

7+yy=0. (4.20)

O novo sistema composto pelas equagdes (4.17), (4.18) e (4.20) forma o sistema reduzido,
representado pela formaimplicita:
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F(%xy,t)=0, (4.21)

onde xexl 0™ sfo as varidveis diferenciais e suas derivadas, t é a varidvel independente,

nd+na

y1 0 ™sBo asvariaveis algébricase F1 [ é suficientemente diferenciavel.

Apés a diferenciacdo realizada acima observa-se a perda da equagdo (4.19). O fato desta
ndo fazer parte da lista de associagcdo apresentada em ASSIGN, faz com que ela sgja “rejeitada”
do conjunto de equagdes que compdem o sistema reduzido.

Entretanto, a necessidade de considerar esta equagao para obter a solucdo numérica ja foi
argumentada no item anterior. A partir dessa diferenciagdo o sistema reduzido esta pronto para

ser resolvido pelo algoritmo de integragéo DASSL C.

(i) SISTEMA ESTENDIDO COM VARIAVEISDE RESTRICAO

Neste caso o0 sistema de EADs a ser resolvido € composto pelo sistema reduzido e pelas
equacles “rejeitadas’ ou restrigdes escondidas com a introducéo das varidvel's de restricdo. Estas
restri¢cBes so controladas pelo integrador e o0 usuario passa a monitorar 0 quanto elas interferem
na solugdo aproximada do sistema.

Ao conjunto de equactes (4.17), (4.18) e (4.20), que compdem o sistema reduzido, é
adicionado a equagdo abaixo, paraformar o sistema estendido com a varidvel derestricéo e:

y2
Z+? =e. (422)

O novo sistema, composto pelas equagdes descritas acima, € representado pela formaimplicita:

PR (% xyt)=0
i : (4.23)
iG(x xyt)=e

onde xexl 0™ sio as varidveis diferenciais e suas derivadas, t é a varidvel independente,
yl 0™ s3o as varidveis algébricas, el " s30 as varidveis de restricdo, F1 0™™, GT 0" e

Or € o numero de equagdes “rejeitadas’.
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O novo sistema passa a contar com as varidveis de restricdo, e, que, ao executar o codigo
numérico DASSL C fornece além do erro darestricdo, e, no instante t aderivadado erro, €.

No momento em que as varidveis de restricdo sdo introduzidas no sistema, passa-se a
monitorar 0 quanto cada restricdo escondida € violada. Desta forma, tem-se uma solucéo

numérica mais confiavel.

(i) SISTEMA ESTENDIDO COM AS DERIVADAS DAS VARIAVEIS DE
RESTRICOES

Neste caso, 0 sistema de EADs a ser resolvido € composto pelo sistema reduzido e pelas
equagles rejeitadas, com aintroducdo das derivadas das variaveis de restricéo.

Para 0 exemplo dado, 0 novo sistema € composto pelas equagdes (4.17), (4.18) e (4.20)
gue compdem o sistema reduzido adicionado a equagdo abaixo com a derivada da varidvel de
restricdo & (ou mais precisamente, a variavel restri¢do na forma de derivada):

z+L =e. (4.24)

Assim, o0 novo sistema, composto pelas equagdes (4.17), (4.18), (4.20) e (4.24), é representado
pelaformaimplicita:

PR (%% yt)=0
[ : (4.25)
iG(xxy,t)=¢

onde xexl 0™ sfo as varidveis diferenciais e suas derivadas, t é a varidvel independente,
yl 0™ sHo as varidveis agébricas, el 0" sfo as derivadas das varidveis das restricoes,
FTO™™ GI 0" er éonimero de equaches “rejeitadas’.

A integracdo do novo sistema pelo codigo numérico DASSL C, fornece aintegral do erro

(€) eo erro darestrigdo (&) noinstante t.



5. EXEMPLOSRESOLVIDOS

Neste capitulo sdo exemplificados os resultados das aplicacbes das técnicas de
inicializagdo consistente e integragdo numeérica de sistemas de EADs no programa DASSLC. A
andlise dos dados € apresentada a partir de problemas descritos na literatura, onde séo
enfatizadas as técnicas de solucéo do sistema reduzido, descritas no capitulo 4, e discutidos seus
pontos fortes e suas limitagoes.

A andlise da eficicia de cada solugdo leva em consideracdo as observagdes dos dados
obtidos a partir das técnicas empregadas e a estrutura da matriz jacobiana do sistema
discretizado, também chamada de matriz de iteracéo do sistema.

Para todos os exemplos descritos neste capitulo aplicou-se as diferentes técnicas de

inicializagdo e integragdo para a solugdo numeérica:

(i) F(xx,y,t)=0, (5.1)
FF (% %y,t)=0

i) [Flon)=o 52
iG(xx yt)=e

PF(xxy,t)=0

(iii) +G(X,x,y,t)=e' (5.3)

e adotou-se tolerancias relativade 10°° e absolutade 10’ .
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y+x-1=0, (5.4)

24y=0, (5.5)
2

z+y?=0. (5.6)



O conjunto de EADs descrito acima apresenta solugdo analitica do tipo:

z(t) =§e - 27, - %g , (5.7)

A solugdo analitica do sistema é apresentada através de gréficos, Figuras 5.1 a 5.3,
juntamente com a solucéo numérica. A andlise gréfica dos dois tipos de resolucdo do sistema de
EADs tornam-se importantes para comparar 0 quanto a solugdo numérica aproxima-se da
solucdo exata. Esta andlise € realizada em fungdo das varidvels y, z e x com condi¢Bes iniciais
consistentes e condigfes iniciais inconsistentes, para todas as técnicas de inicializacdo e
integracdo, afim de observar o quanto o codigo numérico adotado torna-se confiével.

O conjunto de condigdes iniciais consistentes para 0 exemplo 1 deve levar em
consideracdo a restricBo existente na terceira equacdo do sistema, equagdo (5.6), devido a
dependéncia entre as variaveis z e y. Assim, uma solucdo consistente para a inicializagcdo deste

sistema de EADs é dado por:

2(0) = z,, 2(0)=- -2z, z,£0, (5.8)

Este conjunto de condic¢des consistentes, ja apresentado na equacéo (4.12), juntamente com o
sistema reduzido, descrito pelo conjunto de equacbes (4.21), foi submetido ao codigo
computacional DASSL C para as trés diferentes formulagdes, dadas pelas equagdes (5.1), (5.2) e
(5.3). Os resultados gerados por estas simulaghes, mostraram-se menos precisos quando
aplicados ao sistema (5.2). A evidéncia desta menor precisdo € observada através das Tabelas 5.1
eb5.2.
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Variavel Z

Variavel Y

-0.4

—=e— Formulacao (i)
08— —®— Formulaco (ii)
—F— Formulacgéo (iii)
| Sol. Analitica
-1.2 —
-1.6 —
-2.0 —
24 | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo
Figura5.1- Varidvel z xt - exemplo 1
2.4 —
—=e— Formulacao (i)
—®&— Formulacéo (ii)
20— —4F— Formulacéo (iii)

0.8

—¥— Sol. Analitica

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo

Figura5.2- Varidvel y xt - exemplo 1
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X 0.0E+0
g
'@
c>5 -5.0E-17 —
Formulacao (i)
-1.0E-16 — _ m  Formulagao (ii)

— 4 Formulagéo (jii)
— % Sol. Analitica
'15E'l6 ‘ ‘ T ‘ I ‘ ‘

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo

Figura5.3- Varidvel xxt - exemplo 1

A Tabela 5.1, representada pela variavel z, apresentou maior erro de integracdo para a
simulacdo do sistema (5.2), devido a dependéncia entre as variaveis y e z, jA mencionada
anteriormente, e devido arigidez do sistema.

A Tabela 5.2 apresenta informagdes estatisticas importantes da integracdo para andlise do
codigo numérico em questdo. Observa-se que o sistema (5.2), com excegdo ao numero total de

falhas do teste de convergéncia mostrou-se inferior, quando comparado aos sistemas (5.1) e (5.3)
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Tabela 5.1- Representagdo numérica davaridvel z e suaderivada—exemplo 1

Variavel Sol. exata Sistema (i) Sistema (ii) Sistema (iii)

z z z Z z z z z
t=0 -0,500 -0,500 | -1,0 | -0,50000 | -1,0 -0,500 |-1,0
t=0,1 -0,605 -0,605 | -1,1 | -0605085 |-1101| -0.605 |-1,1
t=0,2 -0,720 -0,720 | -1,2 | -0,72007 | -1,20 | -0,720 |-1,2
t=0,3 -0,845 -0,845 | -1,3 | -0845105 | -1301| -0,845 |-1,3
t=0,4 -0,980 -0,980 | -1,4 | -0,98014 |-1,400| -0,980 |-14
t=0,5 -1,125 -1,125 | -15 | -1,12517 |-1,501| -1,125 |-15
t=0,6 -1,280 -1,280 | -1,6 | -1,28021 |-1,601| -1,280 |-1,6
t=0,7 -1,445 -1,445 | -1,7 | -1,44525 | -1,701| -1,445 |-1,7
t=0,8 -1,620 -1,620 | -1,8 | -1,62028 |-1,800 | -1,620 |-1,8
t=0,9 -1,805 -1,805 | -1,9 | -1,80532 |-1,901| -1,805 |-19
t=1 -2,000 -2,000 | -2,0 | -2,00035 |-2,001| -2,000 |-2,0

Tabela 5.2- Tabela comparativa das técnicas de inicializago — exemplo 1

Tota do nimero de Sistema | Sistema | Sistema
(i) (if) (iii)
Pontos 24 1430 24
avaliagdo do residuo 20 5699 20
avaliacdo da matriz jacobiana 18 2850 18
iteracOes de Newton 20 5699 20
falhas do teste do erro 0 1421
falhas do teste da convergéncia 0 0 0
pontos rejeitados 0 1421
iteracOes de Newton-Raphson rejeitada 0 1421 0
Tempo total (segundos) 0.03 0.36 0.03

A inferioridade da solugdo numeérica para o sistema (5.2) é devido ao mau condicionamento
do sistema de EADSs, que pode ser analisado através da matriz de iteragdo do sistema.
No cédigo DASSLC a integragdo numérica € realizada por método tipo predigdo-correcao,

onde a etapa de correcdo € realizada através do método de Newton-Raphson, ou sgja:

k+1) -1

K =x - g F () (59
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onde J,S'j)l representa a matriz de iteragcdo, que pode ser escrita pela soma das seguintes parcelas:

JM =gA+B, (5.10)

(k)
a8 0 a8
onde A= é_F + s

W5 o ewl,

e g u% , h representa 0 tamanho do passo de
integracao.

A matriz de iteracéo do sistema (5.2) é dada por:

y z x e y z X e
aad 00 06 a® 01 006 el 0 a 0 6
50100 %200 0-%a 10 o0°:
J(@,y.y)=¢ T+a & T=¢ 7 T (5.11)
¢y 1 0 0+ ¢y 00 O+ ¢y+tya 1 O 0 =+
0000, & 10 -1b5 &ay a 0 -abj
A B
ondea =g'e b representaum fator de escala paraavariavel e,
Adotando os seguintes valores paraas variaveis y, y,a e b:
y=1 y=1
: (5.12)
a=10° b=1

a equacdo (5.13) fornece a solugdo dos autovalores (al, a,,aza, )T e os autovetores da matriz J.

21.10°0 F5 ) -0,5 7,07140°° 05 o

¢ + c _ n +
autovalores: & 1 . autovetores: 0 0809 7,07140 0,309 ~. (5.13)

¢-1.10 N GO 0,309 -0,7071 0,809 N

g 1 5 §1 30940° 07071  809%40°,

Analisando a relagéo entre os autovalores, observa-se 0 elevado mau condicionamento da
matriz de iteragdo. Este mau condicionamento foi numericamente evidenciado no sistema (5.2) e

esté diretamente ligado ao autovalor a, que mantém as varidveis x e e fortemente acopladas, de
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acordo com o respectivo autovetor. Observa-se que este efeito ndo esta presente em a, porque
este autovalor esta relacionado somente com a varidvel e, como mostra 0 seu autovetor
associado.

O processo descrito acima foi realizado com diferentes valores para o escaar b e
obteve-se melhoras significativas na integracéo do cédigo numeérico. Observou-se que quando
b ® 1 o sistema fornece uma solugdo numeérica ndo confidvel e, quando b se afastade 1, a
solucdo numérica fornecida aproxima-se da solugdo exata. Este melhor desempenho € descrito
pelas equacdes (5.14) e (5.15), onde:

®210%0 a® -05 -110° 05 0
¢ * ¢ 10 +
attovalores: ¢ © 5?autovetoras:(?o 0,809 110 0.309 T (5.14)
C-110°% ¢0 0,309 1 0809 *
g 1 5 §1 3,0940° 1,11140° 8,0940°
b =100
21.10°%6 ® -05 -110° 05 6
¢ * ¢ 10 +
atovaores:€ T 5?autovetoras:‘?O 0.809 110 0309 - (5.15)
¢-110°% ¢0 0,309 1 0809 *
g 1 5 §1 3,0940° 1,01407 8,0840°}

O desempenho do codigo para os diferentes valores do escalar b pode ser observado
através das Tabelas 5.3 e 5.4. Vaores elevados de b aumentam o desacoplamento entre as

variaveis X e eao integrar o sistema.
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Tabela 5.3 - Tabela comparativadavariavel z paravariosvaloresdeb - exemplo 1

Variavel Sistema (i)

z b=1 b =10 b =100 sol. exata
t=0 -0,50000 | -0,50000 -0,50000 -0,50000
t=0,1 -0,605035 | -0,605013 -0,60500 -0,60500
t=0,2 -0,72007 -0,720013 -0,72000 -0,72000
t=0,3 -0,845105 | -0,845013 -0,84500 -0,84500
t=0,4 -0,98014 -0,980013 -0,98000 -0,98000
t=0,5 -1,12517 -1,12501 -1,12500 -1,12500
t=0,6 -1,28021 -1,28001 -1,28000 -1,28000
t=0,7 -1,44525 -1,44501 -1,44500 -1,44500
t=0,8 -1,62028 -1,62001 -1,62000 -1,62000
t=0,9 -1,80532 -2,80501 -1,80500 -1,80500
t=1,0 -2,00035 | -2,00001 -2,00000 -2,00000

Tabela 5.4- Desempenho do agoritmo de integracdo para varios vaores de b - exemplol

Tota do nimero de: Sistema (ii)

b=1 b=10 | b =100
Pontos 1430 32 24
avaliagdo do residuo 5699 47 20
avaliacdo da matriz jacobiana 2850 18 18
iteracOes de Newton 5699 47 20
falhas do teste do erro 1421
falhas do teste da convergéncia 0 0 0
pontos rejeitados 1421
iteracbes de Newton-Raphson rgjeitada | 1421 0 0
Tempo total (segundos) 0,36 0,03 0,03

Sabendo-se que as técnicas de inicializacdo e integracdo (5.2) e (5.3) incorporam ao
sistema reduzido as equagdes “rejeitadas’, torna-se possivel fornecer o erro de integracédo e a
integral do erro, a partir da varidvel de restricdo. As relacfes entre as variaveis de restricdo das

duas formulagdes sdo dadas por:
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_q
oq,-

dt  (integra do erro) (5.16)

—_— e —r —
o
1
D

( erro)

Desta forma, € possivel monitorar o quanto cada restri¢do € violada a cada passo de integracdo
do sistema. E, em um préximo estégio de desenvolvimento do algoritmo de integracdo numerica,
pode-se incorporar estas variaveis de restricdo no controle do passo de integracédo (controle do
erro local).

A seguir sdo representados o erro de integracdo e a integral do erro através das Figuras
5.4 e 5.5, respectivamente. Observa-se um crescimento significativo (em valor absoluto) do erro

de restricdo paraaformulagéo (5.2).

1.0E-4 — 1.0E-9 —
0.0E+0 o 8.0E-10
i W i
o 3
(j -1.0E-4— < 6.0E-10 —
o o)
S i i) 4
Q =
i -
‘C  -2.0E-4 © 4.0E-10 —
< 3
] —&— Formulagao (i) Tg )
-3.0E-4 — ——  Formulago (jii) < 2.0E-10 — ——  Formulag&o (jii)
/
-4.0E-4 T T T T | 0.0E+0 T T T T T ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo Tempo
Figura5.4- Andlise do erro (e)- exemplol Figura’5.5- Andlise daintegral erro (e) -
exemplol

Para quantificar o efeito de ndo levar em conta as restricdes rejeitadas, o exemplo 5.1
resolvido novamente, por todos os métodos de inicializagdo descritos anteriormente, porém

arbitrando um conjunto de condi¢des inicials inconsistentes, da forma:

=-0,5% 2(0)=-1 (5.17)



A condicdo inicial aplicadaavariavel z torna o conjunto das condigdes iniciais inconsistente.

Ao aplicar estas condi¢des iniciais no sistema reduzido (5.1), o codigo numérico ndo fez
restricdo alguma quanto a validade das condigOes iniciais e integrou 0 sistema para todo o
intervalo desgado, sem detectar 0 erro. Este procedimento € possivel porque o sistema em
estudo rejeita as equacdes que ndo estejam contidas no vetor de associagiio ASSIGN. Para o exemplo
em estudo a equacdo “rejeitada’ foi justamente a equacdo (5.6) que contém avariavel Z.

Apesar de gerar um conjunto solucdo, o sistema (5.1) ndo é recomendado porque ndo
satisfaz o sistema original, podendo violar a solugdo de alguma varidvel que tenha significado
fisico importante para a solugéo do sistema.

Aplicando o mesmo conjunto de condi¢Bes iniciais para o sistema (5.2) o codigo detectou
o erro de inicializagdo e ndo gerou solucdo alguma. Porém, quando aplicado ao sistema (5.3), 0
codigo DASSLC foi executado sem problemas, onde a propagacéo do erro de inicializagdo pode
ser observado navariavel e(t).

Este procedimento tornou-se possivel porque o sistema (5.3), aém de incorporar as
equacdes que haviam sido “rejeitadas’ pelo sistema estendido, trabalha com a derivada da
varidvel de restricdo. Desta forma, o erro da inicializagdo é detectado e transferido para a
variavel de restricdo que, por sua vez, pode ser monitorada. Assim, é possivel saber 0 quanto o
erro gerado pela inicializagdo inconsistente prejudica o sistema, tornando-o ndo confiavel. Este
procedimento ndo é possivel para o sistema (5.2) porque a inconsisténcia da condicdo inicia
afeta diretamente o valor inicial davariavel de restricao.

Através da Tabela 5.5 é possivel verificar que o erro de inicializagdo da variavel z foi

transferido para a derivada da restri¢ao, tornando o sistema consistente para a inicializagao.



Tabela 5.5- Representacdo da variavel de restricdo —exemplo 1

Variavel k Sistema (iii)
Erro (e) Integral do Erro (e)

t=0 -0,01 0,000
t=0,1 -0,01 -0,001
t=0,2 -0,01 -0,002
t=0,3 -0,01 -0,003
t=0,4 -0,01 -0,004
t=0,5 -0,01 -0,005
t=0,6 -0,01 -0,006
t=0,7 -0,01 -0,007
t=0,8 -0,01 -0,008
t=0,9 -0,01 -0,009
t=1,0 -0,01 -0,010

As Tabelas 5.6 a 5.8 apresentam a comparagdo entre a solugdo analitica e as soluctes
numéricas das varidveis y, zex para as formulagdes (5.1) e (5.3). A solucdo andlitica foi
calculada somente com o novo valor de z,.

Verifica-se pelos resultados que o monitoramento do erro na variavel de restricéo € um
bom indicador da qualidade da solucéo.

Tabela 5.6 - Tabelacomparativadavariavel y - exemplo 1

Variavel | Sol. Anditica | Sistema(i) | Sistema (iii)
y

t=0 1,0099505 1 1
t=0,1 1,1099505 11 11
t=0,2 1,2099505 12 12
t=0,3 1,3099505 13 13
=04 1,4099505 14 14
t=0,5 1,5099505 15 15
t=0,6 1,6099505 16 16
t=0,7 1,7099505 17 17
t=0,8 1,8099505 18 18
t=0,9 1,9099505 19 19
t=1,0 2,0099505 2 2
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5.2.

Tabela5.7- Tabela comparativadavaridavel z - exemplo 1

Variavel | Sol. Anditica| Sistema (i) | Sistema (iii)
VA
t=0 0,510 -0,510 -0,510
t=0,1 -0,615995 | -0,615 -0,615
t=0,2 -0,73199 -0,730 -0,730
=03  |-0,8579851| -0,855 -0,855
=04 -0,093988 | -0,990 -0,090
t=0,5 1139975 | -1,135 “1,135
t=0,6 -1,29507 -1,290 -1,290
t=0,7 “1,461965 | -1,455 -1,455
t=0,8 -1,63796 -1,630 -1,630
t=0,9 -1,823955 | -1,815 -1,815
t=1,0 -2,01995 -2,010 -2,010

Tabela 5.8 - Tabelacomparativa davariavel x - exemplo 1

Varidvel | Sol. Anditica| Sistemal(i) Sistema (iii)
X

t=0 0 0 0
t=0,1 0 -1,31501E-17 | -5,83067E-17
t=0,2 0 3,59778E-17 | 2,83783E-17
t=0,3 0 8,28186E-18 | 7,08084E-17
t=0,4 0 -6,18535E-19 | 7,96388E-17
t=0,5 0 -9,18283E-18 | 6,07887E-17
t=0,6 0 -1,77411E-17 | 3,77165E-17
t=0,7 0 -2,62999E-17 | 3,21155E-17
t=0,8 0 -3,47827E-17 | 2,77254E-17
t=0,9 0 -4,31893E-17 | 2,4546E-17
t=1,0 0 -5,15198E-17 | 2,25773E-17

EXEMPLO 2. - PROPOSTO POR PANTELIDESET AL. (1988) —iNDICE 2

)'(1' X =% y=0,

X - X% t%+y=0,
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X +2x, =0. (5.20)
O sistema de EADs acima apresenta solucdo analitica da forma:

x (t)=ke",  x(t)=4ke",

(1) =- 5e, k(1) =- 2, (5.21)

Apbs aplicar 0 algoritmo DAGRAFO no exemplo 2, foi gerado o sistema reduzido (5.22):

X-X-%-Yy=0,
X, - X +X,+y=0, (5.22)

X +2%, =0.
a partir das informagdes dos vetores abaixo:

= (%% %, %, Y),
(34,0,0,0),
(0,0,4,0),
ASSIGN =(0,0,4,2,1).

X
A
B

Com o sistema reduzido determinado é necess&rio escolher um conjunto de condices
iniciais consistentes para dar partida ao coédigo numéico DASSLC, entretanto, como
mencionado no capitulo 2, sistemas de indice superior sempre apresentam problemas de
inicializag&o, e 0 exemplo 2 mostra claramente esta dificul dade.

A dificuldade de inicializacdo do problema em questdo, devido a seu indice elevado, foi

estudada por Vieira (1998). Segundo a autora, um conjunto de condi¢Oes iniciais consistentes
deve ser do tipo:
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1(0)=21%, x(0)=21%),
(5.23)
5 (0)=- 219 (0)=- 20
7 7

Arbitrando-se y(0)=£ obtém-se 0 seguinte conjunto de condi¢Bes iniciais para o

sistema (5.22):

Xl(O)ZE’ %(0)=2,
x,(0) =- %, %,(0)=-1, (5.24)
y(0)=£.

Apds esta etapa, 0 exemplo 2 foi submetido as trés técnicas de inicializagdo e integracéo
sugeridas anteriormente. Todas as técnicas aproximaram-se da solugdo analitica, porém a
formulacéo (5.3) apresentou resultados mais precisos que a (5.2). Este fato pode ser analisado

através da Tabela 5.9, que representa 0 desempenho da variavel de restricéo.

Tabela 5.9 — Variavel restricdo — exemplo 2

Sistema (i) Sistemna (i)
t=0 0 0
t=0,1 -3,62337e-20 -1,493e-21
t=0,2 -1,48318¢-19 -3,020e-21
t=0,3 -3,36269¢-19 -4,548e-21
=04 -6,00087e-19 -6,075e-21
t=0,5 3,46940e-16 3,4546-16
t=0,6 -4,50963e-15 2,3736-16
t=0,7 6,92656e-14 -5,107e-16
t=0,8 -8,78507e-13 7,8136-16
t=0,9 4,76801e-12 -1,458e-15
t=1,0 -2,40001e-11 1,078e-15
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A solugdo das varidveis x,, X, € y, assim como, o erro (e) e aintegral do erro (e),

podem ser analisadas nas Figuras 5.6 a 5.10, respectivamente.
30 —

—=e— Formulacao (i)
—®— Formulagéo (i)

—4—  Formulacéo (iii)
20 —

—¥— Sol. Analitica

Variavel X1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo

Figura5.6 - Variavel x xt - exemplo 2

—=e— Formulacao (i)

Variavel X2

—#— Formulacéo (ii)
—+— Formulacgdo (iii)
—¥— Sol. Analitica

-16 | | | | |

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo

Figura5.7- Variavel x, xt - exemplo 2
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100 —

| —e— Formulacao (i)
80 —| —&— Formulagéo (ii)
—+— Formulagdo (iii)
—x%— Sol. Analitica
>
g
'@
G
>
U | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo
Figura5.8- Variavel y xt - exemplo 2
1.0E-11 — 8.0E-17 —
o
]
o 8
] B
8 2
© €
£ e
<
z 8
—&— Formulagéo (ii) TE
-2.0E-11 o Z
——— Formulagao (i) + Formulagao (i)
-3.0E-11 ‘ ‘ ‘ ‘ | -8.0E-17 ‘ ‘ ‘ ‘ |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tempo Tempo

Figura5.9- Andlisedo erro (e)- exemplo2  Figura5.10- Andlise daintegral do erro (e) -
exemplo 2

A Tabela 5.10 compara os resultados das 3 técnicas apés aplicar o codigo numérico em
estudo. Observa-se que os resultados sdo equivalentes para todos métodos. Entretanto, por

motivos ja mencionados no capitulo 4 ndo é conveniente utilizar o sistema (5.1). Pela andlise do
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erro, Figura 5.9, o sistema (5.3) apresenta menor erro de integracdo que o sistema (5.2),
tornando-o mais adequado.

Tabela 5.10 — Tabela comparativa dos métodos de integracdo — exemplo 2

Tota do nimero de Sistema | Sistema | Sistema
(i) (if) (iii)
pontos 51 51 51
avaliagbes do residuo 62 64 64
avaliaghes da matriz jacobiana 15 14 14
iteracOes de Newton 62 64 64
falhas do teste do erro 0 0 0
falhas do teste da convergéncia 0 0 0
pontos rejeitados 0 0 0
iteracBes de Newton-Raphson rejeitada 0 0 0
Tempo total (segundos) 0,030 0,04 0,04

53. EXEMPLO 3.- PROPOSTO POR CHUNG E WESTERBERG (1990) —

INDICE 3
X - X,- 2t=0, (5.29)
X,- y-5=0, (5.26)
x - 4t=0. (5.27)

O exemplo 3, por apresentar indice superior, deve ser reduzido a um sistema de EADs de

indice 1 ou 0. Esta reducéo é realizada pela aplicacdo do algoritmo DAGRAFO que gera as
seguintes informagoes:

= (%%, %, %, 2),
(3,4,6,0,0,0),
(5,0,4,6,0,0),
ASSIGN =(0,0,1,5,2,6).

X
A
B

gue resulta no seguinte sistema reduzido:
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(5.28)

O conjunto de equagdes (5.28) deve ser transformado nos sistemas (5.1), (5.2) e (5.3) a
fim de analisar a eficacia de cada técnica. Para esta analise é necessario utilizar um conjunto
consistente de condigOes iniciais, como 0 apresentado abaixo:

(5.29)
¥(0)=-7. y(0)=0
2(0)=0,  2(0)=0
A solucdo analitica do sistema original é dada por:
X (t) =4t % (t)=4- 2t
y(t)=-7, (5.30)
% (t) =4, %, (t)=-2

ApoGs a execucdo do codigo DASSLC obteve-se a solucéo das variaveis X, x,, y e z

gue podem ser analisadas através das Figuras 5.16 a 5.19, respectivamente.
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Variavel Y

Variavel X1

-6.0 —

—=e— Formulacao (i)
6.4 — —=— Formulagao (ii)
= —+—  Formulagéo (iii)
6.8 — —¥— Sol. Analitca
® * =
-7.2 —
-7.6 —
-8.0 | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo
Figura5.11- Varidvel y xt - exemplo 3
4.0 —
—=e— Formulacao (i)
| —®— Formulacao (ii)
—+— Formulagéo (iii)
3.0 7 —¥— Sol. Analitica
0.0 | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo

Figura5.12 - Variavel x xt - exemplo 3
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Variavel X2

Variavel Z

4.0

—#—  Formulagio (i)
| —®—  Faormulagéo (i)
35 —&—  Formulagéo (iii)
Sal. Analitica
3.0
2.5
2.0 | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo
Figura5.13 - Variavel x, xt - exemplo 3
1.0 +
0.5 —
0.0 = ® ¥ £ ¥ ® ¥* ® B & *
—e— Formulacao (i)
-0.5 — —&— Formulagao (ii)
—+—  Formulacdo (iii)
—X— Sol. Analitica
-1.0 | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo

Figura5.14 - Variavel z «xt - exemplo 3
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Analisando as respostas das variaveis x,, X,, Y e z, através das Figuras 5.11 a 5.14,
observa-se que as trés técnicas utilizadas mostraram-se equivalentes.

No processo de reducéo de indice do sistema original, as seguintes restricdes foram
rejeitadas do sistema reduzido (equacdes 3 e 4 do vetor ASSIGN):

x, - 4t=0, (5.31)

% - 4=0, (5.32)

conseglientemente, sd0 necess&rias duas variaveis de restricdo para cada uma das formulactes
(5.2) e(5.3).

As Figuras 5.15 a 5.18 apresentam 0 erro e a integral do erro, onde verifica-se que 0s
sistemas (5.2) e (5.3) mostraram-se satisfatorios e com desempenho equivaente. Isto também
pode ser observado na Tabela 5.11, com as informagdes estatisticas das soluges numéricas.

3.0E-17 — 5.0E-18 —
| —®&— Formulagao (ii) N
—4— Formulagé&o (iii) B' 4.0E-18
L i
3 g
LItJ I 3.0E-18 —
3 g :
@ £
= 8 2.0E-18 —
c o —4—— Formulagéo (jii)
< 2 i
Nt
c
< 1.0E-18 -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo Tempo

Figura5.15- Andlise do erro (e) - exemplo 3 Figura5.16- Anédlise daintegral do erro (e) -
exemplo 3
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2.5E-16 — 5.0E-17 —
e L I L A s
2.0E-16 A —&— Formulagéo (i) ~ 4.0E-17 —
—— Formulagéo (jii) g
Lu .
° 8
T 1.5E-16 — B 3.0E-17 — I
o o
© _g_.! -
[ =
R =
& 1.0E-16 S 2.0E-17
£ Q —+—  Formulagéo (i)
2 i
C
5.0E-17 — < 1.0E-17 —
o+
0.0E+0 0.0E+0 T T T T ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo Tempo

Figura’5.17- Andlise do erro (e) - exemplo 3 Figura5.18- Andlise daintegral do erro (e) -

exemplo 3

Tabela5.11 — Tabela comparativa dos métodos de integracéo — exemplo 3

Tota do nimero de Sistema | Sistema | Sistema
(i) (if) (iii)
pontos 31 31 31
avaliagbes do residuo 27 26 26
avaliaghes da matriz jacobiana 26 25 25
iteracOes de Newton 27 26 26
falhas do teste do erro 0 0 0
falhas do teste da convergéncia 0
pontos rejeitados 0
iteracOes de Newton-Raphson rejeitada 0 0 0
Tempo total 0.04 0.03 0.03

EXEMPLO 4. —PROPOSTO POR LOGSDON E BIEGLER (1993) —iINDICE 3

O exemplo descrito a seguir representa uma, entre as diversas, aplicabilidade de sistemas
de EADs dentro da engenharia quimica. Este refere-se ao controle de pureza do produto obtido
na fase de producdo de uma coluna de destilacéo em batelada. A descricdo acima pode ser
ilustrada através da Figura 5.19:
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(D produto

{9
8}7
61 |5
4113
21

Figura 5.19 — Coluna de destilacdo em batelada— exemplo 4

O modelo matemético proposto por Logsdon e Biegler (1993) € descrito pelo seguinte
sistemade EADs:

Ve, . R .1\
X] :H—O?% - Yo +m(xf - Xé)a (5.33)

Ve, . R/ 10 .
: = 'J - 'J T 'J - ' = = ey ) 534
X H@.-l v+ (X >s)f.Zj i=1..,np (5.34)
ay =1 i=0,.,np+1, (5.35)
j=1
g Vo
XrJ|p+1 = H (yl':p - Xl’:p+l) ’ (536)
np+1
: V
Ho=- —— 37
x) =0998, (5.38)
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onde:
V vazdo molar de vapor em todos 0s estagios;
H, ndmero de moles em cada estégio da coluna;
R raz&o do refluxo;
i €éonumero de estagio, sendo igual a0 parao refervedor e np+1 para o condensador;
j €0 numero do componente, variando de 1 a nc- 1 (ndimero de componentes);
x  frac&o molar nafase liquida;

y fracdo molar na fase vapor em funcdo de x e da temperatura T do estégio, sendo
calculado pelarelagso de equilibrio v/ =K (T, %)%/, i =0,..,np+1

x"“fracdo molar na fase liquida do componente nc no estigio i, representada por

nc o nc-1

x*=1-q . %, i=0..np+1

Os autores sugerem nc=2 componentes e np =10 pratos, desta forma o sistema de
equagOes algébrico-diferencial original € composto por 26 equagdes, as quais 13 representam as
equacOes diferenciais e as demais representam as algébricas e, 26 varidveis as quais
x'(j=1..,nc-Li=0,.,np+1) e H, representam  as  varidveis  diferenciais e
T.(i=0,...np+1) e R, representam as varidveis algébricas. O processo final deve apresentar

99,8% de pureza para 0 elemento que esté sendo retirado do sistema, equacéo (5.38).

De forma genérica, € possivel estabelecer arelacdo existente entre o niUmero de equaces
€ 0 nimero de variavels. Sabe-se que para qualquer nimero de componentes e pratos, 0 sistema
contém (2nc- 2)(np+2)+2 equagdes, sendo (nc- 1)(np+2)+1 equacdes diferenciais e as
demais equagdes algébricas e, (nc- 1)(np+2)+1 variaveis diferenciais e (nc- 1)(np+2)+1
variaveis algébricas. O fato davaridvel R ndo estar presente em equacéo agébrica alguma torna
o sistema de indice superior.

Analisando as condigdes descrita acima percebe-se que aumentando o numero de
componentes e/ou 0 nimero de pratos, o0 sistema passara a fornecer um ndmero elevado de
equagles e variaveis, tornando-se dificil estabelecer o conjunto de condi¢des iniciais consistentes
sem ter conhecimento fisico do problema em estudo.

De forma andloga aos exemplos anteriores, as condi¢des iniciais devem satisfazer, também,
0 sistema estendido. Assim, tornase necess&io determinar quais equacbes devem ser
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diferenciadas para reduzir o indice diferencial do sistema em estudo. Nesta etapa a matriz de
iteracd0 do sistema origina deve ser fornecida ao cddigo DAGRAFO. Apos a execugdo do

codigo obteve-se 0 seguinte arquivo de saida:

¢
—gxo 2 X, Xy Xa, Xy X5 Xg5 X7 X5 X5 X5 %9, H 0’;

8T0’T1'T2’T3 ’T4'T5’T6’T7'T8’T9’TlO’-rll’ R ﬂ

81 X Koy X3y Xy X5 X553 X7 X5 X5 X10’X11’H0’9

a34,15,16,17,18,19, 20, 21, 22, 23,24, 25, 26000000

éooo000400000000000041,0000 Q,’ (5.39)

B(j) =(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,28,29,0,0,27,30,0,0,0),

8,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,35,7,9,11,1315,17,19,29,5
ASSIGN(j) = -
§23 24,2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,21,30,28 g

Analisando o vetor ASSIGN e B( j), percebe-se que 0 novo sistema é resultante de uma
diferenciacéo das equactes (5.35) do estagio np, (5.36) e duas diferenciagdes da equacdo (5.38),
caracterizando-se como um sistema de indice 3. Apos estas diferenciacdes o novo sistema passa
a apresentar quatro novas equacdes e duas novas varidveis. %, e T,,. O sistema estendido

apresenta 30 equactes e 41 varidveis, resultando em 11 graus de liberdade.
Com o sistema estendido ja determinado a proxima etapa refere-se a0 uso do codigo
DASSLC. Este necessita de um conjunto consistente de condi¢des iniciais, como o dado abaixo,

paradar inicio aintegracdo do sistema:
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%, - 0.55, X, : 0.59865556, X, . 0.64731111,
X5 : 0.69596667, X, . 0.74462222, X : 0.79327778,

X . 0.84193333, X, : 0.89058889, X : 0.9879,

X, 0.9879, X . 0.99492775, X, - 0.998,

T,: 91.34141035, T,: 90.02305247, T,: 88.7519382 68,
T,: 87.52539], T,: 86.34092796, T, : 85.19623785,

T,: 84.08917402,  T,: 83.01773809,  T,: 80.97443124,
T,: 80.97443124, T, : 80.8317286, T,,: 80.76954276.

H,: 100, R: 10.06032282,

%: 0, TlO: 0. (5.40)

Apds a execucdo do codigo em estudo, desgja-se analisar 0 comportamento do sistema de
EADs com e sem restri¢do, apos a reducdo do sistema. O exemplo em questéo foi submetido as
técnicas de integracdo descritas no capitulo 4, cujos resultados podem ser visualizadas nas

Figuras 5.20 a5.23, através das variaveis x,, T,, R eH,, respectivamente:
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Variavel Xo - fragcdo molar na fase liquida (-)

Variavel T - Temperatura (°C)

0.6

N —e— Formulagéo (i)
—&— Formulagao (i)

0.4 — ———  Formulag?o (jii)

0.2
0.0 — | | | |
0 1 2 3 4
Tempo (h)
Figura5.20 — Variavel x, —exemplo 4
110 —
105 —
100 —
—eo— Formulacao (i)
95 — —m—  Formulac&o (ii)
—4—  Formulacao (iii)
90 | | | |
0 1 2 3 4
Tempo (h)

Figura’5.21 — Temperatura (T ,) —exemplo 4

81



Variavel R - Razao do Refluxo (-)

Variavel Ho - Refervedor (moles)

2500 —

2000 —
—e— Formulagéo (i)
1500 — 30 (ii
—=— Formulagao (i)
i ——— Formulagao (iii)
1000 —
500 —
0 il iR
0 1

Tempo (h)
Figura 5.22 — Razéo do refluxo (R) —exemplo 4

100 —
_ —e— Formulagéo (i)
—®— Formulagao (ii)
—4F— Formulagao (iii)
80 —
60 —
40 | | |
0 1 2 3

Tempo (h)
Figura5.23 — Refluxo (H,) —exemplo 4
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Analisando os resultados obtidos, conforme Figuras 5.20 a 5.23, conclui-se que o cédigo
numérico em estudo apresentou desempenho satisfatério, pois demonstrou comportamento
semel hante ao descrito por Costa Jr et. al., 2001. A andlise fisica do exemplo 5 ndo € objetivo
deste trabalho, entretanto, se faz necessario alguns comentarios.

A variavel x,, Figura5.20 , mostra o processo de destilagdo do componente mais leve, que

€ 0 produto desgado. A medida que sua concentracdo dentro da coluna vai reduzindo, é
necessario um correspondente acréscimo na temperatura, Figura 5.21, para garantir a separacéo
dos componentes.

Observa-se que a medida que a composi¢cao do componente desgjado se aproxima de zero
no fundo da coluna (Figura 5.20 parat > 2,5 h), € necessario elevar arazao de refluxo no topo da
coluna, Figura 5.22, para garantir a especificagdo do produto (x,, =0,998). Nesta atura a
producéo esta em nivels baixos, como pode-se observar na pequena reducéo da quantidade de
material na fundo da coluna, Figura 5.23.

O objetivo em estudo € a eficacia das técnicas de inicializagdo e integracdo. Desta forma,
através da andlise gréfica, afirma-se que os comportamentos das trés técnicas de inicializacéo e
integracdo sdo similares, ndo fornecendo visualmente a melhor técnica de integragdo. Entretanto

aandlisedo erro (e), Figura’5.24 e5.26 eaintegral do erro (€), Figuras 5.27 e 5.27, juntamente

com os dados estatisticos dos método de integracdo, Tabela 5.12, fornecem uma melhor andlise

das técnica de integragéo.
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—®—  Formulagao (ii) i/
) —+— Formulagéo (jii) /"/ o )
i LItJ —+— Formulagao (jii)
o 2.0E-7 — /;/ .8 4.0E-7 —
i ’ B
o .-/- >
kel i o g i
3 ’ £
< 1.0E-7 / & 2.0E-7
/// <
A
/‘/ -
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo (h) Tempo (h)

Figura5.24 — Andlisedo erro (e) - exemplo4  Figura’5.25— Andlise daintegral do erro (e) -
exemplo 4
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Figura5.26 — Andlisedo erro (e) - exemplo4  Figura5.27 — Andlise daintegral do erro (e) -
exemplo 4

Tabela5.12 — Tabela comparativa dos métodos de integracéo — exemplo 4

Tota do nimero de Sistema | Sistema | Sistema
(i) (if) (iii)
Pontos 344 340 358
avaliagbes do residuo 484 445 498
avaliaches da matriz jacobiana 51 50 59
iteracOes de Newton 484 445 498
falhas do teste do erro 15 22 19
falhas do teste da convergéncia 0 0 0
pontos rejeitados 15 22 19
iteracOes de Newton-Raphson rejeitada 89 87 75
Tempo total (segundos) 0,34 0,36 0,39

A andlise do erro (e) eaintegral do erro (e) mostraram-se equivalentes para as técnicas

(5.2) e (5.3). A tabela comparativa, Tabela 5.12, apresentou resultados diferentes, porém nao
suficientes para afirmar que um método sgja extremante melhor que outro. Entretanto por
motivos ja mencionados ao longo desta andlise, recomenda-se utilizar o sistema estendido que
apresenta a derivada da variavel de restri¢cdo, sendo este um elemento importante para verificar o
guanto o método em estudo torna-se confiavel. Outro elemento que deve ser levado em
consideracdo quando o sistema de EADs é composto por um nimero elevado de equactes e
variaveis é o tempo de execucdo do codigo numeérico. Para 0 exemplo em estudo, este também

manteve-se muito proximo para todas as trés técnicas de integracéo.
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6. CONCLUSOESE SUGESTOES

Ao longo do texto, vérios itens foram abordados, visando concluir o processo de
implementagdo de técnicas para inicializacdo consistente e integracdo de sistemas de EADs
ordindrias de indice elevado. Buscou-se, em primeiro lugar, 0 aprimoramento conceitual,
indispensavel para o desenvolvimento prético deste processo.

Este estudo envolveu modelagem matematica, para exemplos puramente numéricos, e
conceitos fisicos para exemplos aplicados no mundo real, partida de uma coluna de destilacéo
em batelada, por exemplo. Todos os model os matematicos aqui apresentados foram analisados a
partir da solugdo do sistema estendido , obtido pelo processo de redugéo de indice.

A andlise dos resultados apresentados permite concluir que a eficacia de cada solucéo
leva em consideracdo as observactes dos dados obtidos a partir das técnicas de inicializacéo e a
estrutura da matriz jacobiana do sistema discretizado. As trés técnicas de integracdo utilizadas
apresentaram diferencas significativas quando o sistema de EADs em estudo apresenta problema
de condicionamento da matriz jacobiana.

A técnica de integracdo que utiliza o sistema estendido com as derivadas das varidveis de
restricdo é a técnica mais conveniente. Esta apresentou melhor desempenho computacional,
inclusive quando a matriz jacobiana do sistema apresentou problema de mau condicionamento,
além de garantir a presenca de todas as variaveis que compdem o sistema origina. Este fato ndo
ocorre para a formulagdo somente com o sistema reduzido, pois, além de “rejeitar” determinadas
equagcdes que podem conter varidveis com significado fisico importante e/ou representar
restri¢cBes implicitas no sistema, pode gerar uma solucéo ndo exata.

Com base na comparacdo dos resultados numeéricos a técnica de integracdo do sistema
estendido com as derivadas das varidvels de restricdo apresentou-se mais eficiente que o sistema
estendido com as variaveis de restricdo. Um dos motivos que permite esta afirmacdo é o fato do
sistema estendido com as varidvel's de restricdo apresentar-se bastante falho quando submetido a
sistemas ma condicionados, além de ndo possibilitar a solucdo partindo de condi¢fes iniciais
inconsi stentes.

Outro fato que favorece a técnica do sistema estendido com as derivadas das varidveis de
restricdo € a facilidade de tratar as reinicializagfes do sistema. Caso 0 sistema trabalhe com
reinicializagdo ao longo do processo de integracdo, este necessita sempre de um novo célculo das
condi¢les iniciais consistentes. Este problema é facilmente resolvido pela formulacéo (iii),

capitulo 5, pois esta atribui na inicializagdo valor zero as variaveis de restricéo, e distribui o erro
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de inicializagdo para as derivadas das varidveis de restrico. Esta facilidade ndo ocorre para a
formulagdo (ii), capitulo, pois esta ndo inicializa o sistema se as condi¢fes iniciais ndo forem
consistentes. A maior preocupagdo com este tipo de situagdo é saber aceitar ou regjeitar o
conjunto solucéo fornecido apds o processo de integracdo numérica, pois o erro de integragéo,
devido as condigdes inicias inconsistentes, estara presente no conjunto solucao.

Como sugestdo para trabalhos futuros, pode-se desenvolver técnicas para o controle do erro
local de integragdo utilizando as variaveis de restricdo. Poderia-se desenvolver critérios para o
gjuste do passo e da ordem da integragdo de modo a evitar a propagacéo do erro devido ao uso de
condicdes iniciais inconsistentes, ou devido aos erros de truncamento e arredondamento. Sugere-
Se para isto o uso da técnica do sistema estendido com a derivada das varidveis de restri¢cdo, por

conter informagdes sobre o erro local e o erro acumulado das restri¢oes rejeitadas.
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