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Resumo

Este trabalho tem por objetivo introduzir uma teoria de acoes parciais para con-
textos nao associativos e apresentar alguns resultados sobre essa teoria. Para isso,
apresentamos os conceitos de agoes e acoes parciais de um I.P. loop e estendemos

alguns resultados classicos da teoria de agoes de grupos para esse novo contexto.
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Abstract

The purpose of this work is to introduce the partial action theory for non-
associative contexts and to show some results about this theory. In this case, we
show some concepts about actions and partial actions of an I.P. loop and we extend

some classic results of the group actions theory to this new context.
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Introducao

Em [21], o autor traz um apanhado geral sobre o desenvolvimento da teoria dos
loops, trazemos aqui uma sintese desse. Essa teoria comeca a se desenvolver em
meados de 1920, devido aos avancos em duas diferentes areas, as denominadas geo-
metrias nao Euclidianas e a relatividade especial de Einstein, que datam do fim do
século XIX. Um dos primeiros modelos algébricos nao associativos foram os nimeros
de Cayley, construidos por Arthur Cayley no fim do século XIX. Essa construcao
foi generalizada por um processo conhecido hoje como processo de Cayley-Dickson.
No fim da década de 20, um artigo publicado por Suschkewitsch fala de uma classe
de estruturas nao associativas que satisfazem um conhecido teorema dos grupos,
o Teorema de Lagrange. Suschkewitsch observou que o teorema de Lagrange nao
fazia um uso exaustivo da associatividade em sua prova e talvez fosse possivel gene-
ralizar essa resultado para uma estrutura que ele denominou por “grupos gerais”.
Nas décadas seguintes, motivado pela geometria Web, Gerrit Bol desenvolveu a
teoria na direcao de combinar geometria, algebra e topologia. Na década de 40,
dois artigos de extrema importancia foram publicados para o desenvolvimento da
teoria dos loops, Zur Struktur von Alternativkoerpern de Ruth Moufang e Geweb
und Gruppen por Gerrit Bol. Moufang, em seu artigo, definiu uma estrutura, que
ela chamou de Quasigrupo *, que satisfazia uma série de quatro axiomas, além
de provar que essa estrutura era diassociativa (qualquer subquasigrupo gerado por

dois elementos é associativo). Ademais, ela provou que esta estrutura também satis-



faz uma espécie de “Teorema de Artin”e interpretou geometricamente esse teorema
usando planos projetivos. Nas décadas que se seguiram, a teoria continuou se de-
senvolvendo em diversas direcoes como topologia e geometria, em geometrias Web
e planos projetivos, em combinatéria com quadrados latinos, em algebra com anéis

de loop e generalizagoes de teorias da dlgebra associativa.

Muitas décadas depois, nos anos 90, comecam a aparecer os estudos relativos
a agbes parciais de grupos. Em [I1], o autor apresenta esses conceitos no contexto
de algebras de operadores, com o objetivo de descrever a estrutura de certas C*-
algebras em que o circulo unitério S; age por automorfismos. Em [9], os autores
carregam essa ideia para um contexto puramente algébrico e a partir disso, chamou
a atencao de diversos pesquisadores da area. Muitas direcoes foram tomadas, como
trabalhos relacionando agdes parciais e semigrupos como em [I2], uma teoria de
Galois neste contexto desenvolvida pelos autores em [I0] e mais recentemente os
desenvolvimentos em contextos de algebras de Hopf. Em [5], o autor traz um apa-
nhado historico e os principais desenvolvimentos dessa teoria nas ultimas décadas
e nas diferentes direcoes que foram tomadas deixando clara a importancia dessa

teoria.

O presente trabalho tenta reunir esses dois eixos tematicos que vem se desen-
volvendo em paralelo no ultimo século e nas ultimas décadas. Um motivador para
este trabalho foram os trabalhos de Majid e Brzezinski, em [19] e [§] respectiva-
mente, ambos em contextos de algebras de Hopf. O primeiro abordou a estrutura
algébrica da 7-Esfera em termos de Hopf Quasigrupos, apresentando neste trabalho
alguns resultados sobre acoes utilizando a definicao usual de acao. O segundo usa
uma alteracao da condicao de associatividade de uma acao para mostrar uma equi-
valéncia entre categorias. Ao nos depararmos com estes trabalhos, nosso primeiro
impulso foi tentar desenvolver uma teoria de de agoes parciais para esses contextos

nao associativos de algebras de Hopf (Hopf Quasigrupos), porém ao iniciarmos esse



trabalho, percebemos que haviam lacunas na base dessa ideia, uma vez que nao
haviam trabalhos desenvolvidos sobre agoes parciais de quasigrupos sobre conjun-
tos e nem mesmo agoes de quasigrupos. Entao, comecamos a analisar melhores
contextos para definir esses objetos e percebemos que os I.P. loops forneciam algu-
mas condicoes importantes para que fosse possivel trabalhar nesse sentido. Assim,
comegamos a desenvolver um trabalho de base e tentar entender como essa teoria
das acoes poderia ser transladada para um contexto nao associativo, de forma que

se introduzissemos a associatividade terfamos a teoria das acoes de grupo.

Este trabalho é o resultado desse processo, que ainda se encontra em desenvol-
vimento, pois muitas portas foram se abrindo nessa jornada e muitas perguntas
foram surgindo. Para muitas dessas perguntas as respostas foram positivas, para
outras foram negativas e ainda existem muitas para as quais ainda nao foi possivel
fazer um estudo mais aprofundado. Para apresentar essas ideias e conceitos inici-
ais dividimos esse trabalho em cinco capitulos. O primeiro, que trata de alguns
conceitos preliminares da teoria dos loops e da teoria das acoes parciais de grupos.
No segundo capitulo, introduzimos os conceitos relativos a acoes fracas e fortes de
[.P. loop, trazendo alguns exemplos e fazendo algumas discussoes sobre o skew anel
nos casos fracos e fortes. No terceiro capitulo, passamos para as agOes parciais
de L.P. loop, também no caso fraco e forte, onde apresentamos exemplos e discu-
timos a alternatividade do skew anel parcial. No quarto capitulo, apresentamos
alguns resultados que conseguimos desenvolver sobre essa teoria. Apresentamos
as questoes relativas a acao envolvente no caso fraco e forte e também apresenta-
mos uma relacao entre as agoes parciais fortes de I.P. loop e magmas com inverso.
No tltimo capitulo apresentamos nossas consideracoes finais sobre este trabalho,
deixando algumas questoes em aberto para trabalhos futuros, questoes essas que
ainda estamos trabalhando em um melhor entendimento e que apresentam algumas

direcoes que podemos tomar para dar continuidade a este trabalho.



Convencgoes e Notagoes

Neste trabalho, sempre que nos referirmos simplesmente a um anel, estamos
nos referindo a um anel associativo com unidade. Caso contréario serd especificado,
por exemplo, um anel nao associativo ou um anel comutativo. A letra K serd
reservada para denotar um corpo e Nuc(L) sempre ird denotar nucleus de um loop

L. Reservaremos as letras e a para agao global e agao parcial, respectivamente.



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados, presentes na bibliografia, que
sao essenciais para a compreensao deste trabalho. Iniciamos o capitulo com alguns
resultados sobre a teoria de loops, tentando sempre usar como referencia a teoria
de grupos, que nos é mais familiar e permeia a ideia central desse trabalho, uma
transposicao da teoria de acoes de grupos para um contexto nao associativo. Em
seguida, retomaremos os conceitos de agdes (parciais) de grupo e sua teoria inicial,
juntamente com alguns resultados da algebra de multiplicadores, que serd essencial
para entender questoes envolvendo o skew anel parcial de loop. Dando continuidade
nesse estudo de acoes, trazemos os conceitos de acao induzida e acao envolvente para
o caso de grupos, pois esses conceitos serao adaptados nos capitulos trés e quatro
desse trabalho para o contexto dos loops. Vale destacar que muitos dos exemplos
da teoria de loops apresentados nesse capitulo foram calculados com o auxilio do

sotware [15].



1.1 Loops

Nesta secao, trazemos um apanhado das principais defini¢oes e resultados, da
teoria de loops, que serao necessarios para este trabalho. Utilizamos como principais

referéncias [22], [17], [24], [2], [3] e [23].

Definigao 1.1. Sejam M um conjunto nao vazio e - : M x M — M uma operacao

binéria. Dizemos que o par (M, -) é um magma.

Neste trabalho, escreveremos apenas ab ao invés de a.b sempre que nao for

necessario destacar a operacao envolvida. Também escreveremos usualmente M em

lugar de (M, .).

Definigao 1.2. Seja (M, -) um magma. Dizemos que o par (M, ) é um magma com
inverso se para cada a € M existir um unico a* € M tal que os seguintes axiomas
sao satisfeitos:

(i) a(a*a) = (aa*)a = a

*

(i) a*(aa*) = (a*a)a* = a
Quando o elemento a* existe, mas nao é uinico, chamamos M de magma regular.

Defini¢ao 1.3. Seja (G, ) um magma. Dizemos que o par (G, ) é um quasigrupo
se para quaisquer a, b, c € G a equagao a.b = ¢ possui solugao Unica, para quaisquer

dois elementos fixados na equacgao.

Muitas vezes é importante definir um quasigrupo em termos de multiplicagao
a esquerda e a direita. Assim, sejam L(a) : G — G e R(a) : G — G dadas
respectivamente por L(a)(z) = ax e R(a)(x) = xa, para algum a € G. Entao temos

0 seguinte teorema.

Teorema 1.4. Seja (G,-) um magma. Entao as sequintes proposi¢oes sao equiva-

lentes:



(i) (G,-) é um quasigrupo;
(i) L(a) e R(a) sdo bijecoes, para todo a € G;
(1ii) A lei do cancelamento a direita e a esquerda sdo satisfeitas;

(iv) No caso de G ser finito, cada elemento de G aparece uma tinica vez em cada

linha e em cada coluna da tdbua de Cayley.

Demonstracao. Notemos que em (i) = (i7) temos que L(a) e R(a) sdo sobrejetivas
pelo fato de existir solucao para as equacgoes ar = b e xra = b. A injetividade de
ambas decorre do fato desta solucao ser tnica. Para (i7) = (iii) temos que como
L(a) é uma bijecao, existe L(a)™! tal que L(a)L(a)™' = L(a)"'L(a) = Id(a) e segue
que a equagao ab = ac pode ser reescrita como L(a)(b) = L(a)(c). Assim, aplicando
a inversa de L(a) em ambos os lados da igualdade, segue que Id(a)(b) = Id(a)(c),
isto é, b = c. Analogamente, podemos mostrar que ba = ca implica b = ¢ utilizando
R(a) ao invés de L(a). Para (iii) = (iv), suponhamos que um elemento a aparega
mais de uma vez na mesma linha de um elemento x da tdbua de Cayley de (G, -),
digamos nas colunas y e z, com y # z. Isso significa que xy = a e xz = a, isto é,
xy = xz e pela lei do cancelamento temos que y = 2, o que contradiz a hipotese. O
raciocinio para a nao repeticao de um elemento na mesma coluna é analogo. Por

fim, (iv) = (i) ¢ imediato. O

Através desse teorema, é possivel entender o conceito de quasigrupo de diversas

formas distintas. Nos resta definirmos nosso principal objeto de trabalho, os loops.

Definig¢ao 1.5. Seja (L,-) um quasigrupo. Dizemos que (L, -) é um loop se existir
um elemento e € L (denominado elemento neutro) tal que ea = ae = a, para
quaisquer a € L. Usualmente escreveremos apenas L, ao invés de (L, -) e também

denotaremos o elemento neutro de L por 1, conforme for mais conveniente.



Exemplo 1.6. Seja L = {1,2,3,4,5} e - dado por

1 2 3 4 5
111 3 4 5
212 1 4 5 3
313 5 1 2 4
414 3 5 1 2
515 4 3 2 1

Notemos que 1 é o elemento neutro e cada elemento se repete uma tunica vez em
cada linha e coluna, logo representa um loop. Além disso, esse loop nao é associativo

pois 3.(34) =32=5¢(3.3)4=14=4.

Uma subclasse, dentro da teoria dos loops, com especial importancia para o
nosso trabalho é a classe dos loops com a propriedade do inverso, que denotaremos

neste trabalho por I.P. loops, definidos como segue.

Definigao 1.7. Seja (L, -) um loop. Dizemos que (L, -) é um loop com a propriedade

do inverso, ou um L.P. loop, se para todo a € L, existe a™! € L tal que a!(az) = x

1

e (ra)a™' = x, para quaisquer x € L.

E importante observar que, todo loop, por possuir elemento neutro e, tem ele-

mento inverso a esquerda, isto é, para qualquer a € L, existe um a* € L tal que

a*a = e e elemento inverso a direita, isto é, para qualquer a € L, existe um a” € L

tal que aa” = e. Porém, isso nao garante que ele seja um I[.P. loop. Notemos que

no Exemplo temos que z.x = 1, para qualquer € L, ou seja, a” = a* = a’.

Porém, para a = 3 temos que 3.(3.4) = 3.2 = 5 e a equagdo a '(axr) = a nao é

satisfeita, se tomarmos a = 4, temos que (3.4).4 = 2.4 = 5, e a equagao (za)a™* = a

nao é satisfeita. Assim, este é um loop que nao é I.P. loop. No caso dos I.P. loops,

A_ -1

todos elementos sao inversiveis e ainda o inverso é bilateral, isto é, a” = a a



Exemplo 1.8. Sejam L ={1,2,3,4,5,6,7} e - dado por

1 2 3 4 5 6 7
111 2 3 4 5 6 7
212 31 6 7 5 4
313 1 2 7 6 4 5
414 7 6 5 1 2 3
5/!5 6 7 1 4 3 2
616 4 5 2 71
7|7 5 4 2 3 16

Este loop tem elemento neutro 1 e é um L.P. loop.

Agora, vamos definir mais algumas classes de loops que serao utilizadas nas

construcoes desse trabalho.

Defini¢ao 1.9. Seja (L,-) um L.P. loop. Dizemos que L é um loop alternativo se
satisfaz as seguintes identidades, chamadas, respectivamente, de identidade alter-

nativa a esquerda e identidade alternativa a direita, para quaisquer x,y € L.

(i) (z.2).y = z.(xy);
(ii) (z.y).y = z.(y.y).

Caso o loop satisfaca a identidade (i) ele é dito um loop alternativo a esquerda

(ou a direita, caso satisfaga a identidade (7)).

Definigao 1.10. Seja (L, ) um L.P. loop. Dizemos que L é um loop de Moufang se

satisfaz qualquer uma das seguintes identidades, para quaisquer x,y, z € L.

(i) (zy)(zz) = 2((y2));

(i) (z(z2))y = z(2(zy));



(iii) ((zz)x)y = z(z(zy));

(iv) ((yx)z)z = y(z(z2)).

Observacgao 1.11. E importante destacar que todo loop de Moufang é alternativo,
pois a identidade alternativa a direita decorre de (iii) se tomarmos z = 1 e a
identidade alternativa a esquerda decorre da identidade alternativa a direita se
tomarmos x = = ! e y = y~!. Também vale destacar que no caso de loops qualquer
uma das identidades implica as outras tres, a demonstracao para isso pode ser

encontrada em [22].

Definigao 1.12. Seja (L, ) um L.P. loop. Dizemos que (L, ) é um grupo se satisfaz

(a.b).c = a.(b.c), para quaisquer a,b,c € L.

Agora é possivel entender a estreita relagao entre I.P. loops e grupos, o que
motiva em grande parte o desenvolvimento deste trabalho. Assim, como na teoria
de grupos, vamos definir algumas subestruturas que serao de relevancia para o

escopo deste trabalho.

Defini¢ao 1.13. Sejam (L,-) um loop e ) # H C L. Dizemos que (H,-) é um
subloop de L se ele préprio é um loop. Usualmente, escreveremos H < L ao invés

de H é um subloop de L.

Definig¢ao 1.14. Sejam (L,-) um loop, # # S C L, entao o subloop gerado por S,
denotado por (5), é a intersegao de todos os subloops de L que contém S. Se ainda

(S) = L, dizemos que L é gerado por S.

Algumas defini¢oes da teoria de loop sdo associagoes e generalizagoes feitas da
teoria de grupos, algumas sao andlogas e outras diferem em alguns axiomas devido

a nao necessidade da associatividade.

Para definir o conceito de subloop normal, utilizaremos o conceito de decom-

posicao em classes, que é andloga a da teoria de grupos. Dados a € Le H < L,

10



entdo denotamos por aH = {a.h : h € H} a classe a direita médulo H, analoga-
mente definimos uma classe a esquerda moédulo H. Uma observacao interessante,
antes de avangarmos, é que em teoria de loops nem sempre é valido o Teorema de
Lagrange. No caso do Exemplo [1.6] {1,2} ¢ um subloop, de ordem 2, em um loop

de ordem 5.

Definicao 1.15. Sejam L um L.P. loop, H < L. Entao L ter uma decomposicao
em classes (a direita) modulo H significa que o conjunto P de todas as classes (a

direita) médulo H formam uma partigao de L.

Definicao 1.16. Sejam L um loop, H < L e L admita uma decomposicao em classes

via H. Dizemos que H é um subloop normal de L se para quaisquer x,y € L temos
(i) xH = Huz;
(i) (zH)y = =(Hy);
(i) z(yH) = (zy)H.

Usualmente escrevemos H < L ao invés de H é um subloop normal de L.

Exemplo 1.17. Sejam L = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} e - dado por

1 2 3 45 6 7 89
111 2 3 4 5 6 7 8 9
212 31 5 7 4 9 6 8
3131 2 6 48 5 9 7
414 5 78 6 9 2 1 3
515 6 4 7 9 3 8 2 1
616 9 5 2 8 7 1 3 4
77T 4 8 9 31 6 5 2
818 7.9 1 2 5 3 4 6
919 8 6 3 1 2 4 7 5

11



Considere H = {1,6,7} C L. Entao, é possivel observar que H é um subloop
normal de L e também temos que 2H = 4H = 9H e 3H = 5H = 8H. Assim sendo,
L/H = {1H,2H,3H} tem uma estrutura de grupo, como mostra a seguinte tdbua

de Cayley.

1H 2H 3H

1H|1H 2H 3H
2H | 2H 3H 1H

3H | 3H 1H 2H

Esta situacao, em que o quociente é um grupo, ocorreu pois H é o que chamamos
de associador de um loop. Dois conceitos novos na teoria de loops que nao temos na
teoria de grupos, visto que a operacao de um grupo ¢é associativa, sao os de nucleus

e de associador, que apresentaremos a seguir.

Definicao 1.18. Sejam L um loop e a € L. Dizemos que a é nuclear a esquerda se
L,. = L,L,, para qualquer x € L. Analogamente, dizemos que a € L é nuclear a
direita se R, , = R,R,, para qualquer x € L. Por fim, dizemos que a € L é nuclear

ao centro se L, , = L,L,, para qualquer = € L.

Definicao 1.19. Seja L um loop. Definimos o nucleus a esquerda de L, denotado
por Nucy(L), o nucleus a direita de L, denotado por Nuc,(L) e o nucleus ao centro

de L, denotado por Nuc, (L), como segue:
a) Nucy(L)={a € L:a.(zy) = (ax)y, v,y € L};
b) Nuc,(L)={a € L: (v.a)y==z.(a.y), z,y € L};

c) Nuc,(L)={a€ L: (zy).a=u2z.(y.a), z,y € L}.

Também definimos o nucleus de L, denotado por Nuc(L), como sendo Nuc(L) =

Nucy N Nuc, N Nuc,,.

12



Utilizando as funcoes L e R, podemos definir o nucleus a esquerda de L como
o conjunto de todos os elementos nucleares a esquerda em L. Analogamente, o
nucleus a direita de L como o conjunto de todos os elementos nucleares a direita
de L e por fim o nucleus ao centro de L como o conjunto de todos os elementos

nucleares ao centro de L.

Uma importante observagao sobre os nucleus de um loop é que eles sao subloops
([22], Teorema 1.3.5), e consequentemente o nucleus é um subloop, porém nem

sempre sao subloops normais, conforme o seguinte exemplo.

Exemplo 1.20. Sejam L ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} e - dada por

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
11 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
212 1 5 6 3 4 9 10 7 8 12 11
313 4 6 5 2 1 11 12 8 7 10 9
4/4 3 2 1 6 5 &8 7 11 12 9 10
5|15 6 4 3 1 2 12 11 10 9 8 7
6 /6 5 1 2 4 3 100 9 12 11 7 8
T|7 8 10 9 12 11 1 2 4 3 6 5
§ |8 10 9 11 7 12 5 1 3 2 4 6
9(/9 1 12 7 100 8 4 6 1 5 2 3
410 9 11 12 8 7 6 5 2 1 3 4
1my11 12 7 8 9 10 3 4 5 6 1 2
12412 7 8 10 11 9 2 3 6 4 5 1

Em L temos que Nucy(L) = Nuc,(L) = {1,3,6} sao subloops normais de L,

entretanto Nuc,(L) = {1,4, 10,12} nado é um subloop normal de L.

No caso de L ser um I.P. loop, temos que Nucy(L) = Nuc,(L) = Nuc,(L) =

Nuc(L), o que decorre da bilateralidade do inverso e dos nucleus serem subloops.
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Além disso, se L for um loop de Moufang o nucleus é um subloop normal.

Exemplo 1.21. Sejam L = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16} e - dada
por
1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12 13 14 15 16
ry1r 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
212 1 5 6 3 4 8 7 10 9 16 14 15 12 13 11
3|13 8 1 7 6 5 4 2 11 13 9 15 10 16 12 14
414 6 7 1 8 2 3 5 12 14 15 9 16 10 11 13
515 7 2 8 4 3 6 1 13 11 14 16 12 15 10 9
6|/ 6 4 8 2 v 1 5 3 14 12 13 10 11 9 16 15
T 7T 5 4 3 2 1 6 15 16 12 11 14 13 9 10
|8 3 6 5 1 7 2 4 16 15 10 13 9 11 14 12
919 10 11 12 16 14 15 13 1 2 3 4 8 6 7 5
0110 9 13 14 15 12 16 11 2 1 8 6 3 4 5 7
11|11 16 9 15 10 13 12 14 3 &5 1 7 6 8 4 2
1212 14 15 9 13 10 11 16 4 6 7 1 5 2 3 8
13113 15 10 16 9 11 14 12 5 3 6 & 1 7 2 4
14114 12 16 10 11 9 13 15 6 4 5 2 7 1 8 3
15115 13 12 11 14 16 9 10 7 8 4 3 2 5 1 6
616 11 14 13 12 15 10 9 &8 7 2 5 4 3 6 1

Este I.P. loop tem elemento neutro 1 e o nucleus é dado por Nuc(L) = {1,4}. Além

disso, este é um loop de Moufang, indexado por MoufangLoop(16,1) na biblioteca

de loops do GAP4.

Proposigao 1.22. Sejam L um I.P. loop, b € L e a € Nuc(L), entdo ab € Nuc(L)

se e somente se b € Nuc(L).

Demonstragao. Primeiro vamos supor que ab € Nuc(L), como a € Nuc(L) e o
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Nuc(L) é um subloop de L, entao a™' € Nuc(L). Como L é um LP. loop entao
b = a(ab) € Nuc(L) pois ab € Nuc(L) e Nuc(L) é fechado para a operacao.
A reciproca é imediata visto que Nuc(L) é um subloop e portanto fechado para a

operagao. O

Definicao 1.23. Sejam L um loop e A < L. Dizemos que A é o subloop associador

de L, se A é o menor subloop normal tal que L/A é um grupo.

No Exemplo , o subloop normal H = {1,6,7} é o associador de L. Assim
podemos perceber que existe uma diferenga entre o nucleus e o associador. Esses
conceitos nao sao importados da teoria de grupos, porém um outro conceito inte-
ressante na teoria de loops que é importado da teoria de grupos é o conceito de

centro, que também é um subloop normal.

Definigao 1.24. Seja L um loop. O centro de L é o subloop Z(L) = {a € Nuc(L) :
L(a) = R(a)}, onde Nuc(L) é o nucleus de L.

Em termos de operacao, o centro é o conjunto de todos os elementos a do nucleus
de um loop L que satisfazem a equacao a.x = x.a, para quaisquer z € L. Também é
possivel mostrar que o centro é um subloop normal de L e portanto, ¢ um subgrupo

abeliano de L.

Uma importante ferramenta no estudo da teoria de grupos sao os homomorfismos
de grupos. Em teoria de loops, os homomorfismos de loops nao tem um papel tao

central, porém apresentam bastante relevancia, principalmente para este trabalho.

Definicao 1.25. Sejam L e H loops e f : L — H uma aplicagao. Dizemos que f é

um homomorfismo de loops se f(ab) = f(a)f(b), para quaisquer a,b € L.

Exemplo 1.26. Sejam L um I.P. loop e A seu subloop associador. Entao 7 : L —

L/A dada por 7(l) = lA é um homomorfismo de loops.
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Uma das diferencas centrais entre a teoria dos homomorfismos de grupos para
os homomorfismos de loop é que dado um homomorfismo de loops f : L — H,
nem sempre, f(L) é um subloop de H, o que sempre acontece no caso de grupos.
Construir um exemplo em que isso nao é satisfeito é dificil porém existe, ver em
[22] pagina 29. Devido ao primeiro resultado da proposicao a seguir, ja é possivel
perceber que essa construcao requer loops infinitos, a demonstracao do resultado

que segue pode ser encontrada em [22] pagina 29.

Proposicao 1.27. Sejam L, H loops e f : L — H um homomorfismo de loops.
Entao:

1. Se f(L) € finito, entdo f(L) é um subloop de H;

2. Se f(L) € associativo, entiao f(L) é um subloop de H.

Apesar da imagem de um loop, através de um homomorfismo de loops, nao
se comportar como a imagem de um homomorfismo de grupos, o nicleo de um
homomorfismo de loops é um subloop normal de L, assim como em grupos. Em
[22], capitulo I, secao 7, é definido subloop normal como sendo o nicleo de um ho-
momorfismo, definindo assim uma relagao de equivaléncia. Como vamos trabalhar
principalmente com I.P. loops, o niicleo dos homomorfismos de loops sao subloops
normais. Felizmente, também temos que o teorema do homomorfismo para grupos

é valido para loops, fazendo as devidas adaptacoes, como segue.

Teorema 1.28. (Teorema de Zassenhaus) Sejam L, H loops e f: L — H um
homomorfismo de loops sobrejetor e N qualquer subloop normal de L, entao f(N)

¢ um subloop normal de H e ainda L/N = H/f(N).

Demonstragao. Esse resultado pode ser encontrado em [22], Teorema 1.7.9. O
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1.2 Acoes (Parciais) de Grupos

Nesta secao, retomaremos algumas defini¢oes e resultados sobre agoes globais
e acoes parciais de grupos. Grande parte dos resultados e discussoes dessa secao

podem ser encontrados com mais detalhes em [I8], [9], [I] e [12].

Definicao 1.29. Sejam X um conjunto nao vazio e G um grupo. Uma acao de G
em X é uma aplicagdo §: G x X — X, dada por 5(g,z) = g - x, para quaisquer

geGexe X, tal que:

(i) e-x =z, para qualquer = € X, onde e denota o elemento neutro de G;

(ii) (9192) = = g1 - (g2 - ), para quaisquer gi, g, € G e v € X.

E importante destacar que a cada g € G, podemos associar 8, : X — X uma
bijecao de X em X e assim podemos entender a acao [ como sendo uma colecao de
bijegoes {f,}gec. No caso do conjunto X ter uma estrutura de anel, adicionamos
que cada {3, }4ec seja um automorfismo de anéis ao invés de ser apenas uma bijegao

e usualmente dizemos que G age em X via automorfismos.

Definicao 1.30. Sejam R um anel, G um grupo e f: G x R — R uma acao de G
em R via automorfismos. Definimos o skew anel de grupos como sendo o conjunto
das somas formais finitas R x5 G = {} 5740, : gy € R}, cuja soma é pontual e
o produto é dado por (ad,)(bdy) = aB,(b)dsn, para quaisquer a,b € Re g, h € G,

estendido por linearidade a todos os elementos do conjunto.

Definicao 1.31. Sejam X um conjunto nao vazio e G um grupo. Uma acao parcial
de G em X ¢ uma colegao de subconjuntos nao-vazios D, C X e de bijegoes ay :

Dy — Dy, com g € G tais que

(i) D, = X e o, = Idyx, onde e denota o elemento neutro de G;
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(ii) a;'(Dyn N Dy-1) C Dgny-1;

(iif) oy 0 ap() = agy(z), para cada x € ;' (D, N Dy-1).

No caso do conjunto X ter uma estrutura de anel, pedimos também que as
bijegoes {a }gec sejam isomorfismos de anéis e ainda que cada D, seja um ideal de

X, para todo g € G.

Definicao 1.32. Sejam R um anel, G um grupo e o uma agao parcial de G em R.
Definimos o skew anel parcial de grupos como sendo o conjunto das somas formais
finitas R X0 G = {3 57404 : 7y € Dy}, cuja soma ¢ pontual e o produto é dado
por (ady)(bdn) = ay(ayz-1(a)b)dy,, para quaisquer a € Dy, b € Dy e g,h € G, e

estendido por linearidade a todos os elementos do conjunto.

Um dos problemas do skew anel parcial de grupos é o da associatividade. O
problema consiste em determinar sob quais condicoes o skew anel parcial de grupos
é associativo. Em [J], os autores mostram que essa condi¢ao estd intimamente
ligada a cada ideal da algebra (anel) ser (L, R)-associativo. Alguns dos resultados
discutidos em [9], em termos de dlgebra de multiplicadores e (L, R)-associatividade,

sao enunciados aqui como segue.

Sejam A uma K-algebra e I C A um ideal de A. Tome um elemento x € A e
consideremos a multiplicagao a esquerda e a direita de [ por x,isto é, L, : [ — [ e
R, : I — I, dadas respectivamente por L,(a) = za e R,(a) = az, para todo a € I,

tais que as seguintes propriedades sao satisfeitas para quaisquer a,b € I:

(i) Le(ab) = Le(a)b;
(ii) Ry(ab) = aR,(b);

(ili) R.(a)b = aL,(b).
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Definicao 1.33. A algebra de multiplicadores de uma dlgebra nao necessariamente
unitaria I é o conjunto M (I) de todos os pares ordenados (L, R), onde L e R sado
transformacoes lineares de I em I que satisfazem as trés propriedades anteriores.
Para (L,R),(L',R') € M(I) e a € K definimos as operacoes da &lgebra M (I)
como (L, R) = (aL,aR), (L,R)+ (L',R') = (L+L,R+ R)e (L,R)(L,R') =
(LoL',R' oR).

Podemos definir ¢ : I — M(I) por ¢(z) = (L., R,), para qualquer x € I que
é claramente um homomorfismo de algebras. Também dizemos que a algebra nao
necessariamente unitaria I é nao degenerada se ¢ for injetiva. Além disso, vale
que ¢(I) é um ideal de M(I) e ¢ é um isomorfismo se e somente se I for uma
algebra unitaria. No caso de I ser uma algebra nao necessariamente unitaria temos

a seguinte definicao.

Definicao 1.34. Uma &algebra nao necessariamente unitaria I é dita ser (L, R)-
associativa se dados quaisquer pares de multiplicadores (L, R), (L', R") € M(I)

temos que R'o L = Lo R

Proposicao 1.35. Uma dlgebra nao necessariamente unitdaria I é dita ser (L, R)-

associativa quando qualquer uma das sequintes condicoes forem satisfeitas:

(i) 1 é nao degenerada;

(i1) I € idempotente.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [9], Proposigao 2.5. O]

Proposigao 1.36. Seja A uma dlgebra unitdria. Entao, sao equivalentes:

(i) Todo ideal nao nulo de A é ndo degenerado;

(i) Todo ideal nao nulo de A é ambos idempotente e nao degenerado;
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(i1i) Todo ideal nao nulo de A é nao degenerado a direita, isto €, al # {0}, para

qualquer a € A e todo ideal I C A;

(iv) Todo ideal nao nulo de A é nao degenerado a esquerda, isto é, Ia # {0}, para

qualquer a € A e todo ideal I C A;

(v) A é semiprimo.
Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [9], Proposigao 2.6. O]

Assim, em qualquer um desses casos, todo ideal de uma algebra A é (L, R)-

associativo.

Proposicao 1.37. Sejam I,J dlgebras, @ : I — J um isomorfismo de dlgebras
e M(I),M(J) suas respectivas dlgebras de multiplicadores. Se (L,R) € M(I),
entdo (toLom ', moRon ') € M(J) e ainda 7' : M(I) — M(J) definido por

m'(L,R) = (roLon ! mo Ron™t) é um isomorfismo de dlgebras.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [9], Proposigao 2.7. [
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Capitulo 2

Acoes Globais de I.P. Loop

Neste capitulo, vamos introduzir as definigoes e alguns resultados relativos a
acoes fraca e forte de I.P. loop. No caso das agoes fortes, que foram inspiradas pelo
trabalho [19], onde o autor define uma a¢ao de um quasigrupo sobre uma &lgebra
de Hopf quasigrupo utilizando os axiomas usuais de uma acao, noés utilizamos o
mesmo procedimento, o de usar os axiomas da acao de grupos para definir a acao,
e encontramos alguns exemplos. Porém, assim como no caso do artigo citado,
os exemplos classicos de acao, o da multiplicacao e o da acao adjunta, nao sao
contemplados e portanto, emergiu a necessidade do que definimos como acao fraca
de I1.P. loop, substituindo o axioma da associatividade da acao por uma condicao
mais fraca. Em ambos os casos, construimos o skew anel de I.P. loop associado e
provamos resultados sobre a alternatividade deste anel, pois a associatividade ja
nao era esperada, e resultados que relacionam nucleus do skew anel e o conjunto
R xp Nuc(L). Assim, separamos este capitulo em duas se¢oes, a primeira, em que
falamos sobre as agoes fracas de I.P. loop e o skew anel fraco e uma segunda secao,

onde falamos sobre as acoes forte de I.P. loop e o skew anel forte.
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2.1 Acoes Fracas de I.P. Loop e Skew Anel Fraco

Nesta secao trabalhamos o conceito de acao fraca de I.P. loop e skew anel fraco.
Além disso, trazemos alguns exemplos e provamos alguns resultados relativos a

alternatividade do skew anel fraco e sobre o nucleus do mesmo.

Definicao 2.1. Sejam L um L.P. loop e X um conjunto nao vazio. Dizemos que L
age fracamente em X se existe uma familia de bijegoes {3}, de X em X, onde

Bi(x) =1 - x, tais que os seguintes axiomas sao satisfeitos.

(i) e-x = x, para qualquer x € X, onde e é o elemento neutro de L;

(ii) Se @ ou b estdao no nucleus de L, entdao a - (b-x) = (ab) - x, para qualquer

z e X.

Notemos que o primeiro axioma ¢ o mesmo para o caso de agoes de grupos, ja
o segundo vem no sentido de adaptar a definicao para que, no caso de L ser um
grupo, as defini¢ées coincidam. Também nos referimos a familia de bije¢oes {5 }ier

pela funcao 8 : L x X — X e dizemos que (8 é uma acao fraca de I.P. loop.

Exemplo 2.2. Podemos considerar X = L e a acao fraca de 1.P. loop dada pela
multiplicagao em L. Claramente ex = x, para qualquer x € L e para qualquer a
ou b elementos do nucleus temos que a(bx) = (ab)z e b(ax) = (ba)x, para qualquer

z € L.

Exemplo 2.3. Podemos considerar X = L e definir - : L x L. — L, dada por
[-h =1(hM™"), que denotaremos por agao adjunta a direita, pois é onde estao os
parénteses. Para o primeiro axioma temos que e - h = e(he™!) = e(he) = eh = h,
para qualquer h € L. Para o segundo axioma, se a € Nuc(L), para quaisquer

b,h € L temos:
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(ab) - h = (ab)(h(ab)™") = (ab)(h(b~"a™"))
(x %)

D a(hv'a™))) E ab((hba )
S a((b(hb))a™t) = a- (b(hb ™))

~

=a-(b-h).

Em (%), usamos o fato de a € Nuc(L) e em (*x) fato de a=! € Nuc(L). Por
outro lado, se b € Nuc(L) e para quaisquer a, h € L temos:
(ab) - h = (ab)(h(ab)™") = (ab)(h(b~"a""))
= (@) ((kb)a™) = a(b((hb™)a™)
= a((b(rb™)a™) = al(b- ha™)

=a-(b-h).

Em (*), usamos o fato de b=' € Nuc(L) e em (xx) o fato de b € Nuc(L).

Portanto, a adjunta a direita é uma acgao fraca de I.P. loop.

Como nao estamos em um contexto associativo, nao existem motivos para a
acao adjunta & esquerda (com paréntese a esquerda) também ser uma acao fraca
de I.P. loop, mas de fato, ela também ¢é uma acao fraca de I.P. loop, conforme o

seguinte exemplo.

Exemplo 2.4. Podemos considerar X = L e definir - : L x L. — L, dada por
[-h = (Ih)I7', que denotaremos por acao adjunta & esquerda. Para o primeiro
axioma temos que e - h = (eh)e™! = (eh)e = he = h, para quaisquer h € L. Para o
segundo axioma, se a € Nuc(L), para quaisquer b, h € L temos:

(ab) - h = ((ab)h)(ab) ™ = ((ab)h)(b™'a™")
= () (5'a™) = (a(bh))p e

9 (@((®h)b))a " = (a(b- h))a™"

—

—

=a-(b-h).
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Em (*), usamos o fato de a € Nuc(L) e em (xx) o fato de a™' € Nuc(L). Por

outro lado, se b € Nuc(L) e para quaisquer a, h € L temos:

(ab) - h = (ab)h)(ab) ™" = ((ab)h) (b0 ™)
= (ah)(e'a™) = (ah)p)a™!
) (a((bh)p))a ™ = (a(b- h))a™"

=a-(b-h).

Em (x), usamos o fato de b € Nuc(L) e em (xx) o fato de b= € Nuc(L).

Portanto, a adjunta a esquerda é uma acao fraca de 1.P. loop.

Exemplo 2.5. Sejam X um conjunto nao vazio, L um L[.P. loop e A seu subloop
associador. Como L/A é um grupo, podemos definir p : L/A x X — X uma agao
de grupos em X. Também é possivel projetar, via m do Exemplo Lem L/Ae

podemos definir 5 : L x X — X por po (7 x Id), conforme o seguinte diagrama.

LxXx—"d 1 jAxX
\E\ M
\NX

Notemos que se e for o elemento neutro de L entao, para qualquer x € X temos
que
e-x = e, x)
=po(mx Id)(e, x)
= p(m(e), x)
(*)

= M(evI) =,

onde (%) decorre de u ser uma acao de grupos.
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Além disso, se a € Nuc(L) e b € L, entao
ab - x = f(ab, )
= po(m x Id)(ab,x)

= p(m(ab), x)

onde (x) decorre do fato de p ser acao de grupos. Por outro lado,
a-(b-x)=B(a,B(b,x))
=po(mx Id)(a,po (mx Id)(b,x))
= o (m x Id)(a, u(r(b), x))
= p(m(a), u(m(b), x)).

Portanto, temos que ab-x = a - (b- z), para quaisquer a € Nuc(L), b€ Lex € X.

De forma andloga, dados b € Nuc(L) e a € L, temos que
ab - x = B(ab, )
= po(mx Id)(ab,x)

= ﬂ(ﬂ(ab% ‘7:)

onde () decorre do fato de p ser acao de grupos, por outro lado,
a- (b J]) = B(avﬁ(b7$>>
=po(mxId)(a,po (mx Id)(b,x))
= po (m x Id)(a, u(w(b), ))

= p(m(a), p(m(b), ).

Portanto, f é uma acao fraca de I.P. loop.
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Cabe destacar que no caso de grupos, f : G — Aut(X), onde G e X sao
grupos, é um homomorfismo de grupos, visto que 5(gh) : X — X é dada por
B(gh)(xz) = gh-x, e pelo item (i) da Defini¢ao temos que 5(gh)(z) = gh-x =
g-(h-z)=(B(g)oB(h))(z), para todo z € X. J4 no caso das agoes fracas de L.P.
loop temos que a igualdade gh -z = g - (h - x) s6 ocorre quando g ou h estdo no
nucleus do I.P. loop e portanto 8 nao é necessariamente um homomorfismo de I.P.

loops.

Continuando nossas construgoes por analogia a teoria das agoes de grupos, vamos
definir o skew anel fraco de I.P. loop e para isso, primeiro, vamos definir a agao fraca

de um I.P. loop L sobre um anel R.

Definicao 2.6. Sejam R um anel unitario, L um I.P. loope 5 : L x R — R uma
aplicacao dada por (I, r) = [-r. Dizemos que L age fracamente em R, ou  é uma

acao fraca do I.P. loop L sobre R, se sao satisfeitos os seguintes axiomas.

(i) e-r =r, para qualquer r € R, onde e é o elemento neutro de L;
(ii) Se a ou b estao no nucleus de L, entao a-(b-r) = (ab)-r, para qualquer r € R;
(iii) - (ryre) = (1-r1)(l - r3), para quaisquer 1,79 € Re l € L;
(iv) L-(ri+79) =1-1m +1-ry, para quaisquer 1,79 € Rel € L;
(v) L-1g = 1g, para qualquer [ € L.
Notemos que os dois primeiros itens remetem a Definicao [2.1| e os trés ultimos
itens afirmam que ¢(L) C Aut(R), onde ¢ : L — Aut(R) é dada por ¢(I)(r) =1-r.

Exemplo 2.7. Sejam K um corpo, L o I.P loop do Exemplo[I.§e R = Ke; @ Key @
Kes @ Key, onde cada eq, es, e3 e e4 sao idempotentes centrais e ortogonais, um anel
com unidade 1p = e; + e + e3 + e4. Vamos definir § : L x R — R pela seguinte

tabua e estendida por linearidade:

26



€1 | €1 €2 €1 €1 €3 €3 €1

€2 | €2 €1 €3 €3 €2 €4 €4

€3 | €3 €3 €3 €3 €1 €1 €3

€4 | €4 €4 €4 €4 €4 €2 €2

Notemos que 1-¢; = ¢;, para todo i = 1,2,3,4 e como Nuc(L) = {1} o Axioma

(17) da Definigao [2.6|é trivialmente satisfeito. Logo, § é uma agao fraca de I.P. loop.

Exemplo 2.8. Sejam K um corpo, L o I.P loop do Exemplo e R =Ke &
Key & Kes & Key, onde cada ey, es, e3 € e4 sao idempotentes centrais e ortogonais,
um anel com unidade 1z = e; 4+ e + e3 + e4. Vamos definir § : L x R — R pela

seguinte tabua e estendida por linearidade:

g1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16

€1 |61 €3 €4 €2 €1 €4 €3 €2 €1 €3 €4 €3 €2 €4 €3 €1
€2 | €2 €4 €3 €1 €2 €3 €4 €1 €3 €4 €3 €1 €1 €3 €4 €9
€3 | €3 €2 €2 €4 €3 € €1 €3 €4 €3 €2 €3 €4 €1 €1 €3

€4 | €4 €1 €1 €3 €4 €9 €9 €4 €3 €1 €1 €4 €3 €9 €9 €4

Notemos que 1 -e¢; = ¢;, para qualquer ¢ = 1,2,3,4 e como Nuc(L) = {1,4}
é possivel verificar que o Axioma (ii) da Definigao é satisfeito, para isto basta
observar que L possui sete subloops de ordem quatro, a saber, {1,4,2,6}, {1,4,3,7},
{1,4,5,8}, {1,4,9,12}, {1,4,13,16}, {1,4,10,14} e {1,4,11,15} e que o Axioma

(ii) se verifica para cada subloop. Logo, § é uma agao fraca de 1.P. loop.

Em teoria de grupos é recorrente a construgao do skew anel de grupo como na
Definigao e, além disso, em [9] foi provado que, sobre certas condigoes, o skew
anel de grupo é associativo. Como trabalhamos em um contexto nao associativo,

essa propriedade dificilmente seria satisfeita sem a associatividade das estruturas
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envolvidas, entao ao construirmos o skew anel fraco de I.P. loop, cuja construcgao é
andaloga trocando o grupo G por um I.P. loop L e a acao de grupo pela acao fraca
do I.P. loop L no anel R, tinhamos interesse, inicialmente, em saber se ele é de fato
um anel nao necessariamente associativo. Como mostra a seguinte proposicao, o

skew anel fraco de I.P. loop é um anel unitario nao necessariamente associativo.

Proposicao 2.9. Sejam R uma anel unitdrio, L um I.P. loop e f : L X R — R
uma acgao fraca do I.P. loop L em R. Entdo, o skew anel fraco de I.P. loop, que é
o conjunto das somas formais finitas R xg L = {>_,., 716, : 1 € R}, com a soma
usual e o produto dado por (r6;)(sdy) = r(l-s)dy, para quaisquer r,s € R, l,g € L

e estendido por linearidade, ¢ um anel unitdrio nao necessariamente associativo.

Demonstracao. Mostraremos apenas os axiomas do produto, visto que a operacao
de soma estd sob as mesmas condigoes do skew anel de grupos que é um anel.
Primeiramente notemos que, se tomarmos o elemento 1z6;, € R xg L temos que
(1gdy, )(rd;) = 1g(1y - )01, = 1grd; = rd;, onde a segunda igualdade decorre do
item (i) da Defini¢ao[2.6] Por outro lado, (rd;)(1gd1,) = r(l- 1g)on, = rlgd = ré,
onde a segunda igualdade decorre do item (v) da Definigdo . Logo, 1gdy, € a

unidade da multiplicacao.

Resta mostrarmos que o produto ¢ distributivo. De fato, sejam 7d;, sd4, 105 €

R g L, entao temos que:

(rd1)(sdg +tn) = r((L- s)og + (1-t)oin)
= T(l . 8)51g + T(l : f})élh

= (7"51)(8(59) + (rdl)(téh),

onde a segunda igualdade é dada pelo item (iv) da Defini¢ao . Agora, para a
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distributividade a direita temos que

(sg +th)(rl) = (s(g-7)d, + t(h - t)0n)d
= 5(g-7)0g +t(h-17)0n

= (s0,4)(rdr) + (t0n)(rdy).

Assim, estendendo por linearidade, temos que a distributividade a direita e a
esquerda é satisfeita para todos os elementos de R xg L e portanto, é um anel

unitario nao necessariamente associativo. ]

Notemos que, mesmo que R seja associativo, R Xz L nao ¢ necessariamente as-
sociativo, j& que nao seria possivel associar os elementos do I.P. loop. Assim, temos
mais uma maneira de construir anéis nao associativos a partir de anéis associativos.
Uma classe de anéis importante dentro da teoria dos anéis de loop sao os anéis de
loop alternativos. Como vimos na Definicao (1.9, um loop L é alternativo se sa-
tisfeitas duas condigbes. Analogamente, dizemos que um anel ndao necessariamente
associativo R é alternativo a esquerda se (zx)y = x(zy) e alternativo a direita se
(xy)y = x(yy), para quaisquer z,y € R. Naturalmente nos questionamos: se L for
alternativo, entao o skew anel fraco de I.P. loop é alternativo? Como veremos na
préxima proposicao, nao basta apenas L ser alternativo, é necessario exigir mais

para que o skew anel fraco seja alternativo a esquerda.

Proposicao 2.10. Sejam R um anel unitdirio, L um L P. loop alternativo e [ :
L x R — R uma agao fraca de LP. loop tal que l-(L-r) = 1?1, para quaisquer
le L ereR. Entao, o skew anel fraco de I.P. loop R xg L € um anel alternativo

a esquerda.

Demonstracao. Para demonstrar essa proposicao precisamos mostrar que, para
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quaisquer ad;, bdy € R x5 L, temos que (adad;)bdy = ad(adibd,). De fato,
ady(ad;bdy) = ady(a(l - b)dy,)

= a(l - (a(l-b)))dag)

2 a((t-a)(1- (L 5))dig)

= a((t- a)(1- 6)digy

= (all - )1 b)dan,

= ((a(l - a))dy)bd,

= (ad;ad;)bé,,
onde em (%) utilizamos o item (iii) da Defini¢ao em (xx) utilizamos a hipdtese
que l-(I-r)=1?-reem (**x*) usamos o fato do anel R ser associativo e de L ser

um [.P. loop. O

O seguinte exemplo ilustra a importancia da condigao [ - (I -r) = [% - r sobre a
acao fraca de I.P. loop para que o skew anel fraco de I.P. loop seja alternativo a

esquerda.

Exemplo 2.11. Seja  a agao fraca de [.P. loop descrita no Exemplo [2.8 como
L é um loop de Moufang, Exemplo [I.2I] pela Observacao [I.I1] este I.P. loop é
alternativo. Note que, na agao [ temos 5-5-e; = e e (5.5)-e; =4-¢e; = ey e
portanto [ - (I - r) = [ - r, para quaisquer [ € L e r € R, nao ¢ satisfeita. Assim, se
considerarmos o skew anel fraco de I.P. loop R x5 L e tomarmos os elementos e;9s,

€100 € R %, L temos que, por um lado
e105(e105€109) = e105(e1(5 - e1)d5.2)
= e105(eqe107)
= e105€107
=e1(5-e1)057

= 616156 = 61567
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por outro lado,

(e105€105)e102 = e1(5 - e1)d5.5€102
= 161046109
= 1046109
=e1(4-e1)042

= 616256 = 056

Portanto, nao é satisfeita a identidade alternativa a esquerda e consequente-

mente o skew anel nao é alternativo a esquerda.

Em um certo sentido, é possivel entender que, o I.P. loop L ser alternativo e a
condigao [ - (I-7) = [?-r, para quaisquer [ € L e r € R, ser satisfeita sao condigoes
necessarias e suficientes para que o skew anel fraco de I.P. loop seja alternativo,

supondo que o anel R é associativo, conforme a seguinte proposicao.

Proposicao 2.12. Sejam R um anel unitirio, L um I.P. loop tal que L age fraca-
mente sobre R via B e que o skew anel fraco de I.P. loop R x5 L seja alternativo
a esquerda. Entdo, L € alternativo a esquerda e a equagdo |- (1 -1) = 1?1, para

quaisquer | € L er € R, é satisfeita.

Demonstracdo. Primeiro vamos mostrar que o I.P. loop L é alternativo a esquerda.

Para isso, vamos tomar ad; = 1rd; e bd, = 1gd,. Agora, usando a definicao de
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alternativo a esquerda, temos que

(1r611R01) 1RO, = 1R6I(1ROI1RS,) <
(1g(l - 1r))0ulrdy = 10 (1r(1- 1R))6, <
(1glgr)oulrdy = 1r0i(1r1R)01, <
1rOy1R0y = 1R011R01, &
Lr(ll - 1R)0uyg = 1r(L - 1R)6iag) <
1r1RrOu)g = 1r1ROi1g) &
1rOuyg = 1RAi1g),
e portanto, temos que (Il)g = [(lg), para quaisquer [, g € L.
Agora, para mostrar que vale [ - ([ -7) = [* - r, para quaisquer [ € Ler € R

vamos tomar ad; = 1rd; e b, = bd; na definicao de alternativo a esquerda. Assim,

temos que

(1r0; 1RG0 = 1RE(1RADO;) <
1r(l - 1R)0yubd;, = 1R 1R(L - D)oy <
(1r1R)0ubd = 1R6(L-b)oy <
Lroubd; = 1g6(1- )0y <
Lr(ll-b)ouy = 1r(L- (- b))6iu) <
P05y =1 (L-b)&a,
como ja mostramos que L ¢ alternativo a esquerda, da ultima igualdade decorre

que - (1-b) =1?-b, para quaisquer [ € L e b € R. O

Uma pergunta natural que pode ser feita apds este resultado é, quais sao as
condicoes para que o skew anel fraco de I.P. loop seja alternativo a direita? Provar
que o skew anel fraco de I.P. loop é alternativo a direita significa provar que para

quaisquer ad;, bd, € R Xz L temos que (adbdy)bs, = ad;(bé,bd,). Por um lado
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teriamos que

(adibdy)bdy = a(l - bdig)bdy = (a(l - b))(lg - b)dug)g
por outro lado teriamos que
ad;(bdybd,) = adib(g - b)dgg
= a(l - (b(g - 1)))0u(gq)

=a((l-b)(1-g-b))dyy

ou seja, a equagao (ad;bdy)bd, = ad;(bd,bd,) é equivalente a equagio

(a(l - b))(lg - b)dug) = a((l-D)(L- g - b))di(gg),

se considerarmos que L é um I.P. loop alternativo a direita, entao podemos garantir
a igualdade anterior se [ - g-b = lg - b, para quaisquer [,g € L e b € R, o que seria
a mesma condigao utilizada no item (ii) da Defini¢ao . Acoes de I.P. loop que
satisfazem essa condicao “mais forte” serao tratadas em uma secao separada e serao

chamadas de agoes fortes de I.P. loop.

Uma outra pergunta que surgiu é em relagao aos elementos que associam neste
anel, ou seja, seu nucleus. Mais precisamente, nos questionamos sobre qual a relagao

entre Nuc(R xg L) e R x5 Nuc(L). O seguinte resultado vem nessa diregao.

Teorema 2.13. Sejam R um anel unitdario, L um I.P. loop e B uma ac¢do fraca de
L em R. Entao, temos que:

a) R xg Nuc(L) € Nucy(R xg L) N Nuc,(R xg L);

b) Nuc(R x5 L) C R xp Nuc(L).

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que R Xg Nuc(L) C Nucy(R xz L).
Sejam ad; € R xg Nuc(L) e bdy, co, € R xg L. Entao, por um lado temos que
(adlb(SQ)cdh = Cl(l . b)élgcdh

= (a(l-0))(lg - 0)5(1g)h,
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por outro lado temos que
ady(bdychy) = adib(g - ¢)dgn
= a(l - (b(g - ¢)))dugn)
=a((l-0)(1- g c))dign)
= a((1-b)(lg - ©))dagn
() (a(l-b))(lg - ¢)dug)n,

onde (k%) decorre de R ser associativo e (%) decorre de [ € Nuc(L) e segue que,

—
N

podemos usar o item (i) da Defini¢ao[2.6f Agora, vamos mostrar que RxgNuc(L) C
Nuc,(R x5 L). De fato, sejam bd, € R x3 Nuc(L) e ad;, co, € R xg L. Entao, por
um lado temos
(adibdg)con, = a(l - b)dcop,
= (a(l - b))(lg - )dqgn,
por outro lado, temos que
ady(bdycopn) = adb(g - ¢)ogp
= a(l- (b(g - ¢)))dugn)
= a((l-0)(1- g~ ¢)ougn)
= a((z-b)(lg - )y
= (alt-0)(1g - g

onde (xx) decorre de R ser associativo e (x) decorre de g € Nuc(L) e portanto,

~

podemos usar o item (ii) da Defini¢ao

Vamos provar o item b), para isto, sejam ad; € Nuc(R xg L) C Nucy(R xpg L).

Entao, para quaisquer bdy, cdp, € R x5 L temos que
(a51b5g)c<5h = a5l(bégc§h) 4
a(l-b)614cop, = adib(g - ¢)dgn <

(a(l-b))(lg - ¢)dugn = a((l- L)L - g - ¢))dugn)-
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Tomando b = ¢ = 1y nesta tultima igualdade, ela pode ser reescrita como

(a(l - 1r))(lg - 1r)Oagn = al(l - 1r)(L - g - 1r))dugn).

utilizando o item (v) da Definigao ela equivale a

(alr)1rdgg)n = a(lr1R)dygn),
isto é, adugyn = adygn) e segue que (Ig)h = I(gh), o que nos diz que I € Nucy(L).
C

Assim, provamos que Nuc(R x5 L) C RxgNucy(L). Como L é um L.P. loop temos

que Nucy(L) = Nuc, (L) = Nuc,(L) = Nuc(L) e fica provado o item b).

]

Cabe observar que a inclusdo ausente no item a), a saber, R Xz Nuc(L) C
Nuc,(R x5 L), nao é sempre verdadeira, pois se considerarmos a acao fraca de
I.P. loop descrita no Exemplo temos a seguinte situacao: tomando ad; = eds,
bdy = e30y € cdp = €364, como 4 € Nuc(L), entao exds € R xg Nuc(L). Assim, por
um lado, temos que

(e209€302)e204 = (€2(2 - €3)02.2)e204
= (626251)6254
= e901€204
= 62(1 : 62)51.4

= e26204 = 6254,

por outro lado temos
e902(e302€204) = €2da(e3(2 - €3)09.4)
= e202(€3€206)
= €90200¢
= 90026

- 054,
e assim sendo, exdy ¢ Nuc(R xg L).
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2.2 Acoes Fortes de 1.P. Loop e Skew Anel Forte

Na secao anterior, quando estudamos o skew anel fraco de I.P. loop e a pro-
priedade da alternatividade neste anel, vimos que para exigir a alternatividade a
direita seria necessario uma condicao mais forte para a acao do que a descrita no
item (ii) da Defini¢ao [2.6] Além disso, em [19] o autor definiu uma a¢do em uma
estrutura nao associativa da mesma forma feita para as estruturas associativas e
provou alguns resultados em relacao a elas. O problema dessa definicao estd em
perdermos alguns exemplos que sao usuais para as agoes, como o produto e a ad-
junta, porém os ganhos sao significativos em relagao a outros resultados. Essa secao
serd dedicada ao estudo dessas agoes que chamaremos de acoes fortes de I.P. loop

assim como o estudo do skew anel com estas acoes.

Definicao 2.14. Sejam L um I.P. loop e X um conjunto nao vazio. Dizemos que
L age fortemente em X se existir §: L x X — X, dada por B(I,x) = [ -z, tal que

0s seguintes axiomas sao satisfeitos.

(i) e-x =z, para qualquer = € X, onde e é o elemento neutro de L;

(ii) a- (b-x) = (ab) - z, para qualquer = € X e para quaisquer a,b € L.

Assim como definimos a agao fraca de um I.P. loop L em um anel R na Defini¢ao

2.6 podemos definir a acao forte de um I.P. loop L em um anel R por substituir o
item (ii) da Defini¢ao [2.6] pelo item (ii) da Definigao [2.14}

Definicao 2.15. Sejam R um anel unitario, L um [.P. loop e f: L x R — R uma
aplicacao dada por S(l,r) = [-r. Dizemos que L age fortemente em R, ou  é uma

acao forte do I.P. loop L sobre R, se sao satisfeitos os seguintes axiomas.

(i) e-r =r, para qualquer r € R, onde e é o elemento neutro de L;
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(ii) a- (b-x) = (ab) - z, para qualquer = € X e para quaisquer a,b € L.
(iii) - (ryre) = (I-r1)(l - r3), para quaisquer 1,79 € Re l € L;
(iv) L-(ri +79) =17 + 11y, para quaisquer 1,79 € Rel € L;

(v) l-1gr = 1g, para qualquer [ € L.

Nesse sentido, diferente da acao fraca de I.P. loop, a acao forte de I.P. loop, dada
por 5 : L — Aut(R), é um homomorfismo de loops, pois a substitui¢ao do item
(ii) da Defini¢ao pelo item (ii) da Defini¢ao é o que garante [(ab)(x) =
(B(a)o B(b))(x), para quaisquer a,b € L e x € R. Porém, ao se impor essa condi¢ao
mais forte para a acao, excluimos os exemplos mais usuais de agao, como o produto
e a adjunta, pois impor que qualquer uma das duas fosse uma agao forte de I.P. loop
acarretaria no [.P. loop L ser associativo, e consequentemente, L seria um grupo.
Como podemos ver nos seguintes resultados, os exemplos de acoes fortes nao triviais

Sao mais escassos, mas existem.

Exemplo 2.16. Sejam L um [.P. loop, R um anele §: L x R — R a acao de loop
dada no Exemplo , via projegao em L/A e uma agao de grupo p. Entdo, 5 é
uma agao forte de I.P. loop. De fato, como o primeiro axioma é o mesmo, este ja
foi mostrado no Exemplo Para mostrar o Axioma (ii) cabe observar que ele é

equivalente a comutatividade do seguinte diagrama, onde m denota a operagao do

loop L:
LxLxR—""" xR
Idxp B
LxR g R

Sendo assim, dados [,g € L e r € R temos que:
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(8o (Idx B))(L.g.r) = (Bo (Idx (o (x x 1d)))(L,g.7)
= BIA(). (o (w x 1d))(g,7))
= B(L. p(r(g). Id(r)))
= (o (7 x 1d))(L, u(x(g),7))
= u(n (D). plm(g). 7))
= o (Id x p)(n(l), w(g).r)
2 po (m x Id)(x (1), 7(g).r)
= u(x()(g).7)
= u(n(lg), r)
=po (mx Id)(lg,r)

= ﬁ(lg,?“) = (6 © (m X Id))(l,g,?“)

Em () usamos o fato de p ser uma agao de grupos e portanto, o diagrama
comuta para p, e em (k%) usamos o fato da projegao ser homomorfismo de I.P.
loops. Sendo assim o Axioma (ii) é satisfeito. Para os axiomas restantes, estes
decorrem todos do fato de p ser uma agao de grupos e 7 ser um homomorfismo de

L.P. loops.

Exemplo 2.17. Considere L o I.P. loop descrito no Exemplo[1.17 Como vimos, o
associador desse conjunto é H = {1,6,7} e L/A é um grupo de ordem 3 representado
pelas classes {1H,2H,3H}. Podemos considerar o anel R = Ke; &Key®Kez ®Key,
onde cada e;, 1 < i < 4, sao idempotentes centrais ortogonais, e a agao de grupos

B:L/A x R — R pela seguinte tabua e estendida por linearidade:
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B e e ez ey

1H €1 €2 €3 €4
2H €3 €1 €2 €4

3H ey e3 e ea

Entao, podemos definir uma acao forte do I.P. loop L sobre o anel R, utilizando
o método do Exemplo [2.16] como sendo a acao forte § : L x R — R dada pela

seguinte tabua e estendida por linearidade:

1'61261 6'61:61 7'61:61
1'62262 6'62262 7'62262
1'63263 6'63:(33 7'63:63
1'64:64 6'64264 7'64:64
2'61:63 4'61263 9'61:63
2'62261 4'62261 9'62:61
2'63:62 4'63262 9'63:62
2-64264 4'64264 9'64:64
3‘61262 5‘61262 8'61262
3'62:63 5'62263 8'62:63
3-e3=¢€1 | DH-e3=¢€; | 8-e3=1¢;
J-ea=e€es | D-eg=e€4 | 8-€1=¢e4

O seguinte lema generaliza uma classe de exemplos de acoes fortes de I.P. loop.

Lema 2.18. Sejam R um anel, L um LP loop e A seu subloop associador. Se

p: L — Aut(R) é uma agdo forte do I.P. loop L em R entao, A C Ker(p).

Demonstragao. De fato, como Aut(R) é um grupo, isto é, um loop associativo
entao, B(L) é um subloop, pela Proposicao [1.27] e consequentemente um subgrupo.
Agora, pelo Teorema [1.28] temos que L/Ker(8) = (L), que é um grupo. Como
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ker() é um subloop normal de L e por definicdo A é o menor subloop normal de

L tal que L/A é um grupo, temos que A C ker(f). O

Um ganho que temos, das agoes fortes de [.P. loop em relacao as agoes fracas
de I.P. loop, é em relacao a estrutura de anel alternativo do skew anel de I.P. loop
quando a acao ¢é forte, que chamaremos de skew anel forte de [.P. loop. O seguinte
resultado traz as condicOes necessarias e suficientes para que o skew anel forte de

[.P. loop seja alternativo.

Teorema 2.19. Sejam R um anel unitdrio, L um I.P. loop, f : L — Aut(R) uma
agao forte do I.P. loop L em R e R g L o skew anel forte de I.P. loop. Entao,

R xg L é um anel alternativo, se e somente se, L for alternativo.

Demonstragdo. Como a condigao [ - (I -r) = -r, para quaisquer [ € Ler € R é
satisfeita, pois a acao de I.P. loop é forte, temos, pela Proposicao que R xg L
¢ um anel alternativo a esquerda. Iremos mostrar que R xg L é um anel alternativo

a direita. De fato, seja ad;, bd, € R x5 L. Entao, temos que:

ady(bdybd,) = adib(g - b)dgq
= a(l- (b(g - b)))dugq)
= a((l-0)(I- (g-0)))dugg)
W (1 - b)(Ig - b))y
S a((1-0)(1g - ))5ug)g
"2 (a(l- 5))(lg - b)dgg)g
= a(l - b)dy,bd,

= (ad,b6,)bs,.

Em (x) usamos o item (ii) da Defini¢ao 2.15] em (%) a hipétese de L ser um

[.P. loop alternativo e em (x * %) o fato de R ser associativo.
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Reciprocamente, se R x5 L ¢ um skew anel de I.P. loop alternativo temos que

para quaisquer ad;, bd, € R xg L valem as seguintes igualdades
ady(bdybdy) = (ad;bdy)bé,
ady(ad;béy) = (ad;ad;)bé,
tomando a = b = 1z em ambas igualdades temos
1r6(1r0,1R0y) = (1r011RS,) RS, (2.1)
1r0(1r611R0,) = (Lr6i1R01)1RD,. (2.2)

Notemos que a Equacao (2.1) pode ser reescrita, ao efetuarmos o produto entre

parénteses, como

1R51(1R(g . 1R)5gg) = ].R(l . 1R)6lglR59

ou, equivalentemente,

1r(l- (1r(g - 1r))dige) = (Lr(L - 1r))(lg - 1r)0(1g)g-

Como 1g é a unidade do anel e como 5 é uma agao forte de I.P. loop, pelo item (v)

da Definicao [2.15] podemos reescrever essas equagoes como
LROu(gg) = 1RrO(19)g-

Assim, I(gg) = (lg)g. Logo, L é um LP. loop alternativo a direita.

Ja a Equagao (2.2) pode ser reescrita, efetuando o produto nos parénteses, como

1R61(1R(l . 1R)5lg = 1R(l . 1R)5111R59

ou, equivalentemente,
Lr(l- (Lr(l- 1R))diag) = (Lr(l - 1))l - 1r)d(w)g:
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Como 1 é a unidade do anel e como 5 é uma agao forte de I.P. loop, pelo item (v)

da Defini¢ao podemos reescrever essas equagcoes como
LrOi1g) = 1RrO(u)g-

Consequentemente, I(lg) = (Il)g e obtemos que L é um I.P. loop alternativo a

esquerda. O

O seguinte resultado vem na mesma direcao da Proposicao [2.13] porém para
acoes fortes de I.P. loop. No caso forte, temos as inclusoes que ficaram faltando no

caso fraco para garantirmos a igualdade.

Teorema 2.20. Sejam R um anel unitdario, L um I.P. loop e [ uma acao forte do

LP. loop L em R. Entao, temos que R x3 Nuc(L) = Nuc(R xg L).

Demonstragao. Tendo em vista a Proposigao [2.13|e que uma acao forte de I.P. loop
também é, em particular, uma agao de I.P. loop fraca resta mostrarmos apenas a
inclusdao R xg Nuc(L) C Nuc,(R Xz L).
Assim, sejam ¢, € R xg Nuc(L) e ad;, bd, € R x5 L. Entao, por um lado,
(adibdg)con, = a(l - b)dgcop
= (a(l-0))(lg - ¢)oug)n,
por outro lado temos que
ady(bd,con) = adib(g - ¢)dgn
= a(l - (b(g - ©)))0ugn)
= a((l-0)(I- g - ¢))dygn)
= a((1-D)(Ig - )y
= a((t-0)(tg - )dugn

" (a(l - b)) (lg - ¢)Sugm,
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onde em (%) usamos a propriedade (ii) da Defini¢do[2.15] em (%) usamos a hipStese
de h € Nuc(L) e em (x * %) utilizamos o fato de R ser associativo, entdo podemos

concluir que R x5 Nuc(L) € Nuc,(R xg L). O
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Capitulo 3

Acoes Parciais de 1.P. Loop

O objetivo deste capitulo é trazer o contexto das acoes parciais para o caso
nao associativo. Em [J], os autores apresentam um conceito puramente algébrico
para as agoes parciais de grupo e como no capitulo anterior nos preocupamos em
abordar os conceitos de agoes de grupos para o caso nao associativo, as agoes de
I.P. loop, o problema de estender as acgoes parciais de grupos para contextos nao
associativos surgiu naturalmente. Alguns problemas foram carregados da teoria de
grupos e outros surgiram naturalmente devido a falta de associatividade do conjunto
que estd agindo sobre. Neste sentido, este capitulo visa discutir alguns resultados

classicos da teoria das acoes parciais de grupos transpostos para os I.P. loops.

Assim, como no caso das acoes de I.P. loop, o caso parcial terd uma versao de
acoes fracas e outra de agoes fortes. Este capitulo foi dividido em duas secoes, a
primeira ird introduzir o conceito e apresentar alguns resultados sobre agoes parciais
fracas de 1.P. loop, além de trazer a discussao sobre a propriedade alternativa do
skew anel parcial fraco de I.P. loop. A segunda secao ird apresentar o conceito de
acao parcial forte de I.P. loop, alguns resultados e uma discussao sobre a propriedade

alternativa do skew anel parcial forte de I.P. loop.
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3.1 Acoes Parciais Fracas de I.P. Loop e Skew

Anel Parcial Fraco

Nesta secao iremos abordar a definicao de agao parcial fraca de I.P. loop, alguns
resultados referentes a essas acoes e discutiremos a questao da alternatividade do

skew anel parcial fraco.

Definicao 3.1. Sejam L um I.P. loop e X um conjunto nao vazio. Uma acao parcial
fraca a do I.P. loop L em X é uma colecao de subconjuntos D; C X, com [ € L, e

de bijecoes oy : D;-1 — D, tais que:

(11) Qe = IdX;
(iii) Para quaisquer h € Nuc(L) e | € L temos que

a) a;, ' (Dy N Di-1) C Dgpy—;

b) (ag 0 ap)(r) = oy (), para qualquer = € a;, ' (Dy, N Dy-1).

Notemos que, quando Nuc(L) = L, L é um grupo e portanto, a defini¢ao coin-
cide com a definicdo de agao parcial de grupo apresentada em [9] e [12]. Cabe
destacar que, caso o conjunto X tenha uma estrutura de anel é necessario impor
algumas condicoes sobre os D; e os ;. Nesta situagao, como é de se esperar, é
necessario que os D; sejam ideais e os «; sejam isomorfismos. Alguns resultados
imediatos da definicao, amplamente utilizados na teoria das acoes parciais de gru-
pos, podem ser adaptados para as agoes parciais fracas de I.P. loop, conforme mostra

o seguinte lema.

Lema 3.2. Sejam L um I.P. loop, X um conjunto e o := (ay, D;), com |l € L, uma

acao parcial fraca de I.P. loop, entao temos que:
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a) ;' = ay-1, para qualquer h € Nuc(L);

b) a; (DN D) C Dny-1 € equivalente a ap(Dp-1 NV Dgpy-1) = DpyN Dy-1, para

quaisquer h € Nuc(L) el € L.

Demonstracao. Para provar o item a), basta tomarmos x € Dy, com h € Nuc(L)
e observar que Dy, = a;, *,(Dy-1) =, , (Dy-1 N Dy,-1) e segue que podemos usar o
Axioma (iii) b) da Defini¢ao [3.1] e temos que (ap 0 ap-1)(x) = app-1(x) = idp, ().
Como (ay, o a;,')(z) = idp,(z) e como as ay, sdo bijecdes temos que ay-1(z) =

;' (z), para quaisquer = € Dj,. Logo, aj,-1 =« ', para quaisquer h € Nuc(L).

Para o item b) primeiro vamos mostrar que se a; ' (Dy N Dy-1) € D)1, entdo
ap(Dp-1 N Dgpy-1) = Dy, N D1, para quaisquer h € Nuc(L) e I € L. De fato, se
vale o ' (Dy, N Dy-1) C Dpy-1, entdo como ;' é uma bijecio de Dy, em Dj,-1 temos

que a;, (D, N Dy-1) C Dy,-1 segue que
Oé;l(Dh N Dl—l) - Dh—l N D(lh)—l (31)

Para a inclusao “ C 7”7 vamos usar a Equacao fazendo h = h™' e | = [h.
Entao, temos Oé;,ll(thl N Dapy—1) € D1y 0 Dpyn-1)-1, pelo fato que L é
um LP. loop temos que, (Ih)h~! = [, e utilizando o item a) deste lema, isto é,
04;_11 = ap-1y-1 = Qp, temos que essa inclusao é equivalente a o, (Dy-1 N Dygpy-1) €
Dy N D;-1. Para a inclusao reversa basta aplicarmos «j, em ambos os lados da
Equacdo (3.1 e teremos que ay(ay, (Dy N Dy-1)) C ap(Dy-1 N Dgpy-1) e portanto,
Dy N D1 € ap(Dp-1 N Dgpy-1).

Resta mostrarmos a implicagao reversa. Suponha que ax(Dp-—1 N Dgpy-1) =
Dy, N Dy-1, para quaisquer h € Nuc(L) e | € L. Se aplicarmos a,;l em ambos
os lados da equacdo, temos que a; ' (an(Dy-1 N Dapy-1)) = o, (Dy, N Dy-1), ou
equivalentemente, Dy,-1 N Dpy-1 = a;l(Dh N D;-1) e consequentemente, temos que

a;, (Dy N Di-1) € Dyt 0 Dipy-1  Dpy-1- O
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Agora traremos alguns exemplos de acoes parciais fracas de I.P. loop sobre anéis
finitamente gerados onde os simbolos ¢;, com i € N, sao idempotentes centrais e

ortogonais.

Exemplo 3.3. Sejam R = Ke; ®Key P Kesz e L o I.P. loop descrito no exemplo [1.8],
cujo Nuc(L) = {1}. Vamos definir uma agao parcial fraca de L sobre R da seguinte
forma, considere os seguintes ideais Dy = R, Dy = Key @ Key, D3 = Key @ Kes,
Dy = Key @ Kes, D5 = Key @ Keg, Dg = Key; @ Kes, D = Ke; @ Kes e os
isomorfismos a; = Idg e «;, com 2 < ¢ < 7, descritos na tabela abaixo e estendidos

por linearidade:

a2:D3—>D2 0432D2—>D3 OZ4ZD5—>D4
€1 — €9 €1 — €9 €y — €3

€o — €1 €9 — €1 €3 > €2

as: Dy — Dy | ag: Dy — Dg | ay : Dg — D+
€9 F— €3 €1 — €3 e1 — €3

€3 > €2 e3 — € €3 — €

Notemos que os dois primeiros itens da Definigao [3.10]sao satisfeitos pois D; = R
e oy = Idg. Ja para o item (iii), o subitem b) é trivialmente satisfeito pois
Nuc(L) = {1} e entdo resta mostrarmos o subitem a), para isto calculamos manu-
almente todas as intersecoes D}, N Dy-1, aplicamos 04,:1 e comparamos com Dj-1g4-1,

conforme segue:
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Oé;l(DQ N Dg) = D2 = D3.3 Oégl(Dg, N DQ) = Keg g D7 = D4.2

- .D2 N D4 = K61 Q D7 = D3.4 Oégl(Dg) N Dg) == K@g Q D6 = D4.3

1 D2 N D5 = K61 C DG = D3_5 015_1(D5 N D4) = D4 = D5 = D4.5

a;l(D4 N D7) = K€2 Q D2 = D5.7 Oé;l(D7 N D6> = DG = D7 = D6‘7

Portanto, fica provado que « é uma acao parcial fraca de 1.P. loop.

Dentre os exemplos de agoes parciais de grupos, um exemplo interessante é a
acao parcial induzida por uma agao global. Em [4], os autores constroem esse caso
para as algebras de Hopf. O seguinte exemplo vem nessa dire¢ao para o caso das
acoes parciais fracas de I.P. loops, isto é, dada uma agao fraca de I.P. loop 3, vamos

considerar os ideais D; = AN Bi(A) e oy = Bi|p,_, -

Exemplo 3.4. Considere a acao fraca do I.P. loop L sobre o anel R descrita no
Exemplo[2.7 A partir dessa acao fraca, vamos considerar o ideal A = Ke; @ Key @
Kes C R, Dy =Dy =D3 =Dy =Ds=A¢e Dg = D; = Ke; @ Kes e, seguindo a
tabua de Cayley de L, Dy—1 = D3, Dy—1 = D5 e Dg-1 = D7. Agora vamos definir as

bijecoes oy, para todo [ € L. Como ay = id 4, resta definir para os outros elementos
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de L, assim sendo temos,

CJ{QID3—>D2 C)é32D2—>D3 Oz42D5—)D4
€] — €9 e1 — e €1 €1
€2 > €1 €y — €3 €9 > €3
€3 > €3 €3 > €9 €3 > €9

Oé5ID4—>D5 046:D7—>D6 CY7:D6—>D7
€1 — €3 €1 — e3 €1 €1
€9 > €9 €3 — €1 €3 — €3
€3 — €1

Assim, ao definirmos o = («ay, D;) temos que os dois primeiros axiomas sao

satisfeitos e o terceiro é trivialmente satisfeito, pois, Nuc(L) = {1}. Cabe destacar
nesse exemplo que, as 0 az(ez) = as(es) = ez e aa3)(e2) = ai(ez) = ey e portanto,

« nao é uma acgao parcial de grupo.

Na teoria das acoes parciais de grupos, a partir de uma ac¢ao de grupos, é sempre
possivel construir uma agao parcial de grupos induzida pela acao de grupos, fazendo
exatamente D; = AN Bi(A) e ay = Bi|p,_,. Porém, no caso das agdes fracas de L.P.
loops, como podemos ver no exemplo a seguir, nem sempre é possivel, construir a

acao parcial fraca induzida.

Exemplo 3.5. Vamos considerar a seguinte acao fraca do I.P. loop L do Exemplo

no anel R = Ke; @& Key; @ Kes @ Key.

gl1 2 3 4 5 6 7
€1 | €1 €2 €1 €2 €1 €1 e
€y | €9 €1 €3 €3 €3 €3 €4
€3 | €3 €3 €2 €1 €3 €4 €3
€4 | €4 €4 €4 €4 €4 €9 €9
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Assim, como no Exemplo 2.7} 4 também é uma agao fraca do I.P. loop L em
R, pelos mesmos motivos do Exemplo [2.7] Porém, neste caso, ao considerarmos o
ideal A = Ke; ®Key @ Kes C R e tentarmos definir a acao parcial induzida fazendo
Dy = ANBi(A) e a; = fBi|p,_, temos que, apesar de Dg = D7 = Ke, © Kes, acontece
que ag(es) = Bgles) = es ¢ Dg. Portanto, ag nédo fica bem definida em todos os

elementos de seu dominio.

Existem também situagoes em que, apds construir os ideais D;, com [ € L, nao
é possivel construir as bije¢oes a;, devido a diferenca da dimensao dos ideais, como

vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.6. Vamos considerar a seguinte acao fraca do I.P. loop L do Exemplo

1.8 no anel R = Ke; @ Key b Kes @ Key.

g1 2 3 4 5 6 7

€1 | €1 €2 €1 €1 €1 €1 €1

€2 | €2 €1 €3 €4 €3 €3 €4

€3 | €3 €3 €2 €3 €92 €4 €3

€4 | €4 €4 €4 €3 €4 €2 €9

Neste caso, ao considerarmos o ideal A = Ke; @ Key ® Kez C R e tentarmos
definir os D, com | € L, de forma induzida teremos que Dy = ANGY(A) = Ke; B Kes
mas Dy = A e portanto, nao é possivel construir as bijecoes entre Dy e Dy, visto

que 47 = 5.

Entao, é natural nos perguntarmos quais as condigoes sobre uma acao fraca de
[.P. loop 8 que propiciem que seja sempre possivel induzir uma acao parcial fraca
de I.P. loop. Sabemos que o fato de 8 ser um homomorfismo de grupos garante
uma condicao que permite essa construcao, porém existem condi¢oes mais fracas
que essa, que também permitem essa construcao, como podemos ver no seguinte

resultado.
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Proposicao 3.7. Sejam L um I.P. loop, R um anel finitamente gerado, A um ideal
de R e B: L — Aut(R) uma agao fraca de I.P. loop tal que, para quaisquer | € L,
Bi(A) € um ideal de A, 5o B-1(A) C A e fi-1005,(A) C A, para todo | € L. Entao,
podemos induzir uma a¢ao parcial fraca do I.P. loop L em A dada por o = («ay, D))

onde Dy = Bi(A) N A e oy = Bi|p,_,, para todo | € L.

Demonstracao. Primeiramente, notemos que como D; é uma interse¢ao de ideais de
A, ele proprio é um ideal de A. Agora, as fungoes «; : D;-1 — D, estao bem definidas
pois, a;(5-1(A)) = Bi(F-1(A)) C A esegue que a;(D;-1) C B(A)NA = D; e como f
sao bijecgoes, o acabam por ser bijecoes, pois R é finitamente gerado. Resta mostrar
que « satisfaz os Axiomas da Definicao . De fato, D, = f.(A)NA e como [, = id,
pelo Axioma (i) da Definigao temos que D, = A e consequentemente, temos
e = Be|lp, = Be|la = id4, e 0s Axiomas (i) e (ii) da Defini¢ao [3.1]sao satisfeitos.

Agora, seja h € Nuc(L) e tome x € Dy N Dy-1, isto é, x € AN Br(A) N G-1(A).
Entao, existe y € A tal que fi-1(y) = . Como z € Dy, temos que ap-1(z) =
ap-1(61-1(y)) = Br-1(Bi-1(y)). Pelo fato que h € Nuc(L) e B ser uma acao fraca
de I.P. loop, temos que B,-1(f-1(y)) = Pr-1-1(y). Assim, ap-1(z) = Bur-1-1(y)
e segue que ap-1(z) € Pr-1-1(A). Como ap-1(x) € Dy-1 C A, entdo ap-1(x) €
AN Bp-1-1(A) = Dp-1-1. Logo ap-1(Dp N Dj-1) € Dy-1;-1 e 0o Axioma (iii) a) é

satisfeito.

Por fim, para quaisquer € ap-1(Dy, N Dj-1), l € L e h € Nuc(L) temos que
ajoap(z) = Bopr(x) = Pi(x), pois h € Nuc(L) e B é uma agao fraca de I.P. loop.
Assim, devido a (iii) a), oy o an(z) = Bin(x) = Bulp, ., 1 (x) = cu e fica provado o

Axioma (iii) b). O

Com este resultado ficam definidas algumas condigoes para que seja possivel
induzir a acao parcial fraca de I.P. loop a partir de um acao fraca de I.P. loop

em anéis finitamente gerados. Retomaremos essas discussao em um capitulo mais
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adiante quando tratarmos as questoes referentes a globalizacao das acoes parciais.

Assim, como no caso das acoes fracas de I.P. loop, que chamaremos em algumas
situagoes, de acoes fracas globais de I.P. loops, é possivel o construir um skew anel.
Como agora a acao envolvida é uma acgao parcial fraca, chamaremos esse skew anel

de skew anel parcial fraco de I.P. loop.

Defini¢ao 3.8. Sejam R um anel, L um L.P. loop e a = (o, D;), com [ € L, uma
acao parcial fraca do I.P. loop L em R. Definimos o skew anel parcial fraco de
[.P. loop como sendo o conjunto das seguintes somas formais finitas, R x, L =

{> e oy = a € Dy}, onde a soma é feita da forma usual e o produto de ady, b, €

a(ag-1(a)b)oyn,se I € Nuc(L)
R x, L é dado por ad;bd, = e estendido por

0,se [ ¢ Nuc(L)

linearidade.

Cabe destacar que na definicao de skew anel parcial fraco de I.P. loop, o produto
é definido desta forma para que esteja bem definido, pois quando | € Nuc(L)
podemos concluir do item (iii) a) da Definigao fazendo h™! =1l e ™' = h, que
(D=1 0 Dy) € Dy, e segue que o produto ad;bd, = ay(ag-1(a)b)dy, € Dyy,. Porém,
se | ¢ Nuc(L) nao podemos garantir que esse produto ird pertencer ao ideal Dy, e

por isso definimos o resultado do produto como sendo zero.

Como vimos na Definigao [1.32] dado um anel R e um grupo G que age par-
cialmente em R sempre é possivel construir o skew anel parcial de grupos, porém
apenas em alguns casos ele é associativo. Como estamos em um contexto com I.P.
loops ¢é natural nao estarmos interessados na associatividade desse skew anel parcial
fraco, mas em sua alternatividade. Assim, como acontece com o caso do skew anel
fraco de I.P. loops, podemos provar que o skew anel parcial fraco de I.P. loops é al-
ternativo a esquerda, adicionando as condi¢oes necesséarias para o skew anel parcial

de grupo seja associativo utilizadas em [9], conforme o seguinte resultado.
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Teorema 3.9. Sejam R um anel, L um I.P. loop alternativo e o uma agao parcial
fraca do I.P. loop L em R de tal forma que cada D, seja (L, R)-associativo. Entdo,

o skew anel parcial fraco de I.P. loops R X, L € alternativo a esquerda.

Demonstragao. Sejam ady, bd, € Rx, L. Sel ¢ Nuc(L), entao dado qualquer h € L
temos que (ad;ad;)bd, = 00, = 0 = ad,0 = ad;(ad;bdy). Nos resta provar o caso em
que [ € Nuc(L), nesta situacao, dado qualquer h € L temos que
(a&laél)béh = al(al_1(a)a)5ll(b5h)
= ay(a-1-1 (i (-1 (a)a))b)dunn

*)

= om(oqfl (Oélfl (Ofl(ozl*1 (a)a)))b)é(”)h

*

), ay(ag-1 (a1 (-1 (a)a))b)duyn

(%)

= Oéll(Oél—l(al—1<a)a)b)5(ll)h

()

= Oél(Oél(Oél—l(Oél—l((l)a)b))d(ll)h
em (*) usamos o fato de | € Nuc(L) para poder usar o Axioma (iii) b) da Definigao

B-1 Além disso, em (*x) usamos o Axioma (ii) da mesma definigao.

Por outro lado,
CMS[(CL(Slb(Sh) = aélal(al_1 (a)b)élh

= ay(ag-1(a)oy(ay-1(a)b))din)-
Logo, (ad;ad;)bdy, = ad;(ad;bdy) é equivalente a
a(ag(og-1(ag-1(a)a)b))dayn = (g1 (a)oy(a-1(a)b))dian,
como [ € Nue(L), isto equivale a
a(aq(oy-1(ag-1(a)a)b))dayn = ai(og-1(a)oy(a-1(a)b))duyn,
que é 0 mesmo que

ay(oq(a-1(ag-1(a)a)d)) = (-1 (a)ayg(ay-1(a)b)),
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aplicando al_l em ambos os lados temos
(-1 (-1 (a)a)b) = -1 (a)au(ai-1(a)b). (3:2)

Se escrevermos o;-1(a) = x € Dj-1 podemos reescrever a Equagao (3.2]) como
ay(ag-1(za)b) = xay(ag-1(a)b),
e 0 que nos resta é mostrar que

ay(ag-1(za)b) = xay(ag-1(a)b).

Esta tltima igualdade pode ser reescrita, utilizando os operadores da algebra de

multiplicadores da Defini¢ao([1.33] como (o Ryoay-10L,)(a) = (Lyoajo Ryoay-1)(a).

Como cada a; é uma bijecao e R, é um multiplicador a direita entao, pela
Proposicao a; 0 Ry o ay—1 também é um multiplicador a direita e como cada
D, é (L, R)-associativo, para quaisquer [ € L, temos que (a; o Ry 0 ay-1 0 L,)(a) =
(Lyoajo Ryoay-1)(a) é vélido, para quaisquer a € D;. Portanto, R X, L é alternativo

a esquerda. O

3.2 Acoes Parciais Fortes de 1.P. Loop e Skew

Anel Parcial Forte

Nesta secao, iremos abordar a definigao de acao parcial forte de I.P. loop, alguns
resultados referentes a essa acao e discutiremos a questao da alternatividade do skew

anel parcial forte.

Definicao 3.10. Sejam L um I.P. loop e X um conjunto nao vazio. Uma agao
parcial forte a do I.P. loop L em X ¢é uma cole¢ao de subconjuntos D; C X e

bijecoes oy : Dj-1 — D tais que:
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(i) ae = idy;
(iii) Para quaisquer [,h € L temos que

a) Ol;l(Dh N Dl—l) g D(lh)—l;

b) (a; 0 ap)(r) = oy (), para qualquer z € a;, (D), N Dy-1).

Assim, como no caso das agoes parciais fracas de I.P. loop, se X possuir uma
estrutura de anel é necessario que cada D;, para qualquer [ € L, seja um ideal e

ainda que cada «g, com [ € L, seja um isomorfismo.

Essa definicao é andloga a que é utilizada para acao parcial de grupos, porém
ao invés de um grupo estamos trabalhando com um L.P. loop L. Como ja é de
se esperar, algumas propriedades sao mantidas, devido a definicao ser a mesma,

conforme segue.

Lema 3.11. Sejam L um LP. loop, X um conjunto nao vazio e a := (ay, D;), com

l € L, uma acao parcial forte de I.P. loops, entdo temos que:

a) a;l = ay,-1, para qualquer h € L;

b) a; (DN D) C Dny-1 € equivalente a ap(Dp-1 NV Dgpy-1) = DpyNDy-1, para

quaisquer h,l € L.

Demonstracao. Para provar o item a), basta tomarmos x € Dy, com h € L e
observar que D), = o, (Dy-1) = a; ' (D1 N Dy-1) e podemos usar o Axioma
(iii) b) da Defini¢ao [3.10f Assim, (aj o ap-1)(z) = apy-1(z) = idp,(z), porém
(o 0 a;M)(z) = idp, () e como as ay, sdo bijegdes temos que a1 (z) = a; '(z),

para qualquer x € Djy. Logo, aj-1 = 04,;1, para quaisquer h € L.

95



Para o item b), primeiro vamos mostrar que ;' (D, N Dy-1) C Dpy-1 implica
ap(Dp—1 N Dgpy—1) = Dy N Dy-1, para quaisquer h,l € L.
1.

De fato, por hipdtese temos que oz,:l(Dh N Dy-1) € Dgpy— entdo, como oy,

Dy, — Dj-1 temos que a,:l(Dh N Dy-1) € Dy-1 e segue que,

&, (Dy N Dy-1) € Dy-1 N Dy (3.3)

Para a inclusao “ C ” vamos usar a Equagao (3.3)) fazendo h = h tel=1he

temos a seguinte inclusao
Oé]:_ll (.Dh—l N D(lh)—l) - D(h—l)—l N D((lh)h—l)—l

como L é um L.P. loop, (Ih)h~* = I, e utilizando o item a), temos que essa inclusao

¢ equivalente a a, (D1 N Dgpy—1) € Dy, N Dy

Para a inclusao reversa basta aplicarmos «j em ambos os lados da Equagao
(3.3) e teremos que (e, (D, N Dy-1)) € ap(Dy-1 N Dgpy-1) e consequentemente

DN D1 C Ozh(Dh—1 N D(lh)—l).

Por fim, resta mostrarmos a implicacao no sentido contrario. Sendo assim, se
an(Dyp— N Dypy-1) = Dy, N D1, para quaisquer h,l € L entao, se aplicarmos ozgl

em ambos os lados desta equacao temos que
agl(Oéh(Dh—l N D(lh)—l)) = Oégl(Dh N Dl—l)

ou equivalentemente, Dp-1 N Dgpy-1 = a,:l(Dh N D;-1). Portanto, temos que

a, ' (Dp N Dy1) € Dyr N Dyt € Dy O

Proposicao 3.12. Sejam L um I.P. loop, R um anel, A um ideal de R e 5 : L —
Aut(R) uma agao forte de I.P. loop. Entao, podemos induzir uma agdo parcial forte
do LP. loop L em A dada por a = (ay, Dy), onde Dy = Bi(A)NA e a; = Bi|p,_,,

para todo | € L.
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Demonstragao. Inicialmente, notemos que como D; é uma intersecao de ideais de
A, entao ele proprio é um ideal de A. Agora as funcoes oy : D;-1 — D; estao bem
definidas pelo item (i7) da Definigao e como f; sao bijecoes, a; acabam por
ser bijecoes. Resta mostrar que « satisfaz os Axiomas da Defini¢ao [3.10} De fato,

D. = B.(A) N A e como . = id, pelo Axioma (i) da Defini¢ao temos que

D. = A. Consequentemente, temos que a, = fe|p, = Pe|a = ida e 0s Axiomas (i)

e (ii) da Defini¢ao sao satisfeitos.

Agora, sejam [, h € L e seja © € Dy, N D;-1. Entao temos que z € AN Fr(A) N
Bi-1(A) e segue que existe y € A tal que fi-1(y) = z. Como x € Dy, temos que
ap-1(x) = ap-1(Bi-1(y)) = B (Bi-1(y)). Assim, B-1(B-1(y)) = Bp-u-1(y), pois §
é uma agao forte de I.P. loops. Assim, aj-1(z) = Bh-1;-1(y) e consequentemente,
ap-1(z) € Bp-1-1(A). Logo, ap-1(x) € Dy-1 C A e temos que ap-1(x) € AN
Br-1-1(A) = Dj-1;-1. Portanto, aj-1(Dyp N Dj=1) € Dp-1-1 e o Axioma (iii) a) é

satisfeito.

Por fim, para quaisquer x € ay-1(D,ND;-1), com I, h € L temos que ooy (z) =
B o Br(x) = Bin(x), pelo item (i7) da Definigao [2.14] Assim, devido a (iii) a) da
Definigao m que acabamos de provar, oy o ap(r) = Bin() = Binlp,_,,_, (T) = aun

e fica provado o Axioma (iii) b). O

Esta proposicao, assim como no caso das acoes de grupos, nos permite construir
exemplos de acoes parciais fortes de [.P. loops a partir de agoes fortes de I.P. loops

conforme o seguinte exemplo.

Exemplo 3.13. Se considerarmos a agao forte de I.P. loop 8 descrita no Exemplo
2.17, podemos tomar o ideal A = Ke; @ Key @ Key C R e construir a agao parcial
forte induzida por . Neste caso, terfamos que Dy = A, Dy = {ej,eq}, D3 =
{ea,e4}, Dy = {e1,e4}, Ds = {es,e4}, D¢ = A, D7 = A, Dg = {ez,e4} € Dy =

{e1,e4} e as bijegoes «;, com 1 < i < 9, descritas pela tabua abaixo e estendidas
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por linearidade.

ap: A— A ag: A— A ar: A— A
e] — e e1 — e €1 €1
€9 > €9 €9 > €9 €2 > €2
€4 > ey €4 > €y €3 > €4

o D3 — Dy 4. Dg — Dy o : Ds — Dy
€9 — €1 €9 — e €2 > €1
€4 > €y €4 ey €4 > €4

ag Dy — Dy 5: Dg — Ds s Dy — Dg
e1 > e e1 > e €1+ €
€4 > €4 €4 > €4 €4 > ey

Assim, como fizemos para as acgoes parciais fracas de I.P. loop, vamos estudar
o skew anel parcial, porém utilizando a acao parcial forte de I.P. loops ao invés da

acao parcial fraca de I.P. loops.

Definigao 3.14. Sejam R um anel, L um I.P. loop e @ = (ay, D), com [ € L, uma
acao parcial forte do I.P. loop L em R. Definimos o skew anel parcial forte de I.P.
loop como sendo o conjunto das somas formais finitas, isto é, Rxo L = {>,.; aid;
a; € Dy}, onde a soma é feita da forma usual e o produto de al,bh € R %, L é dado

por ad;bo, = a;(a-1(a)b)dy, e estendido por linearidade.

Diferentemente do caso do skew anel parcial fraco de I.P. loops, no caso da
acao parcial forte o produto estd bem definido para todos os ideais D;, com [ € L,
pois o axioma «;(D;-1 N Dy) C Dy, é valido para todos os elementos de L e néo
apenas para os elementos do Nuc(L). Cabe ainda destacar que se o I.P. loop L
for alternativo entao, seu skew anel parcial forte também sera, quando cada D; for

(L, R)-associativo, conforme seguinte resultado.
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Proposicao 3.15. Sejam R um anel, L um I.P. loop alternativo e o = (o, D),
com | € L, uma acao parcial forte do I.P. loop L em R de tal forma que cada
Dy, com | € L, seja (L, R)-associativo, entdo o skew anel parcial forte de I.P. loop

R %, L ¢ um anel alternativo.

Demonstracao. Vamos comecar mostrando que R X, L é alternativo a esquerda.

De fato, sejam ad;, bd,, € R ¥, L. Entao, por um lado temos que

adl(a(Slbéh) = aélal(al_l(a)b)élh = ozl(al_l(a)ozl(al_1 (a)b))él(lh)

Por outro lado, temos que
(ad,a0;)bo, = ay(ay-1(a)a)dybdy,
= ay(-1-1(ai(ag-1(a)a))b)dan
= (o1 (-1 (u(g-1(a)a)))b)dguyn
= a1 (ag-1(a)a)b)ounn
em () utilizamos o item b) do Axioma (iii) da Defini¢ao [3.10]

Assim, temos que a equacao (adad;)bd, = ad;(ad;bdy) é equivalente a equagao
ay(a-1(a)ar(ei-1(a)b))dian) = aula-1(as-1(a)a)b)dqn,
Como L é alternativo, isto é o mesmo que
(-1 (a)a (-1 (a)b)) = ay(a-1(ag-1(a)a)b). (3.4)
Agora, aplicando a;-1 em ambos os lados da Equagao temos que

ag-1(aq(ag-1(a)ay(ag-1(a)b))) = ay-1 (o (-1 (-1 (a)a)b))

e novamente pelo item b) do Axioma (iii) da Defini¢ao podemos reescrever esta

ultima equagao como

a1 (au(ag-1(a)ay(au-1(a)b))) = a1 (au(au(as-1 (ay-1(a)a)b)))
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ou equivalentemente temos
ag-1(a)ay(a-1(a)b) = ay(ag-1 (-1 (a)a)b). (3.5)

Fazendo a substitui¢ao «;-1(a) = x na Equagao podemos reescreve-la como
ay(ag-1(za)b) = za(ag-1(a)b), que em termos de dlgebra de multiplicadores pode ser
reescrita como (ago Ryoqq-10L,)(a) = (Ryoq0 Ryoay-1)(a). Esta igualdade decorre
da Proposigao visto que «; sao isomorfismos e cada D, é (L, R)-associativo, para

qualquer [ € L.

A propriedade de R X, L ser alternativo a direita se da de forma andloga ao
caso alternativo a esquerda, com as devidas adaptagoes. Dados ad;, bd, € R %, L,

entao por um lado temos que

a(SZ(béhbéh) = a5lah(ah71(b)b)5hh = Oél(Oélfl (a)ah(ahfl(b)b))él(hh)

Por outro lado, temos que
(ad;b0p, )b, = ay(ag-1(a)b)dy,bdy

= agn(aany -1 (ar(cy-1(a)b))b)danyn

= aip(an-1-1(ar(ey-1(a)b))b)danyn

2 cun (a1 (o1 (-1 ()6)))B)Sanyn

= a1 (u-1(a)b)b)dgnyn

em (*) utilizamos o item b) do Axioma (iii) da Definicao [3.10} pois, b € D), e
a-1(a) € Dy-1. Logo, ay(ay-1(a)b) € ay(Dy-1 N Dy,) = o (D=1 N Diy-1y-1).

Assim, a equacao ad;(bd,bdy) = (ad;bdy)bdy, é equivalente a equagao
al(al—1 (CL)Oéh<ah—1 (b)b))él(hh) = Oélh(ah—l (al—l (a)b)b)5(lh)h,
como L é alternativo, entao (lh)h = [(hh) e nos resta mostrar que

(g1 (a)ap(ap-1(b)b)) = ayp(ap-1(ag-1(a)b)b). (3.6)
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Para isto, basta aplicarmos novamente ;-1 em ambos os lados da Equagao ((3.6)

e teremos que
a-1(aq(ag-1(a)a (ap-1(0)b))) = cy—1 (cun(ap-1(cy-1(a)b)b)).

Agora, como b € Dy, e ay-1(a) € Dj-1, entdo ay-1(ay-1(a)b) € ap-1(DpNDp-1) =
a; (DN Dy-1) e pelo item b) do Axioma (iii) da Definicio podemos reescrever

a equagao anterior como

-1 (ar(a-1(a)an(ap-1(b)b))) = az-1(a(an(an-1(cr-1(a)b)b))),

ou equivalentemente,
aj-1(a)ap(ap-1(b)b) = ap(ap-1(ag-1(a)b)b)

Se considerarmos, «;-1(a) = x, podemos reescrever a ultima igualdade como
zap(ap-1(0)b) = ap(ay-1(xb)b). Utilizando a notagao da dlgebra de multiplicadores
temos que esta tltima igualdade é equivalente a (L, o ay 0 Ry 0 a-1)(b) = (ay, ©
Ry o aj-1 0 R,)(b). Essa igualdade decorre da Proposicao |1.37, visto que oy séo
isomorfismos e cada D, é (L, R)-associativo, para qualquer [ € L. Concluimos entao

que R %, L também ¢é alternativo a direita e portanto, é alternativo. O
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Capitulo 4

Alguns Resultados sobre Acoes

Parciais de I.P. Loops

Neste capitulo, vamos apresentar alguns resultados sobre agoes parciais fortes e
fracas de I.P. loop. Muitos desses resultados sao provenientes da teoria das acoes
parciais de grupos e foram adaptados para o caso nao associativo. Em alguns casos,
essas adaptacoes exigiram algumas restricoes mais fortes do que as utilizadas nos
casos de grupos. Este capitulo esta dividido em duas secoes: na primeira secao,
traremos alguns resultados sobre a existéncia da envolvente de uma acao parcial de
[.P. loop no caso forte e no caso fraco, onde no segundo caso é necessario impor
algumas relagoes mais fortes sobre o anel base. A segunda secao foi dividida em
duas subsecoes, na primeira subse¢ao vamos construir um magma com inverso a
partir de um I.P. loop e na segunda subsecao vamos estabelecer uma relacao de um

para um entre as agoes parciais fortes de I.P. loop e este magma com inverso.
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4.1 Acoes Envolventes

Nesta se¢ao, vamos desenvolver a questao da agao envolvente de uma agao parcial
de I.P. loop em ambos os casos, no caso forte e fraco. No caso forte, podemos ver
que é muito anédlogo ao que é feito na teoria de grupos em [9], porém no caso
fraco, foi necessario fazer algumas restrigoes mais fortes, baseadas principalmente

nos trabalhos de [14], [6],[20].

Definigao 4.1. Sejam L um L.P. loop, R e A anéis, o uma acao parcial fraca (ou
forte) do I.P. loop de L em R. Dizemos que a acao fraca de I.P. loop 5 de L em A é
uma agao envolvente para «, se existir um isomorfismo de anéis ¢ : R — ¢(R) C A

tal que, para todo [ € L temos:

(i) ¢(Dr) = o(R) N Bi(d(R));
(il) ¢ o ay(z) = By o ¢(x), para qualquer x € Dj-1;

(iii) A é gerado pela | Bi(¢(R));

leL

(iv) ¢(R) é um ideal de A.

Assim como na teoria das agoes parciais de grupo, pelo fato de L ser um I.P.
loop, temos um resultado analogo sobre a existéncia da agao envolvente para o caso
das agOes parciais fortes e com as mesmas condi¢oes impostas para as agoes parciais
de grupos. Antes de enunciarmos o resultado, vamos provar alguns lemas que irao

nos auxiliar na demonstragao do resultado principal.

Lema 4.2. Sejam L um I.P. loop, R um anel unitdrio tal que cada ideal D;, com
[ € L, seja unitario com unidade denotada por 1;, isto é, D; = 1;R e ainda o =
(aq, D) uma agao parcial forte do I.P. loop L em R. FEntao 1,1, € a unidade de

Dl N Dh e ainda Oéh(lhfl 11) = 1h1hl-
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Demonstracao. Seja r € D; N Dy. Entao temos que r1;1, = rl, =r = 1;r =
1;1pr. Logo, 1;1; é a unidade de D; N Dy,. Agora sejam h,l € L. Pelo fato de
a ser uma agao parcial forte de I.P. loops temos, pelo item b) do Lema que
an(Dp-1 N Dypy-1) = Dy N Dp-1. Pelo que provamos no item a) a respeito da
unidade da intersecao, temos que oy (15-11¢p)-1) = 151;-1. Se tomarmos It =hle
utilizarmos a hipdtese que L é um I. P. loop temos que Oéh(lh—llh—l(hl)) = 1pli,

ou equivalentemente, oy (1,-11;) = 1;1p. O

Agora nos resta ver quais as condicoes para que a acao parcial forte de I.P. loop
possua acao envolvente. Veremos, no seguinte resultado, que mantidas as mesmas
condicoes para as acoes parciais de grupos € possivel construir a acao envolvente
do caso forte. Antes de enunciarmos o teorema é importante destacar algumas
notagoes: denotaremos a algebra das funcoes de L em R, onde L é um I.P. loop e R
é um anel, por F = {f : L — R| f é uma fungao} o anel das fungdes e denotaremos

fli = f(1), para quaisquer f € Fel € L.

Teorema 4.3. Sejam L um I.P loop e R um anel unitdrio. Entao, a acdao parcial
forte a do I.P. loop L em R admite uma ac¢ao fraca de I.P. loop envolvente [ se

cada ideal Dy, com | € L, também for um anel unitdrio.

Demonstracao. Vamos comecar definindo a seguinte agao:
B: L — Aut(F)

I = B F - F
f = p6((): L —- R
hoe Bi(F)ln = fU'R).

Primeiro, vamos mostrar que 3 estda bem definida, isto é, 3; é um automorfismo,

para qualquer [ € L. De fato, sejam f,g € F. Entao, para quaisquer [,h € L,
Bilf + 9l = (f + 9)(I7'h) = fU7h) + g(™h) = Bi(f)ln + Bilg)ln e também
Bilfln = (fg)I7 h) = [ R)g(I7'h) = Bi(f)InBi(9)In, e segue que B é um
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homomorfismo de anéis. Agora, se G;(f) = f;(g), entao para todo h € L, 5,(f)|n =
Bi(g)|n, ou equivalentemente, f(I7'h) = g(I7'h), tomando z = [~'h temos que
f(z) = g(z), para todo z € L e com isso, f = g e [5; é injetiva. Para mostrar
que ¢ sobrejetiva, seja f € F. Entao, se e é o elemento neutro de L, temos que

Be(f)ln = f(e7th) = f(h), para todo h € L e assim, f € Im(f;).

Agora, vamos mostrar que [ define uma agao fraca do I.P. loop L em F. Se
e € L denota o elemento neutro de L, entao B.(f)|n = f(eh) = f(h), para todo
f € Fehe€ L esegue que, ., = Id. Dados | € Nuc(L), g,h € L e para todo

f € F temos que

By ()l = £((Ug) 1)
= J((g™" )
S GD)
= By(Nli-1n
= BByl = (Bro Bl

em (x) usamos o fato de I € Nuc(L) e consequentemente, /5, = ;o 3,. Analoga-

mente, pelo fato de [ € Nuc(L), temos que

Ba(£)ln = f((gl) " h)
= f((I"g™)h)
= f(I7(g™'h)
= Bi(Hlg-1n
= Bo(Bi(F))ln = (Bg © B)(f)]n-

Assim, § é uma acao fraca do I.P. loop L em F.

Dando continuidade, definimos ¢ : R — F, por ¢(r)|; = oy-1(rl;), para todo

l €L, re R,onde 1; é a unidade do ideal D; C R. Vamos mostrar que ¢ é um
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monomorfismo de anéis. De fato, sejam r, s € R. Entao, para todo [ € L temos que

O(r+8)|n = a1 ((r+ s)1y)
= q;-1(rl; + s1y)

© a-1(rly) + ag-1(s1y)

= ¢(r)|n + ¢(5)]n,
o(rs)|n = -1 ((rs)1y)

= a;-1(rlsly)

= a1 (r)og-1(s)

= o(r)lio(s)li,
em (%) usamos o fato de o ser um isomorfismo de anéis. Por fim, dado que ¢(r) =
¢(s) entao, para todo I € L, ¢(r)i = ¢(s)|;, ou equivalentemente, oy-1(rl;) =
ay-1(s1;), tomando | = e e usando os dois primeiros Axiomas da Definigao m,

temos que ae-1(rle) = ae-1(sle) é equivalente a r = s e segue que ¢ ¢é injetiva.

Seja A um subanel de F gerado pela |J 5i(¢(R)). Agora, resta mostrarmos
que |4 é uma agao envolvente para a. Vaflgs comegar por mostrar o item (ii) da
Definicao 4.1 De fato, seja € D;-1, com | € L. Entao para todo h € L temos
que por um lado (5 0 ¢)()|n = ¢(x)|1-1n = ag-1p)-1(x11-1p,) = -1 (x1-1),) e por
outro lado (¢ o oy)(x)|n = ¢(ay(x))|n = ap-1(q(x)1ly). Assim, mostrar o Axioma
(ii) da Defini¢ao é equivalente a mostrar que ap-1(xl;-1,) = ap-1(qy(z)1y),
para todo [,h € L. Para isto, primeiro observe que em «aj-1;(x1;-1) temos que
x1-1, € Dj-1 N Dj-1y,. Agora, fazendo h = 7' e [7' = [7'h no item b) do Lema
, temos que D1 N D1, = ag-1(Dg-1)-1 N Dp-1y-1y-1) = oy-1(Dy N Dy).
Assim, x1;-1; € Di-1 N Dy-1, = ay-1(Dy; N Dy,). Usando, o Lema item a), temos
xl-1, € D1 N Dy, = al_l(Dl N Dy) e assim, fica claro que podemos aplicar o

Axioma (iii) b) da Definigao em ay-1;(x1;-11,). Logo,

ap-1(rl-1p) = ap-1(ar(zli-1p))
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= Oéh—l(Od[(.fL'll—l 1l—1h))7 pOiS xr &€ Dl—l
= ap-1(q(z)ay(1-11-11))
(%)

= p-1 (Ozl(l’)lllh)

= ozhfl(oq(x)lh), pois Oél(l’) € Dl,

onde () decorre do Lema [£.2] fazendo h™' = ! e | = ["'h, ou seja, cy(1;-11j-1)) =
LiLig-1p) = 1i1p, pois L é um LP. loop. Consequentemente, temos que (50 ¢)(z) =

(¢ oay)(x), para todo [ € L.

Agora, vamos mostrar o Axioma (i) da Definicao [1.1] Para a inclusao ¢(D;) C

d(R)NBI(H(R)), seja a € D,;. Entao, precisamos mostrar que existe algum r € R que
satisfaz £;(¢(r)) = ¢(a), ou seja, para todo h € L, Bi(¢(r))|n = ¢(a)|n = ap-1(aly).

Assim, tomando r = y-1(a) temos

Bid(r)ln = 6(r)1-1n
= ap-1y(rli-1p)
= ap-1(y-1(a)1-1p)
2 s (enlen-1(a)) 1)

= Q-1 (alh),

onde (%) decorre do Axioma (ii) da Definigao [4.1| provado anteriormente.

Agora, para a inclusdo ¢(D;) 2 ¢(R) N Bi(p(R)), seja x € ¢(R) N Bi(o(R)).
Entao, existem r,s € R tais que ¢(r) = z = [(¢(s)), ou seja, para todo h € L,
o(r)|n = Bi(d(8))|n, ou equivalentemente, ay,-1(r1y) = ¢(s)|;-1, = ap-1,(s1;-11). Se
tomarmos h = e a unidade de L, entdo temos a.-1(rl.) = ae-1;(s1;-1.), usando os

Axiomas (i) e (ii) da Defini¢ao temos que r = oy(sl;-1) € D; e consequente-
mente, ¢(r) € ¢(Dy). Logo, € ¢(Dy) e (D) 2 ¢(R) N Bi(¢(R)).

Como o Axioma (iii) é trivialmente satisfeito pela escolha de A, resta mostrarmos
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o Axioma (iv), isto é, ¢(R) é um ideal de A. Sejam r,s € R e h € L. Entao,

Bi(@(r))d(s)|n = Bu(d(r))|nd(s)]n
= O(r) =10 0(5) |1
= ah—ll(rll—lh)ah—l(slh)

© ap-1(0q(rl)1y)ap-1(s1p)

(x%)
= Op-1 (O./l(?"ll)lhslh)

= ap-1(ay(rly)sly)

= ¢(u(rly)s)|n,

em (*) usamos o Axioma (ii) da Definigao provado anteriormente e (xx) decorre

de a ser um homomorfismo de anéis. Consequentemente, 5;(¢(r))p(s) = ¢(au(rl;)s)
e como oq(rl;)b € R, entao 5i(o(r))o(s) € ¢(R).

Analogamente, temos que,

¢(5)Bi(o(r))|n = &(5)[nBi(A(r))]n
= &(8)[np(r)]i-1n

slp)ag-1(r1-1p)

n

h— 1(81h) (Oél(’f’ll)lh)
(
(

I
Q

= ap-1(slpoy(rl)ly)
= ap-1(say(rly)1y)

= ¢(say(rly)).

Logo, ¢(s)Bi(o(r)) = ¢(say(rly)) e como so(rl;)) € R, entdao concluimos que
¢(s)Bi(0(r)) € (R). O

Definigao 4.4. Sejam L um L.P. loop, (8, A) e (5, A’) duas agdes fracas do L.P.

loop L em A e A’ respectivamente. Dizemos que (3, A) e (f’, A’) sdo equivalentes
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se existir um isomorfismo de anéis ¢ : A — A’ tal que ¢ o 5, = (] o ¢, para todo

lelL

Uma segunda questao emergente, no contexto da agao envolvente, é a questao
relativa a unicidade. A literatura nos indica que em algumas situacoes, como no
caso de agoOes parciais de grupo tratadas em [9], a envolvente é tnica (a menos de
equivaléncias), ja em outros casos, como agoes parciais de algebras de Hopf tratadas
em [4], ndo é possivel garantir a unicidade da envolvente. O seguinte resultado
mostra que para o caso de acoes parciais fortes de I.P. loop, a agao envolvente,

sobre certas circunstancias, também ¢é tnica (a menos de equivaléncias).

Teorema 4.5. Sejam L um I.P. loop, R um anel unitdrio, o uma ac¢ao parcial
forte do I.P. loop L em R, (5,A) e (', A") duas agdes envolventes para o tais que

B e ' sao agoes fortes de I.P. loop. Entao, (5, A) e (f',A") sao equivalentes.

Demonstracao. Sejam ¢ : R — A e ¢ : R — A’ os monomorfismos descritos
na Defini¢ao 4.1} Pelo Axioma (iii) da Defini¢ao temos que A é gerado pela
uniao de ideais G;(¢p(R)) e A’ é gerado pela uniao de ideais S/(¢'(R)), com [ € L.
Consequentemente, os elementos de A e A’ sdo, respectivamente, somas finitas do
tipo >- B, (&(r:)) e 2258 (¢'(r;)). Agora, vamos definir ¢ : A" — A dada por
DO = Hi(6()).

Primeiramente, vamos mostrar que v estd bem definida. De fato, suponhamos
S S

que Y (3 (¢'(r;)) = 0 e iremos mostrar que 3, ¢(r;) = 0. De fato, para qualquer
i=1 i=1
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heLereR, temos que ) B (¢'(r:))5;,(¢'(r)) = 0. Aplicando 3, _;, temos que
i=1

0= B,-1(0)

s

= B 26; (r:))Bh (¢ (1))

= Zﬁh (B0 (1)) B (B39 (1)
)Zﬁh () B (61()

= ;@a%(d(mw’(m,

em (), utilizamos a hipétese de 5 ser uma agao forte de I.P. loop. Como ¢'(R) é

um ideal de A’, entdio ; Bl (@)@ (r) € ¢ (R) O By ((R))

- ¢,(D;z—1li) =
¢ (Rlp-,) =

¢ (R)¢'(1p-11,), cuja unidade é ¢'(1j,-1;,). Assim, temos que

B, (9 (ri))9'(r) =11, (& (r)) ¢ (1n-11,) ¢ ()
=Bh-1, (¢ (ri) ¢ (a1, (1,-1,)) ¢ (r)
211, (6(r) (B, © ) (12) (1)
:(51/1—1@- o¢ )(Tilzglh)¢/(7")

*

—
~

(¢ 0 ap-1,) (rilj-1,,)¢'(r)
=¢' (a1, (Till;lh)r)a

em (x), utilizamos o Axioma (ii) da Defini¢ao . Assim, 0 = i B (¢'(ri))o(r) =
i=1
Z ¢'(ap-1,(ril-1,)r) =

=1

mos que Z ap-1y, (7’11 —1,)7 = 0.
i=1

(Z ap-1y, (7"21 -1,)r) e como ¢ é um monomorfismo, te

Por outro lado, como SBy-1,(¢(1:))p(r) € Pr-1,(¢(R)) N ¢(R) = ¢(Dp-11,) =
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O(R1p-1;,) = ¢(R)P(1,-1,) entdo, de forma andloga, temos que

Br-11,(p(r:)) o (1) =Bn-11,((7:)) P (1p-11,) p(7)
=B, (&(ri)) ¢ (an-11,(1,-1,,)) (r)
11, (6(r:)) (B, © ) (11, )(r)

=(Bp-11, © @) (ril; -1, )0 (r)
260 ap1y,) (ridy1,)0(r)

=¢(an-1, (rilz;lh)r)a

em (), utilizamos o Axioma (ii) da Defini¢ao . Assim, Y By-1,(6(r:))o(r) =
i=1

S

> dlan-1y,(rili—,)r) = ¢(30 ap-1,(rili—,)r) e como > a1y, (ril;-1,)r = 0, te-
i=1 :

i—1 i=1

mos que iﬁhflli(gﬁ(ri))(b(r) = ¢(0) = 0. Agora, aplicando (), em ambos os la-
=1

2

dos temos que 0 = ﬁh(O) = 5h(i:1 ﬁh—lli(cﬁ(ﬁ)w(?")) = iilBh(h—lli)<¢(rz’)>ﬁh(¢(r>)

e usando o fato de L ser um LP. loop, temos que ) Byn-11,)(¢(7:))Bu(o(r)) =
i=1

éﬁli(cﬁ(n))ﬁh(gb(r)) e, consequentemente, 0 = Zs: B1,(d(1:))Br(o(r)). Logo, os ele-

=1

mentos Y, [, (é(r;)) sdo anuladores do conjunto fj,(¢(R)), para qualquer h € L.
i=1

S
Agora, se tomarmos A; como o anel gerado por |J G, (¢(R)), este é um anel unitério,
i=1

com unidade que denotaremos por 14,, e entao > 5, (¢(r:)) = (O Bi,(¢(r:)))1a, =
i=1 i=1

0 e concluimos que v esta bem definida.

Notemos que 1 é homomorfismo de anéis, pois isso decorre imediatamente da
hipotese [3; ser uma acao forte de I.P. loop, para qualquer [ € L e se definirmos a

vt A— A por v (Bi(o(r))) = Bi(¢'(r)) temos claramente que 1 o' =ida e
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Y~ o) =idy. Por fim, se h,l € L temos que

(v 0 B (B () = w(BH(BIS (1))
S EACAG))
= Bu(@'(r))
= B (B (1)
= Bu(w(B(¢/(r))))
= (Bu o 0)(BI(' (1)),

onde em (%), usamos a hipétese de ' ser uma acao forte de I.P. loop e em (x%) a
hipotese de [ ser uma acao forte de I.P. loop. Portanto, concluimos que 1 é uma
equivaléncia.

O

Para o caso das agoes parciais fracas de I.P. loop, utilizando o mesmo procedi-
mento descrito no Teorema [4.3, nem sempre é possivel construir a acao envolvente.

O seguinte exemplo ilustra esta situagao.

Exemplo 4.6. Considere R = Ke; @ Key @ Kes e a agao parcial fraca de L.P.

loop induzida do Exemplo [3.4. Entao se considerassemos ¢ : L — R dada por

o(r)]; = a;-1(rl;) terfamos que
pler): L — R | ¢les) : L — R | ¢(e3): L > R
1= e 1 e 1+ eq
2 e 2+ e3 21— ey
3 e 3= e 3+ e3
4+ e3 4 e 4+ e
S € 5 e3 5 eg
6 e 6+—0 6 +— e3
T es 70 T e
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Se considerdssemos Gi(f) : L — R dada por Bi(f)|n = f(I"'h) e se fixarmos

[ = 2, temos que

Bo(d(e1)) : L — R | Ba(p(ez)) : L — R | Ba(p(es)) : L — R
1= ey 1—e 1 e3
2+ e 2+ ey 2+ e
3= e 3 e3 3 e
4 e 40 4 e
5 e 5—0 5 ez
6 +— e3 06— e 6+ e
7T e 7T e3 T+ e

portanto, ¢(D2) = {d(e1), ¢(ez), ¢(es)}. Ja por outro lado ¢(R) N Ba(¢(R)) =

{o(e1), Pp(e2), dles)} N{Ba(d(er)), Ba(P(e2)), Ba(p(es))} = 0 e segue que, o Axioma
(1) da Definigao nao é satisfeito quando usamos a construcao do Teorema

O seguinte resultado nos d& algumas condicoes para que seja possivel construir
a acao envolvente de uma agao parcial fraca de I.P. loop utilizando o procedimento

utilizado em [9], que foi 0 mesmo utilizado na construgao do Teorema [4.3]

Teorema 4.7. Sejam L um I.P. loop e R um anel unitdrio. Considere o uma a¢do
parcial fraca do I.P. loop L em R tal que os ideais Dy, Dy, sao disjuntos sempre que
g # h, g,h # e, eles proprios anéis unitarios e ainda para quaisquer g € L temos
que oy o ag1 = idp, = g1 0 ay. Entdo, a agdo parcial fraca o admite uma agdo

de loop envolvente [3.

Demonstragao. Assim como no caso do Teorema [£.3] vamos considerar
B: L — Aut(F)
Il — B F — F
fo=8(): L= R
ho= Bi(f)ln = fUH).

73



Comegaremos mostrando que 3, ¢ um automorfismo, para qualquer g € L. De

fato, sejam f,h € F el € L. Entao temos que

Bo(f + 1)l = (f +1h)(g'1)
= flg7' )+ h(g™')

= 5g(f)|l + Bg(h)hv

By(fR)li = flg Dh(g™'1)
= Ba(F)iBg(h)],
= By()Bg(R)1-

Agora, vamos mostrar que f, é injetivo. Fixado g € L, se B,(f) = 54(h), entao
para todo | € L temos que [y(f)|i = By(h)|i e segue que, f(g~'l) = h(g7'l) e
consequentemente, f = h. Por fim, 3, é sobrejetivo pois se tomarmos f € F e
X, : L - A dada por X,(h) = f(gh), com g € L fixado, temos que [,(X,)|; =
X,(g71) = f(g9(g7 ') = f(1), pois L é um L.P. loop.

Agora, vamos verificar se 3, é uma agao fraca de L.P. loop. Claramente S.(f)]; =

f(e71) = f(I), onde e € L é o elemento neutro de L e fica satisfeito o Axioma (7)

da Defini¢io 2.6] Se tomarmos g € Nuc(L) ou h € Nue(L) temos por um lado
que (85 0 Bn) (Al = BoBu(Nl = Bu(f)lg—1 = f(h7(g7"1)). Por outro lado, se
g € Nuc(L) entao
Ban (Nl = f((gh)~D)
= f((h™g™ D))
= f(h™(g™"1)).

Analogamente, se h € Nuc(L) entao

Bon ()l = f((gh)~'1)
= f((h~g )
= f(h (g~ '))
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e portanto, vale o Axioma (ii) da Defini¢ao

Agora, definindo ¢ : R — F como ¢(r) : L — R dada por ¢(r)|, = a,-1(rly)
temos que ¢ é um homomorfismo de anéis, pois a é um isomorfismo de 1.P. loops.
Agora, para a injetividade de ¢, temos que para quaisquer 7, s € R, ¢(r) = ¢(s) se,
e somente se, para qualquer [ € L, ¢(r)|; = ¢(s)|1, isto é, ay-1(rl;) = oy-1(s1;). Em

particular, se tomarmos [ = e temos que r = s.

Sendo assim, tomemos B = |J B,(¢(R)). Iremos mostrar que é vaalido o item
geL

(ii) da Definigao De fato, para qualquer x € Dy,-1 e h € L temos, por um lado

que

(Bg 0 @)(@)[n = (2)]g-1n

= g (@ly)

= Q(n-1g)(1g-11)
e por outro lado, temos que (¢ o ay)(x)|n = ap-1(ay(x)1). Assim, mostrar esse
item equivale a mostrar que ay,-1(og(x)1y) = 14 (2l4-1). Notemos que como
D, e Dy, sao disjuntos, se g # h, g,h # e, entao ap-1(0y(z)1y) = ap-1(0) =0 =
Oé(hflg)<l’1gflh). Dito isto, os casos em que esse produto nao é igual a zero sao os
que g = h #eeh =ceoug=e No primeiro caso, 1,-1, = 1,11, = 1. = lg e

portanto,

ag-1g)(Tlg-1p) = ag-14(xly-1y)

= ay-1(ay(x))
= ag-1(ay(z)1y)
em (*) usamos a hipétese que ay-1 0, = idp, e obtemos a igualdade desejada. No

segundo caso, a igualdade oy,-1(og(2)1,) = aqu-14)(214-1;) é imediata e portanto,

fica provado o item (ii) da [4.1]
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Agora, vamos mostrar que ¢(Dy) = ¢(R) N By(¢(R)). Para a inclusao ¢(R) N
Ba(Pp(R)) € ¢(Dy), tome = € ¢(R) N By(4(R)). Entdo, existem r,s € R tais
que ¢(r) = x = By(¢(s)), ou seja, para qualquer h € L, ¢(r)|n = B4(¢(s))|n, ou
equivalentemente, ap-1(rly) = op-14(s1,-15). Tomando h = e, temos que r =
ag(sly-1) € Dy Logo, x = ¢(r) € ¢(Dy). Para a inclusao reversa, seja x €
d(Dy), isto é, existe a € D, tal que x = ¢(a). Precisamos mostrar que existe um

r € R tal que By(¢(r)) = ¢(a). De fato, tome r = a,-1(a). Assim, para h € L,
temos By(o(r))|n = ap-14(rly-1) = ap-14(ag-1(a)ly-14). Se g # h, g, h # e entao,
ap-14(ag-1(a)ly-15) = 0 = ay-1(aly) = ¢(a)|,. Desta maneira, os casos em que esse
produto nao é igual a zero sao os que g = h # e e h = e ou g = e. No primeiro

caso,
Be(@(r)n = an-14(cg-1(a)l4-14)
== Oéh—lh(ahfl(a)lhflh)
= ac(ag-1(a)le)
= ay-1(a)
= ay-1(aly) = ¢(a)l,
e consequentemente, x € ¢(D,) C B,(¢(R)) Np(R). Agora, se h = e temos que
Ba(@(r))|n = an-1g(g-1(a)lg-1n)
= ae-1g(ag-1(a)lg-1c)

= O[g(ag*1 (a)lgfl)
Y idp, (a)
=a = ¢(a)l. = ¢(a)l|n,

onde em (%) usamos a hipétese que a,-1 0 ay = id. Logo, x € ¢(Dy) C By(d(R)) N

?(R). O caso g = e é trivialmente satisfeito, pois 5, = id.

Por fim, resta mostrar que ¢(R) é um ideal de B. Primeiramente, dadosr, s € R,
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g,h € L temos que

(By(@(r))P(8))n = By(@(r))|nd(s)In
= o(r)]g-11¢(s) n

= ah—lg(rlg—lh)ah—1(slh).
Agora, se g = h # e, entao temos que

ap-1g(rlg-1p)ap-1(s1y) = -1 (r1p-15)0p-1(51p)
= idp, (rlp-1p)ap-1(s1y)
9 (ap1 0 an)(rlpn)an (s1n)
= ap-1(ap(rly-1p)sly)
= ¢(an(rlp-14)s)|n,
onde em (*) usamos a hipdtese que ay-1 0y, = idp,. Como ap(rly-1,)s € Dy C R,
temos que oy,-14(r14-15)-1(s1p) € ¢(R). No caso em que h = e temos
ap-14(rlg-1p)ap-1(s1y) = e-14(rl—1.)ae-1(sle)
= ay(rlys)a(s1.)
(rlg-1)orgg-1(slgg)
(rlg-1)(ag 0 ag-1)(slgg1)
= ay(rl1ay-1(slyy-1))

= ¢(rag-1(slyg-1))|,-

Como ra,-1(slyy-1) € Dy-1, pois Dy-1 é um ideal, entdo neste caso também temos

g

Qg

I
Q
<

que ap-14(rlg-1p)ap-1(s1y) € ¢(R). Por outro lado, se g = e, entao

ap-14(rlg-1p)ap-1(s1y) = ap-1.(rle-1p)ap-1(s1p)
= Qp-1 (Tlh)Oéh—l (5111)

= Op—-1 (TSlh)

= ¢(rs)|n-1,
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e neste caso também temos que ap-14(rly-1p)ap-1(s1y) € ¢(R). De forma anéloga,

prova-se que ¢(s)53,(p(R)) € ¢(R) e portanto, ¢p(R) ¢é ideal de B. O

E importante observar que o Exemplo nos mostra que a condi¢ao D, N D), =

{0}, g, h # e, é essencial para que se consiga este resultado.

4.2 Acoes Parciais Fortes e Magmas com Inverso

O Teorema 4.2 de [12], estabelece uma correspondéncia um a um entre as agoes
parciais de um grupo G em um conjunto X e as ac¢oes de S(G) em X, onde S(G)
denota o semigrupo inverso construido a partir de GG, tal semigrupo inverso é co-
nhecido como semigrupo inverso de Exel. No artigo [I6], os autores definiram e
provaram alguns resultados referentes a magmas com inverso. Nosso objetivo agora
é estabelecer um resultado anédlogo ao de [I2] para agoes parciais fortes de I.P.
loop porém utilizaremos os magmas com inverso, ao invés dos semigrupos inver-
sos. O processo de construcao é muito analogo, feitas as devidas adaptagoes para o
contexto nao associativo. Para uma melhor apresentacao destes resultados vamos
separar esta secao em duas subsecoes. Na primeira subsecao, vamos construir o
magma com inverso M (L) a partir de um L.P. loop L e na segunda subsegao, iremos

relacionar M (L) com as agoes fortes de I.P. loop.

4.2.1 Construgao do Magma com Inverso M(L)

Nesta subsecao vamos, a partir de um L[.P. loop L, construir um magma com in-
verso, denotado por M (L), utilizando as relagoes descritas por [12] e mais algumas
que serao necessarias para o caso nao associativo. Para isso, utilizaremos o magma

livre M (L), descrito em [7] Capitulo 1, Secao 7, a saber, para cada elemento ¢t € L,
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tomemos os simbolos [t], os elementos de M (L) sao palavras formadas pela justa-
posicao destes simbolos e a operagao é a concatenacgao destes simbolos respeitando a
ordem dos parénteses. Além disso, os elementos de M (L) estao sujeitos as seguintes

relagoes, para quaisquer r, s,t € L:

onde em () usamos a hipétese de L ser um L.P. loop e em (k%) usamos a relagao
(vi).
Analogamente, se tomarmos s = t~' em (i) e, como L é um L.P. loop, vale

(t1H)~1 =t e temos que



onde a ultima igualdade decorre da relagao (vi).

A seguinte proposicao vem no sentido de garantir a existéncia e unicidade de

um homomorfismo que vai nos permitir construir o elemento [a]* em M (L).

Proposicao 4.8. Sejam L um I.P. loop, M um magma e f : L — M uma aplica¢ao

que satisfaz as sequintes relagoes para quaisquer r,s,t € L:

a) f(sT(f(s)f(8)) = (fF(sT)f(s))f(t) = f(s71)f (st);
b) (f(s)FO)F(E™H) = F(s)(F O F(ETH) = f(st) f(t71);

Demonstracao. A existéncia de ¢ decorre da propriedade universal dos magmas

livres, [7] Proposigao 1.7.1, e a unicidade de ¢ é uma consequéncia da boa defini¢ao

de f. O

Agora, para definirmos o elemento [a]* em M (L) primeiramente, vamos consi-
derar o magma M (L)°?. Em termos de conjunto, ele corresponde a M (L) porém
a multiplicacao de dois elementos a, f € M (L) ¢é dada por a e § = fa, onde fa

denota o produto em M (L).

Proposicao 4.9. Seja L um I.P. loop. Eziste um unico anti-automorfismo involu-

tivo x : M(L) — M(L) dado por [a]* = [a™!].
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Demonstrag¢ao. Primeiramente, vamos definir f : L — M (L) dada por f(t) =
[t71]. Agora vamos mostrar que f satisfaz as condigoes da Proposigao , onde o

produto é o de M (L)°. Entao, para quaisquer s,t € L, por um lado temos que

= f(st)f(s™") = f(s7") ® f(st),
onde em (%) usamos a relacio (ii) da definicio de M(L) e como L é um LP. loop
temos que (1)1 = 5. Assim, temos que (f(s1) o f(s)) e f(t) = f(s™) o (f(s) e
f(t)) = f(s~1) @ f(st) e o item a) da Proposicao [4.§ é satisfeito.

Agora, para quaisquer s,t € L temos que
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por outro lado temos que,

-
—~
)
S~—
[ ]
—~
-
~
~
S~—
.
/‘\
\./
S~—
I
~

=l

(
(D™ = (M DIs ™
2 = (s

FNf(st) = f(st) e f(t71),

onde em (*) usamos a relacdo (i) da definigao de M(L). Assim, temos que o item

b) da Proposicao [4.8| é satisfeito.

Agora, dados 7, s,t € L temos que
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por outro lado temos,

onde em (x) usamos a relacao (7i7) da definicao de M (L). Assim, temos que o item

c¢) da Proposigao é satisfeito.

Agora, dados 7, s,t € L temos que

(s71)f(s))  f(t)) @ f(r)
(s) e f(s71)) e f(t)) e f(r).

(f
(f
onde em (x) usamos a relagdo (v) da definigao de M(L). Assim, temos que o item

d) da Proposicao é satisfeito.
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Agora, dados 7, s,t € L temos que

onde em (%) usamos a relagao (iv) da definigado de M (L). Assim, temos que o item
e) da Proposigao é satisfeito.

Por fim, temos que f(s) o f(e) = f(e)f(s) = [e][s™'] = [s7'] e f(e) ® f(s) =
f(s)f(e) = [s7][e] = [s7!] devido a relacdo (vi) da definicao de M (L) segue que vale
a relacdo f) da Proposigao . Logo, existe um tnico homomorfismo de magmas
¢ : M(L)? — M(L)° tal que ¢([t]) = f(t) = [t7!], ou equivalentemente, existe
um tnico anti-automorfismo * : M (L) — M (L) tal que [t]* = [t7!] e além disso,

() = =1 = B

Dando continuidade ao estudo de M (L), na direcdo de tentar provar a unici-
dade de [t]* acabamos por estudar os elementos do tipo &; = [t][t™!]. A seguinte
proposicao traz alguns resultados em relagao a estes elementos, muito andlogas ao

que temos no caso associativo.

Proposicao 4.10. Sejam L um L. P. loop er,s,t € L, entao temos que:

1) ¢ € um idempotente e € auto-adjunto;
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2) [tles = esst];
3) & e e, comutam;

4) e € Nuc(M(L)).

Demonstra¢ao. No item 1) vamos comegar provando que para qualquer t € L, &; é

um idempotente. De fato,

e = ([ D)

= [([t7][e]) = [t =&,
onde em () usamos a relacao (iii) da defini¢ao de M (L) e em (k%) usamos a relagao
(i) da mesma definigao. Notemos também que ef = ([t][t7!])* = [(¢7) 7 [t7] =

[t][t™'] = & e segue que é auto-adjunto também.

Para provarmos o item 2), vamos tomar s,t € L, entao temos que

© frs][s 7]

=2 ([ts]fe]) s 7]

= (ts)[(ts) ()57

2 ([ts)([(ts) ][ (t)])) 5™
= sl () Is)Ds™)
2 [ts)([(ts) "] [(ts)s ™))

= [ts)([(ts) "] [t])

2 ([ts][(ts) D[] = evalt],

onde em cada igualdade estd representado qual relagao da definigdo de M (L) que

—~

—
=

—~

—~
~

—
=

foi utilizada e ainda utilizamos o fato de L ser um I.P. loop para termos (ts)s™! = t.
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Para mostrarmos o item 3), sejam s,¢ € L. Entao temos que

eres = ([t )es

onde em cada igualdade estd representado qual relagao da defini¢ao de M (L) foi

utilizada e em (*) utilizamos o item 2) desta proposicao.

Para provarmos o item 4) desta proposicao basta observarmos que as relagoes
(iii), (iv) e (v) da defini¢do de M (L) podem ser reescritas, utilizando a notagao e

CcOo1mo

[s](e:[r])

Il
~~
2,

™
~
~—
=

([s[rDer = [s]([t]er)-

Assim sendo, da primeira igualdade temos que ¢, € Nuc,(M (L)), da segunda
igualdade temos que &, € Nucy(M(L)) e da terceira igualdade temos que &; €

Nuc,(M(L)) e portanto, podemos concluir que ¢, € Nuc(M(L)). O

Assim, como no caso dos grupos, é possivel escrever os elementos de M (L)
utilizando ¢,,, com r; € L. Também chamaremos essa forma de escrever de forma

padrao e o seguinte teorema vem nesta direcao.
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Teorema 4.11. Seja L um I.P. loop. Entdo, para qualquer elemento o € M (L)
POAEMOS eSCTEVEr (v = E\Epy.....E, [S], onden >0 e 11,19, ...,7y, s € L. Além disso,
podemos assumir que para quaisquer i # j, v; # 1rj, 1; # 5 e 1y # e, onde e denota

o elemento neutro de L.

Demonstragao. Seja S C M(L) o conjunto de todos os a que admitem uma forma
padréao. Temos que S nao é vazio, pois, podemos tomar n = 0 e segue que, [s]
estd em S. Para concluirmos o resultado, resta mostrarmos que S é um submagma
de M (L) uma vez que os [s], para s € L, formam um sistema gerador de M (L).

Primeiramente, vamos observar que

s)1t) = ([ells) ) = ([ss~s[]
© (([s)ls~ ) ]
© ([s]([s~s])) ]
(11D D)
2 [s]([s~(st))
D (s)ls™)[st] = eslst],

onde em cada igualdade estd indicada a relagao da definicao de M (L) que foi utili-

se i # j e ainda que 1; # e visto que €, = [e]. Por fim, se algum r; = s, como
pelo item 3) da Proposigao 0s €, comutam entre si, podemos considerar o
produto &,[s] = ([s][s7!])[s] e utilizando a relagao (i) da definigao de M (L) temos
que &s[s] = ([s][s7'])[s] = [s][ss7'] = [s]le] = [s]. Portanto, podemos considerar

todos os 1; # s. m

Para mostrarmos que M (L) é um magma regular devemos provar que para
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*

qualquer o € M (L) temos que a(a*a) = (aa*)a = a e o (aa®) = (a*a)a* = a*.
O seguinte resultado vem nessa direcao e para isso faremos o uso da forma padrao

descrita no teorema anterior.

Proposicao 4.12. Seja L um I.P. loop. Entdo, para qualquer o € M(L) temos

que

a) ala*a) = (aa®)a = «;
b) a*(aa*) = (a*a)a* = o*.

Demonstragdo. Primeiramente, se a = &,,...&,, [s], entao a* = [s7!]e,,...c,, . Assim,

= (Ep,Epyerins 5rn[s])(€§,1rlsg,lr2 ..... 5§,1Tn[3_1][s])

onde em () usamos o item 2) e em (**) usamos o item 1) da Proposi¢ao .10, Além

disso, (ii) indica que usamos a relagao (ii) da definicao de M(L). Por outro lado,
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utilizando também os itens 1) e 2) da Proposicao |4.10} temos que

onde em (i) foi utilizada a relagao (i) da definigdo de M(L). Agora, para as outras

igualdades temos que

(") = ([ Mer ErgereEry ) (ErrErgereeEry [S])) ([8THEr Ergeenn )

9 (otpieatny oo, (5 SD)[5)r Ergernren,

0

= (Eg-1p EgtpyeenEstp [ST[€])Er,ErgeenEry

onde em (i) foi utilizada a rela¢do (i) da definicao de M (L) e em (x) utilizamos o
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item 4) da Proposigao m Por fim, de forma analoga, temos que

o*(aa®) = ([s7Herryeenlry ) ((Er1Ergeren€ry [8]) ([T ErgernniEry))

(@)

onde em (ii) foi utilizada a relacao (ii) da defini¢ao de M (L). O

Por fim, para mostrarmos que M (L) é um magma com inverso, resta mostrar-
mos a unicidade de a*. Para isso vamos utilizar o mesmo argumento utilizado em
[12]. Neste trabalho, o autor utilizou o termo representagao no sentido de serem
homomorfismo entre semigrupos inversos, no nosso contexto sera um homomorfismo

entre magmas regulares, a priori.

Primeiro, vamos considerar a representacdo 0 : M (L) — L dada por 9([t]) =
t. Note que, se @ € M(L), utilizando a forma padrao, podemos reescrever o =

EryEry--Ery ] € temos que

O(a) = 0(er Ery---Ery[t])

Agora, vamos considerar o conjunto P!(L) que consiste do conjunto de todas as

partes de L que contém o elemento neutro e juntamente com o vazio. Entao, para
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cada t € L, definimos ¢; : P/(L) — P/(L), dado por, ¢;(0)) =D ese E € P/(L) e é

tEU{e},set € Nuc(L)
diferente de vazio, entao ¢,(E) =

0,se t ¢ Nuc(L)

Iremos mostrar que se definirmos A : L — F(P.(L)), onde F(P.(L)) denota as
fungoes de P.(L) em P.(L), dada por \(t) = ¢, entdo A satisfaz todas as relagoes
da Proposicao . De fato, se considerarmos F = (), entao as relagoes de a) — f) sao
trivialmente satisfeitas. Agora, vamos analisar cada relacao considerando E # () e

analisando todos os possiveis casos.

Para a relagao a), primeiro consideremos o caso em que s,t ¢ Nuc(L). Desta ma-
neira, ¢,-1(ps0¢)(E) = 0 = (ps-105):(E) e observe que mesmo que s,t ¢ Nuc(L)
pode ocorrer de st € Nuc(L), porém como Nuc(L) é um subloop de L e s ¢ Nuc(L),
entdo s~! & Nuc(L) e segue que ¢,194(F) = 0. Agora, se s € Nuc(L) e
t ¢ Nuc(L), entio dy1(6:6)(E) = 0 = (6,16,)4(E) e pela Proposiio [[23
st ¢ Nuc(L) e consequentemente, ¢s-1d5(E) = 0. O caso s ¢ Nuc(L) et € Nuc(L)

é anédlogo. Resta mostrarmos o caso em que s,t € Nuc(L). Neste caso, temos que

Gs-1(0s0t)(E) = ds-1(¢5(tE U {e}))
= ¢s1(s(tE) U {s,e})
= s Hs(tE))U{st s s e}

Yipu {s71 e},

(gbs*lqbs)gbt(E) = (gbs*lqbs)(tE U {6})
= g1 (s(tE) U {s, e})
=s 1 (s(tE))U{s ! s s, e}

YiEy {571 e},
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Os-10s(E) = ¢ ((st) E U {e})
=sH(st)E)YU {57! e}
W (st EU s, e}
“Wipu {s7 e},
onde em (%) usamos o fato de L ser um I.P. loop e em (xx) o fato que se s € Nuc(L),

entao temos que s~ € Nuc(L).

Para a relagao b), primeiro consideremos o caso em que s,t ¢ Nuc(L). Assim,
(Dst) -1 (E) = 0 = ps(dyps—1)(E) e observe que mesmo que s,t ¢ Nuc(L) pode
ocorrer de st € Nuc(L), porém como Nuc(L) é um subloop de L e t ¢ Nuc(L),
entao t7' ¢ Nuc(L). Logo, ¢g¢i-1(FE) = 0. Agora, se s ¢ Nuc(L) e t € Nuc(L),

entao (¢sdi)pi-1(E) = 0 = ¢s(Ppip—1)(E) e, pela Proposicao [1.22] st ¢ Nuc(L) e
consequentemente, ¢gp-1(E) = 0. O caso s € Nuc(L) e t ¢ Nuc(L) é anélogo.

Resta mostrarmos o caso em que s,t € Nuc(L). Neste caso, temos que

(60)91-1(E) = (660)(t ' E U {e})
= 0u(t(t™)E U {t,})
© o, (BU{t,e})
=sEU{s,st, e}

=sE U {st, e},

6u(d1i-1)(E) = 6,(dn(t ' E U {e}))
= 6u(t(t)E U {t,e})
2 9 (B U {t,e})
= sE U {s, st e}

=sE U {st,e},
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Gsttr-1(E) = bt E U {e})
= (st)(t 'E) U {st,e}
W (st)t)E U {st, e}
W spU {st, e},
onde em (x) usamos o fato de L ser um L.P. loop e em (xx) o fato de que se

t € Nuc(L), entao t~' € Nuc(L).

Antes de provarmos as relagoes c), d) e ) é importante observarmos que se r, s ou
t ¢ Nuc(L), como nao ha produtos entre r, s e t nos indices de ¢, entao ¢, (F), ¢s(F)
ou ¢(F) serd igual a vazio e portanto, as igualdades sao trivialmente satisfeitas.
Sendo assim, resta analisar apenas o caso em que r,s e t € Nuc(L). Para a relagao

¢) temos que

(9r05)(D510)(E) = (6r05)(ds-1(tE U {e}))
= (6r0s) (s (tE) U {s7", e})
= ¢ (s(sT(tE)) U {ss™",s,¢e})
W 6, (tE U {s,¢})

=r({tE)U{rrs,e},

Or((sps—1)be)(E) = ¢r(dsps—1)(tE U {e})
= 6, (pu(s7(tE) U {s 71, e}))
= 6, (s(s 1 (tE)) U {557, 5,¢})
2 . (tE U {s,¢})

=r(tE)U{rrs,e},
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(Dr(Pshs-1)) 0t (E) = (¢r(ds9s-1)) (tE U {e})
= ¢ (0s(sT (tE) U {s™" e}))
= ¢ (s(sT(tE)) U {ss™",s,¢e})
5 6. (tE U {s,e})

=r({tE)U{rrs,e},

—~

onde em (%) usamos o fato de L ser um L.P. loop. Para a relagao d) temos que

(9s0s-1) (010 (E) = (¢5bs-1)(¢e(rE U {e})
- (qﬁsgbs*l)(t(rE) U {t7 6})
¢s(s Ht(rE)) U{st st e})

s(sTHt(rE))) U{ss ' s(s7't),s,e}

*

= t(rE)U{t,s,e},

—~
o

((¢s¢s_1)¢t>¢r(E> = ((¢s¢s—1)¢t>(rE U {6})
= (¢5¢5—1)(7f(7’E) U {t7 6})
bs(sHt(rE)) U{st s, e})

s(sTHt(rE))) U {ss !, s(s't),s, e}

—

*

= t(rE)U{t,s,e},

~

onde em (%) usamos o fato de L ser um LP. loop. Para a relagao e) temos que

(6:60) (6r6,-1)(E) = (6,60 (6, ("B U {e})
= (6:0)(r(r ' E) U {r,e})
2 (0)(E U {re})
= ¢s(tEU{t tr e})

= s(tE) U {s, st,s(tr), e}),
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Os(9e(Drdr—1))(E) = da(de(¢r(r ' E U {e}))
= ¢s(¢e(r(r™ E) U {r,e}))
2 pu(6(E U {r,e}))
= ¢s(tE U {t tr,e})
= s(tE) U {s, st,s(tr),e}),
onde em (x) usamos o fato de L ser um L.P. loop.
Por fim, para a relacéo f), se s ¢ Nuc(L) entio ¢4(E) = 0 = ¢spe(E) = ¢eds(E)
e se s € Nuc(L), entdo ¢5(E) = sE U {e} = e(sE) U {e} = ¢.¢5(F) e também
¢s(E) = sEU{e} = s(eE)U{e} = ¢yoe(E). Portanto, a Proposicio[d.8 nos garante
que existe uma tnica representacao A : M (L) — F(P.(L)) tal que A([t]) = ¢,.
Além disso, observemos que como A(e,)(E) = ¢, (E) e no caso em que E = {§

temos que A(e,)(E) = 0. Agora, no caso em que E # (), pelo item 4) da Proposi¢ao
temos que ¢, € Nuc(M (L)), para qualquer r € L e segue que
AMer)(E) = ¢e,.(E)

= v p-1(E)

= ¢.(r ' EU{e})

=r(r'E)U{re}
Y Eu {r,e}

= EU{r},
onde em (%) usamos o fato de L ser um I.P. loop. Assim, se o = &,,&,,...,,,[$], entao
Aa)({e}) ={et U{ri,ro,..tn, s} = {r1,72,...70, 8, €} 0 que serd 1itil para provar a
seguinte proposicao.
Proposicao 4.13. Sejam L um I.P. loop e o € M(L). Entao a forma padrao de

a € unica a menos de uma permutagao dos €,,’s.

Demonstra¢ao. Primeiro, se considerarmos o = &,,&,,...6,, [s], entdo A(a)({e}) =
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{ri,ra,...rn, $,e} e também temos que d(a) = s. Suponha que exista uma outra
forma padrdo, digamos a = e ¢e4,...64,[u]. Logo s = d(a) = u e portanto, te-
mos que {ry,ra, ...y, s,e} = AMa)({e}) = {t1,ta, ..t u, e}, isto é, {ry,re, .1} =
{t1,ta,...t,,} € ambas as formas padrao sao iguais, a menos de uma permutagao dos

€.'S. O]

2

Agora, com essas ferramentas em maos, conseguimos provar a unicidade de o*,

0 que nos permite concluir que M (L) é um magma com inverso.

Proposicao 4.14. Seja L um I.P. loop. Entdo, para cada o € M(L), o elemento

a* € M(L) é unico.

Demonstrag¢ao. Vamos assumir que o € M (L) possui outro elemento inverso, diga-
mos 3 € M(L), com 8 # a*, tal que a(fa) = (af)a = a e f(af) = (Ba)B = p.
Utilizando a forma padrao, podemos escrever a = &, &,,...€,, [s] e consequentemente,
a* = [s7Ye,,...€mEr . Se considerarmos uma forma padriao 8 = &, ¢y, ...€4, [u], por
um lado temos que s = d(«a) = I(a(fa)) = s(us), ou seja, s = s(us), ou equivalen-

1

temente, u = s~, pois L é um L.P. loop. Além disso,

a(ﬁa) - (67’187"2“'8% [8])<<€t1€t2”'€tm [u])(grlgm,.,gm [S]))

= €p\EryerEr 1, Ety--En,, [8) ([T [8])

() _
= €y g Ern €1 Ely---E1 [S] =
onde em (x) utilizamos a relacao (i) da definicao de M(L). Pela unicidade da
forma padrao temos que {ry,ro,...7n, t1,to, ...t} = {71, 72, ...7,} € portanto, temos
que {ty,to, ..t,,} C {r1,re,...7n}. Aplicando o mesmo argumento, porém em [(«/f3)
concluimos que {ry,ra, ...r,} C {t1,t2, ...t }. Logo, {ry,ro,..tn} = {t1,t2, ..t} €

consequentemente, f = a*. 0

Assim, fica provado que M (L) é um magma com inverso. Cabe destacar que a

auséncia de exemplos nesta secao decorre da grande quantidade de elementos que
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pode ter o conjunto M(L). Em [I2] o autor traz no Teorema 3.3, para o caso de
grupos finitos, que se a ordem do grupo for p, entao S(G) tem (p+1)2P~2 elementos,
como o menor I.P. loop que nao é grupo tem ordem 7, estima-se que M (L) tenha
mais de 250 elementos e por falta de recursos computacionais, torna-se inviavel

efetuar os cdlculos manualmente.

4.2.2 Relagao entre M(L) e Acgoes Fortes de 1.P. Loop

Nesta subse¢ao vamos relacionar as agoes parciais fortes de um I.P. loop L em
um conjunto X com as aplica¢oes de L em I(X), onde I(X) denota as bijecoes
parciais em X. primeiramente vamos definir uma acao de um magma com inverso

em um conjunto.

Definigao 4.15. Sejam M um magma com inverso e X # () um conjunto. Dizemos
que M age em X se existir uma aplicagao p : M x X — X, dada por, u(m,z) = m-x

tal que para quaisquer my,me € M e x € X temos que mq - (mgy - ) = (myms) - x.

Proposicao 4.16. Sejam L um L. P. loop e X um conjunto. Uma aplica¢ao 0 : L —
I(X) é uma agao parcial forte do I.P. loop L em X se e somente se sdo satisfeitas

as sequintes condigcoes para quaisquer r,s,t € L :

0) 0,-1(0.6;) = (B5-10.)6; = 0,10,

b) (0:61)6;1 = 0u(6:6,1) = Ouby+;

c) (0,05)(05-10:) = 0,((0505-1)6:) = (0,(0565-1))0:;
d) (0505-1)(0:0,) = ((0:05-1)0,)0 ;

e) (0:0,)(0:0,-1) = 05(0,(6:0,-1));

) 0,6, =0, = 0.0,

97



Demonstra¢ao. Suponhamos que 0 : L — I(X) satisfaca as relagoes a)-f). Vamos

provar que # é uma acao parcial forte do I.P. loop L em X.

Se tomarmos s = ¢! em b) temos que

Qt—l(etet—1) — (Qtflet)etfl — etfltetfl — eegtfl — 9,571

Agora, trocando t = t~! em b) temos que

Gt(et—1 915) - (Qtet-l)ﬁt - ett—let - Qeﬁt - Gt

Como I(X) é um magma com inverso, temos que 0] = 6;,-1. Agora, vamos definir
Dy = ran(6;). Pela teoria das fungdes parciais temos que dom(6;) = ran(0;) =
ran(f;-1) = Dy-1 e segue que, 6, : Dy—1 — Dy. Agora, se t, s € L, entao
01051 = 0,-1(0,10,)
= 01 (05-1055-1)
D G, 1(6,1(0,0, 1))
2 (0r-105-4)(00,1)
= (8r-1(8,10,))0,
2 (Or1416,)0,
2 y142(0,0,4),
onde em cada igualdade estd indicada a relacao de a)-f) utilizada. Se por um lado
temos que dom(0;-10-1) = 9;_11 (ran(fs-1) Ndom(6;-1)) = 05,(Ds-1 N Dy), por outro
lado temos que
Ao (81141 (8,6,)) = (0.0,) " (ran(B,0,+) O dom(8,-1,-1))
= Idp (0s(ran(8s-1) N dom(6)) N Dy)
— Idp,(0s(Dy+ N D, 1) 1 Dyy)

== [dD§<DS N Dst) = DS N Dst'
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Por fim, se tomarmos x € D,—1 N Dy—1D;—1, entao existe y € D, tal que x =
05-1(y) e segue que (6:0,)(x) = 04(0505-1)(y) = (01s05-1)(y) = brs().

Agora, dada uma acao parcial forte 0 = ({0;}ier, {Di}ier) de L em X vamos

provar que sao satisfeitas as condigoes de a) a f).
Como a composicao de fungoes é associativa, entao temos que:
Os-1(050,) = (05-105)0; = 0,-105
(050;)0;-1 = 05(0:0;-1) = 0505
(0:05)(05-10;) = 0,((0:05-1)0:) = (0,(0:8,-1))0
(0505-1(6:0,)

((0,0,-16,)6,

(050,)(6,6,-1) = 0,(6,(6,6,1))

Notemos também que como # é uma acao parcial forte, entao 6,0, = 6, = 6.0,,

pois 0, = Idx. O

Teorema 4.17. Para todo I.P. loop L e um conjunto X existe uma correspondéncia
um para um entre:

a) Ag¢oes parciais fortes do I.P. loop L em X;

b) Ag¢oes de M(L) em X.

Demonstragao. Pela Proposicao uma aplicagao 6 : L — I(X) é uma agao
parcial forte de I.P. loops se e somente se satisfaz as condigoes de a) a f). Como
I(X) também é um magma, pela Proposigao , para cada acao parcial forte de
[.P. loop existe uma unica ¢ : M (L) — I(X), isto é, uma unica agao de M (L) em
X. Analogamente, dada uma agao [y de M (L) em X, basta definirmos a; = .
Assim, os axiomas da Proposicao sao satisfeitos, tendo em vista que M (L)

satisfaz os axiomas da Definicao [4.15
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos os conceitos iniciais referentes as agoes e agoes
parciais de I.P. loops assim como alguns resultados cldssicos da teoria de acoes e
acoes parciais de grupos transpostos para esse contexto nao associativo. No desen-
volver desse trabalho, muitas perguntas acabaram surgindo que ainda nao temos
respostas para elas. Por exemplo, quando estudamos as agoes envolventes para
acoes parciais no caso fraco e forte nos questionamos sobre ser possivel construir
um contexto de Morita entre o skew anel parcial e o skew anel da envolvente. Nas
nossas tentativas, ainda nao tivemos resultados positivos para as situacoes que nao
se reduzissem aos casos analogos aos de agoes de grupos, mas ficamos com esse pro-
blema em aberto. Em [I3], os autores trazem algumas propriedades do skew anel
parcial no caso de grupos, também ficamos com esse eixo para explorar de forma
mais aprofundada. Também ficamos em aberto sobre a rela¢ao entre Nuc(R %, L)
e R X, Nuc(L) nos casos em que a é uma agao parcial fraca e forte de I.P. loop.
Como se tratam de conceitos novos, observamos muitas dire¢coes que ainda podem
ser tomadas para desenvolvimento e trabalhos futuros. Cabe destacar também que

em [19] o autor trabalha sobre um contexto de dlgebra de Hopf, usando o que seria,
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N0 Nnosso caso, as agoes fortes. Assim, outra direcao possivel para pesquisa é o es-
tudo neste contexto do que seriam as agoes fracas e as acgoes parciais, outra direcao

que vemos como possibilidade para trabalhos futuros.
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