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RESUMO

O processo de demonstracdo é axial na constru¢do do conhecimento mate-
matico. Na geometria euclidiana, ele é um dos aspectos que apresenta grandes obstacu-
los aos alunos. Uma das dificuldades aparece na transi¢do, necessaria, entre o conheci-
mento de natureza empirica, ja adquirido, e aquele a ser construido: a geometria euclidi-
ana enquanto modelo tedrico, organizado em axiomas, teoremas e demonstracdes.

Os recursos informaticos hoje disponiveis provocam a busca de estratégias
pedagogicas favoraveis a construcdo deste conhecimento. Entender as suas potenciali-
dades torna-se um objeto de investigacdo: 0 que acontece com 0S processos cognitivos
quando ao sujeito em interacdo com a maquina € possibilitada a concretizacdo de seus
construtos e a¢fes mentais, e quando, mediante realimentagdo imediata, ele é levado a
novas reelaboragdes e construgfes mentais? E como tais processos concorrem para um
novo conhecimento?

Esta tese propde uma engenharia didatica, em ambiente de geometria dina-
mica, que favorece a ascensdo dos alunos em patamar de conhecimento — de empirico
a hipotético-dedutivo. Toma-se como referencial a teoria piagetiana, bem como a teoria
da situacdo didatica em matematica desenvolvida pela escola francesa.

A engenharia se desenrola em trés niveis: no primeiro, o propdsito é a com-
preensdo do significado e da necessidade de demonstracdo por via de construcdes geo-
métricas; no segundo nivel, pretende-se o desenvolvimento das primeiras habilidades
na producdo de demonstraces; e, no terceiro, 0s problemas propostos ao alunos exigem
mais de seus funcionamentos cognitivos no tratamento adequado de uma figura geo-
métrica — trata-se das extensGes de desenho e concomitantes apreensdes operativas
responsaveis pela identificacdo de subconfiguracbes geométricas que ddo suporte a ar-
gumentacdo dedutiva. Andlise a posteriori do desenrolar dos trabalhos dos alunos con-
firma as expectativas anunciadas na andlise a priori apresentada na fase de concepcao
da situacdo didatica cuja implementacdo é proposta: o progresso dos alunos na constru-
¢ao de conhecimento em geometria, como modelo matematico, foi expressivo.
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ABSTRACT

The proof process is central in the construction of knowledge in
Mathematics. In Euclidean geometry it is one of the aspects that is a source of obstacles
for the students. One of the difficulties lies in the necessary transition from empirical
knowledge, already acquired, to more advanced knowledge: the geometry as a
theoretical model, organized in axioms, theorems and proofs.

Computer technology nowadays available incites an investigation towards
the  pedagogical interventions that can aid the knowledge construction. The
understanding of its potential becomes an investigation subject: what happens with the
cognitive process when the students work in a computer environment, where a
dynamical representations of their mental actions is possible, and where in face of the
retroaction provided by the immediate feedback they are provoked to new actions? Are
these interactions substantial for ascending to new knowledge?

The aim of this thesis is to present a didactic engineering in a dynamical
geometry environment that favors the students knowledge ascension in geometry —
from empirical to deductive. The theoretical frame is Piaget’s theory, as well the theory
of didactical situations in Mathematics, developed by the French school. The
engineering is developed in three levels: in the first level the purpose is to understand
the meaning of a mathematical proof and its necessity; in the second level the purpose is
the development of elementary abilities for producing a proof; the final one provokes a
high level of cognitive operations for accomplishing the proper treatment of geometrical
figures — the design extensions / reconstructions and operative apprehensions that will
produce the identifications of sub-configurations to support a deductive reasoning. An
analysis a posteriori of the student's production confirms the anticipations made a
priori, in the phase where the activities to be developed were delineated: the student's
progress towards a geometrical knowledge as a mathematical model were expressive.
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1 O FENOMENO DE INTERESSE

O processo de demonstracdo é axial na constru¢do do conhecimento mate-

matico. Na geometria euclidiana,m ele é um dos aspectos que apresenta grandes obsta-

P!

culos aos alunos, como o atestam pesquisas desenvolvidas na area e situacOes de
aprendizagem acompanhadas em disciplina de primeiro semestre do curso de Licencia-

tura em Matematica da UFRGS. kI

Uma das dificuldades aparece na transicdo, necessaria, entre o conheci-
mento de natureza empirica, j& adquirido, e aquele a ser construido: a geometria eucli-
diana enquanto corpo tedrico, organizado em axiomas, teoremas e demonstracoes, e

definicdes.

O conhecimento empirico constitui-se a partir das impressdes e experiénci-
as proporcionadas pelo mundo sensivel imediato. E a partir da regularidade das formas

ai presentes que sdo construidas as primeiras abstragdes geomeétricas, caracterizadas

! A geometria euclidiana caracteriza-se por tomar como axioma que por um ponto exteri-

Or a uma reta existe uma e somente uma reta paralela a reta dada; nas geometrias eliptica e hiperdlica este
axioma é modificado, respectivamente, quanto a existéncia e quanto a unicidade.

2 BALACHEFF, N. Processus de Preuve et Situations de Validation, Educational
Studies in Mathematics, vol. 18, Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1987. BALACHEFF, N. 1991:
Treatment of Refutations: aspects of the complexity of a constructivist approach of mathematics
learning, em Von Glasersfeld, E. (editor) Radical construtivism in Mathematics Education, Dor-
drecht : Kluwer Academic Publisher, 1991. BALACHEFF, N. Apprendre la preuve, em Sallantin J.,
Szczeciniarz J.-J. (editores), Le concept de preuve a la lumiere de l'intelligence artificielle, Paris : PUF,
1999. FISCHBEIN, E. The theory of figural concepts, Educational Studies in Mathematics, vol. 24/2,
Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1994. MOORE, R. 1994: Making Transition to Formal Proof,
Educational Studies in Mathematics, vol. 27, Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1994.

® GRAVINA, M. A. Geometria Dinamica: uma nova abordagem para o aprendizado

da Geometria, Anais do VII Congresso Brasileiro de Informatica na Educacdo, Belo Horizonte MG,
1996.



sobremodo por impressdes visuais, onde circulos, quadrados, retangulos sdo nomes que
simplesmente identificam formas. As experiéncias escolares de medi¢des e manipula-
cOes empiricas suportam a primeira identificacdo das propriedades geométricas. Por
exemplo: quando os alunos manipulam triangulos, medem e somam os angulos de dife-
rentes tridngulos e entdo generalizam: “a soma dos angulos de um triangulo é sempre
igual a 180 graus”. Ou seja: aqui ndo esta em jogo a aprendizagem direcionada a cons-
trucdo de conhecimento de natureza hipotético-dedutiva, caracteristica da geometria

euclidiana.

A ascensdo a novo patamar de conhecimento — do que poder-se-ia classifi-
car como sensorial e pratico aquele que depende de raciocinios sobre objetos abstratos,
raciocinios a estabelecerem relagdes de carater necessario e ou suficiente entre fatos
geométricos — exige raciocinios logico-dedutivos, nem sempre espontaneos. Neste
novo estagio — o estudo da geometria hipotético-dedutiva — o que até entdo era aceito
como intuitivamente plausivel deve agora ser explicado mediante demonstragédo. Trata-
se, doravante, da construcdo de conhecimento sintonizado a geometria enquanto area de
saber matematico, concomitante ao desenvolvimento do que denominar-se-a pensa-

mento geomeétrico.

Por pensamento geométrico entendam-se 0s raciocinios de natureza deduti-
va e visual z quando manipulam desenhos inseridos num quadro conceitual bem defini-
do. E o pensamento que permite a construcdo de conhecimento, a geometria concebida
como modelo tedrico do mundo sensivel imediato. Esse modelo é construido, de forma

4]

magnifica, ® mediante teoremas e demonstracdes deduzidos, por via de regras de infe-

réncia logica, a partir de alguns poucos pressupostos que a intuicdo ndo coloca em

*  Discussao sobre pensamento de natureza visual é apresentada na secao 2.3.

> Em classificagdo apresentada por PENROSE, The Emperor's New Mind. New York

USA : Penguin Books, 1989, p. 152, a geometria euclidiana é vista como uma das teorias fisicas que
pertence a classe bastante restrita das “magnificas”, tal classe sendo constituida pelas teorias que se apli-
cam com certa precisio aos fendmenos do mundo: “A mais antiga das teorias MAGNIFICAS (colocado
em mailscula pelo autor) é a geometria Euclidiana, sobre a qual aprendemos alguma coisa na escola. Os
antigos podem nao té-la visto como uma teoria fisica, mas de fato é isto que ela é: uma sublime e magni-
ficamente acurada teoria do espaco fisico [...] Por que eu me refiro a geometria Euclidiana como teoria
fisica e ndo como um ramo da matematica ? Ironicamente, uma das transparentes razfes para esta visdo
é que nds sabemos que a geometria Euclidiana ndo € inteiramente acurada na descri¢ao do espaco fisico
que habitamos [...] Mas isto néo tira da geometria Euclidiana o carater de MAGNIFICA. Na escala dos
metros, desvios na planura euclidiana sdo realmente minasculos, erros em tratar a geometria como Eu-
clidiana sdo menores do que o diametro de um atomo de hidrogénio!”



questdo: os axiomas. A construcdo do modelo envolve a producéo de conjeturas e de
contra-exemplos, a modificacdo e o refinamento de conjeturas, tendo-se sempre 0 in-
tuito de apreender, através de argumentacdo hipotético-dedutiva, a veracidade do que
até entdo era somente plausivel; assim desencadeia-se um processo em espiral de pro-
ducdo de teoremas, no qual novos teoremas sdo produzidos a partir daqueles ja de-

monstrados.

Na superacdo das dificuldades de aprendizagem, dois contextos exigem
atencdo: o do individuo e o do meio. O primeiro refere-se as construgdes cognitivas
individuais — o sujeito nas suas elabora¢Ges mentais. O segundo, as intermediacGes que
sintonizam as construcdes individuais com o saber matematico a ser aprendido — o

sujeito interagindo com o meio, quer social, quer tecnologico.

Muito pouco tem feito a escola quanto ao aprendizado da geometria, ao ndo
propiciar atitudes cognitivas voltadas a construcéo deste saber. Em geral, os livros dida-
ticos tratam a geometria como um dicionario de definicdes, e esparsas propriedades
geométricas sdo apresentadas como “fatos dados”. Os professores, desprovidos de es-
tratégias pedagogicas que considerem as dificuldades enfrentadas pelos alunos quanto
ao significado de produzirem uma demonstragdo, voltam-se a um trabalho superficial,
ndo provocador quanto a argumentagdes dedutivas e, portanto, pouco significativo em

termos de aprendizagem.

Quanto a esse aspecto, PAIS e FREITASIE registram a atitude dos professo-
res de matematica que, mesmo louvando a geometria dedutiva como um saber discipli-
nar importante a formacéo intelectual dos alunos — embora ndo apresentem as raz6es
disso — também reconhecem que esta formacdo ndo vem sendo satisfatoria, devido as
suas proprias (deles, professores) deficiéncias de formacéo; no geral, ndo se manifestam
quanto a relevancia dos raciocinios logico-dedutivos na construgcdo do saber matemati-
o, 0 que é preocupante. Quando falam sobre geometria, os professores referem-se so-
mente as formulas e aos calculos ou a comprovacdo experimental de propriedades,
desconsiderando a demonstragdo como forma de validagdo do conhecimento matemati-

Co.

® PAIS, L. C. e FREITAS, J. L. Um estudo dos processos de provas no ensino e na

aprendizagem da geometria no ensino fundamental, Bolema, no. 13, Rio Claro, Editora UNESP, 1999.



Em trabalho de retrospectiva histérica, PAVANELLO b

aponta razdes para
0 abandono do ensino da geometria no Brasil, entre as quais destaca a influéncia do pe-
riodo da “matematica moderna”, quando a formalizacdo excessiva, por via da lingua-
gem de conjuntos e estruturas algébricas, foi transposta para o dia—a-dia da sala de aula.
Na geometria, isso conduziu ao tratamento mediante a teoria das transformagdes, muito
distante da naturalidade apresentada pelas primeiras idealizacdes que a geometria eucli-

Bl

diana procura modelar.” Distante ndo s6 para 0s alunos como para o0s proprios professo-
res que, entdo inseguros, passaram a privilegiar sobretudo conteldos da algebra,

negligenciando cada vez mais os da geometria.

Claro reflexo desta situacao € detectado nos desempenhos dos calouros que
cursam a disciplina de Geometria | do curso de Licenciatura em Matematica da UFRGS
E! esses alunos chegam a universidade desprovidos das habilidades intelectuais necessa-
rias a construgdo do conhecimento geometrico. Abstrair, generalizar, estabelecer rela-
cOes, errar, fazer conjeturas, demonstrar — as agdes que caracterizam o processo de

criacdo em matematica lhes sdo estranhas.

Os recursos informaticos hoje disponiveis estimulam a busca de estratégias
pedagogicas favoraveis a construgdo de conhecimento em geometria, para além do que
vem fazendo a escola. Entender as suas potencialidades torna-se um objeto de investi-
gacao: 0 que acontece com 0S processos cognitivos quando ao sujeito em interacdo com
a maquina é possibilitada a concretizagcdo de seus construtos e acdes mentais e quando,
com realimentacdo imediata, ele é levado a novas reelaboracfes e construgdes mentais?

E como tais processos concorrem para um novo conhecimento?

A tecnologia informatica apresenta-se como um meio a dar suporte ao pen-

" PAVANELLO, R.M. 1993: O abandono do ensino da geometria no Brasil, causas e
conseqiiéncias, Revista Zetetiké, ano 1, vol. 1, Campinas: Editora UNICAMP, 1993.

8 Com o movimento matematica moderna, nos inicio da década de 60, a excessiva forma-

lizacdo de linguagem trouxe sérios danos ao ensino e aprendizagem da matematica. No caso da geome-
tria, 0 tratamento via transformagdes sé se torna relevante quando quer-se destacar outros invariantes, que
ndo distancias, angulos e razdes entre distancias, estes invariantes nos grupos das isometrias e das das
semelhancas. E ao olhar-se para os invariantes na geometria afim e na geometria projetiva que o trata-
mento via transformagfes mostra 0 seu alcance tedrico; mas tais invariantes ndo se apresentam como
objeto de estudo na escola.

° GRAVINA, M. A. Op. cit.



sar, possibilitando “mudar os limites entre o concreto e o formal”, E¥ja que “o compu-
tador permite criar um novo tipo de objeto — os objetos ‘concreto-abstratos’; concre-
tos porque existem na tela do computador e podem ser manipulados; abstratos por se
tratarem de realizagdes feitas a partir de construces mentais”. [2] Assim, a tecnologia
informatica transmuta-se em tecnologia da inteligéncia — termo cunhado por LEVY[H]
— abarcando a possivel versatilidade e até mesmo a ampliacdo dos funcionamentos

cognitivos.

Na transicdo do conhecimento empirico para 0 que tem carater de teoria
matematica, mostra-se necessaria uma crucial reestruturacdo de forma de pensar, € a
tecnologia informatica pode muito bem intermediar o desenvolvimento das habilidades
cognitivas que ai entram em jogo. Anuncia-se, entdo, ao que se pretende esta tese: in-
vestigar como as situagdes que chamar-se-iam de tecno-didaticas — situagGes didaticas
que acontecem em ambientes informatizados — podem favorecer a superac¢ao das difi-

culdades presentes no processo de aprendizagem da geometria.

Para investigacdo, tomou-se 0 ambiente informatico referido na literatura
como ambiente de geometria dindmica. Dentre os diversos representantes desses ambi-
entes, foi escolhido o software Cabri-Geometry I E‘ um dos mais versateis quanto a
recursos de construcdo e de manipulacdo dindmica de objetos geométricos, além de dis-

ponibilizar interface em portugués.

Podemos caracteriza-lo neste capitulo introdutorio, sucintamente,IEI como
um ambiente que disponibiliza régua e compasso virtuais, com as quais sdo feitas cons-

trucdes geométricas em linguagem classica da geometria. Ver Figura 1.1.

10 PAPERT, S. The Children Machine: Rethinking Scholl in the Age of the Computers.
New York USA : Harvester Wheatsheaf, 1993.

1 HENENSTREINT, J. Simulation et Pédagogie, une rencontre du troisieme Type. Gif
Sur Yvette, France : Ecole Superieure d’Electricite, 1987.

2 LEVY, P. Tecnologias da Inteligéncia: o futuro do pensamento na era da informa-
tica. S8o Paulo SP : Editora 34, 1993.

13 Cabri-Geometry 11 é criacdo de J. M. Laborde e F. Bellemain, da Université Joseph
Fourier-Grenoble-Francga. Site na Internet em http://www-cabri.imag.fr

" No capitulo 3 apresentamos analise detalhada deste ambiente.



Figura 1.1
Interface do software Cabri-Geometry Il

Os objetos construidos podem ser manipulados diretamente na tela do com-
putador, imprimindo-se desta forma dinamismo as configuracfes. O “desenho em mo-
vimento” torna-se revelador dos invariantes que sdo decorréncias implicitas da
construcdo feita. De imediato percebe-se parte da potencialidade do ambiente: ao per-
mitir a construcdo e manipulagéo de objetos concreto-abstratos, ele desencadeia algu-
mas das primeiras acGes mentais caracteristicas do pensar matematico — o estabelecer
relacdes e conjeturar — e o faz de forma contundente, se comparado as possibilidades

apresentadas pelo desenho, estatico, em papel.

Na superacdo de dificuldades inerentes a aprendizagem de geometria, 0S
ambientes dindmicos ja se revelam como ferramentas promissoras. el Pesquisas atestam

0 potencial desses ambientes, sobretudo no aspecto concernente a construcdo de con-

> KAPUT, J. Technology and Mathematics Education, em Grows, D. (editor), Han-
dbook of Research on Mathematics Teaching and Learning, New York : MacmillanPublishing Company,
1992. LABORDE, C. e CAPPONI, B. Cabri-géometre constituant d'un Milieu pour I'Apprentissa-
ge de la notion de figure, em Balacheff, N. e Vivet, M. (editores), Didactique et Intelligence Artificielle,
Grenoble, France : La pensée Sauvage, 1994. LABORDE, C, Conception et Evaluation de Scenarios d
‘Enseignement avec Cabri-Géométre. Grenoble, France : Equipe EIAH du Laboratoire Leibniz-IMAG
et de I’lUFM de Grenoble, 1998. YERUSHALMY, M. e CHAZAN, D. Overcoming Visual Obstacles
with the Aid of the Supposer, Educational Studies in Mathematics, vol. 21/3, Dordrecht: Kluwer Aca-
demic Publisher , 1990.



ceitos em geometria: construtos individuais, até entdo deformados por imagens prototi-
picas, sdo reconstruidos através do “desenho em movimento”, colocando em sintonia 0s
significados individuais e os significados inseridos na geometria enquanto teoria mate-

matica.t®]

Pesquisas também indicam que os alunos sentem-se mais motivados a bus-
car explicacGes para conjeturas formuladas em funcdo de suas manipulacGes sobre os

iz

objetos geométricos dindmicos e das evidéncias que dai emergem.

Quanto ao processo de demonstracdo, muitas sdo as questdes em aberto,
dentre elas: “de que forma os ambientes de geometria dindmica podem desencadear,
para além de situacdo de experimentacdo (os ambientes tem, de imediato, o carater de

‘laboratorio de experiéncias’), situacdo de argumentacdo dedutiva?”

Pouco ainda se sabe do potencial desses ambientes. Qual é sua capacidade
de catalisar o processo de demonstracdo ? Na tela do computador, “as regularidades
saltam aos olhos” e nela sdo manipuladas, diretamente, as representaces dos objetos
geométricos. Desencadear o0 processo de demonstracdo exige, preliminarmente, o enten-
dimento do que seja uma demonstracdo e, a seguir, o tornar-se versatil em formas de
pensar — raciocinios dedutivos? raciocinios visuais? imagens mentais em transforma-
¢ao? — que concorrem a construgdo de uma demonstragéo.

Nesta direcdo insere-se a presente investigacdo, brevemente delimitada,

el

neste Capitulo ™% por duas questdes:

— como os ambientes de geometria dindmica podem contribuir para

gue os alunos entendam o significado de demonstragéo ?

— como os ambientes de geometria dinamica podem contribuir para

gue os alunos construam suas proprias demonstracgdes ?

16 A titulo de exemplo: feita a construcdo de um paralelogramo que seja estavel sob acéo
de movimento, ao deslocarem-se os vértices que sdo livres, obtém-se transformagdes no paralelogramo e
na tela ttm-se os casos particulares de retdngulo e quadrado, evidenciando-se que tais figuras sdo subclas-
ses dos paralelogramos, e com isso construtos prototipicos dos alunos — dp tipo “quadrado ndo é parale-
logramo” — se modificam.

Y JIANG, Z. e McCLINTOCK, E.: Using The Geometer's Sketchpad with Preservice
Teachers, em King, J. e Schattschneider, D. (editores), Geometry Turned On, Mathematical Association
of America Notes 41, Washington, USA : The Mathematical Association of America, 1997. KEYTON,
M. 1997: Students Discovering Geometry Using Dynamic Geometry Software, em King, J. e Schatts-
chneider, D. (editores), Op.cit.



No Capitulo 2 sdo delineados os principios tedricos que subsidiardo a inves-
tigacdo. No Capitulo 3 sdo mapeadas dificuldades inerentes ao processo de aprendiza-
gem da geometria e é sinalizado o potencial dos ambientes de geometria dindmica na
superacao dessas dificuldades. O Capitulo 4 trata do problema investigado: as questdes
norteadoras; a metodologia de pesquisa que permitird o tratamento do problema em
consonancia com quadro tedrico eleito para esta investigacdo; o desenrolar e a analise
da experimentacdo. No Capitulo 5 sdo colocados em destaque os resultados obtidos,
subsidios para a implementacdo de novas praticas educativas quando se faz uso dos am-
bientes de geometria dindmica; também sdo abordados possiveis desdobramentos para o

trabalho até entdo realizado.

O Anexo 1 coleta o material utilizado na investigacdo: material para sonda-
gem de conhecimentos prévios dos sujeitos participantes e as atividades implementadas
na fase de experimentacao.

O Anexo 2 coleta a producéo dos sujeitos da experimentacdo (no Capitulo 4
esta producéo é utilizada de forma seletiva, para ndo sobrecarregar-se o corpo do traba-
Iho).

As citagOes provenientes de edic¢Oes estrangeiras, que acompanham o traba-
Iho, foram traduzidas ao portugués para fluidez da leitura. O Anexo 3 reproduz estes
textos tal qual aparecem nas obras citadas. Explica-se a quantidade de cita¢fes ao longo
do texto: palavras de outros pesquisadores foram tomadas, ipsis literis, sempre que fos-

sem subsidio importante as reflexdes tedricas que suportam a investigacao.

8 Questdes retomadas no capitulo 4.



2 SUBSIDIOS TEORICOS

Como os ambientes de geometria dindmica podem contribuir para que 0s
alunos entendam o significado da demonstracdo e, mais, para que construam suas pro-

prias demonstracdes ? A reflexdo sobre o tema abrange trés aspectos:
— a natureza da matematica, ilustrada pela vivéncia dos matematicos;

—0S processos cognitivos voltados a construcdo de conhecimento, indo

dos aportes da teoria

—a relacdo entre meio e desenvolvimento cognitivo, com olhar especial

sobre a tecnologia informatica;

— 0 complexo processo de ensino e aprendizagem, com destaque ao tra-
balho da Escola Francesa de Didatica da Matematica, escola debrucada,
enfaticamente, sobre a investigacdo de situacoes didé\ticagII orientadas a

construgdo de conhecimento matematico.

2.1 A natureza da matematica

A matemaética é criacdo humana voltada ao estudo de regularidades, quer

sejam advindas de percepcdes sobre o mundo real, quer sejam emergéncias num quadro

Bl

puramente abstrato.“' Este € um dos olhares sobre a matematica. Em grande parte, é o

! A metodologia de pesquisa referida como Engenharia Didatica é usada no Capitulo 4.

2 Freqgiientemente, teorias advindas do plano abstrato tornam-se poderosas ferramentas de

abordagem de fenémenos fisicos. Por exemplo: a geometria riemanniana. Oriunda do problema de con-
ducédo de calor, ela foi objeto de consideravel desenvolvimento abstrato nos Ultimos cinqiienta anos do
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olhar da geometria euclidiana. Outros podem ser os olhares, igualmente subjetivos.

Para Fourier, o estudo profundo da natureza era a fonte mais fecunda de
criacdo matematica. Galois, nome associado a teoria dos grupos, prezava particular-
mente a “elegancia matematica” como caminho para teorias gerais e potentes. Monge
ndo separava a cria¢cdo matematica da invencdo técnica. Jacobi pensava na transcendén-
cia do espirito ao considerar um problema relativo a teoria dos nimeros tdo importante
quanto uma pesquisa fisica ou astronémica. Gauss distinguia-se tanto na pesquisa teori-
ca pura quanto na pesquisa aplicada. Poincaré tratava a matematica ora como filosofia,
ora como fl’sica.EI As palavras de COURANT e ROBBINS abarcam estes diferentes

olhares:

A matematica, como uma expressdo da mente humana, reflete a vontade ativa, a razdo
contemplativa e o desejo da perfeicéo estética. Seus elementos basicos sdo a logica e a in-
tuicdo, analise e construcdo, generalidade e particularidade. Ainda que tradi¢Ges diversas
tenham destacado aspectos diferentes, é unicamente o jogo destas forcas opostas e a IuB
por sua sintese que constitui a vida, a utilidade e o supremo valor da ciéncia matematica.

Diferentemente de outras criagdes humanas, a matematica caracteriza-se por
suas especiais universalidade e eficiéncia, como transparece nas palavras de DEHANE,

em artigo com o sugestivo titulo “O T americano versus o r francés?”:

... Como um matematico vocé pode ir a qualquer lugar do mundo e, tomando algum tempo,
vocé pode convencer qualquer pessoa que 3 é um ndmero primo, que o terceiro decimal de
7 é 1, ou que o Ultimo teorema de Fermat é verdadeiro. O ponto é, concordancia universal
sobre 0 que constitui um fato matematico é facilmente obtida, primeiro porque nossos cé-
rebros biologicos evoluiram para uma progressiva internalizagdo de regularidades do
mundo exterior, e segundo, porque nosEja construgdes matematicas culturais também evo-
luiram para ajustar-se ao mundo fisico.

O saber matemaético h&4 muito se cristaliza na forma de teoria axiomatica de-
dutiva: nogdes e relagcdes primitivas sdo tomadas como ponto de partida, sem a preocu-
pacao de defini-las. Como arcabouco para a teoria, algumas relacdes entre os elementos
primitivos — os axiomas — sao tomadas como verdadeiras. Dai advém novas rela¢des

— 0s teoremas — passiveis de explicacdo através de raciocinio légico dedutivo, enca-

século XIX, tornando-se, em 1915, aparato matematico da teoria geral da relatividade de Einstein. (Em
ALEKSANDROV, A. et. al. La matematica - su contenido, métodos y significado. Madrid : Alianza
Editiorial, 1976.

® THUILLIER, P. Les Mathématicians, Pour la Science. Paris : Edition Francaise de

Scientific American, Dossier Hors-Série.

* COURANT, R. e ROBBINS, H. Qué es la matemética. Madrid : Aguilar Ediciones,
1971. p. 3.
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deando os axiomas de fundamentacdo da teoria e teoremas (da mesma forma ja deduzi-
dos) — as demonstracdes. Tal organizacdo enraiza-se nos “Elementos de Euclides”,

erigido em paradigma da forma final da producéo de saber matematico. f]

O compartilhamento do saber e, sobretudo, a sua inser¢do no construto ma-
temaético, condiciona-se & sua apresentacdo sob a de forma de teoremas e demonstra-
cOes, em variados graus de rigor e formalizacdo, determinados pela comunidade
matematica da época e pelo momento histérico. Demonstracdes tidas como rigorosas

@

em determinado tempo ndo preenchem o critério de rigor de outras épocas.” Exemplo
de rigor e formalizagdo extremados encontra-se na obra de BOURBAKI EI, na qual a
axiomatizacao cuidadosa, as defini¢bes precisas e as demonstraces formais revelam a

generalidade das estruturas matematicas.

® DEHAENE,S. The american Pl versus the french Pl ?: EDGE 5,em http: // www.
edge. Org / documents/archive/edge5.html, 1997.

®  Vale aqui registrar que os “Elementos de Euclides” (sec. 1l A.C) determinaram, ao lon-

go do tempo, a forma da producdo matematica, sobretudo no mundo ocidental. J& no mundo oriental,
embora hoje também se utilize este mesmo paradigma, nem sempre se deu assim. Em obra do matematico
chinés Li Shanlon (1810-1882) tem-se um férmula, referida em livros de analise combinatéria como a
‘férmula de Li Renshu’, que surpreendeu matematicos do século XX: os procedimentos que levam ao
enunciado da férmula envolvem técnicas medievais chinesas, que ndo utilizam nem definicbes, nem
teoremas e demonstragdes, tornando-se assim de dificil compreensdo para aqueles que trabalham com
matematica dentro do paradigma ocidental; tal formula tornou-se entdo objeto de demonstracéo, a primei-
ra delas, um tanto complicada, apresentada pelo matematico hingaro P.Turan, no final dos anos 30.
Fonte: Dossier Hors-Série: Les Mathématiciens, Pour la Science - Edition Frangaise de Scientific Ameri-
can,1994.

" Este é 0 caso da propria geometria euclidiana: é no final do século XIX que é questio-

nado o rigor dos “Elementos de Euclides”, o que faz com que Hilbert apresente nova fundamentagéo para
a geometria euclidiana, através de cinco grupos de axiomas, eliminando o uso de palavras (como por
exemplo as que se referem a movimentos de figuras), entdo tomadas de forma intuitiva no trabalho de
Euclides. A axiomatizacdo apresentada por Hilbert evidencia que todas as nogdes primitivas devem tdo
somente respeitar as relagdes dadas pelos axiomas, assim como tornam-se desprovidas de qualquer reali-
dade fisica. Tal concepcdo de uma axiomatica da geometria euclidiana, nos dias de hoje, é aceita com
naturalidade; mas na época foi realmente revolucionaria.

& BOURBAKI é pseuddnimo de um grupo de matematicos franceses que, a partir do final

dos anos 30, com renovagdo constante de participantes, empenhou-se em produzir um tratado que levassa
a unificacdo de diferentes dominios da matematica, nisso levando a axiomatizagdo, o rigor e o formalismo
a graus extremos. Para BOURBAKI, a matematica € a ciéncia das estruturas. Esta concepcao é expressa
em artigo dos anos 40, "The Architecture of Mathematics”, onde é colocada a pergunta: “estd a matemati-
ca se tornando uma torre de Babel, uma acumulacdo de disciplinas isoladas ? Estamos lidando com ‘uma’
matematica ou com diversas?” E a resposta dada é: a axiomatizagdo moderna da matematica é uma lin-
guagem que expressa abstratas estruturas matematicas, que ndo sao distintas, que ndo sdo objetos inde-
pendentes, mas sim formam um sistema hierarquico. Dessa forma € introduzido o conceito de estrutura:
um certo nimero de relagdes entre objetos; os objetos ndo sdo definidos e as propriedades das relagdes
sdo dadas como axiomas, e disso sdo extraidas conseqiiéncias, de acordo com regras de inferéncia logica.
E a axiomatizagdo da estrutura algébrica, da estrutura de ordem, da estrutura topoldgica. A inclusdo de
axiomas nestas estruturas gerais gera novas estruturas, dentro de um sistema hierarquizado: por exemplo,
a teoria dos grupos inclue a teoria dos grupos finitos, dos grupos abelianos, dos grupos abelianos finitos.
A combinagdo de estruturas também gera novas estruturas, como por exemplo, a topologia algébrica.
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Sistematizado e organizado, com maior ou menor rigor, 0 saber matematico
faz-se eficaz e passivel de compartilhamento. Em certos momentos, a formalizacéo en-
tra em cena veementemente, tornando-se ela propria objeto de estudo frente a problemas
de fundamentacdo da matematica. Mas, na pesquisa, a atitude de formalizacao é geral-
mente o coroamento do processo de criagdo. A formalizagdo € importante, é ela que
explica os resultados obtidos, muitas vezes contrarios a intuicdo imediata. Alguns
exemplos: as axiomatizacdes que deram origem as geometrias nao-euclidianas, as cur-
vas que preenchem o espaco, as fungdes continuas e seus graficos sem reta tangente em

nenhum ponto.

Freqientemente, € na formalizacdo, quando proposic¢des l6gico-inferenciais
controlam o raciocinio, que os resultados revelam-se falsos. Raciocinios intuitivos,
apresentados como ‘teoremas’ legitimos na fase de criacdo, colapsam na formalizacéo,
exigindo novos ajustes de defini¢es, novas hipoteses e métodos. Em certos casos, nem
0 acurado controle da demonstragéo, por seu autor, evita falhas sutis na argumentacao
que, percebidas por quem analisa a demonstracdo, ameacam a aceitabilidade do resul-

ol

tado. A historia da recente demonstracdo (1994) do dltimo teorema de Fermat =, sub-
metida por AWILES ao crivo da comunidade matematica, ilustra este ponto.
Problemas néo detectados por WILES acarretaram-lhe meses adicionais de trabalhosas
tentativas de demonstracdo. S0 os bem sucedidos ajustes finais da demonstracao asse-

guraram-lhe os méritos da realizacao.

Se a demonstragdo rigorosa é um componentes naturais da matematica, a ela
a matemaética ndo se reduz. O registro formal, que cristaliza o0 conhecimento matemati-

co, pouco guarda da complexidade do processo de criagéo.

Em "Proofs and Refutations”, LAKATOSLL_‘1| examina a dindmica da cons-
trucdo do conhecimento e contrapde-se a visdo estritamente formal da matematica El
sem dai inferir que a formalizacdo, em matemaética, ndo faca parte do processo. Ao lon-

go de discussdo ficticia entre professor e alunos, a perene dindmica de "prova e refuta-

® SINGH, S. O tltimo teorema de Fermat. S&o Paulo : Editora Record, 1999.
10| AKATOS, I. Proofs and Refutations. New York : Cambridge University Press, 1976.

11 Esta é uma questdo complexa. A argumentacéo dedutiva organizada, ja no guardando
mais 0 processo de “prova e refutacdo” do ato de criacdo, é parte da natureza, embora distante de ser com
ela identificada.
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¢ao", permeada por choques de opinides, raciocinios e contra-raciocinios, gradualmente
refina os conceitos e hipdteses que tornam plausivel o teorema em questdol*l Num pro-
cesso de constante controle de hipoteses implicitas, reveladas pela apresentagdo suces-
siva de contra-exemplos, as hipdteses, refinadas até a impossibilidade de apresentacao
de contra-exemplo, e 0s sucessivos ajustes de argumentacdo culminam na demonstragéo

que insere o fato discutido no construto matematico, entdo como um teorema.

O trabalho de LAKATOS evidencia que, no processo de producdo de ma-
tematica, é relevante o contexto da descoberta, mesmo que, na inser¢do de um determi-
nado saber no corpus matematico, predomine o contexto de justificacdo, a valorizar o

produto final: os teoremas e as demonstracdes formais.

O contexto da descoberta diz respeito as “idas e vindas” do desenvolvi-
mento de um dado resultado; ele evidencia as reais dimens6es do processo de criacéo,
geralmente néo registradas nos livros e artigos de pesquisa: ““O estilo dedutivo esconde
a luta, esconde a aventura. Toda a histdria se evapora, as sucessivas tentativas de for-
mulacdes do teorema que acompanham o processo de demonstracdo sdo fadadas ao
esguecimento [...]”IE. Ao trazer a dindamica de “provas e refutagdes”, LAKATOS evi-
dencia os procedimentos da matematica informal em processo de criacdo, a matematica
conhecida pelos matematicos em sua pratica: "A matematica informal, quase empirica,
ndo progride através de um monotono crescimento no nimero de inquestionaveis teo-
remas, mas numa incessante melhoria de suposicdes, através de especulacgdes e criti-

cas, através da logica de provas e refutacdes”. el

Os matematicos depfem: o processo de criacdo cobra-lhes intenso trabalho
intelectual, apoiado na intuicdo, na experimentacdo e na superacdo de falsas formula-
cOes. Ha grandes diferencas entre o pensamento concentrado num problema e o pensa-
mento que organiza a solugdo. O primeiro move-se num labirinto de representacGes
mentais, é hesitante, conflitante, muitas vezes inconsciente. Fundeado em raciocinios

I6gico-inferenciais, a eles ndo se reduz, como o diz HALMOS:

Um matematico, no seu trabalho, faz vagas suposicdes, visualiza amplas generalizagdes, e
joga-se em conclusdes, sem garantias. Ele arranja e rearranja suas idéias e se convence de

2" Trata-se do teorema que demonstra a férmula de Euler-Descartes para poliedros: V-
A+F=2, onde V = vértices, A = arestas e F = faces.

3 LAKATOS, I. op. cit., p. 142
4 LAKATOS, I. op. cit., p. 5.
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verdades antes de escrever uma demonstragéo logica. A convicgdo nao vem de imediato —
geralmente vem depois de muitas tentativas, de muito fracassos, de muito desanimo, muitos
érros [...] trabalho experimental é necessério [...] experimentos de pensamento...E]

Quando enfim surge a solucédo, € num esfor¢o consciente, penoso muitas ve-
zes, que 0 matematico organiza os resultados a que chegou — este é o0 momento da de-
monstracdo formal. A forma pronta e acabada do conhecimento, agora socializada nos
livros e revistas de pesquisa, j& ndo testemunha o processo vivo e hesitante de criagéo.
Neste sentido, SCHWARTZ e CONNES, dois expoentes da matematica contemporanea,

sdo contundentes:

Certa ocasido procurava demonstrar um teorema e durante oito dias néo tive sucesso. To-
dos os fins de tarde, ja fatigado, pensava té-lo demonstrado, mas no dia seguinte, ao acor-
dar, imediatamente encontrava erros na minha demonstracdo do dia anterior: no oitavo
dia as muralhas cairam e encontrei um contra-exemplo. O teorema que procurava de-
monstrar era falso e foram suficientes seis linhas para escrever o contra-exemplo. E assim
redigi meu trabalho: ‘Podemos nos colocar a seguinte questéo [..[%]que é evidentemente
falsa como nos mostra, de imediato, o contra-exemplo seguinte [...]

Eu fazia regularmente a mesma caminhada sem progredir um milimitro no meu problema,
até que um dia eu tive a impressao de que tudo se esclarecia, o que eu verifiquei na minha
mesa de trabalho [...] os elementos cadticos e incontrolaveis se organizaram num todo co-
erente. O més que se seguiu foi realmente penoso para mim porque eu devia substituir a
intuicdo por uma demonstragéﬁigorosa e assim eu navegava de espanto em espanto:
sera que ndo estou enganado ?

ARNOLD também se refere aos dois processos complementares que levam

a producdo de conhecimento matematico:

O sistema de construcéo de uma teoria matematica é exatamente o mesmo de qualquer ci-
éncia natural. Primeiro nds consideramos alguns objetos e fazemos observagdes em casos
especiais. Entdo n6s procuramos e encontramos os limites de aplicacao de nossas observa-
¢des, procurando contra-exemplos que previnam a extensdo demasiada de nossas observa-
¢des [...] Como resultado nés formulamos a descoberta empirica tdo claro quanto possivel.
Depois disso vem o dificil periodo de verificar a confiabilidade das conclusdes obtidas.
Para isto uma técnica especial foi desenvolvida em matematica. Esta técnica é chamada
modelagem. Quando construimos 0 modelo a seguinte idealizacao é feita: certos fatos, que
sdo conhecidos num certo grau de probabilidade ou com um certo grau de precisdo, sdo
considerados absolutamente corretos e aceitos como axiomas. O sentido deste ‘absoluta-
mente’ é que nds nos permitimos operar com estes fatos de acordo c%\ a regras de ldgica
formal, declarando como teorema tudo que pode ser assim deduzido.

1 KING, J. e SCHATTSCHNEIDER, D. (editores) Geometry turned on. Washington,
USA : Mathematical Association of America Notes 41, 1997. p. 21.

' SCHWARTZ, L. Le Point de Vue de Laurant Schwartz, Les Mathématicians, Pour
la Science. Paris : Edition Francaise de Scientific American, Dossier Hors-Série, 1994, p. 16.

'” CONNES, A. Le Point de Vue de Alain Connes, Les Mathématicians, Pour la Sci-
ence. Paris : Edition Frangaise de Scientific American, Dossier Hors-Série, 1994, p. 107.

8 ARNOLD, V. I. On teaching mathematics. Russian Math.Surveys, 53:1, 1998. p. 231
- 232.
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Em “The Psychology of Invention in the Mathematical Field”,IEI

publicado
em 1945, HADAMARD oferece interessante discussdo sobre o processo de criacdo
matematica, ilustrada por depoimentos de diferentes matematicos.

HADAMARD identifica, no processo de criagcdo, quatro momentos EI 1.

preparacdo (preparation), estagio de intenso e deliberado trabalho intelectual, quando
idéias sdo mobilizadas para a abordagem do problema, ainda sem a perspectiva de solu-
ciona-lo. 2. Incubacéo (incubation): o problema é deixado de lado temporariamente;
n&o sujeito a atencdo consciente, ele permanece sob o trabalho inconsciente de combi-
nacdo de ideias (unconscious work); o momento de incubacdo conduz ao momento se-
guinte, a iluminacdo. 3. lluminacéo (ilumination): repentina e inesperadamente, ha forte
indicacdo de solucdo. 4. Trabalho consciente (the later conscious work): finalmente, a
solucdo é expressa em linguagem escrita, ja verificadas cuidadosamente as demonstra-
¢Oes que confirmam a inspiracao, difusa no momento de iluminagdo. O novo resultado,
em redacdo precisa e agora sob controle, d& continuidade a investigacdo. Reinicia-se 0

processo de criacao.

THURSTON bl

matematico, as dimensdes psicoldgicas e sociais. E mais facil explicar pessoalmente um

destaca como essenciais, no progresso do conhecimento

teorema: “frequentemente, uma solucdo pode ser comunicada em questdo de minutos.
[...] A mesma prova poderia ser lida e entendida em algumas horas ou talvez em alguns

dias[...]”” se publicada num artigo de algumas paginas. Seu argumento:

Por que existe tanta diferenca na discussao informal, na conferéncia, no artigo? Na dis-
cussdo informal as pessoas usam canais de comunicacgdo que estdo muito além da lingua-
gem matematica formal. As pessoas fazem gestos, desenham figuras e diagramas, usam
efeitos de som e usam a linguagem do corpo [...] Com estes canais de comunicac¢éo, podem
comunicar muito melhor o que esta acontecendo, ndo somente os aspectos légicos e lin-
glisticos, mas também outros aspectos mentais [...] A matematica em algum sentido usa
uma linguagem comum: a linguagem dos simbolos, das defini¢des técnicas, dos calculos e
da légica. Esta linguagem comuniE.g| algumas formas de pensamento, mas ndo todas as
formas de pensamento matematico.

¥ HADAMARD, J. The Psychology of Invention in the Mathematical Field. New
York, NY : Dover Publications, Inc., 1945.

20 Estes momentos aparecem claramente em experiéncia relatada por Poincaré: ap6s inten-
so trabalho sobre um determinado problema, vencido pelo insucesso, abandona-o por algum tempo.
Quando seus pensamentos estavam muito longe do problema em questéo, surge de forma inesperada forte
indicacdo de solugdo, sobre a qual trabalha com cuidado, resolvendo de forma satisfatdria o problema,
motivo de insucesso no primeiro momento de trabalho consciente.

2l THURSTON, W. On Proof and Progress in Mathematics. New York: Bulletin of
The Americam Mathematical Society, vol. 30, n® 2, 1994.

2 \bid, p. 166.
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STEWART sinaliza uma mudanca na forma de apresentacdo da matematica,
até entdo sob forte influéncia do modelo preconizado por BOURBAKI. As “idas e vin-
das”, condutoras das idéias centrais e que culminam nos teoremas, agora passam a me-
recer registro nas publicacBes, o que ele refere como postura de “matematico
experimental”: ““mateméticos experimentais acreditam que as publica¢Bes cientificas
devem contar a historia de como tudo aconteceu, e ndo somente a racionalizacdo que
se segue aos eventos que levam a resposta”@. THURSTON, em prefécio de livro seu,

indica tal postura:

O estilo de exposicao deste livro é de alguma forma experimental. A ordem ldgica mais efi-
ciente para um assunto é normalmente diferente da melhor ordem para aprendé-lo [...]
Numa apresentacao formal e ldgica do assunto, os leitores tem pouca escolha e devem se-
guir passivamente atras do autor [...] Quando nds lemos matematica, nés precisamos de
uma mente ativa [...] Nossa intencdo no estilo de exposicdo é encorajar o leitor a pausas, a
olhar a \ﬁta e a explorar [...] a tomar seu tempo para construir suas proprias imagens
mentais.

GUARNICA EI em seu estudo sobre a prova rigorosa na formacao do pro-
fessor de matematica, aponta a forte presenca, nas salas de aula, das apresentacdes dis-
cursivas. Refere-se a elas como o “fascinio da técnica e o declinio da critica”. O
fascinio da técnica seria o0 respeito a demonstracdo que prioriza o teorema enquanto
produto final. O declinio da critica refere-se a ndo discussdo do processo gerador da

demonstracgdo e a irreflexdo sobre a validacdo do saber mateméltico.EI

CURY assinala a estreita relagdo que ha entre as concepgdes que 0s pro-
fessores tém da matematica — absolutista ou falibilista — e sua atitude didatica. Para

os absolutistas, o conhecimento matematico é feito de verdades absolutas e representa

2 STEWART, I.. Bye-bye Bourbaki: paradigm shifts in mathematics, The Mathemati-
cal Gazette, volume 80, n® 488. 1996, p. 269.

2 THURSTON, W. NJ, USA Three manifold geometry and topology. NJ, USA : Prin-
ceton Press, 1997. p. 5.

® GARNICA, A .V. M. Fascinio da técnica, declinio da critica— um estudo sobre a
prova rigorosa na formacao do professor de matematica. Rio Claro, SP : UNESP, tese de doutorado.
1995.

% Vale aqui destacar a pertinéncia desse estudo — técnica versus critica — mas ressal-
vando-se a pertinéncia da leitura dicotdmica assumida pelo referido autor quando ele afirma que “a prova
rigorosa é importante, embora tal importancia possa ser lida de duas maneiras distintas, técnica ou
criticamente. Cada uma destas leituras é plasmada em concepgdes proprias de setores bastante diferen-
ciados: a leitura técnica funda-se na pratica cientifica da Matematica enquanto a critica se estabelece
como ponto de vista a ser defendido pela Educacdo Matematica” (p. 230). Pelos depoimentos inseridos
nesta secdo, vé-se que os matematicos estdo longe de assumir esta visdo estritamente técnica de uma
demonstracdo.
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o dominio Unico do conhecimento incontestavel, e eles priorizam na sala de aula a apre-
sentacdo de um produto sistematizado e logicamente organizado, desconsiderando 0s
erros dos alunos como parte natural do processo de aprendizagem e enfatizando as solu-
¢Oes corretas, onde ndo ha espago para a reflexdo. Ja para os falibilistas, o conhecimento
matematico é visto como falivel, corrigivel e em continua expansdo, como qualquer
outro tipo de conhecimento humano — em sua concepgdo, ha espaco para as “idas e
vindas” dos alunos em situacdo de aprendizagem, e o erro € considerado relevante para
0 avanco na construgdo de conhecimento matematico. Essa segunda atitude caracteriza
concepcdo em sintonia com a dialética de “provas e refutacBes” proposta por
LAKATOS.

O processo de criacdo matematica é complexo. Tomando-se como pressu-
posto que para aprender matematica sdo necessarias vivéncias similares as que produ-
zem tal conhecimento, os contextos da descoberta e da justificagdo tornam-se de
extrema importancia nas situacoes de aprendizagem. Neles acontece o0 “pensar matema-
tico”, caracterizado por experimentar, interpretar, visualizar, abstrair, conjeturar, errar e
demonstrar, muito superior a aceitacdo, passiva, de conhecimentos apresentados como
sequéncia bem ordenada de “fatos” e argumentos “prontos”. Nao resta davida que apre-
sentacBes formais e discursivas de saberes matematicos, pelo professor, esterilizam, no
aluno, sua capacidade de construir saberes semelhantes. So as ativas atitudes dos alu-

nos que podem garantir a construcdo de conhecimento.

Mas que atitudes sdo estas? Esta questdo € objeto de discussdo na proxima
secdo deste capitulo. WILES descreve sua busca, incessante e bem sucedida, da de-

monstracdo do ultimo teorema de Fermat:

Entramos na primeira sala da manséo e esta escuro. Completamente escuro. Caminhamos
com cuidado, esbarrando na mobilia, mas gradualmente aprendemos a posi¢do de cada
movel. Finalmente depois de seis meses de exploragéo, vocé encontra o interruptor de luz,
ascende as lampadas e tudo ¢ iluminado. Vocé pode ver exatamente onde esta. Entdo vocé
avancga para o0 aposento seguinte e passa outros seis meses no escuro. Assim, cada um des-
ses periodos de iluminacdo, embora as vezes sejam momentaneos, as vezes durem um peri-
odo de um dia ou dois, representam o climax dos esfor(;Oé]e ndo poderiam existir sem 0s
muitos meses de tropecos na escuridao que os antecedem.

2 CURY, H. N. As concepcdes de matematica dos professores e suas formas de consi-
derar os erros dos alunos. Porto Alegre : FACED / UFRGS, Tese de Doutorado, 1994,

% SINGH, S. op. cit., p. 242.
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2.2 O processo de construcédo de conhecimento

Como ilustra a secdo anterior, grandes sdo as diferencas entre o pensamento
voltado a criacdo matematica e 0 que organiza esta criacdo. Quando se pretende, em
situagdes de aprendizagem, um processo similar ao da producdo do saber matemaético,
0s aportes da psicologia sdo valiosos para a compreensdo da dindmica que se estabelece

entre funcionamentos cognitivos e construcdo de conhecimento.

A concepcdo de situacdo didatica a ser proposta como parte experimental
desta tese baseia-se fortemente na teoria psico-genética de PIAGET, mas também leva
em consideracdo trabalhos mais recentes inseridos na linha socio-genética. (PERRET-
CLERMONT, NICOLET, entre outros). Tem-se em vista uma situacdo didatica em que
“0 apreender” depende, fundamentalmente, das a¢cdes dos alunos e dos niveis de desen-
volvimento cognitivo, mas que também toma como possibilidade a “versatilizagdo” dos
processos cognitivos e até mesmo o desenvolvimento das estruturas l6gicas como de-
corréncia da superacdo dos conflitos que perpassam o processo de construcdo do saber

matematico.

2.2.1 Aspectos cognitivos

Se, por um lado, a teoria de PIAGET proporciona subsidios importantes
para o entendimento dos funcionamentos cognitivos que levam a construgdo de conhe-
cimento, por outro € importante ndo se perder de vista as especificidades da aprendiza-

gem de um saber cientifico. A teoria piagetiana mapeia a evolucdo cognitiva do

o]

individuo em situacdes de interagdo espontdnea com seu objeto de conhecimento =,

situacOes diferentes das apresentadas no ambito da educagédo. A preocupacéo principal
[ad

de PIAGET é de natureza epistemoldgica™* e ela sé entra no terreno da psicologia por-

% 0 método clinico, adaptacdo do método psicanalitico, utilizado por PIAGET em seus
experimentos, evidencia essa perspectiva. O entrevistador deixa-se guiar pelas condutas do sujeito, sem
provocar ou antecipar respostas. Ja que a questdo central € a compreensao das estruturas e dos processos
cognitivos que levam ao conhecimento, ndo é proposito do entrevistador provocar a aprendizagem e as-
sim ele ndo interfere no raciocinio do sujeito entrevistado.

% As inquietagdes de PIAGET originam-se na filosofia e orientam-se s grandes questdes
da epistemologia: a natureza do espaco, a natureza do tempo, a causualidade, o nimero e a moral, dentre
outras categorias kantianas. Seus experimentos sempre procuram acompanhar a formacdo desses conhe-
cimentos. O proprio PIAGET manifesta 0 quanto a epistemologia genética é essencialmente uma filosofia
experimental ao adotar comentario da American Psychological Association como interpretacdo correta
de seus trabalhos: Ele (PIAGET) abordou questfes até entdo exclusivamente filoséficas de uma forma
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que o processo de construgdo de conhecimento depende de funcionamentos de natureza
psicoldgica:

S6 considerarei o desenvolvimento propriamente psicolégico da crianca, em oposicdo a
seu desenvolvimento escolar ou a seu desenvolvimento familiar, quer dizer que insistirei
principalmente no aspecto esponténeo desse desenvolvimento, e ainda o limitarei ao des-
envolvimento propriamente intelectual, cognitivo. Para efeito, podemos distinguir dois as-
pectos no desenvolvimento intelectual da crianga. Por um lado, o que podemos chamar de
aspecto psico-social, quer dizer tudo que a crianca recebe do exterior, aprende por trans-
missdo familiar, escolar, educativa em geral; e depois, existe o desenvolvimento que pode-
mos chamar de espontaneo, que chamarei de psicolégico, para abreviar, que é o
desenvolvimento da inteligéncia mesma: o que a criangﬁprende por si mesma, 0 que ndo
Ihe foi ensinado, mas o que ela deve descobrir sozinha .

Esquematicamente, 0s seguintes pontos da teoria piagetiana séo relevantes

ao contexto deste tese @

a) 0 conhecimento

O conhecimento ndo é algo predeterminado, nem por estruturas in-
ternas do sujeito, nem por caracteristicas preexistentes no objeto, mas
constitui-se a partir das agdes do sujeito sobre o meio, acdes estas que se
internalizam e se organizam, desencadeando um processo evolutivo de
estruturas légicas — de menos acabadas para mais completas — com

consequiente ascensao de patamar de conhecimento.
b) as estruturas cognitivas

A acdo é a forca motora do desenvolvimento das estruturas cogniti-
vas. Um dos principios da teoria de PIAGET ¢ que, desde os primérdios

do desenvolvimento, as a¢des do sujeito evidenciam formas de organiza-

decididamente empirica e constituiu a epistemologia como ciéncia separada da filosofia, mas vinculada a
todas as ciéncias humanas (em PIAGET, J. Epistemologia Genética. S&do Paulo : Martins Fontes, 1990.
p. 2). E no pensamento filosofico divergente do século XVIII que estdo as raizes do trabalho de PIAGET.
Em Kant, no final do século XVIII, ha a busca de conciliacdo entre as correntes filoséficas empiricistas
— Locke e Hume — e as racionalistas — Descartes e Leibnitz, quando determinadas categorias do pen-
samento sdo admitidas como equipamento mental existente a priori e, através delas, a mente humana
coordena e da sentido as suas experiéncias (GARDNER, H. The Mind’s New Science — a history of
the cognitive revolution. New York : Basic Books, Inc., Publishers, 1987). PIAGET, ao substituir os
métodos especulativos da epistemologia filoséfica por um método cientifico — o método psicogenético
— busca evidenciar um processo evolutivo de construcdo das categorias de pensamento tomadas por Kant
como categorias a priori.

%1 PIAGET, J. Problemas de Psicologia Genética, em Piaget - Os Pensadores. S&o Paulo
SP : Editora Victor Civita, 1978, p. 211.

% Nesta consideracdes tomamos como referéncia bibliografica basica: PIAGET, J. Des-

envolvimento da Inteligéncia. Rio de Janeiro RJ : Zahar Editores, Segunda edicdo, 1983. PIAGET, J.
Problemas de... PIAGET, J. Epistemologia Genética. Sdo Paulo SP : Martins Fontes, 1990.
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cdo: ndo se apresentam de forma cadtica, desordenada e sem conexao,
mas revelam, ao longo de seu desenvolvimento, estruturas logicas cada
vez mais ricas. PIAGET destaca tanto um tempo de desenvolvimento
quanto uma imutavel sucessdo de estagios. O tempo para o desenvolvi-
mento pode até variar, mas ndo a ordem de sucessdao dos estagios, indi-
cando a existéncia de uma ldgica inerente a coordenacdo das acdes a

acompanhar o sujeito em processo de desenvolvimento.

No inicio do desenvolvimento — o estagio sensério-motor — as
acOes sobre objetos materiais e exercicios de repeticdo espontanea levam
a coordenacdo e generalizacao das acgdes e, assim, constituem as primei-
ras ferramentas intelectuais — os esquemas. Neste estagio, pela auséncia
de um sistema de representacdo, a crianga ndo consegue prever o resulta-

do final de uma seqiiéncia de agdes: ela precisa realizar a seqiiéncia.

Com o desenvolvimento da fungdo representativa, e particular-
mente da linguagem, muda a natureza das acOes, que passam a ser acoes
interiorizadas — este € 0 estagio pré-operatorio. A crianca representa
suas acOes de carater sensdrio-motor e reestrutura no plano do pensa-
mento 0 que j& estava estruturado no plano das a¢fes sensorio-motoras;
no sistema de representacgdo, virtualizam-se as ac6es sensorio-motoras —
estas sdo as opera(;()es Se antes o0 entendimento constituia-se na agéo
fisica, ele agora se estabelece também no sistema de representacdo, pos-
sibilitando os experimentos de pensamento. E mais, se no estagio anterior
0s esquemas dirigiam-se para o0 éxito da acdo e ndo para a propria agéo,
agora ha o entendimento da prépria acdo e da coordenacdo das acoes;
trata-se de um primeiro distanciamento das experiéncias sensoriais, na

forma de pensamento simbdlico e pré-conceitual.

No terceiro estagio do desenvolvimento, o operatorio-concreto,
ampliam-se as possibilidades de coordenacdo das operagdes e, assim, as

estruturas l6gicas sdo enriquecidas. O aparecimento da reversibilidade de

¥ Nas palavras de Piaget: “chamaremos operacdes acdes interiorizadas, quer dizer exe-

cutadas ndao mais material, mas interior e simb6licamente e acfes que podem ser combinadas de todas as
maneiras; em particular, que podem ser invertidas, que sdo reversiveis" (PIAGET, J. Problemas de... p.
216).
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uma operagdo caracteriza especialmente este estagio, quando a crianca
age sobre representacdes mas ainda precisa de objetos concretos como
suporte aos experimentos de pensamento¥] Trata-se de estrutura lgica
que ainda ndo da conta do pensamento puramente abstrato; e mais “a
crianga ndo constrdi sistemas [...] ela pensa concretamente, ela trata
cada problema de forma isolada e ndo integra sua solucéo utilizando-se

de teorias gerais, de forma a abstrair um principio comum”.t7]

O ultimo estagio de desenvolvimento — o estagio operatdrio-
formal — é a constituicdo do pensamento abstrato, independente de a¢oes
e transformac0es reais; é o0 raciocinio sobre o possivel e 0 necessério, a
capacidade de pensar com hipoteses dai tirando novas relacbes — os ra-
ciocinios hipotéticos-dedutivo; é o raciocinio proposicional — operagdes
sobre operagdes; sdo as generalizagdes, significando a possibilidade de
teorizar e colocando o sujeito para além do seu entdo conhecido universo

de experiéncias imediatas. Nas palavras de PIAGET:

[...] estabelecem-se relagdes de coordenacdo [...] de uma maneira que se aparenta
cada vez mais com os procedimentos do proprio pensamento cientifico [...] Este dltimo
nivel apresenta uma caracteristica impressionante em continuidade: é na medida em
que se interiorizam as operagdes ldgico-matematicas do sujeito gragas as abstracées
reflexionantes que constroem operac@es sobre outras operacdes, € na medida que é al-
cancada esta extemporaneidade caracteristica do conjunto de transformac6es possiveis
e ja ndo apenas reais, que o mundo fisico em seu dinamismo espaco-temporal [...] co-
meca a ficar acessivel a uma leitura objetiva de alguma de suas leis e, sobretudo, a ex-
plicacdes causais qg_ﬁej obrigam o espirito a uma constante descentracdo em sua
conquista de objetos.

Nesse quadro evolutivo de estruturas logicas, € no estagio operatd-
rio-formal que se constituem as capacidades cognitivas que entram em

jogo, contundentemente, na aprendizagem da geometria como um mo-

% PAPERT tece criticas ao sentido que freqiientemente é dado a palavra “concreto” na li-
nha educacéo construtivista. Ela é tomada no senso comum e, desta forma, a livre manipulagdo de materi-
al concreto é tomada como garantia para o aprendizado. Longe disto estd o sentido de “concreto” na
teoria piagetiana, como o mostra PAPERT: “Piaget esta fazendo algo muito complexo e muito mais inte-
ressante quando descreve o pensamento de criancas em idade escolar como ‘concreto’ [...] significados
serdo mal-entendidos a menos que a pessoa perceba que as palavras adquirem um sentido especial nas
teorias e que, ndo raro, contrariam a natureza do senso comum [...] O construcionismo, minha recons-
trucdo pessoal do construtivismo [...] atribui especial importancia as constru¢des no mundo como um
suporte para aquelas que acontecem na mente” (PAPERT, S., 1993: Children’s Machine, Harvester
Wheatsheaf, New York, p.138 e p.142).

¥ PIAGET, J. Six Psychological Studies. New York : Random House, Inc., 1968, p.61.
% PIAGET, J. Epistemologia... p. 48, 50.
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delo hipdtetico-dedutivo. Mas, nas situaces de ensino e aprendizagem,
muitas vezes estas capacidades ainda estdo em estado potencial, haja
visto as recorrentes dificuldades que manifestam os alunos, como se

constatara no Capitulo 3.
c¢) os funcionamentos cognitivos

Inspirado no desenvolvimento bioldgico, PIAGET mostra um pro-
cesso similar de desenvolvimento cognitivo, destacando uma progressao
extremamente regular e comparavel aos estagios de uma embriogénese.
Para explicar esse processo de desenvolvimento, ele introduz primeira-
mente 0s conceitos de assimilacdo, acomodacao e adaptacdo. Estes con-
ceitos mostram como os desequilibrios entre experiéncia e estruturas
mentais provocam o desenvolvimento de estruturas cada vez mais ricas,
em que um novo objeto de conhecimento é assimilado pelo sujeito atra-
ves das estruturas ja constituidas, sendo o objeto entendido de uma certa
maneira. Quando o “novo” produz conflitos internos, esses sdo superados
pela acomodagao das estruturas cognitivas, e 0 objeto passa a ser enten-
dido de outra forma. O equilibrio entre assimilacdo e acomodacdo — a
adaptacdo — leva ao desenvolvimento das estruturas cognitivas e a

construcao de conhecimento.

Nestes primeiros conceitos que expdem, sobretudo, o desenvolvi-
mento decorrente das intera¢des do sujeito com o meio fisico, o matiz é
biolégico. Mas, na teoria piagetiana, 0s conceitos também evoluem. Para
explicar o desenvolvimento das estruturas decorrentes das interacdes do
sujeito com 0 meio, que ndo se restringe aos objetos mas envolve con-
ceitos, PIAGET fala em equilibragdo. Nos ultimos trabalhos, ele avanca
nesse conceito e passa a falar em abstracdo empirica e abstracao reflexi-
onante (réfléchissante) — e seu caso particular de abstracdo pseudo-
empirica —, e é especialmente com o conceito de abstracdo reflexio-
nante que PIAGET procura explicar o funcionamento cognitivo que ga-

rante a evolugdo das estruturas Ic’)gicas.

¥ RAMOZZI-CHIAROTTINO, em seu livro Psicologia e Epistemologia Genética de
Jean Piaget, Sdo Paulo SP : Editora Pedagdgica e Universitaria, 1987, indica esta linha evolutiva de
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Mediante a abstragcdo empirica, o sujeito isola propriedades obser-
vaveis nos objetos. Informagdes tiradas do objeto, como, por exemplo,
peso e cor, sdo nogdes abstraidas atraves da percepgdo, portanto empiri-
cas. Mas PIAGET deixa claro que a abstracdo empirica ndo se reduz a
simples leitura de observaveis: “os fatos s6 sdo acessiveis se assimilados
pelo sujeito, 0 que pressupde a intervencdo de instrumentos logico-
matematicos de assimilacéo construtora das rela¢fes que enquadram ou

Bal

estruturam esses fatos e do mesmo modo os enriquecem”.

Quando propriedades ndo observaveis sao abstraidas de objetos,
trata-se de abstracdo pseudo-empirica, caso particular de abstracéo re-
flexionante, especialmente presente no estagio operatorio-concreto. E
quando o pensamento age sobre representacdes mentais, mas ainda de-
pende de materializacdo nos objetos para que, através das agdes do su-
ko]

jeito, se transforme e se enriqueca.

Mediante a abstracéo reflexionante, o sujeito coordena suas agdes
e depois suas operacOes, para delas abstrair caracteristicas generalizado-
ras, transformando em objeto de pensamento o que, em patamar inferior,
era utilizado de forma implicita: “o0 que era instrumento a servigo do
pensamento em Seu processo, torna-se um objeto de pensamento e &,
portanto,tematizado,em lugar de permanecer no estado instrumental™ @
A projecao (réfléchissement), num patamar superior, daquilo que é colhi-
do num patamar inferior e nesse se reconstroi, reorganiza a construcao do
patamar inferior sobre o qual se apoiou (réeflexion), tornando-a parte de
uma nova totalidade. PIAGET fala também em abstracéo refletida (abs-
traction réfléchie) — ““chamaremos de abstracdo refletida o resultado
de uma abstracéo reflexionante, assim que se torna consciente”; é uma

meta-reflexdo, no sentido de ser instrumento de reflexdo sobre a reflexao,

conceitos nos trabalhos de PIAGET: inicialmente ha o conceito de adaptacédo, depois o de equilibracéo e
finalmente o conceito de abstracdo reflexionante.

¥ PIAGET, J. A Epistemologia... p. 29.

¥ E a situagéo, por exemplo, em que a crianca se apoia no abaco para realizar suas pri-
meiras operacdes numéricas; o abaco é um objeto observavel, mas as propriedades que estdo sendo abs-
traidas dependem das a¢des da crianca no abaco.

0 PIAGET, J. 1995: Abstracdo Reflexionante. Porto Alegre RS : Editora Artes Médicas,
1995, p. 275 e p.274.
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e assim permanece em retardo em relagcdo ao processo de abstragéo refle-

xionante.

Dada a complexidade do conceito de abstracéo reflexionante, vale

a transcrigdo, mesmo extensa, das palavras de PIAGET:

Existe um outro tipo de abstracdo, a abstracdo reflexionante, quando abstrai-se ndo
dos objetos mas das proprias acfes. O importante é a coordenacdo das acdes, que tem
origem nas préprias acdes do sujeito [...] Por que este processo de abstracéo reflexio-
nante seria uma fonte de novidades e uma fonte de atos intelectuais criativos? Nisso
existem dois aspectos que sdo distintos, mas de qualquer forma inseparaveis. Existem
dois sentidos para a palavra reflexdo. O primeiro é um sentido fisico. Existe uma refle-
xao fisica, acontecendo aqui no sentido de reflexdo num espelho. Existe uma transposi-
cdo, simples como a reflexdo num espelho, de um nivel inferior de construgédo
intelectual para um nivel superior de construcéo intelectual. Por exemplo, considere o
movimento da agdo a representacdo — isto é, do ser capaz de fazer alguma coisa ao ser
capaz de pensar sobre o fazer esta coisa. Neste sentido, 0 movimento de tornar-se cons-
ciente de suas acOes é uma reflexdo do nivel de acéo ao nivel de representacao.

Entretanto, um outro tipo de reflexdo esta envolvido, no sentido de reflexdo mental—
isto é, quando o sujeito reflete. Neste sentido, o sujeito ndo esta somente refletindo em
nivel superior, mas esta reconstruindo em nivel superior o que ja existia em um em ni-
vel inferior. Agora, o nivel superior é sempre mais amplo, é um campo mais abarcador,
de tal forma que quando Oﬂjeito reflete no nivel superior, é obrigado a enriquecé-lo
com novos elementos [...]”

A partir dos conceitos de abstracédo reflexionante e abstracéo re-
fletida, PIAGET explica a construcdo evolutiva de estruturas cognitivas a
partir da reorganizacéo de elementos retirados de estruturas anteriores. E
assim que se constituem novas capacidades intelectuais e que, concomi-

tantemente, da-se a ascensdo a novo patamar de conhecimento:

[...] a abstracéo reflexionante é fonte continua de novidades, porque atinge novas re-

flexGes sobre cada um dos planos sucessivos do reflexionamento e estes se engendram
sem que sua seqiiéncia seja jamais acabada [...] ha continuidade de engendragdo, e,
sobre cada patamar, a reflexo reorganiza um novo sistema, com progresso da coerén-
cia e da integracao, até a apreensdo da razdo das estruturas elaboradas anteriormente
[.]
Assistimos a um processo em espiral: todo reflexionamento de contetidos sup6e a inter-
vencdo de uma forma, e os conteidos assim transferidos exigem a construgdo de novas
formas devido a reflex&o [...] H& uma alternancia ininterrupta de reflexionamentos —
reflex6es — reflexionamentos; e (ou) de contelidos — formas — contelidos reelabora-
dos — novas formas, ..., de dominios cada vez mais amplos, sem fim e, sobretudo ,
sem comeco absoluto.

1 PIAGET, J., 1981 Creativity, em Gallagher, J. e Reid, D. The learning theory of Piaget
and Inhelder, Monterey, California,: Brooks/Cole, 1981, p. 225. Embora no texto original s6 apareca
a expressdo “reflexive abstraction”, tomamos “abstracdo reflexionante” como a traducdo pertinente,
nisso levando em consideracéo o sentido que lhe é dado por PIAGET ao longo do texto.

2 PIAGET, J. Abstracao ... p.205, 277.
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A Figura 2.1 ilustra a estreita relacdo entre 0 avanco nos estagios de desen-
volvimento e os funcionamentos cognitivos. O enriquecimento continuo das estruturas
I6gicas imbrica-se com o crescente espaco das a¢fes que envolvem abstracGes reflexio-

nantes, mas sem que desaparecam as abstracGes empiricas.

Figura 2.1
Estruturas logicas e funcionamento cognitivos

Estes conceitos — abstracao reflexionante e abstracéo refletida — esclare-
cem o comportamento dos alunos quando em situacdo de reconstrucdo de saber mate-
matico: “todos os atos de criacdo intelectual sdo processos de abstracdo reflexionante
[...] Existe uma transposi¢do, de um nivel inferior de construgdo intelectual para um

fal

nivel superior de construcéo intelectual”.

Assim funciona a transposicdo dos patamares de conhecimento, na direcéo
de explicacBes mais generalizadoras e, portanto, mais satisfatorias, como no caso da
transposicdo da geometria empirica para a geometria dedutiva. PIAGET indica, em di-
ferentes trabalhos, a presenca das abstragdes reflexionantes no processo de criacdo em

matematica *= “do ponto de vista psicologico, novas construcdes matematicas proce-

dem através de abstragdes reflexionantes (o que nos leva a supor que toda criagio
matematica expande o desenvolvimento mental a niveis cada vez mais elevados™); E"lou
ainda “a matematica € um modelo de criatividade que apoia-se na abstracdo reflexio-

nante [...] Toda a histéria da matematica € uma historia de abstragdes reflexionantes™

** PIAGET,J. Creativity, em Gallagher, J. e Reid, D. (1981, p. 225.)

* Nas tradugdes para o inglés dos trabalhos de Piaget, aqui tomados como referéncia, s6
aparecem os termos ‘reflexive abstraction’ e ‘reflective abstraction’ e, pelo contexto, eles correspondem
ao conceito de abstracao reflexionante. A titulo de ilustragdo, destacamos, do artigo citado na nota acima,
frase em que ‘reflexive abstraction’ tem o sentido de abstracéo reflexionante: “There is another kind of
abstraction, reflexive abstraction, where you abstract not from objects but from your actions”; traduzido:
“Existe um outro tipo de abstracdo, a abstracdo reflexionante, onde as abstragdes ndo sdo sobre 0s objetos
mas sobre as a¢bes”, p.224.

* PIAGET, J. e BETH, E. Mathematical Epistemology and Psychology. Dordrecht,
Holland : D.Reidel Publishing Company, 1966, p.205.
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f°] Em certos momentos, PIAGET é categérico: “a abstracdo reflexionante suporta e

d4 vida ao imenso edificio de construcdes l6gico-matematicas”. [7]

Ha exemplos reveladores da presenca destes funcionamentos no avango do

conhecimento cientifico.

Na matematica: certas nogdes sdo utilizadas muitas vezes de forma instru-
mental, sem que haja tomada de consciéncia de sua esséncia tedrica. Ap0s um processo
mais ou menos longo, o0 conhecimento instrumental torna-se objeto de reflexdo e entdo
emerge a generalidade constitutiva de novo objeto matematico. E assim que, na virada
do seculo XVIII, os matematicos comecam a trabalhar com transformacdes que conser-
vam determinadas propriedades e operacdes, estando ainda latentes as propriedades que

viriam a caracterizar o conceito de grupo apresentado por Caley em 1854.

A histdria do desenvolvimento da geometria também revela um processo de
sucessivas abstracoes reflexionantes e refletidas. Nascida na antigtiidade como ciéncia
pratica para a solucdo de problemas de medidas, com os gregos ela se faz conhecimento
de carater abstrato e culmina na sistematizacdo do “Elementos de Euclides”, que toma
como ponto de partida axiomas intuitivamente indiscutiveis, pois inspirados pelo mun-
do fisico, a partir dos quais novas verdades sdo estabelecidas mediante raciocinios de-
dutivos. Com as geometrias ndo-euclidianas do século XIX, tem-se a geometria
extremamente abstrata cuja escolha de axiomas ndo mais se baseia na intuicdo informa-

da pela realidade imediata.

Outras vezes, diferentes teorias agregam-se como casos particulares de uma
teoria generalizadora. KLEIN @ no século XIX, mostra como diferentes geometrias
kol

podem ser entendidas dentro de sua teoria de grupo de transformacoes.

Na fisica, modelos matematicos séo refinados, elevando o patamar de co-
nhecimento de determinado fenf)meno:ﬁI Galileu apresenta a primeira descricdo mate-
matica do movimento de objetos na presenca da gravidade, Newton mostra como as

mesmas leis da fisica que agem sobre os objetos terrestres também agem sobre os ob-

*® PIAGET, J. Creativity, em Gallagher, J. e Reid, D. (1981, p. 227.) Neste artigo sdo
destacados trés momentos da histéria que ilustram um sucessivo processo de abstracdes: a matematica
grega, no séc. Il A.C; o desenvolvimento da algebra, no séc. XVII; a teoria de grupos, com Galois, no
final do séc. XIX, e seu frutuoso desenvolvimento no séc. XX.

7 Apud DUBINSKY, E. Reflective Abstraction, em TALL, D. (ed) Advanced Mathe-
matical Thinking. Dordrecht, The Nederlands : Kluwer Academic Press, 1991, p. 98.
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jetos celestes e, com a teoria da relatividade geral, Einstein esclarece conceitos proble-
maticos das teorias anteriores mas preservando, no seu aspecto explicativo geral e sob

condicdes particulares, o bom funcionamento da explicacdo newtoniana.

Em discussdo sobre a matematica na descricdo do mundo, CONNES = da
indicacdo deste processo de reflexionamentos e reflexdes. Frente a pergunta — em uma
teoria mais evoluida poderdo aparecer diferentes categorias de numeros? — responde
que isso € muito provavel, pois na medida em que a nogdo de nimero real advéem de
experimentacdes no espaco fisico, avangos nas categorias de nimeros poderdo aconte-
cer com a melhoria de recursos para investigacdo experimental (e refere-se especial-

mente aos paradoxos da mecéanica quantica).

Mas cabe ressaltar: ndo € so a abstracdo reflexionante que permeia o pro-
cesso de construcdo de conhecimento. Ele também depende de abstracdo empirica
quando se colhem informac0es, e é a abstracéo reflexionante que estrutura e organiza as
informacdes quando se busca a coeréncia explicativa: "a abstracédo reflexionante € es-
sencialmente estruturante, enquanto que a abstracdo empirica fornece os dados [...]".|5_ZI
A abstracéao reflexionante acompanha sobremodo os processos de generalizagéo e teori-
zacdo que conduzem o fendmeno investigado a novo grau de entendimento: “a abstra-
cdo reflexionante purifica-se sempre, e cada vez mais, em fungdo de seu proprio
mecanismo de reflexdo sobre reflexdes, enquanto que a abstracdo empirica nao conse-
gue realizar progressos em refinamento e objetividade, sendo apoiando-se, cada vez
mais fortemente, sobre a colaboragdo necessaria da abstracdo reflexionante”. Edl @)
funcionamento destes dois tipos de abstracdo é intrincado e complexo: partindo das

* KLEIN, F. Le Programme d’Erlangen — considérations comparatives sur les re-

cherches géométriques modernes. Paris : Gauthier-Villars Editeurs, 1974.

A geometria euclidiana é vista através de grupo de transformacdes que preservam com-
primentos e angulos; a geometria afim como grupo de transformacdes que preserva linearidade e parale-
lismo; j& o grupo de transformacbes que preserva simplesmente as retas corresponde a geometria
projetiva; e ha finalmente o grupo que corresponde a topologia em que 0s invariantes dizem respeito a
deformacdes continuas. Partindo-se da estrutura mais rica e com forte senso intuitivo — a geometria
euclidiana — gradativamente enfraquecem-se as exigéncias sobre invariantes, chegando-se entdo a es-
trutura mais elementar e mais abstrata, a topologia.

® GLEISER, M. O mistério gravitacional e as perguntas da ciéncia. Jornal Folha de
Séo Paulo, Caderno Mais, 28/02/98.

1 CONNES, A., LICHNEROWICZ, A., SCHUTZENBERGER, M., 2000: Triangle de
pensées. Paris : Editions Odile Jacob, 2000.

2 PIAGET, J. e GARCIA, R. Psicogénese e Historia das Ciéncias. Lisboa : Publicacdes
Dom Quixote, 1987, p. 212.
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abstracfes empiricas, € com as abstracdes reflexionantes que se constréem as teorias,

como descreve ARNOLD o processo de criagio em matematica.

O alcance do trabalho de PIAGET no processo educativo esta em sua moti-
vagdo epistemoldgica — “o que é o conhecimento? como se passa de um conhecimento
menor a um conhecimento maior?” Sua teoria procura responder a estas questdes atra-
ves de exaustiva analise do processo evolutivo — do nascimento a adolescéncia — da
construcdo do conhecimento espontaneo. Mas o objetivo maior de PIAGET ¢é entender
como as teorias evolucionam, com o tempo, a bagagem cultural da humanidade. Ele Vg,
como paralelos, dois processos: as estruturas cognitivas evolvem de formas menos aca-
badas a formas mais acabadas, o que explica a evolugdo do conhecimento espontéaneo; e
as teorias progridem de um menor para um maior conhecimento. A evolugdo, em ambos
0S casos, ocorre por sucessivas abstracdes reflexionantes e refletidas. O acesso a novo
estagio cognitivo — ou patamar de conhecimento — da-se com a reconstrugdo do co-
nhecimento adquirido nos niveis precedentes, ou seja, “é reorganizacdo dos conheci-
mentos a luz das informagdes obtidas de um modo novo e de uma reinterpretacéo dos

conceitos-base” .E'I

Na teoria piagetiana, 0 modelo de sujeito é o epistémico, cujo ultimo estagio
de desenvolvimento cognitivo é o operatdrio-formal. Tratando-se de um modelo, nada
garante que o0s sujeitos reais, em situacao de aprendizagem, estejam em tal estagio ou
funcionalmente aptos a construir conhecimento matematico. Seus recursos intelectuais
encontram-se, muitas vezes, em estado potencial, passiveis de serem colocados em agéao
mediante provocagdo. Como assinala RAMOZZI-CHIAROTTINO:

Piaget tratou do sujeito epistémico, do sujeito do conhecimento, e ndo do sujeito psicolégi-
co ou dos individuos concretos. Os estagios indicam as possibilidades do ser humano, néo
dizem respeito a todos os individuos. As observagdes de Piaget [...] demonstram que o ser
humano tem possibilidades genéticas de raciocinar sobre relacfes e de levantar hip6teses
[...] mas isto ndo quer dizer que necessariamente todos cheguem Ia. [...] se muitos ou mes-
mo a maioria dos seres humanos ndo chega a raciocinar sobre hipéteses, isto ndo invalida
a afirmacao piagetiana [...] Piaget falou em possibilidade e ndo nacgﬂlo gue se passa con-
cretamente, com todos os individuos considerados particularmente.

** PIAGET, J. Abstrac4o... p.287.
> Ver segdo 2.1, p. 12.

> PIAGET, J. e GARCIA, R. Op. cit., p. 111. E especialmente neste livro, primeira edi-
¢do em 1983, que sdo dadas respostas as questdes epistemoldgicas.

% RAMOZZI-CHIAROTTINO, Z. Op. cit., p. 31.
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Das atitudes didaticas dependem a potencializacdo ou a esterilizacdo das ca-
pacidades intelectuais presentes em todos os individuos, atualizaveis ou ndo em fungéo
das solicitaces do meio. O préprio PIAGET, em diferentes momentos, enfatiza que o
caminho que leva a constituicdo destas capacidades, em particular ao pensamento ma-

tematico formal com suas especificidades, merece atencéo:

Nds percebemos que a psicologia do pensamento matematico depende, muito, de diferentes
sistemas légicos, diferentes dos usuais [...] Lendo Johannot, somos obrigados a reconhe-
cer, recorrentemente, que tanto nos adolescente como nas criangas, uma coisa é compre-
ender uma operacao sobre ‘realidades’ e outra coisa é traduzi-las em linguagem abstrata
e operar somente com os simbolos desta linguagem especial . E sobretudo percebemos que
mesmo ja tendo tomado forma o pensamento formal, quer dizer, este modo de raciocinio
que age sobre ‘proposices’ e ndo mais sobre ‘realidades’ manipulaveis, ainda subsistem
muitas etapas antes que 0 sujeito possa assimilar o ensinamento da matematica ( ...) Ainda
existem sucessivos patamares de abstracdo; dito de outra forma, estagios intermediarios
entreﬁ primeiras operacdes formais e aquelas que atingem uma verdadeira generaliza-
cao.

No ultimo capitulo de seu livro "Da logica da crianca a légica do adoles-
cente", PIAGET comenta:

[...] é surpreendente que tdo pouco trabalho tenha sido realizado quanto ao pensamento
do adolescente [...] Os poucos estudos minuciosos a respeito sdo muito valiosos, mas até
agora ndo nos permitiram ter um quadro coerente de conjunto [...] Alguns trabalhos sobre
0 pensamento matematico e fisico dos adolescentes mostram principalmente os residuos do
pensamento da crianca que encontramos durante a adolescéncia, e isso p%uma espécie de
permanéncia dos problemas do plano concreto num plano mais abstrato.

Na construgdo do conhecimento matemaético, é relevante o aspecto funcio-
nal, no qual combinam-se os processos de evolucdo das estruturas e de evolucao do co-
nhecimento. A face estrutural da inteligéncia revela as capacidades prévias dos alunos, e

0 angulo funcional permite entender o processo de constru¢do do conhecimento. A

" Em prefécio do livro JOHANNOT, L. 1947: Le Raisonnement mathématique de I'a-
dolescent. Paris : Delachaux e Niestlé, 1947. Embora sendo o trabalho de JOHANNOT nada recente,
merece destaque por se tratar de uma investigacdo cuidadosa e bem documentada da evolucdo do pensa-
mento algébrico nos adolescentes, onde se torna claro que o raciocinio algébrico evolui, entre 13 e 18
anos, de comportamentos ainda proximos daqueles das criangas — de natureza operatério-concreto —
para 0 que seria o raciocinio ldgico da fase operatorio-formal, em que operacGes sobre sistemas de repre-
sentacdo abstratos (no caso a linguagem da algebra) tornam-se possiveis. Esta evolugdo se evidencia na
forte relagdo que existe entre a natureza do material que da suporte a representacdo de um problema algé-
brico e o sucesso na sua resolucdo (0 que se torna muito explicito ao longo das entrevistas documenta-
das): alunos, em torno de 13 anos, tem sucesso na resolugdo quando usam bastdes de madeira; depois
passam para diagramas representativos da situacdo, para entdo finalmente resolver o problema, com su-
cesso, através de representacdo algébrica, isto em torno dos 18 anos. O trabalho evidencia a necessidade
de diferentes niveis de tratamento didatico para um mesmo problema (de tratamento concreto a trata-
mento abstrato), em funcdo dos diferentes niveis de estrutura l6gica em que se encontram os alunos, para
que assim possam dar conta dos raciocinios que levam a resolugédo do problema.
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questdo é: como criar situacdes didaticas provocadoras, nos alunos, dos funcionamentos
cognitivos que levem a construcdo de conhecimento matematico e que, ao mesmo tem-
po, conduzam ao enriquecimento de suas estruturas logicas? O meio ambiente, como
provocador de mudancas cognitivas e de ascensdo de patamares de conhecimento, suge-

re algumas respostas.

A teoria piagetiana contempla, principalmente, o processo individual de
construcao de conhecimento. Na obra de PIAGET ha diversas referéncias ao papel do
meio no desenvolvimento do sujeito: “a construcdo progressiva das operagoes inte-
lectuais supde uma interdependéncia crescente entre os fatores mentais e as interagdes

Be]

interindividuais™, ®= embora investigacdes mais especificas ndo tenham sido por ele

perseguidas.

E na linha de pesquisa socio-genética EIda psicologia, estabelecida nos anos
80 na escola de Genebra como desdobramento natural do trabalho de PIAGET, que
principia a busca: que complexa articulagdo ha entre ambiente e desenvolvimento da
inteligéncia individual?

Nés nos engajamos, no contexto da psicologia socio-genética, na tentativa de refutar o de-
safio que se coloca como alternativa ao estudo empirico: ‘desenvolvimento endégeno ou
transmissdo social?’ [...] temos o projeto de colocar em evidéncia empirica quais sdo 0s
processos mediadores que fazem com que aspectos sociais provogquem consE&rJug(”)es tedri-
cas, afetem e até mesmo suscitem ou construam os processos cognitivos [...]

O pressuposto dessa linha de pesquisa € a impossibilidade de isolarem-se as
dindmicas sociais e culturais dos comportamentos e estratégias dos sujeitos, cabendo
investigar-se o encontro dos processos psicologicos individuais com as regulacdes soci-
ais advindas das interacOes entre sujeitos pensantes. Como modelo descritivo de desen-
volvimento da inteligéncia, as investigacdes retém os aspectos construtivos e estruturais

da teoria piagetiana. Sua originalidade reside na abordagem funcional do desenvolvi-

*® PIAGET, J. e INHELDER, B. Da Loégica da Crianca a Légica do Adolescente. Sdo
Paulo SP : Livraria Pioneira Editora, 1976, p. 249.

¥ PIAGET, J. 1973 : Estudos Sociolégicos. Rio de Janeiro RJ : Editora Forense, 1973, p.
29.

% Esta linha de pesquisa também tem sido referida na literatura como linha sécio-
construtivista, como por exemplo em GARNIER, C., BEDNARZ, N. e ULANOVSKAYA, I.. (editores)
Apds Vygotsky e Piaget — perspectivas social e construtivista. Porto Alegre RS : Editora Artes Médi-
cas, 1996.

8! PERRET CLERMONT, A. N. e NICOLET, M. (editores) Interagir e Connaitre : en-
jeux et régulations sociales dans le développement cognitif. Suisse : DelVal, 1988, p.11.
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mento: as variaveis sociais sdo elementos constitutivos do mecanismo de desenvolvi-

mento, e ndo apenas fatores externos capazes de influencia-lo.

Na perspectiva socio-geneética, as capacidades cognitivas sdo artefatos cul-
turais constituidos na dindmica das interacdes e regulagdes sociais. O desenvolvimento
da inteligéncia depende de outros fatores, ndo € mais estritamente enddgeno. Ganha
interesse 0 estudo das interacdes sociais que desencadeiam no sujeito conflitos sécio-
cognitivos, situacdes que lhe exigem um repensar sobre suas certezas e saberes, e que 0

levam a nova reestruturacéo mental.EI

Identificar situacfes de conflito s6cio-cognitivo, que vdo muito além de uma
simples relacdo social, é uma tarefa delicada. Permeadas pelas contradi¢cdes entre 0s
sujeitos envolvidos, estas situacdes provocam a recuperacdo de estabilidade cognitiva,
tanto individual quanto coletiva. O dindmica de uma tal situacéo €: a) a partir das dife-
rentes visdes surge o conflito social — é o desequilibrio inter-individual; b) confrontado
em suas idéias, o sujeito entra em conflito interno — é o desequilibrio intra-individual.
Estando os sujeitos em interacdo, a superacao do conflito vai além da busca de equili-
brio interno. Eles buscam o equilibrio social através da coordenacéo e conciliacdo de
pontos de vista e, ao superar o conflito inter-individual, ultrapassam também o conflito
intra-individual.E'E mais: “é necessario que a desestabilizacdo aja sobre o préprio
processo de resolucéo [...] as perturbacdes devem afetar os modos de agir e ndo so-

B4]

mente os resultados aos quais estes tltimos conduzem™.

Assim, situacfes de conflito socio-cognitivo tributarias do desenvolvimento
ndo surgem nas interagdes sociais de forma necessariamente espontanea, e a esponta-
neidade do conflito de idéias ndo basta para que a dindmica acima delineada se estabe-
leca. Tais situacGes requerem, muitas vezes, uma concep¢do prévia, em funcdo do
funcionamento cognitivo a ser provocado:

O tipo de funcionamento sécio-cognitivo colocado em acdo em situacdo de resolucdo (de
problema) bem como a sua eficacia em termos de beneficios individuais, dependem os dois
do tipo de funcionamento cognitivo induzido pela situacéo [...] para se obter progresso in-
dividual na resolugédo interativa é preciso perguntar-se, para cada tipo de progresso cog-
nitivo visado, qual é a melhor maneira de construir a situacdo-problema, de tal forma que

%2 PERRET CLERMONT, A. N. La Structuration des Echanges Symboliques, em

PERRET CLERMONT, A. N. e NICOLET, M. Op. cit.

% GILLY, M. Interaction entre Pairs et Constructions Cognitives: modeles explica-
tifs, em PERRET CLERMONT, A. N. e NICOLET, M. Op. cit.

 bid, p. 26.
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ela favoreca tanto colocarem-se em agéo os funcionamentos cognitivos a serem modifica-
dos como o funcionamento socio-cognitivo mais favoravel para que isto aconteca. E1

Ou seja, as interacdes que se proponham a desencadear conflitos socio-
cognitivos requerem a estreita relagcdo entre a condicdo de apresentacdo do problema, o
funcionamento socio-cognitivo e o funcionamento cognitivo individual. Em ambientes
de ensino e aprendizagem, pela propria natureza das relacdes que ai se podem estabele-
cer, ha a possibilidade de tais interacdes. Pesquisa de CAROTENUTO'E, em dois gru-
pos —sujeitos escolarizados e sujeitos analfabetos — registra diferencas substanciais,
quanto a competéncia para raciocinios logicos e generalizadores, a favor do primeiro
grupo, colocando em relevancia a questdo “o quanto o desenvolvimento cognitivo tam-

bém depende de situacdes de aprendizagem?”:

A falta de generalizacdo (nos adultos analfabetos) constitui um dos aspectos mais surpre-
endentes de nossos resultados [...] O problema que agora nos colocamos é o da passagem
de tal modo de pensar para aquele observado na maioria dos sujeitos escolarizados [...] A
hipotese que formulamos € que a aquisicao de capacidade de pensamento logico é determi-
nada tanto pela experiéncia no senso estrito (empirica) quanto pelas interacfes em certos
contextos sociais particulares. A propria escolarizacdo €, seja em termos de exercicio de
aprendizagem, seja em termos de pratica de interacfes sociais extra-familiares, H condi-
cionamento em parte exterior ao individuo, uma disciplina mental especifica [...]

Pesquisas nesta linha sdcio-genética também registram que grupos de alunos
com defasagem no desenvolvimento cognitivo, identificada no inicio dos experimentos,
superam estas diferencas ao longo do préprio experimento. A possivel relacdo entre
estagio de desenvolvimento e origem sécio-cultural desaparece, podendo-se considerar
que a atualizacdo de nivel operatorio € resultado da interacdo social instaurada na pro-

pria situacao de experimentoE|

% 1bid, p. 27.

% CAROTENUTO, V. 1988: Experience Sociale et Elaboration de Notions Logiques em
PERRET CLERMONT, A. N. e NICOLET, M. Op. cit. O experimento contou com um grupo de 50 adultos
que nunca freqlientaram a escola. Foram propostos problemas relativos a inclusdo de classes, rotacdo de
figuras, conservacdo. No geral, a nogdo de estruturas de classes e principios generalizadores ndo foram
detectados nestes sujeitos; o autor fala em uma certa margem de imprevisibilidade no comportamento
intelectual destes sujeitos, cada vez que confrontados com uma nova tarefa, o que ele identifica como a
auséncia de sistematizacdo nos processos de pensamento. Chama a atencdo que o desempenho foi melhor
entre os sujeitos do meio urbano do que entre os provenientes do meio rural, e 0 autor interpreta este fato
como resultado de experiéncias vividas — mais ricas no meio urbano —, decisivas para certo tipo de
desenvolvimento mental.

¢ 1bid, p. 209.

%8 PERRET CLERMONT, A. N. e MUGNY, G. 1985: Effets sociologiques et processus
didactiques, em MUGNY, G. (editor) Psychologie Sociale du Dévelopement Cognitif. Berne : Peter
Lang, collection Exploration, 1985. GROSSEN, M. e NICOLET, M.1988: Origine Social et Performan-
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Ao colocar em cena a dimensdo psicossocial do desenvolvimento, muitas
das pesquisas passam a acontecer no proprio contexto escolar. Diferentemente daquelas
que ocorrem em “situacdo de laboratdrio”, nestas as variaveis de controle também con-
sideram o préprio processo de ensino e aprendizagem, visando-se um melhor entendi-
mento do desenvolvimento presente no seio da relacdo didatica agregadora de saberes,

bl

alunos e professor.

Cabe, aqui, breve referéncia a teoria vygotskyana Iﬂde desenvolvimento, ja
que a teoria sécio-genética indica compatibilidades entre as teorias piagetiana e
vygotskyana. De PIAGET, a teoria socio-genética toma o aspecto enddgeno do desen-
volvimento e, ao colocar em cena as interagdes sociais como elementos constitutivos da
dindmica de desenvolvimento, aproxima-se da idéia vygotskyana de internalizacdo me-

diada da cultura.

VYGOTSKY postula que a internalizacdo dos saberes cientificos torna-se
fator decisivo para o desenvolvimento cognitivo do sujeito; a operagdo com simbolos, o
entendimento da estrutura de um corpo teorico, a generalizacédo e a abstracdo permeiam
0 pensar cientifico, conduzindo o sujeito a niveis psicoldgicos superiores: “a conscién-

21

cia reflexiva chega a crianca através dos portais do conhecimento cientifico” =, medi-
ante “um processo dialético complexo caracterizado pela periodicidade, desigualdade
no desenvolvimento de diferentes funcdes, metamorfose ou transformacéo qualitativa
de uma forma em outra, imbricamento de fatores internos e externos, e processos

adaptativos que superam os impedimentos que a crianca encontra”

. Mas desde que
isto aconteca no que Vygotsky denomina “zona de desenvolvimento proximal — dada
pela distancia entre o nivel de desenvolvimento real, que se costuma determinar através

da solucdo independente de problemas , e o nivel de desenvolvimento potencial, deter-

ces Cognitives: contribution psycho-sociologique a une redefinition de la problematique, em
PERRET CLERMONT, A. N. e NICOLET ,M. (editores) Op.cit.

% PERRET CLERMONT, A. N. e NICOLET, M. (editores), Op. cit. VERGNAUD, G.
1990: Epistemology and Psychology of Mathematics Education, in Mathematics and Cognition. ICMI
Study Series, 1990.

" \VYGOTSKY, S. Y. A Formacdo Social da Mente. Sdo Paulo SP : Martins Fontes,
1996.

™ VYGOTSKY, S. Y. 1993: Pensamento e Linguagem. Sdo Paulo SP : Martins Fontes,
1993, p.79.

2 \VYGOTSKY, S. Y. A Formagéo Social... p. 96.
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minado através da solucéo de problemas sob orientagdo de um adulto ou em colabora-

¢80 com outros companheiros mais capazes. [7]

Estas consideracdes enfraquecem as correntes que colocam as duas teorias
em oposic¢do, permitindo considera-las como diferentes facetas do processo de desen-
volvimento da inteligéncia. Outros autores endossam esta atitude: conforme PERRET-
CLERMONT e NICOLET, “grandes autores como Vygotsky e Piaget nos apresentam
elaboracdes teoricas suscetiveis de darem conta dos intrincados processos psicologicos
e de regulacgdo social. Mas cada um, a sua maneira, tem a tendéncia de privilegiar uma

dimensé&o particular [...] k2l

Ou, ainda, nas palavras de CASTORINA:

Um exame conceitual do programa piagetiano néo revela incoeréncia entre seu ndcleo teé6-
rico e a postulacao do ‘saber a ser ensinado’ (...) Admitindo as diferentes raizes das per-
guntas e perspectivas, ndo existe incompatibilidade entre o construtivismo e a aquisicao de
conhecimento na zona de desenvolvimento proximal. Mas é necessaria a realizacdo de in-
dagacdes que mostrem efetivamente o desenvolvimento dos mecanismos universais de
apropriacdo no interior daquela interacdo com os saberes escolares e um avango na re-
construcéo psicogenética das idéias prévias que correspondem aos contelidos curriculares
em diferentes dominios.

As perguntas de COLL e LERNER encaram firmemente uma das questdes
centrais da educacdo, quando esta leva em conta a teoria piagetiana: “como ensinar o
que deve ser construido?"lﬂ, “como sustentar ao mesmo tempo que o aluno é protago-
nista do aprendizado e que o professor é que deve planejar as atividades (...) e zelar
para que a natureza dos conhecimentos que esta tentando comunicar nédo seja desvirtu-
ada?”. |L_LIA secdo 2.3 deste Capitulo apresenta, no que diz respeito a construcdo do co-

nhecimento em matematica, algumas respostas a estas perguntas.

" \bid, p. 112.
™ PERRET CLERMONT, A. N. e NICOLET, M., (editores), Op. cit., p.10.

® CASTORINA, J. O Debate Piaget-Vygotsky, em CASTORINA, J., FERREIRO, E.,
LERNER, D. e OLIVEIRA, M. (editores), Piaget e Vygotsky — Novas Contribui¢Ges para o Debate.
S&o Paulo SP : Editora Atica, 1995, p.27.

® COLL, C. Constructivismo e Intervencién Educativa: ¢C6émo Ensefiar lo que as ha
de construir ? Buenos Aires, Argentina : Flacso, 1993.

" LERNER, D. O Ensino e a Aprendizagem Escolar, em CASTORINA, J.,FERREIRO,
E., LERNER, D. e OLIVEIRA, M. (editores), Op. cit., p. 119, 1995.
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2.2.2 Tecnologia informatica

Artefatos os mais variados acompanham e determinam o desenvolvimento
da humanidade. Se nos seus primérdios 0 homem construia artefatos que o tornassem
mais apto a sobrevivéncia, hoje os artefatos vdo muito além da substituicdo do trabalho

fisico: sdo maquinas que ampliam o alcance e poder da mente humana.

Inicialmente essas novas maquinas serviam quase exclusivamente a realiza-
cao de calculos que ultrapassavam a capacidade humana, dai seu nome: computadores.
Eram ferramentas disponiveis essencialmente para pesquisadores. Hoje elas fazem parte
do dia-a-dia, interferindo, em nova escala, nos processos intrincados dos desenvolvi-

mentos individuais e sociais.

LEVY aponta a forte relacdo que existe o aparato intelectual — a inteligén-
cia — e os aparatos tecnoldgicos intelectuais de que se dispde a cada época — as tec-
nologias da inteligéncia:

A inteligéncia ou cognicao sdo o resultado de redes complexas onde interage um grande
namero de atores humanos, biolégicos e técnicos (...) O pensamento se da em uma rede na
qual neurdnios, médulos cognitivos, humanaos, instituicdes de ensino, linguas, sistemas de
escritaEE,ivros e computadores se interconectam, transformam e traduzem as representa-
coes.

A tecnologia informética disponibiliza, cada vez mais, ferramentas que su-
portam a exteriorizacédo, a diversificacdo e a ampliacdo dos funcionamentos cognitivos,
através das linguagens de programacao acessiveis aos ndo especialistas, dos documentos
hipertextuais com tratamento simultaneo de texto, imagem e som, das ferramentas de
autoria, modelagem e simulacdo. Em especial, o crescente desenvolvimento de lingua-
gens de programacdo voltadas para objetos evidencia o potencial dos computadores

como ferramentas para modelagem e simulacao.

Essas ferramentas ndo s6 aumentam as possibilidades de dimensionamento
dos modelos: elas oferecem interacdo mais natural com eles. Agora, além das variaveis
e equacOes matematicas a reger o modelo, os objetos metaforicos utilizados também
podem ser modificados pela manipulacdo direta na tela do computador. As simulacgdes e
seus objetos metaféricos tornam-se instancias de representacdo de imagens mentais,

com iconografia em profusdo (simbolos, graficos, diagramas) e com o dinamismo de

® LEVY, P. Tecnologias da Inteligéncia: o futuro do pensamento na era da informéa-
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imagens presentes na tela do computador. A versatilidade do ambiente d& fluidez aos
processos mentais e suporta formas de pensar que ultrapassam as do discurso oral ou
escrito, ou do desenho estatico. As simulagdes e as exploracdes exteriorizam a atividade

intelectual que antecede o controle e a exposicdo racional :

A teoria, sobretudo em sua versdo mais formalizada, é uma forma de apresentagéo do sa-
ber [...] A simulacdo, pelo contrario, corresponde antes as etapas da atividade intelectual
anteriores a exposi¢cao racional: a imaginacao, a bricolagem mental, as tentativas e erros.
(... YO modelo digital do qual nos servimos para fazer simulagdes enc&nra-se muito mais
proximo dos bastidores da atividade intelectual do que a cena tedrica.

Sobre o uso do computador na pesquisa matematica, diz POLLAK:

Nds nos encontramos, na maquina, examinado uma colegdo de casos especiais, complexos
demais para que possamos lidar com nossos meios convencionais. O computador nos en-
coraja a praticar, sem vergonha e em plena luz do dia, coisas que sé nos permitiamos no
ambiente privado de nosso gabinetes, as quais nds nunca admitiamos frente aos estudan-
tes: a experimentagdo. Em um grau que nunca aprece nos cursos que ministramos, mate-
matica é uma ciéncia experimental [..ﬁ) computador se tornou o principal veiculo para o
aspecto experimental da matematica.

O suporte dos ambientes informatizados a pesquisa em matematica favorece
a exploracdo, a elaboracdo de conjeturas e o refinamento destas, e a gradativa constru-
¢ao de uma teoria matematica. Por exemplo: a teoria do caos nasceu do estudo de equa-
cOes diferenciais por Lorentz; ao implementar sistemas que se diferenciavam
minimamente nas condigdes iniciais, Lorentz constatou que a evolugédo do sistema tor-
nava-se imprevisivel, surgindo dai os resultados tedricos sobre a instabilidade dos sis-
temas dindmicos. Um segundo exemplo: a representacdo grafica de macicas
computacOes tornou possivel a teoria de fractais, em que figuras surpreendentes provo-

caram conjeturas que desencadearam a busca de demonstragoes.

As possibilidades que se descortinam com as tecnologias intelectuais con-
temporaneas, como a explicitacdo de idéias através de sistemas de representacdao dina-
micos, propdem a questdo: em que grau 0 pensar humano se apoia em raciocinio do tipo

I6gico-proposicional?

tica. Sdo Paulo SP : Editora 34, 1993, p. 135, 137.
™ Ibid. p.124-125.

8 Apud DE VILLIERS, M. The Role of Proof in Investigative, Computer-based Geo-
metry: Some Personal Reflections, em KING, J. e SCHATTSCHNEIDER, D.(editores), Geometry
Turned On. Washington USA : Mathematical Association of America Notes 41, 1997, p. 21.
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Figura 2.2
Construgdo de conhecimento e tecnologia informatica

Muito da pesquisa em ciéncia cognitiva direcionou-se ao entendimento do
pensamento humano sob a ética 16gico-proposicional, contribuindo para tal enfoque a
forma como tem se cristalizado o conhecimento cientifico. GARDNER EIconsidera
que, tendo sido a ciéncia cognitiva concebida a sombra da l6gica contemporanea, a
primeira geracdo de cientistas cognitivos modelou o ser humano como decididamente
racional, e com isto se dedicou a investigacdo baseada em experimentos voltados a re-
velacdo do carater l6gico do pensamento humano. Segundo PAPERTEZI, a epistemolo-
gia se desenvolveu sob o dominio do pensamento proposicional, estreitamente
vinculado a tecnologia do texto linear; com o advento das novas tecnologias de suporte
ao pensamento, ele considera uma possivel mudancga no entendimento dos processos
cognitivos da construcdo do conhecimento que langaria novas luzes sobre as questdes
epistemoldgicas. Ainda segundo PAPERT — pesquisador e educador na linha piagetia-
na —, se até entdo se considerava que o progresso intelectual evolui por raciocinios que
avancam de um plano concreto a um plano abstrato formal, hoje a possibilidade de ma-
nipular objetos na tela do computador revela formas de pensamento presentes na crian-
ca e nos adultos, estes engajados em sofisticadas atividades intelectuais. E o que ele
denomina bricolage ou pensamento concreto em que, no ato de pensar, 0 sujeito cria
modelos, faz simulacdes e analogias, experimenta e erra, adentrando por caminhos e

formas de pensamento que néo correspondem aos padrdes formais e analiticos registra-

8  GARDNER, H. Op. cit.
8 PAPERT, S. The Children Machine...
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dos pela epistemologia %

A epistemologia tradicional baseia-se na proposicéo, tdo intimamente ligada ao meio do
texto — escrito e especialmente impresso. Bricolage e pensamento concreto sempre existi-
ram, mas foram marginalizados em contextos eruditos pela privilegiada posicao do texto.
A medida que passamos pa@a era da informatica e que meios novos e mais dinamicos

surgirem, isso mudara [...]

LEVY E‘ frente as potencialidades das tecnologias da inteligéncia da era da

informatica, teoriza sobre uma linguagem que estaria por nascer — a ideografia dina-
mica (idéographie dynamique). Esta seria uma tecnologia de apoio a imaginacdo, ao
raciocinio e a comunicacdo, diferente das linguagens escritas até entdo disponiveis,
constituindo-se de signos dindmicos, impregnados de significagdo em seus movimentos
e metamorfoses. Com a ideografia dindmica, dispor-se-ia de um meio de registro dos
funcionamentos cognitivos associado a modelos e imagens mentais, entendendo-se por
modelo uma estrutura organizada composta de ideogramas, a guardar relagcdes entre 0s
componentes; e por, imagem, uma instancia de representacdo do modelo, impregnada de
significacdo no seu dinamismo. Raciocinar sobre determinado problema significaria
construir e manipular modelos mentais da situacdo sob exame, tendo-se como suporte a
tecnologia informatica; compreender uma teoria significaria a interiorizacdo de modelos
ja construidos; e comunicar significaria estabelecer sintonia entre modelos mentais, pas-

siveis de serem concretizados.

Para LEVY, a logica é uma ferramenta intelectual que permite maior con-
trole e explicitagcdo de processos complexos de pensamento, mas se limita a registro de
carater proposicional. Ja esta nova linguagem seria, por um lado, mais adequada ao re-
gistro dos processos de pensamento apoiados em modelos e imagens mentais e, por ou-
tro, um ponto de apoio para novos tipos de representacdo mental e de raciocinios sobre

essas representacoes.

Nos recursos tecnolégicos informaticos esta latente o desenvolvimento de
formas de representacdo sintonizadas com o pensar por imagens mentais, cada vez mais

referido na literatura como pensamentos de natureza visual (visual thinking). Sdo pen-

8 Esta posicdo est4 em sintonia com o que foi discutido na secdo 2.1, quando destacamos
0s contextos da descoberta e da justificagdo como constituidores do processo de criagdo matematica.

8 PAPERT, S. The Children Machine..., p. 156.

] % LEVY, P. L’ldéographie Dynamique: vers une Imagination Artificielle? Paris,
Franca : Editions La Découvert, 1991.
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samentos que utilizam imagens — desenhos e diagramas — e trabalham com represen-
tacdo mental econémica. 1sso denota elementos organizados e estruturados a reter um
grande namero de premissas, tarefa que seria muito mais dificil sob a forma proposicio-
nal.F%] Esses recursos possibilitam a expresséo, até mesmo o desenvolvimento, de pen-
samentos de natureza visual que muito contribuem a apreensdo de idéias profundas,
com o que ndo é dificil imaginar-se uma consequiente ascensdo de capacidades intelec-

tuais.

Pensamentos de natureza visual fazem parte, em diversos grau, dos funcio-
namentos cognitivos. Anteriormente aos recursos informaticos, eles ocorriam de modo
restrito, num plano puramente mental e ndo concretizavel em suporte exterior. Em res-
posta a investigacdo, empreendida pelo matematico HADAMARDIEI nos anos 40, so-
bre as formas de pensar que perpassam o processo de criacdo cientifica, Einstein diz
que as palavras e a linguagem, na forma escrita ou falada, ndo pareciam ter nenhum
papel em seus mecanismos de pensamento; ele valia-se de signos e imagens que podi-
am ser voluntariamente reproduzidos e combinados. Ele também fala de uma certa co-
nexao entre estes elementos e conceitos logicos relevantes, mas dizendo que, do ponto
de vista psicolégico, 0 jogo combinatoério com o0s signos e imagens parecia ser 0 as-
pecto essencial do pensamento, antes de qualquer conexdo com a construgdo I6gica em

palavras.

Outro relato, também documentado por HADAMARD, € o do geneticista
Galton: Galton conta sua necessidade de, apds periodo de profundo trabalho intelectual,
tendo chegado a resultados claros e satisfatérios, passar para praticamente outro plano
intelectual no momento, para ele entdo penoso, de expressar seus resultados. A investi-
gacdo empreendida por HADAMARD deixa claro que, ndo obstante as diferencas pre-
sentes na maneira de tratar as imagens mentais, 0 processo de criacdo envolve
pensamentos de natureza visual e frequentemente imagens de natureza geomeétrica.
PENROSE, em seu livro ‘The emperor’s new mind’, também fala da forma visual de

pensar:

Quase todo meu pensamento matematico acontece visualmente e em termos de pensamento
sem palavras [...] Freqiientemente é porque ndo existem palavras disponiveis para expres-

8Os desenhos que acompanham a demonstracéo de um teorema em geometria s&0 uma
forma de representacdo em sintonia com 0s pensamentos de natureza visual.

8 HADAMARD, J. Op. cit.
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sar os conceitos envolvidos [...] seguidamente faco calculos usando diagramas especiais
[...] De fato, seria um processo muito penoso traduzir tais diagramas em palavras [...]
Acho que as palavras sdo praticamente indteis para o pensamento matematico. £

Na pesquisa matematica atual, objetos e processos abstratos até entao res-
tritos aos “olhos da mente” sdo agora externalizados através de precisas, objetivas e
dindmicas visualizac¢des na tela de um computador, implicando novos insights na abor-
dagem da complexidade e do precario entendimento de muitos destes objetos e proces-
sos. Nesta perspectiva, por exemplo, PALAIS vem desenvolvendo software
especialmente dirigido ao que ele denomina visualizacdo matematica (mathematical
visualization). Sua preocupacao central é disponibilizar na tela do computador ndo os
simples objetos matematicos, mas 0s processos matematicos que os constituem, atraves
de rotacdes e morfismos animados: “conforme a matematica se torna mais e mais com-
plexa, torna-se cada vez mais importante ter ferramentas que suplementem nossa intui-

¢ao e que nos ajudem a comunicar nossa idéias intuitivas”.

No contexto da educacdo matematica, surge nos anos 80, com a “tartaruga
Logo” de PAPERT EI um primeiro suporte informatico para pensamentos de natureza
visual: 0 movimento da tartaruga encerra conceitos importantes de geometria. Desde
entdo, crescem as potencialidades das interfaces informéticas que dao suporte ao pen-

samento matematico de natureza visual.

Utilizando o ambiente “Logo”, STEVENSON EIdesenvolveu um “micro-
mundo” que permite a visualizacdo de estruturas abstratas correspondentes as geome-
trias ndo-euclidianas; ao explorar o0 movimento da tartaruga, os alunos comegcam a en-
tender que o universo da tartaruga tem propriedades diferentes das conhecidas
propriedades euclidianas; através das imagens e pensamentos visuais, concretizados nos
deslocamentos da tartaruga, eles passam a “viver”, com naturalidade, nos mundos elip-

tico e hiperbdlico.

% PENROSE, R., The Emperor's New Mind. New York, USA : Penguin Books, 1989,

p.424-425.

8 PALAIS, R. The visualization of mathematics. Notices of the MAS, vol. 46, n° 6,
1999, p. 657.

% PAPERT,S. Logo — computadores e educacdo. S&o Paulo SP : Editora Brasiliense,
1988.

8 STEVENSON, I. Constructing Curvature: the iterative design of a computer-
based microworlds for non-euclidian geometry. Doctoral Dissertation, , London : Institute of Educati-
on, University of London, 1995.
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KAPUT vem desenvolvendo, no projeto “SimCalculus” IQ_ZI ferramenta in-
terativa para visualizacdo, transformacdo e simulacdo de objetos matematicos; através
da manipulacdo de objetos metafdricos na tela do computador, acompanhada de repre-
sentacdo gréfica, torna-se natural, para alunos ainda em idade escolar, a construcao de
conceitos fundamentais do célculo diferencial e integral.

Com proposito similar, mas com maiores possibilidades de modelagem e
simulacédo de fendbmenos em diferentes areas de conhecimento, o software “Modellus”
bal desenvolvido por TEODORO, VIEIRA e CLERIGO — proporciona ambiente em
que os alunos trabalham com multiplas representagdes de objetos matematicos — ana-
liticas, analdgicas e graficas — e interagem com estas representacdes, obtendo da tela

do computador um dindmico feedback.

Esses trés ambientes, juntamente com o ambiente de geometria dindmica,
mostram o potencial da tecnologia informética na educagdo matematica. Outros ambi-
entes, com caracteristicas similares, diferem destes essencialmente pela quantidade de

recursos disponibilizados. bal

Pela prépria natureza da geometria enquanto area de saber matematico, o0s
ambientes informatizados que suportam instancias de representacdo das imagens men-
tais que acompanham o pensamento geométrico — 0s ambientes de geometria dindmica
— apresentam-se como ferramentas de grande potencial para a exteriorizacdo e “versa-
tilizacdo” de pensamentos de natureza visual. Esta questdo sera abordada no capitulo 3,

secdo 3.3.

% KAPUT, J. SimCalc, em http://www.simcalc.umassd.edu/

% TEODORO, V. D. From formulae to conceptual experiments: interactive modelling
in the physical sciences and in mathematics. Invited paper presented at the International CoLos Con-
ference New Network-Based Media in Education, Maribor, Slovenia. 1998.

% SANTAROSA, L. e GRAVINA, M. A. Aprendizagem da Matematica em Ambientes
Informatizados. Anais do IV Congresso Iberoamericano de Informatica Educativa, Brasilia, 1998. No
site “Educacdo Matematica e Novas tecnologias” (http:// www. mat. ufrgs. Br/ ~edumatec), sob respon-
sabilidade da pesquisadora, tem-se como objetivos a difusdo desses ambientes e a apresentacdo de suges-
tbes de sua utilizacdo em sala de aula.
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2.3 Asituacdo didatica

Desenvolvimento cognitivo, aprendizagem e ensino Sa0 processos que se
apresentam intrincados quando se tem como objetivo a apropriagdo de um certo saber
matematico. A aprendizagem trata da construcdo e reconstrucdo de saberes socialmente
estabelecidos, e depende de funcionamentos cognitivos do sujeito e de um meio que
encerre intencdes, dentre elas a intencédo de desencadear uma dindmica espiral de equi-

librios e desequilibrios cognitivos, ilustrada na Figura 2.3.

Figura 2.3
Os equilibrios / desequilibrios do sujeito

Como bem destaca BALACHEFF:

“Os alunos precisam aprender matematica como um saber social . Eles ndo estao livres
para escolher os significados de suas construgdes. O significado nao so deve ser eficiente
para reﬁlver problemas, mas também deve ser coerente com aquele socialmente reconhe-
cido”.

Nem sempre as estruturas cognitivas dos alunos se apresentam prontas para
a construcdo de saberes matematicos conforme ilustram, especialmente, suas dificulda-
des frente ao aprendizado de teoremas e demonstracées, quando séo solicitadas estrutu-
ras de pensamento de carater operat(’)rio-formal.@I E o proprio processo de

aprendizagem, desencadeado com a intencdo de ensinar-se um certo saber matemaético,

% BALACHEFF, N. 1991: Treatement of Refutations: Aspects of the Complexity of a
Constructivist Aproach of Mathematics Learning, em VON GLASESFELD (editor), Radical Cons-
trutivism in Mathematics Education, Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1991, p. 89.
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que permite potencializar, e mesmo desenvolver, 0s aspectos cognitivos.

A ocorréncia de obstaculos e a sua superacdo permeiam a histéria do desen-
volvimento da matematica. Saberes estabelecidos que ddo suporte ao avango do conhe-
cimento também podem barrar este avanco. Processo similar ocorre nas situacdes de
aprendizagem: cada aluno tem uma bagagem intelectual de conhecimentos prévios e de
ferramentas mentais que favorece ou dificulta novo aprendizado. O aprendizado da ma-
tematica muitas vezes exige constru¢bes mentais nem sempre espontaneas ou naturais.
Frequentemente, as concepg¢des dos alunos conflitam com o saber objeto de aprendiza-
gem; a ruptura com estas concepgdes resistentes a mudangas depende de momentos de
conflitos e desequilibrios, e € na superacdo de conflitos inter-individuais e intra-

individuais que os alunos constréem o novo conhecimento.

Cabe enfatizar os diferentes aspectos que permeiam uma situacdo de apren-
dizado: a natureza do saber objeto da aprendizagem; os alunos e seus processos cogniti-
vos, e 0s momentos de conflitos cognitivos; 0 meio no qual os alunos interagem; as
intervencdes pedagdgicas que, reservando ao professor, especialmente, o papel de bali-
zador, d&o status de saber cientifico ao conhecimento matematico entdo em construcéo.
O ponto delicado, para o professor, é detectar que sentido os alunos atribuem, nas suas
construgdes individuais, aos conceitos e idéias matematicas; € fundamental que ele en-
tre em sintonia com as dificuldades cognitivas dos alunos e encontre estratégias para

supera-las, garantindo-lhes a apropriagdo do saber matematico..

Frequentemente, propostas pedagogicas tém incorporado métodos de traba-
Iho inspirados em metodologias de pesquisa oriundas da psicologia, desconsiderando
que as questdes propostas num experimento que investiga o desenvolvimento cognitivo
sdo muito diferentes das presentes numa situacdo de aprendizado: as primeiras se vol-
tam a analise dos processos de pensamento onde a espontaneidade é privilegiada, en-
quanto as segundas priorizam o conteddo, nas suas especificidades e inerentes

]

dificuldades de aprendizagem.

Educadores inseridos na linha pedagdgica construtivista radical tém tomado

0 desenvolvimento das estruturas logicas e os funcionamentos cognitivos dos alunos

% Assunto a ser abordado, especialmente, no capitulo 3, que trata da aprendizagem da ge-
ometria.
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como objetivo e conteldo da educacgdo, pressupondo ser o instrumental 16gico suficiente
para que os alunos, com autonomia, construam conceitos cientificos. Assim, enfatizam
sobremodo 0s processos construtivos espontaneos, convertendo a pratica docente em
situacdes de problematizacdo e de desequilibrios cognitivos, deixando de lado aspectos
relevantes & aquisicio de saberes socialmente estabelecidos. 4]

Mas o proprio PIAGET procurou esclarecer o alcance de sua teoria na prati-

ca educativa:

Estou convencido de que nossos trabalhos podem prestar servicos a educacéo, na medida
que vao além de uma teoria do aprendizado e permitem vislumbrar outros métodos de
aquisicdo de conhecimento. Isso € essencial. Mas como nédo sou pedagogo, nédo posso dar
nenhum conselho aos educadores. A Unica coisa que posso fazer é fornecer dados. Além do
mais, considero que os educadores estdo em condi¢Bes de encontrar por si mesmos novos
métodos pedaﬁgf)gicos (...) A pedagogia dista muito de ser uma simples aplicacdo do saber
psicolégico.

As especificidades do processo educativo fazem do professor mais do que

um provocador de desenvolvimento cognitivo, com objetivos que ultrapassam a cons-

trucdo de conhecimentos espontaneos. Conforme CASTORINA:

Gostaria de salientar a insuficiéncia da ‘pedagogia construtivista’ [...] A teoria de desen-
volvimento foi elaborada fora da sala de aula e foi orientada a indagacéo da modificacéo
das estruturas cognitivas [...] Pois bem, a prética educativa ndo pode ser considerada uma
ilustracdo da teoria mais geral de desenvolvimento. Basicamente porque um dos objetivos
centrais dessa prética é a ‘transmissdo dos saberes historicamente constituidos’, desde a
escrita até a matematica e os conceitos sobre a natureza e a sociedade. E esses saberes, ou
uma boa parte deles, ndo poderiam ser adquiridos pelos alunos sem uma interv%ﬁéo do-
cente de qualidade diversa da requerida para a promocgao do pensamento ldgico.

No &mbito da pesquisa em educagdo, subsidiada por aportes tedricos de uma
ou outra teoria de desenvolvimento cognitivo — socio-genética ou vygotskiana —, ha
diferentes aproximacdes quanto ao tratamento da situacdo didatica que visa a aquisi¢cdo
de saberes. Um marco nesta diregdo € o livro “Apds Vygotsky e Piaget” IE coletanea
de trabalhos de pesquisa das escolas russa e ocidental. Para ambas as escolas, a constru-

cdo de conhecimento resulta da interacdo de processos inter-individuais e intra-

" MIGNE, J. Les Obstacles Epistémologiques & la formation de concepts, Education

Permanente, no. 119, vol 2, 1994,

% BRUN, J. Evolution de Rapports entre la Psychologie du Dévellopement Cognitif et
la Didactique des Mathématiques, em ARTIGUE, M., GRAS, R., LABORDE, C. e TAVIGNOT (edito-
res), Vingt Ans de Didactique des Mathematiques en France, em Collection Recherches en Didactique
des Mathématiques, Paris, France : La Pensée Sauvage Editions, 1994.

% Apud LERNER, D. Op. cit., p. 87, 91.
100 CASTORINA, J. Op. cit., p.25.
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individuais, cabendo ao professor um papel fundamental na organizagdo de situagoes

que tornem produtivo o processo de ensino e aprendizagem:

Enquanto espaco social de aprendizagem, a sala de aula deve ser organizada sob a forma
de situagdes, nas quais os alunos enfrentam problemas a resolver. E o professor que coloca
ou até mesmo prepara essa organizagdo, na qual sdo postos em relagdo os conhecimentos
e 0s alunos, dentro de um contexto de interacfes. Esse contexto permite aos alunos realiza-
rem atividades coletivas, nas quais suas a¢fes sdo coordenadas e instrumentos cognitivos
sdo elaborados. Fundamentalmente, a construgdo de conhecimentos pelos alunos resulta
da interacdo de processos inter-individuais e intra-individuais, que se desenvolvem dentro
de um contexto no qual o professor concebe situacdes que otimizam essaiéﬂteragﬁes, dan-
do-lhes a oportunidade de desenvolver-se para atingir o objetivo visado.

As duas linhas de pesquisa caracterizam-se pela analise a priori do fendme-
no didatico, a partir da qual sdo constituidas situagdes pedagodgicas em que um dado

saber pode tornar-se, pelos alunos, objeto de construcao.

Um pressuposto do quadro tedrico russo € aquisi¢do de conhecimentos ted-
ricos gerais precedendo a aquisi¢do de conhecimentos especificos, pressuposto enraiza-
do na teoria vygotskiana que vé a aquisi¢do de conceitos cientificos como um processo
a transitar do geral para o particular. As situacdes de aprendizagem sao organizadas a
partir da analise l6gica dos contetdos a serem ensinados e do nivel de desenvolvimento
dos comportamentos dos alunos face a esse conteudo, tendo como objetivo principal a
apreensdo de conceitos tedricos gerais através da reflexdo. E desta forma, por exemplo,
que SEMENOVA@ a partir de analise do conceito de nimero, organiza atividade pe-
dagdgica que desenvolve inicialmente o conceito tedrico de grandeza, surgindo deste

conceito geral, como casos particulares, os diferentes campos numéricos.

Na escola ocidental, o ponto de vista dominante é a analise das etapas e difi-
culdades que marcaram a elaboracdo de conceitos e idéias matematicas, e a atividade
pedagdgica ¢ projetada de modo a provocar nos alunos um processo similar. Por exem-
plo: é a partir da andlise histérica do desenvolvimento do conceito de nimero e de
questdes de carater epistemoldgico que BEDNARZm define os principios condutores

da escolha das situacdes a serem apresentadas na atividade pedagdgica; a atividade, cujo

%0 GARNIER, C., BEDNARZ, N. e ULANOVSKAYA, I. (editores). Op. cit.
192 |bid., p. 215.

103 SEMENOVA, M. A Formagcéo Teérica e Cientifica do Pensamento dos Escolares.
em GARNIER, C., BEDNARZ, N. e ULANOVSKAYA, I. (editores). Op. cit.

104 BERDNARZ, N. Interagdes Sociais e a Construcdo de um Sistema de Escrita dos
Numeros no Ensino Fundamental, em GARNIER, C., BEDNARZ, N. e ULANOVSKAYA, I. (editores).
Op. cit.
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objetivo final é a construcdo de sistema de representagdo numérico-decimal, comeca
pela explicitacdo das concepc¢des prévias dos alunos e de suas representacdes, fontes de
conflitos sécio-cognitivos; se bem conduzidos, os alunos reconstroem as concepgoes e

representacOes prévias, na direcdo do saber objeto de aprendizagem.

E especialmente na escola francesa de didética da mateméltica|EI que se en-
contram investigacdes consistentes sobre as dificuldades dos alunos em situacdes de
ensino e aprendizagem, com metodologia de pesquisa propria e diferenciada — a enge-
nharia didética@ “0 campo da didatica muito se aproxima das ciéncias humanas, em
que o0 objetivo ndo € estabelecer teoremas e leis, mas sobretudo conseguir colocar em

froz]

evidéncia certas regularidades.”

As investigacdes da escola francesa caracterizam-se pela integracao de trés
grandes eixos: os funcionamentos cognitivos que permeiam o processo de aprendiza-
gem, a natureza do meio que propicia a aprendizagem e a natureza do saber matematico

objeto da aprendizagem. Elas compartilham, como principios geraismque:

a) o aluno aprende ao adaptar-se a um meio que é fonte de dificuldades,
contradic@es, equilibrios e desequilibrios; tomam-se, aqui, aportes da te-
oria piagetiana e seu desdobramento sdcio-genético;

b) um meio sem intencGes didaticas € insuficiente para a aquisicdo de sabe-
res matematicos e, portanto, cabe ao professor organizar o0 meio medi-
ante a criagdo de situagdes provocadoras do aprendizado. Tais situagdes
devem engajar, decisivamente, 0s saberes matematicos cuja aquisicao €

desejada. Conforme LABORDE, “um dos objetivos fundamentais da di-

1% Grupo que tem sido referido na literatura como Ecole Francaise de Didactique des Ma-
thématiques.

106 A ser detalhada na secdo 4.2. De forma muito breve, neste momento: a engenharia di-
datica é metodologia de pesquisa que envolve a concepgdo de situagdo didatica intencionalmente projeta-
da para a aquisicdo de determinado saber matematico. A concepcdo apoia-se em analise prévia do
problema e na formulacdo a priori de hip6teses a serem testadas; implementada a situacdo didatica, com
eventuais modificacBes na experiéncia em curso, uma analise a posteriori identifica a concorréncia dos
resultados obtidos as hipdteses formuladas.

7 ROBERT, A. Problémes méthodologiques en didactique des mathématiques. Re-
cherche en Didactique des Mathématiques, vol. 12, no. 1. Grenole, La Pensée Sauvage Editions, 1992.

198 | ABORDE, C., 1996 Duas utilizagdes complementares da dimens&o social nas situa-
¢des de aprendizado da matematica, em GARNIER, C., BEDNARZ, N. e ULANOVSKAYA ,I. (edito-
res), Op. cit.
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datica da matematica é saber caracterizar essas situacGes e organizar
este ambiente propiciador do aprendizado de determinados conheci-

mentos matematicos”.f*%]

Um marco teérico importante na escola francesa firma-se nos anos 80 com o
trabalho de BROUSSEAU — a teoria das situacoes didélticaslﬂ_'DI

através da construcdo de um modelo tedrico, 0s aspectos constitutivos de uma situacéo

— em que ele disseca,

didatica, tomando como pressuposto fundamental que ““‘um meio sem intencéo didatica
é decididamente insuficiente para induzir os alunos ao conhecimento cultural que se

deseja que eles aprendam”. mVer Figura 2.4.

Figura 2.4
O sujeito e o saber, na teoria das situacdes didaticas

Situacao didatica é definida como uma situacéo de sala de aula que envolve
como atores professor e alunos e que tem como objeto de interesse um certo saber dis-
ciplinar. No modelo de BROUSSEAU sdo explicitadas as diferentes fases de uma situa-
cao didatica, onde se destacam os diferentes papéis dos atores envolvidos. Ver Figura
2.5.

199 Ipid., p.29.

110 BROUSSEAU, G. Fondements et Méthodes de la Didactique des Mathématiques,
Recherches en Didactique des Mathématiques. Grenoble, France : Editions la Pensée Sauvage, vol 7.2,
1986. PERRIN-GLORIAN, M. J. Théorie des sittuations didactiques: naissance, développement,
perspectives, em ARTIGUE, M., GRAS, R., LABORDE, C. e TAVIGNOT (editores), Vingt Ans de
Didactique des Mathematiques en France, Collection Recherches en Didactique des Mathématiques,
Paris, France : La Pensée Sauvage Editions, 1994.
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Figura 2.5
O desenrolar da situagdo didatica

Nesse modelo, tomando como ponto de partida certo saber disciplinar, ob-
jeto de aprendizagem mas ainda descontextualizado, o professor inicia com a situacao
de contextualizacdo desse saber — a primeira fase; trata-se da apresentagcdo de um pro-
blema ou atividade de forma a provocar nos alunos um processo de investigacao similar
ao que vive 0 matematico em seu processo de criacdo e que intenta a apropriacdo de
saber matematico. Nessa fase inicial, é papel do professor garantir a situacdo de devolu-
cao In_zl os alunos engajam-se no problema ou atividade ndo mais para atender a uma
exigéncia do professor, mas movidos por interesse proprio, chamando a si a responsabi-
lidade dos procedimentos de investigacdo. Estes procedimentos séo, em certo grau, ex-
pectativas do professor, definidas no momento da concepcdo do problema / atividade,

dada a intencionalidade de construcdo de determinado saber matematico.

E desta forma que inicia a segunda fase — a fase de situacdo adidatica, que
tem trés momentos: ac¢ao, formulacéo e validagcdo. Nela sdo contemplados basicamente
0S processos cognitivos individuais e os conflitos s6cio-cognitivos produzidos nas inter-
acdes com um meio que incorpore inten¢des de aprendizagem. Nesta fase, BROSSEAU
destaca como fundamental o desencadeamento de atitudes cognitivas que levam a novas

adaptacdo:

11 BROUSSEAU, G. Op. cit., p.49.

12 Em um dos artigos de BROSSEAU (Os diferentes papéis do professor em LERNER,
D. Didatica da Matematica. Porto Alegre RS : Editora Artes Médicas, 1996, p.51.) encontra-se a razao
da escolha do termo frances dévolution — ele reflete a relacdo professor / alunos em uma situacdo didati-
ca: “A devolugdo era um ato pelo qual o rei abandonava seu poder para remeté-lo a uma camara. A
‘devolucao’ significa: ja ndo se trata de minha vontade, mas do que vocés devem querer, porém, eu lhes
confiro este direito porque vocés nao podem reivindica-los por si mesmos”.
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O aluno aprende se adaptando a um meio que é fonte de contradices, de dificuldades, de
desequilibrios [...] Este saber, fruto de adaptacéo, se manifesta nas novas respostas, uma
prova da aprendizagem [...] A concepcédo moderna de ensino exige que o professor provo-
que os alunos na direcdo da adaptacédo desejada, isto através de escolha cuidadosa dos
problemas serem propostos. Estes problemas [...] devem lhes fazer agir, falar, refletir,
evoluir a partir de seus préprios movimentos. Entre 0 momento no qual o aluno toma o
problema como seu e aquele em que produz uma resposta, o professor se recusa a intervir
como proponente do conhecimento que ele deseja ver aparecer [...] Os problemas, escolhi-
dos de forma tal a engajar os alunos, devem provoca-los a agir, falar, refletir, evoluir nos
seus proprios movimentos [...] O aluno bem sabe que o problema foi escolhido para que
adquira um novo conhecimento, mas ele também deve saber que este conhecimento esta
inteiramente justificado na I() interna da situacdo e que ele pode construi-lo sem ter
que apelar a razdes didaticas .

A producéo dos alunos é retomada pelo professor na terceira fase — situa-
¢ao de institucionalizacéo. Da situacdo de acéo é reconhecido o valor de um pro-
cedimento que se convertera em recurso de referéncia; formulagGes que serdo
conservadas ou reescritas sdo evidenciadas. Da situacdo de prova e validacédo séo reti-

das as propriedades que se identificam com o saber objeto de construcéo.

BROUSSEAU enfatiza as dificuldades de aprendizagem que permeiam
uma situacdo didatica, buscando entendimento atraves do conceito de obstaculo, que é
um conhecimento, uma concepc¢ao, que resiste a contradicdes e a reelaboragoes, que se
manifesta de forma intempestiva, independente da tomada de consciéncia de sua inade-
quacdo. E classifica as origens de tais obstaculos: ontogenética, quando ha limitagdes
no desenvolvimento cognitivo; didatica, quando diretrizes e escolhas do sistema edu-
cativo sdo improprias a implementacdo em sala de aula; e epistemoldgica, quando se
trata de dificuldades registradas na prépria histéria de desenvolvimento da matematica.
Nas palavras de PERRIN-GLORIAN:

A nocdo de obstaculo é central na teoria das situagdes, por um lado, porque o aprendizado
por adaptacdo, que permite dar sentido aos conceitos, também produz conceitos errados,
conhecimentos locais que devem ser colocados em questdo; por outro lado, porque as re-
sisténcias, o0s obstaculos necessitam de &cﬂstrugéo de adequada situacdo didatica, para
que os alunos possam entéo supera-los ...

O trabalho de BROUSSEAU registra pressupostos tomados da teoria pia-

getiana no que diz respeito ao processo de constru¢do de conhecimento, especialmente

13 BROUSSEAU, G. Op. cit., p. 48 - 49.

14 As situagdes de ensino tradicional reduzem-se ao momento de institucionalizacio: o
professor ndo se preocupa com a criagdo de sentido por parte dos alunos, simplesmente diz 0 que deseja
que o aluno saiba e verifica o que foi aprendido.
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no momento de situacdo adidatica; mas também considera, muito claramente, os as-
pectos referentes a apropriacdo de saber disciplinar, nos seus momentos de contextuali-
zacdo e institucionalizacdo. Em seus primeiros trabalhos, o modelo ainda néo
contemplava papel mais significativo para o professor™™ e é mais adiante que a situa-
¢ao de institucionalizacéo passa a ser uma das fases do modelo.

Nesta tese adota-se como referéncia tedrica relevante a escola francesa em
Didatica da Matematica que, pelo lado da psicologia, se inspira nas teorias piagetiana e
socio-genética e que, recentemente, também busca compatibilizar-se com a teoria
vygotskiana, mas sempre com a precaucdo de manter enfoque sobre as especificidades
do objeto de investigacao, buscando a estruturacdo de um corpo teodrico capaz de expli-
car a complexidade dos fenbmenos que perpassam o aprendizado e o ensino da mate-
matica. S&o preocupacgdo desta escola as especificidades do objeto de investigacdo, ou
seja, a complexidade dos fendmenos que perpassam o0 ensino e o aprendizado da mate-

matica.

® PERRIN-GLORIAN, M .J. Utilisation de la notion d’obstacle en didactique des ma-
thématiques, Recherches en Didactique des Mathématiques. Paris, France : La Pensée Sauvage Editi-
ons, 1986, p. 7.

11 1sto porque, desde o inicio, a pesquisa na escola francesa tomou como subsidio a teoria
piagetiana, e, nesse momento inicial, priorizou 0s processos cognitivos dos alunos.
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3 A CONSTRUCAO DO CONHECIMENTO
EM GEOMETRIA

Este Capitulo trata de questdes que dizem respeito a construcdo de conhe-
cimento em geometria. Inicia apontando a natureza evolutiva do pensamento que, inici-
almente empirico, culmina nos pensamentos hipotético-dedutivos. O Capitulo prossegue
discutindo as dificuldades inerentes a aprendizagem, aquelas que dizem respeito ao en-

tendimento do significado de demonstracéo e a habilidade em produzir demonstracdes.

Mapeadas as dificuldades, discute-se como 0s ambientes de geometria di-
namica, mediadores das agdes mentais e dos experimentos de pensamento, podem con-
correr para a superacao das dificuldades do sujeito frente ao saber objeto de construcéo.
Também discute-se o potencial desses ambientes quanto ao aluno tornar-se versatil em
formas de pensar ndo s6 empiricas ou dedutivas — o caso do pensamento visual que, no
ambiente estatico do 1apis e do papel, ndo se manifesta com suficiente transparéncia ou

talvez se mantenha latente.

3.1 Dageometria empirica a geometria dedutiva

A geometria euclidiana é a parte do saber matematico voltada a objetos ide-
alizados. Idealizados no sentido de ndo existirem no mundo fisico, mas apenas no mun-
do das idéias, nascidos, portanto, de processos de abstracao e generalizacdo. Triangulos,
quadrados, circulos, esferas sdo idealizagdes de formas fisicas presentes no mundo am-
biente. As primeiras idealizagdes espontaneas de qualquer crianga apoiam-se em quali-
dades comuns que certos objetos apresentam, e sdo simplesmente impressdes visuais,

associadas a determinados nomes.
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No processo de ensino e aprendizagem da geometria, as idealizagdes sofisti-
cam-se e 0s registros perceptivos transformam-se em objetos geometricos pela concei-
tuacdo de suas propriedades caracteristicas. A modelagem matematica organiza as for-
mas idealizadas, possibilitando relagdes geométricas sempre novas, em novo patamar de
conhecimento, através de teoremas e demonstragdes que explicitam e explicam relacées,

muitas vezes surpreendentes, entre os objetos idealizados.

Entender o sentido de uma teoria axiomatizada, entender o significado de
uma demonstracdo e conseguir ser autor de teoremas — isso ndo é simples nem espon-

taneo, como o registra, contundentenente, FISCHBEIN:

Axiomas, definicGes, teoremas e demonstragdes devem ser incorporados como componen-
tes ativos do processo de pensar (...) Eles devem ser inventados ou aprendidos, organiza-
dos, verificados, e usados pelos alunos de forma ativa. Entendimento do sentido de rigor
numa construcdo hipotético dedutiva, o sentimento de coeréncia e consisténcia, a capaci-
dade de pensar proposicionalmente, independentemente de restricdes praticas, ndo sdo
aquisicdes espontaneas. Na teoria piagetiana, todas estas capacidades sdo descritas como
sendo relacionadas a idade — o periodo operatdrio formal (...) Na verdade, elas sdo po-
tencialidades que somente um adequado Hocesso aprendizagem consegue desenvolver e
transformar em ativas realidades mentais.

Do conhecimento empirico ao que é objeto de construcdo na geometria eu-
clidiana, faz-se necessaria uma adaptacdo, com seus inevitaveis conflitos cognitivos:
agora buscam-se argumentagdes que expliquem certas propriedades como decorrentes
de outras, diferentemente das simples verificagdes e constatagdes até entdo satisfatorias.

Trata-se do dominio de um certo modelo da realidade, e isto depende de abstracfes e

deducdes inseridas em um corpo tedrico:

Uma modelagem coloca em jogo certa abstracéo de dominio de realidade, retendo deste
Gltimo tdo somente um certo ndmero de objetos e relagdes, que sdo representados no mo-
delo. O modelo da conta de uma certa parte do dominio de realidade (...) A cada modelo é
portanto associado um dominio de funcionamento dentro dﬁ dominio de realidade, que de-
pende dos objetos e relacBes a serem retidos pelo modelo.

No caso da geometria euclidiana, 0 modelo € determinado pelos axiomas,
em particular o axioma das paralelas, com o dominio de seu funcionamento dado pelas

regras de inferéncia légica. O entendimento deste modelo depende de processo evoluti-

! FISCHBEIN, E. The interaction betweeen the formal, the algorithmic and the intui-
tive components in a mathematical activity, em Biehler, R. e outros (editores), Didactics of mathema-
tics as a scientific discipline. Dordrecht, Netherlands : Kluwer Academic Publishers, 1994. p. 232.

2 LABORDE, C. Ensigner la géométrie: permanences et révolutions. Proceedings of

the 7" International Congress on Mathematical Education, Montreal, 1992, p. 49.
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vo de pensamento. Esta evolucdo é explicitada por VAN HIELE flatravés de diferentes
niveis de pensamento que guardam estreita relacdo com os estagios de desenvolvimento

cognitivo da teoria piagetiana.

No nivel zero, o da visualizacao, as criangas classificam e nomeiam formas
geomeétricas, ao abstrair dos objetos aspectos de natureza ainda perceptiva; reconhecem

quadrados, retangulos, losangos, mas sem a eles atribuir propriedades.

No nivel um, o da andlise, propriedades sdo depreendidas das formas geo-
métricas e com elas se identificam, mas ndo séo estabelecidas relagdes inferenciais entre
as propriedades, e definicGes ainda ndo se apresentam; por exemplo, através de mani-
pulacdes de figuras (recortes, dobraduras, medidas) um retangulo passa a ser entendido
como uma forma que tem quatro angulos retos, diagonais congruentes e lados opostos
congruentes, mas ainda ndo se fazem presentes relacGes do tipo “se quatro angulos re-

tos, entdo necessariamente lados opostos congruentes”.

E no segundo nivel, o da deduc&o informal, que relacdes de implicacdo en-
tre propriedades comecam a ser estabelecidas, mas ainda desprovidas de argumentos
dedutivos que expliquem o porqué destas relagdes; neste nivel o aluno passa a entender
o “definir objetos geométricos” e a hierarquizar propriedades, mas ainda nao possui
habilidades para produzir suas proprias demonstracoes.

No nivel trés, da deducéo formal, constitui-se 0 pensamento geométrico de
natureza dedutiva, quando entdo axiomas e teoremas se integram no modelo teérico que
forma a geometria euclidiana; é neste nivel que se da o entendimento do significado de
uma demonstragdo e que se torna possivel a producéo de demonstracdes.

O pensamento geométrico culmina no que seria o nivel quatro — o do rigor
— quando passa a transitar por teorias axiomatizadas — as geometrias ndo-euclidianas
— que ndo mais dependem de experiéncias e intuigdes sobre o mundo sensivel imedia-

to. As palavras de VAN HIELE tornam transparente esse processo evolutivo:

Tomemos por exemplo um losango! Antes de aprender geometria as criangas processam a
‘imagem’ do losango; elas conhecem o losango como um caso especial de objeto concreto.
Agora elas vdo ‘experienciar’ o que significa um losango no contexto da geometria. Elas
descobrem propriedades desta figura (...) Os alunos que comegaram no ‘nivel 0°, sem dife-
renciar estruturas, avancam para o primeiro nivel (...) As propriedades geométricas das

® FUYS, D. GEDDES, D. e TISHLER, R. (editores) English translation of selected wri-
tings of D. Van Hiele and P. Van Hiele. New York, Brooklin College : CUNY, 1984. Este é um trabalho
dos anos 50, mas foi somente nos anos 80 que ele se difundiu no cenario internacional.
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figuras sdo organizadas... Entretanto neste nivel as relagdes entre elas ndo séo objeto de
atencdo; a atencdo é sobre a propria figura... No segundo nivel, as relacGes objeto de or-
ganizacdo no primeiro, tornam-se objeto de atencdo Aqui 0s mecanismos organizadores
sao relacgdes sobre relagBes, na sua maioria de carater logico... a inter-relagéo entre rela-
¢des, na forma de implicagdes, & usadas neste nivel, mas elas se tornam objeto de atencdo
somente no terceiro (...) E finalmente, no quarto nivel (dificiIante atingido em idade es-
colar) o proprio pensamento l6gico torna-se objeto de atencéo.

Trabalho de DENISE, com grupo de alunos entre 14 e 19 anos, constata es-
treita correspondéncia entre 0s quatro primeiros niveis de pensamento geométrico apre-
sentados por VAN HIELE e os estagios de desenvolvimento cognitivo da teoria piageti-
ana: os niveis um e dois de pensamento geométrico correspondem ao estagio operaté-
rio-concreto; os sujeitos classificados em nivel de deducéo formal apresentam funcio-
namentos cognitivos relativos ao estagio operatorio-formal, mas também manifestam

formas de pensar correspondentes aos niveis anteriores. Ver Figura 3.1.

Figura 3.1

Correspondéncia entre os quatro primeiros niveis de pensamento geométri-
co do modelo de VAN HIELE e os estagios de desenvolvimento cognitivo da
teoria piagetiana.

Fonte: autora

No modelo de VAN HIELE transparece o quanto propriedades enunciadas
num certo nivel se tornam objeto de reflexdo no nivel seguinte, mostrando um processo
de avanco por patamares de conhecimento similar ao processo de desenvolvimento cog-
nitivo do sujeito. Ao observar, em situagbes de aprendizagem, adultos sem conheci-
mentos prévios de geometria, VAN HIELE detectou as mesmas dificuldades apresenta-

* FREUDHENTAL, H. Revisiting mathematics education, Dordrecht / Boston / Lon-
don : Kluwer Academic Publishers, 1991. p. 98. No caso do losango, se de inicio ele é simplesmente uma
forma, no nivel 1 sdo identificadas propriedades: “lados iguais”, “diagonais perpendiculares”, “angulos
opostos iguais”. No nivel 2, as propriedades sdo postas em relacdo: “se lados opostos sdo iguais entdo as
diagonais sdo perpendiculares”. No nivel trés as relagdes inferenciais sdo demonstradas. No nivel 4, é o
pensamento que torna significativas as geometrias ndo-euclidianas.

> DENIS, L. Relaciones entre la etapa de desarrolo cognoscitivo del adolescente y sus

niveles Van Hiele de pensamiento geométrico, em Revista de Didactica de las matematicas, n° 2. 1994,
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das pelos alunos em idade escolar, o que desencadeou sua investigacdo sobre os dife-

rentes niveis de pensamento geométrico.

NASSER il infere, apos aplicar classico teste de identificacdo de nivel de
pensamento geométrico, que os alunos cursando o primeiro ano de universidade nédo
apresentam desenvoltura em raciocinios dedutivos. Tomando como critério classificato-
rio quatro acertos dentre cinco das questes propostas em cada nivel e mantendo para
classificacdo somente os alunos que respeitaram a hierarquia de niveis, obteve como

resultados:

Nivel 4 Nivel 3 Nivel 2 Nivel 1  Nivel 0 Abaixo Nao classificados

2.7% 7.6% 201% 209% 11.4% 4.9% 32.3%

E a luz da teoria de PIAGET que se pode entender esta evolugéo do pensa-
mento geometrico. A identificacdo de diferentes formas geométricas comega com as
abstracOes empiricas; é assim que a palavra “tridngulo” passa a designar a classe das
formas triangulares pela comparagdo com formas que ndo guardam esta caracteristica.
As abstracBes pseudoempiricas respondem pelas depreensdo, nos objetos geométricos,
de propriedades neles ndo explicitas, mediante experimentos de pensamento; € quando
sdo identificadas as diferentes propriedades de um quadrado — angulos retos, lados
iguais, diagonais perpendiculares — mas ainda sem o estabelecimento de relacdes infe-
renciais entre essas propriedades. Quanto aos teoremas e demonstragdes, entram em
cena, sobremodo, as abstracfes reflexionantes, quando relagdes inferenciais tornam-se
objeto de investigacio e a explicagdo exige raciocinios de natureza ldgico-dedutiva. E
na coordenacdo das operag0es mentais que se constituem as relacGes existentes entre
esses objetos e as razbes que as explicam. Isto implica a constru¢do de conhecimento na

forma de teoria, viabilizando novos patamares de conhecimento.

Para PIAGET, a axiomatizacdo resulta da abstracdo reflexiva. Esta, ao re-
troagir sobre 0 modelo tedrico, leva a tomada de consciéncia da esséncia da axiomatiza-
¢do. Em novo patamar de reflexdo, a liberdade de escolha de axiomas assegura funda-

mentos para teorias cada vez menos intuitivas (o caso das geometrias nao-euclidianas):

® NASSER, L. Using the Van Hiele Theory to improve secondary school geometry in

Brasil, PhD Thesis, King’s College, University of London. London, England, 1992. O teste foi aplicado
a amostra de 263 alunos, na faixa etaria de 18-19 anos, cursando o primeiro ano dos cursos de Matemati-
ca, Fisica, Quimica, Geologia e Geografia, na Universidade Federal do Rio de Janeiro.
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Com efeito, se a axiomatizacio baseia-se em certos processos de abstracdo reflexiva, ela
acrescenta-lhe uma liberdade de manobra cada vez maior (...) a propria histéria da axio-
matizacdo mostra que, a partir de um nivel onde, como Euclides, os axiomas deviam ainda
permanecer intuitivos e evidentes (e consistir, portanto, em simples empréstimos ao pensa-
mento natural) a abstracdo retroativa promoveu-se a categoria de atividade diferenciada
que, tornando-se consciente de seus objetivos e generalizando-os, adquiriu esse poder novo
de assegurar fundamentos para teorias cada vez menos intuitivas (...) a formalizagéo cons-
titui efetivamente, do ponto de vista genético, um prolongamento das abstragdes reflexivas
ja em acdo no desenvolvimento do pensamento, mas um prolongamento que, pelas especi-
alizacOes e generalizacfes por ele dominadas, adquire uma liberdade e uma fecundidade
combinat(’)riﬁ que superam amplamente e em todos os aspectos os limites do pensamento

natural (...)

Entretanto, a constru¢do do conhecimento em geometria — a geometria en-

carada como modelo teérico — também depende de abstracdes empiricas. PIAGET, em

[

seu livro “Abstracdo Reflexionante”, destaca™ que, no terreno sui generis da geometria,

os funcionamentos cognitivos envolvem constante colaboracdo das duas formas de abs-
tracdo — a empirica e a reflexionante —, incluindo-se aqui o caso particular de abstra-

¢ao pseudoempirica:

A tomada de conhecimento de propriedades espaciais levanta um problema complexo, de-
vido ao fato de que a abstragdo empirica n&o basta neste caso, de forma alguma, a si pro-
priae tem a necessidade de um quadro reflexionante (...) e também devido ao fato de que,
reciprocamente a isto, a abstracdo reflexionante, apoiando-se sobre a coordenacéo das
acdes do sujeito, exige constantemente, sempre que se trata, ndo de teoria pura (em que a
verificagdo permanece reflexionante e intrinsica), mas de representagdo do real, uma cor-
respondéncia com os produtos da abstracdo empirica, apoiando-se nos objetos e &rrne—

cendo uma informag&o complementar quanto a significacdo das deducgdes efetuadas.

PIAGET avanca razfes para esta complexidade: a construcdo de conheci-
mento geometrico da-se em zona de interseccdo da realidade exterior, fonte das ideali-
zagOes figurativas, com as operagdes do sujeito. Os observaveis figurativos participam
das transformacdes racionais e, sendo estas transformacdes também representaveis sob

forma figurativa, vem dai a imbricacdo das abstraces:

(...) o0 espaco constitui 0 ponto de juncdo entre a realidade exterior e as operacgdes do su-
jeito: de onde a unido particular que existe entre a abstracéo reflexionante e a abstracdo
empirica, a primeira conferindo as propriedades espaciais um carater de necessidade e a
segunda apoiando-se sobre o fato de que estas propriedades existiam no objeto, antes de
sua tomada de conhecimento (...) toda a evolugédo da geometria é a de uma formalizagédo

" PIAGET, J. Epistemologia Genética. Sio Paulo SP : Martins Fonte, 1990 p. 70 - 71.

& Isto também aparece no trabalho de DENIS, j4 referido, quando ele constata a presenca
de pensamentos do nivel 1-2 , mesmo ja estando o aluno no nivel da deducao formal.

° PIAGET, J. Abstracdo Reflexionante. Porto Alegre RS : Editora Artes Médicas, 1995,
p. 269.
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progressiva que dissocia as formas operatorias de seu contetdo figurativo (...) N&o € pois
surpreendente que (...) as rea¢des aos problemas geométricos comportem as trés caracte-
risticas seguintes. Em primeiro lugar, uma primazia provisdria da abstracdo empirica, en-
volvida, desde o inicio, pelos esbogos de uma abstracdo reflexionante que assumira im-
portancia cada vez maior(...) Em segundo lugar, o sujeito detém-se a verificar a conver-
géncia entre os produtos de suas abstracfes reflexionantes e as propriedades do objeto,
estando a abstragéo empirica, que fornece o conhecimento destas, cada vez melhor afinada
pelas coordenaces inferenciais reflexionantes (...) Em terceiro lugar (...) a abstracdo re-
fletida comeca tardiamente em relacdo ao que produz o processo como tal, da abstracéo
reflexionante, e finalmente é fonte de progresso, engendrando reflexdes sobre refle-

x0es.” ﬁl

PIAGET registra, na analise da experiéncia sobre as relacdes entre area e

perimetro de um retangulo que, desde o0s estagios iniciais de desenvolvimento, ha na

dialética empirico / reflexionante gradativo enquadramento do primeiro momento pelo

segundo, mediante acdes que refinam o “olhar empirico” em relacdo ao observavel. A

abstracdo empirica direciona-se a constatagdes, e a abstracao reflexionante direciona-

se especialmente as razdes que explicam as constata¢des, introduzindo necessidade que

transcende a simples constatagdo. 1sso nada mais € do que o proposito de uma demons-

tracdo matematica.

metria:

O matematico HILBERT também se refere a natureza sui generis da geo-

Geometria é a ciéncia que trata das propriedades do espaco. Ela difere, na sua esséncia,
de dominios da matematica pura como a teoria dos nimeros, a algebra ou a teoria das
funcoes. Os resultados nestas Ultimas séo obtidos através de puro pensamento (...) A situa-
cdo é completamente diferente no caso da geometria. Eu nunca posso penetrar nas pro-
priedades do espaco através de pura reflexdo (...) Espaco nﬁﬂ é um produto da minha re-

flexdo. Pelo contrario, ele me & dado através da impressao.

A aprendizagem da geometria leva, necessariamente, a ascensao em patamar

de conhecimento. Mas esta € aprendizagem que depende de provocacao intencional

porque na crucial mudanca de natureza de pensamento — de empirico para dedutivo —

apresentam-se dificuldades nao superaveis de forma espontanea.

9 hid, p.270, p. 271e p.272.
1 Transcrito de notas de curso ministrado por HILBERT, em Kénigsberg, 1891. Em

CORRY, L. The Origins of Eternal Truth in Modern Mathematics: Hilbert to Bourbaki and
Beyond, 1999, http:// spinoza.tau.ac.il/hci /ins/ cohn/corry/download/truth.htm.
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3.2 Asdificuldades

Das pesquisas em educacdo matematica relativas ao ensino e aprendizagem
da geometria, interessam aqui, especialmente, as que lancam luzes sobre os funciona-
mentos cognitivos solidarios ao processo de construgdo deste conhecimento!E O “esta-
do da arte” da pesquisa proporciona interessantes subsidios para o entendimento das
dificuldades dos alunos em situacdo de aprendizagem, em particular os trabalhos que
tém aportes tedricos advindos da teoria piagetiana. Também merece consideracdo o
surpreendente trabalho documentado nos “Soviet Studies in the Psychology of Learning
and Teaching Mathematics” lE realizado ainda nos anos 50 e divulgado internacional-

mente somente nos anos 70.

Para tornar mais clara a discussdo sobre as dificuldades de aprendizado, é
pertinente explicitar, agora com mais cuidado, 0 modelo teérico em que se baseia a ge-

ometria.

Este modelo organiza-se em nocdes e relagdes primitivas, axiomas, defini-
cOes e teoremas. As nocdes e as relacdes primitivas sdo aceitas sem explicagéo e re-
vestem-se de significados intuitivos; é assim que se fala, inequivocamente, de pontos,
retas, estar entre, ser igual a... Axiomas Sa0 0S pressupostos aceitos como ponto de par-
tida para a construgdo do modelo, ndo cabendo questionamentos quanto a sua veracida-
de. No caso da geometria euclidiana, a intuicdo advinda das experiéncias com o0 mundo
sensivel reforca sua aceitabilidade, e assim se admitem, como axiomas: “dois pontos
determinam uma Unica reta”, "por um ponto exterior a uma reta passa uma unica reta
paralela”.ILTLI DefinicGes sdo simples facilitadores na organizacdo do modelo, encerrando,
em expressao Unica, determinadas relagdes geométricas: a expressao “mediatriz” € to-
mada como “a reta perpendicular a segmento que passa pelo seu ponto médio”. Teore-
mas sdo afirmagfes passiveis de demonstracdo, estando sua veracidade garantida por
um encadeamento de inferéncias l0gicas — a argumentacdo l6gico-dedutiva — apoia-

das na estrutura que da inicio ao modelo, e nos teoremas que, similarmente, ja foram ai

2 Grupo de destaque na area da educacdo matemética é o International Group for the
Psychology of Mathematics Education (PME).

B3 Os resultados da pesquisa do grupo soviético surpreendem pela sistematizacdo: inicial-
mente sdo investigadas e detectadas dificuldades dos alunos; apo6s, estratégias didaticas visando a supera-
¢do das dificuldades sdo projetadas e implementadas, seguindo-se novas investigacdes sobre possiveis
melhorias nos desempenhos dos alunos.

¥ A geometria euclidiana se caracteriza por este axioma.
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inseridos; é assim que se faz demonstravel a afirmagéo “num tridngulo o ponto de inter-

seccao das mediatrizes de dois dos lados equidista dos trés vertices”.

E nas definicdes, nos teoremas e demonstracdes que se concentram as difi-

culdades a serem discutidas.

3.2.1 O desenho, a linguagem e 0s conceitos geometricos

Na modelagem dos objetos geométricos e de suas relagdes ha um sistema de
representacdo que envolve linguagem simbolica, linguagem natural e desenhos. Como
bem assinala THURSTON,IEI 0s objetos matematicos sdo entidades intelectuais dotadas
de plena existéncia s6 na mente das pessoas que 0s concebem ou que os utilizam, e é 0
sistema de representacao cristalizador desses objetos que permite, entre outros recursos,

o compartilhamento de idéias e novos resultados entre interlocutores.

No sistema de representacdo da geometria tem-se linguagem natural / sim-
bolica e desenhos, em solidariedade, dando suporte aos raciocinios de natureza dedutiva
tivalﬁ! Um exemplo: a demonstracdo do teorema de Pitagoras — “num triangulo retan-
gulo a area do quadrado sob a hipotenusa é igual a soma das areas dos quadrados sobre
0s catetos” — inicia com desenho bastante simples solidario ao enunciado, a saber, um
tridangulo retangulo e quadrados sobre os lados do triangulo. E o acréscimo de novos
objetos geométricos que torna o desenho solidario a demonstragdo — sdo novos trian-
gulos que “deslizam” em retas paralelas. Ver Figura 3.2.

Uma das primeiras dificuldades da situacdo de aprendizagem € interpretar o
desenho que acompanha uma definicdo ou um teorema e sua demonstragdo. Trata-se de
entender que o desenho € uma instancia particular de representacdo de determinada
classe de objetos geométricos e que € na fusdo adequada de significantes (no desenho) e
significados (nos enunciados) que se constituem mentalmente os objetos geométricos e

os teoremas cristalizados no sistema de representagéo.

% THURSTON, W. On Proof and Progress in Mathematics, Bulletin of The American
Mathematical Society, vol.30, n° 2, 1994,
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Figura 3.2

Teorema de Pitagoras

Fonte: caderno de anotacgdes da
professora G.F.Gravina, 1952.

FISCHBEIN EIesclarece esta dificuldade de ver o objeto geométrico quando
fala em conceito figural (figural concept). O conceito tem dois componentes: um con-
ceitual e outro figural. O componente conceitual, com maior ou menor grau de forma-
lismo vazado em linguagem natural e / ou simbolica, caracteriza uma certa classe de
idealizacOes. J& o componente figural é de natureza visual (forma, posi¢do, tamanho) e
se expressa através de um desenho. E da natureza da geometria apreender relacdes
existentes entre os objetos geométricos e, para tal, torna-se importante uma adequada

simbiose entre os componentes conceitual e figural:

(...) no caso especial de raciocinio geométrico, nos temos que lidar com um tipo especial
de objeto mental, o qual possui, a0 mesmo tempo, propriedades conceituais e propriedades
figurais. No raciocinio geométrico a razdo desta profunda simbiose entre restri¢cdes sim-
bolicas/analiticas e propriedades figurais é que nos estamos lidando com um sistema axi-
omatico (...) E fazendo uso de figuras intrinsecamente controladas por rest%ﬁes conceitu-
ais, que o processo de invencdo em geometria progride de forma criativa.”

Com os conceitos figurais, FISCHBEIN evidencia uma das primeiras difi-
culdades a ser superada pelos alunos na ascensao de patamar de conhecimento, do empi-
rico para o hipotético-dedutivo:

16 Também existem convengdo de signos que indicam certas relagdes: congruéncia de seg-
mentos, de angulos, perpendicularidade, etc...

" FISCHBEIN, E. The Theory of Figural Concepts. Educational Studies in Mathematics,
24, n° 2, Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1993.

8 hid, p. 144, 149, 160.
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A dificuldade em manipular conceitos figurais, isto é, a tendéncia de negligenciar a defini-
cdo em funcdo da pressado de restri¢Bes figurais, representa um dos maiores obstaculos ao
raciocinio geométrico (...) Freqlientemente, restrigdes figurais escapam do controle con-
ceitual e impdem a linha de raciocinio interpretacdes que fijgurativamente sédo consistentes,
mas que ndo estdo mais sujeitas as restrigdes conceituais™

E assim, por exemplo, que os alunos tomam como propriedade do segmento
altura de um tridngulo o “ser um segmento no interior do triangulo”, ou que se referem
ao paralelogramo como o “quadrilatero com dois angulos agudos e dois obtusos".lz_QI Di-
ficuldade classica, registrada em diversos momentos na literatura, é a ordenacdo por
inclusdo na familia dos quadrilateros: os quadrados ndo séo reconhecidos como subclas-

se dos retangulos, nem os retangulos como subclasse dos paralelogramos.

A origem dessas dificuldades reside nos desenhos prototipicos, inadequa-
damente tomados como a expressdo do componente figural (outras possiveis expressoes
normalmente ndo sdo consideradas) e nos quais, de fato, sdo procedentes as proprieda-
des depreendidas. A dificuldade esta em entender que um dado desenho nada mais é do
que uma insténcia particular do componente figural, guardando, portanto, uma generali-

dade no seu aspecto figural, controlada pelo componente conceitual.

Em casos extremos, os alunos até mesmo confundem caracteristicas fisicas
do desenho — espessura do tracado, tamanho do ponto — com propriedades geométri-

cas ao dizerem, por exemplo, que ““circulos tangentes se interceptam em infinitos pon-

ba]

tos” “-ou que o ““ponto de interseccdo de duas retas € menor que o ponto de interse¢ao

k2]

de trés retas”.“~ S&o casos que ilustram, de forma contundente, a atribuicdo de signifi-
cados que fogem do dominio de seu funcionamento — o desenho “escapa” do significa-

do que lhe é atribuido no modelo teérico.

E interessante observar que FISCHBEIN registra em PIAGET e
INHELDER consideracdes que estdo em sintonia com a sua proposta de conceito figu-

ral:

9 bid, ps. 151, 155, 161

2 por definicdo: a) a altura relativa & um dos lados de um triangulo é o segmento AB ,
onde A é vértice oposto ao lado em questdo e B é o pé da reta perpendicular que intercepta o lado e passa
por A; b) um paralelogramo é um quadrilatero com lados opostos paralelos.

2l Resposta dada por alunos calouros do curso de Licenciatura em Matemética da UFRGS,
registrada em GRAVINA, M. A. Geometria Dindmica: uma nova abordagem para o aprendizado da
Geometria em Anais do VIl Simposio Brasileiro de Informatica na Educacédo, Belo Horizonte, 1996.

2 Resposta dada por alunos de 11 anos, registrada em FISCHBEIN, The Theory of Figu-
ral..., p. 148.
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(...) no caso especial das operacfes geométricas, cujo papel é descrever as figuras
espaciais e suas transformac0es, existe uma homogeneidade entre significado das opera-
cdes espaciais e representante simboélico, também de natureza espacial: é uma privilegiada
situacdo de intuicdo geométrica, cuja dupla natureza operacional e imaginatoria, atinge
uma sintese como em nenhum outro dominio (...) Somente subordinando os elementos ima-
ginados ao nucleo operacional é que a intuicéo ge%étrica atinge adequadamente esta

sintese e esta subordinacgéo implica desenvolvimento.

MARIOTTI |Z"aponta para os efeitos positivos de situacdes didaticas proje-
tadas para o estabelecimento de um processo dialético de construgdo de conceitos figu-
rais, de modo a obter-se a harmoniza¢do dos componentes conceitual e figural. Essas
situacOes didaticas desenvolvem-se por via de discusséo coletiva: inicialmente de forma
espontanea, 0s alunos expressam seus conceitos geomeétricos e classificacdes deles de-
correntes, e a partir disso o professor provoca discussdo sobre as generalidades e parti-
cularidades que ai se apresentam, de tal forma que 0s conceitos espontaneos, resistentes
a modificacdo, sejam reconstruidos em novo patamar, quando entdo se inserem dentro
de teoria organizadora do conhecimento. Na experiéncia relatada por MARIOTTI, no
inicio é natural, para os alunos, classificar cubos e paralelepipedos como classes dis-
juntas de objetos geométricos; em suas manifestacdes esponténeas, os alunos dizem que
“paralelepipedos tem faces distintas”, e isso se explica pela predominancia de imagem
visual prototipica no componente figural. E pela discussdo dialética em que, por um
lado, caracteristicas particulares sdo abstraidas e generalizadas e, por outro, certas parti-
cularidades sdo descartadas da generalizagdo, que os alunos reconstroem 0s conceitos,
0s quais sdo entdo institucionalizados, quando a classe dos cubos passa a ser entendida

como uma subclasse dos paralelepipedos.

Outros autores também se referem a dificuldades na construcdo de conceitos
em contextos que ndo o da geometria, mas a esséncia do problema é a mesma.
VINNER'Z'_ELI fala de conceito definicdo como sendo o registrado nos livros e de conceito
imagem como a construcao cognitiva feita pelo aluno a partir do conceito defini¢do; o
conceito imagem deve ser construido em sintonia com o conceito definigdo, mas o autor

registra que, frequentemente, ele resiste a subordinacéo: ““os habitos de pensamento do

% FISCHBEIN, Ibid. , p. 154.

# MARIOTTI, M.A . Figural and conceptual aspects in a defining process. Procee-
dings of Psychology of Mathematics Education Congress, Lisboa, 1994.

% VINNER, S. The Role of Definition in the Teaching and Learning of Mathematics,
em D.Tall (editores.), Advanced Mathematical Thinking, Dordrecht — Boston - London : Kluwer Acade-
mic Publishers, 1991.



63

dia-a-dia predominam e os alunos deixam de considerar a necessidade de consultar as
definicBes formais”. 1sso explica o recorrente uso inadequado, pelos alunos, de defini-
cdes. MOORE [ aponta a utilizagdo inadequada de conceitos, e o reduzido dominio da
linguagem e da notacdo matematica em situagdo de produgdo de demonstra¢des, como

duas das principais dificuldades cognitivas enfrentadas por alunos universitarios.

Né&o resta duvida: chegar a construtos geométricos individuais em sintonia
com 0s objetos cristalizados na geometria ndo € um processo natural. Depende, e muito,
das acdes e elaboracGes mentais dos alunos e, pela natureza deste conhecimento, as ela-
boracfes exigem tanto abstracfes empiricas como abstracfes reflexionantes — essas,
em especial, na forma particular de abstraces pseudo-empiricas. E com a subordina-
cao, crescente, das primeiras pelas ultimas, que instala-se o0 pensamento hipotético-

dedutivo.

E necessario que os conceitos empiricos e espontaneos sejam postos em dis-
cussdo para que recebam reelaboracao e depuragdo. Nao basta o professor apresentar, de
forma pronta e acabada, 0s objetos geométricos pois os alunos, privados das necessarias
reflexdes, resistem aos conceitos que participam do modelo. E mais: sem este processo
construtivo, o significado e a importancia de um conceito tornam-se a eles inacessiveis,
explicando, por exemplo, sua resisténcia a definicdo “um paralelogramo € quadriléatero
com lados opostos paralelos”; eles continuam se referindo sempre ao paralelogramo
como “quadrilatero com lados opostos paralelos, dois consecutivos sempre diferentes e

com angulos agudos e obtusos™.

Como bem destaca DE VILLIERS, Iﬁla elaboracdo de uma definigéo é ativi-
dade matematica ndo menos importante do que outras, tais como fazer conjeturas e pro-
duzir demonstracdes; no entanto, € surpreendente quao pouco espaco a ela é reservado

nas situacOes de aprendizagem.

% MOORE, R. Making Transition to Formal Proof, Educational Studies in Mathematics,

27, Dordrecht — Boston - London : Kluwer Academic Publishers, 1994. p. 249, 265

2 DE VILLIERS, M. To teach definitions in geometry or teach to define? Proceedings

of PME, vol 2, Stellenbosch, South Africa, 1998.
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3.2.2 O significado de uma demonstracao

“Um matematico ndo fica satisfeito enquanto uma
demonstracdo nao esta completa e é considerada completa
pelos padrdes da Matematica ...[Sarnak]

Em Matematica existe este conceito de demonstrar

alguma coisa, de conhecer com absoluta certeza.

O que é chamado de demonstragéo rigorosa ...[Manzur]
Demonstracédo rigorosa é uma série de argumentos... [Ribet]
baseados em deducéo légica [Sarnak],

que sdo construidos um apos o outro [Ribet],

passo a passo, até que se chega na prova completa [Sarna%

E disto que trata a Matematica...” [Manzur]

Outra dificuldade no processo de aprendizagem da geometria é o entendi-
mento do sentido de demonstracao, o perceber a diferenca entre argumento de natureza
empirica e argumento de natureza dedutiva, ou seja, que “é o discurso demonstrativo
que determina o status dos objetos em jogo (...) A demonstracdo participa da constru-

al

¢ao daquilo que n6s chamamos inteligibilidade dos fatos matematicos”.

Demonstrar uma propriedade geometrica significa estabelecer sua veracida-
de através de argumentacdo logico-dedutiva, apoiando-se nos axiomas e nos teoremas
da mesma forma ja demonstrados. O propdsito € a explicitacdo de razdes que explicam
a evidéncia da uma propriedade — no geral propriedades que sdo intuitivamente Ob-
vias. Nas palavras de DAVIS & HERSH:

Parece claro que n6s buscamos uma demonstracao porque se alguma coisa € verdadeira e

nos nao conseguimos explicar “por qué” isto significa uma falta de entendimento de nossa

parte. Nos acreditamos que a demonstragdo é uma forma de entender porque umﬁonjetu-
ra é verdadeira, 0 que é muito mais do que convincentes argumentos heuristicos.

A titulo de ilustracdo: mediante manipulacdes empiricas, conclui-se que

“um angulo inscrito num circulo, subentendendo sempre 0 mesmo arco, tem medida

% Composicdo de idéias de mateméticos contemporaneos apresentada na fita de video The
Proof (Nova & Public Broadcasting Television System USA, 1997). A fita traz a historia que culmina
com demonstracdo da conjetura de Fermat. Os depoimentos de Andrew Wiles, matematico que final-
mente demonstrou a conjetura, e de outros matematicos que também se envolveram de forma direta neste
acontecimento, registram, de forma vivida e profunda, o complexo processo de criagdo em matematica.

2 BKOUCHE, R. De la Démonstration en Géométrie, em Actes du Colloque de Géo-

métrie, Institut de Recherche de I’Ensignement de Mathématiques, Lille, 1994, p. 218, 225.

¥ DAVIS, P. e HERSH, R. The Mathematical Experience. Boston, Great Britain
:Pelican Books, 1983, p. 368.
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constante”. De inicio, 0 que se tem é uma conjetura com forte evidéncia de veracidade,

mas ndo uma compreensdo. E na argumentacdo dedutiva que se da a compreens3o.

A ascensdo ao nivel de pensamento geométrico, onde se torna claro o signi-
ficado de uma demonstragdo, depende de um longo processo. Os alunos hesitam entre
argumentos de natureza empirica e argumentos de natureza dedutiva até que, finalmen-
te, torna-se claro que certas propriedades impostas aos objetos geométricos implicam
outras, entdo passiveis de demonstracao.

Na literatura, diversos trabalhos al

registram comportamento de alunos, ja
no final dos estudos secundarios e mesmo no inicio de estudos universitarios, no qual:
a) a verificacdo empirica € considerada suficiente para garantir a veracidade de uma
propriedade; tais alunos ndo hesitam em aceitar como verdade, apos algumas medicdes,
que “a soma dos angulos internos de um triangulo é 180 graus”; b) a demonstracdo é
tomada como garantia de verdade somente na situagéo particular do desenho represen-
tativo do teorema em questdo — ap0s terem trabalhado com a demonstracdo que ga-
rante que “os pontos médios dos lados de um quadrilatero formam um paralelogramo”,
eles vacilam para responder se a propriedade aplica-se a um quadrilatero diferente do

inicialmente representado.

Especialmente em CHAZANEIencontra-se pesquisa bem documentada (en-
trevistas com alunos) onde aparecem esses comportamentos, mesmo ja tendo os alunos
discutido os diferentes alcances de argumentacdes empiricas e dedutivas. O autor de-
tecta, nos comentarios dos alunos, argumentos extremamente articulados, bem como

habilidade em comunicar o que estdo pensando, evidenciando resisténcias & mudanca do

natureza de pensamento. Alguns destes comentarios: &

Se eu testei num monte de tridngulos e é sempre verdade entdo eu aceito o resultado... Se
continuo testando mais e mais vezes, digamos mais 10 vezes, e sempre funciona, eu diria
que, sem divida, tem que ser deste jeito...

Esta demonstracao dedutiva € para este triangulo (no desenho associado), mas o enuncia-
do diz que é para qualquer triangulo. Eu tenho que pensar em todos os tipos de triangulo,
poderia ser verdade. Eu ndo poderia garantir isto de imediato...

¥ Em HAREL, G. e SOWDER, L. Student’s proof schemas: results from exploratory
studies, em Schoenfeld, A . et alli (editores), Research in Collegiate Mathematics Education, vol
I11,Washington, American Mathematical Society, 1991.

¥ CHAZAN, D. High scholl geometry students’justification for their views of empi-
rical evidence and mathematical proof, Educational Studies in Mathematics, n® 24, Dordrecht: Kluwer
Academic Publisher, 1993.

% Ibid., p. 382
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Eu ainda tentaria num monte de triangulos diferentes. Mesmo que a gente tenha visto a
demonstracéo, para ficar seguro, eu testaria nos tridngulos. Com a prova dedutiva e sem
exemplos, eu sempre fico em divida... Eu ainda me mantenho, de alguma forma, cético...

Ao mapear em duas categorias as provas produzidas por alunos,
BALLACHEF@coIoca em cena 0 que denomina génesis cognitiva da demonstracao e
indica a necessidade de evolucdo cognitiva, até que eles entendam o significado de uma
demonstragdo e se tornem aptos a produzir demonstracdes. Sao as provas pragmaticas
(preuve pragmatique) e as provas intelectuais (preuve intellectuelle) que revelam o
status do conhecimento em questdo. As primeiras sao explicacdes advindas de acdes
diretas sobre certas representaces dos objetos matematicos —*“hipotecada pela singu-
laridade do acontecimento que a constitui (...) tributaria de uma contingéncia material:
ferramentas imprecisas, defeitos no funcionamento...”. E“IAs segundas ja ndo dependem
apenas da acao efetiva sobre a representacdo, mas tém nas acGes interiorizadas e no dis-

curso légico-dedutivo o controle dos objetos e de suas relagoes.

A ascensdo de categoria depende de concomitante evolugdo nas formas de
acao, formulacéo e validagéo.la_do autor identifica quatro diferentes niveis de formas de

k7]

validacao, solidarias ao processo de ascensao:

— 0 empirismo ingénuo (empirism naif) toma, para validacdo de uma pro-
priedade, a sua verificagdo em alguns poucos casos, sem questiona-
mento quanto a particularidades; este modo de validagdo rudimentar,

reconhecidamente insuficiente, € uma das primeiras formas do processo

% BALACHEFF, N. Processus de Preuve et Situations de Validation, Educational
Studies in Mathematics, 18, Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1987.

% \bid., p. 157
% Ver Capitulo 2, p. 48.

¥ No artigo de BALACHEFF tem-se relato de experiéncia que ilustra os diferentes niveis,
onde o problema proposto é relativo ao nimero de diagonais de um poligono. No empirismo ingénuo, 0s
alunos determinam experimentalmente que o nimero de diagonais de um certo pentagono é 5; modificam
a forma do pentagono e conferem novamente a constatacdo inicial; dai concluem peremptoriamente que
um hexagono tem 6 diagonais. Na experiéncia crucial os alunos fazem experiéncia com um poligono de
muitos vértices (uma imensa figura), buscando depreender generalizagdo empirica, buscando a validagédo
em outros casos particulares. No exemplo genérico os alunos utilizam o caso particular do hexagono para
explicagcdo, mas desprendem-se de particularidades, o que da indicios de pensamento dedutivo: “num
poligono com 6 vértices, em cada vértice temos 3 diagonais. Assim sdo 18 diagonais; mas como uma
diagonal une dois pontos, o nimero de diagonais é 9. O mesmo acontece com 7 vértices, 8, 9...” E final-
mente, na experiéncia mental os alunos se desprendem do caso particular o que transparece na argumen-
tacdo: “em cada vértice o nimero de diagonais é o nimero de vértices menos os dois vértices vizinhos; é
preciso multiplicar isto que encontramos pelo nimero de vértices, porque em cada vértice parte 0 mesmo
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de generalizacdo, e resiste ao longo do processo de desenvolvimento do

pensamento geometrico;

experiéncia crucial (expérience cruciale) é procedimento de validacdo
em que € proposto, explicitamente, o problema da generalizacdo; ele
intenta verificar a propriedade em caso particular mas sem considera-lo
tdo particular, de modo a permitir, ndo mais de forma peremptoria, a

generalizacao;

0 exemplo genérico (exemple générique) consiste na explicitagdo das
razbes que validam uma propriedade que encerra uma generalidade
mesmo, fazendo uso de um representante particular do objeto geométri-

CO,

experiéncia mental (expérience mentale) é explicacdo depreendida de
concretizacdo em representante particular; a argumentacdo flui através
de pensamentos que controlam toda a generalidade da situacdo, e ndo

mais atraves de situagdes particulares, como no exemplo genérico.

Ainda segundo BALACHEFF, o nivel experiéncia mental marca claramente

a transicdo da prova pragmética a prova intelectual. Nesse nivel, acdes interiorizadas

dirigem-se a generalidade, despreendidas de concretizacdo particular, em génesis cog-

nitiva da demonstracdo. O nivel exemplo genérico é uma fase intermediaria, ora na ca-

tegoria de prova pragmatica, ora na categoria de prova intelectual, dependendo da natu-

reza efetiva da acdo sobre o exemplo — ou agédo ainda dependente de concretizagéo

particular, ou acdo que usa a concretizacdo apenas como suporte para expressar racioci-

nio generalizador. Ja a experiéncia mental converge para explicacdo caracterizada como

demonstracdo matematica, e nesta se transforma quando considera os principios de or-

ganizacdo do modelo teorico:

A elaboragdo de uma demonstracéo requer uma organizacao e um status particular de co-
nhecimento, explicitados e aceitos por uma comunidade, que ndo se autoriza mais a buscar
onde quiser os argumentos que utiliza. O conhecimento deve se constituir como um con-
junto fortemente institucionalizado de defini¢des, teoremas e regras de deducéo, cuja vali-

é__lsocialmente compartilhada. Este é o principio que fundamenta o rigor matema-

numero de diagonais. Mas estamos contando cada diagonal duas vezes; o nimero de diagonais que pro-
curamos se encontra dividindo por 2 e obtemos uma vez cada diagonal™

¥ BALACHEFF, N. Apprendre la Preuve, em Sallantin J., Szczeciniarz J.-J. (editores)
Le concept de preuve a la lumiére de l'intelligence artificielle. Paris, France : PUF, 1998. p. 201.
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Nas diferentes formas de validacdo anteriormente apresentadas, identifica-se
em funcionamento, especialmente nos dois primeiros niveis, a abstracdo empirica; nos
dois ultimos niveis ocorrem as abstracdes reflexionantes. Quanto as categorias de pro-
vas — pragmaticas e intelectuais — pode-se relacionar a segunda, no nivel de valida-
cdo experiéncia mental, a processos cognitivos caracteristicos do estagio operatorio-
formal; j& a primeira, no seu inicio, corresponde a comportamentos assemelhados aos do
estagio pré-operatorio; o nivel de validacdo exemplo genérico, momento crucial na
transicao de categorias, relaciona-se com 0s processos cognitivos do estégio operatdrio-
concreto. Ver Figura 3.3.

Figura 3.3

Correspondéncia entre estagios desenvolvimento
cognitivo e categorias de provas

Fonte: autora

De forma néo tdo explicita, o autor também aponta para essa estreita relacéo

entre categorias de provas e estagios de desenvolvimento cognitivo:

A evolucéo de provas pragmaticas para provas intelectuais e para demonstracdes néo €
marcada somente por uma evolugéo nas caracteristicas de linguagem, mas também pelo
status e natureza do conhecimento. As provas pragmaticas apoiam-se em saberes praticos,
essencialmente decorrentes de acdes (aqui no sentido de concretas); as provas intelectuais
exigem que o conhecimento seja colocado como objeto de reflexdo ou de debate. Isso cor-

responde a classica evolugéo descrita na teoria piagetiana.

A categorizacdo de provas apresentada por BALACHEFF torna claro um
dos pontos de dificuldade dos alunos: o entendimento do significado de uma demonstra-
cao, de que certas relagcdes entre os objetos geométricos — as hipoteses de um teorema
— encerram necessariamente novas relagdes — a tese do teorema — e de que, assim

sendo, elas se tornam explicaveis na forma de argumentacdo dedutiva.

¥ bid., p.159
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A explicagdo é um dos propdsitos de uma demonstracdo. No processo de
aprendizagem, tal proposito merece destaque especial por evidenciar a necessidade da
acao “demonstrar” — ou seja, explicar relacbes geométricas ndo mais passiveis de es-
colha, pois elas “estdo” nos objetos. Para os alunos, essa necessidade ndo se apresenta
de forma natural, como o revela a recorrente pergunta: “por que demonstrar esta pro-

[adl

priedade se estou ‘vendo’ que é verdadeira?” DE VILLIERS ™ sugere que os alunos
entenderiam melhor essa necessidade se esclarecidos sobre as diferentes funcfes de uma
demonstragdo: é explicacdo quando esclarece porque uma certa propriedade (mesmo
intuitivamente dbvia) é verdadeira; é convencimento quando trata-se de garantir a vera-

far]

cidade de uma propriedade que nédo é dbvia™; é descoberta quando o processo de de-
monstracdo faz emergir novas propriedades; e é sistematizacdo quando ela organiza os

resultados obtidos.

Muitos dos teoremas da geometria sdo intuitivamente 6bvios, mas no mo-
delo tedrico eles devem ser demonstrados. Isto é de dificil entendimento para os alunos.
A dificuldade ¢ explicavel: algumas propriedades — os axiomas da teoria — sdo toma-
das como pressupostos verdadeiros, e no caso da geometria a aceitacdo é natural; no
entanto, outras propriedades também intuitivamente 6bvias devem ser demonstradas —
por exemplo, que “por um ponto exterior & uma reta passa uma Unica perpendicular a
esta reta”. Assim sendo, para alunos em inicio de aprendizagem, a necessidade de de-
monstracdo pode advir, primordialmente, da busca de explicacdo; muito mais do que o
convencimento, busca-se o entendimento do “porqué” de certas propriedades geométri-
cas.

Enquanto se fizer presente a pergunta dos alunos “por que demonstrar?”
depreende-se que eles estdo atribuindo a demonstracdo, quase que exclusivamente, a
funcéo de convencimento, a qual, no estudo inicial da geometria, ndo se apresenta como

convincente justificativa para a necessidade de demonstra¢do. Vale destacar: no proces-

“0" DE VILLIERS, M. Developing understanding of proof within the context of defi-
ning quadrilaterals, em International News Letter on the Teaching and Learning of Mathematical Proof,
http://www-cabri.imag.fr/Preuve, mai/juin 2000.

*1 por exemplo, quando se demonstra que a seqiiéncia alternada de poligonos e circulos —
P; poligonos regulares convexos com i vértices e C; circulos inscrito em P; e circunscrito a P;,; — conver-
ge para um circulo, ja que a intuicdo sugere que tal seqiiéncia converge para um ponto. Ou ainda: saben-
do-se que no plano o quadrado que ‘engloba’ os quatro circulo de centros (+ - 1, + - 1) e raio 1 engloba o
circulo de centro (0,0) tangente aos quatro circulos e que fato similar acontece no espaco, € uma demons-
tracdo que convence no espaco n-dimensional ( n> 3) a esfera, entdo generalizacdo do circulo tangente em
dimensdo dois, ndo est4 contida no cubo de dimenséo n.
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so de criacdo em matematica, quando uma conjetura é posta sob demonstracdo, é muito
mais a funcdo de explicacdo que comparece, e ndo tanto a de convencimento; a veraci-
dade da conjetura geralmente ndo esta em questdo, pois € com confianca na veracidade

que 0 matematico se coloca em processo de demonstracéo. 7]

Indicativa da importancia da demonstracdo como explicacdo é a recorrente
busca de novas demonstracdes para teoremas ja estabelecidos; quao mais simples a de-

monstracdo, mais transparente se torna a veracidade do teorema. Quanto a isto, sdo inte-

ressantes as palavras de HALMOS sobre o teorema das quatro cores: bl

(...) algum dia, talvez daqui a seis meses, talvez daqui a seis anos, alguém vai produzir uma
demonstracdo, em sessenta paginas, para o teorema das quatro cores (...)Imediatamente
depois disto, talvez em seis meses ou quem sabe em sessenta anos, alguém vai produzir
uma demonstracdo em quatro paginas, baseada em conceitos que, com o passar do tempo,
foram desenvolvidos, estudados, entendidos. O resultado sera inserido na grandiosa, glori-
o0sa, arquitetur&l:lestrutura da matematica. Eficiéncia ndo é tdo importante, o que vale é o

entendimento.

Mapeadas as dificuldades dos alunos no que diz respeito ao entendimento
do significado de demonstragéo, novo problema se apresenta: como produzir demons-
tracOes?

2 Ver depoimentos na secdo 2.1. Mas as vezes também se tem a situacdo extrema da de-
monstracdo que convence mas ndo explica. Deligne, matematico contemporaneo, ap6s ter produzido uma
demonstragdo técnica e formal de um teorema, comenta:*“Eu ficaria muito grato se alguém, que tenha
entendido esta demonstracdo, ma explicasse”, relatado em ALIBERT, D. e THOMAS, M. Research on
mathematical proof, em Tall, D. (editor) Advanced Mathematical Thinking Kluwer, Dordrecht, The
Nederlands : Academic Press, 1991. p. 220.

* 0 “teorema das quatro cores” diz que para colorir um grafico planar bastam quatro co-
res. Foi demonstrado por Appel e Haken, em 1976. A demonstragdo utiliza processo exaustivo de colora-
¢do de certos subconjuntos dos grafos planares, envolvendo computagdes além de qualquer capacidade
humana. Sendo demonstracdo que utiliza resultados obtidos em computador, ela é motivo de polémica na
comunidade matematica.

“ DE VILLIERS, M. An alternative approach to proof in dynamic geometry, em
Lehrer, R. e Chazan, D. (editores) Designing Learning environments for developing understanding of
geometry and space. London, England : Lawrence Erlbaum Associates Publishers, 1998. p. 379.
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3.2.3 O processo de demonstracao

A producdo / construcdo de uma demonstracdo € um processo complexo e
muito pouco desta complexidade foi abordada até aqui. Na secdo que trata da natureza

da matematica Ls]

evidenciou-se qudao complexo é o seu processo de criagdo, com suas
tentativas e erros, idéias vagas, experimentos de pensamento e combinacfes de ideias.
Um aluno, em suas tentativas de producdo de demonstragdo e um matematico, em sua
pesquisa de ponta, encontram-se em situacao similar quanto aos funcionamentos cogni-
tivos. A diferenca reside no grau de sofisticacdo com que o matematico manipula os
objetos e processos abstratos, decorrente de sua “bagagem matematica”. A Figura 3.4

ilustra a complexidade desse processo.

Figura 3.4
Complexidade do processo de criacdo
Fonte: autora

Na figura, o Ciclo I corresponde ao processo que conduz & formulacdo de
conjeturas cada vez mais plausiveis mas que, as vezes, culmina no confronto com um
contra-exemplo. O Ciclo Il é o processo de demonstracdo de conjeturas, que se inicia
movido pela plena confianga na veracidade. Seus desdobramentos possiveis sdo: ou 0
sucesso na demonstracdo, que pode depender de sucessivas reinterpretacdes do proble-
ma e, como resultado, a conjetura se transforma em teorema — ou surgimento de difi-
culdades, implicando a reformulacdo da conjetura — o Ciclo Ill. Este conduz a novas
tentativas de demonstracéo, retornando-se ao Ciclo I. Ha também o caso em que 0 insu-
cesso de demonstracdo ndo afeta a plausibilidade da conjetura — as famosas conjeturas

que, ainda sem demonstracao, merecem plena confianca quanto a sua veracidade.

* Capitulo 2, secdo 2.1
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Para os alunos em situacdo de aprendizagem, é principalmente o Ciclo 1l
que se destaca, pois as conjeturas enunciadas geralmente sdo bastante obvias quanto a
sua veracidade (Ciclo I) e a dificuldade em produzir demonstracdes se deve a fatores
que ndo chegam a implicar passagem pelo Ciclo I1l. Em geral, sdo dificuldades que se
inserem no préprio Ciclo 11: a produgdo de uma demonstracdo depende, em grande par-
te, de adequada manipulacdo do componente figural solidario ao enunciado da conjetu-
ra, 0 que significa torna-lo fonte de idéias a possibilitar o fluir da argumentacao deduti-
va.

A luz dos conceitos figurais,ﬁ|

pode-se falar em propriedade geométrica
como sendo uma propriedade figural, com dois componentes: o proposicional, corres-
pondente ao enunciado em linguagem natural e / ou simbdlica; e o figural, que se con-

cretiza num desenho. A Figura 3.5 exemplifica essas relacoes.

Componente proposicional Desenhos, possiveis instancias do componente figural
(teorema da base média)

“Num tridngulo o segmento A A A

unindo os pontos médios de /\ /] N
dois lados é paralelo ao M N M N

terceiro lado e tem como [

medida a metade da medida B c B
deste lado”

3]
=]
F+4

Figura 3.5
Componente proposicional e componente figural
Fonte: autora

Na construcdo de uma demonstracdo, que pode ser interpretada como um
processo de transformacdes figurais — argumentacdes dedutivas que se apoiam em
componente figural em transformagdo — uma das grandes dificuldades é o tratamento a
ser dado ao desenho. Trata-se de manipuld-lo, mantendo-o sempre sob o controle do
componente proposicional, de tal forma que se possam ai reconstruir teoremas e con-
ceitos (entdo ja sob dominio) e com isto estabelecer a sequéncia de raciocinios que de-
monstra o teorema / propriedade em questdo. Qudo mais implicitos estdo no compo-
nente figural os elementos geomeétricos necessarios para concatenacao logico-inferencial
de hipotese e tese, tdo mais dificil se torna o processo de demonstracéo, e este é o0 caso

dos problemas e desafios intelectuais mais interessantes.

“¢ " Assunto tratado na se¢do 3.1.1
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CURY bzl apresenta detalhada andlise de comportamentos de alunos em
processo de argumentacao dedutiva e categoriza 0s erros recorrentes: a) uso inadequado
de simbolos e convencgdes de linguagem escrita; b) informacdes tomadas de forma equi-
vocada na instancia particular de desenho ou informag6es corretas mas de carater pura-
mente perceptivo; ¢) errdneo uso de conceitos geométricos; d) conclusdes de argumen-
tacdo tomadas em razfes inaceitaveis; €) uso inadequado de hipdteses que garantem a
aplicacdo de teoremas ja conhecidos; uso da propria tese objeto de demonstracdo ou de
propriedades dela decorrentes. Ilustra-se estes comportamentos com uma situagéo anali-

sada e respectivas manifestagdes dos alunos. Ver Figura 3.6.

“K forma dois tridngulos , 4 BCK e ADEK™’; “0s angu-
los de vértice K sdo alternos internos”

“tracando o segmento CE da para fazer um triangulo
equilatero™; ““eu estou pensando agora se o0 ponto médio
C B vai me servir”

Hipotese: N o ] ] ] ]
AB = AD B “o tridngulo is6sceles é os dois lados iguais e o outro
BC = DE desigual, a base (...) tem a base sempre menor que 0s
T A K dois lados
Gngulo C = @ngulo E 5 “sendo A o angulo formado pelos segmentos AE e AC e
Bt como BE=CD pode-se concluir que angulo C = angulo
E E”; “rebatendo o ADKE sobre o ABKC veria que o an-
gulo B é igual ao angulo D pois tenho BC=DE”
“Posso dizer que o angulo C é congruente ao angulo D
pelo caso de congruéncia de triangulos reténgulos, se
ndo me engano, que é lado, angulo e angulo oposto™
Figura 3.6

Problema utilizado para categorizar erros dos alunos
em argumentacdes dedutivas

ZYKOVA,@em estudo detalhado e amplamente documentado sobre difi-

culdades dos alunos no tratamento do componente figural, traz alguns subsidios ao

* CURY, H. N. Analise de erros em demonstracdes de geometria plana — um estudo
com alunos do terceiro grau, Dissertacdo de Mestrado, FACED / UFRGS, Porto Alegre RS, 1994. A
autora também destaca erros do tipo “lapso” e de portugués, que ndo chegam a caracterizar dificuldades
relativas a argumentacdo dedutiva .

*® ZYKOVA, V. |. Operating with concepts when solving geometry problems, em
Kilpatrick. J, e Wirzup, I. Soviet Studies in the Psychology of Learning and Teaching Mathematics, vol
1, Scholl Mathematics Study Group, Stanford University e Survey of Recent East European Mathematical
Literature, University of Chicago, 1969, p. 149, 188. Trabalho originalmente publicado em 1950 nos
Proceedings of the Academy of Pedagogical Sciences of the RSFR, vol. 28. Na descricdo do trabalho de
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tema. No tratamento do componente figural ela destaca duas situacdes de dificuldade:
quando ele exige a reinterpretacdo de desenho e quando exige reconstrucdo do dese-
nho. A primeira, dificuldade menor, corresponde a situacdo em que o componente figu-
ral de um conceito estd presente no componente figural da propriedade enunciada,
devendo a propriedade ser reinterpretada, de forma a inferir-se o conceito néo explicita-
do no enunciado. A segunda situacdo de dificuldade ocorre quando diversos elementos
do componente figural da propriedade enunciada devem ser colocados em relagédo para
que entdo se depreenda o que dir-se-ia ser um subcomponente figural solidario a con-

ceito ou propriedade figural ja conhecidos. Ver Figura 3.7.

Figura 3.7
Tratamento do componente figural: reinterpretacao e reconstrucéo
Fonte: autora

Em geral, a situacdo de reconstrucdo também depende de reinterpretacéo e
dificilmente esta Gltima aparece de forma isolada. Com o propdsito de evidenciar dife-
rencas, dir-se-ia que na reinterpretacdo a atencao estd voltada para um certo elemento
do componente figural enquanto na reconstrucéo ela se orienta a coordenacédo de diver-

sos elementos, 0s quais vao constituir um subcomponente figural.

ZYKOVA também registra situacGes em que os alunos reinterpretam ou re-
constroem o desenho usando “fatos aparentes”, isto é, fatos que ndo estdo sujeitos as
condi¢bes dadas no enunciado ou que delas possam ser inferidos — este é o problema
da fusdo inadequada dos componentes conceitual e figural discutido por FISCHBEIN.

Sdo as particularidades do desenho-instancia do componente figural que perturbam o

ZYKOVA foram feitos ajustes entre a linguagem utilizada em seu artigo e a utilizada neste Capitulo. O
texto original é transcrito no Apéndice IlI.
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controle l6gico da argumentagdo, integrando-se a linha de raciocinio sem que os alunos

tenham consciéncia da impropriedade de tais inferéncias.

A forma de apresentacdo de certas demonstracdes em livros didaticos da in-
dicacdo das dificuldades apontadas por ZYKOVA. Um exemplo: uma possivel de-
monstracdo do teorema de Pitagoras € a que envolve semelhanga de tridngulos retangu-
los, a serem reconstruidos no componente figural, devendo a posicdo relativa dos trian-
gulos ser controlada na reconstrucdo. O que se Vé na apresentacdo da demonstracdo séo
desenhos, a parte do desenho-instancia do componente figural do teorema, de dois
triangulos subcomponentes da componente figural, colocando em evidéncia a necessi-

dade de sua reconstrucéo. Ver Figura 3.8.

Figura 3.8
Reconstrucé@o do componente figural
Fonte: autora

Uma terceira situagdo de dificuldade, ndo discutida por ZYKOVA, apre-
senta-se no processo de demonstragdo e € a mais complexa das trés: os objetos geomé-
tricos necessarios ao encadeamento de relagdes inferenciais ndo estdo ainda visiveis no
componente figural e devem ser identificados e acrescidos ao componente figural para
que assim emerjam, via reinterpretacoes e reconstrucfes, os subcomponentes figurais
que sustentardo a argumentacdo. E o que se vai denominar extensdo de desenho, como

ilustrado na Figura 3.9.

subconfiguragao guadrilatern

MPCA, necessaria no teorerma
A c da base media A /C

b : h e N1 /B\ i F'/
//\ — AN

Figura 3.9
Extensdo de desenho
Fonte: autora
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As dificuldades acentuam-se quando a extensdo do componente figural en-
volve reinterpretacdes ou reconstrucdes de objetos geométricos em posicdo nao famili-
ar aos alunos, isto é, diferentes das prototipicas. Tome-se aqui um exemplo, a Figura
3.10, que envolve reconstrucéo / extenséo / reconstrucado e que coloca em cena, como

sub-componente figural, o componente figural do teorema da base média'ﬁI

— suporte
para a argumentacé@o dedutiva (no exemplo, trata-se de demonstrar que MNRQ ¢ para-

lelogramo).

Se no tridngulo ABC, M, N e P sdo pontos médios dos lados do triangulo e Q e R séo
pontos médios dos segmentos BP e PC, que particularidade tem o quadrilatero ¢ MNRQ ?

Figura 3.10
Reconstrucao / extensdo / reconstrucéo no tratamento do desenho
Fonte: autora

A reconstrucéo (1) geralmente ndo apresenta maiores problemas, pois o de-
senho que expressa 0 componente figural do teorema da base média estd em posicéo
familiar; ja a reconstrucéo (3), apds a extensao de desenho feita em (2) apresenta difi-
culdade porque exige reconstrucdo do subcomponente situado em posi¢do nao prototi-

pica.

DUVALEI fala em diferentes tipos de apreensdo cognitiva (cognitive
apprehension) de um desenho geométrico, com o propoésito de destacar o papel heuristi-
co do desenho nos insights que desencadeiam o processo de demonstracao e também de
entender porque os alunos, frente a problemas similares, apresentam desempenhos téo

diferentes.

* 0 teorema do valor médio diz que “os pontos médios de dois lados de um triangulo

determinam um segmento que é paralelo ao terceiro lado e que tem como medida a metade da medida
deste terceiro lado”.

® DUVAL, R. Geometrical pictures — representation and specific processing, em
Sutherland, R. e Mason, J. (editores). Exploiting Mental Imagery with Computers in Mathematical Edu-
cation, Nato ASI Serie F, vol 138, Berlin: Spring Verlag, 1995. Como no caso do trabalho de ZYKOVA,
também aqui foram feitos ajustes entre a linguagem utilizada por DUVAL e a utilizada neste capitulo.
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Ele classifica como perceptiva (perceptual apprehension) a apreensdo que
reconhece uma “forma” e € resultado da integracdo inconsciente de um desenho ou de
partes deste, atraves de discriminacao e reorganizacao do percebido. A apreensdo per-
ceptiva é fonte de dificuldades quando “fatos” sdo tomados como “certos” pelos alunos,
sem levar em consideragdo a necessdria e imprescindivel fusdo, referida por
FISCHBEIN, entre componentes figural e conceitual / proposicional. Esta é a situacéo,
por exemplo, em que os alunos “enxergam” num triangulo qualquer um tridngulo retan-
gulo, “fato” este simplesmente tomado da aparéncia da instancia particular do desenho

que é expressao do componente figural.

Na apreensdo sequencial (sequential apprehension), o desenho é controla-
do pelos procedimentos de uma construcdo geomeétrica; o componente figural emerge
numa sequéncia de passos de construgéo, e diferentes procedimentos de construgéo re-
sultam em desenhos, expressdo do componente, que ndo sdo perceptivelmente diferen-
tes. Este tipo de apreensdo coloca em relevancia o quanto o significado de um desenho

esta subordinado as relacbes geométricas que Ihe séo impostas.

A apreensdo é discursiva (discursive apprehension) quando um enunciado
acompanha o desenho; diferentes enunciados podem corresponder ao mesmo desenho,
significando que a apreensdo discursiva pode mudar sem que mude a impressdo per-
ceptiva do desenho. Muitas vezes, em situacdo de aprendizagem, a apreensao discursiva
é perturbada pela apreenséo perceptiva, 0 que transparece nas palavras de DUVAL (si-
milares as de FISCHBEIN):

Em qualquer representagdo geométrica a identificacdo perceptiva de propriedades geo-
métricas deve permanecer sob controle das afirmacdes. E a dependéncia dedutiva entre as
afirmagdes que determina o que a figura representa. Aqui pode-se ter uma divergéncia en-
tre o que a figura mostra e o que ela representa E%ifado pelo autor). A percepcdo da figu-

ra mostra é o que é visto sem analise consciente.

Finalmente, DUVAL fala de apreensdo operativa (operative apprehension):
sdo as manipulacdes no desenho, fisicas e mentais, que visam a depreender subcompo-
nentes e a recompor novos subcomponentes, e que podem incluir transformagdes em
tamanho, posicdo e orientacdo, ao buscar-se sintonia entre o desenho e a representacéo
mental. E primordialmente a apreensio operativa que proporciona a fungio heuristica

do desenho (embora ela dificilmente se apresente isolada dos demais tipos de apreen-
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séo), tornando-o, desta forma, fonte de insights para o0 avango do processo de demons-

tracao.

DUVAL destaca como crucial na apreensao operativa o grau de visibilida-
de das operagdes que podem ser realizadas no desenho, e apresenta certas caracteristicas
como possiveis parametros da “medida de dificuldade” na execucéo de operacdes, das
quais sobressaem como mais significativas: a) desenho com subcomponentes explicitos;
b) desenho com subcomponentes complementares; ¢) duplo uso de um subcomponente
do desenho. E traz exemplo ilustrativc;a da estreita relacdo entre estas caracteristicas e

0 desempenho dos alunos. Ver Figura 3.11.

Problema proposto Sucesso no Caracteristicas
problema
Sub-componentes  Sub-componentes  Duplo uso de sub-
explicitas complementares componentes
A F B sim sim nao
E G i
; 60 % tri AEI
tri AFI tri ACD
D H g tri CIG tri ACB
Compa[e a area tri CIH
dos retangulos
destacados
A B nao néo sim
R 11 %
5 tri ADC tri ADC tri DEC
tri BCD tri BCD

Compare as areas
dos triangulos
destacados

Figura 3.11

Relacdo entre as caracteristicas das subcomponentes dos desenhos
e 0 desempenho dos alunos

Fonte: autora

Embora sejam diferentes os vocabularios de DUVAL e ZYKOVA, transpa-
rece estreita relagdo entre as apreensdes operativas discutidas pelo primeiro e as rein-

L bid., p. 146.
2 bid, p. 150
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terpretacdes e reconstrugdes de desenho discutidas pelo segundo. A classificagcdo de
DUVAL pode ser vista como um refinamento dos conceitos introduzidos por
ZYKOVA, mostrando melhor entendimento das dificuldades que se apresentam aos

alunos, especialmente quando se trata de reconstrucéo de desenho.

O caso de extensdo de desenho, introduzido pela autora deste trabalho, am-
plia o leque de analise de dificuldades que se apresentam, em situacdo de aprendizagem,
no tratamento do componente figural. As extensdes de desenho também dependem de
apreensdes operativas, estas antecipadoras das subconfiguracdes que véo dar suporte a

argumentagao.

A apreensdo operativa e 0 processo de abstracdo reflexionante também
guardam estreita correspondéncia: em geometria, a ascensdo em patamar de conheci-
mento depende de operagcOes sobre componentes proposicionais / figurais, que se fazem
acompanhar de sucessivos reflexionamentos, até que finalmente emerge a argumentacéao
dedutiva que valida uma propriedade geométrica. E nisso entram em cena as estruturas

cognitivas correspondentes ao estagio operatorio-formal.

Também se constata que a categoria prova intelectual, destacada por
BALACHEFF, é dependente sobretudo de apreensbes operativas; ja as provas prag-
maticas estdo diretamente relacionadas com a apreensdo perceptiva — elas ndo apre-

sentam a reflexao propiciadora do raciocinio generalizador.

A Figura 3.12 ilustra a estreita correspondéncia que ha entre os conceitos /
classificagdes apresentados por FISCHBEIN, BALACHEFF, DUVAL e ZYKOVA, e

0s estagios de desenvolvimento cognitivos descritos na teoria piagetiana.

Figura 3.12

Relacéo entre conceitos / classificacfes em FISCHBEIN,
BALACHEFF, DUVAL, ZYKOVA eem PIAGET
Fonte: autora
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Do discutido até aqui, fica claro que o tratamento do componente figural de
um enunciado geométrico é uma fonte de dificuldades para os alunos, quando em pro-
cesso de producdo de demonstracdo. A superacdo dessas dificuldades depende, certa-
mente, de um meio que provoque quer sejam abstracdes reflexionantes, quer reinter-
pretacOes / reconstrucOes / extensOes, quer apreensdes operativas que ndo percam de

vista a necessaria fusdo entre os componentes conceituais/proposicionais e figurais.

Ha outro aspecto a merecer destaque na situacdo de aprendizagem: tdo im-
portante quanto o processo de construgcdo de conhecimento é o produto resultante da
aprendizagem. O avancgo no conhecimento depende do que j& foi construido. A base de
conhecimento dos alunos deve estar em constante expansao, numa sucessiva integracdo
de novas propriedades geometricas. O potencial da base de conhecimento, quanto a
construcdo de novas demonstracoes, depende muito da multiplicidade de imagens men-
tais associadas ao componente figural das propriedades e conceitos. Nas situagdes de
aprendizagem deve-se atentar para o quanto as imagens prototipicas dominam os cons-
trutos mentais individuais e tornam-se fonte de dificuldades no fluir das argumentacées
dedutivas. KABANOVA-MELLER =

acompanhado o desenvolvimento da demonstragédo de determinado teorema e terem

registra situacdo em que os alunos, apos terem

evidenciado compreensdo da sequéncia logica de argumentos, encontram dificuldades
em refazer a demonstracdo quando lhes é apresentado desenho diferente do original-

mente trabalhado.

Na superacéo das dificuldades que permeiam o processo de aprendizagem, a
contribuicdo de situacdes de metaprendizagem também merece consideracao, tais como:
situacOes de reflexdo sobre a natureza do conhecimento objeto de construcao; de proce-
dimentos pertinentes ao dominio de funcionamento do modelo; de dificuldades cogniti-
vas que se apresentam; e da prépria historia de desenvolvimento do conhecimento. Em
certos momentos a aprendizagem depende de reflexdo — abstracgdes refletidas Bl
sobre 0 conhecimento que esta sendo construido. Estas sdo reflexdes no plano do meta-

conhecimento.

> KABANOVA-MELLER,E.N., The role of diagram in the application of geometric
theorems, em KILPATRICK, J. e I. WIRZUP, I. Op. cit., 1970.

*  “Chamamos de abstragdo ‘refletida’ o resultado de uma abstracéo reflexionante, assim

que se torna consciente.” PIAGET, J. 1995: Abstracédo Reflexionante... p.274.
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O livro “A arte de resolver problema” de POLYAELI

é um trabalho precursor
nesta direcdo ao propor, como parte importante da aprendizagem, o retrospecto da re-
solucéo do problema: cabe aos alunos refletir sobre as dificuldades, sobre a idéia central
de resolucdo e sobre a estratégia utilizada, e identificar outros problemas cuja estratégia
possa ser reutilizada. ROBERT e TENAUD|5_ﬁl apontam resultados positivos, quanto ao
desempenho dos alunos na producédo de demonstracdes em geometria, nas situacdes de
aprendizagem em que € destacada a metaprendizagem de métodos (méthods) — proce-
dimentos aplicaveis & uma classe de problemas. E o caso dos problemas de construgéo
geomeétrica que usam como método de demonstracdo as transformacdes isométricas e
homotéticas, nas quais 0s objetos geometricos passam a ser vistos como conjuntos de
pontos sobre os quais agem as transformacoes.

Os artigos do “Soviet Studies in the Psychology of Learning and Teaching

Mathematics” B

surpreendem pela recorrente preocupagdo em contemplar, na situagéo
didatica, momentos que classificar-se-iam como de metaprendizagem. Nas situacfes de
aprendizagem ¢ feito deliberado estudo de interpretacdo do desenho associado ao com-
ponente figural de um conceito ou propriedade, no qual sdo destacados tanto os fatos
geomeétricos que estdo sob controle do componente conceitual quanto aqueles que ali
estdo em funcdo de contingéncia da representacdo e que portanto ndo devem ser incor-
porados a linha de raciocinio: “os alunos devem ver tanto o essencial como o que néo €
essencial, o geral e o especifico. Eles devem conscientemente distinguir estes aspectos
para que possam dominar conceitos e teoremas”l.E Em consequéncia deste procedi-
mento didatico, sdo registrados progressos significativos dos alunos na construcdo de

demonstracgdes.

> POLYA, G. A arte de resolver problemas. Rio de Janeiro RJ : Editora Interciencias,
1975.

% ROBERT, A . e TENAUD, I. Une expérience d’ensignement de la géométrie en
terminal C, Recherches en Didactique des Mathématiques, vol. 9, n° 1, Grenoble, La Pensée Sauvage
Editions, 1988.

> KILPATRICK, J. e WIRZUP, I. Soviet Studies in the Psychology of Learning and
Teaching Mathematics, The learning of mathematical concepts, vol I., Problem solving in geometry,
vol. IV e The development of spatial abilities, vol. V, Scholl Mathematics Study Group, Stanford Uni-
versity e Survey of Recent East European Mathematical Literature, University of Chicago,1970.

*® KABANOVA-MELLER,E.N., 1970: The role of diagram..., p. 48.
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Quanto a metaprendizagem, SCHOENFELDEI lista as atitudes dos alunos
que devem permear a situacdo de aprendizagem: o uso de heuristicas na resolucao de
problemas; a tomada de consciéncia das atitudes cognitivas que participam da escolha
de estratégias; a resolugdo de um problema como sendo mais do que simples obtencéo
de uma resposta, devendo incluir uma andlise da estratégia de resolucdo e a busca de
outras solucdes e generalizacGes; o tomar a si a responsabilidade do processo de inves-
tigacdo — as exploracdes e formulagcbes de conjeturas e a validacdo das argumentacoes.
A experiéncia analisada é uma situacéo didatica voltada ao ensino da resolucédo de pro-

blemas, com énfase no processo de demonstragéo.

Delineada a complexidade do processo que leva a construcdo de conheci-

mento em geometria, finaliza-se esta secdo com as pertinentes palavras de FISCHBEIN:

A integracdo de propriedades conceituais e figurais numa unitaria estrutura mental, com a
predominéncia das restricGes conceituais sobre as figurais, ndo é um processo natural (...)
Uma das principais raz8es que faz com que a geometria seja um assunto téo dificil (... ) é
que os conceitos figurais ndo se desenvolvem na dire¢do de sua forma ideal (...) Conse-
qlientemente, um dos maiores desafios para a educagdo matematica ( no dominio da geo-
metria) é criar situacOes didaticas que sistematicamerg_&l exijam a integracdo destes dois

aspectos, até que se tornem um unitario objeto mental.

Séo, estas, palavras provocadoras quanto a situacédo didatica capaz de propi-
ciar a aprendizagem da geometria. E nesta direcio que se insere esta tese, ao colocar sob

investigacdo uma situacdo que contempla o uso dos ambientes de geometria dindmica.

3.3 Os ambientes de geometria dindmica

Os ambientes de geometria dinamica sdo ferramentas informaticas que ofe-

[&4

recem reégua e compasso virtuais -, permitindo a construcdo de objetos geometricos a
partir das propriedades que os definem. Sdo micromundos que concretizam um dominio
tedrico, no caso a geometria euclidiana, pela construcéo de seus objetos e de representa-
cOes que podem ser manipuladas diretamente na tela do computador. Ver Figura 3.13 a

pagina 83.

*® SCHOENFELD, A. Reflections on a course in mathematical problem solving, em
Schoenfeld, A.et alli (eds), Research in Collegiate Mathematics Education, Issues in Mathematics Educa-
tion, vol. 7, Washinton, Mathematical Assocoation of America, 1998.

% FISCHBEIN, The theory of..., p.156, 161.
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Figura 3.13
Interface de software de geometria dindmica
Fonte: autora

O processo de construcdo de objetos é feito mediante escolhas de primitivas
disponibilizadas pelo programa em seus diferentes menus — pontos, retas, circulos,
retas paralelas, retas perpendiculares, transformacfes geométricas, por exemplo. A base
inicial de menus pode ser expandida com a incluséo de pseudoprimitivas, via procedi-

mento que automatiza as rotinas — a macroconstrucéo.

Estes programas oferecem o recurso de “estabilidade sob acdo de movi-
mento”: feita uma construcdo, mediante deslocamentos (dragging) aplicados aos ele-
mentos iniciais determinadores do objeto geometrico, o desenho na tela do computador
— instancia de representacdo do componente figural — transforma-se mas preserva, nas
novas instancias, as relaces geométricas impostas inicialmente a construcdo, bem como
as relacdes delas decorrentes. Ou seja, para um dado objeto ou propriedade, tem-se na
tela do computador uma colecdo de “desenhos em movimento” que guarda certos inva-
riantes geométricos, declarados ou ndo no procedimento de construcdo. Por exemplo
(ver Figura 3.14) : um quadrado, construido com controle geométrico — o desenho se
constitui a partir de propriedades geométricas do quadrado — e um quadrado construido
a partir da experiéncia sensivel — o desenho do tipo “a méo livre”. Ambos tém o mes-

mo aspecto na tela do computador enquanto ndo lhes sdo aplicados movimentos (na

8. Conforme ja mencionado no capitulo 1, o software Cabri-Geometry Il é um dos repre-
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figura, quadrados pontilhados). Sob aplicagdo de movimento — deslocamento do Vvérti-

ce A—, o primeiro quadrado muda de tamanho ou posi¢do ou dire¢do, mas se man-

Figura 3.14

Quadrados construidos com controle geométrico (a esquerda)
e sem controle geométrico (a direita)

Fonte: autora

tém sempre quadrado. O outro colapsa sob a acdo do movimento, pois “perde” as pro-

priedades “todos 0s angulos retos” e “todos os lados congruentes entre si”.

A estabilidade sob acdo de movimento resulta das relagdes geométricas im-
postas & construcdo e que encerram as propriedades caracteristicas do quadrado en-

quanto objeto geométrico.

O quadrado mostrado na Figura 3.15, a pagina 85, foi obtido pelo seguinte
procedimento: segmento AB; retas perpendiculares ao segmento passando pelos extre-
mos; circulo de centro A passando por B e interceptando uma das reta em D; circulo de
centro B passando por A e interceptando a outra reta em C; segmentos AD, DC e CB.
Este quadrado ¢ estavel sob acdo de movimento. E mais, a congruéncia do segmento DC
aos demais lados, bem como a perpendicularidade nos vértices D e C sdo fatos ndo de-
clarados na construcdo e ali “estdo” — sdo os fatos estaveis implicitos, entdo passiveis

de demonstragéo.

sentantes de tais ambientes e foi o software escolhido para os propésitos desta tese.
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Figura 3.15
Desenho de quadrado com procedimento geométrico
Fonte: autora

Registre-se que o software, através do procedimento de construcdo, armaze-
na relacdo funcional entre objetos geométricos. Na construgdo do quadrado mostrado na
Figura 3.16, a relacéo funcional faz a correspondéncia entre segmento e quadrado medi-

ante procedimento de construcdo especificado.

Figura 3.16
Relacéo funcional entre objetos, armazenada pelo software.
Fonte: autora

Ou seja, nos ambientes de geometria dindmica, o processo de construgao
geométrica explicita ineditamente o conceito de func;&o.'ﬁ_2I A relacdo funcional revela-
se, parcialmente, no tipo de dinamismo da figura: as variaveis independentes correspon-

dem aos objetos que podem ser movimentados e sdo estes que ddo dinamismo a figura.
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No caso do quadrado, estas variaveis sdo os pontos A e B, extremos do segmento que
origina a construcdo, embora diferentes procedimentos de construcdo possam resultar

em quadrado com 0 mesmo tipo de dinamismo.

Observe-se que, mesmo antes do advento do computador, a literatura regis-
tra abordagens dindmicas dos objetos geométricos, similares as disponibilizadas pela
tecnologia informatica. ZYKOVA, contrapondo-se a pratica usual de tratamento estati-
co dos desenhos, responsavel pela constituicdo de imagens prototipicas, diz que “para
ter—se habilidade para operar com conceitos é necessaria experiéncia visual qualitati-
vamente diversificada”.la| Em discussdo com os alunos sobre os conceitos de angulos
adjacentes e angulos suplementares, o segundo conceito é tratado como caso particular
do primeiro, mediante a visualizacdo do movimento do lado de um dos angulos adja-

centes, até que os dois angulos tornam-se suplementares. Ver Figura 3.17.

Figura 3.17
Angulos em movimento : de adjacente a suplementar.
Fonte: autora

KABANOVA-MELLER também se refere diretamente ao tratamento dina-
mico dos desenhos quando aponta como um dos objetivos de seu experimento: “nas

situagdes de ensino provocamos nosso alunos para que fiqguem alertas ao principio de

variacdo dos elementos geométricos (sublinhado pelo autor) (...) posicéo, direcédo e

grandeza podem ser diferentes nos desenhos sem que com isto mude o significado do
B4l

teorema”.

LABORDE E“'elege 0 movimento como uma das dimensdes que, perpassan-
do a exploragdo e modelizacdo em geometria, remonta no tempo e, nos dias de hoje,

materializa-se na tela do computador: os gregos empregavam instrumentos mecanicos

82 Inédita porque, geralmente, o conceito de funcéo esta fortemente associado a conjuntos
numeéricos. E mais, na geometria um desenho estatico ndo revela de forma tdo transparente este conceito.
8 ZYKOVAV. |. Operating with concepts..., p.146
% KABANOVA-MELLER, The role of diagram... p. 43.

% LABORDE,C., 1992: Ensigner la Géométrie... , p. 31.
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para descrever curvas (hoje modelizaveis no computador [®%); os lugares geométricos

nada mais sdo do que pontos em movimentos regidos por certas condices.

No cléssico “Eléments de Géométrie” de CLAIRAUT, em 1741, o movi-
mento comparece como recurso de explicacdo, registrado nas expressdes “o0 movimento
do ponto P implica uma variacao de angulo...”, “girando os triangulos até que ocupem
as posicdes vemos que ...”. A Figura 3.18 mostra a explicacdo de CLAIRAUT para a

propriedade *“os angulos da base de um triangulo isosceles sao iguais entre eles”.

“Pode-se ver facilmente as razdes se representamos o que acontecera,
quando de inicio, supdem-se os dois lados AB e AC do triangulo deita-
dos sobre BD e CE, prolongamentos da base BC, e que em seguida eles
se levantam para reunir suas extremidades em A; a igualdade dos dois
lados vai Ihes impedir de fazer um caminho maior do que o outro. As-
sim, estando juntos, eles se inclinam igualmente[Sbbre a base BC. Por-
tanto o angulo ABC ser4 igual ao angulo ACB”" ¢’

Figura 3.18
Explicacdo de CLAIRAUT, utilizando figura dindmica.
Fonte: Clairaut, com adaptacéo da autora

No livro de LEGENDRE, Eléments de Géométrie, primeira edicdo em 1794,
é também a dindmica da figura que explica a propriedade “por um ponto sobre uma reta
podemos elevar uma perpendicular a esta reta, e ndo mais do que uma”. Ver Figura
3.19.

“Com efeito, suponhamos que uma reta AM, a principio deitada
Y sobre AC, gire em torno do ponto A: ela formara dois angulo adja-
centes, MAC e MAB, um dos quais, MAC, sendo a principio muito
pequeno, vai sempre crescendo; o outro, MAB, maior que MAC no
M comeco vai constantemente decrescendo até zero. O angulo MAC, a
principio menor que MAB, torna-se-a, pois, maior que este angulo:
B 8 - por consequencia, havera para a reta mével uma posicdo AM” em
que ess& dois angulos sdo iguais; e é evidente que esta posicao €

unica”

Figura 3.19
Explicacdo de LEGENDRE, utilizando figura dinamica.
Fonte: Legendre, com adaptacéo da autora

% Merecem destaque dois sites que tratam deste assunto: A Visual Dictionary of Special
Plane Curves, em http: // xahlee.org/PageTwo_dir/ more.html ; Museo Universitario di Storia Natu-
rale e della Strumentazione Scientifica, em http: // www.museo.unimo.it/theatrum/inizio.htm

) 7 CLAIRAUT, A. C. Eléments de Géométrie, vol.1. Paris, France : Gauthier-Villars et
Cie Editeurs, 1920. p.31.
% | EGENDRE, A . M. Elementos de Geometria. Rio de Janeiro RJ : Livraria Garnier
Editores, 1915, p. 7.
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Com a apresentacdo dos ambientes de geometria dinamica e dos registros
sobre quanto o dinamismo pode estar associado ao entendimento de propriedades geo-
métricas, passa-se a discutir o potencial dos ambientes de geometria dinAmica nas situa-
¢Oes de aprendizagem, elencando-se, na secdo 3.2.1 que se segue, mais subsidios para

responder as perguntas suscitadas no capitulo 1.

3.3.1 As possibilidades

Preliminarmente, pode-se afirmar que a base de conhecimento dos ambi-
entes de geometria dindmica e a interface de trabalho por eles disponibilizada propici-
am, com manipulagédo de objetos concretos-abstratos na tela do computador, a ascenséo

de patamar de conhecimento, de empirico para inserido em modelo tedrico.

Inicialmente, as construcdes dos alunos s&o desenhos do tipo “a mao livre”,
reproducdes de formas conhecidas, como quadrados e retangulos — predomina ai a
percepcdo. Ao movimentarem o desenho, os alunos constatam que a forma colapsa e
deixa de apresentar a impressdo visual desejada. O recurso de “estabilidade sob acéo de
movimento” desafia os alunos a construirem formas sob controle geométrico, isto é,
submetidas a propriedades geométricas por eles escolhidas. Na tela do computador, os
objetos vao se concretizando sob gradativo controle, na espiral acéo / formulacéo / vali-
dacéo. Os discursos dos alunos convergem, assim, a uma linguagem geométrica cada

vez mais precisa.

Em situacdes de aprendizagem, freqiientemente é negligenciada a simbiose
dos componentes conceitual / proposicional e figural de uma dada situacdo geometrica.
Ignorando esta relacdo, os alunos apresentam recorrentes dificuldades, como foi discuti-
do na secéo anterior. Os ambientes de geometria dindmica explicitam tal relagdo. Com o
advento dos ambiente de geometria dindmica, na literatura ja se faz distin¢do entre os
termos figura e desenhoa 0 primeiro refere-se ao objeto matematico inserido no mo-
delo euclidiano, dado pelas propriedades que lhe sdo impostas, por via de construcéo

geomeétrica; e o segundo refere-se a instancia de representacdo do componente figural,
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quer seja ela um desenho em papel, quer seja um desenho na tela do computador.

O processo de construcédo e a estabilidade geométrica das diferentes instan-
cias de representacdo propiciam a adequada fusdo entre os componentes conceitual /
proposicional e figural constitutivos da situagdo geométrica. Uma familia de “desenhos
em movimento” substitui o desenho particular como expressdo do componente figural,
descaracterizando as particularidades nédo relevantes do desenho particular. Na literatura
encontram-se registros de efetivos progressos dos alunos na construcdo de conceitos
geomeétricos em conseqiiéncia da presenca dos “desenhos em movimento” nos constru-

fzo]

tos mentais individuais .

O recurso de “estabilidade sob acdo de movimento” revela aos alunos o grau
de controle que eles exercem sobre 0s objetos concreto-abstratos, e obter uma constru-
cao estavel torna-se um problema genuino. Para um mesmo objeto geométrico sdo mal-

tiplas as construcoes possiveis'zLI

e assim o0s alunos passam a compreender que, a partir
de certos fatos declarados (ou seja, hipdteses de um teorema), outros destes decorrem —
os fatos estaveis implicitos (ou seja, a tese do teorema) —, entdo passiveis de explica-

cdo. Dir-se-ia que esta compreensao € parte da génesis cognitiva da demonstragéo.

Pelo recurso de estabilidade, as configuragdes geométricas classicas (0s teo-
remas) passam a ter multiplicidade de representagdes. Os desenhos deixam de ser pro-
totipicos. E os alunos tornam-se mais habeis na identificacdo, quando em processo de
demonstracdo, de subconfiguragdes ndo prototipicas de propriedades ja conhecidas,

necessarias ao desenrolar da argumentagéo.

Os ambientes de geometria dindmica também incentivam o espirito de in-
vestigacdo matematica: sua interface interativa, aberta a exploracéo e a experimentacao,
disponibiliza os experimentos de pensamento. Manipulando diretamente os objetos na

tela do computador, e com realimentagdo imediata, os alunos questionam o resultado de

% LABORDE, C. L’enseignement de la géométrie en tant que terrain d’exploration

de phénomenes didactiques, Recherche en didactique des Mathématiques, 9 (3) , Grenoble: La Pensée
Sauvage Editions, 1990.

" |LABORDE, C. e CAPPONI, B. Cabri-géométre constituant d'un Milieu pour I'A-
pprentissage de la notion de figure, em Balacheff, N. e Vivet, M. (editores), Didactique et Intelligence
Artificielle. Grenoble, France : La pensée Sauvage, 1994. YERUSHALMY, M. e CHAZAN, D. Over-
coming Visual Obstacles with the Aid of the Supposer, Educational Studies in Mathematics, vol.21/3.
Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1990
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suas acOes / operacdes, conjeturam e testam a validade das conjeturas inicialmente
através dos recursos de natureza empirica — medidas, oraculo[3, sobreposicio de ob-
jetos geométricos ? 7] Num segundo momento, coloca-se a eles o problema de explicar
as regularidades que ‘saltam aos olhos’ nos “desenhos em movimento”, ou seja, de en-

gajarem-se na construcdo de demonstragoes.

Em relacdo a este segundo momento — a construcdo de demonstragdes,
HOYLES e NOSSEdiscutem a tensdo existente entre as exploracgdes livres dos alunos,
permitida pelos micromundos, e a intencdo da situacdo didatica orientada a construgao
de um determinado saber, 0 que coloca em cena a necessidade de intervencGes pedago-
gicas com propdsitos bem definidos. Vale ressaltar que, pelos recursos que disponibili-
zam e pelo alto grau de precisdo dos desenhos neles obtidos, os ambientes de geometria
dindmica também podem desencadear nos alunos atitudes que priorizam as validacfes
empiricas, em detrimento das validac@es hipotético-dedutivas. E 0 caso em que 0s re-
cursos de medigdo informam: “soma constante de 180 graus para os angulos de um tri-
angulo” ou “igualdade das areas dada no enunciado do teorema de Pitagoras”, e os alu-

nos tomam estas informacdes como validagdes satisfatorias.

LABORDE e LABORDE E] atentos a este comportamento, sugerem situa-
¢Oes-problemas onde alternem-se experimentacdes no ambiente, visualizagdes, formu-
laches de questdes, leituras e releituras geométricas, que culminem na necessidade de
argumentacdo dedutiva. As situacOes-problemas sdo postas sob responsabilidade dos
alunos e exigem, por exemplo: a explicagdo de um fendémeno visual — “dado o seg-
mento AB, controlar na tela o rastro do ponto P de forma tal que o d&ngulo APB seja

sempre reto”; a justificativa de porque um certo fenbmeno geomeétrico nao pode ocorrer

™ por exemplo: um paralelogramo pode ser construido por via de paralelismo, ou de si-
metria central, ou de diagonais que se bissectam. No primeiro caso, o paralelismo esta declarado na cons-
trucdo; nos outros dois casos € uma decorréncia implicita da construgdo, passivel de ser demonstrada.

20 “oréculo’ é recurso que responde perguntas como: ‘retas sdo paralelas ?’ , ‘ponto
pertence a objeto?” A sobreposicdo de objetos que validam fatos implicitos é ilustrada pelo exemplo:
numa certa construcdo parece ser fato implicito que trés pontos satisfazem a condicdo AO = OB, o0 que
entdo os alunos validam construindo o circulo de centro O passando por A e constatam que passa por B,
usando aqui o recurso de movimento de desenho.

" Por exemplo, situagdo em que conjetura sobre paralelismo é reforcada com a construgdo de reta para-
lela.

™ HOYLES, C. e NOSS, R. A pedagogy for mahematical microworlds, Educational
Studies in Mathematics, 23, n° 1, Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1992.
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— quando eles tentam construir um tridngulo com duas bissetrizes perpendiculares; a
explicacdo de ambiglidades visuais — casos em que, numa configuragdo sob movi-
mento, uma certa propriedade ora se verifica, ora ndo, exigindo a identificacdo das con-
dicBes para que ela sempre se verifique; e o controle geométrico para que determinada
construcdo atenda restrigdes quanto ao tipo de movimento — “dado um ponto O, cons-
truir triangulo equilatero com centro em O e tal que um dos vértices mova-se em circulo

de centro O”.

Em configuracBes geométricas mais complexas, € no dinamismo da figura
que se revelam muitos dos fatos estaveis implicitos, a0 mesmo tempo em que os fatos
aparentes, provenientes de instancia particular de desenho expressdo do componente
figural, tornam-se irrelevantes na exploracdo. E mais: este dinamismo evidencia a fun-
¢ao heuristica do desenho, colocando em cena as apreensfes operativas necessarias as
reinterpretacdes / reconstrugdes / extensfes que concorrem para o fluir da argumenta-

cao dedutiva.

Ao observar adultos com conhecimentos de geometria resolvendo proble-
mas em tais ambientes, LABORDEE registra o quanto a evidéncia visual torna-se im-
portante no processo de investigacdo: a evidéncia é interpretada em termos geométricos
e gera questdes que sdo resolvidas através de conhecimento geométrico; e a analise da
situacdo provoca novas questdes, exploradas empiricamente, num primeiro momento,
através do recurso de movimento. LABORDE também registra que certamente a baga-
gem matematica dos sujeitos observados desempenhou papel importante, quanto ao uso
da evidéncia visual, na proposicdo de perguntas e de estratégias bem direcionadas para a
solucéo do problema.lﬁlJé para os alunos em situacdo de aprendizagem, esta habilidade
ainda precisa ser desenvolvida. Isto exige a concepcdo de situagcdes-problemas provoca-
doras da interacdo entre tratamento visual e tratamento geométrico: “além do uso do

fenbmeno visual como um catalisador para producdo de conjeturas, os problemas-

" LABORDE, C. e LABORDE, J. What about a learning environment where euclidi-
an concepts are manipulated with a mouse? em diSessa, A . et alli (editores), Computers and Explo-
ratory Learning, NATO ASI Series, serie F, vol. 146, Berlin: Spring Verlag, 1993.

® LABORDE, C. Visual phenomena in the teaching /I earning of geometry in a com-
puter based environment, em Mammana, C. e Villani, V. (edutores), Perspectives on the teaching of
geometry for the 21 century, Dordrecht / Boston / London : Kluwer Academic Publishers, 1998.

" No capitulo I em KING, J. e SCHATTSCHNEIDER, D.(editores), Geometry Turned
On, Washington : Mathematical Association of America Notes 41, 1997, ha depoimentos ilustrativos de
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desafios devem ser colocado de forma tal que o aluno fagca conexa@o entre os aspectos

visuais e tedricos da geometria™. ]
3.3.2 Pensamento visual e argumentacéo

Sem duvida, os ambientes de geometria dindmica, com seus “desenhos em
movimento”, propiciam 0s experimentos de pensamento que acompanham 0 processo
de criacdo em matematica: fazer exploracGes, elaborar e refinar conjeturas, testar hipo-

teses, produzir demonstracdes.

Conforme ja bem discutido, um dos pontos cruciais na constituicdo do pen-
samento geométrico é o entendimento da diferenca entre validacdes empiricas e argu-
mentacgdes hipotético-dedutivas, e o entendimento da necessidade destas ultimas. Segue-

se a isto o desenvolvimento de competéncia para construir demonstracoes.

A evidéncia experimental que o ambiente propicia compele a busca de de-

monstragdo. E ilustrativo o depoimento de DE VILLIERS:

Embora freqlientemente eu fique confiante na validade de uma conjetura, veja a sua vera-
cidade no descortinar continuo de transformagdes na tela do computador, isto ndo me da
uma satisfatoria explicacdo de ‘por que’ ela é verdadeira (grifado pelo autor) (...) Somente
confirma que €é verdade, e embora seja possivel considerar mais e mais exemplos, que au-
mentam a minha confianca, isto ndo me da o sentimento psicologicamente satisfatorio de
iluminacéo (...) Na minha experiéncia, quao mais convencido es%: tdo mais motivado fico

para encontrar uma explicacdo para o ‘porqué’ da veracidade.

E o processo de demonstracdo que explica os fatos estaveis implicitos que
emergem sob movimento. O processo inicia, geralmente, com a plausibilidade de uma
conjetura. Mas a constru¢do de uma demonstracdo depende, sobretudo, de insight, e
entdo o problema que ai se coloca é: de que forma o dinamismo dos desenhos contribui

para o insight que gradativamente se organiza como uma argumentacao dedutiva ?

utilizacdo dos ambientes de geometria dindmica onde fica clara a importancia da cultura matematica na
producdo de demonstra¢des de resultados interessantes.
® Ibid., p.114

" DE VILLIERS, M. The Role of Proof in Investigative, Computer-based Geometry:
Some Personal Reflections, em King, J. e Schattschneider, D. (editores), Op. cit., p.22.
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Diversos autores se propdem esta mesma questdo, cujas respostas ainda ndo
sdo satisfatorias. SCHER @Iregistra que a utilizacdo dos ambientes de geometria dina-
mica nas situacfes de aprendizagem muitas vezes revela uma ruptura: por um lado, o
ambiente € utilizado para verificagdo empirica de certas regularidades — por via da
dindmica de imagens, ou por via de medigdes — e, por outro, pouco uso se faz do am-

biente no desenrolar do processo que busca explicacdes.

DE VILLIERS El ao mesmo tempo em que aponta 0 quanto a variagdo con-
tinua de configuracdes na tela do computador facilita a verificagdo empirica de conjetu-
ras, traz discussao de situacdo didatica em que os alunos, interagindo com o ambiente,
colocam-se diante da necessidade de demonstracédo, sobretudo na sua funcao de explica-
¢do. Mas DE VILLIERS néo deixa de assinalar que o progresso dos alunos na producgéo
de demonstragcdes depende de conhecimento prévio de natureza empirica e, principal-

mente, de exposicao sistematica de como proceder em argumentagdes dedutivas:

Para explicar alguma coisa, nds temos que explica-la em termos de outras. Os alunos po-
dem precisar de orientacdo para produzir explicacdes adequadas (demonstragdes), expli-
cagOes alternativas e fazer comparagfes (...) Em nossa experiéncia, é somente apds um
consideravel trabalho desta natureza que os alunos se tornam habeis na construcdo de su-
as explicacBes e de forma critica as comparam. Entretanto, é significativo que quando a
demonstracéo é vista como uma explicacdo, parece acontecer substancial progresso dos
aluno&?a direcdo de atitudes (sublinhado pelo autor) voltadas a construir demonstra-

coes.

HOYLES & JONES |aposicionam-se criticamente quanto a utilizacdo dos
ambientes de geometria dindmica quando esta privilegia validacdes de natureza empiri-
ca em detrimento de argumentacdes dedutivas e observam que isto tem sido bastante
freqiiente, dadas as facilidades que os ambientes oferecem. Opondo-se a tal utilizacao,
discutem como esses ambientes podem se apresentar como contextos que provoguem a
necessidade de ascensdo na natureza das explicagdes, supondo-se tal intencdo na situa-
cdo didatica, caracterizados por: a) alunos encorajados a fazer conjeturas a partir da

analise de dependéncia entre relacGes geométricas; b) definicdo explicita dos objetivos

8  SCHER,D. Problem solving and proof in the age of dynamical geometry, Micro-

math, vol. 15/1, 1999.
8 DE VILLIERS An alternative approach...

& Ibid., p. 388.

8 HOYLES, C. e JONES, K. Proof in dynamic geometry contexts, em Mammana,C. e

Villani,V. (editores), Perspectives on the teaching of geometry for the 21% century, ICMI Study Series,
vol. 5. London, England : Kluwer Academic Publishers, 1998.
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matematicos das atividades, de forma tal que o ambiente se torne um espaco de constru-
¢Oes geométricas e ndo de simples desenhos.

Dadas as caracteristicas dos ambientes de geometria dinamica, merecem
atencdo as consideracdes de SIMON.@a partir da observacédo de alunos em processo de
resolucéo de problemas, ele registra o que seria um terceiro tipo de raciocinio — o raci-
ocinio transformational (transformational reasoning), aparentemente fecundo em idéias
que levam ao processo de demonstracdo. Baseando-se em algumas situacdes-exemplo,
SIMON sugere que o raciocinio transformacional acompanha os funcionamentos cog-
nitivos que levam & descoberta de teoremas e a conexdo entre idéias matematicas, bem

como a validacdo de idéias:

Freguentemente o que os alunos procuram é um entendimento de como um ‘sistema mate-
matico’ funciona. Tal entendimento resulta, geralmente, de atitude que corresponde a fazer
o0 sistema ‘rodar’, ndo no sentido de acumular outputs para approach indutivo, mas sim
para adquirir feeling. Isto eu chamo de raciocinio transformacional (...) Raciocinio trans-
formacional é suportado pela transformacéo ou antecipacdo de imagens. Nos dois casos 0
aluno tem a capacidade de visualizar os resultados de suas operagdes (...) Raciocinio
transfomacional envolve vislumbrar, na situacdo matematica, transformacdes e o resultado
destas tragﬂormagées (...) é freqlientemente um sentimento de entendimento de como tudo

funciona.

Ele exemplifica com a argumentacdo de um aluno, colocado frente ao pro-
blema de estabelecer relacdo entre AB+BC e AP+PC, sendo ABC um triangulo retan-

guloem C e P é um ponto no lado AB. Ver Figura 3.20.

B C ““O ponto A é minha casa e o ponto C é minha escola.
O triangulo ABC é uma area verde. Normalmente, caminho da
minha casa até a esquina B, dobro para a direita e caminho até a

P . ~
escola. Algumas vezes eu ando até um pedaco e entdo, em P,
cruzo a area verde (...)
o caminho é menor. Sei que quanto antes eu cruzar na area verde,
A mais curto fica o caminho...”
Figura 3.20

Raciocinio de aluno, de natureza transformacional
Fonte: autora

8 SIMON, M. Beyond inductive and deductive reasoning; the search for a sense of
knowing, Educational Studies in Mathematics 30, Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1996.

% bid., p. 198, 202, 207.
% Ibid, p.201
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HAREL & SOWDER EIregistram situacdo também ilustrativa de raciocinio
transformacional: aos alunos, em programa de formacdo de professores, foram apre-
sentadas duas demonstracdes do teorema da soma dos angulos de um triangulo. A pri-
meira, classica e de carater estatico, sempre comparece nos livros de geometria. Ja a
segunda envolve “desenho em movimento”, e foi eleita pelos alunos como a mais signi-

ficativa como explicacéo da veracidade do teorema. Ver Figura 3.21.

(...) a demonstracdo seguinte foi apresentada por Amy, aluna futura professora, em um
curso de geometria: Amy mostrou para os colegas como ela imagina o teorema, “‘a soma
dos angulos de um triangulo é 180”. Falou sobre o efeito que ela percebia ao fazer os la-
dos AB e AC do triangulo girarem em torno dos vértices B e C, em dire¢Bes opostas, até
que os angulos com o segmento BC fossem, respectivamente 90 graus (figura a e figura b).
Este movimento transforma o triangulo ABC na figura A’BCA™, onde A’B e A”’C sdo per-
pendiculares ao segmento BC. Para recriar o triangulo original, os segmentos A’B e A”C
sdo inclinados um na direcdo do outro, até que os pontos A’ e A’ coincidam com o ponto A
(figura c). Amy falou que fazendo isto ela‘perde duas pecas’ nos angulos de 90 graus em B
e C (i.6., os angulos A’BA e A”CA), mas que ao mesmo tempo ela “ganha estas pecas de
volta™ ao criar o angulo A.

Isto pode ser melhor visualizado se tracamos AO perpendicular a BC: os angulos A'BA e
A"CA séo congruentes aos angulos BAO e CAO, respectivamente (figura d).
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Figura 3.23

Demonstracao do teorema da soma dos angulos de um tridngulo,

feita por aluna utilizando o recurso de “desenho em movimento™.

Fonte: autora

Mas em geral os alunos nao expressam tal tipo de raciocinio, ou talvez ndo
os manifestem de forma explicita, sendo pontuais na literatura os exemplos desses raci-
ocinio. No entanto, eles sdo raciocinios referidos pelos matematicos como participes do
processo Incluem-se aqui também, como exemplos de raciocinios transformacionais, as

explicacfes de CLAIRAUT e LEGENDRE relativas a propriedades classicas em geo-

8 HAREL, op. cit., p.259.
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metria, registradas na secdo 2.3. de criacdo — pensamentos visuais®1—, tomando estes

e os transformacionais como sendo de mesma natureza.

Tendo em vista os recursos oferecidos pelos ambientes de geometria dina-
mica, GOLDENBERG Elsugere novo tratamento para 0s enunciados classicos da geo-
metria: teoremas devem ser tratados ndo como propriedades estaticas, mas como fun-
cOes dindmicas a agir sobre uma certa classe de objetos geométricos. Ele ilustra esta
proposicdo com o enunciado classico, “o ponto médio da hipotenusa de um triangulo
retangulo equidista dos vértices do tridngulo”, reenunciado em formato generalizadorla—al,
ao considerar a classe dos triangulos retangulos com hipotenusa fixa e um dos catetos
como parametro livre, onde é colocada sob observacdo a trajetoria do ponto médio da
hipotenusa quando aplicado movimento ao cateto livre. Ver Figura 3.22. O dinamismo
do desenho provoca evidéncia visual que generaliza a propriedade classica e desenca-
deia nova questdo generalizadora: “como € a trajetoria de um outro ponto sobre a hipo-

tenusa?”

Figura 3.22

O teorema classico, “o ponto médio da hipotenusa

de um triangulo reténgulo eqiiidista dos vértices do triangulo”,
como caso particular de fungéo generalizadora.

Fonte: adaptacdo de GOLDENBERG

E mais, as trajetorias ilustradas na figura anterior podem ser pensadas como
estando sob a perspectiva de um observador posicionado no vértice angulo reto, como
na Figura 3.23. Uma mudanca de perspectiva, em que o observador coloca-se no ponto
sobre a hipotenusa em torno do qual o tridangulo realiza um movimento de rotacdo, esta-
belece novas relagdes entre trajetorias — a elipse trajetdria do vertice angulo reto tem
seus eixos maior e menor determinados pelos circulos trajetdrias dos outros dois vérti-

Ces.

8 Ver Capitulo 2, secdo 2.2.2.

% GOLDENBERG, E. P. Ruminations about dynamic imagery, em Sutherland, R e
Mason, J. (editores), Exploiting Mental Imagery with Computers in Mathematical Education, Nato ASI
Serie F, vol 138, Berlin: Spring Verlag, 1995.
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Figura 3.23
O dinamismo e a mudanca de ponto de vista
Fonte: autora

GOLDENBERG segue, nesta exploracdo, na direcdo de idéias cada vez
mais generalizadoras, respondendo a perguntas para 0 caso em que o triangulo em
questdo ndo é mais retangulo. Com este exemplo, ele ilustra 0 quanto uma releitura de
propriedades classicas, em que 0s recursos dos ambientes cumprem papel fundamental,
desencadeia exploracdes e investigacGes onde a constituicdo de imagens mentais diné-
micas coloca os teoremas classicos da geometria em novo patamar de entendimento e
significacdo. Ao apontar para a necessidade de reenunciar os teoremas classicos da ge-
ometria, GOLDENBERG visa a que 0s enunciados e os insigths empregados na criagéo
de demonstragdes possam emergir do dinamismo da figura que est& na tela do computa-

dor.

Os exemplos registrados nesta secao apresentam explicagdes que utilizam o
“desenho em movimento”, e vé-se nelas o quéo significativo, com esta utilizagéo, se
torna o entendimento de propriedades geométricas. Os ambientes de geometria dinami-
ca potencializam naturalmente a concretizacdo de experimentos de pensamento, em es-

pecial os que envolvem pensamentos de natureza visual.

Mas para que eles se tornem suporte a ascensao em patamar de conheci-
mento geométrico — de empirico para hipotético-dedutivo — permanece *““o desafio

de construir novas pecas de matematica passivel de aprendizagem (firmemente base-

% Ibid, p.207 - 210
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adas nas antigas), as quais se tornam passiveis de serem aprendidas porque utilizam o

potencial das novas tecnologias”, nas pertinentes palavras de HOYLES & JONES. ]

*8 HOYLES e JONES, op. cit., p.123.
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4 A INVESTIGACAO

4.1 O problema central

De acordo com o referencial tedrico apresentado nos capitulos 2 e 3, 0s

pressupostos norteadores da investigacao objeto desta tese s&o:

— da teoria piagetiana e de seu desdobramento socio-genético, a impor-
tancia da acdo dos alunos e de seus diferentes funcionamentos cogniti-
VO0s, 0 que pbe o processo de aprendizagem em sintonia com 0 processo
de criagdo em matematica, e a relevancia dos conflitos socio-cognitivos

como propulsores da construgdo de conhecimento;

— quanto a situacdo didatica, a retomada da importancia dos diferentes
momentos que participam do processo de ensino e aprendizagem, com
destaque especial a situacdo adidatica, espaco para os funcionamentos

cognitivos necessarios a construgdo de conhecimento;

— no ambito da situacdo de construcdo de conhecimento em geometria,
levar-se em consideracdo a natureza evolutiva do pensamento — de
empirico para hipotético-dedutivo, quando entra em cena a estrutura
cognitiva operatorio-formal e os experimentos de pensamento que en-

volvem abstragdes reflexionantes e refletidas.

As perguntas a serem respondidas, anunciadas no Capitulo 1 e reenunciadas

a luz do exposto nos capitulos 2 e 3, sdo:

— de que forma os ambientes de geometria dindmica podem contribuir
para que os alunos comprendam o que é uma demonstracdo — que

certas hipoteses implicam necessariamente novas relagdes geométricas,
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explicaveis via argumentacao hipotético-dedutiva — e assim ascendam
ao patamar de conhecimento em que a geometria é um modelo tedrico

que se organiza por via de axiomas, teoremas e demonstracdes?

— de que forma os ambientes de geometria dindmica podem contribuir
para que os alunos construam suas demontracdes, ou seja, para que se
tornem versateis no tratamento dos componentes conceituais / propo-
sicionais / figurais que acompanham as argumentacdes dedutivas? Em
particular, o quanto esses ambientes, com seus ““desenhos em movi-
mento”’, podem dar suporte aos experimentos de pensamento partici-
pantes do processo de demonstracdo, dentre eles os que envolvem pen-

samentos de natureza visual?

4.2 A metodologia: Engenharia Didatica

A metodologia de pesquisa escolhida € a Engenharia Didética, desenvolvida

na escola francesa de Didatica da Matemé\tica.III

Nela se tem, de forma muito clara, a
possibilidade de implementar investigacdo em que a realizagcdo didatica torna-se fun-
damental na busca de respostas a questdes relativas ao ensino e aprendizagem da mate-
matica — ela “é um esquema experimental baseado em “realiza¢des didaticas™ em sala
de aula, o que quer dizer, sobre a concepcéo, a realizacéo, a observacéo e a analise de
bl

sequéncias de ensino.’

Em seu cenario, a Engenharia Didatica tem principios gerais tomados da te-
oria piagetiana. Isto se reflete, especialmente, no espaco reservado ao aluno, onde séo

privilegiados os funcionamentos cognitivos que concorrem para o aprendizado.

Quanto a construcdo de conhecimento em matematica, a referéncia funda-

mental ¢ a teoria da situacdo didatica de BROUSSEAU. E mais, a metodologia eviden-

! Para descricdo da metodologia toma-se como referéncias: ARTIGUE, M. : Ingenieria

Didactica, em Gémez, P. (editor ) Ingenieria Didactica en Educacion Matematica, Bogota : Grupo Edito-
rial Iberoamérica, 1995. ARTIGUE, M. Ingénierie Didactique, Recherches en Didactique des Mathéma-
tiques, vol.9, no.31, Grenoble France : La Pensée Sauvage Editions, 1988. A denominagdo “Engenharia
Didatica” deve-se a equiparagdo feita entre o trabalho didatico e o trabalho de um engenheiro: este, para
realizar um projeto, toma o0s conhecimentos cientificos de sua area e submete-se a controle do tipo cienti-
fico, mas tem que lidar com objetos muito mais complexos do que aqueles depurados pela ciéncia, o que
Ihe exige atacar, com todos 0s meios de que dispde, problemas ainda ndo resolvidos.

2 ARTIGUE, M., Ingénierie Didactique..., p.285.
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cia a importancia da realizacdo didatica ao delinear estratégia de intervencdo em sala de

aula, também em consonancia com esta teoria.

4.3 Detalhamento e implementagdo da Engenharia Didatica

Na Engenharia Didética a investigacdo se organiza em de trés fases, apre-

sentadas de forma esquematica no diagrama abaixo e detalhadas a seguir, em contexto

geral e no contexto especifico desta investiga(;ao.EI
Fase 1 Anilise preliminar
Fase 2 Concepgio da situagio didatica
Contextualizagio Acédo
Situagio adidatica | Formulagdo
Validagao

Institucionalizagdo

Analise a priori

Fase 3 Experimentagio

Analise a posteriori
Validagdo de hipoteses

Figura 4.1
Engenharia Didatica: fases da investigagao.
Fonte: autora

4.3.1 Analise preliminar (Fase 1)

A andlise preliminar ¢ a fase de busca de subsidios para o tratamento do
problema sob investigacao, os quais também indicam a relevancia do problema. Alguns
dos aspectos que podem fazer parte desta fase preliminar sdo: analise epistemoldgica do
conteudo objeto de ensino; analise da forma como ¢ tratado usualmente o assunto no
ensino e dos efeitos desse tratamento; analise de restricbes presentes nas realizagdes
didaticas. Ou ainda: a andlise das dificuldades e resisténcias que se apresentam em situ-
acOes de aprendizagem. Este é o aspecto considerado nesta investigacdo, objeto de

analise no Capitulo 3.

Um reforco a esta analise preliminar é a experiéncia, ao longo de anos, com

alunos da disciplina Geometria | do Curso de Licenciatura em Matemética da UFRGS:

® O altimo momento da Fase 3, a validacdo de hip6teses, é apresentado no Capitulo 5.
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estes alunos manifestam as mesmas dificuldades e resisténcias.f]

4.3.2 Concepgao da situacao didatica, analise a priori e formulagéo de hipoteses
(Fase 2)

Por concepcdo de situacdo didatica entende-se o delineamento de atividades
a serem propostas aos alunos, sempre levando-se em consideracdo os diferentes mo-

mentos da situacao apresentados na teoria de BROUSSEAU.

Séo feitas escolhas didaticas em funcdo dos problemas apontados na analise
preliminar, e escolhas justificam-se a priori. Esta justificativa tem carater de predicéo e
d& suporte ao enunciado de hipoteses a serem colocadas sob validagdo na Fase 3 da En-
genharia Didatica. A analise a priori indica de que forma as atividades propostas propi-
ciardo a aprendizagem almejada e também fornece critérios para observar os alunos no

desenrolar da situacédo adidatica.

No contexto especifico desta investigacdo, a concepgdo de situacdo coloca
em destaque a utilizagdo dos ambientes de geometria dindmica, relevancia justificada
nas consideracdes feitas na secdo 3.2 do Capitulo 3. E utilizado um representante signi-

ficativo de tais ambientes — o software Cabri-Geometry II. bl
Com suporte deste ambiente, a realizacdo didatica foi assim projetada:

a) 0 meio é um provocador de desequilibrios / equilibrios cognitivos ao
desencadear as acOes dos alunos, as reflexdes sobre as acbes em funcdo da realimenta-
cao proporcionada pelo ambiente, novas agdes e reflexdes. Também foi levada em con-
sideracdo a importancia dos conflitos sdcio-cognitivos, o que se reflete em duas esco-
Ihas didaticas — a dinamica de trabalho em duplas e momentos de discussao coletiva.

b) séo respeitados os momentos de:

— contextualizagdo, a proposta de atividade. a interface do ambiente
garante naturalmente o0 momento de devolucdo — os alunos enga-
jam-se na resolugéo do problema proposto movidos por interesse

préprio e assim instala-se a situacdo adidatica.

* GRAVINA, M.A. Geometria Dinamica: uma nova abordagem para o aprendizado

da Geometria. Em: Anais do VII Congresso Brasileiro de Informatica na Educacdo, Belo Horizonte,
MG, 1996.
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— situacdo adidatica, fase de exploracdo e manipulacdo de configura-
cOes geomeétricas, quando os alunos agem / formulam / validam e a
interface dindmica do ambiente tem papel fundamental porque de-
sencadeia um processo espiral de constru¢do de conhecimento, de-
vido aos conflitos que se estabelecem entre acédo e efeitos desejados
no “desenho em movimento”; tem-se, na situacao adidatica, proces-
so de investigacdo similar ao vivenciado pelos matematicos — a
descoberta e a justificacdo — discutido na se¢do 2.1 do Capitulo 2;
nos sucessivos experimentos de pensamento, sintonizados com 0s
“desenhos em movimento”, entram em cena as abstragdes reflexio-
nantes, quando os alunos coordenam suas acgdes, identificam pres-
supostos e consequéncias presentes nas construcdes, e abstraem ca-
racteristicas generalizadoras; transformam em objeto de pensamento
0 que € tomado, num primeiro momento, como abstracGes empiri-
cas e assim convergem para explicacfes de natureza dedutiva, ou

seja, as demonstragoes.

— institucionalizacéo, que é a discusséo coletiva das agdes / formula-
cOes / validacGes que perpassam as producdes dos alunos; momen-
tos direcionados a metaprendizagem tornam-se necessarios — con-
correm para o entendimento do modelo em construcdo; institucio-
naliza-se, em sintonia com o saber constitutivo da geometria eucli-

diana, o conhecimento construido pelos alunos.

C) a sequéncia de atividades proposta é organizada em niveis de crescente

complexidade El 0 primeiro visa a compreensdo do significado de de-

monstracgao; o segundo, ao desenvolvimento das primeiras competéncias
para construir demonstragdes; o terceiro nivel propde o desenvolvimento

de competéncias para o tratamento de problemas mais complexos.

Enfase foi dada a atividade do tipo “caixa preta”: a tela do computador

mostra uma configuracdo geométrica e os alunos ndo tém acesso ao procedimento de

5

6

Sdo deste ambiente as telas que acompanham a sequiéncia de atividades proposta.
No delineamento da seqiiéncia de atividades tomam-se também, como subsidio, experi-

éncias prévias, em ambientes de geometria dindmica, com alunos do curso de Licenciatura em Matemati-

ca da UFRGS.
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construgdo utilizado[] Explorando o “desenho em movimento” que ai se descortina, o
desafio é construir réplicas das “caixas pretas, para o que eles devem analisar as pro-
priedades geométricas contidas no dinamismo e na estabilidade da figura. Algumas das
“caixas pretas” sdo teoremas classicos da geometria, apresentados de forma tal que do
processo de construcao € depreendido o teorema.

4.3.2.1 A sequéncia de atividades e a analise a priori

As atividades propostas, apresentadas a seguir com suas respectivas anali-

ses a priori, assim se distribuem:

Nivel | Atividade 1, Atividade 2

Nivel 11 Atividade 3 — duas partes, Atividade 4 — duas partes

Nivel 111 Atividade 5 — duas partes, Atividade 6, Atividade 7
Atividade 1

A tela apresenta (Ver Figura 4.2) trés “caixas pretas”. O desafio é, utilizan-
do movimento, explorar o tipo de estabilidade e dinamismo ai descortinados e construir

réplicas das “caixas pretas”.

Analise a priori: € aplicando movimento nos vértices que os alunos explo-
ram as relacdes geométricas que determinam a estabilidade e o tipo dinamismo em cada
um dos quadrilateros, implementam estratégias de construcdo com a escolha de menus
e depois as validam utilizando o “desenho em movimento”. Na busca de procedimento
de construcd@o gque garanta 0 mesmo “efeito” que se tém nas “caixas pretas”, eles se en-
gajam em ac0es / formulagdes / validacdes / acbes. As acdes e formulagdes provocam
o controle do componente conceitual do objeto geométrico; com os “desenhos em mo-

vimento”, eles controlam o componente figural.

A atividade visa a compreensdo do significado de desenho, o que implica a

" Com o recurso de macroconstrucdo é que sdo produzidas as “caixas pretas”.
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superacao da dificuldade que os alunos encontram quanto a fusdo adequada de compo-
nentes conceitual e figural que determinam um objeto geométrico. Deve se tornar claro
para os alunos que a impressao perceptiva ndo da conta do significado de um desenho:
desenhos que a percepcado registra como iguais podem guardar diferentes relagdes geo-
métricas, e particularidades do desenho instancia de representacdo devem ser descarta-
das. Os ambientes de geometria dindmica provocam esta compreensao porque no dina-
mismo das figuras se reflete a imposicdo de diferentes relacbes bem como a irrelevan-

cia de certas particularidades.

Figura 4.2

Analise a priori, atividade 1 : no primeiro quadrilatero a construgdo inicia
com segmento lado e resulta em quadrado; o segundo inicia com segmento
diagonal e resulta também quadrado; trés pontos dao inicio a construcao do
terceiro quadrilatero, que resulta em paralelogramo.

Fonte: autora

Atividade 2

A atividade tem como proposito o compartilhamento das construcées feitas
na Atividade 1, abordando: os diferentes procedimentos e 0s correspondentes efeitos na
estabilidade e no dinamismo do desenho; os casos em que as figuras colapsam sob acéo
de movimento; as construcdes que resultam em quadrilateros com particularidades dife-
rentes das registradas nas “caixas pretas”. Durante o compartilhamento, os alunos sdo

provocados a identificar propriedades declaradas na construgdo que participam da defi-
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nicdo de quadrado e paralelogramo e propriedades decorrentes da constru¢cdo — os fatos
estaveis implicitos — que também participam dessas defini¢des. Estes sdo os fatos que
garantem as defini¢des, sendo os ultimos passiveis de demonstracdo. O desafio final é a
producdo das primeiras demonstragdes, no que antecede a situagdo de metaprendizagem
em que é discutido o modelo tedrico que caracteriza a geometria euclidiana — as no-

cOes e relacBes primitivas, 0s axiomas e 0s teoremas.

A titulo de ilustragdo, traz-se uma possivel construcdo de paralelogramo
(terceira “caixa preta”), no caso com a particularidade de ser ele losango. Nos passos de
construgdo nao ¢ declarado o paralelismo dos lados opostos, portanto fato estavel impli-

cito. Ver Figura 4.3.

Figura 4.3

Analise a priori, atividade 2: uma possivel construcao inicia com o
segmento AB e prossegue com circulos que determinam os pontos C e D.
Fonte: autora

Analise a priori: a atividade tem como objetivo provocar a compreensao de
que, no processo de construcdo de uma figura, a partir de certo momento tém-se rela-

¢Oes que ndo podem ser mais impostas a construcgéo.

Com a liberdade de escolha de procedimentos de construcdo das réplicas das

“caixas pretas”, delega-se aos alunos o controle dos fatos a serem declarados (as hipote-
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ses de um teorema), preparando-os para o controle dos diferentes fatos estaveis impli-

citos, conseqlientes de imposigdes feitas a construcédo ( a tese de um teorema).

Nas acdes / formulagdes / validagdes que perpassam a construcdo deve se
tornar claro que, sem mais escolha (a figura ja esta na tela do computador), tem-se rela-
¢Oes que sdo decorrentes de imposigdes feitas & construcdo. Desta forma espera-se, por
parte dos alunos, a pertinente pergunta: “por que a imposicdo de certas relacbes geo-
métricas a construgdo implica regularidades estaveis sob acdo de movimento, ndo de-

claradas na construgio?”

O problema agora é demonstrar relagcdes que independem de imposi¢Ges —
elas estdo na figura construida — , as quais garantem que o quadrilatero construido

atende as condigdes da definicdo — ser quadrado ou ser paralelogramo.

Para que se dé inicio ao processo de demonstracdo prevé-se como necessa-
rio o momento de metaprendizagem em que é discutido o modelo tedrico objeto de
aprendizagem. Introduz-se a estrutura do modelo, a “fundacdo” — sdo as nogdes e rela-
¢Oes primitivas, 0s axiomas; apos, 0s primeiros “pilares” — essencialmente os casos de

d

congruéncia de tridngulos.” Progride-se no modelo — os primeiros teoremas e demons-
tracOes, aqui se retomando construcdo feita na Atividade 1. Apoiando-se na “fundacao”
e nos “pilares” iniciais, coletivamente constroi-se uma primeira argumentacdo dedutiva
que explica os fatos estaveis implicitos. Isto requer controle acurado de hipoteses — 0s
fatos declarados na construcdo — e acurada explicitacdo do que se deseja demonstrar.
Quanto a reinterpretagdes / reconstrucdes / extensdes do componente figural, necessari-
as ao fluir da argumentacdo, nesta atividade a exigéncia € muito modesta. As extensdes
se apresentam de forma natural — s&o diagonais dos quadrilateros, e as reinterpretacdes
e reconstrucdes envolvem subconfiguracdes que séo triangulos e angulos alternos inter-

nos em retas paralelas.

Nesta atividade espera-se crucial provocacdo para a ascensdo de conheci-
mento em geometria — de empirico a hipotético-dedutivo. Conforme apontado na ana-
lise preliminar, esta ndo é uma transicdo espontanea e, assim, depende de proposital

momento de metaprendizagem. E esta énfase que acompanha a atividade: os alunos

& Jatendo sido introduzido o axioma de congruéncia LAL. Os demais casos de congruén-

cia—ALA, LLL e LAA — sdo introduzidos como teoremas.
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retomam as construgdes compartilhadas, com o desafio de demonstrar os fatos estaveis
implicitos, agora levando em consideracdo o modelo constitutivo da geometria euclidia-

na.

Atividade 3

A semelhanca da Atividade 1, os alunos sdo desafiados a “abrir” duas “cai-

Xas pretas”, ou seja, a construir réplicas delas. Ver Figuras 4.4 e 4.5.

Analise a priori: ao realizar-se a construcdo (acéo / formulacao) e valida-la
por via de movimento (validacdo empirica), da-se controle dos fatos declarados, bem
como dos fatos estaveis implicitos e dessa forma emergem os classicos teoremas de cir-
culos circunscrito e inscrito a triéngulo.ElA apresentacdo inicial das “caixas pretas” é
propositadamente prototipica, e € no movimento da figura que surgem os conflitos que
instalam o processo espiral de acdo / formulacéo / validacéo / agao ...

Apoiando-se em competéncias desenvolvidas no nivel anterior, os alunos
sdo desafiados a explicar os fatos estaveis implicitos. Nesta atividade sdo maiores as
exigéncias de extensdes / reconstrucdes de desenho e de apreensdes operativas para que
se evidenciem as subconfiguracdes suporte a demonstracdo. Na primeira “caixa preta”
sdo triangulos que se constituem pela inclusdo de segmentos com origem no ponto de
interseccdo de duas das mediatrizes e extremidades nos vétrices do tridngulo inicial. J&
na segunda, a extensdo depende ndo sO das bissetrizes, mas também de reta perpendi-

cular a um dos lados do triangulo, o que implica previsiveis conflitos.

® Teorema do circulo circunscrito: “Num triangulo o ponto de interseccdo de duas das

mediatrizes define o centro do circulo circunscrito ao triangulo e a terceira mediatriz também passa pelo
centro deste circulo”. Teorema do circulo inscrito: “Num triangulo o ponto de intersec¢do de duas bisse-
trizes define o centro do circulo inscrito ao tridngulo e a terceira bissetriz também passa pelo centro deste
circulo”.
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Figura 4.4

Analise a priori, atividade 3, primeira parte : a construcao inicia com o tri-
angulo, segue com as mediatrizes de dois dos lados, por dltimo é o circulo
com centro no ponto de interseccdo das mediatrizes passando por um dos
vértices do triangulo.

Fonte: autora

Figura 4.5

Analise a priori, atividade 3, parte 2 : a construgéo inicia com triangulo,
segue com as bissetrizes de dois dos angulos, reta perpendicular a um dos
lados passando pelo ponto de intersecgédo das bissetrizes, e finalmente o cir-
culo com centro no ponto de interseccao das bissetrizes passando pelo ponto
pé-da-perpendicular.

Fonte: autora
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Atividade 4

Na primeira parte da atividade os alunos aplicam movimentos a figura (uma
construcao bastante simples e buscam regularidades correspondentes ao teorema de Va-
rignon. IEl). Ver Figura 4.6. A atividade prossegue com a producgédo de demonstracdo do

teorema.

Na segunda parte, eles sdo desafiados a “abrir” trés “caixas pretas” que, sob
acdo de movimento, apresentam regularidades surpreendentes. Ver Figura 4.7. E no
processo de construgdo de réplicas das “caixas pretas” que os alunos depreendem as
condi¢Oes a serem impostas ao quadrilatero ABCD que garantem os quadrilateros parti-

culares MNPQ — ser quadrado, retdngulo ou losango — , isto objeto de demonstracao.

Figura 4.6

Analise a priori, atividade 4, primeira parte: a construcao inicia com qua-
drilatero qualquer e os pontos médios dos seus lados definem um novo qua-
drilatero.

Fonte: autora

Analise a priori: aplica-se aqui a analise feita na atividade anterior, acresci-
da de maiores expectativas quanto a producdo de demonstracdes: o tratamento a ser
dado ao componente figural exige extensdo de desenho de identificagcdo ndo imediata.

Conforme discutido no Capitulo 3, uma das dificuldades que se apresenta aos alunos no

processo de construcdo de demonstracdo € identificar os elementos geomeétricos que
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devem ser acrescidos ao componente figural de modo a garantir o fluxo da argumenta-

¢ao. N&o é uma tarefa facil quando em inicio de aprendizado.

Figura 4.7

Analise a priori, atividade 4, segunda parte: a construcdo das trés caixas
pretas inicia com um dos segmentos diagonal e segue com a construcdo da
segunda diagonal respeitando, respectivamente, as condi¢des diagonais per-
pendiculares e congruentes, diagonais perpendiculares, diagonais con-
gruentes.

Fonte: autora

Na primeira parte da atividade, a demonstracdo exige a emergéncia de sub-
configuracéo relativa ao teorema da base!‘l_"L| dependente de extensdes e reconstrugdes de
desenho em instancia ndo prototipica. Este é o primeiro desafio.

Quanto as particularidades do quadrilatero MNPQ: na primeira parte da ati-
vidade, a exploracdo ndo chega a fornecer indicios de hipoteses sobre o quadrilatero
ABCD. Isto explica a recorrente formulacdo de conjeturas falsas!r2| “MNPQ é quadrado
se e somente se ABCD é quadrado” ou “MNPQ é losango se e somente se ABCD ¢ re-

tangulo™.

" Teorema de Varignon: “Se ABCD é um quadrilatero e M, N, P e Q s&o pontos médios
dos lados entdo o quadrilatero MNPQ é um paralelogramo”.

1O teorema da base média garante que o “segmento determinado por dois pontos médios
de dois lados de um triangulo ¢ paralelo ao terceiro lado do tridngulo e tem como medida a metade da
medida deste terceiro lado”.

12 Experiéncias prévias déo esta indicagao.
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E na segunda parte, com o dinamismo do desenho, que se criam conflitos.
Com mais cuidado, os alunos devem explorar as condi¢cfes aplicadas sobre o quadrilate-
ro ABCD que garantem as regularidades surpreendentes dos quadrilateros MNPQ, con-
dicBes que permitem “abrir” as “caixas pretas”. O processo de construcdo das réplicas
provoca o controle de hipéteses e tese, a serem formuladas sob a forma de enunciados
passiveis de demonstracdo. Ao final da construgdo é preciso reconstruir o desenho de
modo a evidenciar a subconfiguracdo “teorema da base media” que suporta a argumen-

tacdo.

Atividade 5

Nesta atividade, s&o dois os instrumentos virtuais. Os alunos exploram o
funcionamento e as relagdes geométricas que os definem e sdo desafiados a produzir
demonstracdes que expliqguem o funcionamento descrito, tomando como hipoteses as

relacbes geométricas impostas nos instrumentos . Ver Figuras 4.8 e 4.9,

Figura 4.8

Analise a priori, atividade 5, primeira parte: o ponto L é uma rotacdo do
ponto S, de um certo angulo fixo, em torno de um ponto fixo.

Fonte: autora
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Figura 4.9

Analise a priori, atividade 5, segunda parte: o ponto L é a imagem homo-
tética de S, com centro de homotetia em F.

Fonte: autora

Analise a priori: neste nivel sdo propostos desafios mais complexos. Fazer
descricao dos instrumentos em linguagem geomeétrica acurada é o primeiro desafio; €
preciso manipular os instrumentos e aqui 0s recursos “Lugar geométrico” e “Rastro

On/Off” disponiveis no ambiente tornam-se importantes.

Quanto as caracteristicas geomeétricas, a pergunta norteadora é “como fazer
concretamente um tal instrumento?” Ou seja, sdo as condic¢des das “varetas” e articula-
¢Oes entre elas que devem ser determinadas. Nisso, novamente o dinamismo contribui,

bem como a possibilidade de redimensionar os instrumentos.

A Ultima etapa da atividade é explicar porque tais condi¢cBes garantem o
funcionamento do instrumento. Aqui, os alunos sédo confrontados com a necessidade de
acurada descricdo dos instrumentos — 0s conceitos de rotacdo e homotetia, em substi-
tuicdo a eventuais descri¢des intuitivas. O nivel de exigéncia nas apreensdes operativas
é maior j& que, de antemdo, nada € dito sobre os instrumentos: o que se tem na tela é a
simulacdo de instrumentos geométricos, a ser entendida via o dinamismo. ExtensGes e
reconstrucdes de desenho e identificacdo de subconfiguracdes sdo necessarias para o

avanco do processo de demonstracao.
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Atividade 6

A atividade se inicia com uma construcdo muito simples: angulo de vértice
O, ponto P no interior do angulo, ponto A num dos lados do angulo, semi-reta AP inter-
ceptando o outro lado do angulo no ponto B. O problema a ser resolvido é: “que condi-
cdo deve ter o ponto A para que a area do tridngulo OAB seja minima?”. Ver Figura
4.10.

Figura 4.10
Analise a priori, atividade 6.
Um problema de minimizacao
Fonte: autora

Analise a priori: a pergunta proposta desencadeia, de forma natural, explo-
racdo inicial de carater empirico. Os recursos de medicdo que o ambiente oferece, em
conjunto com as manipulagdes que ele proporciona, ajudam a localizar perceptivamente
0 ponto A; o desafio é fazer a leitura geométrica desta posicdo, o que significa construir

0 ponto A e enunciar a propriedade “se A ....... entdo a area do triangulo é minima”.

Nesta atividade, sdo naturais, de inicio, as validacGes empiricas, do tipo “as
medidas ddo suporte a propriedade enunciada”. Mas neste ponto, os alunos ja bem sa-

bem que as valida¢des devem acontecer em patamar superior de conhecimento.
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A figura que esta na tela € muito simples, porém exige mais habilidade
quanto as extensdes e reconstrucdes de desenho para que sejam identificadas as subcon-
figuragdes que dao suporte a argumentacdo dedutiva. Sendo atividade onde o processo
de demonstracdo é mais complexo, mais intensa é a similaridade entre a situagdo de
aprendizagem e a situagdo de criacdo em matematica — na forma de acGes / formula-

cOes / validacdes / agoes ...

Nesta atividade, € maior a demanda cognitiva. Assim sendo, antecipa-se a
possibilidade de detectar, com mais transparéncia, pensamentos de natureza visual que

podem proporcionar insights ao avango no processo de demonstracéo.

Atividade 7

Na Figura 4.11, uma estratégia esconde um tesouro (ponto T), sendo suas
referéncias uma arvore (ponto A) e duas pedras (pontos P1 e P2). O desafio é dado pela
pergunta: “admitindo-se que, com o passar do tempo a arvore desapareceu, como locali-

zar o tesouro?”

Figura 4.11

Analise a priori, atividade 7: os segmentos AP1 e P1Q1 sdo congruentes
e perpendiculares, bem como os segmentos AP2 e AQ2; o ponto T é ponto
médio de Q1Q2.

Fonte: autora
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Analise a priori: esta atividade é similar a anterior quanto as exigéncias
cognitivas. Feita a construcdo da figura, é o efeito produzido pelo movimento do ponto
A que surpreende: o ponto T mantém-se fixo. E esta imobilidade que da indicios para
construgdo de estratégia que ndo dependa de A. Construir uma nova estratégia nao é
dificil e a coincidéncia de pontos, o ponto T e novo ponto construido T’, pode ser vali-

dada empiricamente deslocando-se o ponto A.

A pergunta a ser respondida € muito simples na sua primeira formulacao:
“por que T* = T?”. Muitas vezes, como no caso desta atividade, o processo de demons-
tracdo exige a formulacdo de perguntas equivalentes a que se deseja responder. Este é o

desafio inicial que se apresenta aos alunos.

Formuladas as perguntas equivalentes, coloca-se o problema de tratamento
do desenho. Como na atividade anterior, a figura na tela é bastante simples e o grande
desafio concentra-se na extensdo do desenho e concomitantes apreensdes operativas de

subconfiguracdes, de forma a explicitar uma demonstracao.

Tambeém nesta atividade, dadas as exigéncias cognitivas, vé-se a possibili-
dade de detectar nos pensamentos de natureza visual uma fonte de insights no processo
de demonstragao.

4.3.2.2 Formulacéo de hipoteses

A concepcdo da seqiiéncia de atividades, acompanhada das respectivas
andlises a priori, d& suporte & formulagdo de hipdteses, a serem validadas na anélise a

posteriori que acompanha a fase de experimentagéao:

— a utilizacdo dos ambientes de geometria dindmica provoca a ascensao
de patamar de conhecimento geométrico, com concomitante ascensao

de natureza de pensamento;

a) estando no patamar de conhecimento ainda empirico, os alunos as-
cendem ao patamar em que a geometria passa a ser entendida como
um modelo tedrico e desta forma torna-se compreensivel o signifi-

cado de uma demonstracao;

b) de explicagdes empiricas, 0s alunos ascendem as argumentacdes que
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caracterizam o pensamento hipotético-dedutivo. Neste novo patamar
desenvolvem, progressivamente, competéncias para construir suas

préprias demonstracoes.

— a utilizacdo dos ambientes de geometria dindmica favorece a exteriori-
zacdao e a “versatilizacdo” de pensamentos de natureza visual, 0s quais
sdo fonte de insights para construcdo de demonstracdes; “os desenhos
em movimento” provocam as apreensdes operativas de invariantes fi-
gurais, que sao entdo colocados sob controle geométrico por via de ar-
gumentacgéo dedutiva, 0 que exige novas apreensdes operativas — re-

interpretacdes, reconstrucoes, extensoes.

4.3.3 A experimentacdo e a andlise a posteriori ( Fase 3 — 0s dois momentos ini-
ciais)

Concebida a situacdo didatica, a proxima fase da Engenharia Didatica € o
momento de implementagdo. Esta terceira fase € um momento delicado da investiga-
¢ao, pois a0 mesmo tempo em que ja tém-se delineadas, na anélise a priori, expectati-
vas em relacdo as atitudes e conseqiientes progressos dos alunos, deve-se estar atento
para detectar atitudes ndo previstas. No decorrer da sequéncia de atividades também
podem surgir dificuldades e obstaculos ndo previstos na analise preliminar. Nessas
condi¢es faz-se necessaria a reformulagéo e reestruturacdo da engenharia didatica pro-
posta, entdo tomada como uma primeira aproximagéo para a superacao das dificuldades
apontadas na analise preliminar e com estratégia de ataque explicitada na anélise a pri-
ori. E uma metodologia de carater dialético: o proprio desenrolar da experimentacéo

retroage sobre a engenharia concebida.

E a confrontacdo da analise a priori com o que se produz efetivamente no
desenrolar da experiéncia que sustenta a analise a posteriori, sistematizadora dos re-

sultados produzidos pela situacdo didatica implementada. A validacdo das hipdteses

bal

formuladas™*ou eventuais reformulacfes destas é decorréncia dessa confrontagao.
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4.3.3.1 A experimentacao
A. Os sujeitos participantes

A experiéncia comecou com 16 alunos, numa escolha aproximadamente
aleatoria dentre os calouros do curso de Licenciatura em Matematica da UFRGS, cons-
tituindo uma turma especial, no semestre 01/2000, da disciplina de Geometria | @

obrigatdria no inicio do curso.

Os alunos eram recém egressos do ensino médio (excluindo-se os casos de
alunos egressos de cursos supletivo e profissionalizante) e na faixa etaria de 17-20
anos. Estas condicdes se justificam: para controle da experimentacdo julgou-se impor-
tante ter-se alunos com conhecimentos prévios em geometria ndo muito discrepantes E‘
0 que garantiu melhores condi¢des para identificar e categorizar os comportamentos e
avangos na construgdo de conhecimento, resultantes das interagdes com o ambiente de

geometria dindmica.

Ao longo da experiéncia, 3 alunos, dentre os 16 previstos, desistiram de
cursar a disciplina; um deles bem no inicio dos trabalhos e os outros dois na terceira
atividade. Dos 13 alunos que se mantiveram até o final da experimentacao, 9 eram pro-
venientes de escola publica e 4 de escola particular; 6 ndo tinham nenhuma familiarida-

de com computadores, 5 tinham alguma familiaridade e 2 eram bastante experientes.

Nos dois primeiros encontros foram estimados 0os conhecimentos prévios
dos alunos e obtiveram-se resultados a confirmar as consideracdes feitas na anélise
preliminar: interpretacdes de desenho que nédo respeitam as restrigdes conceituais e até
mesmo casos em que imperfei¢Oes de tracado sdo levadas em consideragdo (um aluno);
imagens mentais inadequadas que comprometem a fusdo dos componentes conceitual e
figural (a grande maioria dos alunos); validacfes que ndo se apoiam em argumentos de

natureza dedutiva (todos os alunos), proporcionando forte indicagdo de que o conheci-

13 As hip6teses relativas a esta investigacéo estdo formuladas na secio 4.3.2.2.

¥ A disciplina de Geometria | (MAT01341) tem como stmula: pontos, retas, angulos;
tridngulos congruentes, construgdes com régua e compasso; triangulos semelhantes; fungdes trigonomé-
tricas de angulos; circulos; lugares geométricos; decomposicéo de regides poligonais de mesma area.

> Toma-se como conhecimento prévio dos alunos os tépicos de geometria tratados nos li-
vros didaticos escolares. No geral, as propriedades geométricas sdo apresentadas como “fatos dados™:
triangulos e casos de congruéncia; paralelismo e perpendicularidade; teorema dos 180; pontos notaveis do
tridngulo; teorema de Tales; tridngulos e semelhangas; relagdes métricas nos tridngulos; teorema de Pita-
goras; quadrilateros e poligonos regulares.
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mento encontra-se no patamar da geometria empirica. As Figuras 4.12 a 4.14, a seguir,

ilustram os dois primeiros pontos.

M = ponto médio de 0102

Figura 4.12

Interpretacao inadequada do desenho de circulos tangentes

De desenho representando dois circulos tangentes, acompanhado de hipoteses
esclarecedoras, foi depreendido que ““os circulos podem se interceptar em um Unico
ponto ou em um milh&o de pontos, dependendo do tamanho dos circulos™

Fonte: autora

Figura 4.13

Dificuldade advinda de imagem mental prototipica do

segmento altura de um triangulo

Tendo sido apresentada a definicdo de segmento altura de um tridngulo ABC, ao
desenhar a altura relativa ao lado BC, em triangulos ndo prototipicos, recorrente-
mente os alunos desconsideraram as condic6es de definigo.

Fonte: autora

c

// retas rl e r2 paralelas
interceptadas pela reta rd
0B divide ao meio 0 dnqulo

3 AOC que mede 130 graus

e Quanto mede o dngulo OBC?

rl re

Figura 4.14

Interpretacdo inadequada do desenho

Em desenho apresentado com proposital imprecisdo, mas acompanhado de informa-
cOes esclarecedoras, observou-se reconstruces que fogem do controle conceitual :
““os tridngulos OCB e AOB séo iguais™ ; ““os angulos AOC e ABC tem a mesma
medida”; “o &ngulo OCB mede 60 graus™; o tridngulo OBC tem todos os lados
iguais™. Chama a atencao, que no geral ndo foi identificada a subconfiguracéo ““an-
gulos alternos internos em reta paralelas, o que resolveria imediatamente o prob-
lema; as solugdes apresentadas envolvem muitos calculos com angulos.

Fonte: autora
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Quanto a natureza das validagdes: solicitados a resolver impasse relativo a
soma dos angulos de um triangulo, decorrente da manipulacao de triangulos de papelédo
e transferidor — algumas somas resultam em 180 graus, outras em 179 graus, outras
em 180,5 (uma descricéo ficticia de situacdo de sala de aula) — todos os alunos apre-
sentaram respostas de natureza empirica. A argumentacdo dedutiva ndo foi considerada
em nenhum destes raciocinios, o que ilustra-se com algumas das explicacdes apresenta-
das (ipsis literis):

““se os tridngulos sdo perfeitos, a soma dos angulos de um triangulo perfeito sem-
pre dara 1807;

“houve dois problemas basicamente. Primeiro os triangulos feitos de papeldo nao
possuiam forma precisa, ou seja, eram mal feitos. Segundo os transferidores também apre-
sentavam pequenas diferencas entre si;”

““h& erros ao fazer os triangulos e as pequenas diferengas nos transferidores causa-
ram uma distor¢do de valores na hora de somar;”

“o transferidor usado néo foi 0 mesmo e isso afetou a medicéo feita pelos alunos,
por isso aconteceu essas margens de erro”

Este perfil dos alunos evidenciou a pertinéncia da sequéncia de atividades a
ser implementada, bem como a importancia das expectativas anunciadas na analise a

priori.

B. Os recursos

Para realizacdo da experiéncia utilizou-se o Laboratorio de Informética
A116 do Instituto de Matematica da UFRGS. Neste Laboratorio tem-se: 18 computado-
res Pentium, conectados em rede, um canh&o de projecdo e um quadro branco, 0 que

garantiu adequada realizagéo da experiéncia.

C. A sistematica

fie]

Na fase de experimentacdo, foram realizadas vinte sessdes de trabalho ™,

16 Apés a realizacdo da seqiiéncia de atividades, o que tomou aproximadamente a metade
do semestre letivo, a disciplina de Geometria | prosseguiu com atividades de geometria dinamica, com
grau de complexidade similar as das atividades 6 e 7 da sequéncia. Alguns encontros foram reservados
para avaliagdes individuais.
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cada uma com a duracéo de duas horas-aul&, distribuidas em dois encontros por se-

mana. Manteve-se para cada atividade uma média de duas a trés sessdes de trabalho.

Conforme j& mencionado, dos 16 alunos que iniciaram a disciplina, trés de-
sistiram. Com isto, a organizacdo inicial em duplas modificou-se e se manteve até o
final da experiéncia da seguinte forma: dez alunos trabalhando em duplas (mantiveram-
se fixas) e trés alunos trabalhando individualmente (que assim se mantiveram por es-

colha propria), como mostra o quadro a seguir.

Grupo 1 (Cib/Gis) manteve-se até o final da experiéncia

Grupo 2 (Gla/Mar) manteve-se até o final da experiéncia

Grupo 3 (Ber/Fab) manteve-se até o final da experiéncia

Grupo4 (Cam/Edu) | manteve-se até o final da experiéncia

Grupo 5 (She/Sab) desisténcia de Sab, em torno da atividade 3

Grupo 6 (And/Cla) desisténcia de Cla, em torno da atividade 3

Grupo 7 (Thi/Luc) desisténcia de Luc, no inicio da experiéncia

Grupo 8 (Mat/Sil) manteve-se até o final da experiéncia

Mesmo dentre as duplas, em duas delas (grupos 2, 3 e 8), em certos mo-
mentos e por op¢ao propria, 0s alunos colocaram-se na situacédo de trabalho individual,

mas retomando, no fechamento do trabalho, a condicao de trabalho em dupla.

Na andlise da producdo, a titulo de uniformizacdo de apresentacéo, a refe-
réncia sera sempre feita a “grupos”. Vale informar que apds a solicitacdo de realizacdo
de trabalho em duplas, os alunos se organizaram de forma esponténea.

Aos grupos foram propostas as atividades delineadas na concepgéo da situ-
acao didatica, sendo o maior tempo de trabalho alocado a situacédo adidatica, o que esta
justificado nos pressupostos teodricos desta investigacdo. A pesquisadora também assu-
miu o papel de professora da disciplina, o que garantiu a implementacéo das atividades

em sintonia com a proposta de Engenharia Didatica.

Durante a situacdo adidatica, os grupos foram observados nas suas agdes /

formulacdes / validagdes, de modo a obter-se indicadores da eficécia da situacdo didéa-

7" Um periodo de 110 minutos.
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tica proposta. Conforme previsto na anélise a priori, momentos de discusséo e reflexao

coletiva também fizeram parte da sistematica de trabalho.
D. A coleta de dados
A coleta de dados, material utilizado na anélise a posteriori, constou de:

a) producgéo dos grupos ao longo de cada sessdo, gravadas em disquete,
com a orientacdo de salvar a producdo em diferentes momentos, de for-

ma a ter-se a histéria das tentativas e dificuldades;

b) producdo dos grupos na forma de material escrito (construcdes e de-

monstracoes);

c) observacdo dos comportamentos e dialogos das duplas e observacédo de
dialogos entre duplas e professor, bem como das manifestacfes dos alunos

nos momentos de discussao coletiva.

4.3.3.2 A analise a posteriori

Nesta secdo é analisado o comportamento dos grupos ao longo das ativida-
des, levando-se em consideragdo as expectativas anunciadas na andlise a priori e as hi-

poteses formuladas, estas em funcdo da situacdo didatica proposta.

Quanto a producdo gravada em disquete, utilizou-se ao longo da analise o
recurso “Revisar Construcdo” disponibilizado pelo software, com o qual se podem re-
passar, passo a passo, 0s procedimentos de construcdo. Os alunos atenderam a solicita-
¢do de gravar diferentes momentos de trabalho, e assim tornou-se possivel analisar uma
média de quatro arquivos em cada atividade. Todas as atividades foram finalizadas com
a redacéo de construcao e/ou demonstracao e este € o material escrito analisado. Obser-
vagdes feitas ao longo dos trabalhos, bem como registros de “falas” das duplas, dialo-
gos entre professora e duplas e manifestacdes em discussdo coletiva também déo su-

porte a analise. As “falas”, na andlise a posteriori, sdo transcrigdes ipsis literis.

Com o propésito de colocar em evidéncia 0s comportamentos e progressos,

a analise das atividades 1, 2, 3 e 4 restringe-se a parte da producdo dos grupos, a neces-
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séria e suficiente para fundamentacéo deste trabalhof®] quanto as atividades 5, 6, e 7,
dada a sua natureza (a énfase ndo é a construcdo geomeétrica), julgou-se pertinente a

analise de todo o seu desenrolar.

No decorrer da seqliéncia de atividades, registraram-se comportamentos di-
ferentes das expectativas anunciadas na analise a priori, o que implicou a reformulacéo
e reestruturacdo da engenharia didatica proposta. Neste sentido, assinala-se a mudanca
na sequéncia das atividades, justificada adiante, ficando elas nesta ordem: atividades 1,
2,3,7,4,5¢6.

Embora ndo faga parte da investigacdo a observacdo de conflitos socio-
cognitivos e de seus efeitos no processo de aprendizagem, tem-se — especialmente nos
momentos de discussdo coletiva, organizados em torno da dialética de “provas e refuta-

¢Oes” — indicacdes de positivos efeitos (especialmente nas atividades 2 e 7).

Antes de iniciarem a sequiéncia de atividades, os grupos se familiarizaram
com o software, sendo explorados os menus de construcédo e a caracteristica de estabili-
dade dos “desenhos em movimento”. Neste primeiro momento, eles também se dedica-
ram a construgdes livres, quando chamou a aten¢do o pouco uso de propriedades geo-
métricas e de estabilidade do desenho, registrando-se, principalmente, desenhos de fi-
guras “soltas” e desenhos “a méo livre” de carater ingénuo (Figuras 4.15 e 4.16).

Figura 4.15 Figura 4.16
Desenho livre de formas geométricas Desenho livre ludico
Fonte: trabalho de alunos Fonte: trabalho de alunos

Segue-se a analise a posteriori.

80 anexo 2 coleta a extensa produgao dos alunos relativa a estas atividades.
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Atividade 1

Em todos os grupos, exceto um (o grupo 7), constatam-se dificuldades na

realizacao dessas primeiras construgdes.

O que transparece, nas tentativas iniciais, é que os alunos ndo dominam as
relacbes geométricas encerradas no dinamismo da figura e que caracterizam as regulari-
dades dos quadrilateros. As primeiras tentativas misturam construcdo geométrica e de-
senho do tipo “a mao livre”, fazendo com que o quadrilatero tenha, aparentemente, a

forma desejada, mas que colapse sob a agdo de movimento. Ver Figura 4.17.

Quadrilatero 1 (Grupo 1)
Construcdo: segmento AB; retas perpendiculares pelos extremos
do segmento; ponto O candidato a centro do quadrado, construido
aparentemente; circulo de centro O passando por A, pontos C e
D interseccdes das retas perpendiculares com o circulo.

Dinamismo: movimentando B ou O, o quadrilatero colapsa.
Evidenciam-se os desenhos a mao livre: o circulo deixa de passar
por B, perde-se perpendicularidade e congruéncia entre lados.

Quadrilatero 1 (Grupo 3)
Construcédo: segmento AB; a reta rl paralela a AB passando por
X e tal que a distancia de rl a B é aparentemente igual a AB;
retas r2 e r3 perpendiculares a AB passando, respectivamente,
pelos pontos A e B, pontos D e C de intersec¢do dessas retas com
aretarl.

Dinamismo: movimentando A, B ou a reta r1 o quadrilatero
colapsa, transformando-se em retangulo.

Figura 4.17
Analise a posteriori, Atividade 1, quadrilatero 1, grupos 1 e 3
Fonte: producéo de grupo

N&o € claro se o desenho a méo livre € um reflexo da predominéancia de
apreensdes perceptivas, o que significaria que os quadrilateros ainda ndo estdo sendo
tratados como objetos geométricos, ou se € resultado de comunicagdo inadequada com o
software, isto €, as propriedades geométricas “pensadas”— apreensdes sequenciais —
ndo sdo transmitidas por via de escolha de menus de constru¢do. Uma forte indicagéo a
favor da primeira alternativa é que, nas primeiras construgdes, 0s grupos consideram o
paralelismo e a perpendicularidade, com o proposito de garantir os angulos retos; mas

ndo consideram a condicao de congruéncia dos lados do quadrilatero, para o que 0 menu
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“Circulo” resolveria o problema; no entanto a utilizagao deste recurso nao foi imediata.

Embora o software explicite, mediante procedimento de construcéo, a exis-
téncia de relagcdo funcional entre os objetos geométricos, de inicio os grupos ndo utili-
zam tal informacdo. Nas primeiras exploragfes, o dinamismo serve tdo somente para
identificar as regularidades dos quadrilateros; os grupos ndo consideram que o dina-
mismo encerra uma relacdo funcional, subsidio importante ao entendimento das “caixas
pretas”: objetos livres sdo as variaveis independentes que dao inicio a construcéo; rela-
¢ao funcional é o procedimento de construcdo e produz, como variavel dependente, a
forma geométrica desejada.IEI Nas “caixas pretas” propostas, a primeira tem como vari-
avel independente um par de pontos ou, equivalentemente, um segmento, determinantes
univocos do lado do quadrado; na segunda, € 0 mesmo tipo de variavel independente, sO
que agora correspondendo a diagonal que determina univocamente o quadrado; na ter-
ceira, as variaveis independentes sdo trés pontos ou, equivalentemente, dois segmentos
com origem em comum, elementos necessarios e suficientes para aplicar a relacao fun-
cional — aqui resumindo-se a construcao de paralelas, das quais resulta, como variavel
dependente, o paralelogramo. No entanto, na construcdo da primeira “caixa preta” re-
gistra-se escolha inadequada de varidveis independentes: excesso de vértices livres
(grupos 1, 2 e 3); retas (grupos 4 e 5); circulo (grupo 6); pontos que ndo sdo vértices do

quadrilatero (grupo 8).

Mas, gradativamente, o0s “desenhos em movimento” provocam o acurado
controle do processo de construgdo. Com exce¢do do grupo 1 (quadrilatero 3), todos os
grupos apresentam, depois de algumas tentativas, construgdes satisfatorias para os trés
quadrilateros. Em quatro grupos (3, 4, 5 e 6) ha decréscimo no numero de tentativas da
primeira “caixa preta” para a segunda; ja na terceira “caixa preta” ha aumento no nime-
ro de tentativas, explicavel pela surpresa dada pelo dinamismo do quadrilatero, bastante
diferente dos outros dois.

E interessante observar-se a diversidade dos procedimentos de construcéo
satisfatorios, o que significa que o desenho esta sob o controle de distintas apreensdes
sequénciais (Ver Figura 4.18). Com a liberdade de escolha de imposicOes a serem feitas
a construgdo, torna-se evidente, para os grupos, que diferentes podem ser as hipéteses a

9 0 conceito de funcio associado ao processo de construcdo geométrica é apresentado na
secdo 3.3, capitulo 3.
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serem feitas sobre um desenho, sem que haja modificagdo na impressao perceptiva. E
no dinamismo da figura revelam-se as diferentes regularidades decorréncias da constru-

cao. Desta forma criam-se as condicdes para a génesis cognitiva da demonstracéo.

Quadrilatero 1 (Grupo 2)

“segmento DC; reta perpendicular ao segmento DC (sem explici-
tar o ponto pelo qual passa a reta, mas referindo-se a reta p);
reta perpendicular ao segmento DC por C; bissetriz de C, D e
ponto (sem explicitar este ponto auxiliar, na reta p); ponto B de
interseccdo entre a bissetriz e a reta s; reta paralela ao DC pas-
sando pelo ponto B; ponto de interseccéo entre a paralela e a reta
perpendicular p; segmentos DA,AB e BC.”

Quadrilatero 1 (Grupo 7)
“segmento plp2, duas perpendiculares ao segmento pelos pontos
pl e p2, tracamos a bissetriz b1 que corta o angulo p3plp2 (mas
ainda nao foi construido o ponto p3), marcamos o0 ponto p4 da
interseccdo de rl e b1, tracamos uma reta paralela a p1lp2 passan-
do por p4.”

Quadrilatero 1 (Grupo 8)
“segmento DC, circulo com centro em D ( sem explicitar ponto do
circulo), reta t perpendicular a DC ( sem explicitar ponto por
onde passa a reta t), reta s perpendicular a t (sem explicitar pon-
to por onde passa a reta s), reta r perpendicular a s (sem explici-
tar os pontos A e B).”

Figura 4.18
Analise a posteriori, Atividade 1: quadrilatero 1, grupos 2, 7 e 8
Fonte: producéo de grupo

Na maioria do grupos (1, 2, 3, 5,7 e 8), a redacdo da construcdo apresenta
linguagem geomeétrica bastante adequada — competéncia esta desenvolvida, em grande
parte, no uso dos menus de construgdo — com apropriado controle de fatos declarados.
Imprecis@es de linguagem (indicadas com comentérios em negrito nas situagoes ilustra-
tivas) sdo explicaveis, ja que desenho esclarecedor acompanha a redacdo. Ver Figura
4.18.

Em dois dos grupos registra-se, na descricdo, a inclusdo de fatos estaveis
implicitos na seqiéncia de fatos declarados, numa indicacdo de ainda precério controle
de implicages inferenciais. Estes grupos declaram, como imposi¢édo a construcao: ““reta

tangente a circunferéncia no ponto C e paralela a reta AB”” (Grupo 4) ou “reta q para-
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lela & AB e tangente a circunferéncia em C” (Grupo 6) — quando apenas uma das

condicdes determina a reta em questdo, sendo a outra uma decorréncia. Ver Figura 4.19.

Quadrilatero 1 (Grupo 4)
“segmento AB, reta s perpendicular ao segmento AB, reta t para-
lela a s passando por B, circunferéncia de centro B e raio AB, reta
t tangente a circunferéncia (sem explicitar o ponto de tangéncia)
e paralela a reta AB ( imposicao excessiva), segmento de A a D
(sem explicitar os pontos), segmento de C a D ( sem explicitar o
ponto C), Segmento DC”

Quadrilatero 1 (Grupo 6)
“segmento AB, reta s perpendicular a AB (sem explicitar o ponto
pela qual passa), reta s perpendicular a AB (sem explicitar o pon-
to pela qual passa), circulo de centro A e raio AB, reta q paralela
a AB e tangente a circunferéncia em C, passando por s em D (im-
posicao excessiva)”

Figura 4.19
Analise a posteriori, Atividade 1, quadrilatero 1, grupos 1 e 3
Fonte: producéo de grupo

Os “desenhos em movimento” sdo usados intensivamente, tanto na fase de
acdo sobre as “caixas pretas” como nas fases de formulacdo (no caso a construcdo) e
validacao, ainda que, aqui, de natureza empirica, ja que tomada da estabilidade dos “de-

senhos em movimento”.

Resumo da analise

Como previsto na andlise a priori, ja nesta primeira atividade instalou-se
devolucéo e processo espiral de acéo / formulacéo / validacéo / agéo ... , bem docu-

mentado nas diferentes tentativas de construcéo feitas pelos grupos.

O processo de construcdo manteve-se no patamar instrumental; tornar-se-a
objeto de reflex@o na préxima atividade. Todos os grupos progediram no controle gra-
dativo da construcdo de réplicas das “caixas pretas”; nas primeiras tentativas desenhos
a méo livre estiveram presentes, mas concluiram a atividade com réplicas sob acurado

0 controle geométrico.
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Os grupos avancaram, ainda que de forma ndo explicita, no dominio do
funcionamento do modelo tedrico objeto de construcdo. Criaram-se as condicdes para
o0 entendimento do significado de demonstracdo; de que imposi¢des de construcédo, a
partir de um certo momento, necessariamente acarretavam relagdes geométricas que
ndo dependiam mais de escolha — os fatos estaveis implicitos a serem explicados.

Esta primeira atividade revelou-se provocativa a ascensao de patamar de
conhecimento — com as apreensdes sequéncias 0s desenhos passaram a ser interpre-

tados no dominio de funcionamento da geometria hipotético-dedutiva.

Atividade 2

A primeira producdo da Atividade 1 a ser compartilhada pelos grupos é es-
colhida, propositadamente, pelo professor: a constru¢do do quadrilatero 1 apresentada
pela maioria dos grupos (1, 4, 5, 6 e 8), sua descri¢do incluindo fatos estaveis implicitos.
Ver Figura 4.20.

Quadrilatero 1 (Grupo 6)
“segmento AB, reta r perpendicular a AB, reta s perpendicular a AB,
circulo de centro A e raio AB, reta q paralela a AB e tangente a cir-
cunferéncia em C, passando por sem D ”

Figura 4.20
Analise a posteriori, Atividade 2, quadrilatero 1, grupo 6
Fonte: producéo de grupo

Cuidadosa analise coletiva evidencia as imposi¢des de construgdo (refeitas
“passo a passo”), tornando-se transparente a excessiva declaracdo “reta q paralela a AB
e tangente a circunferéncia em C”, o que foi bem explicitado pelos alunos: ou ““a reta
q passando por C ¢ paralela a AB e é fato estavel implicito a tangéncia ao circulo em

C” ou “areta q é tangente a circunferéncia em C e € fato implicito o paralelismo de AB

eq”.
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As hipdteses sobre o desenho, dadas na construcdo, sdo destacadas: seg-
mento AB, retas r e s perpendiculares ao segmento AB passando pelos extremos, ponto
C na reta r tal que AC=AB, reta q paralela a AB passando por C, ponto D interseccéo
das retas g e s. A atividade prossegue com a descri¢do dos fatos estaveis implicitos: a
congruéncia dos segmentos AB, BD e DC, bem como a perpendicularidade nos vertices

C e D — fatos a serem explicados para garantir-se ABDC quadrado.

Neste ponto, apresenta-se a questao crucial: como explicar que ABCD é um
quadrado? Os grupos manifestam a pertinéncia de uma explicagédo, a0 mesmo tempo
questionando, veementemente: ““como explicar?(...) por onde comecar?(...) é 6bvio que

a figura é um quadrado (...)”.

Faz-se necessaria a intervencdo do professor na direcdo de meta-
prendizagem, momento previsto na anélise a priori. E colocado em discussdo o modelo
estrutural da geometria euclidiana: primeiro vem a “fundagéo” — as nocoes e relagdes
primitivas, os axiomas; depois, 0s primeiros “pilares” — essencialmente os teoremas de

congruéncia de triangulos, neste momento inicial tomados sem demonstragéo.

Discutido o modelo, retoma-se a pergunta: “como demonstrar que ABCD é
quadrado?” Coletivamente, na dindmica de “provas e refutacdes”, é feita a extensao de
desenho — a diagonal AD, a reconstrucdo de subconfiguracGes “tridngulos” e progres-
sivamente a discussdo converge a explicacdo dos fatos estaveis implicitos. Com segu-

ranca, os alunos engajam-se no processo de demonstracao:

Prova
(precario controle
dos fatos declarados)

Refutacédo
(pleno controle
dos fatos declarados)

Prova
(precario controle
dos fatos declarados)

Refutacédo
(pleno controle
dos fatos declarados)

“construindo o segmento AD temos dois triangulos, ACD e ABD. No vértice
A os dois tem an-gulo de 45 graus ... 0s lados AB e AC dos triangulos sdo
iguais e eles tem em comum o lado AD. O caso de congruéncia ALA garante
a congruéncia dos triangulos (considera 45 graus a medida do angulo A nos
dois triangulos) e assim as iguldades AB=AC e DB=DC bem como angulo C
= angulo B, e C também é de 90 ”

“quando é tracado o segmento AD, os pontos A e D ja estdo na figura ... ndo
esta garantido que AD é bissetriz do &ngulo A (...) é um fato implicito

““mas entdo € so trocar a condicdo sobre AD (...) AD é a bissetriz do angulo A
(considera que a bissetriz do angulo A passa por D)e agora com certeza o
angulo A nos dois triangulos vale 45 e o caso de congruéncia ALA resolve o
problema ”’

“isto ndo resolve o problema, agora tem um novo problema que é mostrar que
a bissetriz do angulo A no quadrilatero ABDC passa por D
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Prova “se em lugar do segmento AD a gente constroi o segmento BC ... o tridangulo

(precario controle BAC ¢ isdsceles e com angulo de 90 e 45, entdo no triangulo BDC o angulo B

dos fatos declarados) ~ Vvale 45 e a gente aplica o caso de congruéncia LAL nos triangulos BAC e BDC
(considera congruentes os segmentos BD e AC) ”’

Refutacdo “mas ainda ndo esta garantida a igualdade dos lados BD e AC entdo faltam
(pleno controle  €lementos para usar o caso LAL™

dos fatos declarados)

Prova  “mas também podemos olhar para os triangulos ACB e BDA, o primeiro é

(pleno controle  isosceles e assim tem angulos de 90 e 45... com o segundo tem o lado comum

dos fatos declarados) ~ BC € no segundo o angulo B vale 45...mas ainda falta um angulo de 45 no se-
gundo, em C, para garantir a congruéncia dos dois triangulos™

Nas tentativas de demonstragdo apresentadas, registradas acima, faltam ele-
mentos que garantam a congruéncia dos triangulos, o que é bem detectado pelos alunos.
Cria-se 0 impasse para 0 avanco da argumentacao e o professor intervém, redirecionan-
do a discussdo para as hipoteses do problema: em nenhum momento da argumentacao é
levada em consideracio a condigdo de paralelismo da reta g. E colocada em discussdo

uma possivel argumentacdo dedutiva:

Quanto aos angulos retos: como a reta q é paralela ao segmento AB, olhando para reta t
como transversal as duas retas temos que angulos alternos internos sdo congruentes e
portanto o angulo em C é reto. Com raciocinio analogo aplicado as paralelas g e AB com
transversal s tem-se que o angulo em D também é reto.

Quanto a igualdade de lados: como o A ABC é istsceles, os angulos nos vértices B e C
medem 45. Segue que no A BCD os angulos B e C também medem 45 (porque ja mostra-
mos acima que no quadrilatero os angulos C e D medem 90). Pelo critério ALA segue que
A BAC é congruente ao A BDC , o que nos permite concluir que os segmentos BA e BD séo
congruentes, bem como os segmentos AC e DC, o que mostra a congruéncia dos lados do
quadrilatero construido.

Esta argumentacdo recorre a propriedades ainda ndo discutidas, a saber:
congruéncia de angulos alternos internos em retas paralelas, congruéncia de angulos em
triangulo isosceles, soma dos angulos de um tridngulo. Isto produz imediata reagdo dos
alunos: ““ainda ndo foram demonstradas estas propriedades’; ““quais as propriedades
geomeétricas que podem ser usadas na argumentacao?”’. Os questionamentos séo perti-
nentes e indicam que os alunos encontram-se em processo de transicdo de patamar de

conhecimento.

Este € um ponto delicado na transicdo de patamar de conhecimento, de em-

pirico para dedutivo: nos anos de formacdo escolar, as propriedades geométricas, no
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geral, sdo apresentadas como “fatos dados” (isto é, sem demonstracdo) e € sob essa for-
ma que se incorporam ao conhecimento dos alunos. Mas tais “fatos”, bem conhecidos
dos alunos mas por eles ndo questionados, tornam-se objeto de demonstracdo no modelo
tedrico. Como harmonizar o conhecimento prévio dos alunos com a necessidade de de-
monstracdo? Convenciona-se entdo que mesmo os “fatos” sobejamente conhecidos, se
utilizados nas argumentacdes devem ser explicados / demonstrados (caso dos fatos usa-
dos na demonstracdo acima). Com auxilio de um livro-texto, B9 os “fatos” conhecidos,

acompanhados de demonstragéo, sdo agregados ao modelo como novos teoremas.f4]

Assim expandido o modelo, os grupos retomam as demais construcdes da
Atividade 1 e se engajam no processo de demonstracdo, validando com argumentacées

dedutivas as propriedades que definem um quadrado ou um paralelogramo.

Uma das construcédo relativa ao quadrilatero 1, acompanhada das demons-
tracOes produzidas pelos grupos, permite analisar os comportamentos destes. Breves

comentarios sobre as demais construcdes e demonstracfes so enriquecem a analise.

O processo de demonstracdo comeca por segura explicitacdo dos fatos de-

clarados na construcdo. Ver Figura 4.21.

b segmento CD
e retas p e s perpendiculares ao
segmento pelos extremos

s reta b bissetriz de ADC

e B ponto de intersec. dese b
D L r reta paraela a DC por B

- A ponto de intersec.deper
PR | segmentos CB, BA e AD

. T

P 8 .7 Construgdo;
I
I
]

Figura 4.21

Analise a posteriori, Atividade 2.

Explicitacdo dos fatos declarados na construgéo.
Fonte: autora

Ap0s a explicitagdo, os grupos procedem no controle dos fatos estaveis im-
plicitos e, por ultimo, com as demonstracfes que os explicam. Os grupos apresentam

diferentes niveis de controle de argumentos dedutivos:

2 DOLCE, O . e POMPEO, J. Geometria Plana, Colecdo Fundamentos da Matemética
Elementar, vol. 9, Sdo Paulo : Editora Atual, 1993.



Nivel de pleno controle,

embora a demonstragéo da
congruéncia entre os lados
do quadrilatero restrinja-se
a pares de lados (grupo 7).

Nivel de argumentacao
que utiliza fatos estaveis
implicitos, como paralelis-
mo de AB e CD, ou b como
bissetriz do angulo B, ou
angulos retos em A ou B
(grupos 1, 4 e 6).

Nivel de argumentacao
insuficiente e com utiliza-
¢ao de fatos estaveis impli-
citos (grupos 2 ,5 e 8)

Nivel de falta de clareza
guanto ao que deve ser
demonstrado e com utili-
zacdo de fatos estaveis
implicitos (grupo 3)
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Pela construcao sdo fatos explicitos: angulos C e D retos e reta r
paralela a DC.

Sao fatos implicitos: angulos A e B retos e todos os lados iguais.
Como a reta r foi declarada paralela ao segmento DC, portanto se o
angulo é reto em D, concluimos que seu alterno interno também
sera. Sendo assim 0 &ngulo A é 180 menos o alterno interno que é
90, dando 90 graus para A . O mesmo vale para o &ngulo B.

Pela definicdo de bissetriz, sabemos que o angulo formado pela reta
b e 0 segmento DC é 45 graus, formando BDC um triangulo retan-
gulo. Neste tridngulo tang D =1 e como tang D = cateto opos-
to/cateto adjacente concluimos que DC é igual a BC. Utilizando o
mesmo método, no triangulo BAD verificamos que AB também é

igual a AD

E fato implicito angulos retos em A e B.

Tracando a bissetriz de D, se originam dois angulos de 45. Como as
retas p e s sdo perpendiculares ao segmento CD, elas sdo paralelas.
Logo a bhissetriz funciona como transversal. Observe que a metade
do angulo em D e em B séo angulos alternos internos , ambos com
45 (usa implicitamente DC paralelo a AB). A reta r, paralela a
CD é portanto perpendicular a s, logo tem angulo de 90 em B, as-
sim como 0 &ngulo A.

E fato implicito a congruéncia dos segmentos. Como b € bissetriz de
D, o triangulo DBC é isoangulo (ndo € explicitada a razao) e as-
sim os segmentos DC e CB sdo congruentes. O triangulo DAB tem
angulo de 90 em A e os angulos da base séo iguais (nédo é explici-
tada a razdo), assim DAB ¢ isdsceles tendo DA e DB congruentes.
O lado DB é comum aos dois triangulos e os angulos da base sdo
iguais e caimos entdo no caso ALA de congruéncia. Temos
DA=AB=DC=BC o que afinal prova que os quatro lados do qua-
drilatero séo congruentes™ (Grupol)

quanto aos angulos, sao retos ja que formados por retas perpendi-
culares (explicacdo insuficiente). Os lados: os dois triangulos
DAB e BCD tem em comum o segmento BD. Como a reta b € bisse-
triz de D, os angulos em D e B serdo cortados ao ‘meio’ (relativo a
B, é fato implicito), logo os dois angulos terdo em D um angulo de
45, Além disso os angulos em A e C sao retos (nao foi demonstrado
que C é reto) . Assim pelo caso LAAo podemos concluir que os
triangulos sdo congruentes e portanto os quatro lados também (de
fato, é somente a congruéncia de pares de lados que esta garan-
tida; a congruéncia dos quatro decorre dos triangulos isésceles,
0 que ndo é mencionado) " (Grupo 5)

“CD=AB porque se duas retas p e s sdo perpendiculares a CD, en-
to elas sdo paralelas entre si, portanto a distancia AB é igual a
CD (usa implicitamente que o angulo é reto em A ou B e ndo
demonstra a congruéncia entre os quatro lados) . Sabemos que 0s
quatro angulos séo retos através da lei dos angulos alternos inter-
nos, sendo p e s as transversais (vago, ndo explicita o paralelismo
e a transversalidade)” (Grupo 3)

21

Neste momento foram incluidos os teoremas relativos a condigao de paralelismo, trian-

gulo isésceles e soma dos angulos de um triangulo.
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Sendo esta uma das primeiras demonstra¢des produzidas, ressalta o bom de-
sempenho dos grupos: eles iniciam o tratamento de desenho com a reconstrucdo de
subconfiguracdes “triangulos” e aplicam adequadamente os critérios de congruéncia de
tridngulos para garantir a congruéncia dos lados do quadrilatero (todos os grupos, ex-
ceto o grupo 3); seguem na identificacdo da subconfiguracdo “angulos alternos internos
internos em retas paralelas”, necessaria para garantir os angulos retos, so nao referida na
argumentacao de trés dos grupos (grupos.5, 6 e 8), o que é explicavel na menor evidén-

cia dos elementos geometricos a serem colocados em relag&o.

Na demonstracdo relativa ao quadrilatero 2, melhor é o desempenho. O tra-
tamento de desenho exige a reconstrucdo de subconfiguracdes “triangulo”. Sem maio-
res dificuldades, os grupos recorrem a critério de congruéncia LAL, as propriedades de
triangulo isdsceles e de soma dos angulos de triangulo, e demonstram a congruéncia dos

lados e dos angulos do quadrilatero. Ver Figura 4.22.

Ja no quadrilatero 3, a reconstrucdo da subconfiguracdo “angulos alternos
internos internos em retas paralelas” permanece motivo de dificuldade em alguns gru-
pos. Também registra-se falta de compreensdo da definicdo de paralelogramo: algumas
demonstragdes avangam além do necessario — bastando demonstrar o paralelismo dos
lados opostos do quadrilatero, prosseguem com a congruéncia de angulos opostos ou de
lados opostos. Ver Figura 4.22.

A figura nos mostra 4 tridngulos com um angulo reto em
cada. Isto porque foi declarado que passasse uma reta
Iy perpendicular a AC e passasse por M (ponto médio AC) o
c . que implica na formacéo de angulos retos. Esses triangu-
onstrugao; n N "
segmento AC los ttm em comum AM=MC e DM=MB pois como D € o
e perm 3 AC por M ponto de interseccéo da reta com a circunferénciae M é o
circulo centro M por A i centro desta, a distdncia DM é o raio da circunferéncia
B e D pontos intersec. de r e circulo .
segmentos AB,BC, CD e DA logo DM=MB (para MB se aplica 0 mesmo caso). Logo
concluimos que eles também sdo isdsceles pois
AM=MC=DM=MB (580 todos raios da circunferéncia) e

pelo teorema LAL concluimos AB=BC=CD=DA.

Sabendo que os triangulos isosceles tém angulos internos
de 90°, 45°e 45° e que os triangulos sdo iguais entre si, s6
podemos concluir que os angulos nos vértices A, B, Ce D
medem 90" (gr.1)
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Se M (ponto médio de CB) é centro da circunferéncia de
raio AM, entdo AD é didmetro e M é também ponto mé-
dio de AD.

Podemos provar que AB é paralelo a CD por LAL ja que
CMD e BMA formam 2 triangulos congruentes. Da
mesma forma comprovamos o paralelismo de AC e BD
(por LAL, CMA=BMD). (gr.4)

Figura 4.22

Analise a posteriori, Atividade 2.

Demonstracdes relativas aos quadrilateros 2 e 3.
Fonte: autora

Resumo da analise

Ao serem retomados 0s procedimentos de construcao da atividade 1, entdo
sob pleno dominio dos alunos, decorrente de suas ac¢Ges / formulacbes / validagdes,
instalaram-se as condigdes para génesis cognitiva da demonstracao.

Tendo os alunos sob controle, nas construcdes, os fatos declarados e os
fatos estaveis implicitos, 0 momento de meta-aprendizagem — reflexdo sobre o mo-
delo que caracteriza a geometria dedutiva — produziu o efeito esperado. Desencade-
ou-se, de imediato, o dialético processo de “prova e refutacdo”, onde os alunos revela-
ram a compreensdo do significado e o propésito de uma demonstracéo.

Neste novo patamar de conhecimento — o da geometria dedutiva —, 0s
grupos se engajaram no processo de demonstragédo com bastante seguranca.

Demonstragdes dependentes de reconstrucéo de subcongfiguragdes “trian-
gulo” foram produzidas sem maiores dificuldades; o0 mesmo ndo aconteceu no caso de
argumentacao envolvendo a reconstrucdo “angulos alternos internos em retas parale-
las. Disso infere-se que, uma vez compreendido o significado de uma demonstracéo,
competéncias para tratamento do desenho suporte as argumentacdes dependem de

aprendizado, no que os ambientes de geometria dinamica podem muito contribuir.
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Atividade 3, Parte 1.
A primeira *“caixa preta”

Nesta atividade, trés grupos (Grupos 2, 4 e 5), em sua primeira tentativa de
construcao escolhem inadequadamente o objeto inicial: o circulo, e ndo o triangulo. N&o
percebem, na movimentagdo dos vertices do tridngulo, que o circulo se mantém sempre
0 mesmo — é um circulo diferente do apresentado na “caixa preta”. Esses grupos ndo
atentam a relacdo funcional entre os objetos geométricos, 0 que se pode interpretar
como predominio de apreensdes perceptivas — 0 que importa € construir uma figura

que seja perceptivelmente igual a “caixa-preta”. Ver Figura 4.23.

Figura 4.23

Analise a posteriori, Atividade 3: objeto inicial circulo e
objeto inicial tridngulo.

Fonte: autora

Ja o Grupo 3 inicia a construcdo pelo tridngulo ABC e vale-se do menu

“Arco” para construir dois arcos de circulo, ABC e BCA, obtendo assim o dinamismo e

a estabilidade desejados. Ver Figura 4.24. Este procedimento oculta o problema da

existéncia do circulo passando por trés pontos — proposito da “caixa-preta”. Ou seja:

0 grupo constroi a réplica sem depreender, do processo, as relacbes geométricas que

garantem a existéncia do circulo circunscrito. Isto alerta para a importancia da configu-
7

racdo de menus, no caso seria desabilitar do menu “Arco”*4 para que a “caixa-preta”

atenda ao objetivo antecipado.

Figura 4.24
Analise a posteriori, Atividade 3. Construgéo usando arcos de circulo.
Fonte: producéo de grupo

2O software possibilita a configuracdo de menus em que sdo excluidas primitivas de
construgdo. Ao longo da experimentacéo trabalhou-se com a configuracéo default.



136

Em procedimento caracteristico da dificuldade mencionada na analise pre-
liminar — entender a generalidade que se encerra em um teoremalz_"‘l, 0 Grupo 6 comeca
sua construcdo com um triangulo qualquer. Com movimentos de vértices e acréscimo
de circulos e retas, 0 grupo da ao triangulo aparéncia equilatera, explicando: “é mais
facil achar o centro do triangulo se ele é equilatero” . O grupo prossegue na constru-
cao: mediatrizes dos trés lados do triangulo e circulo com centro na interseccdo das
mediatrizes passando por um dos vertices. Ao movimentar os vertices, a figura mantéem
a estabilidade desejada, donde 0 grupo comenta: ““parece que a construgdo feita vale
para qualquer triangulo”. Ver Figura 4.25.

Figura 4.25

Analise a posteriori, Atividade 3.
Construgdo particularizando o tridngulo
Fonte: producéo de grupo

Chama a atencdo que, mesmo tendo no “desenho em movimento” a evidén-
cia da generalidade da construcdo, o grupo imediatamente inicia nova construcao: sao
excluidos os passos de construcdo desnecessarios e refeitos os demais passos, ignoran-

do a irrelevancia da aparéncia equilatera tomada na construcao inicial.

Em trés grupos (2, 5 e 7), apenas, detecta-se satisfatoria construcdo da “cai-
Xa preta” e clareza quanto aos fatos declarados. Quanto aos fatos estaveis implicitos
indicam que o circulo passa pelos outros dois vértices do triangulo, mas ndo indicam a
condicdo satisfeita pela terceira mediatriz. Quanto & argumentacdo, estes grupos sim-

plesmente enunciam parcialmente o teorema objeto de demonstracdo. Ver Figura 4.26.

2 Dificuldade registrada na analise preliminar, capitulo 3, secdo 3.2.3
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Fatos declarados

“tridngulo ABC; retas rl e r2 mediatrizes de, respectivamente, AC
e BC; O ponto de intersecgéo de rl e r2; o circulo de centro O pas-
sando por B. (gr.5)

Fatos estaveis implicitos

“Apesar de ndo ter sido declarado na construcdo, movendo-se
qualquer um dos vértices, os pontos A e C também ficam sobre a
circunferéncia” (gr.5)

Explicacéo

“isso se deve ao fato de o circulo ter sido construido com centro no
ponto de interseccio das mediatrizes e portanto as distancias aos
trés vértices sdo iguais™ (gr.5)

Figura 4.26

Analise a posteriori, Atividade 3, “caixa preta” 1.
Construcao satisfatoria.

Fonte: producéo de grupo

Nos demais grupos (grupos 1, 3, 4, 6 e 8) observa-se ainda ténue controle
dos fatos declarados e dos fatos estaveis implicitos. Na construcédo final sdo impostas as
trés mediatrizes e ndo somente duas, ainda que duas mediatrizes fossem condicao ne-
cessaria e suficiente para determinar o centro do circulo. Vale ressaltar que, para cons-
trucdo do centro do circulo, o software exige a escolha de apenas duas das mediatrizes,
0 que ndo funciona como alerta aos grupos. Também ndo é considerado que a afirma-
cdo “a terceira mediatriz também passa pelo ponto de intersec¢do das outras duas” é
passivel de demonstracdo. A maioria desse grupos bem explicita como fato estavel im-

plicito que os outros dois vértices do triangulo pertencem ao circulo. Ver Figura 4.27.

Fatos declarados

“triangulo, pontos médios do trés lados, retas perpendiculares aos lados passan-
do pelos pontos médios, circunferéncia com centro no encontro das retas e pas-
sando por um vértice do triangulo” (gr.1)

Fatos estaveis implicitos

“o tridngulo fica sempre dentro do circulo” (gr.1)

Figura 4.27

Analise a posteriori, Atividade 3, “caixa preta” 1.
Construcao insatisfatoria.

Fonte: producéo de grupo
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Dois grupos dentre os grupos anteriores (4 e 6) declaram que, por constru-
¢ao, o circulo circunscrito passa pelos trés vértices do triangulo, ainda que, novamente,
0 software aponte aos fatos estaveis implicitos ao exigir, no menu “Circulo”, a escolha
do centro do circulo e de um dos vértices do tridngulo, a ele pertencente. Mesmo assim,
0s grupos desconsideram ser demonstravel que “o circulo passa pelos outros dois vérti-
ces do triangulo”. Quanto a argumentacao, apresentam como 0s demais grupos, simples

enunciado do teorema objeto de demonstracdo. Ver Figura 4.28.

Fatos declarados

“tridangulo ABC, mediatrizes dos lados do tridngulo (excessiva imposi¢éo), cir-
cunferéncia com centro no ponto de interseccdo das mediatrizes com raio até os
pontos A, B e C (excessiva imposi¢ao)” (grupo 6)

Fatos estaveis implicitos

“o0 triangulo quando é movimentado continua inscrito na circunferéncia’ (grupo
6)

Figura 4.28

Analise a posteriori, Atividade 3, “caixa-preta” 1.
Construcao e fatos estaveis implicitos insatisfatorios.
Fonte: producéo de grupo

Nesta “caixa-preta” o controle dos fatos declarados e dos fatos estaveis
apresenta-se um tanto precario, quando compara-se com o trabalho realizado, pelos gru-
pos, nas duas atividades anteriores. Com isto, o processo de demonstracdo fica com-
prometido — as argumentacfes se apoiam nos proprios fatos estéveis implicitos que
deveriam ser demonstrados:

““a circunferéncia passa pelos outros dois vértices do triangulo porque do centro a
qualquer vértice temos o raio ”. (Grupo 1)

“OA e OB sdo raios, por isso unindo A e B com O formamos um tridngulo isésceles
onde OA e OB sdo congruentes, assim como os angulos em A e B. Sendo OC um raio
também AO = OB = OC. Assim OC, OA e AC formam triangulos isosceles (...) onde AO e
OC séo congruentes”. (Grupo 4)

““o triangulo é inscrito porque os vértices sdo pontos da circunferéncia™ (Grupo 6)

Atividade 3, Parte 2.
A segunda “caixa preta”

Em todos os grupos, exceto o Grupo 7, detectam-se dificuldades similares as

enfrentadas na primeira “caixa preta” desta atividade. Eles iniciam sua construcgéo pelo



139

tridngulo e pelas trés bissetrizes de seus angulos, mesmo que duas bissetrizes contives-
sem condicdo necessaria e suficiente para determinar o centro do circulo inscrito. Como
antes (na construcdo do centro do circulo), o software exige a escolha de apenas duas

bissetrizes, exigéncia cuja presenc¢a ndo contribui para o controle da construcéo.

Todos os grupos escolhem, para tangéncia de circulo e triangulo, o ponto
interseccdo de uma das bissetrizes do triangulo com o seu lado oposto. Escolha inade-
quada: com o movimento dos vertices, o circulo deixa de ser tangente ao triangulo. No
desenho inicial, a tangéncia circulo-triangulo acontece sé porgue o triangulo é tomado

aparentemente equilatero. Ver Figura 4.29.

Figura 4.29

Analise a posteriori, Atividade 3.

Construcdo inadequada, revelada pelo dinamismo da figura.
Fonte: autora

Frente ao conflito de tangéncia, movimentam com atencéo o desenho e pro-
curam depreender a condicdo geométrica a ser satisfeita pelo ponto de tangéncia, a ser
construido. Ver Figura 4.30.

Figura 4.30

Analise a posteriori, Atividade 3.

Identificcdo da condicdo de tangéncia, por via de dinamismo da figura.
Fonte: autora

O conflito é bem resolvido em alguns grupos (grupos 2, 6 e 7) e a solugéo se
dissemina nos demais grupos: o ponto de tangéncia é associado a perpendicularidade do

raio com o lado do tridngulo. Os grupos prosseguem na construcdo; a maioria apre-
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senta na construcdo final somente duas das bissetrizes e explicitam, com pequenas dife-
rencas de linguagem e notacdo, os passos de construcédo (grupos 2, 3, 4, 6, 7 e 8). Ver
Figura 4.31.

“tridngulo ABC; bissetrizes bl e b2, respectivamente, dos
angulos A e C; ponto O interseccdo de bl e b2; reta p
perpendicular a AC passando por O e D ponto de intersec¢édo
de p e AC; circulo de centro O passando pelo ponto D.”

Figura 4.31

Analise a posteriori, Atividade 3.
Construcdo adequada da ““caixa preta™ 2
Fonte: autora

Nesta segunda “caixa-preta” melhor andou o controle dos fatos declarados
e dos fatos estaveis implicitos. Todos 0s grupos, & exce¢do do grupo 2, mencionam
como fato estavel implicito a tangéncia a dois dos lados do triangulo. O grupo 2, por
outro lado, ndo menciona este fato, mas declara que a “terceira bissetriz também passa
pelo centro do circulo”. Interpreta-se este controle, mais satisfatorio, como uma decor-

réncia de adequada construcdo da réplica da “caixa-preta”:

““a circunferéncia se mantém inscrita no triangulo e os lados do triangulo séo tangentes a
circunferéncia”. (grupo 6)

““a bissetriz do terceiro angulo esta implicita, pois apenas com duas bissetrizes ja conse-
guimos localizar o centro do circulo. Quando feita a terceira bissetriz ela também passara
pelo centro”. (grupo 2)

Os grupos que mantém as trés bissetrizes como condicdo para determinar o

centro do circulo (grupos 1 e 5) apresentam descri¢do similar do fato estavel implicito:

““a circunferéncia se mantém sempre tangente a todos os lados do tridngulo”. (grupo 1)
““a circunferéncia também passa pelos outros dois lados do triangulo™ (grupo 6)

Quanto as explicacdes: em seis dos grupos (1, 4, 5, 6, 7 e 8) ndo se detecta
argumentacdo dedutiva, pois ndo séo feitas as extensdes de desenho, necessarias a pro-
ducdo de demonstracdo. As explicagdes ou sdo de natureza empirica ou sdo simples
enunciado da propriedade geométrica objeto de demonstrag&o:

““a circunferéncia se mantém tangente porque o raio é perpendicular aos lados do trian-
gulo”. (grupo 6)

““a circunferéncia é sempre inscrita pois estd tangenciando o segmento AB, de maneira
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analoga ela tangencia AC e CB”. (grupo 8)

““é tangente porque o encontro das duas bissetrizes estd a igual distancia dos lados do
triangulo... ”” (grupo 1)

““0 encontro das bissetrizes é o ponto que tem a mesma distancia de todos os lados do tri-
angulo™. (grupo 7)

ExtensGes de desenho, de forma a torna-lo suporte a argumentacéo, sao
consideradas em dois grupos. Um deles (grupo 3) conserva, ainda, explicacdo de natu-
reza empirica. Ver Figura 4.32. O procedimento de extensdo de desenho mostra hesita-
¢ao na escolha de propriedades a serem impostas a constru¢do: o ponto E é tomado
como sendo a interseccdo do lado AB com sua reta perpendicular; ja o ponto F € visto
como a interseccdo do lado BC do triangulo com o circulo, sem que seja questionada a
existéncia de tal ponto (aqui foi usado o recurso “Pontos de Intersecc¢do”, diponibiliza-
do pelo software). Esta mudanca de critério indica que o grupo nao teve clareza sobre o
que deveria ser demonstrado. A explicacdo é uma descricdo empirica do que o grupo
estava “vendo”, fornecida pelo comportamento dos segmentos OD, OE e OF a partir do

movimento aplicado aos vértices do triangulo.

Grupo 3 Fatos estaveis implicitos:

“devido a uma perpendicular um dos lados ficou
fixo a circunferéncia. Os outros dois lados
também ficaram fixos, mas sem a perpendicular”

Explicacao:

Usando movimento, os alunos constatam
Extenséo de desenho: retas perpendiculares aos empiricamente que, “com apenas uma
lados AB e AC, passando por O; E ponto de perpendicular passando pelo centro, a
interseccdo de AB com a reta perpendicular; circunferéncia ja fica constantemente inscrita”
circulo de centro O passando por E; F e D pontos
de interseccdo do circulo com BC e AC,
respectivamente; segmentos OD, OE e OF.

Figura 4.32

Analise a posteriori, Atividade 3.
Explicacdo de natureza empirica
Fonte: autora

J& o grupo 2 avanca na direcdo de argumentacdo dedutiva, mas ainda com
falhas na utilizacdo das hipoteses, explicavel pela mesma hesitacdo de escolha de pro-

priedades a serem impostas a construcao, registrada no grupo 3. Ver Figura 4.33.
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Grupo 2 Fatos estaveis implicitos:

““ao fazer a circunferéncia de centro G passando por E, fizemos
essa mesma circunferéncia passar pelo tridngulo (linguagem
imprecisa) sendo que isto ndo foi declarado na construcéo™

Explicacéo apresentada:

“O angulo em E é igual ao angulo em J devido que os dois foram
construidos com perpendiculares (usa fato ndo declarado- GJ
perpendicular a AC). Os angulos em C sdo iguais por causa da
bissetriz € o segmento GC é comum aos dois triangulos

Extenséo do desenho: constru- (linguagem imprecisa). Por isso eles sdo congruentes,
¢ao dos pontos H e J, intersec- pertencendo dessa maneira na mesma circunferéncia (linguagem
¢Oes do circulo com os lados imprecisa)”

AB e AC, respectivamente.

Figura 4.33

Analise a posteriori, Atividade 3.

Argumentacao apoiada em fatos estaveis implicitos
Fonte: autora

Né&o esta claro, para este grupo 2, que a existéncia dos pontos J e H € ainda
questdo a ser respondida, bem como a perpendicularidade dos segmentos GH e GJ em
relacdo aos lados do tridngulo. Os pontos J e H sdo construidos por via de menu “Pon-
tos de Intersecgdo” aplicado a circulo e triangulo, o que oculta a questdo da existéncia
dos pontos de tangéncia. Na explicacdo apresentada, ao assumir que GJ e AC sdo per-
pendiculares, o grupo desconsidera as hipoteses de construcdo. Poderia ter modificado
as imposigdes de construgcdo, tomando GJ perpendicular a AC, mas isto também néo €
considerado. A explicacdo prossegue de forma tal que nela se identifica, embora ndo
explicitada, a intencdo de depreender a congruéncia dos triangulos retangulos CGE e
CGJ.

Cabe registrar que o grupo consulta o “OréCU|O",IZI perguntando-lhe: “GJ e

AC séo perpendiculares, bem como GH e AB?”” para validar a perpendicularidade utili-
zada na argumentacdo. O “Oraculo” ndo responde satisfatoriamente, pois informa
““objetos ndo perpendiculares™. Isto mostra o alcance e a limitacdo da tecnologia in-
formatica: por um lado, ela € um suporte para experimentos de pensamento mas, por

outro, ndo se pode perder de vista que os experimentos lidam com idealiza¢Ges tedricas

# 0 “Oraculo” é recurso do software que responde perguntas como: “retas paralelas?”,
“retas perpendiculares?”, “pontos alinhados?”
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e que, devido a limitacBes da prépria tecnologia, podem ser incorretamente capturadas

nas informacdes transmitidas ao software por via de seus menus de construcéo.

O desempenho dos grupos, no producdo de demonstracao, indica um retro-
cesso, ao comparar-se com producdes apresentadas na atividade 2, o que pode ser ex-
plicado se considera-se que os dois teoremas propostos nas “caixas pretas” participam
de seus conhecimentos prévios. Sem maior reflexdo, reproduzem o algoritmo, que ja
bem conhecem, de construcéo do circulo circunscrito e o circulo inscrito ao triangulo,
revivendo as atitudes arraigadas nos anos de vida escolar — o uso de “regras”. E assim
n&o se lhes apresenta a necessidade de uma demonstracdo, mesmo tendo sido acordado
que “fatos” conhecidos, no patamar da geometria dedutiva, sdo propriedades a serem

demonstradas.

Isto provoca uma reformulacdo da Engenharia Didética: as conclusdes dos
grupos sdo colocadas em discusséo. O professor questiona as “demonstragdes”, simples
enunciados de “fatos” conhecidos, e instala-se a dindmica de “provas e refutaces”: séo
feitas as extens@es / reconstrucdes de desenho e sdo produzidas, com muitas “idas e

vindas”, as demonstragdes dos dois teoremas.

Para a primeira demonstracdo, a extensdo de desenho bastante simples —
segmentos com uma das extremidades no centro do circulo e a outra nos vértices do
tridangulo — e a reconstrucao restringiram-se a subconfiguracéo “triangulo”, ao qual os
grupos aplicam o critério de congruéncia LAL para garantir a congruéncia entre 0s

segmentos e raio do circulo. Ver Figura 4.34.

Figura 4.34

Analise a posteriori, Atividade 3.

Extensdes e reconstrucdes de desenho suporte a demonstracdo dos teoremas
do circulos circunscrito e inscrito ao triangulo

Fonte: autora

Na segunda demonstracéo, a extensao é feita com retas perpendiculares aos

lados do triangulo e a reconstrucéo, dependente de elementos ndo tdo imediatos, aponta
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também a subconfiguracdo “triangulo”, e os grupos identificam o critério LAAO para
validar a congruéncia dos segmentos, de modo a tornarem-se eles raios do circulo aten-

dendo a condicao de tangéncia. Ver Figura 4.34.

Poder-se-ia pensar que a precisdo na representacdo dos objeto geométricos,
disponibilizada pelo software, incentivaria a permanéncia dos alunos no patamar empi-
rico do conhecimento geometrico. As explicacdes registradas na presente atividade su-
gerem essa possibilidade, e sdo motivo de preocupacdo, ja que o objetivo da atividade
proposta é a ascensdo a novo patamar de conhecimento. Mas observa-se, no andamento
da experimentagéo, que a precisdo do software gradativamente provoca atitudes de re-
finado controle sobre o que sdo fatos declarados e o que sao fatos estaveis implicitos, e

como consequiéncia é realcada a necessidade e a pertinéncia de uma demonstracéo.

Mesmo tendo ficado o desempenho dos grupos, nesta atividade, aquém das
expectativas anunciadas na andlise a priori, isso ndo chega a invalidar a proposta das
“caixas pretas”. Consultando-se um livro didatico escolar, encontra-se o enunciado ca-
tegdrico ““o ponto de interseccé@o das bissetrizes dos angulos internos de um triangulo
é o centro do circulo inscrito”, ao qual segue-se, eventualmente, uma demonstracao.
Ao propor-se as “caixas pretas” relativas aos teoremas, e tomando-se como pressuposto
que os alunos os desconhecem, diferente pode ser o aprendizado, quando entram em
cena diferentes tipos de apreensdo cognitiva. Tome-se como exemplo a segunda “caixa
preta”. De inicio, o olhar sobre a “caixa preta” € perceptivo — véem-se um triangulo e
um circulo que causam uma certa impressdo, com duas leituras possiveis: um circulo e
um tridngulo circunscrito, ou um tridngulo e um circulo inscrito. O dinamismo da figu-
ra encerra a leitura adequada ao evidenciar que os vértices do triangulo sdo os objetos
livres que devem dar inicio a construcdo. A construcao de réplica provoca apreensdes
seqlienciais: passo a passo, devem ser feitas as imposi¢des de constru¢do — as hipote-
ses dos teoremas. Da estabilidade da figura construida emergem os fatos estaveis impli-
citos — a tese dos teorema. E sdo as apreensdes operativas — reinterpretagdes, recons-
trucdes, extensdes de desenho — que respondem pela emergéncia das subconfigura-

¢Oes, suporte a argumentacao dedutiva.
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Resumo da analise

Ja tendo os grupos dado indicac@es, na atividade anterior, de controle do
processo de demonstracdo, nesta atividade, a construgdo adequada de réplicas das
“caixas pretas”, bem como a producédo de demonstracdo, nao foi satisfatoria.

Como os alunos sabem, de antemdo, que o centro do circulo circunscrito
é a intersec¢do das trés mediatrizes e que o centro do circulo inscrito € a interseccéo
das trés bissetrizes — estas propriedades sdo apresentadas na escola — procedem a
construcdo sem maior reflexdo, desconsiderando a realimentacdo fornecida pelo
software quanto a escolha de duas mediatrizes ou duas bissetrizes para construgdo do
centro dos circulos, bem como a escolha de vértice pertencente ao circulo circuns-
crito.

Foram apresentadas explicacfes ou de carater empirico — é afirmado o
que é “visto”, sem que haja argumentagdo dedutiva — ou foram enunciadas as pro-
priedades ja conhecidas. Os grupos desconsideraram que, dentro do modelo teérico e
como objetivo da atividade proposta nas “caixas pretas”, é pertinente uma demons-
tracao.

Interpreta-se tal retrocesso como uma perturbacédo advinda dos conheci-
mentos previos. Esta € uma questdo delicada na transicdo de patamar de conheci-
mento: conciliar o conhecimento prévio e as necessarias argumentacfes dedutivas

para que este conhecimento se organize em novo patamar.
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Atividade 7

Visando maior apreensdo da necessidade de demonstracdo, é feita nova re-
formulacdo da Engenharia Didatica, alterando-se a ordem das atividades: a Atividade 7
é antecipada, esperando-se com isto uma provocacdo maior a demonstracéo, e ndo o
simples enunciado de um “fato” j& conhecido. Diferentemente das atividades trabalha-
das até entdo, o problema a ser resolvido encerra propriedades geométricas que nao
emergem como “fatos” conhecidos previamente pelos alunos, contendo maiores exi-
géncias de extensdo de desenho, o que implica em apreensdes operativas mais comple-

Xas.

Momentos de discussdo coletiva permeiam o trabalho em grupo, contem-

plando-se, novamente, a dialética de “prova e refutacdo”.

A atividade comeca com a construgdo da chamada “estratégia dos piratas”, a
ser colocada sob exploracdo: segmentos AP1 e AP2; pontos Q1 e Q2 tais que 0s seg-
mentos Q1P1 e Q2P2 sdo perpendiculares e congruentes a AP1 e AP2, respectivamente.
No movimento aplicado aos pontos livres, 0s grupos revelam, de inicio, confuso trata-
mento da figura: movem A, movem P1 e P2 e observam o comportamento do ponto T -
mantém-se fixo quando A é deslocado ou desloca-se junto com P1 e P2. Ver Figura
4.35.

Figura 4.35

Analise a posteriori, Atividade 7.
Dinamismo na “estratégia dos piratas”
Fonte : producéo de grupo

Os grupos questionam: “os pontos Q1 e Q2 ainda estdo marcados?”’;
““passado os anos, as pedras ainda estdo no mesmo lugar?”’. De fato, no enunciado do
problema isto ndo esta de todo claro. Discussdo rapida evidencia que, quantos aos pon-
tos Q1 e Q2, uma resposta afirmativa tornaria o problema desinteressante. Ja quanto aos
pontos P1 e P2, é procedente o questionamento.
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Estabelecido que P1 e P2 sdo, no problema, pontos fixos E‘ imediatamente o

grupo 6 apresenta uma estratégia: ““é simples, basta refazer o que foi feito, tomando
uma outra arvore, cuidando para enxergar as pedras”. A estratégia funciona e mostra
entendimento de que os pontos T e A sdo independentes; sob o ponto de vista préatico, o
problema esta resolvido, mas longe disto esta o objetivo da atividade. Enunciado mais
cuidadoso se faz necessario: a estratégia a ser proposta deve ser diferente da “estratégia

dos piratas”.

Ajustadas as condic¢des do problema, a movimentacdo do ponto A permite a
observacdo de diversas instancias de representacdo do problema; nelas o ponto T se

mantém imovel.. Ver Figura 4.36.

Figura 4.36

Analise a posteriori, Atividade 7.

Dinamismo evidenciando a independéncia dos pontos Ae T
Fonte : producéo de grupo

De imediato, os grupos estabelecem nova estratégia: ““caminhar até o ponto
médio de P1P2, tomar direcdo perpendicular para o lado em que estava a arvore, e

caminhar o mesmo que ja se havia caminhado, a metade de P1P2.”” Ver Figura 4.37.

Figura 4.37

Analise a posteriori, Atividade 7.
Construgao de nova estratégia.
Fonte : producédo de grupo

% 0 que poderia ter sido indicado com a impossibilidade de mové-los no desenho dina-

mico, usando-se aqui 0 menu “Fixo / Livre”.
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Feita a construcdo, eles colocam-se, de imediato a pergunta: “por que as
duas estratégias levam ao mesmo ponto?”” . Dificuldade inicial, para todos os grupos, é
transformar esta pergunta em outra, equivalente e explicitada em funcéo dos elementos
geomeétricos dados na constru¢gdo — uma competéncia necessaria ao processo de de-

monstracao.

Sé&o reconstruidas, coletivamente, e destacadas com cores diferentes, as duas
estratégias. Cabe observar que o software sugere explicitamente a pertinéncia da per-
gunta: ao sobreporem-se as construcdes, a posi¢do do tesouro € dada por dois pontos
coincidentes, correspondentes a cada uma das estratégias. Ver Figura 4.38.

Figura 4.38

Analise a posteriori, Atividade 7.
Construgao sobrepondo as duas estratégias
Fonte: autora

Este destaque dos pontos T e T’ provoca reacdo do grupo 7: “deve-se mos-
trar gque TM = T’M ”*, com 0 que concordam os demais. De imediato o grupo 1 apre-

senta uma explicacdo para esta igualdade, a qual segue-se reacao dos colegas:

prova (revela perturbacdo  “tragamos o circulo de centro M passando por T e entdo temos que MT =
advinda da precisdio  P1M (constatacdo empirica). Como MT’ = P1M segue que MT=MT’ e
do desenho)  portanto T’ =T (a conclusdo toma como pressuposto que T esta na
mediatriz de P1P2).”

refutacdo (revela pleno  “mas ndo da para garantir de imediato que o circulo passa por P1. Isto
controle dos fatos  esta no desenho, mas MT = P1M é um fato implicito™
declarados)

refutacdo (revelapleno  “(...) e mesmo que se mostre que MT’=MT ainda nédo da para concluir
controle dos fatos  que T’ e T sdo iguais (... ) foi declarado que T’ esta na reta mediatriz de
declarados)  P1P2 (...) no desenho T também esta na mediatriz , mas isto ndo foi dito
sobre T”
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Véem-se no primeiro argumento apresentado perturbacgdes advindas da pre-
cisdo do desenho, mas nas refutacoes, revela-se o pleno controle de fatos declarados e

fatos estaveis implicitos.

O professor registra num esboco “giz / quadro-negro”@

as pertinentes re-
futacGes — intencionalmente desenha o circulo de forma que ele ndo passe por P1, bem
como os pontos T e T’ & igual distancia de M, mas n&o coincidentes. E retomado o tra-
balho em grupos, tendo como claro objetivo de demonstrar que T'M = TM e que T per-

tence a mediatriz de P1P2.

Vale ressaltar, novamente, que nesta atividade se tem um novo nivel de exi-
géncia. Nas atividades anteriores, as argumentacdes apoiavam-se em extensdes e re-
construcOes de desenho bastante simples; agora a figura relativa as duas estratégias €
despojada e muitos elementos devem ser acrescidos para o fluir da argumentacdo. Esta
maior exigéncia é detectada pelo grupo 1: “... o problema é colocar aqui (referindo-se a
construcdo feita) uma figura (referindo-se a novos elementos) em que a gente possa

enxergar propriedades ... para explicar tenho que usar propriedades que ja conheco”.

Sem muita sistematica, 0s grupos fazem extensdes de desenho e movimen-
tam a figura buscando a emergéncia de subconfiguragdes que expliquem o bom funcio-

namento da nova estratégia (gruposl, 2, 3, 4, 5, 6 e 8). Ver Figura 4.39.

Grupo 4 Grupo 8

Figura 4.39

Analise a posteriori, Atividade 7.

Extensdes de desenho visando a emergéncia de subconfiguracdes.
Fonte : producéo de grupo
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O grupo 8, colocado frente a dificuldade em avancar na argumentacao, toma
a interessante atitude de considerar o caso particular em que P1 e P2 estdo a igual dis-

tancia de A, atitude natural ao processo de investigacao, e apresenta uma demonstracao.

Ver Figura 4.40.

““0 quadrilatero p1lp2p2’pl’ é um trapézio (toma como certo que
pl’p2’ é paralelo a p1p2)... a reta perpendicular & um dos lados
(referindo-se a p1p2) passando pelo ponto médio M passa pelo
ponto médio do outro e assim T esta na reta MT ...(toma como certo
que o trapézio é isosceles)” (Grupo 8)

Figura 4.40
Analise a posteriori, Atividade 7.
Tentativa de demonstracdo em caso particular.

Fonte : producéo de grupo

E posta em discussdo a demonstracdo do grupo e surgem os questionamen-
tos: “como saber que é trapézio?”; “esta propriedade dos pontos médios s6 é verdadei-
ra se o trapézio é isdsceles”. Na tentativa de avancgar na argumentacéo, novas extensées
de desenho séo feitas, a saber, segmentos AP1’ e AP2’, retas perpendiculares a P1P2,

passando por P1, P2, P1’ e P2’, respectivamente. Ver Figura 4.41 - primeira construcgéo.

Primeira Segunda
construcao construcao

ﬂ': irl irg i r2*
I I I

Figura 4.41
Analise a posteriori, Atividade 7.
Novas extensOes de desenho com destaque a subconfiguracées

Fonte : producéo de grupo

% Ao fazer-se uso dos ambiente em geometria dindmica, uma questdo delicada é quando
torna-se importante o desenho propositadamente impreciso.
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Na figura estendida, o grupo 4 movimenta o ponto A e observa experimen-
talmente, usando o recurso “Calculadora”, que a média aritmética de P1’Q1 e P2°Q2 é

igual a MT’. Ver Figura 4.41 - segunda construcao.

Tal fato é compartilhado e os grupos movimentam o desenho, atendo-se a
instancias de representacdo onde ndo se tem mais o trapézio isésceles P1P2P2’P1’. Isto
provoca a reconstrucdo de nova subconfiguracdo — o quadrilatero Q1Q2P2°P1’. Os
grupos abandonam a instancia particular de representacédo e novo tratamento para a situ-
acdo geral entra em cena. Neste ponto, tem-se uma figura bastante rica, pronta para a
emergéncia das subconfiguracfes que podem dar suporte a argumentacao, o que depen-

de de apreensdes operativas.

O grupol trata a figura com nova apreensao discursiva: as retas rl’ e r2’
agora sdo tomadas como paralelas a reta T’M e com isto a subconfiguracéo trapézio de
bases P1’Q1 e P2’Q2 emerge, e ele entdo explica: “‘no trapézio, como M é ponto médio
do lado Q1Q2 e a reta T’M ¢é paralela as bases do trapézio, ela também passa pelo
ponto medio do outro lado P1’P2’ , e assim passa por T, entdo T’ = T . Ver Figura

4.42 - primeira construcao.

A argumentacdo tem falhas: o grupo toma como certo que M é ponto médio
de Q1Q2 e isto ndo foi declarado na construcdo; também perde o controle da condicéo
que define o ponto T, ao concluir que T’=T , quando o licito seria concluir, no maximo,

que ambos 0s pontos estdo na reta T’M.

Primeira Segunda
construcao construcao

i i 1 p2”
ol
Y | L
1 1
| |
A

N

q1 i P1i EPZ iq2

Figura 4.42

Analise a posteriori, Atividade 7.

Subconfiguragdes trapézio e triangulo, suporte a argumentagao .
Fonte : producéo de grupo
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O grupo coloca a demonstragdo em discussdo, com reacdo dos colegas:
“por que M é ponto médio de Q1Q2, ja que é dado na construcao que é ponto médio de
P1P2?”*; *como explicar a propriedade de trapézio que esta sendo usada?”’. Mas 0s

colegas ndo chegam a questionar sobre a abrupta concluséo da igualdade T'=T.

Na discussao, volta a cena o dado empirico ja observado: a média aritmética
de Q1P1’e Q2P2’ é igual a MT’. Com isto, balizam a questdo a ser resolvida: ““temos
que mostrar que MT é também é a média aritmética de P1’Q1 e P2°Q2” (grupo 3) e
concentram-se nesta questdo, propondo a seguinte solucdo (grupo 8): tracam a reta per-
pendicular a MT passando por T e, de forma empirica, referem-se & congruéncia dos
segmentos P2’X e P1’Y; e, observando que MT= QL1Y, concluem que MT é média
aritmética de P1°’Q1 e P2’Q2. Retomam a constatacdo empirica relativa a congruéncia
dos segmentos e a demonstram, sem dificuldade, mediante o caso de congruéncia LAAO
aplicado aos triangulos retangulos P1’TY e P2°’TX. Ver Figura 4.42 - segunda constru-
cao.

Consideram o problema resolvido, embora ser MT” a média aritmética de
P1’Qle P2’Q2 ainda seja objeto de demonstracdo para, entdo, garantir-se a igualdade
T’M = TM. O professor intervém novamente e ap6s discussao coletiva, o grupo 7 apre-

senta segura argumentacéo. Ver Figura 4.43.

““construimos o segmento AZ, perpendicular a p1p2 e olhamos
para os tridngulos retdngulos P1Q1P1’e AZP1. Eles sdo
congruentes porque tem hipotenusas congruentes e nos dois 0s
angulos em P1 sdo congruentes e assim P1’Q1=P1Z. O mesmo
vale nos tridngulos P2Q2P2’e AZP2 o que da P2’Q2 = P2Z.
Entédo M é ponto médio de Q1Q2 e Q1Q2=P1’Q1+P2’Q2 o que
da MT’=MP1=média aritmética de P1’Q1+P2’Q2.” (Grupo 7)

Figura 4.43

Analise a posteriori, Atividade 7.

Demonstracao da pertinéncia da nova estratégia.
Fonte : producéo de grupo

Finalmente o problema esta resolvido. Os avancos e recuos ao longo do pro-
cesso de investigagdo mostram ndo ter sido simples a producdo da demonstracdo. Per-
cebem-se, nas atitudes dos grupos, as “idas e vindas” do processo que deve culminar
com a organizagdo da argumentacdo dedutiva. Nas redacOes apresentadas ainda se de-
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tecta confusdo entre fatos declarados e fatos estaveis implicitos e argumentos truncados,
faltando-lhes concatenacao logica. Por exemplo, eles assumem que o circulo que define
T’ passa por T (grupo 1), ou que o ponto T’ pertence ao segmento P1’P2’(grupos 2 e 4)
ou que T’ é ponto médio de P1’P2’(grupo 3)”. Percebe-se ainda, nas argumentacoes,
perturbagdes na linha de raciocinio advindas de impressdes perceptivas tomadas do de-
senho — “vemos que se T € o ponto médio de P1’P2’ ele também é cortado pela medi-
atriz de P1P2” (grupo 8). Alguns destes grupos mencionam na argumentacéo a proprie-
dade da base média do trapézio, necessaria para garantir a igualdade dos pontos T e T,
mas sem bem aplica-la; outros nem a mencionam.

Somente duas redacgdes apresentam controle adequado, a do grupo 6 — com
pequenos deslizes de linguagem e uso de um unico fato estavel implicito — e a do gru-

po 7, impecavel. Ver Figura 4.44.

“Monta-se o trapézio ABP2’P1’...; tendo como fato sabido que as
bases do trapézio possuem os seus pontos médios passando pela
mediatriz de P1P2 vem: T e T’ estdo na mesma reta, porém tem-
se que provar que T = T".Tracamos a perpendicular a p1p2
passando por A. (assume , sem explicitar a razao, que M é ponto
médio de AB, quando o que se tem declarado é ser ponto médio
de P1P2).

Surgem os triangulos (1) e (2) congruentes , (3) e (4) congruentes
.... (sAo apresentados argumentos que garantem as
congruéncias) Agora, sabendo que MT = média aritmética de
P1’A e P2’B e que MT’ = P1M e que MT’ é a média aritmética de
P1Q (congruente a P1’A) e P2Q (congruente a P2’B) , provamos
que MT = MT".”” (Grupo 6)

Figura 4.44

Analise a posteriori, Atividade 7.
Demonstracdo como um produto do processo.
Fonte : producédo de grupo

Nesta atividade, o nivel de exigéncia na argumentacdo dedutiva €, sem du-
vida, superior aquele trabalhado nas atividades anteriores, exigindo em cada instante
controle acurado de fatos declarados e de fatos estaveis implicitos. A diferenca entre a
figura inicial e a figura final, esta suporte & argumentacdo, bem ilustra a complexidade
do processo de tratamento do desenho, nas necessérias extensdes e reconstrucdes de

subconfiguracdes. (Ver Figura 4.45 a pagina 153).
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figura inicial figura final
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Figura 4.45

Analise a posteriori, Atividade 7.
Complexidade da extensdo de desenho, suporte a demonstracao.
Fonte: autora

Resumo da analise:

A atividade proposta foi provocativa. Seu desenrolar revelou, de forma
muito mais contundente, o0 engajamento dos grupos no processo investigacao; muitas
séo as “idas e vindas” no ajuste de extensdes de desenho e na reconstrucdo de sub-

configuracGes suporte a argumentacdo dedutiva.

Acertada foi a reestruturagdo da engenharia didatica — a antecipacao
desta atividade. O nivel de exigéncia da atividade quanto a apreens@es sequenciais e
operativas colocou os alunos em intenso processo de investigacdo. O entendimento
do significado e do propdsito de uma demonstracao revelou-se de forma muito clara
na discusséo organizada em torno da dialética de “prova e refutacdo”. A precisdo dos
desenhos concorreu para o acurado controle dos fatos declarados e dos fatos estaveis
implicitos, e o dinamismo das figuras contribuiu para a construcdo de sucessivas

extensdes de desenho e a emergéncia das subconfiguracdes.

Do comportamento dos grupos nesta atividade, depreende-se que o pro-
cesso de demonstragdo tornou-se muito mais rico e interessante, ao serem os alunos
colocados frente a problema néo relacionado, de imediato, com seus conhecimentos
prévios (compare-se com o desenrolar da atividade 3, esta relativa aos teoremas dos

circulos circunscrito e inscrito ao tridngulo).
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Atividade 4, parte 1

Os grupos iniciam a atividade movimentando os vértices do quadrilatero
ABCD e observando o comportamento de MNPQE, a maioria usando recursos de me-
dicdo (grupos 1, 2, 4, 6 e 8) e também usam o “Oraculo”. Eles anunciam empiricamen-
te: ““o quadrilatero MNPQ é sempre paralelogramo”. Como procedimento de validacao
da conjetura observa-se a construcao de reta paralela a PQ passando por M e sob movi-
mento do quadrilatero ABCD, e o grupo 1 constata que esta reta passa sempre por N,
disso inferindo, novamente, o paralelismo dos lados opostos do quadrilatero MNPQ.
Ver Figura 4.46.

Os grupos ndo constréem, de imediato, extensdes adequadas do desenho, al-
guns (grupos 2, 3 e 8) iniciando por segmentos a unir pontos médios de lados opostos
do quadrilatero ABCD e outro, o grupo 6, buscando relagdes entre as subconfiguragédo

“tridngulos” para garantir a congruéncia dos lados opostos de MNPQ.

Grupo 1 Grupo 2

Figura 4.46

Analise a posteriori, Atividade 4, parte 1.
ValidacGes de natureza empirica.

Fonte : producdo de grupo

O grupo 8 transforma o quadrilatero ABCD em triangulo no qual emerge a
subconfiguracdo “teorema da base média” e comenta: “sabemos resolver MN paralelo a
PQ quando é triangulo mas ndo sabemos resolver quando é quadrilatero”. Ao mover
novamente os vértices, o grupo identifica no quadrilatero, sem maior dificuldade, a

mesma subconfiguracdo. (Ver Figura 4.47 & pagina 155).
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Analise a posteriori, Atividade 4, parte 1.
Subconfiguragdo emergente em situagdo particular.
Fonte : producéo de grupo

Apenas 0 grupo 7 constréi, de imediato, as diagonais do quadrilatero

ABCD, extensdo de desenho que coloca em evidéncia a adequada subconfiguracéo do

“teorema da base média”.

A idéia de construir as diagonais do quadrilatero ABCD dissemina-se na

maioria dos grupos. Mediante esta extensdo do componente figural os alunos, individu-

almente,

engajam-se no processo de demonstracdo, apresentando niveis variados de

argumentacdes que véo do pleno controle dedutivo (um total de sete alunos) argumentos

ainda de natureza empirica ou sem nexo (um total de seis alunos). Ver Figura 4.48.

(a) Argumentacdo dedutivas dotadas de pleno controle:

““considere o triangulo DAB; sendo M ponto médio de AB, a reta para-
lela a BD passando por M cortard AD no seu ponto médio Q (é utiliza-
do a unicidade de reta paralela e o teorema da base média, quando
bastaria este ultimo) . Assim MQ é paralelo a BD. Considere o trian-
gulo BCD, temos raciocinio analogo. Raciocinios analogos sdo feitos
para os triangulos ABC e ADC. Disto concluimos que os lados opostos
de MNPQ séo paralelos.” (Grupol, Gis)

(b) Novos objetos séo acrescentados a construcao e a falta de controle
de fatos estaveis implicitos perturba a argumentacdo — “paralelismo” e
“passar pelos pontos médios” nao sdo relacionados:

(construgdo acrescida de retas u e r passando, respectivamente, por P e
Qe por Me Q, retat paralela a u por M, reta s paralela a r por P, reta v
passando por M e P. A argumentacdo que segue tem como objetivo
mostrar que as retas t e s passam por N)

“como retas t e u sdo paralelas e v é reta transversal tem-se a congru-
éncia dos angulos QPM e NMP (empiricamente é tomado que a reta t
passa por N); como as retas r e s sdo paralelas e v é transversal tem-se
a congruéncia dos angulos NPM e QMP (empiricamente é tomado

ais.

T Cabe observar que, nesta atividade, é importante 0 “teorema da base média”, j& inserido
no modelo tedrico.

28

Isto € solicitacdo do professor , com o intuito de bem observar os progressos individu-
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gue a reta s passa por N). Como MP é lado comum aos triangulos
PMN e PMQ segue que os tridngulos sdo congruentes e assim as retas t
e s passam por N (inferéncia improépria, além do que este fato ja foi
tomado de forma empirica anteriormente)” (Grupo 2, Gla)

(c) Explicagdo de natureza empirica baseada em medidas e uso de pro-
priedade equivalente aquela a ser demonstrada

(construgdo acrescida de diagonais de MNPQ e ndo considera as diago-
nais de ABCD).

“sabendo que OM=O0P e que ON=0Q (empirico) teremos angulos
alternos internos congruentes entre si na figura MNPQ (inferéncia
imprépria). Tendo como fato sabido a congruéncia dos angulos alter-
nos internos (fato geométrico objeto de demonstracéo) temos a igual-
dade de angulos: QPO = NMO e PQO = MNO e assim temos a con-
gruéncia dos triAngulos MON e POQ. Teremos MN=PQ. A mesma
coisa se faz com os outros dois triangulos de MNPQ, obtendo MQ=NP.
Um quadrilatero com lados opostos congruentes tera também lados
opostos paralelos” (Grupo 2, Mar)

(d) Caso de inferéncias sem nexo, confusdo entre definicdo e demons-
tracao.

(construgdo acrescida de diagonais de MNPQ e ndo considera as diago-
nais de ABCD).

“0 poligono MNPQ é um paralelogramo, por isso as retas séo parale-
las. Porque as suas diagonais se cruzam no ponto médio delas” (Grupo
4, Edu)

Figura 4.48

Analise a posteriori, Atividade 4, parte 1.
Diferentes niveis de controle de argumentacao dedutiva

Fonte : producéo de grupo

A demonstragéo (b) ainda revela perturbacdo advinda da precisdo do dese-

nho — fatos estéveis implicitos sdo utilizados na argumentacdo. Mas também se obser-

va que esta mesma precisao provoca cuidadoso controle dos fatos declarados e dos fa-

tos estaveis implicitos, o caso da demonstracdo (a).

Quanto as particularidades de ABCD que garantem particularidade em

MNPQ, neste primeiro momento elas se restringem as situacdes prototipicas: ABCD
quadrado garante MNPQ quadrado; ABCD losango garante MNPQ); retangulo ABCD

retangulo garante MNPQ losango. Somente o grupo 7, apoiando-se no dinamismo dos

desenhos, apresenta situacdes ndo prototipicas, mas ainda sem identificar particularida-
des de ABCD. Ver Figura 4.49 a pagina 157.
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Figura 4.49

Analise a posteriori, Atividade 4, parte 1.
Situacgdes prototipicas e ndo prototipicas
Fonte : producéo de grupo

Atividade 7, parte Il : as “caixas pretas”

As “caixas pretas” criam conflitos: quadrilateros MNPQ — que ndo sdo
quadrado, retangulo, losango — emergem no quadrilatero ABCD, aparentemente qual-
quer. Os grupos recorrem decididamente ao dinamismo da figura. Movendo os vértices
de ABCD procuram, com atencdo, identificar propriedades desse quadrilatero que ga-
rantam as formas particulares de MNPQ. Com excecdo do grupo 7, os demais ndo iden-
tificam de imediato o grau de liberdade dos veértices de ABCD. Algumas das manifesta-

¢Oes dos grupos séo registradas na Figura 4.50.

“...deve ter um circulo , porque movendo B, a distancia
de B & D ndo muda”

“... tem segmento que manda na construcéo (referindo-
se a BD) ... 0 outro é sempre perpendicular (referindo-

seaAC)...”
A “caixa preta” tem como objetos “0 vértice D esta preso a B (referindo-se a distancia
totalmente livres os pontos Ae C e entre B e C que ndo muda)... ndo sabemos como fazer
parcialmente livre o ponto B. isto”

Figura 4.50

Analise a posteriori, Atividade 4, parte 1.

Exploracéo dindmica de propriedade do quadrilatero ABCD
Fonte : producdo de grupo
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Quanto ao grupo 7: movimentando os vértices dos quadrilateros externos,
ele imediatamente faz extenséo de figura por via das diagonais de ABCD e valida empi-
ricamente as propriedades das diagonais. Com seguranca, constrdi as réplicas e produz

demonstragdo. Ver Figura 4.51.

Figura 4.51

Analise a posteriori, Atividade 4, parte 1.

Construcdo das réplicas das ““caixa -pretas™ por via das diagonais de ABCD
Fonte : producéo de grupo

Em quatro grupos (1, 4, 5 e 8) houve gradativo controle do quadrilatero ABCD:
sob acdo de movimento, no primeiro momento eles controlam a perpendicularidade das
diagonais de ABCD; ao movimentarem os veértices de ABCD, obtém MNPQ retangulo
e fazem novos ajustes na construcdo, visando garantir a congruéncia das diagonais. Ver
Figura 4.52.

Figura 4.52

Analise a posteriori, Atividade 4, parte 1.

Gradativa emergéncia de propriedade do quadrilatero ABCD
Fonte : producéo de grupo

Impondo, no processo de construcdo da réplica da “caixa preta”, a perpendi-
cularidade e congruéncia das diagonais, estes quatro grupos mantém sob controle as

hipoteses que devem ser feitas sobre o quadrilditero ABCD; no movimento aplicado a
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figura, eles obtém, como fato estavel implicito, que “MNPQ é quadrado”, tese objeto de
demonstracdo. A proxima etapa é a producdo de demonstracdo, com resultados que in-
dicam pleno controle do processo — 0s argumentos sdo bem concatenados. Mas algu-
mas das demonstracOes ainda restam incompletas por ndo explicarem ou a congruéncia

ou a perpendicularidade dos lados de MNPQ.

Trés grupos (2, 3 e 6) recorrem a diferente estratégia de construcdo: inician-
do por dois lados consecutivos do quadrilatero externo, eles constréem o quadrado

MNPQ e entdo completam o quadrilatero externo. Ver Figura 4.53.

Figura 4.53

Analise a posteriori, Atividade 4, parte 1.

Construcdo da réplica da ““caixa preta’” sem emergéncia de propriedade
do quadrilatero ABCD

Fonte : producéo de grupo

A réplica da “caixa preta” apresenta 0 mesmo dinamismo e estabilidade

mas, no seu processo de construcdo, ndo emergiu a particularidade de ABCD.

N&o é detectado pelos grupos que este procedimento garante, de imediato,
que MNPQ é quadrado — fato ja demonstrado na atividade 2 — e que “serem R e S 0s
pontos médios, respectivamente, dos lados BC e CD do quadrilatero ABCD” é o fato
estavel implicito agora relevante. Isto compromete o processo de demonstracdo: ou néo
é apresentada nenhuma demonstragédo (grupo 3), ou a argumentacao tem como proposi-
to, de menor importancia, demonstrar que MNPQ é quadrado, mas de qualquer forma
refletindo pleno controle de argumentos. Mediante a necessaria discussao com o profes-
sor, 0s grupos compreendem o que cabe demonstrar e ndo prosseguem neste caminho de
demonstracdo. Abandonam a construcao feita e, com a disseminacdo da extensdo de
desenho por via das diagonais de ABCD, dao inicio a nova constru¢do; sem maiores
dificuldades, produzem a demonstracao pertinente.
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Quanto as outras duas “caixas pretas”, o procedimento utilizado na primeira
“caixa preta” fornece subsidios para constru¢des imediatas. Estando toda a informacéo
presente nas diagonais, € natural considerar o relaxamento de restri¢cbes sobre as diago-
nais: perpendiculares em ABCD para obter MNPQ retangulo e congruentes em ABCD
para obter MNPQ losango. Quanto a demonstracdo: 0os grupos retomam ou 0S argu-
mentos relativos aos angulos retos ou os argumentos relativos a congruéncia dos lados,

apresentados na primeira “caixa preta”.

O procedimento inicial de construcdo da “caixa preta” 1, apresentado pelo
grupo 6, alerta para cuidados que devem ser tomados quanto as condi¢fes de construcao
de réplicas, quando se tem como objetivo a emergéncia de determinada propriedade
geométrica. Na “caixa preta” proposta o objetivo era a identificacdo de propriedade do
quadrilatero ABCD que garantisse MNPQ quadrado. No, entanto tal objetivo nao foi
atingido de imediato, conforme o atesta a solucdo apresentada. Como exigéncia de
construgdo deveria ter-se incluido “o quadrildtero MNPQ deve ser o ultimo passo da
construcao”, o que provocaria a investigacdo de particularidade do quadrilatero ABCD.

Esta necessaria adequacéo da “caixa preta” nao foi antecipada na analise a priori.

Pouco se tem investigado sobre as atividades com “caixas pretas”. A Unica
referéncia encontrada sobre este assunto foi um sucinto ‘documento de trabalho’ de
CAPPONI, IE‘nélo publicado. O documento esboca critérios para elaboracao de tipolo-
gia de “caixas pretas”: maior ou menor evidéncia de indicios perceptivos — invariantes
de direcéo, de forma, de posicdo, de comprimento e de &ngulo; relacdo entre percepgéo
e reconstrucdo de réplica; intengbes de aprendizagem. Tal tipologia visa classificar as

“caixas pretas” de modo a antecipar a intencdo de aprendizagem.

2 CAPPONI, B. Boites-noires, IMAG-Université Joseph Fourier, Grenoble, Franga. 2001
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Resumo da analise

Com a alteragdo na ordem da ordem da seqiiéncia de atividades e com a
provocativa investigacao desencadeada pelo “problema dos piratas” que antecedeu esta

atividade, tornou-se ela bastante elementar.

Na primeira parte da atividade, validagdes empiricas deram suporte inicial a
conjetura; feita a extensdo adequada de desenho, nela emergindo a subconfiguragéo
“teorema da base média de um triangulo”, demonstra¢des foram produzidas sem maio-
res hesitagdes por boa parte dos alunos (producdes individuais). Em alguns casos, per-
turbacGes advindas da precisédo do desenho ainda se fizeram presentes — argumentagdes
que utilizam fatos estaveis implicitos; somente dois alunos se mantiveram no patamar de

validacOes de natureza empirica

Na segunda parte da atividade manteve-se o desafio de “abrir” as “caixas
pretas”. De inicio os grupos, exceto um, foram surpreendidos pelo tipo dinamismo nelas
presente. Na construcdo das réplicas emergiram as hipoteses do teorema de Varignon e,
no dinamismo da figura, a sua tese, aos quais seguiu-se demonstracdo, tendo como su-
porte, novamente, a subconfiguracdo “teorema da base média de um triangulo”. O di-
namismo das figuras foi importante para a emergéncia das particularidades do quadrila-
tero ABCD que deram inicio a construcdo das réplicas das “caixas-pretas”

Atividade 5, instrumento 1 Eol

Nesta atividade, conforme anunciado na andlise a priori, € maior a exigén-

cia quanto a funcionamentos cognitivos. Em relacdo a dois instrumentos, solicita-se:
identificar seu funcionamento, determinar as propriedades geométricas que definem a
sua construcdo (fisica) e explicar porque tais propriedades asseguram o seu funciona-
mento. Os instrumentos s&o construidos utilizando-se relagdes geométricas que véo ga-

rantir, respectivamente, as transformacdes de rotacao e semelhanca homotética.

% O instrumento proposto é ligeiramente diferente do previsto. A titulo de simplificacao,
todas as “varetas” sdo de mesmo tamanho, o0 que nao altera o propoésito da atividade.
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Inicialmente, séo apresentados recursos do software que podem ajudar na
exploracdo: “Rastro On/Off” e “Lugar Geometrico”. Os grupos analisam o instrumento
movimentando S e, através do rastro dos pontos S e L. procuram colocar em relacdo os
desenhos que véo se formando com 0 movimentos desses pontos. No primeiro momen-

to, a descricdo do funcionamento do instrumento é bastante vaga. Ver Figura 4.54.

““0 instrumento reproduz desenhos™ (Grupo 2)
““0 instrumento copia figuras com um giro > (Grupo 3)
“0 instrumento produz figuras congruentes... quando aumenta-

mos o angulo ‘a’ as figuras se afastam, quando diminuimos
chega uma hora que elas coincidem” (G rupo6)

Figura 4.54

Analise a posteriori, Atividade 5, parte 1.

Descrigédo empirica de funcionamento do instrumento
Fonte : producéo de grupo

Extensdes de desenho e o uso de medidas provocam maior precisdo na des-
cricdo, mas a definicdo geométrica da transformacdo “rotacao”, que tem como dominio

conjunto de pontos, ainda ndo é considerada. Ver Figura 4.55.

““(...) serve para copiar figuras girando-as em ““(...) copia as figuras com uma determinada in-

torno do ponto F, de acordo com um certo an- clinacéo, sendo este angulo determinado por

gulo” (Grupo 4) SAB, sendo que copia as figuras em torno de F’
(Grupo 8)

Figura 4.55

Analise a posteriori, Atividade 5, parte 1.
Descricdo ainda vaga de funcionamento do instrumento
Fonte : producéo de grupo
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Os grupos avancam na determinacdo das propriedades que garantem o fun-
cionamento do instrumento (i.., propriedades que devem ser consideradas na sua cons-
trucdo fisica) e para isso usam o dinamismo do desenho. Mas ainda detecta-se controle
inadequado das propriedades: ou os fatos declarados séo insuficientes (gruposl, 3 e 5)
ou incluem fatos estaveis implicitos (grupos 4, 6, 7 e 8) E‘ Ver Figura 4.56.

““ a base do instrumento é um paralelogramo (insuficiente)” (Grupo 1)

“AB=AF=CB=CF=AS=CL=XY, sdo iguais os angulos SAB=LCB=a e
SAF=LCF, (fato estavel implicito), o ponto F é fixo” (Grupo 7)

““os lados do paralelogramo (fato estavel implicito) sdo todos de mesmo
tamanho, AS=AB=BC=CL, séo iguais os angulos SAB=BCL=a,”
(Grupo 8)

Figura 4.56

Analise a posteriori, Atividade 5, parte 1.

Descricdo dos fatos a serem impostos ao instrumento
Fonte : producdo de grupo

No processo de demonstracgdo, apresentam-se dificuldades. Inicialmente, os
grupos ndo conseguem explicitar o que deve ser demonstrado, a indicar o quanto o

conceito de rotacdo ainda esta sendo tratado de forma empirica.

Finalmente um dos grupos, o grupo 4, se manifesta com entusiasmo: ““SF
é igual a LF e o angulo SFL é igual ao angulo ‘a’...” . A figura na tela do computador
mostra exploracdo com medidas. Quando questionado sobre a explicacdo de natureza
empirica — 0 uso de medida — , reage: “SF ¢ igual a LF e o angulo SFL € igual ao

angulo ‘a’ porque o instrumento faz uma rotagéo.” Na exploracdo emerge a definigéo

de rotacdo, mas o grupo utiliza esta propria defini¢do para validar o funcionamento do
instrumento, ndo inferindo que para “demonstrar a funcionalidade” é preciso mostrar
que o instrumento atende a condicdo de defini¢do, uma decorréncia dos fatos impostos a

construcdo; ou, de outra forma, confunde hipotese e tese da propriedade objeto de de-

' Em JAHN tem-se estudo de dificuldades enfrentadas pelos alunos quanto a mudanca de
tratamento a ser dado a uma transformacdo — de transformacdo de figuras para transformacdo como
funcdo que age sobre pontos do plano. A dificuldade decorre de uma necessaria ruptura de conceitos,
porque estdo em cena diferentes concepgdes do plano: de uma parte o plano que contém um conjunto de
figuras; de outra parte o plano como conjunto de pontos.. JAHN, A. P. Des transformations de figures
aux transformations ponctuelles, These de Doctorat, Institut des Matématiques Apliquées de Grenable,
Université Joseph Fourier, 1998.
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monstracdo. J& o grupo 1, ao manifestar-se, indica atencdo a argumentacdo dedutiva:
“tracamos circulo de centro F passando por S e L ...ndo! precisamos mostrar que o

circulo passa por L...isso demonstra o funcionamento do instrumento...”
4.57.

Ver Figura

Figura 4.57

Analise a posteriori, Atividade 5, parte 1.
Exploracéo dos grupos 4 e 1.

Fonte : producdo de grupo

Observe-se que as propriedades caracteristicas da transformacéo de rotacéo,
a saber SF = LF e angulo SFL = angulo ‘a’, até entdo ndo explicitadas, emergem na
prépria tentativa de demonstracdo, proporcionando as extensdes de desenho que colo-
cam em evidéncia as subconfiguragdes “triangulo isosceles” e “paralelogramo” que
suportam a argumentacao.

k2]

No progresso dos grupos =< registram-se diferentes niveis de dominio do

processo de demonstracao :

(a) demonstracdo particular e depois geral (grupo 6). Ver Figura 4.58 a
pagina 165.

O grupo considera satisfatoria a primeira demonstracdo — colocando-se
aqui a questdo delicada da distin¢ao entre argumentos que apoiam-se em instancia parti-
cular de representacédo da figura e argumentos que dela independem. Sob provocacgéo do
professor — “a demonstracdo também se aplica a configuragcdo mais geral do instru-
mento ?”’, — ele move o ponto S e constata ndo ser mais possivel garantir a igualdade
“2x+y=180 ” e assim, apds novas de extensdo de desenho, produz demonstracdo geral

da congruéncia dos angulos.

¥ Os grupos 3 e 4 ndo apresentaram redacéo de demonstragdes.
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(Obs: a demonstracdo da congruéncia de FS=FL néo é considerada).

“alinhamos o quadrilatero ABCF de modo que se torne um segmento AC
de ponto médio B, isto é, o lado AB fique sobreposto ao AF.O mesmo
faremos com os lados BC e CF. Agora temos trés triangulos isosceles e
os angulos a, x ( LAL= dois Ais6sceles, por isso 0s angulos congruentes
X) ey, o qual queremos provar que é congruente ‘a ‘a’:

a+2x=180"

a=180"-2x

2x+y=180" = y=180-2x =y=a

ou seja, de fatoy =a.”

“O ASAF ¢ isosceles (FA=AS) e, por isso, possui dois angulos iguais
(x). Como 0 ASAF=AFCL (LAL) entdo 0 AFCL possui também dois an-
gulos x. Analisando 0 AAPS temos os angulos a, x e 180™-a-x (pois a
soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°). O mesmo
vale para 0 ACQL (pois ACQL=AAPS).
Analisando o quadrilatero ABCF descobrimos que o angulo do vértice
B é igual ao do vértice F, pois se trata de paralelogramo (angulos
opostos congruentes), ou seja, igual a 2x+y.
Por fim, averiguemos o quadrilatero FPBQ. Possui os angulos y, 2x+y,
180"-a-x (OPV) e 180"-a-x (OPV). Sabendo que a soma dos angulos
internos de quadrilatero é igual & 360" temos:

y+2x+y+180"-a-x+180"-a-x = 360’

2y+2x-2x-2a = 360’-180™-180’

2y-2a=0

2y =2a

y=a,ouseja, de fatoy =a”

Figura 4.58

Analise a posteriori, Atividade 5, parte 1.
DemonstracOes particular e geral

Fonte : producéo de grupo

(b) controle parcial do processo de demonstracdo (grupol), onde é feita a
demonstragdo da congruéncia dos segmentos FS e FL mas ndo é considerada a congru-
éncia dos angulos SFL e ‘a’, embora o grupo estabeleca diversas relagdes entre angulos.

Ver Figura 4.59 a pagina 166.

(c) pleno controle do processo de demonstracdo (grupos 2, 5, 7 e 8). Quando
diferentes argumentacgdes sdo apresentadas, a demonstracdo mais simples é reflexo de
uma maior base de conhecimento (grupo 8). Ver Figura 4.60 a pagina 166.
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De inicio sdo assinaladas na figura as diversas congruéncias de seg-
mentos e angulos.

“Hipoteses: FA=FC=CB=AB=AS=CL Tese: FS=FL

Demonstracdo: “FABC tem os lados opostos congruentes, logo é um
paralelogramo e os &ngulos em A e C s&o congruentes. Adicionando a
mesma medida ‘a’ aos dois angulos, a congruéncia se mantém. Pelo
caso LAL, os tridngulos FAS e FCL sdo congruentes. Logo FS=FL.
Como os angulos AFS e ASF sdo congruentes, pois por construgdo o
triangulo AFS é isosceles, e da mesma forma sdo congruentes 0s an-
gulos FLC e CFL, e sabendo que:
angulo FCL= angulo C+ ‘a’ ; 2. Angulo AFS + A+ ‘a’ =180 ;
FAS =A +’a’; 2. Angulo CFL + angulo C + ‘a’ = 180; angulo C =
angulo A
segue que sdo congruentes os angulos AFS e CFL (o que poderia ser
inferido de forma imediata da congruéncia dos tridngulos AFS e
CFL)”

(Grupol)

Figura 4.59

Analise a posteriori, Atividade 5, parte 1.
Controle parcial do processo de demonstragao.

Fonte : producéo de grupo

“Hipoteses: FA=FC=CL=AS=AB=BC e angulos SAB, LCB ¢ ‘a’
congruentes
Tese: FS=FL e angulo SFL = angulo SAB

Demonstracéo:Por LAL séo congruentes os tridngulos SAB e LCB e
assim SB=LB. Olhando para os triangulos BSF e BLF, por LAL
também sdo congruentes (usa o fato que sendo ABCF losango, a
diagonal FB também é bissetriz) e assim FS = FL. Usando a con-
gruéncia de angulos indicadas na figura, dada pelos triangulos
isdsceles congruentes, no quadrilatero FDBE temos:

(2.x+y) + (180-(a+x)) + (2.x+y) +(180-(a+x)) = 360
donde vemy-a=0ousejay=a”
(Grupo 2)

“por LAL (FA=FC, &ngulo z+a, AS=CL) temos a congruéncia dos
tridngulos FAS e FCL e portanto FS=FL.

Como o triangulo FAZ é isésceles temos: 2.y+z+a =180 .

Como FABC ¢ paralelogramo (angulos consecutivos somam 180) e
como sdo congruentes os angulos CFA e AFS temos: 2.y+x+z =
180

Das igualdade concluimos que: x=a ™

(Grupo 8)

Figura 4.60

Analise a posteriori, Atividade 5, parte 1.
Controle do processo de demonstracao.

Fonte : producdo de grupo
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Atividade 5, instrumento 2

Como na atividade com o instrumento anterior, cabe aos grupos explorar,
por via do dinamismo do desenho, o funcionamento do instrumento e identificar os fa-
tos a serem declarados — as hipoteses a serem tomadas — para assim explicar sua fun-

cionalidade.

De inicio, novamente, a descrigdo do instrumento é ainda bastante impreci-

sa. Ver Figura 4.61.

““0 instrumento serve para fazer figuras idénticas as feitas pelo ponto S ,
pelo ponto L , com tamanhos que variam conforme aumentamos ou dimi-
nuimos os segmentos...amplia figuras geométricas” (Grupo 2)

“reproduz o desenho feito em S ampliado em L” (Grupo 3)

““0 instrumento amplia figuras, fixando S na figura e reproduzindo ampliada
emL.A figura é ampliada por projecdo. O ponto F é o foco da projecéo e
projetamos a figura, sendo ela ampliada a uma distancia em relacdo ao foco
F”* (Grupo 6)

Figura 4.61.

Analise a posteriori, Atividade 5, parte 2.
Descricéo vaga de funcionamento do instrumento
Fonte : producéo de grupo

O grupol, a partir dos desenhos feitos pelos pontos S e L, ajusta empirica-
mente o tamanho das “varetas” de modo a obter fator de ampliacdo especifico, com-
portamento que se aproxima da experiéncia crucial: “este instrumento aumenta a figu-
ra de fator dois (...) quando B é ponto médio de AL (...)”. Solicitado a dimensionar
0 instrumento de forma a obter fator de ampliacdo 5/3, o grupo, embora saiba que isto
guarde relacdo com o tamanho das varetas, ndo consegue implementar tal raz&o no ins-

trumento (Ver Figura 4.62 a pagina 168).

Comportamento similar registra-se no grupo 4: ele redimensiona o instru-
mento, controlando o tamanho das ‘varetas’ com o uso de medida e compara as medi-
das dos lados correspondentes nos dois poligonos desenhados por S e L com as medi-

das das varetas. O grupo apresenta suas razfes para tal estratégia, empirica: ““temos



169

muito pouco conhecimento de geometria para tentar descobrir no instrumento onde
esta o fator de ampliacéo. Vamos tentar descobrir usando medida e depois mostrar que

de fato funciona™ .

Figura 4.62

Analise a posteriori, Atividade 5, instrumento 2.
Fator de ampliacéo.

Fonte : producéo de grupo

Aliés, o recurso de medicao é recorrentemente utilizado na tentativa de esta-
belecer o fator de ampliacéo entre o poligonos descritos por S e L (grupos 1, 4, 5, e 8),
mas equivocos sdo cometidos na explicitacdo deste fator. Ver Figura 4.63. Ai se refle-
tem as classicas dificuldades quanto as estruturas aditivas e multiplicativas. As primei-
ras sao dominantes, o que explica muito dos erros cometidos pelos alunos na resolucgéo
de problemas multiplicativos. Aqui também, em lugar de considerar razdo entre seg-

mentos, eles tomam a média aritmética de seus comprimentos.

“serve para fazer cOpias aumentadas, sem nenhuma rotacgao, de acordo
com a média aritmética (CF+BL) / 2 (grau de aumento da copia)”
(Grupo4)

“0 instrumento aumenta a figura da ponta seca na média aritmética das
varetas CS e BS” (Grupo5)

Figura 4.63

Analise a posteriori, Atividade 5, instrumento 2.

Tentativa empirica de determinacao do fator de ampliacdo do instrumento.
Fonte : producéo de grupo

Chama a atengdo o tratamento empirico dado ao problema. Somente em dois
grupos observou-se exploracdo na direcdo de argumentacdo dedutiva: “o desenho feito
por S esta relacionado com o triangulo FCS, enquanto que o desenho feito por L esta

relacionado com o triangulo SBL, e eles sdo semelhantes, um pequeno e outro maior”
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(grupo 6). No grupo 8, a relacdo entre os comprimentos das varetas e o fator de amplia-
cao foi abordada e ao modificar o comprimento de AL, ele observa a mudanga na am-
pliacdo, sem o uso do recurso de medicdo: ““o instrumento copia figuras maiores que a
figura original, sendo que o fator depende do segmento superior e inferior (segmentos
que dimensionam o instrumento); aumentando o segmento superior o fator de amplia-

¢ao aumenta; aumentando o segmento inferior o fator diminui.”

Ao prosseguirem 0s grupos na determinagdo de propriedades a serem im-
postas ao instrumento, estas ora se revelam insuficientes (grupos 1 e 4), ora incluem

fatos estaveis implicitos (grupos 1, 5, 6 e 8). Ver Figura 4.64.

“AB=CS, AL=AF, BS=AC (insuficiente) , pontos F, L e S na mesma reta
(fato estavel implicito) ” (Grupol)

“AL=AF, AB=CS, AC=BS, CS=CF, AB // CS e AC // CS (fatos estaveis
implicitos)” (Grupob)

“BL=BS=AC, AB=CS=CF, AL // CS,BS // AC, ABCD ¢ paralelogramo, séo
iguais os angulos BAC=LBS=SCF (fatos estaveis implicitos)” (Grupo 8)

Figura 4.64

Analise a posteriori, Atividade 5, instrumento 2.
Explicitacdo de fatos a serem declarados

Fonte : producéo de grupo

A precariedade na descricdo de propriedades a serem atribuidas ao instru-
mento da origem a dificuldades no processo de demonstracdo e alguns grupos manifes-
tam: “Nao sei 0 que devo demonstrar”, o que é explicavel, ja que o discernimento das
propriedades a serem demonstradas depende de claro entendimento de imposigdes a

serem tomadas na figura — as hipoteses da propriedade objeto de demonstracao.

Dois dos grupos tomam simples descri¢des do instrumento como sendo uma
demonstragdo. Segundo o grupo 5, “FL é maior que FS conforme muda a média arit-
mética de CS e BS”. Ja para o grupo 4, “O ponto L esta na mesma semi-reta FS. A dis-
tancia FS vezes (multiplicada pelo) o grau de aumento sera igual a distancia de FL, em

cima da semi-reta”.

Na tentativa de melhor justificar o funcionamento do instrumento, os gru-

pos 1 e 3 empenham-se na sua construcdo. Usam corretamente as condi¢fes de parale-
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lismo, caracteristica fundamental da homotetia presente no instrumento. Mas o dina-
mismo que cada grupo obtém é diferente: para o grupo 3, o instrumento construido re-
duz em L o desenho feito pela ponta seca S; e a escolha de ponto livre que dé inicio a
construcdo, pelo grupo 1, compromete o dinamismo da ponta seca S. Em ambas as
construcdes, o desenho estatico do instrumento nédo difere do apresentado no inicio da
atividade. Ver Figura 4.65. E o dinamismo da figura que revela diferentes propriedades
geométricas a definir modelagens diversas, evidenciando o potencial dos “desenhos em

movimento” como fonte de diferentes apreensdes sequenciais.

Grupo 3 Grupo 1

Figura 4.65

Analise a posteriori, Atividade 5, instrumento 2.

Dinamismo do desenho revelando diferentes apreensées sequénciais.
Fonte : producéo de grupo

Sob provocacdo do professor é retomada, em discussdo coletiva, descricdo
do instrumento, com o objetivo de torna-la mais precisa, ou seja, de explicitar-se o con-
ceito de “transformacdo homotética”. Usando a idéia de projecao apresentada pelo gru-
po 6 — ““0 ponto F é o foco da projecéo e projetamos a figura, sendo ela ampliada a
uma distéancia em relacdo ao foco F” — sdo colocados em relagdo os segmentos FS e
FL e os grupos destacam que a razdo FL / FS deve ser constante e igual a razdo de am-
pliacdo; isto um fato estavel implicito. O alinhamento dos pontos F,L e S — outro fato

estavel implicito — ndo é detectado pelos grupos e exige a provocagdo do professor.

Esclarecida a transformacéo produzida pelo instrumento, os grupos déo ini-
cio ao processo de demonstracdo. As demonstracdes apresentadas por quatro deles (gru-
pos 1, 2, 4 e 8) ndo sdo satisfatdrias porque se apoiam, com maior ou menor grau de
sutileza, na colinearidade dos pontos S, F e L. Mas, por outro lado, chama a atencéo o

preciso controle pelo grupo 8 na primeira parte da argumentagdo; mas, a seguir, sua
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linha de raciocinio foge de controle hipotético-dedutivo, sendo utilizado fato estavel

implicito. Ver Figura 4.66.

“ACSB é um paralelogramo porque os lados opostos sdo congruentes. Como
CS e AB séo paralelas temos os pares de angulos congruentes: LCS=CAB,
CSB=SBF. Sendo AL // BS tragando a transversal FS obtemos a igualdade de
angulos ALF = BSF” (Grupo 1)

“Por que F, S e L sdo colineares ? Considerando o paralelogramo ABSC,
seus angulos consecutivos sdo suplementares, logo séo congruentes os angu-
los CAB, SBL e FCS. Como BS // AF tragando a semireta transversal FS sdo
congruentes os angulos AFS e BSE, sendo E ponto oposto a F depois de S.
Como CS // AL tragando a semireta transversal LS sdo congruentes os &ngu-
los ALS e CSD, sendo D um ponto oposto a L depois de S (seguro controle de
semiretas e de congruéncia de angulos). Entdo sdo semelhantes os tridngulos
BLS e CSF (usa os fatos estaveis implicitos: semireta FS passa por L e
semireta LS passa por F), logo seus lados homélogos séo paralelos e por-
tanto os pontos F, S e L sdo colineares.” (Grupo 8)

Figura 4.66
Analise a posteriori, Atividade 5, instrumento 2.
Demonstracfes com diferentes niveis de controle de argumentagao.

Fonte : producéo de grupo

Dois grupos , 0s grupos 5 e 6, apresentam argumento impecavel quanto ao

alinhamento dos pontos F, S e L. Ver Figura 4.67.

“Temos que sdo isdsceles os triangulos SCL e FBS (foi declarado na cons-
trucdo SC=CL e FB=BS). Logo, visto que os &ngulos da base sdo congruen-
tes em triangulos isésceles, CSL=CLS e BFS=BSF. No paralelogramo ACSB
temos que os angulos opostos sdo congruentes, assim BAC=BSC. Como a
soma dos angulos do triangulo é igual a 180 graus temos que os angulos do
triangulo FAL somam 180 e pelas congruéncias de angulos ja vistas
BSC+CSL+BSF = 180 e portanto F, S e L estdo alinhados. (Grupo 5)

Figura 4.67

Analise a posteriori, Atividade 5, instrumento 2.
Demonstracdo da colinearidade dos pontos S, F e L.
Fonte : producéo de grupo

Mas no grupo 5 surpreende que, na demonstracdo da razdo constante FS/FL,
0 desenho instancia de representacdo escapa do controle conceitual e os triangulos FAL

e FBS sdo considerados retangulos, sendo entéo utilizado na argumentacéo o teorema de
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Pitdgoras — os tridngulos tem esta aparéncia, mas tal condicdo implicaria FL e FS

constantes, condicao ndo detectada pelo grupo. Ver Figura 4.68.

“ Comparando os triangulos LAF e SBF, os angulos sdo congruentes : F é
comum, L e S, A e B sdo correspondentes em retas paralelas . Por constru-
¢80 AF=AL e BF=BS e portanto AF / BF = AL / BS. Visto que (FL)? = 2. AF?
e FS?= 2.BF? (na instancia de representacéo o desenho escapa do controle
conceitual e os tridangulos FAL e FBS sao considerados retangulos, o que
implicaria FL e FS constantes) e portanto

(AF / BF )> = (FL/ FS )?ou seja AF/BF = FL/FS".

Figura 4.68

Analise a posteriori, Atividade 5, instrumento 2.

Demonstracdo apoiada em instancia particular de representacdo do instrumento.
Fonte : producdo de grupo

Resumo da analise

Foi produtivo o trabalho relativo ao instrumento 1, tendo sido depreendida,
do dinamismo do instrumento, sua descrigcdo precisa. Extensdes de desenho, suporte a
argumentacao, foram feitas sem dificuldade. As argumentacdes apresentaram coeréncia
I6gica, embora desconsiderando, em alguns grupos, fatos que deveriam ser demonstra-

dos.

Ja com o instrumento 2 ndo se obteve 0 mesmo resultado. A descri¢do pro-
vocou dificuldades que comprometeram a evolucdo do processo de demonstragdo. Foi
necessaria discussao coletiva e, uma vez bem definida a transformacéo de homotetia, os
grupos produziram demonstracGes. Dois grupos apresentaram demonstracdo sob pleno
controle; nos demais registrou-se, na argumentacao relativa a razdo de homotetia, 0 uso,
com menor ou maior grau de sutileza, de fato estavel implicito — o alinhamento de

pontos.

As dificuldades talvez possam ser explicadas pelo inadequado encaminha-
mento da atividade em seu inicio (fato ndo antecipado na andlise a priori). Com a for-
mulacdo dada ao problema, os grupos afastaram-se do processo de investigacdo mais
natural que seria identificar o funcionamento do instrumento e demonstrar este funcio-
namento. E na tentativa de explicar o seu bom funcionamento — o efeito de rotag&o ou
de semelhanca homotética de figuras — que se torna pertinente buscar as imposi¢des de
construcdo (do instrumento fisico) — as hipdtese a serem consideradas na argumenta-

cao dedutiva. .
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Atividade 6

Neste problema, cabe a demonstracéo ndo so6 a funcéo de explicar mas tam-
bém a de convencer, ja que a condicdo para o triangulo de &rea minima nédo é de todo
Obvia.

Sendo este um problema que contém diversos parametros, foi dificuldade
inicial para alguns grupos (2, 5 e 8) entender com clareza qual era a questao a ser inves-
tigada, o que se revelou em confusa exploragdo inicial: mover os lados do angulo? mo-
ver 0s pontos A e P ? N&o lhes ocorreu, de imediato, aterem-se a familia de triangulos

dada por angulo e ponto fixos.

A estratégia inicial empirica, de praticamente todos os grupos, foi a de, me-
dindo lados, angulos e areas, e movimentando o ponto A, explorar a particularidade
geomeétrica do triangulo de &rea minima, assim identificando a condicdo: “o ponto A

deve ser tal que P € ponto médio de AB”.

ExtensGes de desenho foram utilizadas para reforcar esta conjetura, seja
construindo o ponto médio M de AB e movendo A de forma que M coincidisse com P
(grupol), seja construindo circulo de centro P passando por A e movendo A de forma
tal que este circulo passasse por B (grupo 5), confirmando, em ambos 0s casos, a condi-

¢ao a ser atendida pelo ponto A para ter-se o triangulo de area minima. Ver Figura 4.69.

Figura 4.69

Analise a posteriori, Atividade 5, instrumento 2.
ValidacGes de natureza empirica.

Fonte : producdo de grupo

Enunciados depreendidos de instancia particular de desenho — ““0 ponto A
deve ser tal que AP é perpendicular a bissetriz do angulo” — também surgiram quan-
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do, na instancia de representagdo, o ponto P localizava-se proximo a bissetriz do angulo;

recorrendo ao “desenho em movimento”, o grupo 3 desqualificou esta conjetura.

Saliente-se que, uma vez identificada empiricamente a condi¢cdo para area
minima do triangulo, todos os grupos partem imediatamente em busca de uma explica-

o, conscientes da pertinéncia de uma demonstragéo.

Os grupos prosseguem com extensdes de desenho, buscando subconfigura-
¢Oes que lhes permitam melhor controlar a variacdo de area de AOB e 0 avanco no pro-

cesso de demonstracdo. Ver Figura 4.70.

Grupol Grupo 8

Figura 4.70

Analise a posteriori, Atividade 5, instrumento 2.

Extensdes de desenho visandoa emergéncia de subconfiguracfes suporte a argumentacao.
Fonte : producéo de grupo

Como o controle de subconfiguracfes adequadas depende de apreensdes
operativas, novas dificuldades se apresentam aos grupos: “o problema é encontrar as
palavras que fagam a explicacéo clara (...) sei que com este desenho da para explicar,
mas eu ndo sei como...” (grupol). O uso intensivo de “desenho em movimento” faz
emergir as subconfiguracfes adequadas. Avancgos e retrocessos conduzem 0s grupos a

demonstragdes cada vez mais acuradas.

Descricdo mais detalhada dos ricos processos de demonstracdo dos grupos
1, 3 e 5justifica-se por neles transparecer, claramente, o0 complexo processo de controle
do desenho (componentes conceituais / proposicionais e figurais) e a argumentacao de-
dutiva. Essa descricdo também realca o quanto o ambiente dindmico d& suporte aos ex-
perimentos de pensamento, especialmente quando ele envolve pensamentos de natureza

visual.

O Grupo 1 comeca (1) construindo retas paralelas de modo a fazer do tri-

angulo AOB “metade de um paralelogramo”. (2) Abandona esta construcdo, e usando
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pontos médios dos lados do triangulo AOB, este grupo obtém paralelogramo com éarea

igual ao dobro da area do triangulo Ver Figura 4.71.

Figura 4.71
Anadlise a posteriori, Atividade 6, grupo 1. Diferentes extensdes de desenho.
Fonte : producéo de grupo

Essas estratégias sugerem uma exploracdo cega do problema, a extensao
aleatdria do desenho buscando a emergéncia de subconfiguracdes que suportem a argu-
mentacgdo do grupo. (3) Num segundo momento, a extensdo de desenho ja sob delibera-
do controle, o grupo constroi o triangulo A’OB’, candidato a tridngulo de area minima
(i.6., A’ e tal que P é ponto médio de A’B’), cujas alturas sdo OX e OY nos tridngulos
OA’B’ e OAB. Valendo-se da formula para calculo de area do triangulo, o grupo tenta
demonstrar a desigualdade de areas — a area A’OB’ é menor que a area AOB — sem
sucesso, pois diferentes escolhas de base e altura resultam sempre em desigualdades
contrarias entre os fatores que determinam a &rea. Ver Figura 4.72. (na figura, OB <
OB’ e OY> OX).

Figura 4.72

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo 1.
Primeira tentativa de demonstracdo

Fonte : producéo de grupo
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(4) Valendo-se de novas extensdes de desenho, o grupo constrdi paralelo-
gramos que sdo ““o dobro dos tridngulos™ e considera o problema de minimizacdo de
area como equivalente ao de comparar as areas dos paralelogramos. Este € o desenho,
um tanto complicado, ao qual o grupo aplica movimento, com pleno controle de todos

0s seus elementos. Ver Figura 4.73 - primeira construgéo.

Primeira construcéo Segunda construcdo

Figura 4.73

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo 1.
Novas extensGes de desenho

Fonte : producéo de grupo

(5) Voltando a situacdo geomeétrica anterior, de construgdo do desenho (3), 0
grupo esconde alguns elementos do desenho para “limpéa-lo”. Movimentando o ponto A,
0 grupo observa que os dois triangulos tém parte de sua area em comum. A partir dessa
area comum, o grupo imediatamente considera nova formulacdo para o problema pro-
posto: comparar a area dos tridngulos menores, que excedem a area comum aos trian-

gulos iniciais AOB e A’OB’. Ver Figura 4.73 — segunda construcéo.

(6) Séo construidas as alturas A’X e B’Y dos dois triangulos menores, rela-
tivas aos lados AP e PB. Ao colocar este novo desenho em movimento, 0 grupo co-
menta que ““0s segmentos alturas parecem ser congruentes” e avanga no processo de
demonstragdo: ““como AP > PB quando P ndo ¢é ponto médio de AB , o problema agora
é mostrar que de fato os segmentos altura sdo congruentes, o que vai entdo garantir
que area de AA’P > &rea de BB’P, j& que as bases estdo na relagdo AP > PB”. Mas o
grupo néo sucede na demonstracdo da congruéncia dos segmentos A’X e BY’. Ver Fi-

gura 4.74 a pagina 178.
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Figura 4.74

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo 1.
Identificacdo de subconfiguracdes tridngulos
Fonte: producdo de grupo

(7) Com o desenho mais uma vez posto em movimento, a estratégia do gru-
po, delineada em (6), volta-se a PA’ e PB’ como ““bases de mesma medida’ dos trian-
gulos AA’P e BB’P e sdo construidos os segmentos altura AF e BE relativos aos lados
de mesma medida. Os triangulos retangulos AFP e BEP, obtidos a partir dos segmentos
altura, sugerem a relacdo de semelhanca. Sendo a razdo de semelhanca AP/BP maior do
que 1, é resolvida a desigualdade entre as alturas AF e BE. O grupo redige, seguro, a

demonstracdo. Ver Figura 4.75.

A diferenca entre os triangulos OAB e AO’B’ ¢ os trian-
gulos A’AP e PBB’. Tracando as alturas relativas as bases
obtemos os tridngulos PAF e PBE que sdo semelhantes
pois tem-se a congruéncia dos angulos APF e BPE (
0.p.v.), AFP e BEP (retos) e FAP e EBP (alternos internos
nas retas paralelas rl e r2 paralelas com transversal reta
AB). No entanto a razdo AF / BE é diferente de 1 pois AP
ndo é congruente a BP. Dai obtemos dois casos :

a) AF > BE e como A’P = B’P consequentemente area de
A’A P > &rea de B’BP

b) BE > AF entdo OA’B’ tem area maior do que OAB”

Figura 4.75

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo 1.
Tratamento do desenho e demonstracéo, sob controle.
Fonte: producdo de grupo

No final dessa argumentacao (item b) hd perturbacdo na linha de raciocinio:
ao considerar a possibilidade BE > AF, o grupo automaticamente inverte a relacdo entre
as areas de OA’B’ e OAB, perdendo o controle da desigualdade sob demonstracéo, a

area OA’B’ menor do que a area OAB.
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Chama atencéo, nesse grupo, seu gradativo avango no processo de demons-
tracdo, de titubeante a capacitado em suas estratégias. O grupo recorreu, intensivamente,
ao dinamismo da figura, tanto para as extensdes de desenho quanto para a emergéncia,
de inicio visual, das subconfiguragdes suportadoras da argumentacao, reajustadas e su-

bordinadas, gradativamente, a argumentacdo dedutiva.
O grupo 3 € o unico que inicia sua a exploragdo sem o uso de medicdes.

(1) Constréi a altura do triangulo AOB relativa ao lado OB do triangulo,
retas paralelas aos lados AB e BO, e faz sua primeira conjetura: “a area é minima
quando a altura AC passa por P”. Ver Figura 4.76.

Figura 4.76

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo3.

Inferéncia equivocada, tomada em instancia particular de representacao.
Fonte : producéo de grupo

E explica que “conforme a altura AC se afasta de AB de um lado (referindo-
se a esquerda de AB) a base aumenta em proporcdo muito maior do que a altura dimi-
nui e entdo a area aumenta... do outro lado € o contrario (referindo-se a direita de AB)
... a altura aumenta numa propor¢ado muito maior do que a base diminui e entdo a area
também aumenta...” reconhecendo, poréem, que “a explicacdo ndo é muito boa... pode

ser mais clara ”

Essa tentativa de explicagéo descreve a variacdo da base e da altura, mas

0 que de certa forma esta sendo anteci-

ndo permite concluir sobre a variacdo da area,
pado no comentario do grupo. Recorrendo a medicéo da area, 0 grupo constata que sua

primeira conjetura — “a area € minima quando a altura AC passa por P” — é falsa e

¥ E o limite de um produto em que um dos fatores tende a zero e o outro tende a infinito.
No caso, conforme o segmento altura se aproxima de P, a funcdo area é localmente crescente ou decres-
cente, dependendo da posicdo de P e a conjetura do grupo sé seria verdadeira para P ponto médio de ca-
teto de triangulo retangulo.
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ao mesmo tempo identifica a condi¢do ““P deve ser ponto médio de AB quando a area é
minima”.
(2) Abandonando o segmento altura, 0 grupo parte para nova extensdo de

desenho, um tanto complicada, kal

pela qual tenta comparar a area dos triangulos AOB e
A’OB’, sendo este Gltimo obtido a partir da reta perpendicular a OB por P, triangulo,
portanto, de area fixa. Tem-se aqui resquicios da primeira tentativa: ndo é o segmento
altura que esta sendo considerado, mas o triangulo retangulo A’OB’. Observando aten-
tamente o dinamismo da figura, o grupo se manifesta: “se P ndo é ponto médio de AB, a
diferenca entre os tridngulos AOB e A’O B’ ser a diferenca entre os triangulos KA’L e
ALM” — aqui comparando os triangulos AOB e A’O B’. E avanca, indicando nova es-
colha de triangulo a ser comparado com o triangulo AOB — agora o triangulo de area
minima OLR: ““quando A coincide com L tem-se o triangulo de &rea minima™. Ver Fi-

gura 4.77.

Figura 4.77

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo 3.
Diferentes tentativas de extenséo de desenho.
Fonte : producdo de grupo

O destaque ao triangulo de area minima OLR provoca manifestacdo segura:
““ao olhar para este triangulo temos uma nova idéia para fazer a comparacdo de areas
... 0 tridngulo OAB tem uma parte de area constante e tem uma parte variando”. O

grupo abandona o tridngulo A’OB’ e inicia nova construcéo.

¥ Na extensdo tem-se: K simétrico de B’ em relaco a P, F interseccdo da perpendicular &
A’B’ por A, H simétrico de F em relacdo a P, | interseccdo da perpendicular 8 A’B’ por H com a reta AB;
Q interseccdo da paralela a AO com A’B’.
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(3) Construido o triangulo OA’B’ tal que P é ponto médio de A’B’, candi-
dato a triangulo de area minima, o triangulo OAB ¢é decomposto em parte de area cons-
tante — dada pelo triangulo OA’B’, e parte varidvel — dada pelo triangulo AA’R ou
pelo tridangulo BB’R, dependendo da posi¢éo de P. O grupo usa a congruéncia dos trian-
gulos A’PR e B’PB, AA’P e RB’P na argumentacdo. Ver Figura 4.78.

““a area do triangulo AA’R é o que tem a mais
no triangulo AOB (...) movendo A esta area vai
ficando cada vez menor e o tridngulo vai se
aproximando do tridngulo que tem a menor
area, quando A é igual a A’, o ponto B fica
igual a B’ e P é ponto médio de AB. O mesmso
vale na outra situacdo com o triangulo BB’R”

Figura 4.78

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo 6.

Tratamento do desenho e demonstracéo, sob controle.
Fonte: producéo de grupo

Como no grupo 1, também neste grupo 3, gracas ao dinamismo das figuras,
h& um gradativo controle do processo de demonstragdo. Detectam-se pensamentos de
natureza visual quando, com o movimento do desenho, o grupo identifica a decomposi-
cao do triangulo AOB em poligono de area constante e triangulo com area a ser mini-

mizada — idéia que desencadeia a convergéncia a demonstracao .

Ja o grupo 5 (1), tendo identificado com o recurso de medicdo a condi¢do
que garante area minima ao triangulo AOB, faz nova validacdo empirica: constroi os
pontos M e N, médios de OB e AB, e as retas rl e r2 paralelas a OA que passam, res-
pectivamente, por P e B. Movimentando o ponto A, de forma a obter a area minima
(aqui usando medida da area), o grupo constata que isso acontece quando a reta rl passa
por M e N, ao mesmo tempo em que o ponto P coincide com o N, este ponto médio de
AB. Ver Figura 4.79.

Figura 4.79

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo5.
Validacao empirica

Fonte: producéo de grupo
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(2) Tendo como proposito construir o tridngulo de area minima, o grupo
perde o controle do problema e abandona as condic¢des dadas no problema: faz constru-
¢ao em que o ponto P deixa de ser parametro livre do problema, tornando-se dependente
do tridngulo, ou seja, obtém uma familia de triangulos AOB em que P é sempre ponto
médio do lado AB. A movimentacdo do ponto B — ponto construido livremente sobre
um dos lados do angulo — surpreende o grupo: a area do triangulo AOB tende a zero
quando B se aproxima de O. Sem entender o que estd acontecendo, 0 grupo segue mo-
vimentando o ponto B, observa o efeito no dinamismo da figura e entdo conclui: “o
ponto P est4d movendo junto com o B e isto ndo acontecia antes”, o que provoca ade-

quada retomada do problema. Ver Figura 4.80 — primeira construgéo.

(3) O grupo volta a figura inicial e produz nova extensdo de desenho: 0s
pontos medios M1 e M2 dos segmentos OA e OB, e as retas PM1 e PM2. Identifica os
triangulos AM1P e BM2P e enuncia nova conjetura: ““a area € minima quando estes
dois triangulos tem a mesma area” mas ndo consegue avancgar na argumentagédo. Ver

Figura 4.80 — segunda construcéo.

Primeira construgdo Segunda construgo

Figura 4.80

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo5.
Primeiros tratamentos do desenho

Fonte: producéo de grupo

(4) O grupo abandona a estratégia considerada em (3) e, com seguranga,
procede a construcdo do triangulo de area minima OA’B’. Movimenta o ponto A e, in-
formado pelo “desenho em movimento”, constroi a reta r4 paralela a reta OB passando
por A’; constrdi o ponto Y, interseccao da reta r4 com o segmento AB e assim colocam

em evidéncia o triangulo AA’Y, de area variavel a ser minimizada. Em poucos instan-
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tes, e de forma surpreendente, o grupo apresenta argumentacao plenamente controlada.
Ver Figura 4.81.

“tri OAB = AO’PB + AA’P e tri OA’B’ = OA’PB + BB’P. Como
OA’PB é comum aos dois triangulos é preciso provar que tri A’AP
> tri BB’P... construo a reta r4 paralela a r3 por A’ e Y ponto de
interseccdo de r4 com AB e obtenho os tridngulos A’PY e B’PB que
sdo congruentes por ALA ( ja que P é ponto médio de A’B’ , tem
angulos opostos pelo vértice e angulos alternos internos congruen-
tes por paralelismo)... disto tem-se que tri A’AP > tri BB’P e a area
de AOB é maior que ade A’OB’ ...”

Figura 4.81
Analise a posteriori, Atividade 6, grupo5.
Tratamento do desenho e demonstracgao, sob controle.
Fonte : producéo de grupo

Chama a atengdo que, a partir do momento (4), o grupo faz determinada-
mente a extensdo de desenho correspondente ao tridngulo de area minima, alterna “mo-
vimentos de desenho” e novas extensdes e coloca sob controle adequadas subconfigura-
¢cOes — comportamentos em que se detectam experimentos de natureza visual conver-

gentes a demonstracao.

O grupo 7 revela, desde o primeiro momento, acuidade estratégica., adotan-
do, de inicio, a exploracdo empirica para identificar a propriedade do ponto A que ga-
rante a area minima. Prossegue com as extensdes de desenho — reta paralela a OB pas-
sando por P, ponto W interseccdo desta reta com AO, ponto X simétrico de Y em rela-
cdo a W, paralelogramo BPXY. Apds aplicar movimento ao ponto A e bem observar o
dinamismo da figura, manifesta uma estratégia para a exploracdo do problema: *“usando
0 movimento tento decompor o triangulo OAB em parte constante e outra variavel, que

se torne zero com o movimento de A”. Ver Figura 4.82.

Figura 4.82

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo?.
Dinamismo da figura na estratégia de investigacéo
Fonte : producdo de grupo
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Com o “desenho em movimento”, 0 grupo avanga no processo de demons-
tracdo: ““quando move A o segmento XP ndo muda e também ndo muda a reta que pas-
sa pelo segmento (...) e assim ndo muda a area do paralelogramo XPBY”’. Desta forma
0 grupo obtém a “parte constante” procurada do triangulo AOB — o quadrilatero
ACYB, nisso aplicando bem a congruéncia dos triangulos APW e CXW. O grupo pros-
segue com atencao na “parte variavel” — o tridngulo OCY — e sem maior dificuldade
explicita a variacdo de sua area em fungéo do movimento do ponto A . E redigida uma
demonstracgéo, e vale observar que, neste grupo, o tratamento dado ao desenho — a ex-
tensdo via o paralelogramo XYBP — permite argumentacdo dedutiva em que ndo é ne-
cessario cuidado com a posic¢do do ponto P (0 que ndo acontece com o tratamento do

desenho apresentado nos grupos anteriores). Ver Figura 4.83.

Sabemos entdo que a area do triangulo AOB é igual & soma das areas do paralelogramo
PXYB e do triangulo OCY. Como YB e XP sdo de mesmo tamanho e constante pois sdo lados opostos de
um paralelogramo, e a distancia entre o ponto P e 0 segmento YB também é constante, entdo a area do
paralelogramo PXYB € constante.

Entdo a modificacao da area do triangulo AOB s6 depende da area do triangulo OCY que
varia de acordo como movemos o ponto A . Quando o ponto C coincide com o ponto O, este triangulo
tera area zero, fazendo com que o triangulo AOB tenha a area igual a somente a area do paralelogramo
PXYB, sendo este 0 ponto de menor area. Este ponto é quando OW é igual & AW, fazendo com que o
ponto W seja o ponto médio do segmento OA, e como XP é paralela a OB e pela propriedade de base
média em triangulos o ponto P é o ponto médio de AB (é omitida a unicidade da paralela passando por
um ponto).

Figura 4.83

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo?.
Tratamento do desenho e demonstracéo, sob controle.
Fonte : producdo de grupo

Como nos demais grupos até aqui analisados, neste também se observa o
“desenho em movimento” como fonte de emergéncia de subconfiguracfes, em processo
no qual transparecem, no primeiro momento, os experimentos de natureza visual, a se-

guir submetidos ao controle de argumentacao dedutiva.
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Os demais grupos — 2,4 e 8 bl _ também mostram claro engajamento no

processo de investigacdo, embora sem a producdo de uma demonstracgéo final.

O grupo 2 teve dificuldade inicial com o tratamento dos parametros do pro-
blema, movendo alternadamente o angulo AOB, o ponto P e o ponto A . Uma vez en-
tendidos os parametros do problema — um angulo e um ponto fixo — , 0 grupo, como
os demais, identifica a condicdo para area minima, prossegue fazendo extensdes de de-
senho (essencialmente reta paralelas aos lados do angulo) e formula enunciados equi-
valentes & propriedade objeto de demonstragdo, como: “a area é minima é quando o
triangulo RPB é congruente ao tridngulo RQO” . Ver Figura 4.84.

Figura 4.84

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo2.
Extenses de desenho

Fonte : producéo de grupo

Né&o avangando na argumentagéo, o grupo faz novas tentativas com extenséo
de desenho, movimenta a figura, observa a nova subconfiguracdo e enuncia: “a area é
minima quando os paralelogramos OAPQ e QPBN tem a mesma area”. Ainda enunci-

ando propriedades equivalentes, apresenta uma argumentacdo. Ver Figura 4.85.

“... 0 triangulo AOB é formado pelo paralelogramo APMD e mais os triangulos ODM e MPB (...) dessa
maneira quando o ponto P estiver na metade de AB a area de MPBE serd a mesma de DAPM e os trian-
gulos MPB, ODM e MEB serdo congruentes. Assim a area do triangulo AOB sera a menor possivel
porque ele serd formado por duas partes de area constante do paralelogramo DAPM...(inferéncia impro-

pria)”

Figura 4.85

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo2.
Tentativa de demonstracéo

Fonte : producéo de grupo

® Do grupo 6 ndo se tem registro desta atividade
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Trata-se de argumentacdo logicamente correta e que demonstra que “se P €
ponto médio de AB entdo a area de AOB =2 . area de DAPM”, mas ndo demonstra que
a area de OAB é minima. O grupo continua com dificuldades para avangar no processo
de demonstracdo, reveladas por sua nova tentativa de explicacdo: “a area de AOB é
minima quando a diferenca entre as areas do paralelogramos OAPQ e QPBN ¢ zero...”

O grupo 4, como os demais partindo de exploracdo empirica, identifica a
condicdo ““P ser ponto médio de AB para que a area seja minima” e prossegue com
extensdo de desenho, usando paralelismo e construindo o tridngulo de area minima. Nao
chega a produzir uma demonstragdo, embora tentativas de explicacdo tenham sido per-
seguidas. O grupo mantém-se nas descricdes de observacdes empiricas, advindas dos
desenhos em movimento: “quando P for ponto médio o triangulo tera area minima...
Isto ocorre quando, ao tragarmos as retas paralelas r1, r2, r3 e r4 formando um para-
lelogramo, o temos dividido em exatamente quatro partes iguais...” . Ver Figura 4.86.

Figura 4.86

Analise a posteriori, Atividade 6, grupo 4.
Extensdes de desenho e tentativa de demonstracgéo
Fonte : producéo de grupo

No grupo 8, feitas as constataces empiricas da condicdo para area minima,
registram-se diversas tentativas de extensdo de desenho, sem emergéncia das subconfi-
guragdes que dao suporte a argumentacdo. Quando o grupo 8 apresenta solugdo ao pro-
blema, sua extensdo de desenho esta contaminada pela estratégia utilizada pelo grupo 7.
O grupo identifica corretamente as subconfiguragfes que suportam a demonstracao,
redigindo-a de forma muito clara.
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Resumo da analise

Aplica-se aqui o resumo relativo a atividade 7: foi uma atividade provocati-
va, com muitas “idas e vindas” no ajuste de extenses de desenho e reconstrucdo de
subconfiguracdes suporte a demonstracdo, com papel importante do dinamismo da figu-

ra.

Quatro grupos produziram demonstragdes com muita seguranca. Suas atitu-
des revelaram autonomia no processo de investigacdo e experimentos de pensamento
situados no patamar da geometria hipotético dedutiva. O dinamismo da figura foi su-
porte fundamental para o sucessivo ajuste de extensdes / reconstrucdes de desenho, com
concomitante avango do processo de demonstracdo. Estes grupos vivenciaram o proces-
so de criagdo matematica, nos seus contextos de descoberta e justificacao.

Os demais grupos também evidenciaram entendimento da atividade pro-
posta e atitude investigativa, engajando-se no processo de demonstracdo, s6 nao tendo
sucesso quanto ao produto final, pois as extensdes de desenho e as subconfiguracées por
eles identificadas ndo foram suficientemente adequadas a producéo de demonstrag&o.
Empenharam-se em resolver o problema proposto, fizerem diferentes tentativas e, como
parte da investigacdo matematica, também vivenciaram dificuldades. Ndo mais quanto
ao entendimento da geometria como um modelo teérico, mas sim dificuldades a serem
transpostas com os insights que levam a solugdo de um problema — este é 0 processo

de criagdo em matematica.

A analise a posteriori indica que, do conjunto de atividades proposto na
experimentacdo, nem todas atenderam as expectativas anunciadas na analise a priori.
Mas ela também mostra que, em especial, nas atividades 1, 2, 7, 4 e 6, 0s alunos muito
progrediram. Depoimentos desses alunos antecipam os resultados que podem ser infe-
ridos da experimentacdo e de sua analise a posteriori, objeto de apresentacdo no proxi-

mo capitulo.

Dizem os alunos , sujeito participantes desta investigagéo, que:

As aulas de geometria abriram caminho para ‘busca dos por qués’ (...) aprendi a buscar
argumentacdes fundamentadas (...) desenvolvemos mais autonomia na busca de solucgdes,
aprendi a raciocinar e a ter autonomia. (Gis)
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Nesta disciplina procuramos construir 0 pensamento, ndo nos preocupamos com formulas
e expressdes algébricas(...) o0 computador ajudou a visualizar situagdes que no lapis e pa-
pel dificilmente conseguiriamos, nao ficamos apenas ouvindo e escrevendo, mas tentando
criar e descobrir relacGes geométricas. (And)

A didatica utilizada despertou o interesse do aluno (...) pensava ‘horas’ nos problemas
propostos. (Ber)

No segundo grau nos estudavamos geometria sem entender as figuras geométricas, sim-
plesmente aplicadvamos as férmulas (...) nas aulas de geometria fomos obrigados a enten-
der as figuras, a trabalhar com elas (...) nos ensinou que para resolver um problema preci-
samos olhar as coisas de maneira diferente (...) foi diferente das outras disciplinas onde os
professores apresentam a matéria, fazem provas e acabou. (Sil)

A maioria das disciplinas que cursei eram expositivas, ou seja, baseavam-se na explicagéo
tedrica do professor no quadro-negro e posteriores exercicios. Em geometria, em cada
aula nos eram lancados novos problemas/desafios os quais resolviamos através de tentati-
vas/erros, discussdes com colegas e ‘dicas’da professora (...) consegui descobrir varios re-
sultados geométricos que antes desconhecia. (She)

A cadeira de geometria teve muita preocupagdo em nos mostrar que devemos provar 0S
‘porqués’ da utilizagdo de um ou outro método...isso é algo novo na cabeca de uma pessoa
que vem do segundo grau, em que tudo se resumia em “exemplos” (...) o uso do computa-
dor foi de muita valia para nos familiarizar com este novo método de raciocinio, nos auxi-
liando muitas vezes a enxergar o que estava sendo pedido nas tarefas.(Tia)

Aprendi a questionar e a provar fatos, fatos estes que nunca havia questionado antes. Fa-
tos simples: mostrar que uma figura que dizem ser quadrado ¢ de fato um quadrado. (Fab)

As aulas de geometria ndo tem nada em comum com as aulas que tive no colégio, exigiam
muitos insights, da parte dos alunos, para a resolugédo de ‘exercicios desafios’, com de-
monstracao e construgdes (...) no colégio eram aulas extremamente tradicionais, do tipo
que nao incitavam, estimulavam os alunos, uma vez que se reduziam a defini¢Ges, formulas
e exercicios. (Mat)
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5 CONSIDERACOES FINAIS

No delineamento da sequéncia de atividades em geometria dindmica, parte
da engenharia didatica implementada, teve-se sempre em mente uma nova proposta para
0 aprendizado da geometria. Um dos desafios foi encontrar novas formulacdes para as
propriedades geométricas, de forma que o dinamismo e a estabilidade das figuras colo-

cassem o0s alunos em processo de criagdo matematica.

As reflexdes tedricas subsidiaram, e muito, a concep¢éo da situacéo didati-
ca. Construiu-se um cenario com 0s seguintes componentes: realce ao processo de cria-
cdo em matematica; destaque as estruturas e funcionamentos cognitivos necessarios a
construcdo de conhecimento; ponderagdes sobre o0 alcance das teorias que se inserem no
contexto especifico da psicologia, quando ela trata de problemas relativos a educacéo;
consideracfes sobre o potencial da tecnologia informatica no imbricado desenvolvi-
mento de sociedade e individuo; relevancia do modelo de situacdo didatica que contem-
ple de forma equilibrada os papéis de alunos e professor e a natureza do saber objeto de
construgdo. Para compor este cenario, também, propositadamente recorreu-se a insercao

de muitas citacfes de outros trabalhos de pesquisa, sempre que fontes de iluminacao.

Nele deu-se o desenrolar da investigacdo particular — os ambientes de ge-
ometria dindmica e o0 processo de pensamento. Tornou-se possivel acompanhar o pro-
gresso dos alunos, com certeza resultado do papel que Ihes foi delegado na construgéo
de conhecimento, bem preconizado na teoria piagetiana. Colocou-se sob a responsabili-
dade dos alunos as acdes / formulagcbes / validacdes, deles se exigindo ativos funcio-
namentos cognitivos. No inicio, esta exigéncia colidiu com os habitos adquiridos ao
longo dos anos de vida escolar. Mas ndo precisou muito para que os alunos se colocas-

sem nesse papel ativo e, conforme avancava a experimentacao, mais e mais as abstra-
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¢Oes reflexionantes tornaram-se subordinadoras das abstragdes empiricas — 0s alunos
concentraram-se na busca de razdes que explicassem suas constatacfes empiricas e

mostraram autonomia na produc¢édo de demonstraces.

A utilizacdo do modelo de situacdo didatica proposto pela escola francesa de
didatica da matematica contemplou, de forma equilibrada, os papeis reservados a alunos
e professor. Este modelo possibilitou uma realizacdo didatica em que se resolveu um
dos dilemas da educacdo quando para ela se tomam-se pressupostos da teoria piagetiana
— 0s alunos foram ativos construtores de conhecimento e tiveram no professor um me-
diador e um provocador —, e € assim que eles ascenderam ao saber matematico social-

mente reconhecido, a geometria como um modelo teorico.

Nas observacdes e analises feitas ao longo do desenrolar da experimenta-

¢ao, detecta-se o progresso dos alunos, que:

— passaram a tratar o desenho como instancia de representagdo de um
objeto geométrico, desqualificando as imagens prototipicas advindas da
fusdo inadequada de componentes conceitual e figural, para o que
muito contribuiu a recorrente subordinacdo do desenho as apreensoes

seqliéncias, caracteristica do processo de construcéo;

— compreenderam 0 proposito e a necessidade da demonstracdo, enten-
dendo que imposi¢des de construcdo, a partir de um certo momento, ne-
cessariamente acarretam relacbes geométricas que ndo dependem mais
de escolha e que se revelam nos “desenhos em movimento” — os fatos

estaveis implicitos, a exigirem explicagdes;

— mostraram atitudes que caracterizam o “pensar matematico” — formu-
lar conjeturas, errar, realizar muitos experimentos de pensamento e en-
tdo avangar no processo de demonstracdo; desenvolveram competén-
cias para o tratamento do desenho suporte a argumentacdo dedutiva:
reinterpretacdes / reconstrucdes / extensdes de desenho que, com cres-
cente grau de exigéncia, foram bem trabalhadas na identificacdo das
sub-configuracdes suporte as argumentacdes dedutivas. A variedade de
solugdes e demonstragdes por eles apresentadas séo indicadores de au-

tonomia no processo de demonstracao.
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E verdade que nem sempre a producéo final de demonstragdes se apresentou
satisfatoria; mas tentativas e insucessos sao aspectos que participam do processo de cri-

acdo em matematica, o que também foi experimentado pelos alunos.

Ao observar-se o desenrolar do processo vivenciado pelos alunos — uma
crescente desenvoltura na producdo de demonstracfes — e levando-se em conta o perfil
que haviam apresentado antes de dar-se inicio a experimentagdo — alunos que chega-
ram a universidade sem as habilidades cognitivas indispensaveis ao processo de cons-

trucdo do saber matematico — , confirmaram-se as hipdteses levantadas neste estudo:

— a utilizacdo do ambiente de geometria dindmica favoreceu a ascensdo
de patamar de conhecimento geomeétrico; a partir do patamar de conhe-
cimento ainda empirico, os alunos ascenderam aquele em que a geome-

tria é entendida como um modelo tedérico;

— neste novo patamar, com “os desenhos em movimento” os alunos des-
envolveram progressivamente habilidades para construir suas proprias
demonstragdes; a utilizacdo do ambiente também favoreceu os pensa-
mentos de natureza visual, fonte de insights para a construcdo de de-

monstracoes.

A experiéncia realizada trouxe a cena o potencial dos ambientes de geome-
tria dinamica quando instalou-se, naturalmente, o processo espiral de ac¢ao / formulacédo
/ validacdo. Com a constante realimentacdo proporcionada pelo ambiente atraves de
seus “desenhos em movimento”, desencadearam-se as situagdes de investigagao simila-
res aquelas da criagdo matematica. Vale ressaltar que a escolha feita para a formulacao
das atividades tornou imprescindivel a utilizacdo dos “desenhos em movimento” e que
este recurso permitiu que propriedades classicas da geometria fossem apresentadas
como problemas em “aberto”, diferentemente dos enunciados dos livros de geometria,

sempre iniciados pelo “demonstre que....”.

As atividades do tipo “caixa preta” muito contribuiram para esse resultado,
mas cabe reconhecer que, com elas, 0 processo de investigacdo torna-se especifico:
inicia com a identificacdo do tipo de dinamismo e de estabilidade da figura, prossegue

com a construcdo da replica e o controle dos fatos declarados e dos fatos estaveis im-
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plicitos e finaliza com a producdo de uma demonstragdo. No inicio da aprendizagem da
geometria como modelo teorico, tal especificidade produziu resultados positivos — 0s
alunos compreenderam o significado de uma demonstracdo e concomitantemente pro-
duziram suas primeiras demonstracGes. Entretanto as atividades do tipo “caixa preta”
ndo bastam para o0 avango no aprendizado: problemas em que ndo séo dados indicios de
exploracdo também sdo necessarios para o desenvolvimento do pensamento geométri-
co. Em problemas como os propostos nas atividades 6 e 7, a propria estratégia de in-
vestigacdo ficou sob a responsabilidade dos alunos e especialmente nesses problemas
registraram—se muitos dos avangos e recuos caracteristicos do processo de criagdo em

Matematica.

Por outro lado, é preciso estar-se atento: o uso do ambiente de geometria di-
namica apresenta seus proprios riscos. E fato que a interface dindmica propicia o pro-
cesso de investigacdo, mas ndo garante, de imediato, a busca de explicagdes de natureza
dedutiva. A preciséo dos desenhos pode favorecer as validagcdes empiricas, isto porque a
busca de explicacdo para fatos estaveis implicitos, revelados pelo dinamismo da figura,
nem sempre € uma atitude espontanea — o que é explicavel pela crucial e necessaria
ascensdo de patamar de conhecimento. Para os alunos, ainda em fase de transicédo de
patamar de conhecimento, é dificil diferenciar entre uma constatagdo empirica, propor-
cionada pelo dinamismo da figura, e uma argumentacdo dedutiva. Mas constatou-se
neste estudo que gradativamente a precisdo e o dinamismo dos desenhos funcionaram a
favor do acurado controle de fatos declarados e fatos estaveis implicitos, condicao pri-
meira para o desenrolar do processo de demonstracdo, e também operaram como Su-

porte as apreensdes operativas, necessarias ao avango do processo de demonstracao.

Sendo recente o uso da tecnologia informatica no cotidiano da sala de aula,
mais investigacfes sdo necessarias para que se defina o adequado uso dos ambientes de
geometria dindmica. O presente estudo contribui com uma proposta didatica que utiliza o
dinamismo e estabilidade das figuras como fonte de exploragdes e de atitudes que pro-
prias do “pensar matematico”. Entretanto ainda tem-se desafios, dentre eles como enun-
ciar os diferentes teoremas da geometria sob a forma de problemas em aberto, de modo a
que se tornem, mediante os “desenhos em movimento”, motivo de rica exploragdo de

idéias matematicas.

As “caixas pretas” apresentam-se como formulacdes interessantes para
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certos teoremas, mas as vezes inesperados desvirtuamentos da proposta podem aconte-
cer na construcao de suas réplicas. Conforme registrado na anéalise a posteriori, simila-
res dinamismo e estabilidade podem ser obtidos sem que aconteca a emergéncia do teo-
rema objeto de aprendizagem; isto ndo foi antecipado na andlise a priori, tornando-se
motivo de surpresa. Como pouco se tem investigado sobre as atividades com “caixas-
pretas”, os resultados da presente investigacdo antecipam que cuidados devem ser to-
mados para que, na construcdo das replicas, sejam apreendidas as hipdteses do teorema
e, na estabilidade do componente figural, a tese a ser demonstrada. Isto exige analise
cuidadosa para que bem se esclarecam as condig¢des a serem respeitadas na construgéo.

Ainda na direcdo de novas formulagdes para os classicos enunciados “estéati-
cos”, vale relembrar a proposta, ainda que incipiente, ja discutida neste trabalho.III Um
teorema passaria a ser formulado como uma relagdo funcional, definida em classe mais
ampla de figuras, tornando-se ele um caso particular de propriedade mais geral ao apli-
car-se a funcdo a dominio restrito. Esta € uma proposta condizente com os ambientes de
geometria dindmica em razdo da compatibilidade que ha entre o conceito de funcédo e a
idéia de movimento, embora ainda ndo esteja de todo claro como definir tais fungdes,
bem como quais sdo os teoremas que podem ser tratados sob esta Gtica generalizadora.
Cabe, assim, o estudo de uma tipologia dinamica para os teoremas classicos da geome-
tria, de forma a tirar-se 0 maximo proveito dos “desenhos em movimento” como suporte

a exploracgéo de idéias matematicas generalizadoras.

Esta investigagdo aconteceu no contexto da educacdo presencial, mas ndo
deixa de trazer contribuicdo a pertinente e necessaria implementacdo de ambientes para
educacdo a distancia. Os ambientes de geometria dinamica pertencem a classe dos
software classificados na literatura como ambientes de expressdo e exploracdo — sao
ferramentas que d&o espaco para as agOes dos alunos, para 0s experimentos de pensa-
mento — , mas quando se pensa em ensino a distancia, outros recursos precisam ser
disponibilizados. Um protétipo para educacdo a distancia vem sendo desenvolvido no
Projeto BAGHERAE! no Institut d’Informatique et Mathématiques Appliquées de Gre-
noble. A objetivo do projeto é o desenvolvimento de principios tedricos e metodoldgicos
de concepcdo de ambiente de aprendizagem em geometria, dando destaque a modelagem

das necessidades e as dificuldades dos alunos. Mas, no momento atual, esse ambiente

! Proposta de GOLDENBERG, apresentada no Capitulo 3, pagina 92.
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ainda esta restrito ao contexto da justificativa: o aluno informa sua demonstra¢do, em
caixa de didlogo que convenciona a forma de redacao, e recebe realimentacdo quando os
argumentos sdo ldégicamente inconsistentes, o que lhe exige reformulacdo da demonstra-
¢do; quanto ao contexto da descoberta, o ambiente ndo oferece maior suporte. Nesta
direcdo, o acompanhamento dos experimentos dos alunos ao longo do presente trabalho e
os resultados nele obtidos trazem subsidios a melhores implementacdes de ambientes
para educacao a distancia: para alunos em dificuldade, ambientes que sugiram reinter-
pretacdes / reconstrucdes / extensdes de desenho podem ser auxilios importantes. Algu-
mas das iniciativas poderiam ser: destacar subconfiguracdes relevantes a argumentacéo;
acrescentar novos elementos a figura e destacar novas subconfiguragdes; sinalizar impo-
sicdes excessivas a construcao. Isto porque, no processo de demonstracdo em geometria,
a competéncia para tratamento de desenhos suporte a argumentacdo € um aspecto fun-

damental.

Além de contribuicdo especifica — no caso, a ciéncia da informatica educa-
tiva no ambito da educacdo matematica — esta investigacdo também se pretende partici-
pe de melhorias na educacgéo, ao encurtar a distancia entre o conhecimento advindo de
pesquisas e a pratica educativa. Em inimeros momentos deste trabalho os professores de
matematica, suas inquietacfes frente as dificuldades de aprendizagem dos alunos, e seus
anseios de aprimoramento docente, estiveram presentes. Neste sentido, recorrentemente,
fez-se presente a pergunta: de que forma os resultados de uma investigacdo tornam-se
Uteis ao professor de matematica, comprometido, em seu cotidiano, com tantas aulas e
alunos? Integrar a tecnologia informatica no dia a dia da sala de aula ndo é tarefa sim-
ples: concepgdes e habitos constituidos na tecnologia do lapis e papel, do giz e quadro-
negro, e nas préprias vivéncias dos professores enquanto alunos (o que tendem a repli-

car) erigem-se em obstaculos.

As ferramentas informaticas estdo, cada vez mais, presentes nas praticas edu-
cativas. Quanto aos ambientes de geometria dinamica, freqliente é a sua subutilizacao,
mercé de propostas que simplesmente refletem a transposicdo acritica das aulas tradicio-
nais ao novo ambiente: os alunos recebem instrucdes do professor — “faca isto, depois
aquilo...” — e procedem, passo a passo, na realizagcdo de uma constru¢do geométrica sem

bem entender o proposito da atividade. Sob novas solicitacfes, usam 0s recursos de me-

2 BALACHEFF,N. : Projet Baghera, http://www-baghera. imag. fr/, 2001.
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dicdo do software para validar, empiricamente, propriedades geométricas pretendidas
pelo professor. E assim termina a atividade. Raramente se apresentam situacOes-

problema que provoquem a exploracéo, a investigacdo, a argumentacdo dedutiva.

Os ambientes de geometria dindmica proporcionam situacdes de aprendiza-
gem que podem incorporar vivéncias de atitudes similares aos dos matematicos nos seus
processos de criacdo, valorizando a construcdo do conhecimento enquanto processo,
valorizando as atitudes investigativas e — por que nao? — 0 gosto e o0 prazer da desco-

berta. E nesta direcio que este estudo traz sua maior contribuicao.



196



197

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

10

ALEKSANDROV, A. et. al. La matematica - su contenido, métodos y
significado. Madrid : Alianza Editiorial, 1976.

ALIBERT, D. e THOMAS, M. Research on mathematical proof, em Tall, D.
(editor) Advanced Mathematical Thinking Kluwer, Dordrecht, The
Nederlands : Academic Press, 1991, p. 220 - 230.

ARNOLD, V. I. On teaching mathematics. Russian Math.Surveys, 53:1, 1998,
p. 229-236.

ARTIGUE, M. Ingenierie Didactique, Recherches en Didactique des
Mathématiques, vol.9, no.31, Grenoble France : La Pensée Sauvage Editions,
1988.

BALACHEFF, N. Processus de Preuve et Situations de Validation,
Educational Studies in Mathematics, vol. 18, Dordrecht: Kluwer Academic
Publisher, 1987.

BALACHEFF, N. Treatment of Refutations: aspects of the complexity of a
constructivist approach of mathematics learning, em Von Glasersfeld, E.
(editor) Radical construtivism in Mathematics Education, Dordrecht : Kluwer
Academic Publisher, 1991

BALACHEFF, N. Treatement of Refutations: Aspects of the Complexity of a
Constructivist Aproach of Mathematics Learning, em VON
GLASESFELD (editor), Radical Construtivism in Mathematics
Education, Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1991

BALACHEFF, N. Apprendre la preuve, em Sallantin J., Szczeciniarz J.-J.
(editores), Le concept de preuve a la lumiére de l'intelligence artificielle,
Paris : PUF, 1999, p. 197-236.

BALACHEFF, N. Projet Baghera, http://www-baghera. imag. fr/

BERDNARZ, N. Interacfes Sociais e a Construcdo de um Sistema de Escrita
dos NUumeros no Ensino Fundamental, em GARNIER, C., BEDNARZ, N.
e ULANOVSKAYA, | (editores) Apds Vygotsky e Piaget — perspectivas
social e construtivista. Porto Alegre RS : Editora Artes Médicas, 1996.



11

12

13

14

15

16
17

18

19

20

21

22

23

24

25

198

BKOUCHE, R. De la Démonstration en Géométrie, em Actes du Colloque de
Géomeétrie, Institut de Recherche de I’Ensignement de Mathématiques, Lille,
1994, p. 218- 225.

BROUSSEAU, G. Fondements et Méthodes de la Didactique des
Mathématiques, Recherches en Didactique des Mathématiques.
Grenoble, France : Editions la Pensée Sauvage, vol 7.2, 1986, p. 33-115.

BROUSSEAU, G. Theory of didactical situation, Dordrecht-Boston-London:
Kluwer Academic Publishers, 1997

BROUSSEAU, G. Os diferentes papéis do professor, em Lerner,D. e outros,
Didatica da Matematica, Porto Alegre: Editora Artes Médicas, 1996.

BRUN, J. Evolution de Rapports entre la Psychologie du Dévellopement
Cognitif et la Didactique des Mathématiques, em ARTIGUE, M., GRAS,
R., LABORDE, C. e TAVIGNOT (editores), Vingt Ans de Didactique des
Mathematiques en France, em Collection Recherches en Didactique des
Mathématiques, Paris, France : La Pensée Sauvage Editions, 1994, p. 66-96.

Cabri-Geometry Il, software de geometria dindmica, http://www-cabri.imag.fr

CAPPONI, B: Boites-noires, IMAG-Université Joseph Fourier, Grenoble,
Franca, Document de travail, 2001.

CAROTENUTO, V. Experience Sociale et Elaboration de Notions Logiques
em PERRET CLERMONT, A. N. e NICOLET, M (editores), Interagir e
Connaitre : enjeux et régulations sociales dans le développement cognitif,
Suisse : DelVal, 1988.

CASTORINA, J. O Debate Piaget-Vygotsky, em CASTORINA, J., FERREIRO,
E., LERNER, D. e OLIVEIRA, M. (editores), Piaget e Vygotsky — Novas
ContribuicGes para o Debate. Sdo Paulo : Editora Atica, 1995.

CASTORINAJ., FERREIRO,E., LERNER, D. e OLIVEIRA M. (editores)
Piaget e Vygotsky - Novas Contribuicoes para o Debate, Sao Paulo :
Editora Atica, 1995.

CHAZAN, D. High scholl geometry students’justification for their views of
empirical evidence and mathematical proof, Educational Studies in
Mathematics, n°® 24, Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1993, p. 359-
387.

CLAIRAUT, A. C Eléments de Géométrie, vol.1. Paris, France : Gauthier-
Villars et Cie Editeurs, 1920.

COLL, C. 1993: Constructivismo e Intervencion Educativa: ;Cémo Ensefar
lo que as ha de construir ? Buenos Aires, Argentina : Flacso, 1993.

CORRY, L. The Origins of Eternal Truth in Modern Mathematics: Hilbert to
Bourbaki and Beyond, http:// spinoza.tau.ac.il/hci fins/
cohn/corry/download/ truth.htm , 1999.

CONNES, A. Le Point de Vue de Alain Connes, Les Mathématicians, Pour la
Science. Paris : Edition Francaise de Scientific American, Dossier Hors-
Série, 1994,



26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

199

CONNES, A., LICHNEROWICZ, A., SCHUTZENBERGER, M., 2000: Triangle
de pensées. Paris : Editions Odile Jacob, 2000.

COURANT, R. e ROBBINS, H. Qué es la matematica. Madrid : Aguilar
Ediciones, 1971.

CURY, H. N. Analise de erros em demonstracdes de geometria plana — um
estudo com alunos do terceiro grau, Dissertacdo de Mestrado, FACED /
UFRGS, Porto Alegre RS, 1994,

CURY, H. N. As concepcdes de matematica dos professores e suas formas de
considerar os erros dos alunos. Porto Alegre : FACED / UFRGS, Tese de
Doutorado, 1994.

DEHAENE, S. The american PI versus the french Pl ?: EDGE 5,em http: //
www. edge. Org / documents/archive/edge5.html, 1997

DAVIS, P. e HERSH, R. The Mathematical Experience. Boston, Great Britain
:Pelican Books, 1983.

DENIS, L. Relaciones entre la etapa de desarrolo cognoscitivo del
adolescente y sus niveles Van Hiele de pensamiento geométrico, em
Revista de Didactica de las matematicas, n° 2. 1994, p. 5-13.

DE VILLIERS, M. The Role of Proof in Investigative, Computer-based
Geometry: Some Personal Reflections, em King,J. e
Schattschneider,D.(eds), Geometry Turned On, Washington : Mathematical
Association of America Notes 41, 1997.

DE VILLIERS, M. An alternative approach to proof in dynamic geometry,
em Lehrer, R. e Chazan, D. (editores) Designing Learning environments for
developing understanding of geometry and space. London, England :
Lawrence Erlbaum Associates Publishers, 1998, 369-391.

DE VILLIERS, M. Developing understanding of proof within the context of
defining quadrilaterals, em International News Letter on the Teaching and
Learning of Mathematical Proof, http://www-cabri.imag.fr/Preuve, mai/juin
2000.

DE VILLIERS, M. The Role of Proof in Investigative, Computer-based
Geometry: Some  Personal Reflections, em KING, J. e
SCHATTSCHNEIDER, D.(editores), Geometry Turned On. Washington
USA : Mathematical Association of America Notes 41, 1997.

DE VILLIERS, M. To teach definitions in geometry or teach to define?
Proceedings of the International Conference for the Psychology of
Mathematics Education - PME , vol 2, Stellenbosch, South Africa, 1998.

DOLCE, O. e POMPEO, J. Geometria Plana, Colecdo Fundamentos da
Matematica Elementar, vol. 9, So Paulo: Editora Atual, 1993.

DOSSIER — LES MATHEMATICIENS Pour la Science, Paris: Edition
Francaise de Scientific American, Dossier Hors-Série, 1994.

DUBINSKY, E. Reflective Abstraction, em TALL, D. (ed) Advanced
Mathematical Thinking. Dordrecht, The Nederlands : Kluwer Academic
Press, 1991.



41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

o1

52

53

54

200

DUVAL, R. Geometrical pictures — representation and specific processing,
em Sutherland, R. e Mason, J. (editores). Exploiting Mental Imagery with
Computers in Mathematical Education, Nato ASI Serie F, vol 138, Berlin:
Spring Verlag, 1995, p.142-157.

FISCHBEIN, E. The theory of figural concepts, Educational Studies in
Mathematics, vol. 24/2, Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1994.
MOORE, R. 1994: Making Transition to Formal Proof, Educational
Studies in Mathematics, vol. 27, Dordrecht: Kluwer Academic Publisher,
1994, p. 39-162.

FISCHBEIN, E. The interaction betweeen the formal, the algorithmic and the
intuitive components in a mathematical activity, em Biehler, R. e outros
(editores), Didactics of mathematics as a scientific discipline. Dordrecht,
Netherlands : Kluwer Academic Publishers, 1994, p. 231-261.

FREUDHENTAL, H. Revisiting mathematics education, Dordrecht / Boston /
London : Kluwer Academic Publishers, 1991.

FUYS, D. GEDDES, D. e TISHLER, R. (editores) English translation of
selected writings of D. Van Hiele and P. Van Hiele. New York, Brooklin
College : CUNY, 1984.

GARDNER, H. The Mind’s New Science — a history of the cognitive
revolution. New York : Basic Books, Inc., Publishers, 1987.

GARNICA, A .V. M. Fascinio da técnica, declinio da critica — um estudo
sobre a prova rigorosa na formagdo do professor de matematica. Rio
Claro, SP : UNESP, tese de doutorado, 1995.

GARNIER, C., BEDNARZ, N. e ULANOVSKAYA, I.. (editores) Apods
Vygotsky e Piaget — perspectivas social e construtivista. Porto Alegre RS :
Editora Artes Médicas, 1996.

GILLY, M. Interaction entre Pairs et Constructions Cognitives: modeles
explicatifs, em Perret Clermont, A.N. & Nicolet,M. (eds), Interagir e
Connaitre : enjeux et régulations sociales dans le développement cognitif.
DelVal, Suisse, 1988.

GLEISER, M. O mistério gravitacional e as perguntas da ciéncia. Jornal Folha
de Sdo Paulo, Caderno Mais, 28/02/98.

GRAVINA, M.A. Geometria e informatica: aprendendo com desenhos em
movimento, Anais do VII Congresso Internacional de Logo e | Congresso de
Informatica Educativa do Mercosul, Porto Alegre,1995.

GRAVINA, M.A. Geometrical thinking in undergraduated preservice
teachers, Anais do VIII International Congress on Mathematical Education,
Sevilha, Espanha, 1996.

GRAVINA, M. A. Geometria Dindmica: uma nova abordagem para o
aprendizado da Geometria, Anais do VII Congresso Brasileiro de
Informéatica na Educacdo, Belo Horizonte MG, 1996.

GRAVINA, M.A. Geometria dinadmica: que possibilidades para a
aprendizagem de demonstracdo? , Anais do VII Simposio Brasileiro de
Informatica na Educacdo, Curitiba, 1999.



55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

201

GRAVINA, M.A. A demonstracdo em geometria: possibilidades com o
Cabri-Géometre, Anais do | Congresso Internacional CabriWorld, Sao
Paulo, 1999.

GRAVINA, M.A,, MENNA BARRETO, M. e HOFFMANN, D. Educacao
Matematica e Novas Tecnologias, http: // www . mat. ufrgs .br / ~edumatec
, 1999.

GRAVINA, M A. The proof in geometry: essays in a dynamical environment,
International News Letter on the Teaching and Learning of Mathematical
Proof, http://www-cabri.imag.fr/Preuve/, mai/juin 2000.

GRAVINA,M.A. The proof in geometry: essays with Cabri-Géometre, to
appear in Cabri-World Proceedings.

GOLDENBERG, E. P. Ruminations about dynamic imagery, em Sutherland, R
e Mason, J. (editores), Exploiting Mental Imagery with Computers in
Mathematical Education, Nato ASI Serie F, vol 138, Berlin: Spring Verlag,
1995, p. 202-224.

GROSSEN, M. e NICOLET, M. Origine Social et Performances Cognitives:
contribution psycho-sociologique a une redefinition de la problematique,
em PERRET CLERMONT, A. N. e NICOLET ,M. (eds), Interagir e
Connaitre : enjeux et régulations sociales dans le développement cognitif.
DelVal, Suisse, 1988.

HADAMARD, J. The Psychology of Invention in the Mathematical Field.
New York, NY : Dover Publications, Inc., 1945.

HAREL, G. e SOWDER, L. Student’s proof schemas: results from
exploratory studies, em Schoenfeld, A. et alli (editores), Research in
Collegiate Mathematics Education, vol I1l,Washington, American
Mathematical Society, 1991, 234-283.

HENENSTREINT, J. Simulation et Pédagogie, une rencontre du troisieme
Type. Gif Sur Yvette, France : Ecole Superieure d’Electricite, 1987.

HIRSH, M. Theoretical, Speculative and Nonrigorous Mathematics, Bulletin
of the American Mathematical Society, vol.30, no.2, 1994.

HOYLES, C. e NOSS, R. A pedagogy for mahematical microworlds,
Educational Studies in Mathematics, 23, n° 1, Dordrecht: Kluwer Academic
Publisher, 1992, p. 31-57.

HOYLES, C. e JONES, K. Proof in dynamic geometry contexts, em
Mammana,C. e Villani,V. (editores), Perspectives on the teaching of
geometry for the 21 century, ICMI Study Series, vol. 5. London, England :
Kluwer Academic Publishers, 1998, p.121-128.

HOYLES ,C. e HEALY,L. A framework for teaching proof, submitido para
publicacdo no Journal of Reasearch in Mathematics Education, 1999.

JAHN, A. P. Des transformations de figures aux transformations ponctuelles,
Thése de Doctorat, IMAG-Université Joseph Fourier, 1998.



69

70

71

72

73
74

75

76

77

78

79

80

81

82

202

JIANG, Z. e McCLINTOCK, E.: Using The Geometer's Sketchpad with
Preservice Teachers, em King, J. e Schattschneider, D. (editores), Geometry
Turned On, Mathematical Association of America Notes 41, Washington,
USA : The Mathematical Association of America, 1997, 129-144,

JOHANNOT, L. 1947: Le Raisonnement mathématique de I'adolescent. Paris
: Delachaux e Niestlé, 1947.

KABANOVA-MELLER,E.N., The role of diagram in the application of
geometric theorems, em KILPATRICK, J. e I. WIRZUP, I, Soviet Studies
in the Psychology of Learning and Teaching Mathematics / Problem solving
in geometry, vol 1V, 1970

KAPUT, J. Technology and Mathematics Education, em Grows, D. (editor),
Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning, New York :
MacmillanPublishing Company, 1992 .

KAPUT, J. SimCalc, em http:// www. simcalc. umassd. edu/|

KEYTON, M. Students Discovering Geometry Using Dynamic Geometry
Software, em King, J. e Schattschneider, D. (editores), Geometry Turned
On, Mathematical Association of America Notes 41, Washington, USA, p.
63-68.

KILPATRICK, J. e WIRZUP, I. Soviet Studies in the Psychology of Learning
and Teaching Mathematics, The learning of mathematical concepts, vol
I., Scholl Mathematics Study Group, Stanford University e Survey of Recent
East European Mathematical Literature, University of Chicago, 1970.

KILPATRICK, J. e WIRZUP, I. Soviet Studies in the Psychology of Learning
and Teaching Mathematics, Problem solving in geometry, vol. 1V, Scholl
Mathematics Study Group, Stanford University e Survey of Recent East
European Mathematical Literature, University of Chicago, 1970.

KILPATRICK, J. e WIRZUP, I. Soviet Studies in the Psychology of Learning
and Teaching Mathematics, The development of spatial abilities, vol. V,
Scholl Mathematics Study Group, Stanford University e Survey of Recent
East European Mathematical Literature, University of Chicago, 1970.

KING, J. e SCHATTSCHNEIDER, D. (editores) Geometry turned on.
Washington, USA : Mathematical Association of America Notes 41, 1997.

KLEIN, F. Le Programme d’Erlangen — considérations comparatives sur les
recherches géometriques modernes. Paris : Gauthier-Villars Editeurs,
1974,

LABORDE, C. L’enseignement de la géométrie en tant que terrain
d’exploration de phénoménes didactiques, Recherche en didactique des
Mathématiques, 9 (3), Grenoble: La Pensée Sauvage Editions, 1990, p. 337-
363.

LABORDE, C. Ensigner la géométrie: permanences et révolutions.
Proceedings of the 7" International Congress on Mathematical Education,
Montreal, 1992, p. 47-75.

LABORDE, C. e LABORDE, J. What about a learning environment where
euclidian concepts are manipulated with a mouse? em diSessa, A . et alli


http://www.simcalc.umassd.edu/

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

203

(editores), Computers and Exploratory Learning, NATO ASI Series, serie F,
vol. 146, Berlin: Spring Verlag, 1993, p. 241-262.

LABORDE, C. e CAPPONI, B. Cabri-géomeétre constituant d'un Milieu pour
I'Apprentissage de la notion de figure, em Balacheff, N. e Vivet, M.
(editores), Didactique et Intelligence Artificielle, Grenoble, France : La
pensée Sauvage, 1994.

LABORDE, C., Duas utilizacdes complementares da dimensédo social nas
situacdes de aprendizado da matematica, em GARNIER, C., BEDNARZ,
N. e ULANOVSKAYA ,l. (eds), Apos Vygotsky e Piaget, perspectivas
social e construtivista, Editora Artes Médicas, Porto Alegre, RS, 1996, p. 29-
46.

LABORDE, C, Conception et Evaluation,de Scenarios d ‘Enseignement avec
Cabri-Géometre. Grenoble, France : Equipe EIAH du Laboratoire Leibniz-
IMAG et de I’lUFM de Grenoble, 1998.

LABORDE, C. Visual phenomena in the teaching /learning of geometry in a
computer based environment, em Mammana, C. e Villani, V. (edutores),
Perspectives on the teaching of geometry for the 21% century, Dordrecht /
Boston / London : Kluwer Academic Publishers, 1998, p. 113-121.

LEE, X. Visual Dictionary of Special Plane Curves, em http: // xahlee.org/
PageTwo_dir/ more.html

LEGENDRE, A . M. Elementos de Geometria. Rio de Janeiro RJ : Livraria
Garnier Editores, 1915.

LEHRER,R. e CHAZAN,D. (eds) Designing Learning environments for
developing understanding of geometry and space, London: Lawrence
Erlbaum Associates Publishers, 1998.

LAKATOS, I. Proofs and Refutations. New York : Cambridge University Press,
1976.

LERNER, D. O Ensino e a Aprendizagem Escolar, em CASTORINA, J,
FERREIRO, E., LERNER, D. e OLIVEIRA, M. (eds), Piaget e Vygotsky -
Novas ContribuicGes para o Debate, Editora Atica, Sdo Paulo, 1995.

LEVY, P. Tecnologias da Inteligéncia: o futuro do pensamento na era da
informatica. S&o Paulo SP : Editora 34, 1993.

LEVY, P. L’ldéographie Dynamique: vers une Imagination Artificielle?
Paris, Franca : Editions La Découvert, 1991.

MAMMANA,C. e VILLANIV. (eds) Perspectives on the teaching of geometry
for the 21st century, ICMI Study Series, vol. 5, London : Kluwer Academic
Publishers, 1998.

MARIOTTI, M.A . Figural and conceptual aspects in a defining process,
Proceedings of the International Conference for the Psychology of
Mathematics Education — PME, Lisboa, 1994, p. 232-238.

MIGNE,J. Les obstacles épistémologiques a la formation de concepts,
Education Permanente, no. 119, vol 2, 1994



97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

204

MIGNE, J. Les Obstacles Epistémologiques & la formation de concepts,
Education Permanente, no. 119, vol 2, 1994.

MOORE, R. Making Transition to Formal Proof, Educational Studies in
Mathematics, vol. 27, Dordrecht: Kluwer Academic Publisher, 1994. 249-
266.

MUSEO UNIVERSITTARIO di STORIA NATURALE e della STRU-
MENTAZIONE SCIENTIFICA, Universita degli studi di Modena e Reggio
Emilia, http: // www.museo.unimo.it/theatrum/inizio.htm|

NASSER, L. Using the Van Hiele Theory to improve secondary school
geometry in Brasil, PhD Thesis, King’s College, University of London.
London, England. 1992.

PAIS, L. C. e FREITAS, J. L. Um estudo dos processos de provas no ensino e
na aprendizagem da geometria no ensino fundamental, Bolema, no. 13,
Rio Claro, Editora UNESP, 1999, p. 62-70.

PALAIS, R. The visualization of mathematics. Notices of the MAS, vol. 46, n°
6, 1999.

PAPERT,S. Logo — computadores e educacdo. Sdo Paulo SP : Editora
Brasiliense, 1988.

PAPERT, S. The Children Machine: Rethinking Scholl in the Age of the
Computers. New York USA : Harvester Wheatsheaf, 1993.

PARZYSZ, B. Knowing vs seeing, problems of plane representation of space
geometry figures, Educational Studies in Mathematics, 19 (1), Dordrecht:
Kluwer Academic Publisher, 1988, p. 79-92.

PAVANELLO, R.M. 1993: O abandono do ensino da geometria no Brasil,
causas e consequéncias, Revista Zetetike, ano 1, vol. 1, Campinas: Editora
UNICAMP, 1993, p. 7-17.

PENROSE, R. The Emperor’'s New Mind. New York USA : Penguin Books,
1989

PERRIN-GLORIAN, M .J. Utilisation de la notion d’obstacle en didactique
des mathématiques, Recherches en Didactique des Mathématiques. Paris,
France : La Pensée Sauvage Editions, 1986.

PERRIN-GLORIAN, M. J. Théorie des sittuations didactiques: naissance,
développement, perspectives, em ARTIGUE, M., GRAS, R., LABORDE,
C. e TAVIGNOT (editores), Vingt Ans de Didactique des Mathematiques
en France, Collection Recherches en Didactique des Mathématiques, Paris,
France : La Pensée Sauvage Editions, 1994, p. 95-147.

PERRET CLERMONT, A. N. La Structuration des Echanges Symboliques,
em Perret Clermont, A.N. & Nicolet,M. (eds), Interagir e Connaitre : enjeux
et régulations sociales dans le développement cognitif, Suisse : DelVal, ,
1988.

PERRET CLERMONT, A. N. e NICOLET, M. (editores) Interagir e Connaitre
. enjeux et régulations sociales dans le développement cognitif. Suisse :
DelVal, 1988.


http://www.museo.unimo.it/theatrum/inizio.htm

112

113

114
115
116

117

118

119

120

121
122

123

124

125

126

127

128

129

205

PERRET CLERMONT, A. N. e MUGNY, G. 1985: Effets sociologiques et
processus didactiques, em MUGNY, G. (editor) Psychologie Sociale du
Dévelopement Cognitif. Berne : Peter Lang, collection Exploration, 1985.

PIAGET, J. e BETH, E. Mathematical Epistemology and Psychology.
Dordrecht, Holland : D.Reidel Publishing Company, 1966.

PIAGET, J. Six Psychological Studies. New York : Random House, Inc., 1968
PIAGET, J. Estudos Sociologicos. Rio de Janeiro RJ : Editora Forense, 1973.

PIAGET, J. e INHELDER, B. Da Ldgica da Crianca a Ldgica do Adolescente.
Sao Paulo SP : Livraria Pioneira Editora, 1976.

PIAGET, J. Problemas de Psicologia Genética, em Piaget - Os Pensadores. Sdo
Paulo SP : Editora Victor Civita, 1978.

PIAGET, J., 1 Creativity, em Gallagher, J. e Reid, D., The learning theory of
Piaget and Inhelder, Monterey, California,: Brooks/Cole.

PIAGET, J.: Desenvolvimento da Inteligéncia, Rio de Janeiro: Zahar Editores,
1983.

PIAGET, J. e GARCIA, R. Psicogénese e Histéria das Ciéncias. Lisboa :
Publicagdes Dom Quixote, 1987

PIAGET, J. Epistemologia Genética. Sdo Paulo : Martins Fontes, 1990.

PIAGET, J. Abstracdo Reflexionante. Porto Alegre RS : Editora Artes Médicas,
1995

POLYA, G. A arte de resolver problemas. Rio de Janeiro RJ : Editora
Interciencias, 1975.

RAMACHANDRAN,V..S. Mirror neurons and imitation learning as the
driving force behind 'the great leap forward™ in human evolution,
EDGE, http:// www.edge.org /documents/ archive/edge69.html , 2000

RAMOZZI-CHIAROTTINO, em seu livro Psicologia e Epistemologia Genética
de Jean Piaget, Sdo Paulo SP : Editora Pedagogica e Universitaria, 1987.

ROBERT, A. Problemes methodologiques en didactique des mathématiques.
Recherche en Didactique des Mathématiques, vol. 12, no. 1. Grenole, La
Pensée Sauvage Editions, 1992, p. 33-58.

ROBERT, A . e TENAUD, I|. Une expérience d’ensignement de la géométrie
en terminal C, Recherches en Didactique des Mathématiques, vol. 9, n° 1,
Grenoble, La Pensée Sauvage Editions, 1988.

SANTAROSA, L. M. C. e GRAVINA, M. A. Aprendizagem da Matematica
em Ambientes Informatizados. Anais do IV Congresso Iberoamericano de
Informatica Educativa, Brasilia, 1998.

SANTAROSA, L. M. C. A escola virtual na formacao do professor, Anais do
VII Simposio Brasileiro de Informatica na Educacédo, 1996, p. 403-405.



130

131

132

133

134

135

136
137

138

139

140

141

142

143

144

206

SANTAROSA, L. M. C., ORTOLAN, A., BARRIONUEVO, L. O., PUHL, R,
BURMEISTER, E. e PAUL, K. Fabrica Fantastica: ambiente hipermidia
lddico para o desenvolvimento cognitivo, Anais do Il Congreso
Iberoamericano de Informatica Educativa, Barranquilla, Coldmbia, 1996.

SANTAROSA, L. M. C. Novos desafios para Educacdo na criacdo de
ambientes de aprendizagem telematicos, Anais da | Conferéncia
Internacional de Tecnologias da Informacdo e da Comunicacéo -
Challenges 99, Portugal, Braga, 1999, 74-75.

SCHER, D. Problem solving and proof in the age of dynamical geometry,
Micromath, vol. 15/1, 1999, p. 24-30.

SCHOENFELD, A. Reflections on a course in mathematical problem solving,
em Schoenfeld, A.et alli (eds), Research in Collegiate Mathematics
Education, Issues in Mathematics Education, vol. 7, Washinton,
Mathematical Association of America, 1998.

SEMENOVA, M. A Formagdo Tedrica e Cientifica do Pensamento dos
Escolares. em GARNIER, C., BEDNARZ, N. e ULANOVSKAYA, I.
(editores) Apos Vygotsky e Piaget — perspectivas social e construtivista.
Porto Alegre RS : Editora Artes Médicas, 1996.

SIMON, M. Beyond inductive and deductive reasoning; the search for a sense
of knowing, Educational Studies in Mathematics 30, Dordrecht: Kluwer
Academic Publisher, 1996, p. 197-210.

SINGH, S. O ultimo teorema de Fermat. Sdo Paulo : Editora Record, 1999.

STEVENSON, I. Constructing Curvature: the iterative design of a computer-
based microworlds for non-euclidian geometry. Doctoral Dissertation, |,
London : Institute of Education, University of London, 1995.

STEWART, l.. Bye-bye Bourbaki: paradigm shifts in mathematics, The
Mathematical Gazette, volume 80, n® 488. 1996, p. 267-277.

SCHWARTZ, L. Le Point de Vue de Laurant Schwartz, Les Matheématicians,
Pour la Science. Paris : Edition Francaise de Scientific American, Dossier
Hors-Série, 1994,

VERGNAUD, G. Epistemology and Psychology of Mathematics Education, in
Mathematics and Cognition - ICMI Study Series, 1990.

VINNER, S. The Role of Definition in the Teaching and Learning of
Mathematics, em D.Tall (editores.), Advanced Mathematical Thinking,
Dordrecht — Boston - London : Kluwer Academic Publishers, 1991.

TEODORO, V. D. From formulae to conceptual experiments: interactive
modelling in the physical sciences and in mathematics. Invited paper
presented at the  International CoLos Conference New Network-Based
Media in Education, Maribor, Slovenia. 1998.

TEODORO, V., VIEIRA, J. e CLERIGO,F. Modellus, software, http:/
phoenix.sce.fct. unl.pt/ modellus / index.htm

THE PROOF, Last Fermat’s Theorem, fita de video, Nova&Public
Broadcasting Television System, USA, 1997.



145

146

147

148

149

150

151

152

153

207

THUILLIER, P. Les Mathématicians, Pour la Science. Paris : Edition Francaise
de Scientific American, Dossier Hors-Série.

THURSTON, W. On Proof and Progress in Mathematics. New York: Bulletin
of The Americam Mathematical Society, vol. 30, n° 2, 1994, p. 161-177.

THURSTON, W. Three manifold geometry and topology. NJ, USA : Princeton
Press, 1997

VERGNAUD, G. Epistemology and Psychology of Mathematics Education, in
Mathematics and Cognition. ICMI Study Series, 1990.

VINNER,S. The Role of Definition in the Teaching and Leraning of
Mathematics em D.Tall (ed.), Advanced Mathematical Thinking, London-
Dordrecht-Boston: Kluwer Academic Publishers, 1991, 65-81.

VYGOTSKY, S. Y. Pensamento e Linguagem. S&o Paulo SP : Martins Fontes,
1993.

VYGOTSKY, S. Y. A Formacgdo Social da Mente. Sdo Paulo SP : Martins
Fontes, 1996.

YERUSHALMY, M. e CHAZAN, D. Overcoming Visual Obstacles with the
Aid of the Supposer, Educational Studies in Mathematics, vol. 21/3,
Dordrecht: Kluwer Academic Publisher , 1990, p. 199-2109.

ZYKOVA, V. I. Operating with concepts when solving geometry problems,
em Kilpatrick. J, e Wirzup, I. Soviet Studies in the Psychology of Learning
and Teaching Mathematics, vol 1, Scholl Mathematics Study Group,
Stanford University e Survey of Recent East European Mathematical
Literature, University of Chicago, 1969, p. 149-188.



208

Anexos



209

Anexo 1

I Sondagem sobre os conhecimentos prévios dos alunos
1. Na figura ao lado M é ponto médio do segmento de extremos O1 e
02, isto é, M divide o segmento ao meio. Os circulos tem como
centro os pontos O1 e O2 e raios MO1 e MO2.

Quantos sdo os pontos na interseccdo dos dois circulos ? Justifique
sua resposta.

2. Define-se a altura de um triangulo ABC, relativa ao lado BC como sendo o segmento AD onde D é
ponto na reta determinada pelos pontos B e C e é tal que AD é perpendicular a esta reta.
Para cada um dos tridngulos abaixo desenhe a altura relativa ao lado BC.

A A A c
& c kﬁ
B C B B
C
. (=]

3. Na figura ao lado as retas paralelas rl e r2 sdo interceptadas pela
reta r3. O segmento OB bissecta 0 angulo AOC, isto é, divide-o ao . r2
meio. Sabendo que o angulo AOC mede 130° quanto mede o angulo ]
OBC . Escreva o desenvolvimento do seu raciocinio. r C
r3 0
B
A

4. Alunos de uma 7° série estdo usando transferidor para medir angulos de tridngulos e ap6s calculam a
soma dos angulos de cada um dos tridngulos. Fizeram isto para trés diferentes tridngulos feitos de

papeldo. A professora fez uma tabela com os valores obtidos pelos diferentes grupos de alunos:

Soma angulos Al Soma angulos A2 Soma angulos A3
Grupo 1 180 181 180,5
Grupo 2 180 180 180

Grupo 3 180,5 179,3 181
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Imediatamente o Grupo 2 se manifesta dizendo que ““ndo importa qual o tridngulo a soma dos angulos
vai dar sempre 180”. Os grupos que obtiveram para soma dos angulos valores diferentes de 180
contestam esta afirmacédo dizendo que “nos nossos triangulos nem sempre a soma da 180””. Comega uma
discussdo que vai se tornando intermindvel porque ninguém consegue convencer ninguém até que a
profeessora apresenta uma explicacdo que termina com o impasse motivo de discussao.

O que vocé pensa que pode ter sido a explicacdo dada pela professora ?

Il Material com instrucdes sobre as atividades, utilizado pelos grupos.

Atividade 1

e Abra o arquivo ativl.fig

(1 12 13

e Movimente os trés quadrilateros e observe no que eles sdo diferentes.

e Construa trés quadrilateros que se comportem exatamente da mesma forma que os observados.
Registre todas suas tentativas de construcdo do primeiro quadrilatero, gravando arquivos ativla.fig,
ativlb.fig, ativlc.fig.......(tantos quantos necessarios) e finalmente ativls.fig quando obtiver a
solucdo satisfatdria para o primeiro quadrilatero. Faca 0 mesmo para os outros quadrilateros.

e Escreva 0s passos da construcdo da solucdo considerada satisfatéria, para cada um dos quadrilateros.

Atividade 2

Quando se faz uma construcdo geométrica, certos “fatos” sdo declarados/executados via os menus do
Cabri. Sob acdo de movimento, na construcdo feita, tem-se “fatos” que se mantém e que nao foram
declarados na construcdo — sdo os “fatos estaveis implicitos”. Estes podem e devem ser explicados através
de argumentacdo dedutiva, que se baseia em outros fatos ja sabidos. Vamos esclarecer estas
considerac@es discutindo uma construcdo feita na atividade 1.

Construcdo no Cabri (figura abaixo):

I I
Na construgéo temos como “fatos ' 12
estaveis implicitos”: i i Construgéo:
% A LI C D  segmento AB
angulos C e D retos Lo T retas rl e r2 perpend. a AB pelos extremos
. & " circulo c de centro A por B
* £ *
Igualdade dos segmentos AB, BD i i C ponto de intersec. de r1 e circulo ¢
eCD i A I ] B r3 reta paralela & AB por C
. . . .. : ' D ponto de int .der2erld
Como explicar tais fatos implicitos L ! i se';'::eim"s ";'CBI’;[':‘; CE' er
com argumentacéo dedutiva ? N '
R _,-/ |
Tr 1

Uma possivel argumentacao dedutiva seria (diferentes argumentagdes podem ser feitas):
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* quanto aos angulos retos: como a reta r3 é paralela ao segmento AB, olhando para reta rl como
transversal as duas retas temos que angulos alternos internos sdo congruentes e portanto o angulo em C é
reto. Com raciocinio analogo aplicado as paralelas r3 e AB com transversal r2 temos que o angulo em D
também é reto.

* guanto a igualdade dos lados: como o A ABC é isosceles, os angulos nos vértices B e C medem 45 (
estamos usando que num tri. is6sceles os angulos da base sdo congruentes e que num tri. os angulos
somam 180) . Segue no A BCD os angulos B e C também medem 45 (porque ja mostramos acima que no
quadrilatero os angulos C e D medem 90). Pelo critério ALA segue que A BAC é congruente ao A BDC ,
0 que nos permite concluir que os segmentos BA e BD sdo congruentes, bem como os segmentos AC e
DC, o que mostra a congruéncia entre os segmentos do quadrilatero construido

Com estes dois argumentos demonstramos que 0 quadrilatero construido no Cabri tem os 4 angulos retos
e 0s 4 lados congruentes entre si, ou seja , é de fato um quadrado.

I . Em cada uma das construcGes abaixo, escreva os fatos implicitos e faca argumentacdo dedutiva que
explique o “por qué” desses fatos implicitos, mostrando assim que de fato o quadrilatero construido é um
quadrado, tomando como defini¢do de quadrado um quadrildtero com 4 angulos retos e quatro lados

congruentes entre si.

1 | .
D L )
1 | -
:P :5 . Construgdo: It
|
I i ,°p segmento CD
AI BI - . Construgdo:
i P retas p e s perpendiculares ao segmenta AC
T P T segmento pelus extremos M ponto médio de AC
L reta b bissetriz de ADC rreta perp. 3 AC por M
) circulo centro M por A
L B ponto de intersec. de s e b B e D pontos intersec. de r e circulo
b // c r reta paraela iDC por B segmentos AB,BC, CD e DA
P ! A ponto de intersec. deper
L ! segmentos CH, BA e AD
- 1 1
r2 Construcio:

segmento p2p3
(3) retas r1 e r2 perp. a p2p3 pelos extremos
bi pl wop2 retas b2,b1,b3 e b4 bissetrizes dos &ngs.
BoooToes formados por p2p3.r2erl

~ ™  pl e pdintersec de b1 ebe, b3 e b4
r N ~ segmentos plp2,p2p4,p4p3 e p3pl
~ ~
RS TN LAENLERNN
AN i
Y

Il. Em cada uma das construcdes a seguir, escreva os fatos implicitos e faca argumentacdo dedutiva que
explique o “por qué” desses fatos implicitos, mostrando assim que de fato o quadrilatero construido € um

paralelogramo, tomando como definicdo de paralelogramo_um quadrilatero com lados opostos paralelos.

(1) - :r ffs
Construgio: pl !
pontos pl, p2 e p3
segmentos pl1p2, plp3
r reta mediatriz de p1p2
treta perp. ar por p3 Y A Y
s reta parlela a p1p3 porp2  p3
p4 ponto inters. de s e t
segmentos p2pd e pIp4
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-
-———— -
- - -
- [P -
- ~. =7

. AN .-=~"" Construgio:
S C 2D - pontos A, B e cC
) / \
)
1
1

! ' M ponto médio de AD
b circulo © de centro M passando por A
L ! reta rl passando porAe M

n . Iy B r
It . S D ponto de interseccio derl e
. e circulo ©
ST segmentos AB, BD, DC e CA
Atividade 3
Parte 1
- - - B
e Abra o arquivo ativ3a.fig
A c

e Movimente a figura e observe suas propriedades. Construa uma figura que se comporte exatamente
como a apresentada e grave sua construgdo como ativ4sol

e Escreva os passos da construcao:

e Quais sdo os “fatos” geométricos que se mantém na figura quando aplicamos movimentos e que nao
foram declarados na construcao, i.é. os “fatos estaveis implicitos” ?

e  Que razdes voceé daria para explicar este fatos ?

Parte 2

Abra o arquivo ativ3b.fig

A C
e Movimente a figura e observe suas propriedades. Construa uma figura que se comporte exatamente
como a apresentada e grave sua construgdo como ativssol
e Faca o desenho correspondente a construgéo e escreva os passos da construgéo:

e Quais sdo os “fatos” geométricos que se mantém na figura quando aplicamos movimentos e que nao
foram declarados na construcdo, i.6. os “fatos estaveis implicitos” ?

e Que razdes vocé daria para explicar este fatos ?

Atividade 4

Parte 1

e Abra o arquivo ativ4a.fig 0

D [




213

e Movimente a figura e observe suas propriedades. Construa uma figura que se comporte exatamente
como a apresentada e grave sua construgdo como ativ7sol.fig

e Escreva o0s passos da construcdo, usando a notacdo da sua construcao.

e Quais sdo os “fatos” geométricos que se mantém na figura quando aplicamos movimentos e que nao
foram declarados na construcao, i.é. os “fatos estaveis implicitos” ?

e Explique (i.6., demonstre) este fatos, apoiando-se em propriedades ja discutidas no nosso curso.

e Que formas particulares pode ter o quadrilatero MNPQ? Desenhe algumas das situagdes obtidas na
tela do computador. Em cada um dos casos, o que se pode dizer sobre quadrilatero ABCD, isto &, que
particularidade tem o quadrilatero ABCD ?

Parte 2
e Abra o arquivo ativ4b.fig <> <©> O

(& (k] ()

e Movimente as figuras e observe suas propriedades. Construa figuras que se comportem exatamente
como as apresentadas e grave suas construces como ativ8asol.fig, ativ8bsol.fig e ativ8csol.fig

e  Escreva os passos das construcdes:

e Quais sdo os “fatos” geométricos que se mantém nas figuras construidas quando aplica-se
movimentos e que nao foram declarados na construcdo, i.é. os “fatos estaveis implicitos” ?

e Explique (demonstre) o porque destes “fatos ndo declarados” .
e  Enuncie as propriedades geométricas:

SE ABCD €1al QUE ...oovveveiee e entdo MNPQ é quadrado
SE ABCD €1al QUE ...vovvieciieeecse s entdo MNPQ é retangulo.
SE ABCD €1al QUE ...veveeeeee e entdo MNPQ é losango
Atividade 5

Parte 1 3

e  Abrir o arquivo instrumentol.fig

e ldentifique para que serve este instrumento, movimentando o ponto S. O recurso “rastro on/off”,
aplicado aos pontos S e L pode ajudar a identificar a funcionalidade do instrumento.

e Identifique as propriedades geométricas que definem o instrumento.
e Mostre que de fato o instrumento tem a funcionalidade identificada em 2.

Parte 2
e  Abrir 0 arquivo instrumento?2.fig

e  Proceder como na parte 1.



Atividade 6

e Construa um angulo de vértice O , para isto usando semi-retas;
construa um ponto A em um dos lados do angulo; construa um ponto P
no interior do angulo; construa semi-reta AP e 0 ponto B interseccdo
desta semireta com o outro lado do angulo. Dentre todos os triangulos
ABO construa aquele que tem area minima.

e Demonstre que de fato o tridngulo construido tem area minima

Atividade 7

Um problema com enunciado lddico:

“Dois piratas chegam numa ilha para esconder um tesouro. Discutem um
procedimento e decidem escolher uma arvore A e duas grandes pedras P1
e P2 que estdo a vista. Partindo da arvore, cada um deles caminha até uma
das pedras e ai chegando tomam dire¢des perpendiculares a que vinham,
fazendo giros em sentidos contrarios. Caminham o mesmo que ja haviam
caminhado chegando a Q1 e Q2. Olham-se, e comegam a caminhar um
em direcdo ao outro até que se encontram e neste ponto enterram o
tesouro T ( nesta Gltima parte de caminhada eles tem velocidades iguais!).
Passado alguns anos, voltam a ilha para recuperar o tesouro e... a arvore
ndo esta mais 1a.” Como podem fazer para encontrar o tesouro ?

Ou seja:
e Determine uma nova estratégia

e Demonstre que esta nova estratégia leva ao ponto T, onde foi
enterrado o tesouro

P1

P2
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Anexo 2 Transcri¢do das producgdes dos grupos

Atividade 1

e As tentativas de construcdo, com destaque em negrito da falta de controle

geometrico.

Quadrilatero 1

Grupo 1

A construcao inicia com segmento AB; sdo construidas
retas perpendiculares pelos extremos do segmento; o
ponto D sobre uma das perpendiculares aparentemente
de forma a guardar a relacdo AD=AB; a reta
perpendicular & AD por D e o ponto C como a intersec¢édo
de duas retas ja construidas. Como trés sdo os pontos
livres (A,B,D) sob acdo de movimento, a figura deixa de
ter a estabilidade “quadrado”, transformando-se em
“retangulo”.

A construcao inicia com o segmento AB; sdo construidas
retas perpendiculares pelos extremos do segmento; o
ponto O candidato a centro do quadrado € construido
aparentemente; sdo construidos o circulo de centro O
passando por A e os pontos C e D como interseccdes das
retas perpendiculares com o circulo. Novamente, trés sdo
os pontos livres (A,B,0). Movimentando-se B o circulo
que aparentemente passava por este ponto ndo guarda
mais esta propriedade e a figura colapsa;
movimentando-se O a figura também colapsa, e mais
guando circulo diminui de tamanho o ponto C deixa de
existir.

Na terceira tentativa o grupo sucede na construcdo, mas
apresenta uma descri¢do dos passos um tanto precéria.
Vale informar que nas construcdes gravadas em disquete
0s objetos geométricos nao sdo nomeados.

““segmento, retas perpendiculares as duas extremidades
do segmento, circunferéncia com centro em um dos
pontos do segmento passando pelo outro, reta
perpendicular a reta que passa pelo centro da
circunferéncia ( nao ¢ indicado o ponto pelo qual passa
a reta perpendicular), ligar os vértices (ndo é indicado
como surge o quarto vértice) .”
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Grupo 2

A construcéo inicia com ponto A’ e reta por A’; o ponto
B’ é aparentemente construido de forma que o
segmento B’A’ pareca perpendicular a reta inicial; o
ponto C é construido aparentemente sobre esta
segunda reta de forma a guardar a relacdo A’B’=B’C; é
construida reta perpendicular a B’C passando por C e 0
ponto D como intersec¢do de retas. Neste ponto a figura
ja ndo parece quadrado e entdo é construido
aparentemente o ponto A”, na tentativa de controlar a
congruéncia de CD e DA”. Neste ponto a dupla da-se
conta da necessidade do controle geométrico e inicia
nova construgéo.

Apresentam a seguinte descri¢do dos passos de
construgdo que resolve o problema:

““segmento DC; reta perpendicular ao segmento DC
(sem indicar o ponto pelo qual passa a reta, mas
referindo-se a reta p); reta perpendicular ao segmento
DC por C; bissetriz no ponto, C e D (ponto auxiliar na
reta p para construcdo da bissetriz); ponto B de
interseccdo entre a bissetriz e a reta s; reta paralela ao
DC passando pelo ponto B; ponto de interseccéo entre
a paralela e a reta perpendicular p; segmentos DA,AB e
BC.”

Grupo 3

A primeira construcéo é do tipo “desenho a mao-livre”,
em que a forma é empiricamente controlada através do
recurso de medida.

A segunda construcéo inicia com o poligono regular
AXZY e através do menu “Simetria Central” séo
construidos os pontos B,C,D que d&o origem ao
quadrado ABCD. Observamos que mesmo ja tendo
obtido de imediato o quadrado AXYZ, com 0 recurso
“Poligono Regular”, a dupla continua na construgéo.

A construcdo inicia com o segmento AB e retarl
paralela a AB passando por X de forma tal que a
distancia de r1 a B seja aparentemente igual a AB. Séo
construidas as retas r2 e r3 perpendiculares a AB
passando, respectivamente, pelos pontos A e B e 0s
pontos D e C de interseccdo destas retas com a reta rl.
Sob acdo de movimento o quadrilatero mantém a forma
“retangulo”.

A solucdo final apresentada pela dupla se faz
acompanhar da seguinte descri¢do dos passos de
construcao:

“segmento AB; C ponto médio de AB; rl, r2 e r3 retas
perpendiculares a AB por A, B e C; circulo de centro C
por A; D ponto de interseccdo de c e r2; E e F pontos
simétricos de B e A em relacdo a D”.
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Grupo 4

A primeira tentativa mistura controle geométrico com
impressBes perceptivas. Inicia com reta rl passando
pelo ponto X; reta paralela a rl passando pelo ponto A;
ponto C aparentemente construido sobre a reta rl de
tal modo que CA corresponda a diagonal de quadrado
com lados sobre as retas rl e r2; segue a construgdo com
perpendicularidade. Ao movimentar C o “quadrado”
colapsa transformando-se em retangulo.

Segue-se nova tentativa, mas ainda sem pleno controle
geométrico. Inicia com circulo de centro A; ponto B
construido aparentemente sobre o circulo de modo a
guardar verticalidade do segmento AB; reta r1 passando
por A; D ponto de interseccdo de rl e circulo; reta r2
perpendicular a rl por B; segue com paralelismo e
perpendicularismo. Ao movimentar B o “quadrado”
colapsa transformando-se em retangulo.

Na terceira tentativa a construcéo é satisfatdria, embora
a descricdo apresente-se vaga em certos momentos e
com deslize quanto as restri¢cdes possiveis (sublinhado
no texto):

““segmento AB, reta s perpendicular ao segmento AB,
reta t paralela a s passando por B, circunferéncia de
centro B e raio AB, reta t tangente a circunferéncia e
paralela & AB, segmento de A a D (ponto de
interseccdo das retas r e s), segmento de C a D (ponto
de interseccdo de s e r), segmento DC.”

Grupo 5

A primeira construcao é do tipo desenho “a mao livre”;
é um desenho com aparéncia de quadrado.

Construcdo que inicia com duas retas paralelasrl er2, e
retas r3 e r4 perpendiculares a r2 e dispostas
aparentemente de forma tal que os pontos de
interseccdo das quatro retas tenham a forma quadrado.
Ao movimentar-se as retas o “quadrado” colapsa
transformando-se em retangulo.

Finalmente a dupla sucede na construcdo e descreve 0s
passos, ainda com pouca precisdo de linguagem:
“segmento AB, circunferéncia de centro em A passando
por B, perpendiculares a reta AB passando por A e B,
perpendicular a reta AD passando por D (faltou
explicitar o ponto D, interseccdo de uma das
perpendiculares com o circulo)”
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Grupo 6

A primeira construcdo resulta em quadrado mas néo tem
o tipo de dinamismo solicitado, e nisso entra a falta de
controle adequado das varidveis independentes: ponto A
e reta rl por A, reta r2 perpendicular a rl por A; circulo
de centro A; B ponto de interseccao do circulo com rl;
reta r2 perpendicular a r1 por A e D ponto de
interseccdo de r2 com circulo; reta r3 perpendicular a
AB por B; reta r4 perpendicular a r2 por B e C ponto de
interseccdo de r4 e r3.

Na segunda construcdo da-se o controle das variaveis
independentes e dupla apresenta descricéo dos passos
ainda ndo adequada:

“segmento AB, reta s perpendicular a AB ( faltando
indicar o ponto pela qual passa), reta s perpendicular
a AB (faltando indicar o ponto pela qual passa),
circulo de centro A e raio AB, reta q paralelaa AB e
tangente a circunferéncia em C e passando por s em D
(imposicao excessiva de condicdes)”.

Grupo 7

Passos da construgéo:

“segmento p1p2, duas perpendiculares ao segmento
pelos pontos pl e p2, tracei a bissetriz b1 que corta o
angulo p3plp2 (mas ainda néo foi construido o ponto
p3), marquei o ponto p4 da intersec¢do de rl e b1,
tracei uma reta paralela a p1p2 passando por p4.”

Grupo 8

Nesta primeira tentativa de construgdo as variaveis
independentes ndo sdo bem controladas, ja que o ponto
A que d&d movimento a figura ndo é vértice do quadrado:
segmento AB, ponto médio M de AB; circulo de centro
M por A; reta rl perpendicular a AB por M e D ponto
de interseccao da reta com o circulo; reta r2
perpendicular a rl por D; reta r3 perpendicular a AB por
B e C ponto de intersec¢do de R2 e r3.

Na segunda tentativa a dupla sucede na construcao e
apresenta como descricéo:

“segmento DC, circulo com centro em D ( sem
especificar ponto por onde passa), reta t
perpendicular a DC ( sem especificar ponto por onde
passa), reta s perpendicular a t (sem especificar ponto
por onde passa), reta r perpendicular a s (néo séo
explicitados os pontos A e B).”




Quadrilatero 2
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Grupo 1

A construcdo inicia com segmento AC; M ponto médio
do segmento, circulo de centro M aparentemente
passando por A; pontos B e D construidos
aparentemente sobre o circulo de forma tal que ABCD
pareca quadrado. Ao movimentar a figura o “quadrado”
colapsa, o que se explica na liberdade de movimento
dada aos pontos B e D.

A construcao inicia com o segmento AC; ponto médio
do segmento; circulo com centro neste ponto passando
por A; reta rl passando por A de forma tal que
aparentemente o ponto B de interseccdo da reta com o
circulo seja o segundo vértice do “quadrado”. A
construgdo segue com as retas r2, r4 e r3, onde é usada
perpendicularidade. Ao mover o ponto A o “quadrado”
colapsa, ja que ndo houve controle geométrico na
construgdo do ponto B.

Agora com menos dificuldade o grupo sucede na
construgdo e apresenta 0s passos da construcdo ainda de
forma um tanto precéria:

““segmento em diagonal, ponto médio do segmento,
circunferéncia com centro no ponto médio, tragar o
ponto médio, ligar os vértices...”

Grupo 3

A construcao inicia com circulo de centro O, retarl
passando por O, reta r2 perpendicular a r1 por O, pontos
A, B, C e D de interseccao das retas com o circulo,
quadrilatero ABCD. Os alunos obtém quadrado estavel,
mas que ndo tem o mesmo dinamismo do
apresentado na atividade, e de inicio ndo entendem
“por qué” isto acontece; ou seja, ndo entendem a relacdo
funcional que esta implicita no processo de construgdo e
tomam como variavel independente o circulo.

A dupla sucede quanto a estabilidade e tipo de
dinamismo e apresenta a sequéncia de passos em
descricao ainda precaria:

““ segmento AB, mediatriz do segmento AB, circulo de
centro no ponto M, pontos C e D de intersec¢do da
mediatriz com a circunferéncia, segmentos CA, AD, DB
e BC”

Grupo 4

Apresentam de imediato construgdo satisfatéria, embora
a descricdo ainda tenha alguma precariedade:
““segmento BD, ponto médio do segmento BD, reta
perpendicular @ BD passando por M (ponto médio),
circunferéncia de centro M e raio MD, segmentos AB,
BC, CD e DA”
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Grupo 5

A construcao inicia com o segmento AB e circulo de
centro B aparentemente passando por A, reta rl
passando por B; reta r2 perpendicular a rl por B; reta r3
perpendicular a rl por A; reta r4 perpendicular a r2 por
A e ponto C interseccdo de r2 e r4.

E apresentada descrigdo incompleta dos passos de
construcgdo:

“segmento AC, ponto médio M de AC, circulo de centro
M por C, perpendicular ao segmento AC por M,
segmentos AB, BC, CD e DA (sem que tenha sido
declarado quem s&o os pontos B e D).”

Grupo 6

No segundo quadrilatero, de imediato a dupla apresenta
construgdo adequada, exceto pelo fato de incluir objetos
geomeétricos desnecessarios (as retas p, g, r e ), bem
com descri¢do bastante adequada dos passos da
construcgdo:

“segmento AB, M ponto médio de AB, reta t
perpendicular & AB por M, circulo de centro M por A,
pontos C e D (sem maiores especificacfes), reta p
unindo A e C, reta r unindo C e B, reta q unindo B e D,
reta s unindo D e A”.

Grupo 7

Passos da construgéo:

““segmento p2p3, retas perpendiculares a p2p3 que
passam por p2 e p3, bissetrizes do segmento p3p2 com
as retas perpendiculares para cima e para baixo
(imprecisao de linguagem), marca os pontos de
intersec¢do e traga 0s segmentos.”
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Grupo 8

Nesta primeira tentativa: segmento AB, ponto O
aparentemente ponto médio de AB, reta perpendicular
a AB por O, ponto C e D sobre a reta tais que segmento
CD é aparentemente congruente a AB.

Na segunda tentativa: segmento AB, M ponto médio de
AB, reta perpendicular a AB por O, ponto C e D sobre a
reta tais que segmento CD é aparentemente congruente
aAB

Na terceira tentativa a dupla sucede na construcéao e
apresenta a seguinte descricdo de passos:

“segmento AB, M ponto médio do segmento, circulo
com centro no ponto médio ( sem especificar o ponto
pelo qual passa), reta perpendicular ao segmento AB
(sem especificar o ponto por onde passa), segmentos
AD, DB,BC e CA (sem explicitar quem sdo 0s pontos
CeD).”




Quadrilatero 3
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Grupo 1

A construcdo inicia com segmento AC, aparentemente
é construido o ponto médio M, circulo de centro M
aparentemente passando por A, segmento BD
aparentemente construidos como a segunda diagonal
do “paralelogramo”. Ao movimentar os quatro vértices
0 “paralelogramo” colapsa.

A dupla ndo chega a construcdo desejada do
quadrilatero 3.

Grupo 2

E feita a construcao de quadrilatero muito particular,
retangulo com lados na razéo %: segmento AB; M ponto
médio de AB, circulo de centro M por A; retasrl, r2 e
r3 perpendiculares a AB passando, respectivamente,
pelos pontos A, M e B; X ponto de intersec¢do do
circulo com r2; circulo de centro X por M e Y ponto de
interseccao deste circulo com r2; reta r4 perpendicular a
r3 por Y; C e D pontos de interseccdo de r4 com,
respectivamente r3 e rl.

Descri¢do razoavel dos passos de construcao:
“segmento AD, segmento DC, reta paralela a AD por
C, reta paralela a DC por A, colocar o ponto de
interseccdo entre ADC, nomear retasr e s.”

Grupo 3

Para o terceiro quadrilatero fazem construcdes além do
necessarias (sublinhadas na descri¢do), mas obtém
paralelogramo estavel:

““segmento AB, ponto médio, reta perpendicular ao
ponto A, circulo com centro no ponto médio por B,
simetria central de dois pontos aleatérios com centro no
ponto médio, segmentos ligando CB, BD, DA e AC”

Grupo 4

Na construcdo deste quadrilatero registram uma Unica
tentativa. O quadrilatero é um paralelogramo estavel e
na descri¢do dos passos de construgdo apresentam
linguagem adequada, embora com objeto geométrico
desnecessario (sublinhado no texto):

“tridngulo ABC, tracamos bissetriz do &ngulo ACB,
reta n paralela ao lado BC, reta m paralela ao lado AC,
marcamos a intersec¢do das retas m e n com ponto D,
fizemos os segmentos AD, DB, BC e CA”
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Grupo 5

A primeira tentativa de construcdo da origem ao
quadrilatero particular losango: segmento AB, circulo
de centro A passando por B, D ponto sobre o circulo,
segmento AD, reta rl paralela a AB por D, reta r2
paralela a AD por B, C ponto de interseccédo de rl e r2.

Na segunda tentativa a dupla sucede e apresenta os
passos de construcdo, de forma incompleta:

“trés pontos (B, C e D), segmentos BC e CD, paralela a
BC por D, paralela a CD por B (ndo é feita referéncia
ao quarto vértice)”

Grupo 6

A primeira tentativa envolve a transformacdo simetria
central: triangulo ABC, pontos O1 e 02, tridngulo (2)
simétrico de ABC em relagdo a O1, triangulo (3)
simétrico de ABC em relacdo a A, triangulo (4)
simétrico de ABC em relagdo a O2. Ao mover O2 a
dupla percebe que os triangulos ABC e (4) se
“encaixam” formando a figura desejada, quando O2 é
ponto médio de AC. Com esta observacao partem para a
construcdo final.

Descri¢do inadequada da construcao:

“triangulo  ABC, ponto médio do segmento AC,
simétrico do triangulo ABC pelo ponto médio criando o
triangulo ACD (imprecisao de linguagem)”

Grupo 7

Passos da construcéo:

““segmento plp2, mediatriz de p1p2, segmento plp3,
paralela a p1lp3 que passa por p2 (faltando explicitar
guem € o ponto p4).”
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Grupo 8

Nesta primeira tentativa: segmento AC, reta r mediatriz
de AC, ponto B sobre a reta r, segmentos AB e BC,
ponto X aparentemente disposto de forma tal que ao
construir a bissetriz b de BCX aparentemente ela é
reta suporte do terceiro lado do quadrilatero. A
construcdo muda de rumo e é construido ponto D sobre
r de tal forma que aparentemente ABCD tem a
regularidade desejada. Ao mover-se o ponto D o
“paralelogramo” colapsa e transforma-se em pandorga.

A segunda tentativa revela falta de controle nas
variaveis independentes: reta rl ponto A sobre rl, reta
r2 passando por A, reta r4 paralela a rl e ponto B sobre
r4, reta r3 paralela a r2 passando por B’, ponto B
interseccdo de rl e r3, ponto D intersecc¢do de r3 e r4.
S8o tomados como objetos livres as retas rl e r2 e séo
estas retas que vao dar movimento a figura.

Na terceira tentativa a dupla obtém construcéao
satisfatoria :

“trés pontos aleatoriamente, tracar segmentos AB e AC,
reta s paralelas a AB e AC ('sem indicar os pontos
pelos quais passam), unir com segmentos DB e DC
(sem especificar o ponto D)”.

NuUmero de tentativas de construcéo

Grupo Grupo Grupo Grupo Grupo Grupo Grupo Grupo

1 2 8 4 5 6 7 8
Quadrilatero 1 3 2 4 3 3 2 1 2
Construcéo final satisfatoria sim sim sim sim sim sim sim sim
Quadrilatero 2 3 2 2 2 2 1 1 3
Construcdo final satisfatoria sim sim sim sim sim sim sim sim
Quadrilatero 3 3 2 1 1 2 2 1 3
Construcdo final satisfatoria néo sim sim sim sim sim sim sim
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Atividade 2

e Demonstracio relativa a caixa preta 1

1 /'
! I
P ES .7 Construgiio:
! ! b segmento CD
LY B, - retas p e s perpendiculares ao
4 segmento pelos extremos
s reta b bissetriz de ADC
e B ponto de intersec. dese b
D L r reta paraela a DC por B
- A ponto de intersec.deper
PR | segmentos CB, BA e AD

e pleno controle

“pela construgdo sao fatos explicitos: angulos C e D retos e reta r paralela a DC.
Sao fatos implicitos: angulos A e B retos e todos os lados iguais. Como a reta r foi
declarad paralela ao segmento DC, portanto se 0 angulo é reto em D, concluimos que seu
alterno interno também sera. Sendo assim o angulo A é 180 menos o alterno interno que é
90, dando 90 graus para A . O mesmo vale para o angulo B.

Pela defini¢do de bissetriz, sabemos que o &ngulo formado pela reta b e o segmento
DC é 45 graus, formando BDC um triangulo retdngulo, como tang D = cateto
oposto/cateto adjacente e tang D =1 concluimos que DC é igual a BC. Utilizando o mesmo
método, verificamos que AB também € igual a AD (ndo é demonstrada a congruéncia
entre os quatro lados do quadrilatero ABCD)” (Grupo 7)

e com controle, mas incluindo fatos implicitos

““é fato implicito os angulos retos em A e B. Tracando a bissetriz de D, se originam
dois angulos de 45. Como as retas p e s sdo perpendiculares ao segmento CD, elas séo
paralelas. Logo a bissetriz funciona como transversal. Observe que a metade do angulo em
D e em B sdo angulos alternos internos , ambos com 45. A reta r, paralela a CD é portanto
perpendicular a s tem logo angulo de 90 (usa implicitamente DC paralelo a AB) , assim
como o angulo A.

E fato implicito a congruéncia dos segmentos. Como b é bissetriz de D, o tridngulo
DBC é isoangulo e assim os segmentos DC e CB sao congruentes. O triangulo DAB tem
angulo de 90 em A e os angulos da base sdo iguais, assim DAB ¢é isosceles tendo DA e DB
congruentes. O lado DB é comum aos dois triangulos e os angulos da base sdo iguais €
caimos entdo no caso ALA de congruéncia. Temos DA=AB=DC=BC o que afinal prova
que os quatro lados do quadrilatero séo congruentes™ (Grupo 1)

“se p e s sdo perpendiculares a DC, logo p e s séo paralelas e sendo assim sempre
tem a mesma distancia, o que garante AB=DC (usa implicitamente perpendicularidade
em A ou B). Sendo b bissetriz de D é formado triangulo retangulo isosceles de angulos
congruentes de 45. Por ALA o triangulo DCB é congruente ao triangulo DAB. Com isso
provamos também que BC=AB e DC=AD.

Podemos provar que os angulos A e B séo retos por alternos internos. Prolongando
DC temos b visivelmente uma transversal e se ADC é reto logo DAB também o é (usa mal
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a transversal). Para provar que A é reto, usamos alternos internos com base na divisao
feita pela bissetriz. Se D é dividido em dois angulos de 45, sBb e bBr serdo angulos de 45
(no segundo angulo usa implicitamente o paralelismo de AB e DC)” (Grupo 4)

““ao fazermos a bissetriz do angulo reto D surge o tridngulo DCB. Este possuira o
angulo D de 45, C ja sabido que é reto e B que sera 45, pois a soma dos angulos de um
triangulo deve ser de 180. Por se tratar de um triangulo isdsceles, pois possue dois angulos
iguais, concluimos que DC=CB.

“Sabemos que a reta r é paralela a DC e as retas p e s sdo perpendiculares a DC,
portanto o angulo formado é reto em ambas as intersec¢cGes dos pontos A e B (ndo é
mencionada explicitamente a relagdo angulos alternos internos). O triangulo DAB é
formado, e pela divisdo de dois &ngulos retos pela bissetriz b se trata de outro tridngulo
isdsceles (usa fato implicito b bissetriz de B) e entdo DA=AB. Por fim usa-se ALA para
provarmos que os dois triangulos sdo iguais e que juntos formam um quadrado” (Grupo

6)

e controle parcial

““com base no estudo de paralelismo, nas duas retas r e t paralelas cortadas pelas
transversais p e s podemos concluir a congruéncia dos angulos : 1=4 , 2=3, 5=8 e 6=7 (
pares de &ngulos alternos internos indicados no desenho, 2 e 5 correspondendo aos angulos
retos de vértices A e C e é usada a suplementaridade de angulos)

“t1 é o triangulo DCB e t2 é o triangulo DAB. O segmento DB é comum aos dois e
divide o angulo reto em dois angulos de 45 por uma bissetriz. Por congruéncia de
triangulos LAAo podemos provar que os lados dos triangulos sdo congruentes e assim
provamos que a figura é um quadrado (de fato, é somente a congruéncia de pares de
lados que estd garantida; a congruéncia dos quatro decorre dos triangulos isosceles,
n&do mencionados)” (Grupo 2)

“quanto aos angulos, sdo retos ja que formados por retas perpendiculares
(explicacdo insuficiente). Os lados: os dois triangulos DAB e BCD tem em comum o
segmento BD. Como a reta b é bissetriz de D os angulos em D e B serdo cortados ao
‘meio’ (relativo a B, ¢ fato implicito), logo os dois angulos terdo em D um angulo de 45.
Além disso os angulos em A e C sdo retos (ndo foi demonstrado que C é reto) . Assim
pelo caso LAAo0 podemos concluir que os tridngulos séo congruentes e portanto os quatro
lados também (de fato, é somente a congruéncia de pares de lados que esta garantida; a
congruéncia dos quatro decorre dos triangulos isoésceles, ndo mencionados) ” (Grupo 5)

“quanto aos angulos retos, C e D sdo retos pois as respectivas retas p e s sdo
perpendiculares. Como AD é paralelo a CD entdo sdo iguais e retos os angulos A, B, Ce D
(ndo explicita a relacdo angulos alternos internos). Quanto aos lados, por ALA, sendo
BD comum e iguais os angulos A=C e DBC= BDA (ndo explicita a razdo da Ultima
congruéncia) entdo sdo congruentes os tridngulos BCD e BAD. Logo AB=BC=CD=DA
(de fato, é somente a congruéncia de pares de lados que estd garantida; a congruéncia
dos quatro lados decorre dos triangulos isésceles, ndo mencionados)” (Grupo 8)

® bastante precaria

“CD=AB porque se duas retas p e s sdo perpendiculares a CD, entdo elas sédo
paralelas entre si, portanto a distancia AB é igual a CD (usa implicitamente angulo reto
em A ou B)

Sabemos que os quatro angulos sdo retos através da lei dos angulos alternos
internos, sendo p e s as transversais (muito vago)” (Grupo 3)



Atividade 3

e “Caixapreta” 1l
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e As diferentes tentativas de construcédo (na descricdo dos passos de construcdo destacamos em
negrito a inclusdo de fatos estaveis implicitos)

Grupo 1

Grupo 2

“triangulo, pontos médios do trés lados, retas
perpendiculares aos lados passando pelos pontos médios,
circunferéncia com centro no encontro das retas e
passando por um vértice do triangulo™

Circulo qualquer e triangulo com vértices sobre o circulo

“arco ABC, cordas AB e BC, mediatizes das duas cordas,
ponto de interseccdo das mediatrizes, circunferéncia com
centro neste ponto pasando por A, corda AC”

Grupo R

“triangulo qualquer e dois arcos passando pelos vértices,
de forma alternada”

“tridngulo qualquer; mediatrizes dos lados,
circunferéncia com centro na interseccédo das
mediatrizes passando pelos vértices do triangulo”
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Grupo 4

Circulo qualquer e triangulo com vértices sobre o circulo

“triangulo ABC; pontos médios de AB, BC e CA;
mediatrizes de AB, BC e CA; ponto de intersec¢do das
mediatrizes; circunferéncia de centro neste ponto até os
vértices do triangulo”

Grupo 5

Circulo e triangulo com vértices no circulo

Segmento BC; ponto médio de BC; circulo com centro no
ponto médio passando por B; reta perpendicular a BC
passando pelo ponto médio; ponto A interseccdo da reta
com circulo; triangulo ABC

“tridngulo de vértices ABC, mediatrizes de AC e AB, O
ponto de intersec¢do das duas retas mediatrizes,
circunferéncia com centro em O passando por B

Grupo 6

Triangulo ABC, retas perpendiculares a AB passando por
A e B, circulo de centro A e B passando, respectivamente
pelos pontos B e C.

Neste ponto movimentam o triangulo de modo a Ter
aparéncia de equilatero e prosseguem na construgéo:
mediatrizes do trés lados do tridngulo, circunferéncia com
centro na interseccdo das mediatrizes com raio até os
pontos A, Be C.

“triangulo ABC, mediatrizes dos lados do tridngulo,
circunferéncia com centro no ponto de intersec¢do das
mediatrizes com raio até os pontos A, Be C”
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Grupo 7 *“Desenho de um tridngulo, mediatrizes de dois dos lados
do triangulo, , circulo com centro na interseccao das
mediatrizes e raio em um dos vértices do triangulo™

Grupo 8 “segmentos AB, BC e CA; pontos médios dos trés
segmentos; retas perpendiculares aos segmentos
passando por seus pontos médios; ponto de interseccéo
das retas e circunferéncia com centro neste ponto™

e Os fatos estaveis implicitos e as explicagdes (de natureza empirica ou simples enunciado da
propriedade objeto de demonstracdo, em todos 0s grupos)

Descricao de fatos estaveis Explicacédo Satisfatéria ?
implicitos, a serem
demonstrados
Grupo 1 “0 triéngul9 fica sempre “a_cirgupferéncia_eassa pelos outros Néo,,p_ois
dentro do circulo™ dois vértices do triangulo porque do empirica
centro a qualquer vértice temos o raio.
A construcdo entende com certeza que
se a circunferéncia passa por um
ponto marcado que dista do centro o
raio entdo passa pelos pontos que tem
esta distancia”.

Grupo 2 ““ao criar a circunferéncia do “"f‘? fazer as trés mediatrizes de um Néo, pqis nédo
ponto O até o ponto B, 0s triangulo encontramos um ponto de explica.
pontos A e C também ficaram  interseccdo delas que tera distancias
presos a circunferéncia” iguais aos pontos A, B e C, sendo o

centro de uma circunferéncia. Fazendo
esta circunferéncia com centro na
intersec¢do e passando pelo ponto A,
passaria também pelos pontos B e C”.

Grupo 3 nenhgrr]a clareza quant,o a nenhuma clareza de argumentos
descricdo dos fatos estaveis
implicitos

Grupo 4 ““0 encontro das med,iatrizes “OA e OB sdo raios_,Apor iss_o ,unindo A Néo,’p_ois
nos mostra onde serd o centro e B formamos um triangulo isosceles empirica
da circunferéncia onde o onde OA e OB séo congruentes, assim
triangulo esta inscrito™ como os angulos em A e B. Sendo OC

um raio também AO = OB = OC.
Assim OC, OA e AC formam um
triangulo isdsceles, onde os angulos A
e C sdo congruentes, hem como 0s
lados OA e OC”.




Descricao de fatos estaveis
implicitos, a serem

Explicacédo
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Satisfatoria ?

demonstrados
Grupo 5 ““0 tridngulo quando é “porque os vértices do tridangulo sdo N&o, pois
P movimentado continua inscrito  pontos da circunferéncia” empirica
na circunferéncia”
Gruno 7 ““0s trés vértices do tridngulo  “o centro do circulo fica no encontro N&o, pois ndo
P estdo sempre no circulo e s6 das mediatrizes do triangulo, ponto explica
foi declarado que um esta no este que fica a uma distancia igual de
circulo” todos os vértices”
Grupo 8 “o tridngulo é sempre inscrito  ““o triangulo é sempre inscrito pois o Ndo, pois néo
e conforme aumentamos 0s baricentro (de fato incentro) é o ponto explica

lados( cordas) a
circunferéncia aumenta”

comum entre o triangulo e a
circunferéncia”

e Caixa-preta 2

e Asdiferentes tentativas de construcio

Grupo 7

Tridngulo ABC; bissetrizes dos &ngulos A e C; ponto X
interseccdo da bissetriz do angulo A com o lado BC;
circulo de centro no ponto O, interseec¢do de duas

bissetrizes, passando por X.

“tridngulo, encontro das duas bissetrizes dos &ngulos
internos do triangulo, perpendicular a um dos lados do
tridngulo que passa epelo encontro das bissetrizes,
circulo com centro no encontro das bissetrizes e raio no
encontro da reta perpendicular com seu respectivo lado

do tridangulo. (Grupo 7)
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Grupo 4

Triangulo ABC; bissetrizes dos angulos A, B e C; ponto
D interseccdo da bissetriz do angulo B com o lado AC;
circulo de centro no ponto de intersecdo de duas
bissetrizes e passando por D.

Sob ac¢do de movimento a figura colapsa. O grupo volta a
escolher instancia de desenho tal que o circulo parece
inscrito no triangulo, e empiricamente, mais uma vez
desqualifica a construcéo feito, construindo os pontos de
interseccao do circulo com o triangulo e das bissetrizes
(destacados em vermelho) e observa que séo distintos.

“tridngulo ABC, bissetrizes dos &ngulos A e C,
perpendicular ao lado AC passando pela intersec¢do das
bissetrizes, circunferéncia no ponto O e raio OD (ponto
D nao ¢ especificado)”(Grupo 4)

Gruposleb5

Triangulo ABC; bissetrizes dos angulos A,B e C; ponto
X interseccdo da bissetriz do angulo A com o lado BC;
circulo de centro no ponto O, interseeccdo de duas
bissetrizes, passando por X.

“tracar um triangulo, as bissetrizes dos vértices. Pelo
encontro das bissetrizes (excesso de imposi¢do) tracar
uma perpendicular & um lado qualquer, tragar circulo
com centro no encontro das bissetrizes (excesso de
imposicao) passando pelo ponto de interseccdo da reta
perpendicular com o lado” (Grupo 1)

“tridngulo, as trés bissetrizes, ponto O interseccdo das
trés bissetrizes (excesso de imposi¢do) , perpendicular ao
lado AC passando por O, circunferéncia com centro O
passando no ponto de interseccdo do lado AC com a
perpendicular.”(Grupo 5)
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Grupos 2, 3, 6e 8

Tridngulo ABC; bissetrizes dos &ngulos A,B e C; ponto
X interseccdo da bissetriz do &ngulo A com o lado BC;
circulo de centro no ponto O, interseeccdo de duas
bissetrizes, passando por X.

“tridngulo ABC, bissetriz no vértice C e bissetriz no
vértice A, marcar o ponto O de intersecgéo das
bissetrizes, reta p perpendicular ao segmento AC
passando por O e D ponto de intersec¢do com AC,
circulo de centro O por D”’(Grupo 2)

“tridngulo ABC, bissetrizes dos &ngulos A e C; ponto de
interseccdo O; reta p perpendicular ao lado AC
passando por O; D ponto de intersec¢do da reta
perpendicular com AC; circulo de centro O e raio OD”
(Grupo 3)

“tridngulo ABC, bissetrizes dos angulos de vértices A e
C com ponto de intersecgéo O, reta perpendicular a AC
passando por O, ponto D na reta AC (especificacéo
imprecisa) circunferéncia com centro O e raio
OP”’(Grupo 6)

““segmentos AB, BC e CA, bissetrizes dos &ngulos A e C,
reta perpendicular a AC por interseccao das bissetrizes,
circunferéncia com centro O por P (ponto P néo é
especificado)” (Grupo 8)
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e Fatos estaveis implicitos e explicacfes de natureza empirica ou simples enunciado da
propriedade objeto de demonstracao, em seis dos grupos:

Descricdo dos fatos estaveis
implicitos

Explicacéo

Grupo 1

““a circunferéncia é tangente
aos outros dois lados do
triangulo”

““é tangente porque o encontro das duas bissetrizes esta a
igual distancia dos lados do tridngulo... o0 encontro das
bissetrizes ao lado do triangulo é a medida do raio,
considerando o centro da circunferéncia o encontro
dessas bissetrizes™

Grupo 4

““a bissetriz do terceiro angulo
esta implicita, pois apenas
com duas bissetrizes ja
conseguimos localizar o
centro do circulo. Quando
feita a terceira bissetriz ela
também passara pelo centro™

““a terceira bissetriz também passara pelo incentro pois
todas as bissetrizes se encontram no incentro”

Grupo 5

““a circunferéncia também
passa pelos outros dois lados
do tridngulo”

““a distncia entre O (interseccdo de duas das bissetrizes)
e | (interseccdo da perpendicular ao lado AC passando
por O) forma o raio da circunferéncia, assim como se
houvessem sido tragcadas perpendiculares aos lados AB e
AC passando pelo centro O, os pontos de interseccéo
dessas perpendiculares com os respectivos lados ao
centro O também seriam raios da circunferéncia™

Grupo 6

““a circunferéncia se mantém
inscrita no triangulo e os
lados do tridngulo sdo
tangentes a circunferéncia”

““a circunferéncia se mantém tangente porque o raio é
perpendicular aos lados do tridangulo. As trés bissetrizes
formam seis tridngulos e a altura relativa desses
triangulos é igual ao raio da circunferéncia™

Grupo 7

““a circunferéncia se mantém
sempre tangente a todos 0s
lados do triangulo™

““0 encontro das bissetrizes é o ponto que tem a mesma
distancia de todos os lados do triangulo”

Grupo 8

““a circunferéncia é sempre
inscrita”

““a circunferéncia é sempre inscrita pois esta
tangenciando o segmento AB, de maneira analoga ela
tangencia AC e CB”
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e  Descrigdo de fatos estaveis implicitos, extensdo de desenho e explica¢des na direcao
de argumentacéo dedutiva, em dois grupos:

Grupo 3

Fatos estaveis implicitos:

“devido a uma perpendicular um dos lados ficou fixo a circunferéncia. Os outros dois
lados também ficaram fixos, mas sem a perpendicular™

Explicacéo apresentada:

aplicando movimento a figura constatam empiricamente
“com apenas uma perpendicular passando pelo centro a
circunferéncia ja fica constantemente inscrita™

E feita extensdo de desenho via reta
perpendicular ao lado AB passando por O;
é construido o ponto de interseccdo da
circunferéncia com o lado BC, e aqui ndo se
coloca em questéo a existéncia de tal ponto.
Constroem os segmentos OD, OE e OF

Grupo 2

Fatos estaveis implicitos:

““ao fazer a circunferéncia de centro G passando por E, fizemos essa mesma circunferéncia
passar pelo triangulo sendo que isto ndo foi declarado na construgdo™

Explicacéo apresentada:

“O angulo em E é igual ao angulo em J devido que o0s
dois foram construidos com perpendiculares (deslize
guanto aos fatos declarados pois na construgdo ndo foi
explicitado que GJ é perpendicular a AC). Os angulos em
C séo iguais por causa da bissetriz e o0 segmento GC é
comum aos dois triangulos. Por isso eles sdo
congruentes, pertencendo (quem ?) dessa maneira na

E feita extensdo do desenho via construcéo mesma circunferéncia’

do ponto J como interseccdo do circulo com
0 segmento AC, aqui tendo sido utilizado o
menu “Pontos de intersec¢do™; € construida
a reta GJ.




Atividade 7

Extensdes de desenho
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Grupo ] Grupo 4
Grupo 2 Grupo

Grupo 3 Grupo 6
Grupo 7 Grupo 8
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e Redacdo de demonstragdes, ainda precaria: confusdo entre fatos declarados e
fatos estaveis implicitos e argumentos truncados, faltando concatenacéo logica

Grupo

1

Fazendo a reta rl por P1P2 e as retas r2 e r3 perpendiculares a rl por P1’e P2’temos o trapézio
P1’P2’Q2Q1. Entao usando a propriedade do trapézio que diz que se uma reta paralela as bases passa
pelo ponto médio de um dos lados também passara pelo ponto médio do outro lado. Entdo MT” é
perpendicular a P1P2, assim como r2 e r3. Como a reta MT’ também pasa pelo ponto médio de Q1Q2 ela
passara pelo ponto médio de P1’P2” logo concluimos que T’ e T estdo na mesma reta .

M também é ponto médio de Q1Q2 porque levando em consideracgéo a congruéncia dos triangulos
P1’P1Q1 e P1AB pelo critério LAA0: 0 mesmoacontece com os triadngulos P1AB e AP2B e entdo
Q1P1=AB=P2Q2.

Fazendo a reta r4 ( ndo é explicitado como ) temos o retangulo YQ1Q2X de altura MT (infere-se que a
reta passa por T) ou seja é o raio do circulo C3 (assume que o circulo passa por T) . Como a altura do
retangulo é a mesma ao longo do poligono e sabendo que P1M = MT” e se P1M € o raio do circulo entédo
PIM=MTousejaT=T

Grupo 2

“formamos o trapézio Q1Q2P2’P1’. Sabemos que se um segmento MT’ paralelo as bases tem uma
extremidade no ponto médio a outra extremidade T’estara no ponto médio do lado oposto a extremidade
origem (toma como certo que T’pertence a P1’P2"). E que o0 segmento MT’ é a semi-soma das bases.

M € ponto médio de Q1Q2 porque os triangulos P1Q1P1’e AZ P1 sdo congruentes , P2Q2P2" e A Z P2
Também sdo congruentes e dai Q1P1=AZ=P2Q2

Como os tridngulos TQ2’P2’ e TQ1’P1’sdo congruentes por LAAo assim podemos observar a formacéo
do retangulo Q1Q2Q2’Q1’e como T’ tem origem em M que é ponto médio de Q1Q2 provamos que T’=T

Grupo 3

“Tem uma propriedade dos trapézios que diz: quando uma reta paralela as bases corta o ponto médio de
um dos lados ira cortar o ponto médio do outro lado. Entdo T’ esta no ponto médio de p1’p2’ (quando a
conclusdo deveria ser T esta na reta mediatriz MT’; a concluséo do aluno, se correta, implicaria de
imediato que T = T’ e no entanto ele continua...). Se MT = g2p2’+qglpl’ / 2 entdo conseguimos provar que
T =T (ndo é o que se pode concluir de imediato; é preciso mostrar que esta media é igual a p1p2/2).
Tragando uma perpendicular @ MT por T e com congruéncia de triangulos eu provo isto”. (Grupo 3)

Grupo 4

“Unindo os pontos qlpl’p2’g2 obtivemos um trapézio cuja base média era exatamente MT’(fato visual; a
base média é MT). Fizemos a média aritmética das bases e obtivemos o comprimento de MT’( de fato é o
comprimento de MT). Passamos uma reta perpendicular a T” e por critério de congruéncia LAL o
triangulo 1 congruente ao tridngulo 2 (tal argumento com triangulos foi discutido em aula para
demonstrar a propriedade da base média, e na argumentacdo do aluno fica “solto”) . Imaginamos o
triangulo 1 sobreposto ao 2, formando um retangulo...sendo MT’ a altura do retangulo temos
(abruptamente) MT = MT’ e logo T=T" ”

Grupo 8

“Analizamos toda a figura como um trapézio. Vemos que se T é o ponto médio de p1’p2’ ele também é
cortado por t (reta mediatriz de p1p2) juntamente com M. Portanto temos a figura dividida em varios
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triangulos e entre eles notamos as congruéncias dos triangulos pIMT e p2MT, p1XT e p2YT. Portanto
deduzimos que T = T” uma vez que eles estéo levados as mesmas retas”(Grupo 8)
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e Redacdo satisfatoria de demonstracdo: pequenos deslizes de
linguagem e uso de um Unico fato estavel implicito sem explicacdo, a saber que M é
ponto médio de AB (Grupo 6). Ja a demonstracdo apresentada pelo Grupo 7 é
impecavel.

Grupo 6 “Monta-se o trapézio ABp2’pl’...; tendo como fato
sabido que as bases do trapézio possuem 0s seus pontos
médios passando pela mediatriz de p1p2 (aqui o aluno
assume , sem explicitar oporque, que M é ponto médio de
AB, quando o que se tem declarado é que é ponto médio
de plp2)vem : T e T’ estdo na mesma reta, porém tem-se
que provar que T = T°.Tragamos a perpendicular a p1lp2
passando por A .

Surgem os triangulos (1) e (2) congruentes, (3) e (4)
congruentes .... (s&0 apresentados argumentos que
garantem as congruéncias) Agora, sabendo que MT =
média aritmética de p1’A e p2’B e que MT’ = p1M e que
MT’ é a média aritmética de p1Q (congruente apl’A)e
p2Q (congruente a p2’B) , provamos que MT = MT".”

Grupo 7 Para provar que o segundo trajeto é valido devemos
provar que “TM” é paralelo a ““P1°X”, e que é igual a
“P1M”. Para isso vamos provar que “M” também é
ponto médio de “XY””, que é a altura do nosso trapézio.
Vamos chamar o angulo “XP1°P1” de alfa (¢), olhando
para o tridngulo “XP1'P1” retangulo em “X”,
descobrimos que “XP1P1 " vale (90-¢), entdo o angulo
“AP1Z” vale {180-[90+(90-)]} que é o préprio c.
Sabendo que “P1P1° é igual a ““P1A”’, temos dois
triangulos congruentes por LAA, entdo “P1 X" é igual
“P1zZ e “XP1” igual a “AZ”, e aplicando o0 mesmo
raciocinio nos tridngulos “P2°P2Y” e “AP2Z”, tamhém
vemos que “P2Y” é igual a “AZ”. Ent&o se “M” é 0
ponto médio de “P1P2” ao somarmos a mesma
quantidade de ambos os lados (“XP1” e “YP2”) ele
continuara a ser o ponto médio.

Pelas propriedades de um trapézio, o segmento que

une os pontos médios dos lados, é paralelo a ambas as
bases e tem comprimento igual a metade da soma das
bases. Por isso que “MT” é paralelo a “YP2 ™ e vale
metade da soma de “XP1™” com “YP2"”.

Ja sabendo que “P1Z” é igual a “P1°X” e “P2Z” é igual
a“P2Y”, entdo “P1P2” vale a soma de “XP1™” com
“YP2™” e “P1M” vale sua metade. Com isso provamos
gue “P1M” ¢ igual a “TM”, ambos valendo a média
aritmética da soma das bases do nosso trapézio.




Atividade 4

e Exploracéo empirica
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Grupo 1 Grupo 2
Grupo 3 Grupo 4
Grupo 5 Grupo 6
Grupo 7 Grupo 8
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Argumentacdes dedutivas com pleno controle

Grupo 1 (Gis)

““considere o triangulo DAB; sendo M ponto médio de AB, a reta paralela a BD passando por M cortara
AD no seu ponto médio Q (aqui € utilizado a unicidade de reta paralela e o teorema da base média,
quando bastaria este Gltimo) . Assim MQ é paralelo a BD. Considere o triangulo BCD, temos raciocinio
analogo. Raciocinios anélogos sdo feitos para os triangulos ABC e ADC. Disto concluimos que os lados
opostos de MNPQ sdo paralelos.”

Grupo 3 (Ber)

“um segmento formado pelos pontos médios de dois lados de um triangulo é sempre paralelo ao outro
lado. Ao tragcarmos a diagonal do poligono ABCD obtemos os triangulos ABD e BCD ou ACD e BCD.
Como os dois triangulos tem um lado em comum, e seus dois outros lados tem seus pontos médios ligados
por segmentos , estes segmentos sdo paralelos”

Grupo 5 (She)

“tracando o segmento BD temos os triangulos ABD e CBD. No tridngulo ABD temos M e Q pontos
médios dos lados AB e AD. Ja sabemos que 0 segmento que une os dois pontos médios de dois lados de um
tridngulo é paralelo ao terceiro lado. Logo QM ¢é paralelo @ DB. O mesmo acontece com o triangulo
CBD, portanto NP paralelo a DB. Como QM paralelo a DB e NP paralelo a DB segue que QM ¢é paralelo
a NP. Analogamente se prova o paralelismo de MN e PQ.”
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Falta de controle de fatos estaveis implicitos, perturbacfes na argumentacao

Grupo 1 (Cib)

Construcdo acrescida de retas rl e r2 paralelas a BD passando,
respectivamente, por M e N; retas r3 e r4 paralelas a AC passando,
respectivamente, por M e Q.

“Se duas retas sao paralelas a um segmento BD entdo sdo paralelas
entre si. Pela definico de paralelogramo, se um quadrilatero tem lados
opostos paralelos, ele é um paralelogramo” (Cib)

Grupo 2 (Gla)

Construcdo acrescida de retas u e r passando, respectivamente, por P e Q e
por M e Q, reta t paralela a u por M, reta s paralela a r por P, reta v passando
por M e P. A argumentacdo que segue tem como objetivo mostrar que as
retas t e s passam por N:

““como retas t e u sdo paralelas e v é reta transversal tem-se a congruéncia
dos angulos QPM e NMP (empiricamente é tomado que a reta t passa por
N); como as retas r e s séo paralelas e v € transversal tem-se a congruéncia
dos angulos NPM e QMP (empiricamente é tomado que a reta s passa por
N). Como MP ¢ lado comum aos triangulos PMN e PMQ segue que 0s
tridngulos séo congruentes e assim as retas t e s passam por N (inferéncia
imprépria, além do que este fato ja foi tomado de forma empirica
anteriormente)” (Gla)
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Explicacdo de natureza empirica baseada em medidas

Grupo 2 (Mar)

Construcdo acrescida de diagonais de MNPQ e ndo considera as
diagonais de ABCD e argumentacéo caso particular de ABCD retangulo)

“sabendo que OM=0P e que ON=0Q (validagdo empirica) teremos
angulos alternos internos congruentes entre si na figura MNPQ
(inferéncia sem nexo). Tendo como fato sabido a congruéncia dos
angulos alternos internos (propriedade geométrica objeto de
demonstracdo) temos a igualdade de &ngulos: QPO = NMO e PQO =
MNO e assim temos a congruéncia dos triangulos MON e POQ. Teremos
MN=PQ. A mesma coisa se faz com os outros dois triangulos de MNPQ,
obtendo MQ=NP. Um quadrilatero com lados opostos congruentes tera
também lados opostos paralelos™

Grupo 8(Sil)

“MQ = PN pois sdo congruentes os tridngulos PZN e MZQ por LAL:
MZ=PZ e QZ=NZ (validacdo empirica), angulo O congruente ao
angulo Z. Da mesma forma PQ = MN, porque sdo congruentes 0s
triangulos QOP e NOP (validagéo empirica).Como os lados opostos de
MNPQ s&o congruentes, seus lados sdo paralelos, pois possuem o
mesmo tamanho”

ExplicacBes com inferéncias sem nexo, confusao entre definicdo e demonstracéo

Grupo 3 (Fab)

““se tracarmos as retas r, s, y e w por QM, MN, N e PQ veremos que 0S
angulos opostos sdo congruentes pela lei dos alternos internos, sendo r e
s as transversaisde y e w.”

Grupo 4 (Edu)

“o0 poligono MNPQ é um paralelogramo, por isso as retas séo paralelas.
Porque as suas diagonais se cruzam no ponto médio delas™
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Atividade 5

INSTRUMENTO 1

e Exploracéo

Grupo 1: Grupo 2
F
a=32.2
“o0 instrumento serve para desenhar figuras ““através do ponto L em relagdo com S, mexendo-se
semelhantes, com inclinacdo de &ngulos. Ou 0 ponto S teremos o ponto L também se mexendo
seja, faz figuras que giram em torno de F com mas formando segmentos de angulo coincidente com
angulo a” o0 do instrumento (referindo-se aos segmentos FS e
FL)”
Grupo3 Grupo 4:

““copia figuras com um giro em torno do F com ““serve para copiar figuras girando-as em torno do
um angulo a” ponto F, de acordo com um certo &ngulo” (Grupo4)

Grupo 5 Grupo 6:

0 instrumento copia figuras com determinada ‘o instrumento reproduz o tridngulo (ou uma figura
inclinagdo, sendo este ngulo determinado por  qualquer) com uma inclinacdo ‘a’ referente ao
SAB (...) Gira a figura da ponta seca com angulo tridngulo original”

“a” em relacéo ao ponto F”
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Grupo 7:

Grupo 8:

“copia as figuras com uma determinada inclinacéo,

“gira a figura em torno do ponto F com uma  sendo este angulo determinado por SAB, sendo que

inclinagdo igual ao 4ngulo a”

copia as figuras em torno de F”’

e Propriedades a serem impostas ao instrumento fisico

(Observacéao: o Grupo 2 ndo apresentou os fatos a serem declarados sobre o instrumento)

Fatos declarados insuficientes:

““ a base do instrumento é um paralelogramo™ (Grupo 1)
““ tem um paralelogramo no instrumento” (Grupo 3)

“ ABCF é um paralelogramo e tem dois segmentos, sendo que um de
A aSeooutro de CalL, tendo os angulos SAB e BCL a mesma
inclinagdo” (Grupo 5)

Fatos declarados incluindo fatos estaveis implicitos (sublinhados):
“AB=BC=CF=FA=AS=CL=XY, os angulos SAB, LCB e ‘@’ séo
iguais, também sdo iguais 0s angulos FAB=FCB e AFC=ABC, ou
seja ABCF é um paralelogramo™ (Grupo 6)
“AB=AF=CB=CF=AS=CL=XY, sdo iguais 0s angulos SAB=LCB=a
e SAF=LCF, o ponto F é fixo™ (Grupo 7)

“todas as varetas sdo iguais, &ngulos SAB e LCB s&o congruentes ao
angulo ‘a’, ABCF é paralelogramo™ (Grupo 4)

“ABCF é paralelogramo, AS=AB=BC=CL, sdo iguais os angulos
SAB=BCL=a, 0s lados do paralelogramo sdo todos de mesmo
tamanho™ (Grupo 8)




e Demonstragtes |
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a) demonstracdo particular e depois geral

Grupo 6

E feita a demonstracdo da congruéncia dos angulo SFL e ‘a’ em caso particular.
A demonstracédo de que FS=FL nao é considerada.

“alinhamos o quadrilatero ABCF de modo que se torne um segmento AC de
ponto médio B, isto é, o lado AB fique sobreposto ao AF.O mesmo faremos com
os lados BC e CF. Agora temos trés tridngulos isosceles e os angulos a, x (
LAL = dois Aisdsceles, por isso os angulos congruentes x) e y, 0 qual queremos
provar que é congruente "a ‘a’:

a+2x=180"

a=180"-2x

2x+y=180" = y=180"-2x =y=a

ou seja, de fatoy =a.”

““temos os seguintes dados:O ASAF ¢é isGsceles (FA=AS) e, por isso, possui dois
angulos iguais (x). Como 0 ASAF=AFCL (LAL) entdo o AFCL possui também
dois angulos x. Analisando o AAPS temos os angulos a, x e 180"-a-x (pois a
soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°). O mesmo vale para
0 ACQL (pois ACQL=AAPS).
Analisando o quadrilatero ABCF descobrimos que o angulo do vértice B ¢ igual
ao do vértice A, pois se trata de paralelogramo (angulos opostos congruentes),
ou seja, igual a 2x+y.
Por fim, averiguemos o quadrilatero FPBQ. Esse possui 0s angulos Y, 2x+y,
180"-a-x (OPV) e 180™-a-x (OPV). Sabendo que a soma dos angulos internos de
quadrilatero é igual & 360" temos:

y+2x+y+180"-a-x+180"-a-x = 360’

2y+2x-2x-2a = 360™-180"-180’

2y-2a=0

2y = 2a

y=a,ouseja, defatoy =a”

1

Os grupos 3 e 4 ndo apresentaram producgdo na forma de material escrito.
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b) controle parcial do processo de demonstragéo:

Grupo 1

E feita a demonstracéo da congruéncia dos segmentos FS e FL, mas néo
consideram a congruéncia dos &ngulos SFL e ‘a’, embora sejam
estabelecidas diversas relagdes entre angulos.

“hipoteses: FA=FC=CB=AB=AS=CL
tese: FS=FL

Imediatamente sdo assinaladas na figura diversas congruéncias de
segmentos e angulos

“Demonstracao: “FABC tem os lados opostos congruentes, logo é um
paralelogramo, assim os &ngulos em A e C sdo congruentes. Adicionando
a mesma medida ‘a’ aos dois angulos, a congruéncia se mantém . Pelo
caso LAL, os tridngulos FAS e FCL sdo congruentes. Logo FS=FL.

Como os angulos AFS e ASF sdo congruentes, pois por construcdo o
triangulo AFS é isésceles, e da mesma forma séo congruentes os angulos
FLC e CFL, e sabendo que:

angulo FCL= angulo C+ ‘a’ ; 2. angulo AFS + A + ‘a’ = 180 ; FAS
=A +’a’; 2. angulo CFL + angulo C + “‘a’ = 180; angulo C = &ngulo A
segue que sdo congruentes os angulos AFS e CFL (o que poderia ser

inferido de forma imediata da congruéncia dos triangulos AFS e
CFL)”

c) pleno controle do processo de demonstracéo

Grupo 2

“Hipdteses: FA=FC=CL=AS=AB=BC e angulos SAB, LCB e ‘a’
congruentes

Tese: FS=FL e angulo SFL = angulo SAB

Demonstracéao:

Por LAL sdo congruentes os tridngulos SAB e LCB e assim SB=LB.
Olhando para os triangulos BSF e BLF, por LAL também s&o
congruentes (usa o fato que sendo ABCF losango, a diagonal FB também
é bissetriz) e assim FS = FL.

Usando a congruéncia de angulos indicadas na figura, dada pelos
triangulos isésceles congruentes, no quadrilatero FDBE temos:

(2.x+y) + (180-(a+x)) + (2.x+y) +(180-(a+x)) = 360
donde vemy-a=0ousejay =a”
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Grupo 5

“s@o congruentes os angulos SAB e BCL, por construcdo e sdo
congruentes os angulos FAB e FCB por serem angulos opostos de um
losango. Logo séo congruentes os angulo SAF e LCF. Também temos por
construgdo FA=FC e AS=CL, logo por LAL concluimos que s&o
congruentes os tridngulos FAZ e FCL e portanto FS=FL.

Por LLL sdo congruentes e isosceles os triangulos FAS e FCL temos a
congruéncia dos angulos representados por ‘y’ na figura. Sendo X o
ponto de interseccdo de FS e AB e Y 0 ponto de intersecdo de FL e CB, e
tomando os triangulos SAX e LCY temos a congruéncia dos angulos SAX
e LCY, por construcdo, representados por ‘a’ na figura. Como a soma
dos angulos de um triangulo é 180, temos a igualdade de angulos:
SXA=LYC=180-y-a (é usada de forma implicita a congruéncia dos
triangulos) Olhando para o quadrilatero FXBY temos a igualdade de
angulos FXB=FYB=180-y-a, por serem angulos opostos pelo vértice a
SXA e LYC. Os angulos internos de um quadrilatero somam 360, assim:

x+(2x+y)+2(180-y-a)=360, 0 que nosdax=a”

Grupo 7

“para comprovar o funcionamento do instrumento, devemos provar que
de fato a ponta L constr6i uma imagem de S rotacionada de acordo com o
angulo SAB, em torno de F. Em mildos, provar que sdo iguais 0s
angulos SAB e SFL e que FS=FL.

Olhando para o triangulo AFB, como é isosceles temos sdo iguais 0s
angulos AFB e ABC; da mesma forma no tridngulo FCB temos a
igualdade dos &ngulos CFB e FBC. Assim segue que s@o iguais oS
angulos AFC e ABC. Usando LAL temos a congruéncia dos tridngulos
FAS e FCL e portanto FS=FL.

Quanto a igualdade de LFS e SAB , da congruéncia de angulos em
triangulos isésceles, da propriedade de angulos opostos pelo vértice e do
teorema de 180 podemos escrever quanto ao quadrilatero FDBE, com
soma de angulos igual a 360:

y+(2x+y)+2(180-a-x) = 360
y+2x+y+360+2a-2x=360
2y-2a=0 ou seja y=a”

Grupo 8

“por LAL (FA=FC, &ngulo z+a, AS=CL) temos a congruéncia dos
tridngulos FAS e FCL e portanto FS=FL.
Como o triangulo FAZ é isosceles temos:

2.y+z+a=180.
Como FABC ¢ paralelogramo (angulos consecutivos somam 180) e como
sdo congruentes os angulos CFA e AFS temos:

2.y+x+z =180
Das igualdade concluimos que:

x=a”
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INSTRUMENTO 2
e Exploragéo inicial

Grupo 1 Grupo 2

““0 instrumento amplia objetos™ ““0 instrumento serve para fazer figuras idénticas as
feitas pelo ponto S, pelo ponto L, com tamanhos que
variam conforme aumentamos ou diminuimos o0s

segmentos™
Grupo 3 Grupo 4
“reproduz desenho feito em S ampliado em L” “serve para fazer copias aumentadas, sem nenhuma

rotacdo, de acordo com a média aritmética
(CF+BL) / 2 (grau de aumento da cépia)”’

Grupo 5 Grupo 6

0 instrumento aumenta a figura da ponta seca ha ‘o instrumento ampha tguras, reproduzindo a

média aritmética das varetas CS e BS™ ampliada em L. A figura é ampliada por projecéo. O
ponto F é o foco e projetamos a figura, sendo ela
ampliada a uma distancia d em relacao ao foco™
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Grupo 7 Grupo 8

N&o participou da atividade relativa ao
instrumento 2.

“O instrumento copia figuras maiores que a figura
original. O fator depende do segmento superior e
inferior; aumentando o superior a ampliagdo
aumenta linearmente”

&l

e Propriedades a serem impostas ao instrumento fisico

Fatos declarados insuficientes:

AB=CS, AL=AF, BS=AC (insuficiente) , pontos F, L e S ha mesma
reta (Grupo 1)

“AL=AF, AB=CS, AC=BS” (Grupo 4)

Fatos declarados incluindo fatos estaveis implicitos (sublinhados):

“AB=CS, AL=AF, BS=AC (insuficiente) , pontos F, L e S na mesma
reta” (Grupo 1)

“AL=AF, AB=CS, AC=BS, CS=CF, AB // CS e AC // CS” (Grupo 5)
“FA=AL, CA=SB=BL, FC=CS=AB, CS // AL e FA // BS” (Grupo 6)

“BL=BS=AC, AB=CS=CF, AL // CSBS /I AC, ABCD ¢
paralelogramo, sdo iguais 0s &ngulos BAC=LBS=SCF”" (Grupo 8)

2 Do grupo 2 ndo se tem registro das propriedades.
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a) controle parcial, uso de fatos estaveis implicitos

Grupo 1

“Hipotese: CA=SB=BF , CL= CS=AB e AL=AF (desnecessario)
Tese: L,S e F estdo alinhados e FL/FS=AF/BF

Demonstracao: ACSB é um paralelogramo porque os lados opostos sao
congruentes. Como CS e AB sdo paralelas temos os pares de angulos
congruentes: LCS=CAB, CSB=SBF. Sendo AL // BS tracando a transversal
FS obtemos a igualdade de &ngulos ALF = BSF (usa o alinhamento de
F,S e L). Donde sdo semelhantes os triangulos ALF, BSF e CLF. Dai vem
que por ser a transversal FL a reta que determina os &ngulos nas
paralelas, concluimos que os pontos LS e F estdo na mesma reta
(inferéncia improépria)

Da semelhanca dos triangulos ALF e BSF concluimos que AF/BF =FL/FS”

Tracando uma reta perpendicular a LF passando por S teremos dois
angulos de 90 graus que somados serdo igual a 180, logo F, S e L estdo
alinhado”

Grupo 2

“Hipdteses: BS=AC, BA=CS (insuficiente)
Tese: F,S e L alinhados e AF/BF=FL/FS

Demonstracdo: se mostrarmos que os angulos LFA e LSC séo congruentes
entdo mostramos que LS e F estdo alinhados (inferéncia improépria).
Como CS //AB e a reta FL é transversal segue a igualdade dos angulos
(usa o alinhamento de F,Se L)

De AC//BS e reta s=AB transversal entdo sdo congruentes os angulos SBF
e CAF. O triangulo ALF é is6sceles entdo sdo congruentes os angulos AFL
e ALF. O triangulo BSF ¢é is6sceles entdo sdo congruentes os angulos BFS
e BSF. Usando a relacdo de congruéncia dos &ngulosdos tridngulos ALF e
BSF provamos a razéo de proporcionalidade AF/BF =FL/FS.”

Grupo 4

Grupo 4

Sendo ACSB paralelogramo, CS // AB e CA//SB. Como F esta no segmento
AB (linguagem impréria) AF//CS. Passando uma transversal que corte CS
e AF e que passe por L (imposicdo de fato estavel implicito), temos por
alternos internos a congruéncia dos angulos AFL, CSL e XLY (usa o
alinhamento de F,S e L) . Assim provamos que L,S e F estdo alinhados
(inferéncia impropria)

Por alternos internos (linguagem improéria) mostramos que sdo iguais 0s
angulos AFL=CSL, LAF=LCS, LFA=LSC ... (ndo conclui)”

3

Dos grupos 3 e 7 ndo se tem registro da demonstracéo.
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Grupo 8

“Por que F, S e L séo colineares ? Considerando o paralelogramo ABSC,
seus angulos consecutivos sdo suplementares, logo sdo congruentes oS
angulos CAB, SBL e FCS. Como BS // AF tracando a semireta transversal
FS sdo congruentes os angulos AFS e BSE, sendo E ponto oposto a F
depois de S. Como CS // AL tragcando a semireta transversal LS s&o
congruentes os angulos ALS e CSD, sendo D um ponto oposto a L depois
de S. Entdo sdo semelhantes os tridngulos BLS e CSF (usa os fatos
estaveis implicitos: semireta FS passa por L e semireta LS passa por F)
, logo seus lados homdlogos sdo paralelos e portanto os pontos F, S e L sdo
colineares.

Por que FS/SL = AB/BL ? (a razéo considerada ndo é a mais apropriada

para descrever Como sdo semelhantes os tridngulos BLS e CSF entdo:
FS/SL= CS/BL= AB/BL”

b) controle parcial, perturbacéo de instancia de desenho na argumentacao

Grupo 5

“Temos que sdo isésceles os triangulos SCL e FBS (foi declarado na
construgcdo SC=CL e FB=BS). Logo, visto que os angulos da base sdo
congruentes em triangulos isosceles, CSL=CLS e BFS=BSF. No
paralelogramo ACSB temos que 0s angulos opostos sdo congruentes, assim
BAC=BSC. Como a soma dos angulos do triangulo é igual a 180 graus
temos que os angulos do triangulo FAL somam 180 e pelas congruéncias
de angulos ja vistas BSC+CSL+BSF = 180 e portanto F, S e L estéo
alinhados.

Comparando os triangulos LAF e SBF, os angulos sdo congruentes : F é
comum, L e S, A e B sdo correspondentes em retas paralelas . Por
construcdo AF=AL e BF=BS e portanto AF / BF = AL / BS. Visto que (FL)*
= 2. AF? e FS?= 2.BF? (na instancia de representacéo o desenho escapa
do controle conceitual e os triangulos FAL e FBS s&o considerados
retangulos, o que implicaria FL e FS constantes) e portanto ( AF / BF )?
= (FL/FS)? ouseja AF/BF = FL/FS




c) pleno controle

252

Grupo 6

O quadrilatero ABSC possui lados opostos congruentes temos que
esse quadrilatero é um paralelogramo. Prolongando os segmentos
CS, AB e SB descobrimos através dos angulos alternos e internos
que FCS=CAB=SBL. Agora ligamos os pontos FS, SL e FL e
visualizamos trés tridngulos que sdo respectivamente AFCS, ASBL
eAFAL. Sabemos que o ponto S € comum aos segmentos FS e SL
e temos que provar que S pertence ao segmento FL, para que desse
modo concluirmos que FS, SL e FL sdo colineares e podermos
usar a relagdo entre triangulos.

Sabendo que cada triangulo possui dois lados congruentes temos
que os trés sao isésceles.Também ja provamos que todos possuem
um angulo em comum, que vou chamar de ¢, e estdo entre os
lados que s&@o congruentes, portanto, temos por LAL que
AFCS~ASBL~AFAL. Como se trata de triangulos isosceles
teremos em cada um o um angulo « e dois angulos S tais que
o+23=180°.

O quadrilatero ABSC é um losangulo e seu angulo CAB=¢ logo
CSB=gq, pois é oposto. No AFCS temos que o angulo FCS=« logo
CFS=FSC=p. No A4SBL temos que o angulo SBL=¢ logo
LSB=SLB=4. Por fim examinemos os angulos em que o ponto S
partcipa e teremos:

FSC+CSB+BSL =+ o+ = o+23 = 180° . Entdo concluimos
que os pontos F, S e L sdo colineares e podemos enfim usar o
teorema fundamental da proporcionalidade relacionada com a
semelhancas entre os triangulos.

Quanto a ampliacéo:

(a+ b)a=(c+d)c=(a+b)a=flc,comf=c+d.
c(f/c) =c[(a + b)/a] =f=cala+ ch/a

f=c+cbla =f=c(1+Db/a)

Logo FL é (CA/FC) vezes maior que FS (linguagem imprecisa),
ou ainda, a figura fixada no ponto S é reproduzida pelo ponto L
(CA/FC) vezes maior (linguagem imprecisa).




Atividade 6

e Extensdes de desenho
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Grupo 1 Grupo 2
Grupo 3 Grupo 4
Grupo 5 Grupo 6

Grupo 7 Grupo 8
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Anexo 3 Transcricoes de citacdes

e Capitulo1

Nota de rodapé 5

"The most ancient of the SUPERB (colocado em maidscula pelo autor) theories is the
Euclidian geometry that we learn something of at school. The ancients may not have regarded it as a
physical theory at all, but that is indeed what it was: a sublime and superbly accurate theory of physical
space (...) Why do | refer to Euclidian geometry as a physical theory rather than a branch of
mathematics? Ironically, one of the clearest reasons for taking that view is that we now know that
Euclidian geometry is not entirily accurate as a description of the physical space that we actually inhabit
(...) But that fact does not detract from Euclidian geometry's characterization as SUPERB. Over a metre's
range, deviations from Euclidian flatness are tiny indeeed, errors in treating the geometry as Euclidian
amounting to less than the diameter of an atom of hydrogen!.”

e Capitulo 2

Citacdo 5

“... as a mathematician you can go to any place in the world and, given enough time, you
can convince anyone that 3 is a prime number, or that the 3rd decimal of Pi is a 1, or that Fermat's last
theorem is true. The point is, universal agreement is often easily reached about what constitutes a
mathematical fact (...) mathematical objects are universal and effective, first, because our biological
brains have evolved to progressive internalize universal regularities of the external world, and second,
because our cultural mathematical constructions have also evolved to fit the physical world.”

Citacao 13

“Deductivist style hides the struggle, hides de adventure. The whole story vanishes, the
sucessive tentative formulations of the theorem in the course of the proof procedure are doomed to
oblivion (...)”

Citacdo 14

“(...) mathematics does not grow through a monotonous increase of the number of
indubitably estabilished theorems but through the incessant improvement of guesses by speculation and
criticism, by the logic of proffs and refutations.”

Citacao 15

The mathematician at work makes vague guesses, visualizes broad generalizations, and
jump to unwarranted conclusions. He arranges and rearranges his ideas and becomes convinced of their
truth long before he can write down a logical proof. The conviction is not likely to come early — it usually
comes after many attempts, many failures, many discouragements, many false starts...experimental work
is needed... thought-experiments.”

Citacdo 16

“Une fois j'ai cherché a démonstrer un théoréme et, pendant huit jours, je n'y suis pas
parvenu.. Tous les soirs, la fatigue aidant, je croyais I'avoir démontré, et, au réveil, instantanément, je
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voyais I'erreur dans més résultats de la veille: au septiéme jour, les murailles tomberent et je truvai un
contre-exemple. Le théoréme cherché était faux, et il suffisait de six lignes pour écrire le contre-exemple.
J'ai alors rédigé | 'article ainsi: 'On pourrait se poser la question suivant...C'est manifestement faux,
comme le montre tout de suite le contre-exemple suivant...”

Citacao 17

"Je fasait réguliérement la méme promenade sans progresser d'un millimétre dans mon
probléme, lorsqu'un jour j'eus | ‘impression que tout pouvait se débloquer, ce que je vérifiai a ma table de
travail ... des éléments chaotiques et incontr6lables s'organisaient en un tout cohérent. Le mois qui a
suivi a eté assez pénible car je devais remplacer l'intuition par une démonstration rigoureuse et je
naviguais d'épouvant en épouvant: ne me serais-je pas trompé?...”

Citacao 18

“The schema of construction of a mathematical theory is exactly the same as that in any
natural science. First we consider some objects and make some observations in special cases. Then we
try and find the limits of application of our observations by seeking counter-examples to prevent
unjustified extension of our observation to too wide a range of events (...) As a result we formulate the
empirical discovery that we have made as clearly as possible. After this there comes the difficult period of
checking the reliability of the conclusions obtained. At this point a special technique has been developed
in mathematics (...) This technique is called modeling. When constructing a model, the following
idealization is made: certain facts which are only known with a certain degree of probability or with a
certain degree of accuracy, are considered to be ‘absolutely’ correct and are accepted as ‘axioms’. The
sense of this ‘absoluteness’ lies precisely in the fact that we allow ouserlves to operate with these ‘facts’
according to the rules of formal logic, in the process declaring 'theorems' all that can be derived from
them.”

Citacao 22

Why is there such a big expansion from the informal discussion to the talk to the paper?
One-on-one, people use wide channels of communication that goes far beyond formal mathematical
language. They use gestures, they draw pictures and diagrams, they make sound effects and use body
language...With these channels of communication, they are in a much better position to convey what's
going on, not just their logical and linguistic facilities, but their other mental facilities as
well...Mathematics in some sense has a common language: a language of symbols, technical definitions,
computations and logic. This language efficiently conveys some, but not all, modes of mathematical
thinking".

Citacdo 24

“The style of exposition in this book is somewhat experimental. The most efficient logical
order for a subject is usually different from the best psychological order in which to learn it (...) In a
formal and logically ordered approach to a subject, readers have little choice but to follow passivily
behind the author. (..) As one reads mathematics, one needs to have na active mind (...) The style of
exposition in this book is intended to encourage the reader to pause, to look around and to explore (...) to
take the time to construct his own mental images.”

Citacao 43

“all acts of intellectual crativity are process of reflexive abstraction (...) There is a
transposition from a lower level of intelectual construction to a high level of intellectual construction™
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Citacao 45

“from the psychological point of view new mathematical constructions proceed by
reflective abstraction (which amounts to supposing that all mathematical creations extend mental
developement itself at higher and higher levels)”

Citacao 46

“the body of mathematics is a model of creativity and rests on a process of reflexive
abstraction (...) All of the history of mathematics is a history of reflexive abstraction”

Citacao 47

“it (reflective abstraction) alone supports and animates the immense edifice of logico-
mathematical constructions™

Nota de rodapé 51

“The child does not built systems(...) he thinks concretely, he deals with each problem in
isolation and does not integrate his solutions by means of any general theories from which he could
abstract a common principle”

Citacao 57

"On s'apercoit que la psychologie de la pensée mathématique demeure bien différente des
schémas logiques dont on se contente ordinairement (...) A lire M. Johannot, on est obligé de reconnaitre
sans cesse que, chez I'adolescent comme chez I'enfant, autre chose est de comprendre une opération
effectuée sur des réalités et autre chose est la traduire en un langage abstrait ainsi que d'opérer sur les
seuls signes propres a cettte langue spéciale. Et sourtout on s'apercoit que méme une fois ébauchée, la
construction de la pensée ‘formelle’, c'est-a-dire justement de ce mode de raisonnement qui procéde sur
des ‘'proprositions' et non plus sur des réalités manipulables elles-mémes, il reste a franchir de
nombreuses étapes avant que le sujet puisse assimiler I'enseignement mathématiques (...) Il existe des
paliers successifs d'abstraction, autrement dit des stades intermédiaires entre les premiéres opérations
formelles et celles qui atteignent la généralisation vraie."

Citacdo 61

“Nous nous engagions, au sein d’une psychologie sociale génétique, en essayant de relever
le défi d’une étude empirique de I’alternative: ‘developpement endogene ou transmission sociale?” (...)
avec le projet de mettre en évidence empirequement, par quels processus médiateurs les facteurs sociaux
gu’invoquaint les conceptualisations théoriques, affectaint voire suscitaient ou construisaient les
processus cognitifs”

Citacao 64

“il faut que la déstabilisation porte sur la procédure de résolution elle-méme (...) les
perturbations doivent affecter les maniéres de faire et pas uniquement les résultats auxquels ces dernieres
conduisent™

Citacdo 65

“(...) le type de fonctionnement socio-cognitif mis en ouvre dans I’interaction de résolution,
et que sont efficacité en termes de bénéfices individuels dépendent tous deux du type de fonctionnement
cognitif induit par la situation-probléeme (...) pour obtenir des progres individuels par interaction de
résolution il faut se demander, pour chaque type de progrés cognitif recherché, quelle est la meilleure
maniére de construire la situation problém de telle sorte qu’elle favorise conjointement la mise en ouvre
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des fonctionnement cognitifs modifiables par I’interaction et le fonctionnement socio-cognitif le plus
susceptible de remplir cet office.”

Citacao 67

“Le manque de généralisation (parmi les adultes analphabétes) constitue I’aspect le plus
frappant de nos résultats (...) Le probléme qui nous est maintenant posé est celui du passage de ce mode
de pensée a celui observé chez la majorité des sujets scolarisés (...) L* hypothése que nous avons
formulée est que I’acquisition de notions logiques est determinée par des conditions qui concernent aussi
bien I’expérience au sens strict (empirique) que I‘expérience de relations vécues dans certains contextes
sociaux particuliers. La scolarisation méme est, soit en tant qu’exercice direct d’apprentissage, soit en
tant que pratique de rapports sociaux extra-familiaux, un conditionnement en partie éxtérieur a
I’individu, une discipline mentale spécifique (...)”

Citacao 74

“De grands auteurs comme Vygotsky et Piaget ont fourni des élaborations théoriques
susceptibles de rendre compte de I’intrication de ces processus (psychologiques et de régulation sociale).
Mais chacun a sa fagon , a tendence a privilégier une dimension particuliere.”

Citacdo 80

“...we find ourselves examining on the machine a collection of special cases which is too
large for human to handle by conventional means. The computer is encouraging us to practice
unashamedly and in broad daylight, certain customs in which we indulge only in the privacy of ours
offices, and which we never admitted to students: experimentation. To a degree which never appears in
the courses we teach, mathematics is an experimental science...The computer has become the main
vehicle for the experimental side of mathematics.”

Citacao 84

The traditional epistemology is based on the proposition , so closely linked to the meium of
text — written and especially printed. Bricolage and concrete thinking always existed but werw
marginalized in scholary contexts by the previleged position of text. As we move into the computer age
and new and more dynamic media emerge, this will change (...)

Citacao 88

“Almost all my mathematical thinking is done visually and in terms of non-verbal thougths
(...) Often the reason is that there simply are not the words available to express the concepts that are
required (...) | often calculate using specially designed diagrams (...) it would be a very cumbersome
process indeed to have to translate such diagrams in words (...) | find words almost useless for
mathematical thinkin.”

Citacao 89

“as mathematics gets ever more complex, it becomes increasingly important to have good
tools to supplement our intuition and for communicating our intuitive ideas to others™

Citacao 95

"Students have to learn mathematics as a social knowledge. They are not free to choose the
meanings they construct. These meanings must not only be efficient in solving problems, but they must
also be coherent with those socially recognized.”
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Citacao 107

““le champ de la didactique se rapproche bien de celui d’une science humaine, dont I’objet
n’est pas d’établir des ‘théorémes’ ni des lois, mais bien plutdt d’arriver & mettre en évidence certaines
régularité”

Citacdo 113

“L’éléve apprend en s’adaptant a un milieu qui est facteur de contradictions, de difficultés,
de déséquilibres (...) Ce savoir, fruit de I’adapatation, se manifeste par des réponses nouvelles qui son la
preuve de I’apprentissage (...) La conception moderne de I’enseignement va donc demander au maitre de
provoquer chez I’éleve les adaptations souhaitées, par une choix judicieux, des ‘problémes’ qu’il lui
propose . Ces problémes (...) doivent le faire agir, parler, réfléchir, évoluer de son propre mouvement.
Entre le moment ou I’éléve accepte le probléme comme sien et celui ou il produit sa réponse, le maitre se
refuse a intervenir comme proposeur des conaissances qu’il veut voir apparaitre (...) Les problémes,
choisis de facon a ce que I’éléve piusse les accepter doivent le faire agir, parler, réfléchir, évoluer de son
propre mouvement (...) L’éléve sait bien que le probléme a été choisi pour lui faire acquérir une
conaissance nouvelle mais il doit savoir aussi que cette connaissance est entiérement justifiée par la
logique interne de la situation et qu’il peut la construire sans faire appel a des raisons didactiques.”

Citacdo 115

“La notion d’obstacle est centrale dans la théorie des situations d’une part parce que
I’apprentissage par adaptation qui permet de donner du sens aux conceptes produit en général en méme
temps des conceptions erronées, des conaissances locales qu ‘il aura lieu de remettre en question, d’autre
part parce que ces résistances que sont les obstacles vont nécessiter la construction de situations
didactiques adaptées pour aider les éléves a les franchir(...)”

e Capitulo3

Citacdo 1

“Axioms, definitions, theorems, and proofs have to penetrate as active components in the
reasoning process. They have to be invented or learned, organized, checked, and used actively by student.
Understanding what rigor means in a hypothetic-deductive construction, the feeling of coherence and
consistency, the capacity to think propositionally, independently of practical constraints, are not
spontaneous acquisitions of the adolescent. In Piagetian theory, all these capabilities are described as
being related to age — the formal operational period (...) they are no more than open potentialities that
only an adequate instructional process is able to shape and transform into active mental realities.”

Citacao 2

“Une modélisation met en jeu une certain abstraction du domaine de realité concerné en
ne retenant de ce dernier qu’un certain ensemble d’objets et de relations qui sont représentés dans le
modele. Le modgle ne rend compte que d’une partie du domaine de realité... A chaque modéle est donc
attaché un domaine de fonctionnement dans le domaine de realité dépendant des objets et relations
retenus pour la modélisation.”

Citacdo 4

“...Take the example of the rhomb! Before learning geometry children possess the ‘image’
of the rhomb. They are acquainted with rhombs that are special concrete objects. Now they will
experience what ‘rhomb’ means in the geometrical context. They discover properties of this figure... The
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pupil who has started at ‘level 0’ with undifferentiated visual structures, is now at the first level... The
system of properties of geometrical figures will be organized... However, at this level relations are not a
subject matter as are the properties of figures... At the second level the relations which have been devices
of organizing at the first level will become a subject matter. Here the organizing devices are relations
between relations, mainly of a logical character...the interrelatedness between relations by means of
implications can be used at this level, but they can become a subject matter at the third only(...) Finally at
the fourth level (hardly attainable in secondary teaching) logical thinking itself can become a subject
matter”

Citacdo 11:

“Geometry is the science that deals with the properties of space. It differs essentially from
pure mathematical domains such as the theory of numbers, algebra, or the theory of functions. The results
of the latter are obtained through pure thinking (...) The situation is completely different in the case of
geometry. | can never penetrate the properties of space by pure reflection(...). Space is not a product of
my reflections. Rather, it is given to me through the senses.”

Citacao 18

"(..) in the special case of geometrical reasoning, one has to do with a (...) type of mental
objects which simultaneously posses both conceptual e figural properties. The reason for this profound
symbiosis between symbolic, analytical constraints and figural properties in geometrical reasoning is that
we deal in fact with axiomatic systems It is by resorting mainly to figures intrinsically controlled by
conceptual constraints, that the process of invention in geometry can progress creatively”

Citacdo 19

“The difficulty in manipulating figural concepts, that is, the tendency to neglect the
definition under the pressure of figural constraints, represents a major obstacle in geometrical reasoning
(...)Very often the figural constraints may escape the conceptual control and impose, to the line of
thought, interpretations which are figurally consistent but which are not subject any more to the
conceptual constraints.”

Citacao 23

“... In the special case of geometrical operations, the role of which is just to describe the
spatial figures and their transformations, there is a homogeneity between the symbolized ( le symbolisé)
consisting in spatial operations and the representing symbol ( le symbolisant imagé) which is itself of a
spatial nature: it follows the privileged situation of the geometrical intuition, the double nature of which,
both operational and imaginatory, reaches na intimate synthesis more than any other domain...The
geometrical intuition reaches this adequate synthesis only by subordinating the imagined elements to its
operational nucleus and this subordination implies a development.”

Citacao 29

“C'est le discours démonstratif qui détermine le statut des objects en jeu (..) La
démonstration participe ainsi de la construction de ce que I'on peut appeler Il'intelligibilité des faits
mathématiques.”

Citacdo 30

“It seems clear that we want a proof because (...) if something is true and we can't deduce
it in this way, this is a sign of a lack of understanding on our part. We believe (...) that a proof would be
a way of understanding why (...) the conjecture is true, which is something more than just knowing from
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convincing heuristic reasoning that is is true”

Citacao 33

If 1 did it on a bunch of triangles, and then if | would find it to be all true then 1’d just
accepted it... If you keep doing this like maybe ten more times and it just keeps on doing that, I’d just say
it would just have to be that way...”

deductive proof could be for this triangle ( in the associated diagram), but up here the
satatement says in any triangle. | would have to think of all the other types of triangle, it would be true
for. | coudn’t just do it right now...”

“l would still try it with a lot of different triangles to make sure. After | had seen the
deductive proof, I stil might want to try just to be reassured... I'm always doubting... With just the
deductive proof and no other examples, | would still be kind of skeptical...”

Citacao 35

“hypothéquée par la singularit¢ de I’événement qui la constitue...tributaire d’un
contingente matérial: outil imprécicis, défaut de fonctionnement™

Citacao 38

“L’élaboration de démonstrations requiert une organisation et un statut particulier des
conaissances. Explicitées et acceptées par une communauté qui ne s’autorise plus a aller chercher ou elle
veut les arguments qu’elle utilize, les conaissances doivent constituer un ensemble fortement
institutionnalisé de définitions, de théorems, de régles de déduction, dont la validité est socialmente
partegée. Ce principe est fondateur de la riguer mathématique™

Citacao 39

““L’évolution des preuves pragmatiques vers le preuves intellectuelles et la démonstration,
n’est pas seulement marquée par une évolution des caractéristiques langagiéres, mais aussi par celle du
status et la nature de la conaissance. Les preuves pragmatiques s’appuient sur des savoirs pratiques
essentiellement engagés dans I’action, les preuves intellectuelles demandent que ces conaissances
puissent étre prises comme objet de réflexion ou de débat. Cela correspond a une évolution
classiquement décrite par la psychologie genevoise™

Nota rodapé 43

“l would be grateful if anyone who has understood this demonstration would explain it to

me

Citacao 44

“(...) some day soon, maybe six months from now, maybe sixty years from now, somebody
will write a proof of the four colou theorem that will take up sixty pages(...) Soon after that, perhaps six
months or sixty years later, somebody will write a four page proof, based on concepts that in the
meantime we will have developed and studied and understood. The result will belong to the grand,
glorious, architectural structure of mathematics(...) Efficiency is meaningless. Understanding is what
counts”
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Relativo a nota de rodapé 48

“In the secondary school many geometry problems requiring computation assume an
ability to operate not only with concepts taken separately, but with a system of conceptes. Such problems
demand an awareness of the transition from one concept to another.(...) Such concepts had to be chosen
on the basis of their connections which were given directly in the condition. Let us agree to call them
inferential concepts. Figures corresponding to inferential concepts are formed on the drawings in two
ways. In some problems the figures corresponding to the concepts given in the condition illustrate the
inferential concepts simultaneously(...) Since solution of such problems requires reinterpretation of the
figure in terms of the concept used, we shall call them problems of reinterpreting drawings. In other
problems the figure corresponding to the inferential concept is formed on the drawing as a result of the
interaction of elements of figures given in the condition. (...) Since analysis of the figure corresponding to
the inferential concept demands mental reconstruction of the drawing in these problems, let us agree to
call them problems of reconstructing the drawing™, p.93 e p. 94.

Citacao 51

“In any geometrical representation the perceptual recognition of geometrical properties
must remain under the control of statements. It is the deductive dependence between statements which
determines what the figure can represent. Here we can have a gap between what the figure shows and
what its represents. What the perceived figure shows is what is seen without conscious analysis.”

Citacdo 58

“the student must see both the essential and the inessential, the general and the specific.
He must consciously distinguish these aspects in mastering concepts and theorems.”

Citacao 60

"The integration of conceptual and figural properties in unitary mental structures, with the
predominance of the conceptual constraints over the figural ones, is not a natural process(..) One of the
main reasons that geometry is such a difficult topic (...) is that figural concepts do not develop naturally
towards their ideal form (...) Consequently, one of the main tasks of mathematical education (in the
domain of geometry) is to create types of didatical situations which would systematically ask for a strict
cooperation between the two aspects, up to their fusion in unitary mental objects”

Citacdo 67

“On en voit aisément la raison , si on se représente ce Qui arriverait, en supposant que les
deux cotés AB, AC du triangle ABC, fussent d’abord couchés sur BD, et sur CE, prolongements de la
base BC, et qu’ensuite on les relevat pour réunir leurs estrémités au point A; car allors I’égalité de ces
deux cotés les emoécherait de faire plus de chemin I’un que I’outre. Dons étant joints, ils pencheraient
également sur la base BC. Donc I’angle ABC serait égal a I’angle ACB”

Citacao 78

“Beyond the use of visual phenomena as a catalyst for generating mathematical questions,
tasks must be set up which allow the learner to construct a link between visual and theoretical aspects of
geometry”

Citacdo 81

"Although I have often achieved confidence in the general validity of a conjecture by seeing
its truth displayed while objects undergo continous transformation across the screen (...) this provides no
personally satisfactory explanation of why it may be true (grifado pelo autor) (...). It merely confirms that
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it is true, and, even though the considerations of more and more examples may increase my confidence
even more, it gives no psychological satisfactory sense of ilumination ( ...) It has been my experinece that
the more convinced | become, the more motivated | also become to find out why it is true”

Citacdo 84

“To explain something, we have to explain it in terms of something else. Students may need
to be guided to appropriate explanations (proofs), the production of alternative explanations and their
comparison.(...) in our experience, only after considerable concerted exposure to work of this kind do
students become proficient in constructing their own explanation and critically comparing them. What is
significant, however, is that, when proof is seen as explanation, substantial improvement in students’
attitudes toward proof appears to occur.”

Citacao 87

“(...) very often what the students are seeking is a sense of how the ‘mathematical syste’m
in question works. Such knowledge is often result of ‘running’ the system, not to accumulate outputs as in
an inductive approach, but rather to develop a fell for the system. I call this transformational reasoning
(...) Transformational reasoning is supported by transformational reproductive images or by anticipatory
images. In either case, the problem solver is able to visualize the transformation resulting from an
operation (...) Transformational reasoning involves envisioning the transformation of a mathematical
situation and the results of that transformation (...) is often a sense of understanding how it works.”

Texto da Figura 3.23

“(...) the following proof which was originally offered by a preservice secondary teacher
(Amy) taking a course in college geometry : Amy demonstrated to the whole class how she imagines the
theorem, "The sum of the measures of the interior angles in a triangle is 180." Amy said something to the
effect that she imagines the two sides AB and AC of a triangle ABC being rotated in opposite directions
through the vertices B and C, respectively, until their angles with the segment BC are 90 ( figs a,b) .This
action transforms the triangle ABC into the figure A'BA", where A'B and A"C are perpendicular to the
segment BC. To recreate the original triangle, the segments A'B and A"C are tilted toward each other
until the points A" and A" merge back into the point A (fig ¢). Amy indicated that in doing so she "lost two
pieces" from the 90 angles B and C (i.e., angles A'BA and A"CA) but at the same time "gained these
pieces back™ in creating the angle A. This can be better seen if we draw AO perpendicular to BC: angles
A'BA and A"CA are congruent to angles BAO and OAC, respectively (fig d).”

Citacao 91

“the challange is to construct new pieces of learnable mathematics (based firmly on the
old) wich are learnable because they harness the potential of the new technology.”

e Capitulo 4

Citacdo 2

“L’ingénierie didactique , comme méthodologie de recherche, se caractérise en premier lieu
par un schéma expérimental basé sur de ‘réalisations didactiques’ en classe, c’est-a-dire sur la conception,
la réalisation, I’observation et I’analyse de séquences d’enseignement.”



