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PREFACIO

Esta dissertacdo compreende uma parte da pesquisa
relativa ao plano de mestrado em Ciéncia da Computagdao do
autor. O projeto inicial foi o estudo da manipulagado
computacional de objetos infinitos (listas, conjuntos,
nimeros reais etc.), mas finitadrios. Cedo se reconheceu que a
nogao de objeto parcial serve de fundamentagdo para este
estudo. A nogao de algoritmo precisou ser generalizada,
permitindo-se que algoritmos tivessem computacdes infinitas
ao computar objetos infinitos ou parciais. Estas computagdes
infinitas sdo significativas, no sentido que produzen
resultados parciais, em quantidades finitas de passos, que
convergem para o resultado que computam. Para que o trabalho
pudesse ser desenvolvido no ambito da teoria da recursao
(também chamada teoria da computacgdo), se decidiu primeiro
generalizar a teoria da recursao através da nogdo de nuamero
natural parcial. Este trabalho aborda esta generalizagdo.
Também se reconheceu que objetos parciéis e infinitos podem
ser utilizados para modelar computagdes que envolven
interacdo, possivelmente perpétua, de um usudrio com um
agente computacional. Assim, esta generalizacgdo aproximaria a
teoria da recursdo da pratica da Ciéncia da Computacéo.

Esta investigagdo nao teria sido possivel sem o
estimulo e a colaboragdo de Vanderlei Rodrigues, A.C. da
Rocha Costa, Dalcidio M. Claudio e Benedito M. Acidly.

Este trabalho foi parcialmente financiado pela IBM
do Brasil e pela minha esposa Daniele. Além do financiamento,
a minha esposa forneceu as condigdes apropriadas para que O

trabalho pudesse ser realizado.
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RESUMO

Os nameros naturais parciais sao informagodes
parciais sobre nameros naturais e w. As propriedades
matematicas do dominio de nGmeros naturais parciais e de
fungdes que envolvem este dominio sdo estudadas via o uso da
teoria dos dominios de Scott. A manipulagcdo formal de
naturais parciais é estudada mediante a utilizagdo de um
cdlculo-a tipado com constantes. Relagcdes com a teoria da
recursdao sdo estudadas. E mostrado como fungdes continuas
entre naturais parciais podem representar processos

interativos, possivelmente perpétuos.

PALAVRAS-CHAVE. Objetos parciais e infinitos. Teoria dos
dominios de Scott. Teoria da recursdo. Calculo-A tipado.

Processos perpétuos. Interagdo. Concorréncia.



TITLE: "Partial natural numbers"

ABSTRACT

Partial natural numbers are informations about
natural numbers and w. Mathematical properties of the domain
of partial natural numbers and functions involving this
domain are investigated with the aid of Scott domain theory.
A typed A=-calculus 1is introduced for investigating formal
manipulation of partial natural numbers. Relations with
recursion theory are investigated. It is shown how continuous
functions on natural numbers can represent (possibly

perpetual) interactive processes.

KEY-WORDS. Partial and infinite objects. Scott domain theory.
Recursion theory. Typed A-calculus. Perpetual processes.

Interaction. Concurrence.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho estuda a nocdo de nimero natural
parcial. Os nGmeros naturais parciais sdo as vezes referidos
como lazzy natural numbers na literatura de lingua inglesa
[PAU 87] [GIR 89]. Os nGmeros naturais parciais podem ser
vistos como casos particulares de reais parciais, definidos e
estudados em [ACI 91] com o propdésito de fundamentar
computacdo com nimeros reais.

As propriedades matemdticas dos nlmeros naturais
parciais sdo analisadas. A teoria dos dominios de
Scott [PLO 80] [SCO 82] [SCO 82a] € utilizada como ferramenta
matemdtica para esta andlise. A manipulagdo formal de nGmeros
parciais & estudada através de um cdlculo-a tipado com
constantes [PLO 77], e os resultados obtidos sido comparados
com os resultados da teoria da computagdo cléassica [KLE 52]
[ROG 67] [MAC 78). Em particular, o uso de objetos parciais
permite representar processos interativos, incluindo
processos perpétuos, por fungdes, e representar operagdes
entre processos, como intera¢do, por operacgdes entre fungdes
(TUD 87].

O dominio de numeros parciais estad representado na
figura 1.1.
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Os nGmeros parciais aparecem espontaneamente em
diversos contextos, como teoria dos dominios de
Scott [SCO 89], programagdo funcional [BIR 88], teoria dos
tipos [GIR 89], 1légica da computagcdo [PAU 87)], tipos de
dados [SMY 82], analise dos algoritmos primitivos
recursivos [COL 91]. Porém, ate onde o) autor tem
conhecimento, o nGmeros parciais foram apenas apresentados, e
nunca estudados. Suas potencialidades, aparentemente, nunca
foram expostas. O propdésito deste trabalho é justamente
mostrar as potencialidades dos nGmeros parciais com relacéao
ao estudo matematico de processos computacionais,
principalmente em ocasides onde o mais importante nao é a
determinacdao de computabilidade.

A teoria da computagdo ndo é um fundamento da
Ciéncia da Computacdao, mas um ramo da ldégica formal. De fato,
a teoria da computacdo tem como objetivo formalizar a nogao
de decidibilidade [TUR 36], e, portanto, a nogao de
procedimento efetivo (ver [COS 91a]). Ainda, como é sabido, a
teoria da computagdo tampouco é fundamento da pratica da
Ciéncia da Computagdo, onde ocorrem nogdes importantes como
interacdao, que nao estdo no escopo da teoria da computacao
(ver [COS 91b] [ESC 91a]).

Os numeros ©parciais Ggeneralizam os nameros
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naturais, estabelecendo um elo com a teoria da computagao, e
ao mesmo tempo possibilitando a nogdo de interagdo,
estabelecendo um elo com a Ciéncia da Computagdo (ver
[cOS 91a]).

0 capitulo 2 introduz informalmente e depois
matematicamente a no¢do de nimero natural parcial, e estuda
as suas propriedades. O capitulo 3, analogamente, introduz

informalmente e depois matematicamente a nog¢do de fungao
continua de nGmeros parciais, e estuda as suas propriedades.
O capitulo 4 estuda uma série de fungdes e classes de fungdes
continuas béasicas necessarias para os demais capitulos. O
capitulo 5 estuda a manipulagao formal de nGmeros parciais.
Uma linguagem formal, denominada I, e uma nog¢dao de
computabilidade para esta 1linguagem sdo introduzidas e
estudadas. O capitulo 6 fornece ferramentas para a definigdo
de fungdes nesta linguagem. O capitulo 7 mostra gque as
fun¢gdes recursivas [DAV 58] [ROG 67] sd@o definiveis em II. O
capitulo 8 aritmetiza a linguagem II, Ipermitindo que termos
desta linguagem se refiram, via nGmeros de G&del [ROG 67], a
termos desta linguagem. O capitulo 9 apresenta relagdes com a
teoria da recursdo. O capitulo 10 apresenta as conclusdes,

problemas em aberto e trabalhos futuros.

> Defini¢des e convengdes sdo formadas por paragrafos
precedidos pelo simbolo "p". O inicio destes paragrafos é
precedido por menos espagos que os demais, como € ilustrado
pelo presente paragrafo. As defini¢des ndo sdo numeradas, e
sdao referidas, quando necessario, pelo nGmero da se¢aoc ou
subsegdo em que ocorrem. Os termos introduzidos sdao escritos

em italico.

> Lemas, teoremas e proposi¢cdes que ocorrem na segao ou
subsecdo x sao numerados consecutivamente por x.n. Se um
lema, teorema ou proposicdo que tem um corolario toma
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o corolédrio toma a mesma numeragao x.n. Se ha

numeragao x.n,
tomam consecutivamente as

mais de um corolario, eles

numeracgoes x.n.m.

> O término de uma prova é assinalado pelo simbolo "o"

b sss abrevia "se e somente se'.



14

2  NUMEROS NATURAIS PARCIAIS

A secdo 2.1 motiva a nogdo de nimero parcial,.
através de processos de contagem. A seg¢ao 2.2 discute o papel
de nGmeros parciais em computagdes. A seg¢dao 2.3 introduz
matematicamente a nogdo de nGmero parcial. As segdes 2.4 e
2.5 estudam as propriedades b&asicas dos nGmeros parciais. A
secdo 2.4 apresenta os nGmeros parciais como dominio de
Scott. A segdo 2.5 caracteriza os nameros parciais por
axiomas semelhantes aos axiomas de Peano. Dois principios de

indugdo para numeros parciais sdao estabelecidos.

2.1 Nimeros parciais e processos de contagem

Os nameros parciais estdo associados a processos que se
dao por passos cumulativos. A sequir, eles sdo introduzidos
intuitivamente através de uma analise dos processos de

contagem.

> Dado um aglomerado (conjunto, lista, etc.) de objetos
4, uma regra de selecdo de objetos de A e uma propriedade de
objetos P, uma contagem de A4 & um processo gque, por exame
sucessivo e exaustivo dos objetos de A4, via a regra de
selecdao, determina quantos objetos de A4 satisfazem a

propriedade P.

> A regra de selegcdao & dita justa se cada objeto de A é

selecionado ap6s um namero finito de selegdes.

A regra de selecdo pode ser justa somente se A4 tem

uma quantidade enumeravel, finita ou infinita, de objetos.
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> Como uma contagem é& um processo de enumeragao, se

assume que o aglomerado A4 & enumeravel.

E implicito que o processo de contagem esta

associado a um método de verificar a propriedade P.

> Um objeto para o qual pode ser estabelecido que ele
satisfaz a propriedade P & dito P-objeto, um objeto para o
qual pode ser estabelecido que ele ndo satisfaz a propriedade
P & dito um -P-objeto, e um objeto para o qual ndo pode ser
estabelecido se ele satisfaz ou nd3o a propriedade (sendo
irrelevante se de fato ele a satisfaz ou ndo) é dito
P?-objeto.

> O processo de contagem procede por passos, do seguinte
modo. Em cada passo, caso haja objetos em A4, um objeto é
selecionado e retirado, concreta ou virtualmente. Se um
P-objeto & retirado, se conta "had mais um P-objeto". Se um
-P-objeto ou P?-objeto é& retirado, nenﬁuma acdo é tomada. Se
ndo ha& objetos em A, e se em nenhum passo anterior um
P?-objeto foi retirado, se conta "ndo ha& mais P-objetos". O

Gltimo passo ocorre, se ocorre, quando & constatado que 4 nao

contém (mais) objetos.

> "H& mais um P-objeto" e "ndo hd& mais P-objetos" séao
ditos acgdes de contagem, e sdo representados respectivamente
pelos simbolos s e 3. A seqliéncia de acgdes de contagen
produzidas pelo processo €& dita contagem de A4, onde a
produgao de uma ag¢do de contagem é indicada pela palavra

contar na descrig¢do do processo de contagem.

Se 4 é finito com n P-objetos, e ndo had P?-objetos
em A, entdo a contagem &, claramente, a seqgiiéncia s3. No

mesmo caso, mas se ha P?-objetos, a contagem é a seqiiéncia
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s". Se A contém infinitos objetos, mas uma quantidade finita

n de P-objetos, e a regra de selegdo €& Jjusta, entdo a
contagem €& a seqiiéncia s", também. No mesmo caso, se a regra
de selecdo ndo é justa, a contagem é alguma segiiéncia s",
para m=n. Se A contém infinitos objetos e infinitos

. e e . * . L] w
P-objetos, a contagem & a seqiiéncia infinita s, se a regra

- - .

de selecdo é justa. Aqui w é o primeiro cardinal infinito, e

w " oA L] ' . . -
s denota a seqliéncia infinita de agdes s.

Destas contagens, as da forma §3, corresponden,
entdo, a processos de contagem de A4 que tém sucesso, em um
nimero finito de passos, na determinagdao da gquantidade de
P-objetos de A. Uma contagem s'3 revela que 4 tem "exatamente
n" P-objetos. Contagens da forma s correspondem a pProcessos
que tém um sucesso parcial nesta determinacdo. Uma contagem
s' revela que A4 tem "no minimo n" P-objetos. A contagem ¥
corresponde a sucesso, mas em um namero infinito de passos.
Para cada natural n, & possivel, mediante a observacao de uma
parte finita de sm, saber que a quantidade de P-objetos de A4
ndo & n. Porém, ndo & possivel, medianfe a observagdo de uma
parte finita de sw, saber que a guantidade de P-objetos de A4
é w. Na hipétese de que A é& enumeravel, a contagem completa

s“ revela que A tem "exatamente w" P-objetos.

As observagdes acima motivam a seguinte definigao

proviséria, a ser tornada rigorosa nas secgdes 2.3 e 2.4.

> A informagdao completa "exatamente n" é representada
pelo nuamerc parcial n. A informagdo parcial "no minimo n" &
representada pelo nimero parcial n. A informagdo completa
"exatamente w" & representada pelo naGmero parcial . Os
nimeros parciais sdo todos de uma das formas n,n ou o.

0 . oy " . - .
A contagem s & a seqliéncia vazia, e esta associada

a processos de contagem que nao produzem ag¢des de contagem.
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Esta contagem veicula a informagdo nula 0. A nulidade desta
informagcdo vem do fato de que a sua interpretagdo, "no minimo

0", nao exclui nenhum natural nem w.

-

> A informagdo veiculada por uma contagem ¢ & info(c),
onde a fung¢do info que mapeia contagens para informagdes &

definida por:

+ info(s"4)=n
. info(sn)=£
. infO(Sw)=m

Se info(c)=x, também se diz que ¢ & contagem de x. A fungao

info & bijetiva. Sua inversa é escrita cont.

Uma contagem da forma s° também pode ser vista como
uma parte inicial de uma contagem s"3, s" ou sw, para mzn. As
vezes, uma parte inicial de uma contagem veicula informacdo
suficiente para o propésito considerado, e a contagem nao
precisa ser desenvolvida integralmente. A relagdo de parte
inicial & a relagdo de prefixo entre seqgiiéncias, e a ela
corresponde uma relagdo entre informagdes. Quanto mais é
desenvolvida uma contagem, mais informagdo ela veicula. A
relacao dé "menos informa¢do ou igual" entre nimeros parciais
é escrita <, e satisfaz:

+ X <y sss cont(x) & prefixo de cont(y)

Note que se considera que uma seqiiéncia é& prefixo

de si mesma.

A relacdo < é& definida na secdo 2.4. Ela é dita,
também, relagcdo de aproximag¢do, por que o processo de
expandir sucessivamente uma contagem em direcdo ao seu limite

pode ser visto como um processo de aproximacgao.
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2.2 Computagdes de nimeros parciais

0 .conjunto de fungdes recursivas totais tem a
propriedade de nao poder ser enumerado por uma fungdo
recursiva total. Isto impede que se desenvolva um formalismo
efetivo que consiga expressar as fungdes recursivas totais, e
apenas elas. A solugdao adotada na teoria da recursao é a
introducdao da nog¢dao de funcdo parcial [ROG 67]. Uma fungao
parcial modela algoritmos que, para certas entradas, né&o

produzem saida, por terem computagdo infinita.

A teoria dos dominios de Scott modela fungdes
parciais NSN mediante o acréscimo de um valor 1 aos
naturais, que representa a indefinicdo, obtendo o dominio N;’
Uma fung¢do parcial f£:NoN & representada por uma fungdao total
f:miaml, definida por:

. f(xl,...,xk)=f(x1,...,xk) se X ,...,X €N e f é
definida para (xi,...,xk)
. f(xl,...,xk)=1 caso contréario

O wvalor 1 é& interpretado como auséncia de
informacdo. A teoria da computag¢do nao permite manipular
informagdo incompleta e, em particular, informagdo nula.
Deste modo, as fungdes f:mi»ml gque representam fungoes

. = k & ; :
parciails f:N-»N sao estritas, i.e.:

¥ FAX. oo X)=0 se X =1L ou ... Ou X =1
1 k 1 k

Porém, a teoria dos dominios de Scott admite
fungdes ndo estritas, como o condicional cond:wiewl, definido
por:

«+ cond(0,y,2)=2
+ cond(x+1,y,zZ)=y
- cond(L,y,2)=1
O condicional é& nao estrito no segundo e terceiro argumento
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porque cond(0,.L,z)=z, e cond(l,y,.1)=y. Ainda, & possivel
definir o condicional paralelo pcondzwiawl, nido estrito no

primeiro argumento (ver [PLO 77]), por:

« pcond(0,y,z)=2

« pcond(x+1l,y,2)=y

« pcond(l1,y,2)=1 se y#z

* pcond(L,y,Y)=Y
Em [Nllr as fungcbes de um argumento ndo estritas sao as
funcdes constantes, pois as funcdes admitidas sdo as que

satisfazem:

+ f(1)=y implica f(x)=y, exceto se y=..

Como caso particular de fungdo estrita, a soma
satisfaz, 1+l1=1. Mas, sob certo ponto de vista, 1+1 pode ser
visto como a informag¢do incompleta "diferente de 0" (que &
equivalente a "no minimo 1", e por sua vez & denotada por 1),
pois qualquer ntGmero natural, mesmo que se tenha informagao
nula sobre ele, acrescido de 1 é distinto de 0. Sob este
ponto de vista, fun¢des estritas ndo sdo adequadas. Ainda, ©
dominio N ndo tem informagdes incompletas suficientes, como

"diferente de 0", para dar conta destes casos.

Assim como processos de contagem infinitos podem
produzir informag¢do incompleta ndo trivial, i.e., ndo nula,
computagodes infinitas também podem. Neste trabalho,
computagdes infinitas (de nGmeros) computam um dos nGmeros
parciais 0,1,2,...,0,...,o. O namero 0 corresponde a .I.
Intuitivamente, alguns dos passos de uma computagcdo sdao
indentificados como passos que contam "had mais um" ou "ndo ha

mais".

Do mesmo modo, algoritmos podem manipular
informacdo de entrada incompleta, e a informagcdo de entrada
pode ser dada por um processo andlogo ao de contagem. Assim,
computa¢des infinitas podem aparecer intermediariamente em

INFORMATICA

IRl IOTE

1y t ! " ™ r--
DLV CLA

10N | ¢ '
L2 0 et b
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algoritmos que produzem computacdes finitas, como ilustrado a

seguir.

Pode ocorrer o caso em que f(x) tenha computagao
infinita, mas g(f(x)) tenha computagdao finita. Isto acontece,
por exemplo, se f(X)=« e g &€ a fun¢do que vale 1 se 0O seu
argumento é distinto de 7, e 0, caso contrario. A informagao
incompleta 8 < f(x), gerada em algum passo da computagdo de
f(x), é suficiente para realizar esta compara¢do, que produz

a informagao 1.

Para computar g(f(x)), entdo, nao é possivel
computar primeiro y=f(x) e depois g(y). Isto ocorre por que
f(x) pode ter computacdo infinita, e a computacdao de g(y)

poderia ser postergada indefinidamente, impedindo que
informagao nao nula fosse produzida. Explicita ou
implicitamente, entdo, quando se computa g(f(x)), tem de

haver alguma forma de paralelismo na computagdo de y e g(y),
e algum modo de interagdo entre estas computagdes. Assim, a
operagao de composigdo de fungdes pode ser interpretada como

uma operag¢ao de concorréncia de algoritmos.

Intuitivamente, a computacdo de f(x) pode ser vista
como um processo que, dada uma contagem de x, produz uma
contagem de y, e a computagcao de g(y), como um processo que,
dada uma contagem de y, produz uma contagem de g(y). Neste
modelo intuitivo, h& tres contagens simultdneas na computagdo
de g(f(x)): a de x, a de f(x) e a de g(f(x)). Os algoritmos
que computam y=f(X) e g(y) interagem pela contagem de y.

2.3 O conjunto P de nimeros parciais

Na se¢do 2.1, os nGmeros parciais foram vistos como

informagdes. Uma informagao corresponde a um predicado. Por
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exemplo, a informagdo n corresponde ao predicado ser maior ou
igual a n. Um predicado, por sua vez, pode ser representado
pela sua extensao, i.e., o conjunto de elementos para o qual
ele é verdadeiro. Neste «caso, uma informagdo completa
corresponde a um conjunto unitario. Isto motiva as definigdes

que seguem.

> O conjunto dos naturais 0,1,2,... & escrito N. As
varidveis n,m e as vezes as varidveis x,y,z, correm sobre N.

A cardinalidade de N é escrita w. Os simbolos <, =, >, =
denotam as relagdes de ordem de magnitude usuais em Nu{w}.

> Dado um natural n, os numeros parciais n, n e « sao
definidos por:

* n={n}

* n={meN|mzn}u{w}

© o={w)
O nGmero parcial n & lido "exatamente n". O naGmero parcial n

é& lido "no minimo n".

> O conjunto P de nGimeros parciais & definido por:

+ P=MUMU{w}
onde:

+ M={n|neN}

* M={n|nen)

As varidveis x,y,2 correm sobre P. As variaveis n,m correm

sobre M.

-

> O simbolo (_) também & utilizado para denotar a fungdo
P-»P, definida por:

© X=X se xeMu{w}

=n se X=neM

0 conjunto de chegada desta fungdo é escrito P. Este conjunto



22

satisfaz:

Se os elementos de M correspondem aos naturais, P

corresponde a nlmeros acrescentados aos naturais.

> O conjunto F de nuimeros finitos & definido por:

- F=MuM

Um conjunto ashNu{w} ndo vazio corresponde a uma
informacdo, mas esta informacdo ndo necessariamente faz parte
de P (por exemplo, a={2,4}). Neste caso, & possivel trabalhar
com a menor informagdo em P que inclui a (para o exemplo
acima esta informacdo & 2={2,3,4,...,0}2{2,4}). A operagdo de

fecho definida a seguir determina tal elemento de P.

> O fecho-P de um conjunto asNv{w} ndao vazio & o

elemento ﬁm(a)eP definido por:
. l‘?[P(a)=n{xE[P|x23}

Se aeP, é& imediato que GP(a)=a.

2.4 Estrutura dominio-teorética de P

> A relagao de aproximagao, ou de ordem de informacgao,
<<PxP & a relagdao de inclusdo reversa, i.e.:
* X <y sSss X2y

Claramente < é& uma relagdao de ordem parcial. Esta ordem

parcial estéd representada na figura 1.1.

Intuitivamente, quanto mais elementos uma
informagcdo contém, menos ela informa. O caso extremo & 0, que

contém todos os nGmeros naturais e w, e, portanto, inclui
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todas as informagdes de P, i.e., para todo xeP, 02x. Assim,

X <y pode ser lido "x informa menos que y, ou tanto quanto
y".

0 simbolo < néé deve ser confundido com o simbolo
=, O primeiro denota a relagdo de ordem (parcial) de
informagdo em P. O segundo denota a relagdo de ordem de
magnitude em N. A relagdo = ndo & definida em P, embora em

certas notagdes (cf. segdes 6.6 e 6.7) o simbolo = seja
utilizado para indicar a ordem de magnitude de elementos de N

dados por informagdes em P.

> Um nimero parcial é& dito total sss ele é maximal para
a relacdo de aproximagdo, e propriamente parcial sss ele nao
é total.

Os nlmeros totais correspondem a informacgdes
completas, e, conforme o lema 2.4.1 a seqguir, s3o os da forma

n e o i.e., os nameros parciais que sdo conjuntos unitérios.

Lema 2.4.1. Para todos n,m, X:

' nM<X SSS X=n

*nN<X ssSs X=mensm OuU X=m e n=m ou K=

+ o < X SS55 X=o
Prova. Direta da definicdo de P e <. o
Corolario 2.4.1. 0 < x para todo x. o

O lema 2.4.1 e o corolario que dele decorre nada
mais sdo do que a expressdo matematica da figura 1.1.

mostrada na introdugao.

P A expressao X <y é& lida, também, "x & uma parte de

Y“ 3
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Com esta leitura, um nimero & propriamente parcial
quando ele é uma parte estrita de outro elemento. As partes
de n sdo 0,1,2,...,n,n. As partes de n sao 0,1,2,...,n. As
partes de o sdo 0,1,2,...,n,...,0. Logo, ©Os nameros

propriamente parciais sdo os da forma n.

-

A sequir é introduzida a nogdo de dominio de Scott

[PLO 80], e & mostrado que P, com a relagdao de ordem <, &
dominio de Scott. Isto permite que a teoria dos dominios de
Scott seja utilizada como ferramenta matematica para o estudo

de nGmeros parciais.

> Um subconjunto X de um conjunto D parcialmente
ordenado por < & dirigido sss ele & ndo vazio e todo par de

elementos de X tem um majorante em X.

Intuitivamente, um conjunto dirigido & um conjunto
de partes de um mesmo objeto. Partes que podem ser partes de
um mesmo objeto sdo ditas consistentes. Por exemplo, 3 e 7,
ou 3 e 7 sdao consistentes, mas 3 e 7, ou 3 e 7 sao
inconsistentes.

> Uma ordem parcial (D,<) & completa (cpo) sss D tem um
menor elemento 1 e todo subconjunto X de D dirigido tem um

menor majorante, escrito ||X, dito supremo de X.

Intuitivamente, a operagdo de supremo junta as
partes de um mesmo objeto. Uma ordem parcial & cpo quando nao

faltam objetos, i.e., quando ela & fechada para o operagdo de

juntar partes consistentes.

> Um elemento d de um cpo (D,<) & finito sss sempre dque

d < ||X para um conjunto dirigido X, d < e para algum eeX.

Intuitivamente, um objeto & finito quando ele & uma
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parte elementar. O elemento = ndo é finito para (P,<), pois

o=||{n|neN}, e » ndo é parte de n para neN algum.

> Um cpo (D,<) & algébrico sss, para cada xeD, o

conjunto {d < x|d & finito} é dirigido e seu supremo é x.

Intuitivamente, um cpo é algébrico quando todo
objeto, finito ou infinito, é& formado apenas por partes
finitas.

> Um cpo (D,<) & consistentemente completo sss sempre

que x,yeD tém um majorante, eles tém supremo.

Intuitivamente, se x e y tém majorante, eles sao
consistentes, por ambos serem parte de seu majorante. Um cpo
& consistentemente completo quando quaisquer dois elementos
consistentes formam um objeto, x_ ,y, sem o auxilio de mais
objetos. Neste caso, o objeto x ,y & parte de qualquer
majorante de x e y, i.e., parte de qualquer objeto do qual x

e y sdo parte.

> Um conjunto B & uma base para um cpo (D,<) sss, para

cada x em D, o supremo do conjunto {b < x|beB} é x.

Intuitivamente, uma base de um cpo tem partes
suficientes para formar todos os elementos do cpo, pela
operacdao de supremo. E imediato que os elementos finitos de
um cpo algébrico formam uma base, e que qualquer base de um
cpo algébrico contém os elementos finitos do cpo.

> Un dominio de Scott é um cpo algébrico
consistentemente completo com base enumeravel. No que segue

do texto, D,E correm sobre dominios de Scott.

Intuitivamente, computar um elemento de um dominio
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de Scott & gerar, sucessivamente e em seqiiéncia, partes do
elemento, de modo que toda parte do elemento seja gerada em
algum passo. A existéncia de uma base enumeravel garante que

isto seja possivel.

Teorema 2.4.2. (P,<) & dominio de Scott, com menor elemento

0, conjunto de elementos finitos F e base enumeravel F.

Prova. Os lemas de 2.4.3 a 2.4.7 a seguir estabelecem o

teorema. o

Lema 2.4.3. (P,<) €& cpo.

Prova. O menor elemento de P & 0. Seja X<P um conjunto
dirigido. (1) Se existe um elemento de X maximal em P, entdo
este elemento & o supremo de X. (2) Caso contrario, X<M, e ha
dois subcasos. (2.1) Existe neX tal que, para todo XxeX,
X < n. Neste caso, o supremo &€ n. (2.2) Caso contrario, para
todo neX, existe meX com n < m. Isto &, nenhum elemento de X
majora X, e nenhum elemento de M majora X. Analogamente,
nenhum elemento de M majora X. Como todos os elementos de X
estdo em M, e » majora M, entdo » majora X. Conseqgiientemente,
w & o Gnico majorante de X, e portanto o seu supremo. Logo, X

tem supremo. o

Lema 2.4.4. F & o conjunto de elementos finitos de P.

-

Prova. O conjunto xV={y|y < X}, para xeF, é finito (se x=n
entdo xVY tem 2n+2 elementos, se x=n entdo x¥ tem 2n+l
elementos). Se o supremo de um conjunto X é& xeP, claramente
X<x'Vv. Logo, se o supremo de um conjunto X & xeF, X & finito.
Como o supremo de um conjunto finito X estd em X, se XeF
entdo x & finito. O Gnico nimero parcial que ndo estda em F é
w. Este elemento & infinito, pois o supremo de M & » e nao
existe xeM tal que o < X. Logo, se x¢F, entdo x nao é

finito.
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Lema 2.4.5. (P,<) é algébrico.

Prova. Se x & finito, xe{d < x|d é finito}, e portanto o

supremo deste conjunto é X. Caso contrario, X=o, e

{d < »|d & finito}=M, cujo supremo é «. o

Lema 2.4.6. (P,<) & consistentemente completo.

Prova. As equagdes abaixo mostram como obter o supremo de

dois nameros, para todos os casos possiveis, quando eles tém

majorante:
* N m=n sss n=m (Se n#*m ndo existe majorante)
* n  m=n sss m=n (Se m>n nao existe majorante)
*n o nao existe (n e « ndo tém majorante)
* n ,m=m SSS n=m (Se n>m ndo existe majorante)

* n m=k sss k=max (n,m)

. num=m

* o N ndo existe (o e n ndo tém majorante)

- mun=m

¢ o 0=m, o
Em termos de contagens, dois nameros sao

consistentes se a contagem de um é prefixo da contagem do
outro, e o seu supremo tem a contagem mais longa das duas.

Lema 2.4.7. F & base de P, e F &€ enumeravel.

Prova. A enumerabilidade de F & imediata. Se  xeF,
x=||{b < x|beF}, pois um dos valores para b é x. Caso
contrario, %=, e {b < »|beF}=M, cujo supremo & w. o

O lema acima conclui a prova do teorema 2.4.2. A
seguinte proposigdo caracteriza a operacgdo de supremo de um

modo uniforme.

Proposigdo 2.4.8. Um conjunto ndo vazio X<P é& dirigido sss X

€ nao vazio, e, neste caso, o supremo de X & NX.
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Prova. Similar & prova do lema 2.4.9 adiante. o

> Em uma ordem parcial (D,<), o infimo de um conjunto

XsD é o seu maior minorante, escrito [|X, quando existe.

Em termos de contagens, a operagdo de infimo de
nimeros parciais corresponde a operagdo de maximo prefixo
comum. Assim, o infimo de um conjunto & a melhor informagao
compativel com todas as informa¢des do conjunto.

Lema 2.4.9. Qualquer subconjunto X ndo vazio de P tem infimo,

e este infimo & o fecho-P de UX.

Prova. A prova utiliza implicitamente o lema 2.4.1. Sejam
X1={neu~1|peX}, x2={xeg|xex}. Entdo X € a uniao disjunta de Xe
X,. Se X é vazio, entao X, é nao vazio, e tem um menor
elemento X, pois P & uma cadeia. Logo, para todo x'exa, Xx2x’,
e x=UX=€P(UX). Se X ={n} e X, é vazio, entdo o infimo de X é
n=UX=€P(UX). Se X tem mais de um elemento e X & vazio ou
{w}, seja o menor natural n (para a ordem dos naturais) tal
que neX . Entdo o infimo de X é §=E:.‘EP(UX)==UX. Caso contréario,
X e X sao nao vazios, e X #=. Tome OS menores naturais n e
m tais que neX , meX . Neste caso o infimo é k, onde

k=min(n,m), e ]_t=G’P(UX)#UX, pois X=#P. o

O lema 2.4.10 a sequir mostra como obter o infimo

de dois elementos por casos.

Lema 2.4.10. Se k=min(n,m), entdo:

*nqm =k se n=m=k
= k se n#m

*Bm =mnOR =anm =k

tenETEne =X

Prova. Aplicagdo direta do lema 2.4.1, ou do lema 2.4.9. (a]
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> Dados dominios de Scott D yeeeyD ordenados

respectivamente por PR a ordenagao

< < .
=1 K
coordenada-a-coordenada < em D x...xD é definida por:

. F r » ’
(xi,...,xk) < (xl,...,xk) SSS X £ X7 e X, gk X
Lema 2.4.11. Sejam D ... ,D dominios de Scott, com menores
elementos Lipeeerdy conjuntos de elementos finitos F1' &% ,Fk
e bases .Bl,...,Bk respectivamente. Entao .DRL..ka ordenado
coordenada-a-coordenada & dominio de Scott, com menor
elemento (11,...,lk), conjunto de elementos finitos F}x...xF;
e base B x...xB .
1 Kk
Prova. Ver [PLO 80]. o

> No que segue do texto, qualquer produto cartesiano de
dominios €& utilizado implicitamente <com a ordenagao

coordenada-a-coordenada.

2.5 Estrutura nimero-teorética de P

> A fungao sucessor succ:P-P & definida por:

*+ succ(n)=m se m=n+1
*+ succ(n)=m se m=n+1
+ succ(w)=w

=

A expressdao succ(x) também €& escrita x+1.

A fungdo sucec €& a contrapartida natural, em um
sentido matemdtico preciso definido na se¢dao 3.4, da fungéao
sucessor N-N, n—n+l. Intuitivamente, 1 & uma contagem de x
sss sg € uma contagem de succ(x), i.e., a contagem de A4
veicula informagdo x sss a contagem de Au{a}, para a¢4,
veicula informagcdo x+1, quando a regra de selecao é justa

(cf. secgao 2.1).
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Uma conseqiiéncia imediata desta definicdo & que:

+ n=succ" (0)
+ n=succ’ (0)
. m=succk(x) sss X=w, para todo KkeN

0 seguinte teorema mostra como  construir

axiomaticamente os nimeros parciais.

Teorema 2.5.1.
* 0,0,0 sdo elementos distintos de P

« P & fechado para a operagao sucessor, i.e.:

+ Se XeP, entao succ(x)elP

+ 0 e 0 ndo sao sucessores, i.e.:
+ O0#succ(x)=0

+ O Gnico sucessor de si préprio é », i.e.:
* SUCC(X)=X SSS X=o

+ succ & injetiva, i.e.,
+ succ(x)=succ(y) implica x=y

- P &€ o menor conjunto que contém 0,0,» e & fechado para

a operagao sucessor (indugao em P, ou indugao forte):

+ Se
« AcSP
+ 0,0,wed
- A & fechado para a operagao sucessor,
entdo
+ A=P

* 0,0eF e F & fechado para a operagao sucessor

-

+ F & o menor conjunto que contém 0,0 e & fechado para a

operacao sucessor (inducado em F ou indug¢ao fraca)

Prova. A prova & rotineira, e & omitida. A propriedade de

indugcdo em P (F) é provada por indugdo em N nos casos de
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P (F). o

A inducdo em P é utilizada para provar propriedades
de nlUmeros parciais do seguinte modo. Dada um propriedade P
de numeros parciais, para provar que P(xX) para todo X,
provar:
* P(0), P(9), P(=)
« P(x) implica P(succ(x))
A indugdo fraca é utilizada analogamente para
provar propriedades em F.

O lema 2.5.2 a seguir mostra que & possivel definir
fungdes e realizar provas por casos 0,0 e xX+1, ao invés dos

casos n,n e o.

Lema 2.5.2. Todo xXeP & de uma das formas:

-0 ou
+ 0 ou
+ succ(x’) para um Gnico Xx’eP

Prova. Imediata. o

> A funcdo predecessor pred:P-P & definida por:

- pred(0)=0
.- pred(0)=0
- pred(succ(x))=x

-

A expressdo pred(x) também é escrita x-1.

E imediato que esta funcdo satisfaz:

+ succ(pred(x))=x sss x#0 e x#0

O lema 2.5.3 abaixo caracteriza a operagdo de

infimo por casos 0, 0, X+1.
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Lema 2.5.3. Para todos x,y:

*Onx =xn0 =0
+ 00 =0
* 0 (%41) = (x+1) 0 =0
© (X41) q (Y41) = (XY)+1
Prova. Aplicagdo direta do lema 2.4.10 e da definigdo da

fungdo sucessor, por casos n,n e » em X. o
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3 FUNCOES CONTTNUAS

Este capitulo introduz e estuda a nog¢do de fungao
continua entre dominios de Scott (em particular, P e IP"). A
secdo 3.1 motiva a nogdo de continuidade para fungdes entre

nimeros parciais. A seg¢do 3.2 apresenta a nogcao de
continuidade e as propriedades fundamentais das fungdes
continuas. A segdo 3.3 mostra que fungdes continuas PSP
podem ser vistas como informagdes sobre fungdes parciais
NSN. A secdo 3.4 define modos de estender fungdes parciais
N‘>N para funcdes continuas P*>P.

3.1 Mapeamentos entre contagens

Esta sec¢do motiva intuitivamente a nocdao matematica de
continuidade para fun¢des de nameros parciais, e continua a
discussdo iniciada na seg¢do 2.1.

> Um mapeamento entre contagens & um processo que produz
uma contagem em fung¢dao de uma contagem observada. A contagem
observada é& dita contagem de entrada; a produzida, contagem
de saida. Como contagens podem ser infinitas ou inacabadas,
as acoes de contagem de entrada @ saida ocorrem
simultaneamente, ou entrelacadas. Considera-se que a contagem
de saida depende apenas da contagem de entrada, nao
dependendo, por exemplo, do entrelagamento particular entre
as ag¢bes de entrada e saida. No caso geral, pode haver mais

de uma contagem de entrada.

Por exemplo, o processo que multiplica por 2 a

contagem de entrada pode ser descrito do seguinte modo. Para
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cada s de entrada, produzir dois s de saida. Se ocorre 3 na
entrada, produzir 3 na saida. Note que o entrelagamento ndo é

especificado.

> Uma fungcdao f:P->P especifica abstratamente um
mapeamento entre contagens sss para toda contagem de entrada
I que produz contagem de saida n, f(info(z))=info(n).

E imediato que a fungdo que especifica

-

abstratamente o processo descrito acima é f:P-»P tal que:

« f(n)=m se m=2n
« £f(n)=m se m=2n
+ f(w)=w

Como outro exemplo, considere o processo descrito a
seguir. Seja kelN fixo. Se ! & prefixo da contagem de
entrada, ou a contagem de entrada é sﬂ, produzir s na saida.
Se a contagem de entrada é ﬁ;, para j<k, produzir 4 na

saida. A funcgdo g:P-P que especifica este processo satisfaz:

* g(n)=1 se nzk
=0 se n<k
* g(n)=1 se n>k
=0 se n=k
* g(=)=1

Intuitivamente, g(X) realiza a comparagdo x=k. A resposta 1
significa "sim", a resposta 0 significa "ndo", e a resposta 0
significa "nao sei". Mas, ao invés de dizer explicitamente
"ndo sei", o processo se limita a ndo responder, causando o
mesmo efeito. Assim, uma interpretagdo para 0 é& informagao

nula por auséncia de resposta.

Estes dois processos, intuitivamente, podem ser

realizados.
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Uma questdo importante é:

* Quais sdo as condigdes minimas necessarias para que

- k : . . -
uma fung¢do P 5P seja realizavel, sem consideragao das
limita¢des que decorram de uma anadlise de processos de

cdlculo (computabilidade)?

-

Esta questdo é discutida em detalhe em [ESC 91]. Tais
condigdes sdo ditas limitagdes externas, uma vez due podem
ser estabelecidas apenas mediante a analise dos modos de
comunicacao entre agentes computacionais. Se assume que em
uma quantidade finita de a¢des de comunicagdo é& comunicada
uma gquantidade finita de informagcdo, onde a nogdo de
quantidade finita de informagdo & formalizada pela nogao de
elemento finito de dominio de Scott.

A seguir €& mostrada uma fungdo gque nao ¢&,

intuitivamente, finitamente realizavel. Seja h:P»P definida

por:
- h(n)=0
© B(m)=0
* h(=)=0

Um processo que implementasse h, se calaria quando a entrada
fosse uma contagem finita, e produziria 3 quando a entrada
fosse uma contagem infinita. Para realizar este processo,
seria preciso examinar completamente uma contagem infinita, e
depois produzir a saida. Logo, h ndo é finitamente
realizavel. Isto leva a seguinte condigdao necessaria para
realizabilidade finita de funcgdes P >P.

Um mapeamento entre contagens é finitamente

realizavel somente se:

+ Partes finitas da contagem de saida dependem apenas de

partes finitas das contagens de entrada.

Conseqglientente, uma fungao £: PP especifica
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abstratamente um processo finitamente realizavel somente se,

k
para XeP :

+ Partes finitas de f(x) dependem apenas de partes

finitas de x

Na seg¢do que segue, a nogao de realizabilidade

finita é formalizada pela nog¢do de continuidade.

3.2 Continuidade
> Sejam (D1'51) e (92'52) dominios de Scott.

> Uma fungao f:D{ng € continua em xeD sss, para todo
yeD, finito:
.y sjf(x) sss existe x’ <X finito tal que y ng(x’)

A funcao f é& continua sss ela & continua em todos os pontos

de D .
1

Uma fungdo é continua, entdo, quando partes finitas

do seu valor dependem de partes finitas de seu argumento.

b Uma funcgao f:D{ﬂ% € monotdnica sss para todos x,yeDl:
* XLy implica f (x) 52f(y)

Intuitivamente, uma fungdao & monotdnica se, quando

lhe é fornecida mais informacdo, ela devolve mais informagao,

ou igual.

Lema 3.2.1. Fungdes continuas sdao monotdnicas.

Prova. Imediata da definigdo de continuidade. o

Lema 3.2.2. Qualquer fun¢ao monotdnica £:D -D, é continua em

X para x finito.
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Prova. Tome x’=x na definicdo de continuidade. o

Corolario 3.2.2. f & continua sss f & continua em x para todo

¥ infinito. o

0 lema abaixo caracteriza fungdes continuas como

aquelas que preservam supremos de conjuntos dirigidos.

Lema 3.2.3. Uma funcéao f:D;ﬂz é continua sss ela &

monotdénica e, para todo XED1 dirigido:

« £, X)=|J {f (x) |xeX}

Prova. A premissa de monotonicidade serve para garantir que,
se X<D é dirigido, {f(x)|xeX}£D2 é dirigido e, portanto, tem
supremo. Assumindo que o supremo existe, se prova que f é

monoténica. Ver [PLO 80]. o

Lema 3.2.4. Seja F o conjunto de elementos finitos de D, .
Uma func¢dao monotdnica f:F}aDz tem uma Gnica extensdo continua
g:DleDz.

Prova. g & continua sss g(x)=LJ{g(x’)]x’eF},x’ < ¥F¥s o

Corolario 3.2.4. O valor de uma fun¢do continua P P para um
argumento-(xl,...,xk) em gque um ou mais X i=1,..,k, sdo = é
determinado de modo Gnico pelos valores da fungdo para
argumentos (yi,...,yk) para Yy ,...,Y, na base de P (F=P-{w}).

-~ k on .
Prova. Uma fungao F -»P tem uma uUnica extensao continua para
k
P -P. B

O lema 3.2.5 abaixo mostra qual & a condig¢do que a

continuidade impde para f (o), com f:P-D.

Lema 3.2.5. Uma fungdo f:P-D & continua sss ela & monotdnica
e:
+ £(w)=[]|{£(n) |neN}
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Prova. Aplicagado do lema 3.2.3 com X=M. 0

O lema 3.2.6 abaixo permite aplicar o lema 3.2.5
. & k
acima para funcodes f:P -D.

Lema 3.2.6. Uma funcdo de mais de um argumento é continua sss

ela & continua em cada argumento.

Prova. A ordenagao em um produto cartesiano é

coordenada-a-coordenada.

> O conjunto de fungdes continuas D -D, é dito espacgo de
fungdes continuas de D para D, e é escrito [D-D,].

> A ordenagdo ponto-a-ponto < em [D-D)] & definida por:

« f < g sss f(x) %g(x) para todo ;nED1

Lema 3.2.7. Se D1 e D2 sdo dominios de Scott, entéo [D{+D2]
ordenado ponto-a-ponto & dominio de Scott, com menor elemento

a funcao constante de valor L.

Prova. Ver [PLO 77]. o

Lema 3.2.8. Se F & um subconjunto dirigido de [D1_)Dz]’ com
supremo f, entédo f(x)=|_|2{g(x) |geF} .

Prova. A ordenagao de [D{ﬂg] € ponto-a-ponto. o

> Se dl, d2 sdo elementos finitos de D1 e D2

respectivamente, entéao (d;=xg) é o elemento de [D{enz]

definido por:

]

. (di=rd2) (x) a::!2 se d1 Z x

=L caso contrario

Lema 3.2.9. Os elementos finitos de (D~D,] sao todos
supremos de conjuntos finitos de elementos da forma (d;=xg),
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com d ,d, elementos finitos de D ,D, respectivamente.

Prova. Ver [PLO 80]. o
A seguir é analisado em que sentido uma fungdo P-P
continua & considerada finita, além do sentido abstrato

definido na secdo 2.4.

Em primeiro lugar, note que (X=Y) (X)=y. Para
outros valores x’ distintos de x, esta fungdo vale 0, a
informag¢do nula, a menos que X < X’. No Gltimo caso a fungao
também vale y. A excessdao € inevitavel, pois, caso contréario,
a fun¢do (x=y) ndo seria monotdnica. Assim, (x=y) pode ser
visto como um elemento do grafo de uma fungdo. A operagao de
supremo, no lema acima, "junta" elementos de grafo. De acordo
com o lema 3.2.9 acima, uma funcdo & finita se ela é& formada
por uma quantidade finita de elementos de grafo. Como caso
extremo, a funcao constante 0 & unicamente caracterizada pelo
elemento de grafo (0=0), sendo finita.

Outro exemplo mais complicado & a fung¢do continua
f:P-P definida por:

«+ f(n)=1 se n<2

=0 caso contrario
- £(n)=0 se n<2

=0 caso contrario

Como f & continua, f(x)=0, pelo lema 3.2.5. Uma vez que
f=(0=1)  , (1=1) ,(2=0), a fungdo f & finita. Note, ainda,
que f é& uma funcdo maximal. Logo, em P-P existem fungodes

maximais finitas.

Lema 3.2.10. Uma fungdo f:P-P & finita sss existe n tal que
f(n) & finito, f(x)=f(n) para todo x tal que n < X, e para

todo m=n, f£(m) & finito.

Prova. (Se) f=(0=£(0)) ...y (N=1=f(n-1)) , (n=£(n)).
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(Somente se) Caso contrario, f ndao poderia ser o supremo de

um conjunto finito de elementos da forma (x=Yy). o}

Corolario 3.2.10. Existem f,g:P-P tais que £ & infinita, g é

finita e £ < qg.

Prova. Tome f=||{(n=0) |neN} e g=(0=0). o

Logo, em dominios de Scott, existem partes que sao
mais complexas que o todo.

-

Lema 3.2.11. Uma fun¢do continua f:P-»P & maximal sss:

- £f(n) é& maximal
« £(n)=[]{£f(m) |n < m}

Prova. Se a primeira afirmacdo ndo valesse, f(n) poderia ser
aumentado, sem prejuizo de continuidade, o que contradiria a
maximalidade de f£. A segunda afirmagdo vale pela
monotonicidade de f£. O infimo acima & o valor mais definido y
tal que y < f(m) para todo m tal n <m. Para que f seja
monotdnica, €& necessario que f£(n) gly < f(m) para n < m.
Logo, o valor mais definido que f(n) pode assumir & y. O
valor de f(w) & determinado pelos demais valores de f(x) e

pela continuidade de £, conforme o lema 3.2.5. o

Corolario 3.2.11. Os valores de uma fungdo continua maximal
f:P>P dependem apenas dos valores que a fungao assume para

neM. o

Lema 3.2.12. Uma fungao f:P-P finita & maximal sss existe n

-

tal que f(n) & finito maximal, e para todo m=n, f(m) & finito

maximal.

Prova. Aplicacgdo dos lemas 3.2.10 e 3.2.11. o
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3.3 Fungdes continuas como informagdes
Assim como um nimero parcial & visto como uma informacgao
sobre um natural ou w, uma fungao £:F P pode ser vista como

uma informagdo sobre uma fungdo total ou parcial £:NON.

> Uma fungao £:P5P & dita informagdo sobre uma fungao

f:Nkam, escrito fef, se, para todos ni,...,nkem, xl,...,xkeP:
*nex ,...,nex e f é definida para (n,...,n)
implica f(n,,+..,n )ef(x ,...,X )
1 K 1 K
Isto &, se X,...,X sdo informagdes sobre D eee,n
respectivamente, entdo £(X /... /%) é informagdo sobre
f(nl,...,nk}.

=

A notagd@o fef é utilizada por analogia & notacao
x€eX, que significa que x €& uma informagdao sobre x. De
imediato, a fungéo P*5P de valor constante 0 é& informagao

sobre qualquer funcgdo mﬁmh mas esta informagdo & nula.

Suponha que £(3)=0 e f(3)=1, e que fef. Entao,
necessariamente f(3)=0, pela primeira equacdo. Mas, pela
segunda equagao, f(n)=1 se n=3, o que & uma contradigao. Isto

ocorre porque f ndao & monotdnica.

Conforme a discussdo acima, a monotonicidade de f£
; O = K =
pode ser vista como a sua coeréncia. Uma funcdo P ->P nao

monotdénica & uma informacdo contraditéria.

v Deste ponto em diante, a notagcdo fef é utilizada

apenas quando f é& continua.

Suponha que f é definida por:
+ f(n) & indefinida se n<3
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« f(n)=1 se nz3

e que f & definida por:
« f(n)=1

-

Se n<3, entdo a afirmag¢do nex e f é definida para n é falsa,
e, portanto, implica na afirmacdo f(n)ef(x). Por outro lado,
quando nz3, a afirmacdo nex e f é definida para n vale quando
3 X. Neste caso, f(x)=1 ou f(X)=0. Como lel e 1le0, f(n)ef(x).
Logo, fef. Mas a informagao que f fornece sobre f nao é a
melhor possivel. A informagdo £(3)=0 ndo & incorreta, pois
f(x)e0 para todo xe3. Mas a informagdo f(3)=1 seria melhor,
porque f(x)el para todo xe3. A informagdo f£(0)=1 também nado &
incorreta, porque ela indica que se f fosse definida para O,
o seu valor estaria em 1={1}. Mas f ndo é& definida para 0. Se
f(1) fosse o, o fato de que f naoc é& definida para 0 seria
indicado por £, pois uma tentativa de estimar o valor de
f(0), via £, levaria a contradigdao (especificamente, new),
mostrando que este valor ndo existe, pois nenhum natural esta
em o={w}. De acordo com este ponto de vista, a fungcdo que

melhor informaria sobre f seria g tal que:

* g(n)=w se n<3
=1 se nz3
* g(n)=0 se n<3
=1 se nz3

Tal funcgdo g satisfaz f g.

A propriedade que g tem que a distingue das demais

f tais que fef &€ que g & uma funcdo maximal.

Assim, a maximalidade de uma fungdo f pode ser
' = k P . Py
vista como a sua completeza. Uma fungao P -»P nao maximal é&

uma informag¢do gque pode ser melhorada.
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3.4 Extensdoes de fungdes parciais N“>N para fungdes

’ k
continuas P -P

> A restrigao para N“5N de uma fungdo continua £:P5P é a

funcdo parcial £:N5N definida por:

+ f & indefinida para (x1,...,xk) se f(x1,...,xk)ey’_

. f(xl,...,xk)=y se f(xl,...,xk)zye[M

Por exemplo, a restrigdao da fungdo x—X & a funcgao
parcial N-N totalmente indefinida. Em geral, se f:P-P &
qualquer, a restricdo da fungdo x—f(x) & a fungao totalmente
indefinida. A restrigdo da fungdo succ é a fungdo x>x+1.
> Uma extensao para P*>P de uma fungao parcial £:NSN é

qualquer fung¢do continua f :P 5P cuja restrigao é f.

0 exemplo acima revela que a fungdo parcial
totalmente indefinida NN tem infinitas extensdes para P-P
(ndo enumeraveis).

Proposigao 3.4.1. Se £:P*5P & uma extensio de f:[Nk-HN,
entdo fef.

-

Prova. A prova é& feita para k=1. Se f & uma extensdo de f e

f(n)=m, entdo f(n)=m. Como nen e mem, fef. o

ol ; k
O primeiro modo considerado de estender N -N para
k ' . . . -
uma fun¢do P P consiste em atribuir a informacdo nula aos

-

novos pontos da fung¢do e aos pontos em que ela & indefinida.

> A extensdo trivial de uma fungao £f:NoN é a funcgao
£:P5P tal que:
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'f(nl,...,nk)=m se f(nl,...,nk)=m
=0 se f & indefinida para (nl,...,nk)
-f(xi,...,xk)=g se xleg para algum i=1,...,k

De imediato, uma extensdao trivial é continua. A
extensao trivial f de uma fungdo f é a extensdo minimal, no
sentido que, para toda extensdo f’ de f, £ < f’. Entdo:

. f=f]{f’]f‘ é continua e f’ é extensdo de f}

A extensao trivial da fungdo indefinida & a fungéo
constante 0. A extensdo trivial da fungdo identidade é a
fungao £ tal que:
«+ f(n)=n
- £(n)=0
+ £(=)=0,

-

que ndo & uma fun¢do identidade.

0 segundo modo considerado de estender fungdes
£ 2NN para £f:P*5P consiste em atribuir a melhor informacgéao
possivel para os novos pontos, e » nos pontos em que f &
indefinida (vide g na secdao anterior 3.3 e teorema 3.4.4
adiante). Note que, nos pontos em que f & indefinida, é
possivel apenas pér um valor de P para £, pois, caso
contrario, a restrigdao de f nao seria f.

> A extensao natural de uma fungcdao f é sua extensao

continua maximal. A extensdo natural f de f satisfaz:

« f=||{f’'|f’ & continua e f’ é extensdo de f}
O lema 3.4.2 abaixo mostra que £ & bem definida.
Lema 3.4.2. Se F &€ um conjunto de extensdes continuas de uma

N K - 3 PR y
fungdo f:N->N, entdao F é dirigido e seu supremo & uma

extensao de f.
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Prova. A prova é desenvolvida para o caso k=1. Se f & definida
para n e f(n)=m, entdao f(n)=m para
toda feF. Caso contrario, f(n)eP para todo feF. Como qualquer

subconjunto de P tem supremo, o supremo de F existe. Se f é

definida para n e f(n)=m, entao:

« (UF) (n)=|] {£(n) | feF} (lema 3.2.8)
=U {m}:m

Pela definicdo de extensdo, o fato de f ser ou nao uma
extensdo de f depende apenas dos valores que f assume para
neM tal que f & definida para n. Logo, o supremo de F & uma

extensao de f. o

A extensao natural da fungao identidade NN & a
identidade P-P. A extensdo natural da fungdo totalmente

indefinida N-N é a funcdo constante .

Proposigao 3.4.3. As extensdes naturais das fungodes
succ:xwx+1 e pred:0-0,x+1-x sd3o as funcdes succ e pred
respectivamente. '

Prova. succ & uma extensdo de succ. succ & maximal pois (1)
para pontos neM, succ(n)eM, e portanto nao pode ser
aumentada, pois os valores em M sdo maximais, (2) para pontos
neM succ ndo pode ser aumentada, pois caso contrdario succ se
tornaria ndo monoténica e (3) para o ponto » succ ndo pode
ser aumentada, por continuidade. A prova para pred &

similar. ]

O seguinte teorema caracteriza explicitamente a

extensdo natural para o caso N-N.

Teorema 3.4.4. f:P-oP é a extensdo natural de f:IN-N sss:

UFRGS
INSTITUTO DE INFORMATICA

YT
1
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+- £f(n)=m se f & definida para n e f(n)=m

= se f & indefinida para n

« £(n)=[]{f(m) |n < m}

Prova. O lema & estabelecido pelo lema 3.2.11. o

Um nGmero parcial n & um conjunto de possibilidades

-

{n,n+1,...}. Dada f:N-»N, & natural pensar em extendé-la para
f:P->P, de tal modo que f(n)=f({n,n+l,...})={f(n),f(n+l),...},
i.e., aplicando a fungdo f a cada possibilidade em n. Porém,
pode ocorrer que o resultado desta operagdao ndao esteja em P.
Neste caso, & possivel tomar o fecho-P deste resultado. O
teorema a sequir mostra que este procedimento leva & extensao

natural de f£.

Teorema 3.4.5. f:P*5P & a extensdo natural de f:N>N sss,

para todos Ropeos ,xkel}':
. f(xi,...,xk)=€P(f[xl,...,xk]) se f[xl,...,xk]te
=m caso contrario
onde:
. f[xi,...,xk]={f(n1,...,nk)|f é definida para (n,eee,n),

HiE x1' i=1;occ'k}

Prova. A prova & desenvolvida para o caso k=1. Ha dois casos
para f(x). (1) Se x & neM, ha dois subcasos. (1.1) Se f é
definida para n e f(n)=m, entdo f[x]=m, e f(n)=m. Pelo teorema
3.4.4 £ & a extensao natural de f para o ponto xX. (1.2) Se f
é indefinida para n, entédo f[x]=¢, e f(X)=x. Pelo mesmo lema,
f &€ a extensao natural de f para o ponto X. (2) Se X=neM,
entdo hd dois subcasos. (2.1) Se para todo mzn f & definida,

entao:

+ £(x)=C{f (m) |m=n}
=6, ( U{{f(m)}|m=n}) =€ ( U{f(m)|n < m} )
=[1{£(m) |n <m} (lema 2.4.9)

Pelo mesmo teorema, f & a extensdo natural para o ponto x.
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(2.2) Se f é& indefinida para algum mzn, ha dois subsubcasos.
(2.2.1) Se f é& indefinida para todo mzn, entdao f[X]=2 e
f(xX)=0, e £ & a extensdo natural de f para x. (2.2.2) Se

existe mzn para o qual f é definida, entdo f[x]#e, e:

. f(x)=€P{f(m)|mzn, f d.p. m} (d.p.="é definida para")
=€P( U({f(m)}|m=n, f d.p. m} U {=}) )
=€P( U{f(m) |n < m} ) (pois f(m)=w= se f ndo d.p. m)
=[1{f(m) |n < m} (lema 2.4.9)

Pelo teorema 3.4.4, f & a extensdo natural para x. A segunda
linha da dedugdo é justificada por que f(X) necessariamente
esta em P, pois XHo=X e f(m)=» para algum m=n. Deste modo,
oSf(X), pois f(X) < ». Logo, a inclusdao de « nao altera o

resultado. o

Embora os nGmeros naturais ndo possuam um valor
"indefinido", é& possivel acomodar este "valor" via o uso de
fungdes parciais N°SN. Uma funcao f:N°>N costuma ser pensada
como uma constante. Quando f é& indefinida, & possivel pensar
f como uma constante indefinida u. Deste modo, é possivel
pensar os numeros parciais como extensdes dos nameros
naturais e u:

+ n é& a Gnica extensdo de n

* n e o sdao extensdes de u

- a extensdo trivial de u é 0
a extensao natural de u é w
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4 FUNCOES CONTTNUAS PARTICULARES

Este capitulo introduz fungdes particulares que sé&o
usadas nos demais capitulos. A seg¢do 4.1 discute definigao
por  casos. A segao 4.2 define operacgdes légicas
correspondentes aos conectivos proposicionais. A segao 4.3
define a noc¢do de fungdo P-caracteristica e, em particular,
estuda a fungdo P-caracteristica do predicado de igualdade. A
secdo 4.4 define opera¢des 1ldégicas gue correspondem a
quantificadores. A seg¢do 4.5 introduz o operador de ponto
fixo. A segdo 4.6 estuda as extensOes naturais de algumas

operag¢des aritméticas.

4.1 Definigdo por casos

> O operador de analise de casos condD:PxD%eD é definido

por:

. condD(g,y,z)=yr1z
. condD(o,y,z)=z
’ condD(x+1,y,z)=y

Quando o subscrito D é omitido, se subentende que D=P.

b Pelo uso que & dado a este operador na segao 4.2, ele

também & dito condicional (nao estrito).

Proposigao 4.1.1. cond é a extensdao natural da fungao

cond: N-N tal que:

« cond(0,y,z)=2

- cond(x+1,y,2)=y

Prova. Seja f:P5P a extensdo natural de cond. Pelo teorema
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3.4.5, a fungdo f satisfaz, para Xx,y,zeF:

. f(g,y,z)=€P{cond(x,y,z)|xeg, Y€y, z€zZ, x,y,zeN}
=€P({cond(0,y,z)|yey, Z€z, y,zeN}
v{cond (x+1,y,2) |yey, z€z, x,y,zeN})
=€P({z|zez, zeN} v {y|yey, yeN})
=6, ((¥-{0}) v (2-{0}) 5,€ (Y v 2)
=Y 2 (lema 2.4.9)

. f(o,y,zjzﬁp{cond(x,y,z)lxeo, Y€y, zeZ, x,y,zeN}
=€P{cond(0,y,z)|yey, zez, y,zeN}
=€P{z[zez, zeN} = 6 (2-{w})

. f(x+1,y,z)=€P{cond(x,y,z)[xex+1, yey, ze€z, x,y,zeN}
=Gm{cond(x+l,y,z)|xex, yey, ZzeZ, XxX,y,zeN}
=Cp{y|yey, yeN} = €, (y-{w})
=Y
A igualdade GP{a-(w)}=a, acP, depende de que a#w, i.e.,
acfF. Como £ e cond sao iguais na base, e ambos sdao continuos,

tem-se que f=cond, pelo lema 3.2.4 e corolario. o

Corolario 4.1.1. cond é func¢do continua e maximal. o

-

> O operador de analise de casos fraca scondD:PxD%aD =
definido por:

. scondD(g,y,z)=1D

. scondD(o,y,z)=z

. scondD(x+1,y,z)=y
O operador de analise de casos fraca devolve informagdo nula
para informagdo nula no argumento em que se faz analise de

casos. O operador fraco & definivel explicitamente em termos

do forte por:
. scondD(x,y,z)=ccndD(x,condD(x,y,LD),condD(x,LD,z))

E imediato que:
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. scondD < condD

> O operador de analise de casos fraca também é dito

condicional estrito.

> O operador de defini¢cdo por casos casesD:PaanP é
definido para todos xeP, a,b,ceD, por:

+ cases(x,a,b,c)=cond(x,cond(x,c,a),b)

onde o subscrito é omitido quando pode ser inferido do

contexto.

Lema 4.1.2. Sejam f,g:P-»D continuas, a,beD, com f definida a

partir de g por:

- £(0)=a
- £(0)=b
+ £f(x+1)=g(x)

Entdo f tem a definigdo explicita:
+ f(x)=cases(x,a,b,g(x~-1))

Prova. Como f & continua, a<b, pois £(0) < £f(0), e
a < g(0), pois £(0) < £(1). Entdao abg(0)=a. Logo:
* £(0)=cases(0,a,b,g(0-1))
=cond (0,cond(0,9(0),a),b)
=(g(0) ha) b

Os demais casos sdo imediatos. o

Lema 4.1.3. O condicional cond satisfaz:
+ cond(x,0,0)=0
- cond(x,y+1,z+1)=cond(x,Yy,2)+1

Prova. A primeira equagdo & imediata, pois 0 0=0. A segunda

é provada por casos para X:
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* se X=0, cond(x,y+1,2+1)=(y+1)  (2+1)
=(Yn2)+1 (lema 2.5.3)
=cond (x,y,2)+1

+ se ¥X=0, cond (x,y+1,2z+1) = z+1 = cond(x,y,2)+1
+ se X=X'+1, cond(x,y+1l,2+1) = y+1 = cond(x,y,2)+1 o

Lema 4.1.4. condDaE(x,f,g)(y)=condE(x,f(y),g(y)).

Prova. (fqg)(y)=f(y)g(y). o

4.2 Operagoes logicas

b As informac¢des de verdade "é verdadeiro", "é falso", e
"é verdadeiro ou falso" sdo representadas por t, f e u
respectivamente. A informagcdo de verdade "é& verdadeiro ou
falso" & nula, assim como a informagdo de quantidade 0. Por
conveniéncia, t,f,u sdo respectivamente 1,0,0. O dominio de
informagdes de verdade é& B={t,f,u}<P, com a relagdo de ordem

de P restrita a B. As variaveis p,q,r correm sobre B.

A relacdo de ordem < de B satisfaz:
* P £ qsss p=u ou p=q
» u=‘rnf

-

Lema 4.2.1. B & dominio de Scott com menor elemento u, base B

e conjunto de elementos finitos B.

Prova. Ver prova do teorema 2.4.2. o

Pelo lema 4.2.1 acima e o lema 3.2.2, qualquer fungao

monotdénica B-=D & continua.

> O condicional becond:B-»B é definido por:
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+ beond(t,p,q)=p
+ beond (f,p,q)=q
* beond(t+f,p,q9)=pn 4

-

Este operador é definivel pelo operador de andlise de casos:

* beond(p,q,r)=cond(p,q,r)

> O primeiro argumento do condicional é dito condigado, e
o segundo e o terceiro, ramos verdadeiro e falso,

respectivamente.

Se a condigdo é a informagdo nula u, o resultado é
a melhor informagdo consistente com ambos os ramos. Por
exemplo, bcond(u,4,5)=4. Um caso particular ocorre quando

ambos os ramos sao iguais: bcond(u,X,X)=X.

> As opera¢des 1ldégicas sobre informagdes de verdade
-:B-B, A,V,éiBaﬁB sdo respectivamente definidas por:

+ Aap = becond(p,f,t)
* pAq = beond(p,q,f)
*+ pvqg = becond(p,t,q)
* p>gq = becond(p,q,t)

Estas operagdes satisfazem, para p,qeB:

s =at=f . =f=t « Au=u

- paf = fap = f + tat=t + TAu = uAtft = uau = u
« pvt = tap =t « fvf=f « fvu = uvf = uvu = u
+ fop = pot =1t « tof=f » usf = tou = usu = u
« pAaap=f sss p#u * pvap=t sss p#u

* Mp=p * P2q = pvq = g9p
* 7 (PAQ)=7pV-P * 2 (Pvq)="PA-P

Note que as equagdes valem em particular quando p=u ou g=u.
Assim, uvt = tvu = t, por exemplo. Se bcond fosse estrito na
condi¢do, i.e., beond(u,p,q)=u, esta operagdo satisfaria

u =uvt # tvu = t, e ndo seria comutativa.
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E facil mostrar que estas operagdes sao as
extensdes naturais das correspondentes nos naturais. O caso

para A & exemplificado. A prova & omitida, por ser andloga a

prova da proposicgao 4.1.1.

Os naturais 1 e 0 sdo escritos t e {. O operador
légico A é a extensdo natural de e:{tdﬂze{gﬁ} tal que:
c e(f,x) = e(x,f) ={ para todo xe{t,6f}
- e(t,t) ¢

I

4.3 Fungdes caracteristicas, igualdade

Como na seg¢do 4.2 anterior, t=1, f=0, u=0, B={t,f,u} e
=1, {=0.

b A funcdo caracteristica de um conjunto A<N* & a fungao

RA:NkeN tal que:
. Rﬂ(nl,...,nk)=t se nl,...,nkeA

=f caso contrario

E imediato que uma fungdo caracteristica R

determina unicamente o conjunto A4:

k
. A={(n1,...,nk)ew |Rﬁ(n1,...,nk)=t}

> Uma fungao P-caracteristica parcial (f.c.p) de um

conjunto A<N® & uma funcao continua p:PkaB tal que:

. p(nl,...,nk)=r implica (ni,...,nk)eA

. p(ni,...,nk)=f implica (nl,...,nk)eﬂ

O prefixo P & omitido quando ndo hd ambigliidade possivel.

Assim como os nUmeros parciais sdo pensados como

informagdées sobre nimeros naturais, fungdes caracteristicas
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parciais s&o pensadas como informagdes sobre conjuntos (k=1)
ou relagdes (k>1) de nGmeros naturais. Isto motiva a notagao

introduzida a seguir (cf. seg¢do 3.3).

-

> Escreve-se Aep sss p & fung¢do caracteristica parcial
de A.

Lema 4.3.1. Para toda fung¢do continua p:PkaB existe Aep.

Prova. Tome A={(n1, S ,nk)e{Nk|p(n1, e ,nk)=’r}. o
» O conjunto exibido na prova & dito o ntcleo de p.
Corolario 4.3.1. Se Aep, entdo A contém o nicleo de p. o

> O contGcleo de uma fung¢do caracteristica parcial p:PkaP

é o conjunto {(nl,...,nk)ewk|p(ni,...,nk)=f}.

Lema 4.3.2. Se Aep, entdo A €& disjunto do conicleo de p.

Prova. Imediata. ' o

» Uma fungdo caracteristica parcial p:P*5P & completa

35 k
sss a uniao de seu nlGcleo com o seu conicleo & N .

Corolario 4.3.2. Se p é completa entdo {4|A4ep} €& unitario, e

é formado pelo niGcleo de p. o

Aparentemente, uma fun¢do caracteristica completa
forneceria a melhor informagdao possivel sobre um conjunto.

Mas este ndao & o caso.

Lema 4.3.3. Existem fungdes caracteristicas completas,

distintas, e com o mesmo nicleo.

Prova. Seja a familia de fungdes q:lP—)[B, para geNuv{w}, tal

que:
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LI} =f
L (D)
. aq(E)zf se nzq
=u se n<q
. eq(w)zf se g<w
=u se g=w

Claramente, para cada q, @ é continua, o nicleo de @ & o
q q

m

conjunto vazio, e o conGcleo de ¢ é N. Logo, @
q q

completa. o

De acordo com a discussdo a seguir, 2, ndo fornece

informagcdo tdo boa quanto e, a respeito do conjunto vazio.

> Um subconjunto de N & dito cofinito sss o seu
complemento com relagdo a N & finito. Um subconjunto de N &
dito propriamente infinito sss ele n3ao & finito nem cofinito.

O 1lema abaixo pode ser facilmente generalizado

para A<N®.

Lema 4.3.4. Se Acp, para AeN, entido:

« p(n)=f implica me¢Ad para todo m=n, e portanto que
A é finito

. p(g)éf implicé med para todo mzn, e portanto que
A é cofinito

2

Prova. E provada a primeira afirmagcdo. Como p & monotédnica,
p(n)=f implica p(x)=f para todo x tal que n < x. Em
particular, isto vale para X=m para todo mzn. o

Corolario 4.3.4. Nas condigdes do lema 4.3.4:

-

« p(w»)=f implica 4 & finito

+ p(n)=t implica 4 é cofinito
Prova. E provada a primeira afirmacdo. Como p & continua,
P(x)=f implica existe x < » finito tal que p(x)=f. Tal x tem
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que ser da forma n. o

A interpretacdo deste lema é que o valor p(n)
informa sobre a presenca individual de n em 4, e que o valor
p(n) informa sobre a presenga coletiva em 4 dos mzn. Isto €,
p(n) deve ser lido como p("nimeros que sdo no minimo n"). O
valor de p(w) & a acumulacdo dos valores p(n).

Lema 4.3.5. Nas condigdes do lema anterior:

* se neAd, m¢A, k=sn e k=m, entdo p(k)=u

-

Prova. Se p(n) ou p(m) valem u, entdo, como k<nm e p &
monotdénica, p(k)=u. Caso contrario, p(n)=t e p(m)=f. De novo

por monotonicidade, p(k) <t e p(k) < f. Logo, p(k)=u.

Corolario 4.3.5. Se A & propriamente infinito, entdao p(k)=u

para todo k, e, conseqiientemente, p(«)=u. o

A interpretacdo do lema 4.3.5 & que, para K nas

condicdoes do lema:

* p(k)=p("nGmeros que sdo no minimo k")
=u

="t para alguns, f para outros"

A definicao a sequir seleciona a fungéao
P-carateristica parcial que fornece mais informagao como a

funcao P-caracteristica.

> A fung¢do P-carateristica de um conjunto 2<sN* é a sua

funcdo P-caracteristica parcial X :P*S>B tal que, para todos

A
Xojpeoo X finitos:
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. xa(xi, ..,xk)zt se para todo§ X yee; X €N tais que
X €X ;... X €X , (xl,...,xk)eﬂ

=f se para todo§ X peepiX eN tais que
xlexl,...,xkexk, (xl,...,xk)eA

=t caso contrario.

A unicidade de XA sal do lema 3.2.4 e corolario.

o

Proposigao 4.3.6. A fungcao P-caracteristica de um conjunto

a extensdo natural da sua fun¢do caracteristica.

Prova. Teorema 3.4.5. o

Corolario 4.3.6. A funcdo P-caracteristica de um conjunto é
maximal.

Mas:

Proposigdoc 4.3.7. A fungdo P-caracteristica de um conjunto
propriamente infinito & a extensdo trivial da sua funcéao

caracteristica.

Prova. Corolério 4.3.5. o

Coroldrio 4.3.7. A funcdo caracteristica NN de um conjunto

' ' CIL . - k
propriamente infinito tem uma Gnica extensao para P -B. o

0 lema 4.3.8 a seguir determina fungodes

P-caracteristicas para o caso k=1.

Lema 4.3.8. A fungao P-caracteristica de um conjunto AS<N é a

sua fung¢do caracteristica parcial X,:P-B tal que:

A
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© X,(n)=t se nei
=f se n¢a

. xA(E)=t se para todo mzn, mei
=f se para todo mzn, mel
=1 se existem m,m’zn tal que med, m’¢A

. XA(m)=t se A é cofinito
=f se 4 é finito
=u se 4 é propriamente infinito

Prova. Imediata da definigcdo e do lema 4.3.4 e coroléario. o

A seguinte definigdo estd baseada na identificacao
de M com N, e & utilizada no capitulo 8.

-

> A fungdo P-caracteristica de um conjunto A<M & a

fungdo P-caracteristica do conjunto A<N* definido por:

. A={(n1,...,nk)|(n1,...,nk)eh}

> A fungdo P-caracteristica da relagdao de igualdade de

naturais é escrita ==.

Lema 4.3.9. Para todos n,m:

* (n==m) =t se n=m
= f caso contréario
* (n==m) = (m==n) = f se n<m
= u caso contrario
* (w==n) = (n==w) = f
. (£==]_n) = (_::oo) = (oo::}'_]) = (o==w) = u

Prova. Os casos que nao envolvem « saem direto da definicéo
de fungao [P-caracteristica. Os casos que envolvem « sao

obtidos por continuidade. o

A funcao p:PgeB tal que:
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- p(x,y)=t se X=Yy
=f caso contrario

ndo é monotdnica. Se p fosse monotdnica, p(X,y) deveria valer
t para todos x,yeP, pois p(0,0)=t, e (0,0) < (X,¥Y), ©O due
contradiz a definicdo de p. Isto motiva a seguinte definicgéo.

> Uma funcao p:PaeB é dita uma funcado de igualdade se:

« p(x,y)=t implica x=y
- p(x,y)=f implica x=y

Claramente, == & uma fung¢do de igualdade. Como == &
maximal, por ser uma extensdo natural, == é& a fungao de
igualdade mais definida, e, portanto, o supremo das fung¢des
de igualdade. Que a igualdade continua mais definida se
comporte do modo exposto no lema € extremamente razoavel. O
fato de duas informacgdes serem a mesma ndo quer dizer que o
objeto sobre o qual informam seja o mesmo. Por exemplo, gque
3=3 (igualdade de informag¢des) ndo quer dizer que quaisquer
dois nUimeros maiores que 3 sejam iguais. Portanto, nao vale
que (3==3)=t (igualdade de objetos, via informa¢des sobre
eles), e vale que (3==3)=u.

0 seguinte lema é utilizado em um capitulo adiante
para computar ==.

Lema 4.3.10. Para todos x,¥y:

+ (0==0) = t
+ (O0==y+1) =
+ (x+1==0) =
¢+ (Xt1l==y+1)

- e

(x==Y)
Ainda, == & a uGnica fungdo continua que satisfaz a equagédo:

- (x==y) = cond(x,cond(y, (x-1==y-1),f),
cond(y,f,1))
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Prova. Primeira parte, por casos n,n,» para X e y, utilizando
lema 4.3.9. Segunda parte, por indug¢ao fraca, uma vez que a

funcdo é continua (lema 3.2.4 e corolario). o

-

O seguinte lema também é utilizado em um capitulo
adiante.

Lema 4.3.11. A fungdo P-caracteristica de um conjunto finito

A={n,...,n }sN satisfaz:
. XA(x) = X==n Vv ... VvV X==n
Prova. Por indugdo em N na cardinalidade de A. o

4.4 Quantificadores existencial e universal

> Uma fungao continua e: (P-B)-»B & dita um quantificador

existencial sss para toda p:P-B continua:

+ e(p)=t implica existe n tal que p(n)=t
- e(p)=f implica para todo n, p(n)=f

A fungao o) é pensada como uma funcao
P-caracteristica parcial. Intuivamente, um gquantificador
existencial quantifica existencialmente sobre o nacleo de p,

e universalmente sobre o conicleo de p.

Lema 4.4.1. O conjunto E de quantificadores existenciais é

dirigido e seu supremo e é um quantificador existencial.

Prova. A funcgdo (P-B)-P constante u & um quantificador
existencial, logo E é ndao vazio. Basta, entdo, mostrar
diretamente que o supremo de E existe. Sejam e,fcE, e
pe[P->B]. Se e(p)=t, entdao f(p)#f, pois e(p)=t implica existe
n tal que p(n)=t, e f(p)=f implicaria para todo n, p(n)=f.
Analogamente, se e(p)=f, entdo f(p)#t. Logo, a fun¢do exist

definida a seguir é bem definida:
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+ exist(p)=t se para algum ecE, e(p)=t
=f se para algum ecE, e(p)=f

=u se para todo e<E, e(p)=u

Evidentemente, exist & um quantificador existencial, e exist

satisfaz:

+ exist(p)=|]{e(p) |e<E}

Pelo lema 3.2.8, exist & o supremo de E. (s

Assim, exist é& o quantificador existencial mais
definido. O lema a segquir caracteriza exist explicitamente.

Lema 4.4.2. 0 quantificador existencial exist satisfaz:
+ exist(p)=t se existe n tal que p(n)=t .
=f se para todo n, p(n)=f, mas p*2,,
=u caso contrério

Prova. (Ver lema 4.3.3 para definicdo de aw). Uma fung¢do que
satisfaz as equagbes acima, se for «continua, é um
quantificador existencial. Se ndo fosse pela excessdo P*2
seria evidente que este seria o quantificador existencial
mais definido. Esta excessdo & necessaria para que exist seja
continuo. Se existe n tal que p(n)=t, entdo p’=(n=t) é uma
parte finita de p, tal que existe n com p’(n)=t. Logo, exist
é continuo para tal p. Se para todo n, p(n)=f, entdo p < e,
e, pelo lema 3.2.10, p & finito sss p#e, . Se p=2 , nenhuma
parte finita de p satisfaz a condigdo da primeira ou segunda
equagdes, logo, se exist(p)=f, entdo exist ndo seria continuo
para este p. Para o Gltimo caso, se exist(p)=u, entéao

qualquer parte finita de p recai neste caso. o

0 corclario a seguir mostra como exist funciona

operacionalmente.

Corolario 4.4.2. O quantificador existencial exist satisfaz:
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-+ exist(p)=t se existe nelN tal que p(n)=t

=f se existe neN tal que p(n)=f
e para todo m=n, p(m)=f

=u caso contrario

Prova. Lema 3.2.12. ' o

A nogdao de quantificador wuniversal pode ser

definida meramente trocando t por f e f por t da definigdo de
quantificador existencial.

a

> Uma fung¢do continua a: (P-B)-»B €& dita um quantificador

universal sss para toda p:P-B continua:

- a(p)=f implica existe n tal que p(n)=f
+ a(p)=t implica para todo n, p(n)=t

Assim, a discussdo sobre quantificagdo existencial
€ dual a discussdao sobre quantificagdo universal. Em
particular, e & um quantificador existencial sss a fungdo a

definida por:
* a(p)=-e(-p) onde (-p) (X)=-p(X)

é um quantificador universal. Isto ocorre porque o nicleo de
P &€ o conlGcleo de -p, e o conlicleoc de p & o nicleo de -p.
Assim, o quantificador wuniversal all definido abaixo &

facilmente provado maximal:

+ all(p)=-exist(-p)

4.5 Operador de ponto fixo

> Um ponto fixo de uma fungao f:D-»D & um xeD tal que:

- f(x)=x

Lema 4.5.1. Toda fungdo continua f:D»D tem um ponto fixo x

— D *
F RNy o
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tal que:
¢+ x=||{f" (1) |neN}
+ X &€ o menor ponto fixo de f, i.e.:
- x’ & ponto fixo de f implica x < x’

Este ponto fixo & escrito fixD f. Ainda, a fungao

fixD:(DaD)aD é continua.

Prova. Ver [PLO 80]. o

4.6Funcgoes aritméticas

> Sejam +,- as respectivas extensdes naturais das fungdes

+,- de adigdo e subtrag¢do, onde se entende que n-m=0 se n=m.

Lema 4.7.2. Se m+n=k, entdo:
* n+m = k
* ndm = n+ém = n+m = k
* Xto = o4X = o

Prova. Sao provados os casos n+tm=k e ot+X=w. Pelo teorema
3.4.5:

. §+m=GP{n+m, (n+l)+m, (n+2)+m, ...}
=€P{k, k+1, k+2, ...}
=k.

Pelo lema 3.2.5, para XeF, otx=||{n+x|neN}=«. Para X=o,

utiliza-se de novo o lema 3.2.5. o

A interpretacdo deste lema é:

+ "exatamente n" + "exatamente m" = "exatamente n+m"

« "no minimo n" + "exatamente m" "no minimo n+m"

+ etc.

Lema 4.7.2. A fungao de adigdo + & unicamente caracterizada
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pelas equacgdes:

+ X+0 = X
« X+succ(y) = succ(x+y)
Prova Por inducdo fraca em x, utilizando o lema 4.7.1. o

Lema 4.7.3 Se n-m=k, entado:

+ n=-m=k

. n-E=0 se n=m
=£ se n>m

+ N=o=0

© n-m=k

s N-M = N=0 = o-N = o= = 0

. w—n=w
Prova. Como po lema 4.7.1, utiliza-se o teorema 3.4.5 para

provar casos envolvendo n,m, e o lema 3.2.5 para provar casos

envolvendo w. o
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5  MANIPULACAO FORMAL DE NUMEROS PARCIAIS E FUNCOES

Este capitulo define uma linguagem, denominada II,
que permite expressar formalmente certas funcdes continuas de

nimeros parciais, bem como computar formalmente estas

fungdes. Esta linguagem é um cdlculo-A tipado com
constantes [COS 90], no estilo da linguagem PCF [PLO 77]. A
secao 5.1 apresenta a nogdo geral de calculo-a tipado com
constantes. A sintaxe e a semdntica destes cédlculos séao
estudadas. A sec¢do 5.2 apresenta a linguagem II. A segdo 5.3
estuda computabilidade formal em II. A seg¢do 5.4 estuda
programas e computagdes. A seg¢do 5.5 estuda brevemente a

execugao interativa de programas II.

5.1 Calculo-A tipado com constantes
5.1.1 Sintaxe

> Dado um alfabeto de tipos basicos, o conjunto de tipos
é o menor conjunto que contém os tipos basicos, e que contém
(0-T) quando contém o e t. As letras gregas o, T correm sobre
tipos. Os parénteses sdo omitidos com a convencdo de que -

associa a direita.

» A partir de uma colegdo K de constantes, cada uma

associada a um Gnico tipo, e uma quantidade enumeravel de
B o o . : i

variavels « , ieN, para cada tipo o, os termos-K sao dados

pelas regras:
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+ toda constante de tipo o & um termo-K de tipo o
+ toda variavel a? é um termo-K de tipo o

+se M e N sdao termos-XK de tipo (o-T) © o

respectivamente, entdo (MN) & um termo-K de tipo <

+ se M & um termo-X de tipo T, entao (hd?.M) € um

termo-X de tipo (0-T)

b A expressdo M é um termo-K do tipo T é& abreviada por

-

M:T quando X & subentendido do contexto. Na mesma situagao, o
sufixo K & omitido. O conjunto de termos-K é& dito linguagem
K. As letras M,N, e outras maitGsculas em itéalico, correm
sobre os termos-XK, c corre sobre K e « corre sobre as
variaveis. Os indices de tipo sdo omitidos gquando nao ha

ambigiliidade possivel.

b A relagao de ocorréncia livre de variaveis em termos &

a menor relacao tal que:

+ o ocorre livre em «
«+ oo ocorre livre em (MN) se a ocorre livre em M ou N

+ a ocorre livre em (Aa’.M) se a#a’ e o ocorre livre em M

b Termos da forma (MN) sdo ditos combinag¢des. Os
parénteses de combinagdes podem ser omitidos, com a convengao

de que elas associam a esquerda. Termos da forma (Aa.M) sao
ditos abstracgdes. Termos sem ocorréncias de variaveis livres

sdo ditos termos fechados ou combinadores.
5.1.2 Seméantica
> Uma interpretagao de uma linguagem K & uma colegao

{GU} de conjuntos, um para cada tipo o, junto com uma fungao
A:KAU{EU}, tais que:
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G
. 8(0‘_)1_) é subconjunto de t?_c G, o conjunto de fungdes
com conjunto de partida GU e conjunto de
de chegada Er
. é fechada para aplicagdo definida, 1i.e., se
80} é fechada p plicagcdo definid ]

f e Xe€ entao f(x)eﬁ_t

Eg(aer) o’
- 4 preserva tipos, i.e., se c:T entao d(c)et

> O conjunto €=U{Gg} é dito universo de discurso de K. A
operagdao de aplicacgao €°56 toma argumentos f e x, e tem
valor f(x). Esta operagdo & parcial, e & definida para f e x
sss existem o e T tais que fe€

0-T
é definida para f e x, entdo f(x) ndo tem significado, assim

=) xet%‘o_. Se a aplicagdo nao

como 3(4) e 1/0 nao tém significado na aritmética. A
aplicacdo f(x) é escrita simplesmente fx, e se assume que ela
associa a esquerda. Por exemplo, fxyz e f(x)(y)(z) abreviam

((fx)y)z.

> Uma interpretacgao §=<{€,},4> de X induz uma semantica

4 para a linguagem X, do seguinte modo.

-

> Um ambiente é uma fungdo gque preserva tipos, do
conjunto de varidveis para €. Se xet—':’o_, e p é um ambiente,

entdo p[x/a] & o ambiente p’ tal que:
- p’'(x')=x se a’‘=qa

=p (a’) caso contréario

b A semadntica d:termo-ambiente-»t & dada indutivamente

abaixo, onde termos sdo escritos entre [ ) ]|:

» A[c] (p)=4[c]

» Af«] (p)=p («)

A[MN] (p)=4[M] (p) (4[N] (p))

A[ra.M) (p) (x)=4 ¥ (p(x/a]), para x€g e a:io
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b Se a semantica de M, relativa a um dado ambiente, é x,
se diz que M denota x neste ambiente. Se M ndo tem variaveis
livres, a sua semdntica ndo depende do ambiente. Neste caso,
se omite a referéncia ao ambiente. Se M e N tém a mesma

denotagdo, para cada ambiente, em uma interpretagado ¥,

escreve-se M=N. E imediato que =, & relagédo de equivaléncia.
Se para toda interpretacao ¢, HEEN, escreve-se M=N
Lema 5.1.2.1. Para todos termos M,N,M’ ,N’:

Ad.M=A0 .M’ sss M=M’ (extensionalidade)

(MN)=(M’N’) se M=M’ e N=N’ (substitutividade)

Prova. M=M’ sss d(M)(p)=4(M’)(p) para todos 4 e p sss
A(M)=4 (M’ )para todo 4.

(extensionalidade) M=M’ sss:

- A(a.M) (p) (x)=4(M) (p[x/a])Z4(M") (p[x/a])
=2(Aa.M") (p) (%),

e Ax.M=Ax.M’.
(substitutividade) Se M=M’ e N=N’, entdo:
© A(MN) (p)=#(M) (p) (4(N) (p))=d(M") (p) (4(N") (p))
=d(M'N") (p) o

5.1.3 Convertibilidade

> A susbtituicdao de « por N em M, escrita M[N/a], &

definida indutivamente por:
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-

Cc[N/a]=c

o[N/a]=N

a[N/a']=a , se aza'

(MM”) [N/a]=(M[N/a]) (M" [N/x])

(Ao M) [N/a]=Aa. M

((AaT.M) [N/a;c]=(htia.H[%U/?U][N/?t]) se jagviar, para o

o = )
menor k tal que a que ndo ocorre livre em N nem em M

Lema 5.1.3.1 . Para todos termos M,N,M’ ,N’:

+ (Aa.M) = Aa’ M[a'/a] se a’ ndao ocorre livre em M
* ((Aa.M)N)=M[N/a]

« Aa. (Ma)=M se o ndao ocorre livre em M

Prova. As duas primeiras afirma¢des sdo provadas por indugao

na regra de formagdo dos termos. A terceira é& provada como o
lema 5.1.2.1. o

> As relagdes de redugdao imediata o, B e m, escritas,
o g © #T]séo definidas por:
+ ((Aax.M) W Ao’ Mla' fa) se o/ ndo ocorre livre em M
. ((Aa.M)N):B M[N/a]

. (Aa.Ha)ﬁTM se o nao ocorre livre em M

-

> A relagcdo de redugao imediata «aBm, escrita »BN’ é a
unido das relacdes de redugdo imediata «,B € m. M & dito um
apn-redex se existe M’ tal que %%BHM’.

> Uma relagdo bindria R entre termos preserva denotagao
sss:

+ M denota x e M R M’ implica M’ denota x

Pelo lema 5.1.3.1, é imediato que *aBn preserva
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denotacao.

b Uma relacdo bindria < entre termos é dita relacdo de

convertibilidade sss:
« &3 preserva denotacao
+ &« é relacdo de equivaléncia
« Ao.Mesdo.M’ quando MesM’

« MNe=sM’ N’ quando Me=M’ e Ne=N’

> O fecho de convertibilidade de uma relagdo binaria R
entre termos, quando existe, & a menor relagdo « gque contém
R e é relagao convertibilidade.

Pelo lema 5.1.2.1, este fecho existe sss R preserva

denotacao.

5.2 A linguagem II

® A linguagem 1T & dada pelo alfabeto de tipos basicos

{m} e pelo conjunto de constantes:

e Ozm

. SUCC:m-T

- PRED:T-T

.« conp:n'?’ sm

. YU:(aaa)aa para cada tipo o

— ( ] L » L .
onde expressao o ST, para cada n, abrevia o tipo definido
indutivamente por:

0
- o9 5t=1

(n+1) )
e o™ sr=0o (™ 1)

5.2.1 Interpretacdo padrdo de II, II-definibilidade
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> A interpretagdo padrdo de Il & <4, {6 }> tal que:

¢« 6_=P
m
. ﬁ(gqt)=[ﬁdﬁﬁ‘g, o conjunto de funcdes continuas de G‘U
i para @T.
.« 4(0)=0

+ 4(SUCC)=succ
+ 4 (PRED)=pred
+ 4 (COND) (%) (y) (2)=cond(Xx,y,2)

« 4(Y )=fix
g E&

b O elemento menos definido de 80_ é escrito Lyt Os

elementos la satisfazem:

d =g
. J.O,_;_C(x)q.r para todo xeﬁa

> A semantica induzida pela interpretagdo padrdo é& dita
padrao. A semdntica padrdo de um termo & dita sua denotacgao
padrdao. A relagdo de igualdade de denotagao padrdo para
gualguer ambiente & escrita =
No que segue do texto, a linguagem II & estudada

relativamente a sua interpretacdo padrao.

> Um elemento er’o_ é dito TII-definivel sss existe um

combinador de tipo ¢ cuja denotacao padrao é x.
5.2.2 Convertibilidade-II

> As relagdes de reducdo imediata p, c¢ e y entre termos,

escritas respectivamente *op WA sdo definidas por:
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« PRED O =>p 0

« PRED (SUCC M) * M

+ COND O M N #c N
* COND (SUCC P) M N » M
+ COND P O O #c 0

* COND P (SUCC M) (SUCC N) = (SUCC (COND P M N))

© YM s M(YM)

Lema 5.2.2.1. As relagbes de redugao p, € e Yy preservam

denotagdo padrao.

Prova. O UGnico caso nao imediato & o da relagao de redugao

Cc, que é estabelecido pelo lema 3.1.3. o

b M & dito um TI-redex sss existe M’ tal que MsM’ para
alguma das relagdes de redugdao p, ¢ e y. M & dito um redex
sss M & um ofn-redex ou M & um Il-redex. A relagcao de redugao
imediata & a unido das relagdes de redugdo imediata «, B, 7,

p, ¢ e y, escrita 1

> Pelo lema 5.2.2.1, o fecho de convertibilidade da
relagdo de redugdo imediata existe. Ele é escrito oq e =
denominado convertibilidade-II. Dois termos M e N tais que
Mq=>nN sdo ditos M-interconvertiveis. O subscrito II & omitido
dos simbolos de relagao =», « e = quando o contexto nao

permite ambigiiidade.

Nem todos os termos que tém a mesma denotagdo séao
interconvertiveis. (Y(Aa.a)) e (Y PRED) ambos denotam 0 e nao
sdo interconvertiveis. Na seg¢do 8.3.4 é mostrado que a
equivaléncia de denotagdo padrdo é indecidivel, mesmo para

termos de tipo m.
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5.3 Computabilidade

b Um numeral & um termo da forma (SUCC'0), neN, onde

(M°N) é definido indutivamente por:
.« (M°N)=N
< (MTIN)=(M(MN))

Claramente, o numeral (SUCC"0) denota o nimero parcial n.

P Os numerais sdo ditos, também, formas normais fortes.
Uma forma normal fraca & um termo de uma das formas 0 ou
(succ M) .

E imediato que uma forma normal forte & uma forma
normal fraca, e que uma forma normal fraca denota um ntGmero

parcial distinto de 0.
> Um termo M tem forma N sss M & interconvertivel com N.

Por exemplo, (Y SUCC) tem forma (SUCC’(Y SUCC)).
Ndao se deve confundir uma afirmagdo "M tem forma N" com uma
afirmagdo "M é da forma N". A primeira indica que M &
interconvertivel com N, como foi dito. A segunda indica que M

e N sao o mesmo termo.

b Um termo M:nm exibe explicitamente informagao X, ou

simplesmente exibe x, para XeF, sss uma das afirmagdes vale:

- X=ne M é&da forma (Succ'o)
n e M é& da forma (SUCC'M’) para algum M’

Il

+ X

Por exemplo, a Gnica informagdo que (Y SUCC) exibe
& 0, pois (Y succ)=(succ’(y SUCC)). O termo (SUCC’(Y SUCC))

exibe as informag¢des 0,1,2, e mais nenhuma outra.
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> A relagao de geragao entre termos de tipo m e numeros

parciais finitos é definida por:

+ M gera X sss M tem forma que exibe X

Claramente, todo termo de tipo m gera 0.
Consegiientemente, o conjunto de informagdes que um termo de
tipo m gera é ndo vazio. Como a relagdo de convertibilidade
preserva denotagdo, e 0 e (SUCC M’) tém denotagdo distinta,

nao é possivel que M gere 0 e M gere X+1.

Por exemplo, (Y SUCC) gera n para todo n, pois
(Y succ) tem forma (SUCC"(Y SUCC)) para todo n, que exibe n.

Lema 5.3.1. Para todos M,X,y:

+ Se M exibe x e M denota y, entdo x <y
+ Se M gera X e M denota y, entao x <y

Prova. A relag¢do de convertibilidade preserva denotacgédo. o

> A relagao de computabilidadé-n entre termos e
elementos de € & definida por indug¢do nos tipos dos termos:

+ M:m computa xeP sss:

+ M gera as partes finitas de x, e apenas elas

«+ M:0-T computa f:qraﬁr sss:

+ para todo N:o que computa XEGU'
(MN) computa f(x)e@t

> Um elemento x@ﬁa é Tl-computéavel sss existe um termo

M:o0 que computa x.

De imediato, todo nGmero parcial é& II-computavel. n
é computavel por (succ™o) . n e computavel por
(succ"(Y(Aa.a))). » & computdvel por (Y SUCC). Porém, existe
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xeﬁa ¢ due ndo é computavel, uma vez que O0s espagos de
funcdes continuas sdo ndo enumeraveis e existe uma quantidade
enumerdvel de termos. A ndo enumerabilidade do espago de
fungdes continuas P-P sai do fato que a extensdo trivial de -
uma funcdo NoN & continua, e que had uma quantidade néao
enumeravel de fungdes N-N.

Lema 5.3.2. M:m computa X sss x=||{x'|M gera x'}.

Prova. Se M gera X e M gera y, entdo x e y séo

consistentes. o

Conseqgilientemente, se M computa X e M computa vy,
entao x=y.

Corolario 5.3.2.

*+ M computa n sss M gera

computa n sss M gera e M gera X implica Xx < n

(R~ I - -

M
+ M computa o sss M gera para todo neN
M

computa n sss M tem forma (SUCC“H’) para
M’ que nao tem forma normal fraca. o

Em particular, M computa 0 sss M nao tem forma normal

fraca.

Lema 5.3.3. Se M fechado computa x e M denota y, entdo x < vy.

Prova. Lemas 5.3.1 e 5.3.2. o

Teorema 5.3.4. M fechado computa x sss M denota x.

Prova. A prova deste teorema & dada pelos lemas a seguir. O
método de prova consiste em mostrar que uma parte da relagdo
de convertibilidade é capaz de realizar a computacdo da
denotagdo de M. o

> A fungdo de passo de computagao passo:termos-»termos é
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definida indutivamente por:

+ passo(c)=c

+ passo(ua)=a

. paséo(la.ﬂ)=ha.passo(M)

+ passo(MN)=(passo M) (passo N) se (MN) ndo & um redex
- passo (M)=M’ se M=, M

onde a relacgcdo reducao imediata deterministica amﬁ; > €& a

menor relacao tal que:
oM, W se M= M, e M éda forma (COND PN N’)
implica P & da forma 0 ou (SUCC P’)

«+ CONDP 0 0 = 0
) det

se P ndo é& da forma 0 ou (SUCC P’)

- COND P (SUCC M) (SUCC N) =», . SUCC (COND P M N)

se P ndao & da forma 0 ou (SUCC P’)

Claramente, a funcao passo esta incluida

propriamente na relagao de convertibilidade.

> A ordem de redugdo de redexes gque a aplicagao

sucessiva da funcdo passo determina & denominada ordem
II-normal de reducgéo.

A ordem II-normal de redugao imposta por passo pode
ser descrita informalmente por: em cada passo,



77

+ reduzir simultaneamente todos os redexes mais externos

* no caso de que um termo possa ser um redex de mais de

uma forma, escolher a primeira forma da lista:

COND O M N
COND (SUCC P) M N
COND P 0 0

- COND P (SUCC M) (SUCC N)

(Estes sdo os Gnicos casos de ambigiliidade)

A solugdo da ambigiiidade é arbitraria. Qualquer
ordem funciona. Porém, a simultaneidade de redugao dos
redexes mais externos é importante. Isto se deve &s regras de
redugao de COND, gque permitem que um termo da forma
(COND P M N) tenha forma normal fraca em casos que P, M ou N
nao tém forma normal fraca. Isto acontece por que cond(x,y,2)
pode ter um valor distinto de 0 em casos que X, y ou z valem
0. Assim, tentar achar a eventual forma normal fraca de
qualquer de P, M e N primeiro pode fazer com gque a forma
normal fraca de (COND P M N) néao seja‘ achada em casos dque

existe.

Lema 5.3.5
+ Se M exibe x, entdo passo(M) exibe x.

+ Se M exibe x, M’ resulta de substituir alguns

subtermos N, de M por passo(N ), entao M’ exibe X.

Prova. As duas asser¢des decorrem do fato de que passo(0)=0 e
passo (SUCC P)=(SUCC (passo P)). A primeira decorre da
segunda. Para a segunda, se x=n, entdo M=(SUCC"0), e M’=M; se
X=n, entdo M=(SUCC'N), e M’=(SUCC'N’) que exibe x, para

certos N e N’. o

> M gera xX pela funcao passo sss existe ieN tal que

passol(M) exibe X. Quando ndao ha ambigliidade possivel, a
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referéncia a funcdo passo & omitida.

Lema 5w 3w 6l Para todos P,M,N:m fechados que geram

respectivamente X,y,z pela fungcdo de passo, L=(COND P M N)

gera cond(x,y,z) pela funcado passo.

Prova. Por inducdo fraca em cond(x,y,2z). (1) (base - da
indugdo) Se cond(x,y,z)=0, entdo L gera cond(X,y,2), por que
qualquer termo gera 0. Se cond(x,y,2z)=0, entao L gera
cond(xX,yY,2). Seja o menor i tal que passo‘(L) é um redex.

-

Entao passoi(L) & de uma das formas:

- (1.1) (COND (SUCC P’) passo' (M) passo'(N))
. (1.2) (COND 0 passo' (M) passo' (N))
- (1.3) (COND passo' (P) 0 0)

(1.1) passo'™(L)=passo'(M). Seja d tal que passo'**(M) exibe

y. Entao  passo'**9(L) exibe  y=cond(x,y,Z). (1:2)

passobﬂ(L)=passoi(N). O arqumento & analogo, tomando-se d
tal que passo 'Y(N) exibe z. (1.3) passo ''(L)=0, que exibe
O=cond (x,Y,2). (2) (passo de induqao)'Se o lema vale para
cond(x,y,2), entdo ele vale para cond(x,y,z)+1. Sejam X,Yy, 2eP
e termos fechados L,P,M,N tais que P,M,N tém denotagao
exibivel e L=(COND P M N) denota cond(x,y,2)+1. Tome O menor
i tal que passoi(L) é um redex. Entao passol(L) é de uma das

formas:

.- (2.1) (COND (Succ P’) passo' (M) passo' (N))
.+ (2.2) (COND 0 passo' (M) passo' (N))
. (2.3) (COND passo'(P) (SUCC M’) (SUCC N’))

Para os casos (2.1) e (2.2), a hipdétese de indugao nao €
utilizada, e os argumentos sdo como em (1.1) e (1.2). (2.3)
passo'*'(L)=(succ L’) onde L’=(COND passo' (P) M’ N’)). Neste

caso, P,M’ ,N’,L’ denotam respectivamente x,y,z e cond(x,Y,2).
Pela hipdétese de indugdo, L’ tem denotagdo exibivel, e,

portanto, L tem denotagdo exibivel. o

> A propriedade de termos de computabilidade de



79

denotacgdo (pela fungdo passo) é definida indutivamente por:

+ M:m fechado, de denotacdo x, tem denotacdo computével

sss para todo x'< x finito M gera X’ pela fungdo passo

+ M:0-t fechado tem denotagdo computavel sss N:o fechado
tem denotag¢do computdvel implica (MN) tem denotagao

computavel

+ M:o»T com variaveis livres @ 10 ..., Q3G tem
denotagdao computavel sss N (30, peee,N 30, fechados tém
denotacdo computavel implica M(N /a ]...[N /e ] tem

denotagao computavel

A prova do lema 5.3.8 a sequir & baseada na prova
do teorema 3.1 de [PLO 77]. Analogamente ao que ocorre em

[PLO 77], a unica dificuldade da prova & causada pelos
operadores de ponto fixo.

> Os termos QI sdo definidos indutivamente por:

T
« O

. T
. QH—Y(AQ:O 0)

) Qa—>t=h°?(; -

Claramente, q@ denota Lo

(n) _ & i y
> Os termos Y;‘ sao definidos i1ndutivamente por:

(0)_

y V=
o (o=20)->0
Yun1}=ha(aaa).(a(oac)(y(ma(aaa)))
o ) 0 o o

Estes termos aproximam YU, no sentido que o supremo

das denotacdes de Y;”, para neN, & a denotagao de Yg.

Lema 5.5.7. Se passo‘(Y;n)Nl...Nk) exibe x, entao

i ;
passo (Y N ...N ) exibe x.

Prova. Por indugao em n. Note que passo(YM)=M(YM) e dque
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(n+1)

passo (Y™ u)y=m(y™M). o

Lema 5.4.8. Todo termo tem denotacdao computavel pela fungao

passo.

Prova. A prova é por inducdo nas regras de formacdo de

termos.

(1) Toda variavel o tem denotacdao computavel, uma vez que
para todo N fechado com denotagdo computavel, o«[N/a]=N tem

denotagao computavel.

(2) Todas as constantes distintas de Yo_ tém denotacéo
computdvel. Para 0 isto & evidente, pois 0 denota 0 e exibe
0. Para PRED, basta mostrar que (PRED M) tem denotacgao
computavel se M tem denotagdo computével, para M:nm fechado
gue denota xX. Sejam X’ < X finito e ieN tal que passo’(M)
exibe x’. Se x’=n, entéo passol(H)=(SUCCFO), e:

. passo'*™ (PRED M)=(succ”o) se n=0
. passo'*' (PRED M)=(succ” '0) se n>0

que exibem pred(n). Se x'=n, entédo passoi(M)=(SUCC"H’) e:

. passo“i(PRED M)=passo(M’) se n=0
. passo''’ (PRED M)=(succ” 'M’) se n>0

-

que exibem pred(n). Para SUCC, a prova & analoga. Para COND,
basta mostrar que L=(COND P M N) tem denotagdo computavel se
P,M,N fechados tém denotagcdo computavel. Isto & estabelecido

pelo lema 5.3.6.

(3) Se M e N tém denotagao computdvel, entdo (MN) tem
denotagao computéavel. Se (MN) é fechado, entdo M e N sao
fechados, e a computabilidade da denotacdo de (MN) sai da
segunda clausula da definicdo de <computabilidade de
denotacgao. Se (MN) tém variaveis livres, qualquer
substituigcdo L das suas variaveis livres por termos fechados
com denotagdaoc computavel tem a forma (M’N’) com M’ e N’
fechados e com denotacdo computavel, pela terceira clausula.

Logo, L tem denotagdao computavel e (MN) por sua vez, pela



81

terceira clausula.

(4) Se M tem denotacdo computdvel, entdo (A«.M) tem denotacgao
computavel. Basta mostrar que o termo de tipo =n LN1"'Nk tem
denotacao computavel quando N1""'Nk sao termos fechados com

denotagdo computavel e L é uma substituigdo das variaveis
livres de (Aa.M) por termos de denotacdo computdvel. Tal L

-

tem que ter a forma (Aa.M’), onde M’ é uma substituicdo das

varidveis 1livres de M exceto o, por termos fechados de
denotac¢do computédvel. Como M’ [N /o] tem denotagédo computéavel,
H’[Nl/a]Nz...Nk também tem. Se passol(M’ [Nlja]hg...Nk) exibe

X, entao:
. passobﬂ(LNl...Nk)=passol(M’[Nl/a]passo(hg)...passo(h&))

Pelo pelo lema 5.3.5, os termos da equagdo exibem X, como

requerido.

(5) Cada Ya tem denotagcdo computavel. Basta mostrar que
Y6N1"Jvk do tipo m tem denotagdo computdvel se N,...,N
fechados tém denotagcao computavel. er denota 0 e passoo(Qn)
exibe 0, portanto Q" tem denotag¢do computavel; por (1), (3) e

(4), Qa_ e YL_“’ tém denotacdo computéavel. Sejam Hn o termo

Y”"N’i...l\ifk e M o termo YN ...N. Se M denota x e M denota

") tem denotacao

X, entdo x=||{x |neN}. Como ) Y
computavel, e, por  hipdtese, N1"“'h& tém denotacao
computavel, M; tem denotagcdo computavel. Seja i tal que
passol(Hn) exibe X’ < X . Pelo lema 5.3.7, passoi(M) exibe
x’. Logo, para todo X’ < x, existe i tal que pass.'ol (M) exibe
X', e M tem denotacdo computavel. Portanto, % tem denotacgao

computavel. Q

O teorema 5.3.4 é estabelecido pelos lemas 5.3.3 e
5.3.8.

Corolario 5.3.4.1. Uma funcdo é I-definivel sss ela &

II-computavel.
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Corolario 5.3.4.2. M:m computa X sss:

© x=||{x'|existe i t.q. passo' (M) exibe x'}. o

" 0 corolédrio 5.3.4.2 acima mostra como obter o valor

computado por M:m.

5.4 Programas e computagdes
> Um termo fechado de tipo m & dito programa.

Intuitivamente, mediante o uso da funcdo passo, o valor
denotado por um programa P pode ser contado (cf. secao 2.1)
pelo seguinte algoritmo, dado de modo informal em linguagem
procedural:

var x: programa
X:=P
enquanto x#0 fazer:
se x é& da forma (SUCC P’),
entdao contar s
e x:=P’,

sendo X:=passo (x)
contar 3

Se e quando x¥x atinge um termo sem forma normal fraca (i.e.,
que denota 0), a execugdo do algoritmo "entra em lago
infinito", e termina de contar. Quando P denota », a execugao

também entra em lago, mas nunca termina de contar.

> Um programa P para em n passos sss n & o menor i tal
i i+1
que passo (P)=passo (P).

Por exXemplo, o© programa (succzo) para em zero
passocs, e o programa (Y SUCC) nao para em n passos, para

qualquer n.
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> Um programa P para com resultado x sss P para em n

passos, passo' (P)=M, e X & a melhor informacdo que M exibe.

Por exemplo, (SUCC%U pdra com resultado 2, pois
(SUCCQO) exibe 0,1,2, e 2, sendo que 2 & a melhor informagdo
que (SUCCzoj exibe.

b A computacdo de um programa P & a seqiiéncia

{passol(P)}, com ieN, e i=n se P padra em n passos.

Claramente, a computagdo de P & finita sss P para,
e um programa para sss ele denota um namero finito total.
Neste caso, o Gltimo termo da computagdo do programa & o
numeral que denota este ntmero.

> Um programa P para fracamente sss existe ieN tal que

passol(P) é forma normal fraca.

E imediato que um programa para fracamente sss ele
denota um nGmero parcial distinto de 0, e que se um programa
para, elg para fracamente. Intuitivamente, um programa péra'
fracamente no passo de sua computagdoc em gque produz
informagcao nao nula. Esta definicdo se deve a identificacgéo
implicita de parada com produgdo de resultados feita na

teoria da computagdo [ROG 67].

> Um programa termina, tenha ele computagdo finita ou
infinita, sss existe i tal que o nimero parcial mais definido
exibido por passoJ(P) se mantém constante para j>i.

Conseqiientemente, todo programa que para termina, e
um programa termina sss ele denota um nimero distinto de w.
Intuitivamente, um programa termina no passo de sua

computacdo em que deixa de produzir informacgdao.



84

Um exemplo de programa que ndo para mas termina é o
programa (SUCC (SUCC (Y Ad.x))). Um exemplo de programa gue
nem para € nem termina € (Y SUCC).

Ccomo foi dito, parada implica terminacdo. Mas o

contrario ndao é verdadeiro. A parada ocorre no passo em gque a
computagdo ndo pode mais ser desenvolvida. A terminagao

ocorre no passo em que a denotagdo do programa é exibida. A
parada & finitamente observavel [VIC 89], no sentido que, se
ela ocorre, isto pode ser constatado em um nlmero finito de
passos. A terminagcdo ndo é finitamente observavel, no caso
geral, por que ela exige o exame completo de computagdes

infinitas, i.e., a execug¢do de um namero infinito de passos.

5.5 Computacdo interativa de programas-II

O propdsito desta seg¢do é mostrar de modo informal como

termos-II podem modelar programas interativos, e como estes

programas interativos podem ser computados.

> Um programa interativo de k entradas, ou simplesmente
k-programa, é um termo de tipo m com variaveis 1livres
. n H
incluidas em {ot jeeesa 1}
A seguir, as expressdes em itdlico nao definidas
sdo tomadas como primitivas, com o seu significado intuitivo.

> A computagdo de um programa interativo envolve um
agente computacional e um agente usuario. A computacgao
resultante depende de ambos. O agente computacional pratica
acdes de computagdo, sobre o programa, e agdes de saida. O
agente usuario pratica ag¢des de entrada e observa as agoOes de

saida. Ambos agentes interagem e se comunicam pelas agdes de



85

entrada e saida. Internamente, o agente usudrio pode realizar
acdoes de computacdo, e, em principio, as ag¢des que o agente
usuario pratica podem ser modeladas por um programa

interativo também. O tratamento €& mantido assimétrico, mas

isto ndo implica em perda de generalidade.

> O agente usudrio de um k-programa P pode praticar as

agdes de entrada s, e 3, para i=0,...,k=-1. Uma acgao 5,
transforma o programa P em P[(SUCCai)/% ]. Uma acgao 3
transforma o programa P em P[O/ai]. Como o programa P também
é transformado pelo agente computacional, deve haver algum
mecanismo de sincronizacdo, nao especificado aqui, que regula

a pratica de agdes sobre o programa.

> O agente computacional de um k-programa P realiza a
fungdo denotada por A« ...Aq P, por passos seqiienciais. Em
cada passo, o agente procede da seguinte maneira. Se P é da
forma 0, ele pratica a a¢do 3, e para. Se P é& da forma
(succ P’), ele pratica a agdo s e transforma P em P’. Caso

contrario, o agente transforma P em passo(P).

A prova de que o processo acima descrito realiza o
mapeamento entre contagens especificado abstratamente pela
funcdao denotada por Ao ...Aq P é omitida.

Note que o meio onde se realiza a interacdao €& o
programa. As variaveis livres do programa cumprem o papel de
portas de entrada. O préprio programa cumpre o papel de porta
de saida. Em um caso mais geral, o tipo do programa e das
suas varidveis livres pode ser outro que m. Também poderiam
ocorrer ac¢des de entrada que criassem portas, ao substituir
uma variavel 1livre por um termo gque contivesse variaveis

livre novas.

De um ponto de vista antropomérfico, este modo de
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interagcdao parece razodvel. A maneira pela qual um agente se
comporta dependeria de um "programa" que regularia as agoes
do agente. Mas também, este programa dependeria das agdes que
o agente observasse. Assim, um processo adaptativo tanto
seria ditado pelo programa do agente, como alteraria o
programa do agente. Isto mostraria explicitamente de que

maneira o programa adaptativo de um agente ndo seria fixo.
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6  T-DEFINIBILIDADE

Para mostrar efetivamente que uma fungdo &
I-definivel, & preciso exibir um termo-II que a denota, e
provar que este termo a denota. Na maioria das situagdes,
porém, é& impraticavel exibir explicitamente tal termo, uma
vez que ele pode ser excessivamente complicado, e ocupar
paginas inteiras. Este capitulo desenvolve técnicas que
permitem mostrar efetivamente II-definibilidade sem exibir
explicitamente os termos necessadrios para tal. Estas técnicas
permitem que estes termos sejam exibidos explicitamente, caso

requerido. A partir destas técnicas, é possivel fornecer

caracterizacgdes matemdticas ndao formais de II-definibilidade.

A técnica mais freqiliente consiste em utilizar modos
de definir fung¢des que preservam II-definibilidade, i.e., que
produzem fungoes II-definiveis a partir de fungdes
M-definiveis. Este capitulo cataloga alguns deste métodos.
Também sdo introduzidas notagdes para simplificar a definigdo
de funcodes. Algumas funcgodes bésicas sao mostradas
M-definiveis, a titulo de ilustracdo dos modos de definir

fungoes.

Neste capitulo, os simbolos de dominio D,E correm

sobre {GU}.

As fungdes succ, pred sao II-definiveis, uma vez que
os termos SUCC, PRED, respectivamente, as denotam, por
definigdo. Como foi mostrado na segdao 5.3, cada nimero

parcial & T-definivel.

A segdao 6.1 introduz a nog¢do de definigao
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explicita. A segdo 6.2 introduz a notagdo-a para definigdes
explicitas. A secdo 6.3 apresenta a nogdo de currificagao. A
secdao 6.4 mostra que a definicdao por casos de fungdes
continuas 'preserva Il-definibilidade. A sec¢do 6.5 introduz a
nocdo de definigdo por recursdo geral. A secdo 6.6 definine
minimizagdo 1limitada. A segdo 6.7 define quantificacgao
limitada. A segcdao 6.8 introduz a nogdo de fungcao de
pareamento. A sec¢do 6.9 define a operacdao de selegdao. A segao
6.10 fornece caracterizacdes matemdticas nao formais dos

elementos II-definiveis.

6.1 Definigdo explicita

> O modo principal de definir fungdes & a definigao

explicita. Suponha que Y1""')HE€ sdo elementos provados
M-definiveis, que X, e.D1 reoe X €D sdao quaisquer e que
Eé'[y1 ARy ,yj 1 X e ,xk]eE é€ um valor construido finitamente a
partir de Yyreeor¥ X geeesX, PO sucgssivas aplicagdes da

operacdao de aplicacdo (cf. seg¢do 5.1.2). Uma definicéo
explicita de f:D1-). - oD -F é:

- xl...xk=€[y&,...,yj,xl,...,xk]

Um termo-II que denota f pode ser construido a
partir de termos-II M1""'Mj que denotam respectivamente
i No

processo de construgcao de &, se substitui cada valor Yy, por

yl,...,yj, do seguinte seqguinte modo. Suponha que Iﬁ=ﬁ

Mi, cada valor x’ieDl pelo termo afl, e a operagao de
aplicagao pela operagdao de formagdao de combinagdo. Deste
modo, ao invés de se obter um valor &, se obtém um termo N.
Por inducgdo na formagdo de N, e pela definigcdo de f, se prova
que o termo (Acxfl. o ..logk .N) denota f. Detalhes formais sao

omitidos.



89

6.2 Notagdo-A para definigdes explicitas

© A funcdo f definida na secdo anterior 6.1 também &

escrita:
. ;\xl...xk.g[yl,...,yj,xi,...,xk]

O simbolo A é& utilizado aqui em um sentido distinto que na
linguagem II. Na linguagem II, A & um simbolo formal, que faz
parte de um calculo. No uso acima, A € um simbolo nao formal,
que faz parte de uma notagdao. A sua fungdo & dar um nome,
especificamente Ax.€[x], & funcdo que €[x] & de x. Ao
utilizar esta notagdo, é preciso especificar, implicita ou
explicitamente, o dominio sobre o qual x corre. Se o dominio
é D, isto pode ser especificado explicitamente escrevendo-se
AxeD.E[x].

Deve se ter cuidado com a notagdo-A e definicgdes
explicitas em geral. Por exemplo, a expressdo Ax.x(x) nao tem

significado, pois a aplicagdo x(x) nao é definida para xe€

algum (cf. segdo 5.1.2).

6.3 Currificacgao

> A currificag¢ao de uma funcgao f:Dfu..xD£+E é a fungao

Rx&...xk.f(xi,...,xi):D{e..uﬂaeE, escrita também curry f.

Uma fung¢do f e sua currificacdo sdo essencialmente
a mesnma, uma vez due f(xl,...,xk)=(curry f)xi...xk. A
diferenga & que f toma os seus argumentos "ao mesmo tempo", e
sua currificacdo toma os seus argumentos "um de cada vez".

> Uma vez gque em II naoc ha& produto cartesiano, se
convenciona que uma fungao Dﬁh..xD{&? é T-definivel sss a

4 e > P e k .
sua currificacao o é&. A notacao D™ 3E abrevia D-...=D->E,
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onde em D-...-»D h&d k ocorréncias de D, de tal modo que, se

f:DKeE, entao (curry f):D“”eE.

> Para <cada D, o <condicional ifD:IF'-;D(Z}-)D é a
currificagdo de condD:PxD%aD. O subscrito D & omitido quando
pode ser inferido do contexto. A seguinte notagdao é
utilizada:

+ if x then y else z=if x y 2
» if X then y=if x y 1

onde 1 & o menor elemento de D.

ifP é T-definivel, pois a denotagdo de COND é itP,

por definicdo. Se ifE é TII-definivel, entéo ifD*E &
MI-definivel, pois, pelo lema 4.1.4:

. 1fDaEx then f else g=ky.1§Ex then fy else gy

Logo, por indug¢do nas regras de formacdo de {GG}, para todos
D,E; ifDaE é I-definivel.

b Na segdo 4.2 as informagbes de verdade foram
representadas por t=1, f=0, e u=0. E conveniente generalizar
esta representacgdo, de tal modo que todos os valores que sao
sucessores representem a informagao de verdade "e
verdadeiro". Esta decisdo & tomada porque os sucessores sao

verdadeiros perante o condicional, no seguinte sentido:
- if x+1 then y else z=y para todo x

Como exemplo de uso do condicional, a fungao II-definivel
ézero:P-B, que determina se seu argumento & nulo, & definida
por:

+ ézero x=if x then f else t

(Pronuncie "é zero", e nao como uma palavra proparoxitona.)

Como as operagdes lbégicas da segao 4.2 sao
definidas explicitamente a partir do condicional, elas sao

II-definiveis.
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O operador cases da segdo 4.1 também é& II-definivel,
uma vez que ccases=curry cases & definivel explicitamente em

funcdo do condicional.

6.4 Definigdo por casos

> Sejam 81[Y1""'yj'x1"“’xk]EE' para i=1,2,3,
definidos como na segdao 6.1, a partir de elementos
I-definiveis Yyree- ,yjel"s‘, e X1GD1 Grae ® ,xkeDk quaisquer. Uma

definicdo por casos de f:P-D >...5D E é dada por:

«+ £ 0 xl...xk=€1[yi,...,yj,xi,...,xk]
-+ £ 0 xl...xk=82[y1,...,yj,xi,...,xk]
+ £ (X+1) xl...xk=83[y1,...,yj,xl,...,xk]

Tal definigdo é equivalente a:

» £ (x+1)=g3

onde:
. g}xl...xk=81[y1,...,yj,x1,...,xk]

Se f & continua, tem-se que, pelo lema 4.1.2:
. fzcases(x,gl,gz,g3)=ccases X g1g2g3

Logo, f & TI-definivel sss f & continua.

-

> Se o caso para 0 & omitido, se assume implicitamente

que gx[y1""'yj'x1""‘xk]=l'

Como exemplo, a fungdo ézero definida na sec¢dao 6.3

é definivel por casos:
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+ ézero 0=t
+ ézero x+1=f

A funcgao édefinido:P-»B tal que:

+ édefinido x=t se x#0
=u se x=g

pode ser definida por:

- é&definido 0=u
+ @definido 0=t
+« édefinido (x+1)=t

6.5 Definicdo por recursdo geral

> Outro modo importante de definir fungdes & a definigédo
por recursao geral. Seja E[Y re-- ,yJ,h,xl, <+ rX ]EE definido
como na segao 6.1, a partir de elementos II-definiveis
Yireos ,yjet‘;’, e h:E-E, xleD1 § e ,xngk quaisquer. Uma
definicdo recursiva geral de f:D{+...»D£aE é dada pela

definigdao implicita:
« f xl...xk= S[yl,...,yj,f,xl,...,xk]
que abrevia a definigdo explicita:

- xl...xk=f1xE(Ah.8[y;,...,y&,h,x&,...,x;])

Seja o tal que E=G_. O operador de ponto fixo fixE
é TM-definivel, pois Y denota fix_,, por definig¢do. Como f tem
definicdo explicita a partir de fix_, yi,...,yj M-definiveis,

E
£ & TI-definivel.

Para exemplificar o uso da definig¢dao por recursao
geral, é mostrado abaixo, em virtude do lema 4.3.10, que a
fungao P-caracteristica da igualdade é& II-definivel ==:
+ X==y=if X then (if y then xX-1==y-1 else f else t)

UFRGS

N - A B -y g
IN2TITUTO DE INFORMATICA
N 0 | :
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else (if y then f else t)

Uma definicdo recursiva geral mais legivel para ==

[

« X==y=é&zero X A ézero y

v -~&zero X A -~ézero y A X-1l==y-1

b Definigdo por casos pode ser combinada com recursao

geral. A definigdo de f:P-D abaixo, com a,b,&[f,X]eD:

« f 0=a
« £ 0=b
« f (R+1)=€[f,x]

abrevia a definigdo recursiva geral:

- f Xx=ccases X a b (€[f,x-1])

> Como caso particular, gquando €&[f,x]=€'[f(X)], para
algum &‘[x], tal definigdo recursiva geral é& dita definicao

iterativa.

O operador de parcializagao parcial=Ax.X &
M-definivel, pois ele tem definigdo iterativa:
+ parcial 0=0

- parcial (x+1)=(parcial x)+1

Pelo lema 4.6.2, que prové uma definig¢do iterativa

para a extensdao natural da operagao de soma, ela é&
II-definivel.

A titulo de ilustragdo do papel do condicional nao
estrito, com relagdo ao estrito (cf. segdes 4.1 e 4.2), é
mostrada a seguinte definigao possivel para a extensao

natural da soma:

+ X+y=if y==0 then x else succ(x+pred Yy)
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A prova é omitida. Se o condicional fosse substituido pelo
condicional estrito, entdo a fungdo definida ndo seria a

extensdao natural da soma, mas seria uma extensao
intermedidria entre a trivial e a natural. Tal fung¢ao nao
seria sequer comutativa. Por exemplo, valeria que x+0=0 e

0+X=X.

6.6 Minimizacdo limitada
> O operador de minimizacao limitada min:P-(P-P)-P &

definido abaixo, onde ux<k.€[x] abrevia min k (Ax.€[x]):

+ ux<0.px=0
+ ux<k+1l.px=if p0 then 0 else 1+ux<k.p(x+1l)

A varidvel k é dita 1limite da minimizacdo. A notagéao
ux=k.€[x] abrevia ux<k+1.€[x].

O operador de minimizacdo limitada realiza, como
caso particular, a operagao de minimizagao ilimitada, gquando
o limite é w. A notagcdo ux.€[X] abrevia ux<ew.&[x]. Pela
tdltima equacgdao, tem-se que:

« ux.px=if p0 then 0 else 1+ux.p(x+1)

Intuitivamente, (1) (ux<k.px)=n para o menor n<k,
tal que pn é verdadeiro, se tal n existe, e (2) ux<k.px=k
gquando ndo existe n<k tal que pn é verdadeiro. A igualdade
(1) somente vale se nao existe m<n tal que pm=u. Se tal m
existe, (1’) ux<k.px=m para o menor m. A igualdade (2)
somente vale se ndo existe m<k tal que pm=u. Se tal m existe
(2°) upx<k.px=m para o menor m, também. As provas destas

asserc¢des sdao omitidas.

Pela discussdo acima, (un.-n==n)==0 vale f, pois
(un.-n==n) vale . Na teoria da recursdo, o operador de
minimizagdo ilimitada ndo produz resultado algum em tais
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casos. Este é mais uma situagdo em que indefinigao &

representada por «» e ndo por 0 (cf. segbes 3.3 e 3.4).

6.7 Quantificacdo limitada

> O quantificador existencial limitado ex:P-(P-P)->P &

definido abaixo, onde 3x<k.E[x] abrevia ex k (AX.E[x]):

+ Ix<0.px=f
+ 3X<K+1.pX=p0 v 3x<K.p(X+1l)

-

A variavel k é dita limite do quantificador. A notagéao
Ix<k.E[x] abrevia 3x<k+1.€[x].

E imediato que se tem, devido Aas propriedades da
funcd@o v (cf. secgdo 4.2):
+ 3n<k.pn=t se existe n<k tal que pn & verdadeiro
+ 3n<k.pn=f se para todo n<k, pn é falso
e k & finito total

O quantificador existencial 1limitado realiza um
modo de quantificagdo existencial ilimitada, quando o limite

é », uma vez que a fungdo exist’ tal que:
+ exist’p=3x<w.pXx

é um quantificador existencial (cf. segdao 4.4). A notacdo
dx.px abrevia 3x<w.px. De todo modo, exist’'zexist, uma vez
que, para nenhum p, exist’(p)=f, mas exist(ax.f)=f. Assim,
Ix<k.px pode valer f somente se o limite ndo & w. A

M-definibilidade de exist & considerada na secgdo 9.4.

Analogamente, pode ser definido um quantificador

universal limitado. A definig¢do & omitida.
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6.8 Funcgdes de pareamento

A nogdo de funcdo de pareamento apresentada a seguir
[MAC 78] é& utilizada para dois propdsitos distintos. Um dos
propbésitos é& definir a fungcdo de selegdo, na segdao 6.9. O

outro, €& construir numeragdes de G&del, na segdo 8.1.

b Uma funcdo de pareamento é& qualquer fungdo bijetiva
<—,—>:N3+N estritamente crescente em cada argumento, i.e.,

tal que:

« x<x’ ou y<y’ implica <x,y> < <x’,y’>

> As funcgdoes de pareamento inverso de uma funcao de

pareamento <—,—> sao fst,snd:N->N tais que:
« fst<x,y>=x
+ snd<x,y>=y

Estas fungdes sd3o bem definidas, uma vez que <—,—> &

bijetiva.

Tais fungdes de pareamento inverso satisfazem:

+ fst z=ux=z.3y=z.z=<x,y>
« snd z=uy=z.3xsz, z=<x,y>

onde ux=z e 3xsz sdao os operadores de minimizagcdo limitada e
quantificacdo existencial limitada da teoria da recursdo, e
ndo os definidos nas segles 6.7 e 6.8 anteriores. Assim, se

<—,—-> & recursiva, fst e snd também sao.

- 2
As fungbes de pareamento <—,-> enumeram [N, no

sentido que:

« N°={(x,y) |existe z tal que z=<x,y>}
={(fst z,snd z)|zeN}
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> No gque segue do texto, <—,—> & uma fungao de
pareamento recursiva qualquer, mas fixa. Suas inversas sao
fst e snd. A funcgéao <—,—>:P””a? é a currificagdo da extensao
trivial de <—,—>. As fungdes fst,snd:P-P sao as extensodes

triviais de fst,snd respectivamente. Para outras aplicagdes,

seria conveniente trabalhar com as extensdes naturais destas

-

fungdées. A escolha da extensdo trivial é feita apenas por
simplicidade, uma vez que, de acordo com o teorema 7.1, as
currifica¢des das extensdes triviais de <—,—>, fst e snd sao

II-definiveis.

s . 2 A
E imediato que <—,—> enumera M°, no mesmo sentido

. L 2
exposto acima para <-—,—> em relagao a N:

. N%={(x,y)|existe zeM tal que z=<x,y>}
={(fst z,snd z)|zeM}

> A expressdo <X ,...,X > abrevia:

¢ <X, <X ...,<X X >>...>
1 2 k-1 k

6.9 Selegao

As vezes & necessario obter um xXeM para o qual existe
yeM tal que p(x,y) €& verdadeiro, para uma dada fungao
caracteristica parcial p:PgﬁB. Pode ser que mais de um X ou
que nenhum x satisfaca tal especificacdo. A operacao de
selecdo definida a seguir determina um de tais X, no casos em
que isto é possivel. Esta determinagdo é feita por enumeragao
sucessiva dos pares (x,y)ele, mediante o uso da fungao de
pareamento fixada na segdo 6.8.

-

> O operador de selecgao sel:(P“”aB)»P é definido por:
- sel p=fst(uz.p(fst z)(snd z))

A notacdo x/3y.€[x,y] abrevia (sel AXy.€[x,Y]).
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6.10 Caracterizacgdo ndo formal dos elementos I[-definiveis

-

A nogao de II-definibilidade é formal, porque & relativa
a um sistema formal, a linguagem II. Nesta secdo & dada uma
caracterizagdao matemdtica nao formal dos elementos
II-definiveis. Note que por "ndo formal" ndo se entende

"informal", mas "desprovisto do uso de sistemas formais", no
sentido de [KLE 52] de sistema formal.

> Para cada A,B,Ce6, as fungodes:

. KA'B:AaBeA

. SA'B’C:(AaBeC)a(AeB)+(A)»C

sdo definidas para todos f:4-B»C, g:4-B, xe€ld, yeB por:

- K X y=x
+ 8 f g x=f x (g x)

onde os subscritos s3o omitidos quando inferiveis do

contexto.

Teorema 6.10.1. O conjunto de elementos II-definiveis & o

menor conjunto R que contém:

- 0, succ, pred, if, fixD para cada DeG
. KA,B' SA,B,C para cada A,B,CeC

e & fechado para a aplicagdo definida, i.e.:
« f,xeR, f:D->E, xeD implica fxeR
Prova. Os combinadores:

_~ O T
Ky =Ad,.Aa) &;

05TV | 05T o 0-T-U_ 0, 03T O
- S =Ad A CAQ O a («a a)
og,T,V o 1 20 R 2

denotam as fung¢des K e 8 e para A=rz'a, B=t§'1_ e C=€ i

A4,B A,B
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Utilizando os métodos expostos em [HIN 86], & possivel
transformar qualquer termo fechado em um termo fechado de
mesma denotacao, formado a partir das constantes
O,SUCC,PRED,COND,YU e dos combinadores KU,I e Scr,r,ﬂ por
sucessivas aplicacdes da operagdac de formagdo de combinagéao
bem tipada. Como a operagdac de formagao de combinacdo bem
tipada é interpretada como a operacao de aplicag¢ao definida,

tem-se o resultado desejado. o

Utilizando este teorema e os resultados das segdes
anteriores, é possivel dar uma caracterizacao mais
operacional de T-definibilidade.

Teorema 6.10.2. O conjunto de fungdes II-definiveis & o menor
conjunto R que contém:

+ 0,succ
e é& fechado para:

+ definicdo explicita
+ definigdo por casos de fungdes continuas

- definicao por recursdo geral

Prova. Definigdo explicita e defini¢do por recursao geral
sempre introduzem fun¢des continuas. A funcao pred é
definivel por casos. As fungdes fix sdo definiveis por

recursao geral:
+ fix f=f(fix f)

Para mostrar que ifeR, basta mostrar que inf:P?5P tal que

inf X y=xqy estd em R, e definir if por casos por:

+ if 0 y z=inf y z
« if 0 y 2z=2
« if (x+1) y z=y
A definigcdo de inf é por casos e por recursdao geral,

utilizando o 1lema 2.5.3. Note que & necessario definir

fungdes auxiliares, pois a recursao & nos dois argumentos. Se
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=

R & fechado para definigdo explicita, entdo R é fechado para
a aplicagdo, pois y=fx €& uma definigdo explicita. As fungdes
8 e K sao definiveis explicitamente. Entdo, pelo teorema
6.10.1, R contém os elementos II-definiveis. Pelos resultados
das segbes 6.1, 6.4 e 6.5, R estd contido no conjunto de

elenentos N-definiveis. o



101

7  T-DEFINIBILIDADE DAS FUNQDES RECURSIVAS

Este capitulo mostra que a linguagem II tem ao menos
o mesmo poder de decisdo que as fungdes parciais recursivas,
no sentido do teorema 7.6. As nogdes de conjunto N-definivel

e I-enumeravel sao introduzidas.

> Uma fungdo parcial f:NSN & T-definivel sss sua

extensdao trivial é TI-definivel.

A 1idéia intuitiva é que, na teoria recursao,
indefinigcdo é& representada por computagdes infinitas que nao
produzem resultados, e que, na 1linguagem II, computagdes
infinitas que ndo produzem informagdo denotam 0.

Teorema 7.1. As fungdes parciais recursivas sdo M-definiveis.

Prova. (> A formulagdo da nogao de fungdo parcial recursiva
adotada para provar o teorema & a de [DAV 58]). A prova €& por
indug¢dao nas regras de formagdo do conjunto de fungdes
parciais recursivas. O lema 7.2 prova o caso base, e os lemas
7.3-7.5 provam os passos de inducgdo. Os métodos do capitulo 6

sdao utilizados implicitamente. o

A funcgdo fintot:P-B tal que, para todo x:

+ fintot x=t se X é finito total
=u caso contrario,
é M:definivel, pois:

+ fintot 0O=u
« fintot o=t
- fintot (x+1)=fintot x
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As funcdes TRIVIALk:(P“”aw)a(m“”ap), keN, tais
que, se £:p5P & a currificagdo de uma extensdo de uma
funcao parcial f:N5N, entdo TRIVIAL £ é a currificagdo da
extensdo trivial de f, sdo II-definiveis, pois:

. (TRIVIAka)xl...xk=
if fintot X Aeee A fintot X A fintot (£ X ...X)
then f£ X o..X
else 0

O subscrito k é omitido quando pode ser inferido do contexto.

As fungdes recursivas base sao M-definiveis:

Lema 7.2. As fungdes sucessor S:N->N, constante zero Z:N-oN, e
projegdes P?Nﬂem, j.KkeN, 1=j=<k, tais que S:ne—n+l, Z:n0,
P::xi,...,xkpexj sdo M-definiveis.

Prova. As extensdes triviais de S, Z e PE sdao I-definiveis,

pois sdo, respectivamente:

- TRIVIAL sucec
- TRIVIAL(AX.O0)
* TRIVIAL(AX, ...AX .X ) o

A substituicao de funcgdes NM-definiveis ée
M-definivel:

Lema 7.3. Se g:NL%N = hl,...,hjwfew sdo I-definiveis, entao
£:NSN tal que:

. f(xl,...,xk)=g(h1(x1,...,xk),...,hj(xl,...,xk))
é TI-definivel.

Prova. Sejam f,g,hi,...,hj as currificacdoes das extensoes
triviais de f,g,hj,...,hj respectivamente. Entdo £ &

NI-definivel, pois satisfaz a definigdo explicita:

- f xl...xkzg(hlxi...xk)I‘.(hjxiﬂnoxk) D
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A recursdo primitiva sobre fungbes II-definiveis &
NM-definivel:

Lema 7.4. Se b:m*+w, e gzwhgam sdao II-definiveis, entao
£:N“'S5N tal que:

. f(O,xz,...,x )=b(x2,...,x

)

)=g(x1,xa,...,XMJ,f(xi,xz,...,x

k+1

))

. f(x1+1,x2,...,x

k+1 k+1

é TI-definivel.

Prova. Sejam f,b,g as currificagdes das extensdes triviais de
f,b,g respectivamente. Entdao f é Il-definivel, pois satisfaz a

definigdo recursiva geral:

- £f = TRIVIAL £’
onde
« f'X ...X =if X ==
1 k+1 1
thenb x ...X
2 k+

1

else g(xl-l)xz. ceX (£’ (xl-l)xz. ..X )o

k+1
A minimizagdo de uma funcdo total IT-definivel &
IMI-definivel:

Lema 7.5. Se g:wk“ew total é II-definivel, entao f:N>N tal
que f(x“...,xk) é o menor y tal que g(xﬂ...,x},y)=0 se tal

y existe, e & indefinida, caso contrario, & II-definivel.

Prova. Sejam f,g as currificagdes das extensdes triviais de
f,g respectivamente. Entdo f & II-definivel, pois satisfaz a

definicao explicita:

. f=TRIVIAL(Ax1...?ka ‘Hy<®w.g X ...X y==0) o
Isto conclui a prova do teorema 7.1.

> Um conjunto AN é dito T-definivel sss a sua fungao
P-carateristica & II-definivel. Um conjunto AsN & dito
I-enumeravel sss existe uma funcao caracteristica parcial

cujo nGcleo é A.
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Teorema 7.6.
+ Se um conjunto é recursivo, entdo ele & INl-definivel.

+ Se um conjunto & recursivamente enumeravel, entao ele

-

& M-enumeravel.

Prova. Pelo 1lema 4.3.7, a extensao natural da fungao
caracteristica de um conjunto A propriamente infinito

coincide com a sua extensdo trivial. Logo, se A4 é
propriamente infinito e A é recursivo, entdo A4 é II-definivel,
pelo teorema 7.1. Se A4 é finito, pelo lema 4.3.11 e pelos
resultados do capitulo 6, a sua fungdo P-caracteristica é
P-definivel. Se A é cofinito, o seu complemento A é& finito.
Seja p a funcdo P-caracteristica de A. Entdo AX.-px é a
fungdo P-caracteristica de A. A segunda parte é& provada de
modo andlogo, e utiliza propriedades béasicas dos conjuntos
recursivamente enumerédveis, que podem ser achadas em [ROG 67)

ou [MAC 78]. a

Na teoria da recursdo, um p;roblema de decisdo é
representado por um conjunto de naturais, via uma
codificacdo, quando o dominio do problema nao é formado por
naturais [ROG 67].

> Um problema é dito recursivamente decidivel sss o©
conjunto que o representa é recursivo. Um problema é dito
recursivemente semidecidivel sss o conjunto que o representa
€ recursivamente enumeravel. Um problema é dito II-decidivel
sss o conjunto que o representa & N-definivel. Um problema &
dito TI-semidecidivel sss o conjunto gque o representa é

IT-enumeravel.
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Corolario 7.6.

+ Se um problema & recursivamente decidivel, entdo ele &
M-decidivel.

+ Se um problema & recursivamente semidecidivel, entao

ele é IN-semidecidivel. o

0 uso dado neste trabalho ao corolario 7.6 é de

concluir que um problema ndo é recursivamente decidivel
quando ele ndo é& II-decidivel.

De acordo com a discussdo nas se¢des 3.3 e 3.4, a
extensao natural veicula informagao melhor que a veiculada
pela extensdao trivial. Cabe indagar, entdo, se as extensdes
naturais das fungdes parciais recursivas sao II-definiveis. Na
segao 9.5 € mostrado, que, mesmo que a extensao natural de
uma fungao parcial recursiva f seja [I-definivel, ela nao pode
ser obtida efetivamente a partir de uma definigao de f.
Ainda, €& mostrado que h& fungdes recursivas (primitivas)
cujas extensdes naturais ndo podem ser II-definiveis. Por
outro lado, mostra-se que h& fungdes II-definiveis sobre

conjuntos, que ndao sao extensdes de fungdes recursivas.
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8  ARITMETIZACAO DA LINGUAGEM T

A linguagem II, relativamente a sua interpretacao
padrdo, tem como universo de discurso nameros parciais e
fungdes que envolvem direta ou indiretamente nGmeros
parciais. O objetivo deste capitulo & desenvolver meios de
esta 1linguagem se referir, indiretamente, a termos dela
mesma. A cada termo-II é associado um UGnico nGmero, e a cada
operacao sobre termos é associada uma operag¢do sobre nameros.

A nocdo de numeracao Il-efetiva de termos e tipos & definida.

E mostrado que, para qualquer numeracdo I-efetiva,
o problema de existéncia de forma normal fraca para
programas-II ndo é II-decidivel (teorema da parada fraca), mas
que é II-semidecidivel. A partir das técnicas desenvolvidas
neste capitulo, é& possivel reconstruir a teoria da recursao
para fungdes II-definiveis, obtendo diversos teoremas
similares, porém com diferengas importantes. Este

desenvolvimento & iniciado neste capitulo, e levado até um

certo ponto no capitulo 9.

A segdao 8.1 define numeragdes de Godel de termos e
tipos, e introduz a nog¢do de numeragdo l-efetiva. A segado 8.2
numera os elementos II-definiveis através de numeracdes de
termos e tipos. A segdo 8.3 apresenta o teorema da parada
fraca. A segao 8.4 mostra que a fungao de passo de computagao
sobre nimeros de Godel & [II-definivel para numeragoes
efetivas. A secao 8.5 mostra que o problema da parada fraca é

M-semidecidivel
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8.1 Numeracdes de Godel de termos e tipos

Esta secdo define meios de codificar termos-II por
nimeros parciais, e de manipular termos-Il via os seus
cbédigos. Para codificar termos é preciso codificar tipos
também. Os nameros finitos totais M={0,1,2,...} sao
utilizados como cbédigos de termos e tipos, e os demais
nGmeros sdo utilizados eventualmente como informacgdes
parciais sobre cédigos. A razdo desta escolha é apresentada
apés a introdugdo da nogdao de numeragdao Il-efetiva. Por
simplicidade das definigbes (especificamente, para que seja
possivel utilizar a nogdo de fungdo P-caracteristica), a
determinagdo de uso de nameros finitos totais & mantida

arbitraria, por enquanto.

-

> Uma numeracdo de Godel de termos e tipos é& qualquer
fungcdo injetiva ng:T»P, onde T=termos v tipos, com conjunto
de chegada incluido em M. Um nimero XeP & dito o numero de
Gédel de teT, com relagdo a ng, sss'x=ng t. O simbolo de
funcdao ng corre sobre numeracdes de Godel de termos e tipos.

> Uma fungao £:P* 5P codifica uma funcgao f:Fwy»T, com

relacao a uma numeragao ng, sss para todos tl,...,tkerz

+ £ (ng tl)...(ng tk) =ng(f t:"‘tk)

Note que pode haver mais de uma fungao £ que
codifica f, uma vez que os valores de f sdo especificados
apenas para argumentos que sdao nimeros de Godel.

> Uma fungao £:P* 5B codifica um conjunto Asvk, com
relagdao a uma numerac¢do ng, sss £ & a fungao P-caracteristica

do conjunto:

k
* {(ng t,...,ng tk)em|(t1,...,tk)eA}
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Um dos objetivos desta segdao & definir o conceito
de numeracg¢do efetiva de termos e tipos. O problema enfrentado
€ que, no sistema formal disponivel, ndo ha& como expressar
operacdes sobre termos e tipos, de modo que ndao ha como

-

mostrar, ao menos diretamente, que uma dada fungdo ng:T-P &

efetivamente calculdvel. Ainda, é justamente para definir
calculabilidade formal sobre termos e tipos que se quer

numera-los via uma funcido ng:T-P.

As operacbes primitivas sobre tipos sao as de
formagdo de tipos basicos e de tipos de fung¢do. As operacgdes
primitivas sobre termos sdo as de formagdo de constantes,
variaveis, combinac¢des e abstra¢des. Estas operag¢des induzem
uma particdo de T em classes sintaticas de tipos béasicos,
tipos de fungdo, constantes, varidveis, combinagdes e
abstracgdoes. A operacdao de reconhecer qual &€ a classe de un

elemento de T também deve ser considerada primitiva.

As observagdes acima motivam a seguinte definigao
de efetividade para numera¢des de termos e tipos, que depende
de uma nogdo de efetividade de computagdes com nimeros.

> Uma numeracgcdo de G&del de termos e tipos é efetiva
sSss:
+ dados os nameros de Gédel de o e T, a«, M, N, &
possivel obter efetivamente o nGmero de Gddel do tipo
(o->T), e de cada termo gT, &T, (MN), (Aa.M)

+ dado ieM, & possivel decidir efetivamente se i &
nimero de G&del de tipo basico, tipo de fungao, de
constante, de variadvel, de combinag¢do ou de abstracgao

Se uma numeracdo de Gb&del de termos e tipos &
efetiva, e se sdao conhecidos inicialmente os nameros de Gdédel
de m, 0, SUCC, PRED e COND, entdo é& possivel construir
efetivamente o nimero de Gdédel de qualquer termo, operando
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sucessivamente sobre os nameros iniciais.

> Funcdes seta, alfa, comb, abs:P“”eP, Y:P»P sao ditas
construtores de uma numeragdo de termos e tipos com relagao

da nNg sss:

- seta codifica a operagcdo de formagdo de (0-T) em
fungcdo de 0 e T

+ Y codifica a formagdo de Y. a partir de o
+ alfa i codifica a formagdo de a? a partir de o
+ comb codifica a formagdo (MN) a partir de M e N

+ abs codifica a formagao (Aa.M) a partir de a e M

b Os discrimimadores de uma numeracdo de termos e tipos
ng sao as fungdes que codificam, com relagdo a ng, os
conjuntos de tipos de fungdo, de termos, de constantes Ya' de
variaveis e de combinagdes respectivamente. Os simbolos de
funcao éseta, &Y, éalfa, écomb, é&abs correm sobre os

respectivos discriminadores de ng.

> Uma numeragdo de Godel de termos e tipos é Il-efetiva

sss ela tem construtores e discriminadores TI-definiveis.

Neste ponto, & possivel justificar a determinacgao
de que ng tenha conjunto de chegada incluido em M, i.e., gque
os nameros de G&del sejam finitos totais. Se houvessem termos
com nGmeros de Godel propriamente parciais, os
discriminadores nao poderiam ser monoténicos, e, portanto,
ndo poderiam ser II-definiveis. A titulo de contradigéo,
suponha que uma combinagdo (MN) tenha nGmero de Go&del n.
Entdo écomb n=t. Por monotonicidade, é&comb x=t se n < X.
Logo, o conjunto:

* {XeP|écomb x=f}<{xeP|ndo n < x}={0,0,1,1,...,n-1}

seria finito. Isto & impossivel, pois ha um nimero infinito

UFRGS
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Pty Y .
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de termos que ndo sdo combinagbes. Um raciocinio andlogo pode
ser feito assumindo que (MN) tenha nimero de Goddel =. Neste,

caso, a continuidade dos discriminadores seria violada.

> E conveniente ter disponiveis, também, discriminadores
étipo, étermo e éconst, que codificam respectivamente os
conjuntos de tipos, termos e constantes. Eles pode ser

definidos a partir dos demais por:
+ étipo x=x==ng m v éseta x

+ éconst X=X==ng 0 v X==ng succ
v xX==ng PRED v x==ng COND
v €Y x

- étermo x=éconst X v éalfa x v écomb X v éabs X

E possivel mostrar que, se uma numeracdo tem
construtores IM-definiveis e a fung¢do que codifica o conjunto
T é TII-definivel, entdo os seus discriminadores sao
II-definiveis. Assim, uma numeragdo ng é N-efetiva sss ela tem
construtores II-definiveis e a fungao que codifica T com
relagdo a ng é II-definivel. Por simplicidade, porém, é
conveniente trabalhar com a definigdo menos compacta e

elegante de M-efetividade.

Pela definicdo de codificacao com relagcdao a uma
numeracgao, as especificagdes dos construtores de uma
numeragac ng sao equivalentes 4&as especificagbes abaixo.
Quando os numeros de G&del dos tipos e constantes iniciais
sao fornecidos, estas especificag¢des podem ser lidas como uma

definigcdo indutiva de ng:
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+ ng(oc->t)=seta (ng ¢) (ng T)
* ng Y0=Y (ng o)

* ng a?=alfa i (ng o)

+ ng(MN)=comb (ng M) (ng N)

* ng(Aa.M)=abs (ng a) (ng M)

Teorema 8.1.1. Existe uma numeragcdo de Gddel de termos e
tipos ng M-efetiva.
Prova. Tome:

+ classe <x,y>=X
+ ng m=<0,0>
- seta x y=<1,x,y> - contradominio <x,y,z>=2

étipo x=x==ng n
v 3y=x.3Jz=x.xX=seta y 2z A étipo y A étipo z
+ éseta x=étipo x A classe x==

- tipo <x,y,2>=y
* ng 0=<2,ng m,1>
+ ng SUCC=<2,ng m-m,2>
* ng PRED=<2,ng m-m,3>

- ng COND=<2,ng m' >’ -m,4>

+ Y X=<3,x,5>

+ alfa x y=<4,Y,x>

+ comb X y=<5, (contradominio (tipo x),x,y>
+ abs x y=<6,seta (tipo x) (tipo y).,X,y>

A primeira componente de wum cbédigo codifica a classe
sintatica da entidade codificada. Ela garante, junto com as
propriedades de <—,—>, que os construtores tenham conjuntos
de chegada disjuntos para numeros de Godel, de modo a que ng
seja injetiva, como requerido. A segunda componente de um
cdédigo de termo codifica o seu tipo, uma vez que, por indugao
nas regras de formagdao de termos, se mostra que, se

i=ng(M:0), entdo tipo(i)=ng(c). A sua finalidade é& evitar a
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necessidade de inferir tipos na verificagdo de boa tipagen,

requerida para a defini¢cdo de étermo. Tome:

+ étermo 2z=2==ng 0

v Z==ng SUCC

v 2==ng PRED

v 2z==ng COND

v 3x=<z.2==Y X A étipo x

v 3i=g.3x=z.z==alfa i X A étipo X

v dm=z.3nsz.z==comb m n A étermo m A étermo n
A tipo m == seta (tipo n) (tipo 2)

v 3x=z.3msz.z==abs X m A étermo x A étermo m

A tipo z == seta (tipo x) (tipo m)

+ @Y z=étermo z A classe x==

+ éalfa z=étermo z A classe X==
+ écomb z=étermo z A classe X==
-+ éabs z=étermo z A classe X==

As fungbes dadas sao II-definiveis, de acordo com oOs

resultados do capitulo 5, e, portanto, hg é TM-efetiva. o

> Fungdes dominio, contradominio, Ytipo, alfatipo,
alfaind, fun, arg, par, corpo que satisfazem as propriedades
abaixo, para uma numeracdo de termos e tipos ng, sdao ditas
destrutores de ng:

+ dominio (ng(o-tT))=ng o
-+ contradominio (ng(o-t))=ng T
« Ytipo (ng YU}=ng o

« alfatipo (ng af)=ng o
«+ alfaind (ng af)=i

+ fun (ng(MN))=ng M

- arg (ng(MN))=ng N

* par (ng(Aa.M))=ng «

« corpo (ng(Aa.M))=ng M
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A numeragdao ng construida no teorema 8.1.1 acima
tem destrutores TII-definiveis, como pode facilmente ser

mostrado.

Lema 8.1.2. Toda numeracao Il-efetiva ng tem destrutores
NM-definiveis.

Prova. Todos os destrutores sdo definiveis de maneira
similar. E mostrado o caso de dominio:

+ dominio z=x/3y.étipo x A étipo y A z==seta x y o

> Uma funcdo tipo & dita extrator de tipo sss:

+ tipo (ng M)=ng o se M:o

Lema 8.1.3. Toda numeracdo I-efetiva ng tem extrator de tipo
II-definivel.

Prova. tipo & um extrator de tipo sss tipo satisfaz:

+ tipo(ng 0)=ng mn
tipo(ng SUCC)=ng(m-m)
tipo(ng PRED)=ng (m-m)
tipo(ng COND)=ng(n(3)a
tipo(Y x)=x

)

tipo(alfa i x)=x
tipo(comb x y)=% se tipo x=seta z t para algum t
tipo(abs x y)=seta (tipo x) (tipo y)

Conseqgiientemente, a seguinte definig¢ao para tipo, que utiliza

os resultados do lema 8.1.2, & correta:
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+ tipo(x)=if x==ng 0 then ng m

X==ng SUCC then ng(m-mn)
x==ng PRED then ng(m-m)
x==ng COND then ng(n‘’’->
else if éY x then Ytipo x

else if éalfa x then alfatipo x
else if écomb x then contradominio (tipo (fun x))

else if éabs x then seta (tipo (par X))
(tipo (corpo x)) o

-
Hh

else

M-
Hh

else
m)

-
Hh

else

O método wutilizado no lema 8.1.3 acima de
transformar uma especificacgao indutiva que utiliza
construtores em uma definigcdo recursiva que utiliza
discriminadores e destrutores é utilizado implicitamente em

muitas provas.

O sequinte teorema mostra que duas numeracgodes
M-efetivas distintas sdo essencialmente a mesma, uma vez que

a tradugdo entre elas é Il-definivel.

Teorema 8.1.4. Para quaisquer numeragdes Il-efetivas ng e ng’,
existe uma funcdo NM-definivel trad:P-P tal que ng’'=tradeng.

Prova. ng’'=tradeng sss:

- trad(ng m)=ng’'m

+ trad(seta x y)=seta’ (trad x) (trad y)

+ trad(ng 0)=ng’o0

+ trad(ng SUCC)=ng’SUCC

- trad(ng PRED)=ng’PRED

+ trad(ng COND)=ng’ COND

+ trad(Y x)=Y’ (trad x)

+ trad(alfa x y)=alfa’x (trad y)

+ trad(comb x y)=comb’ (trad x) (trad y)

« trad(abs x y)=abs’ (trad x) (trad y) o
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> No que segue do texto, ng & uma numeragdo de Godel
qualquer, e Il-efetiva, a menos que indicado em contrario, com
construtores, discriminadores, destrutores e extrator de tipo
lI-definiveis escritos de acordo com as convengdes acima. A
omissdo de uma referéncia obrigatéria a uma numeragcao é

considerada implicitamente relativa a ng.

8.2 Nimeros de Godel de elementos II-definiveis

> O conjunto de nuimeros de Godel de elementos de 6’0, é

definido por:

. NGU={ng M|M:0c & fechado}

> A fungdo de valoragao de numeros de Godel de
elementos de GU valg:NGo;)tS‘o,é definida por:

. valo(ng M)=x se M denota x

> Um ndmero de Godel de xeGU é dqualquer ieNGa tal que
valo_i=x. Tal x & dito o valor de i. A expressao ng x corre

sobre nimeros de Godel de xe@a.

E imediato que xet;’o, tem numeros de Godel sss x &

M-definivel, e que para qualquer numero de G&del ng_x de x,

vala(ngox)=x.
8.3 T-indecidibilidade do problema da parada fraca

b O problema da parada fraca € o problema de decidir,
para qualquer programa P, se P para fracamente ou nao (cf.

segao 5.4).

> Uma fung¢ao h:P-B resolve o problema da parada fraca
via uma numeracao de Gdédel ng sss h codifica, com relagao a
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ng, o conjunto de programas que param fracamente.

Pela definicdo de programa, de parada fraca e pelo
corolario 5.3.2, h satisfaz, para todo xeP e para todo nfmero
de Godel ng x de x:

. h(ngnx)=1 se x#0

=0 se x=0

Note que h& numeracdes de Gddel ng para as guais
existe h M-definivel que resolve o problema da parada fraca
via ng. Considere a numeracdo de Godel especificada a sequir.
Ordene lexicograficamente os termos-II. Reserve os nGmeros
pares para os termos fechados de tipo m que tém forma normal
fraca, e os impares para os demais. Atribua os nGmeros pela
ordem lexicografica. A fungdao P-caracteristica do conjunto
dos pares é II-definivel e resolve o problema da parada fraca
via tal numeragao. Pelo teorema 8.3.3 abaixo, tal numeragao

ndao pode ser I-efetiva.

Lema 8.3.1. Existe num:P-P TNI-definivel tal que, para todo neM

valn(num n)=n.
Prova. Tome:
* num 0=ng 0
+ num(x+1l)=comb (ng SUCC) (num X)

Claramente, para todo neM, num n=ng (SUCC'0), que & um ndmero
de Godel de n. o

Lema 8.3.2. Para toda f:lP—)@U lI-definivel, e todo neM:

. valg(comh (ngn_)ot‘) (num n) )=val o(ng o(f n))

Prova. Pela definig¢ao de valcr e comb, para todos iENGIﬁG e

jENGr:

. vala(comb 1 3)=(va11FK})(va1,§)
Logo:
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. vala(comh (nqn+éﬂ (num n))=(vallrééng n%g))(val %num n))
=f n
=valo(ngg(f n)) a]

Teorema 8.3.3. Para toda numeracgdo de Godel ng, se h resolve

o problema da parada fraca via ng, entao:
+ h & MM-definivel implica ng nao é M-efetiva

Prova. Suponha que h é II-definivel e que ng é& Il-efetiva.
Entdao f:Po»P definida abaixo é II-definivel, por gque comb &
NM-definivel:

+ £ x=if h(comb X (num X)) then 0 else 0

Como £ & II-definivel, f tem um nGmero de Go&del ngnanf' Tome

y=f(ngn%nr). Entdo, substituindo x por nqrbn; na definigdo de
f x:

« y=if h(comb (nqnenf) (num (nngﬂf))) then 0 else 0
Pelo lema 8.3.2:

« y=if h(ngn(f(ngnaﬂt))) then 0 else 0
Uma vez que, por definicéao, y=f(ngn+nf), tem-se que:

+ y=if h(ngny) then 0 else 0

Claramente, y pode apenas ser 0 ou 0, pelas propriedades do
condicional. Se y=0, entéao h(ngny)=1, pela definig¢ao de h, e:

- y=if 1 then 0 else 0=0
Entao y nao pode ser 0. Se y=0, entao h(ngny)=o, pela
definigao de h, e:

+ y=if 0 then 0 else 0=1

Entdo y ndo pode ser 0. De tal contradigdo se conclui que h

nao é IMI-definivel ou ng ndo é Il-efetiva. 0

O argumento & semelhante ao utilizado originalmente
por [TUR 36] para provar o teorema da parada. O seguinte
corolario enuncia o teorema de um modo mais usual.
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Corolario 8.3.3. Para toda numeracdo de Goédel efetiva ng, o
problema da parada fraca & II-indecidivel. o

Mas este problema é I-semidecidivel para numeracgdes

M-efetivas, como mostrado no teorema 8.5.2.

Teorema 8.3.4. A equivaléncia de denotagdo é II-indecidivel
para numerac¢oes I-efetivas.

-

Prova. Para termos de tipo m, isto & imediato do teorema da

parada fraca. Para termos de tipo ¢ qualquer, basta notar

gue, para X,YeP e f,ge@g, com f=121...zk.x e g=lzl...zh.y,
onde kK e os dominios de ZigeeesZ, dependem de o, vale que xX=Yy
sss f=qg. o

8.4 Codificagdo da fungao de passo de computagdo

Esta segdao mostra que, para qualquer numeragdo II-efetiva
ng, a funcdo de passo de computagdo passo tem codificagao
I-definivel.

Lema 8.4.1. As fungao livre:P?35B e éfechado:P-B que

codificam respectivamente os conjuntos:

* {(a,M) |« ocorre livre em M}
- {M|M é fechado}

sdo M-definiveis.
Prova. Tome:
+ livre x y =
éalfa x A étermo y
A (éalfa y A x==y
v écomb y A (livre x (fun y) v livre x (arqg y))
v éabs y A nX==par y A livre x (corpo y))
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-

A construcdao de éfechado é omitida. o

Lema 8.4.2. A funcdao de substituigdao tem codificag¢do subst
lI-definivel.

Prova. subst codifica a subtituigdo sss:

+ subst (ng M) (ng N) (ng o)=ng(M[N/«])

A definigdo da substituigdo para o caso ((hacjr.}f) [N/a;c], oﬁcmfr

é repetida abaixo:
- (o] .my (N/ef 1=(ag i /o 1IN/ )

para o menor k tal que af que ndo ocorre livre em N nem em M

Tome:
+ subst ¢ n a=c se ¢ codifica constante
+ subst a n a=n se a codifica variavel
+ subst a‘’n a=a se a e a’ codificam varidveis, aza’

+ subst (comb m m') n a=comb (subst m n a) (subst m'n a)
+ subst (abs a m) n a=abs a m
+ subst (abs j m) n i=abs k (subst (subst m k j) n i)

se j#i, onde:

+ s=alfatipo 7j,

- k=alfa (ux.-livre (alfa x s) n) s o

Lema 8.4.3. O conjunto de redexes que sdo combina¢des tem
codificagdo éredex II-definivel.

Prova. Um redex que & uma combinacdo é de uma das formas:

- (Aa.M)N - YM
- PRED 0 - PRED (SUCC M)

- COND O M N + COND (SUCC P) M N

- COND PO O -+ COND P (SUCC M) (SUCC N)

Tal funcdao éredex pode ser construida mediante o uso do
condicional e dos discriminadores e destrutores de ng de modo

6bvio, embora trabalhoso. o
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Lema 8.4.4. Existe red:P-P II-definivel tal que, para toda
combinagdo M:

- red (ng M)=ng N se M:»detN
Prova. red satisfaz a especificagdo do teorema sss:
- red (ng((Aa.M)N))=ng(M[N/a])
=subst (ng M) (ng N) (ng «)

+ red (ng(PRED 0)) = ng 0
+ red (ng(PRED (SUCC M))) = ng M

- red (ng(COND 0 M N)) = ng N
- red (ng(COND (SUCC P) M N)) = ng M
- red (ng(COND P 0 0)) = ng O

- red (ng(COND P (SUCC M) (SUCC N)))= ng(SUCC (COND P M N))
- red (ng(YM)) = ng(M(YM))

E, portanto, red pode ser definida utilizando o condicional,

os discriminadores e os destrutores de ng. o

Teorema 8.4.5. A fungao de passo de computagcao passo tem

codificagdo II-definivel passo.
Prova. passo codifica passo sss:

+ passo(ng M)=ng(passo M)
sSss:

+ passo c=c¢ se ¢ codifica constante

+ passo a=a se a codifica variavel

* passo (comb m m’)=comb (passo m) (passo m’)
se comb m m‘’ ndo codifica redex

* passo (comb m m’')=red (comb m m’)
se comb m m’ codifica redex

* passo (abs a m)=abs a (passc m) o

8.5 II-semidecidibilidade do problema da parada fraca

b As fungdes de valoragéao valU:NGoﬁGG_definidas na secgao
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8.2 podem ser extendidas para uma fungdo continua Pa@c pela
atribuigdo do valor 1.2 elementos de P que ndo sdo nameros

de Godel:

. valal=la se 1¢NG0~

Teorema 8.5.1. A fungdo de valoragao val :P-P é N-definivel.

Prova. Tome:
. valni=if étermo i A tipode i==ng m A éfechado i
then v i

onde v:P->P & tal que:

« v(ng 0)=0
* v(ng(SUCC M) )=succ(v(ng M))
+ v(ng M)=v(ng(passo M)) se M nao é f.n.fraca

e é& definida por:

+ v x=if x==ng 0 then 0
else if écomb x A fun X==ng SUCC then succ(v(arg X))
else v(passo X) ]

Compare a funcdo v definida na prova do teorema

8.5.1 acima com o algoritmo procedural descrito na seg¢do 5.4.

Teorema 8.5.2. O problema da parada fraca é Il-semidecidivel

para numeracdes I-efetivas.

Prova. A fungao IH:P%P definida abaixo tem como ndcleo os

coédigos de programas que param fracamente:
. hti=édefinido(va1ni).

onde a fungao édefinido foi definida na secdo 6.4. )
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9  RELACOES COM A TEORIA DA RECURSAO

A secdo 9.1 estuda a nogdao de fungdao universal
externa e fungdes universais externas particulares. A secgao
9.2 define uma fun¢do universal interna particular. A segao
9.3 estuda termos universais e manipulagdo de seqiiéncias
infinitas. A segdo 9.4 estuda certas operagdes Il-definiveis
sobre conjuntos, via indices de fungdes P-caracteristicas,
que nao sao recursivas via indices de fungoes
caracteristicas. A segdao 9.5 mostra que existem fungdes
recursivas que ndao tém extensdo natural N-definivel, e que,
mesmo para fungdes recursivas que tém extensdo natural
M-definivel, tal extensdo nao pode ser encontrada por uma

funcdo NM-definivel.

9.1 Fung¢des universais externas

> Uma fungdo univJ:PaEG é dita universal externa para G
sss univ’ & T-definivel e para todo x€6 MI-definivel existe
ieP tal que:

- U‘I
X=univ 1

A denominacdo universal & devida a Turing [TUR 36]. A

denominag¢do externa & devida ao fato que univgéﬁo.

Fungdes de valoragao valU:Paﬁo. M-definiveis sao
fungdes universais para Ea. Mas, ao contrario da definicao de
funcdo de valoracdo, a definicdo de fung¢do universal ndao faz
referéncia a nimeros de Godel de termos. Para se provar que
fun¢gdes universais existem, porém, sao utilizadas numeracgdes

de Godel de termos.
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As fungdes predecessor e identidade P-P sao fungodes
universais para G-

Os elementos T-definiveis podem ser caracterizados
via fungdes universais, do seguinte modo:

» Um elemento xe@a é [II-definivel sss existe i tal

L3 o"l L3 U - o
que x=univ i, com univ fungdo universal para EU.

Para os propdésitos deste trabalho, interessam os

(k) - c{k) ‘
casos O=n 51, KeN, e o=(m-»n)-m. A notacdo univ abrevia

: O (k) : . : NTI=2TT) ST
univ para o=n -7, e univ abrevia univ .

Assim como uma fungao P*op & pensada como uma
fungao de k argumentos, uma fungdao (P-P)-P & pensada como uma
fun¢do de infinitos argumentos. Assim, univ poderia ter sido
escrita univ®.

> Para cada D, o dominio (P-»D) é. escrito Dw, e é dito
dominio de D-seqiliéncias. O elemento x=[x0,...,xkq]eDw, com

X yee1X €D, é definido por, para ieP:

+ xi=if i==0 then X,
else ...

else if i==k-1 1:.hen.)fk_'1

Assim, xi é escrito X .

Claramente, [Xb""'xp1] & [I-definivel sss
XoreeorX, sdao II-definiveis. Para i<k, (X, reee0x _1=X, e
para izk, [XW”"’Xb1L=l' o elemento menos definido de D.

Em particular, se permite a seqliéncia [] para k=0.

Lema 9.1.1. Se existe uma fung¢do universal univ, entdo para

' P . . k
cada Kk existe uma fun¢ao universal univ®™ .

Prova. Seja £:P*' 5P N-definivel. Entdo g:PmaP tal que:



124

+gx=f X oo X
é N-definivel, e:
- £ X ...X=g [xl,...,xk]
Seja i tal que g=univ i. Entao:
- £ X ...X =univ i [xl,...,x;]

(k)

Logo, se univ ' & definida por:

(k)

+univ i X ...x=univ i [X,...,X]
1 k 1 k
LK) ; ¢ JKY
tem-se que univ® & TII-definivel e que f=univ ‘1, como
requerido. a

Para construir fungdes universais, é& introduzida a
nogao de funcdo de valoragao com ambiente. Fungdes de
valoragao com ambiente s3o andlogas a funcdao semantica da

secao 5.1.2.

> Um o-ambiente & uma funcgdao P*ﬁy- O simbolo de fungao p
corre sobre o-ambientes. Um o-ambiente. & uma qr-seqﬁéncia, e

as notagdes de seqiiéncia sdo utilizadas para o-ambientes.

oc-ambientes sdo utilizados para atribuir valores a
varidveis formais de T, como na segdo 5.1.2. Especificamente,

. . . ~ . a
um oc-ambiliente p atribuil o valor p, 4 variavel @ -

 Um termo & dito o-aberto de aridade Kk sss as suas

£ 3 0

g : : . o
variaveis 1livres estdo incluidas em {&0,...ﬁﬁ_1

conjunto NG: é definido por:
* NGg={M:t|existe k tal que M é o-aberto de aridade Kk}

O fecho-o-k de um termo M é (Aog...?tcg-l M) .

> A fungdao de valoragao para T com o-ambiente
(o R " G i
valt.NGt»(lP—)t?o)—)G - definida por:

o -
valt(ng H)[xo,...,xkq]—f XgoooX, o



125

onde f:@ék)aﬁt é a funcao denotada pelo fecho-o-k de M.

A fungéao valg:NGge(Peﬁo)»€1:pode extendida para uma
fungdo continua Pe(Pa@U)»Gr pela atribuicdao de valores
arbitrarios apropriados a (valgi) para ieNGg. Estes valores

o o " o . (o)
ndo sdo importantes, uma vez que é& possivel decildilr se 1eNGt

ou nao, por uma fungao II-definivel, se a numeragao &

M-efetiva.

Lema 9.1.2. Se existe valg:Pa(Péﬁo)aﬁT: l-definivel, entédo

existe univ? T,

Prova. Seja f:@oeﬁt lI-definivel. Entdo existe M:0-t fechado

que denota f. Tome i=ng(Mag). Entdao, por definigao de valg:

 ; o,
£ x—valrl [x]

0->T

Logo, se univ é definida por:

al
O"‘Cl

+ univ =Ax.va1§1 [x]

o->T,
1

tem-se que univ?®? & T1m-definivel e que f=univ , <Ccomo

requerido. 0

Entdo, para construir univ, é suficiente que haja

T3 _gefinivel.

val
m

Lema 9.1.3. Existe valE%“-H—definivel.

M-S _ - :
Prova. v=va1n é fungao de valoragao para m com m-n-amblente

sss:
- v(ng(y,a" ")) p=fix,p
+ v(ng(«] M) p=p, (V(ng M) p)
+ v(ng 0) p=0
« v(ng(SUCC M)) p=succ(v(ng M) p)
* v(ng M) p=v(ng(passo M)) p

para M que ndo recai em um caso anterior
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Tal funcgao v pode ser construida utilizando os
discriminadores e destrutors de ng, e a fungdo passo definida

no teorema 8.4.5. a]

Teorema 9.1.4. Existe uma fung¢do universal univ, e existem

i : ; o ()
funcdes universails univ ~ para cada K.

Prova. Aplicag¢do direta dos lemas 9.1.2, 9.1.3 e 9.1.1. o

9.2 Fungdes universais internas

Pela definigdo de fungdo universal, para todo k existe
ukelP tal que:

k k+1
(k) (+lu

) k

« univ '=univ

(k) (j)

engloba univ
(j)

Assim, wuniv para todo j<k. Pelo teorema

9.1.1, univ engloba univ para todo j. Em um sentido, univ
engloba a si mesma, também, embora ndo possa haver thFP tal
que:

* univ=univ u,
pois univ e (univ u) tém funcionalidades diferentes:

« univ :Pawqap

+ univ uw: PgeP

onde por funcionalidade se entende, aqui, a contrapartida
semdntica da nogdao formal de tipo, i.e., > x tem

funcionalidade @U sss xeﬁg.

> Uma fung¢ao £:P->P“sP pode ser vista como uma func¢ao que
toma primeiro um argumento e depois infinitos argumentos.
Esta fungao pode ser transformada em uma fungao g:PwaP,
equivalente, que toma o primeiro e os demais argumentos de

uma so6 vez:

« g x=f X, X
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onde o operador (‘):P&QP&}tal que:

]

9 r= L
[xo,xl, o o ,xH] [xi, ceenX

é definido por:

’ (XJ)1=X1

+1

Esta dependéncia entre f e g & escrita g=uncurry f, para
uncurry:(PePQaP)a(PQﬂP) definida por:
* uncurry f=ax.f X x’
A equivaléncia de f e g consiste em que, para todo xeP":
e f X, x'=g x
Isto &, para todos dEP,XEPw:
« f d x=g(cons d x)
onde o operador cons:P-P“SP" tal que:
* (coms d x) =d
+ (econs d x)’'=x
]

ccons X [X ,...,X ]=[X,X ,...,X

k-1 ] k-1

é definido por:

+ (cons d x)i=if i==0 then d else x .

Assim, tem-se que f=curry g, onde curry:(PweP)a(P»P&QP) &
definida por:

+ curry g=Ad.Ax.g(cons d x)
E, entéo:

+ f=curry(uncurry f)

Mas pode ser provado que a igualdade g=uncurry(curry g) nao

vale, e que apenas vale que:

* g < uncurry(curry qg)
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A igualdade vale somente para g tal que:
* g x=g(cons xbx’)
Isto ocorre por que:

. xl=(cons x‘ox’)i sss  i=0

. ’ e
x, < (cons‘xox )0 X o mX,

Conseqiientemente, tais g sdo caracterizados como os que nao
dependem do valor X, Ainda, a fungao uncurryocurry
transforma g em uma fun;éo que ndo depende de tal valor, e &
um operador idempotente. Especificamente, se g depende de X,

entdo uncurry(curry g) mantém a mesma relagdo de dependéncia

com X X, .
olM*4

A funcdo univ engloba a si mesma, no sentido que héa
um qu[F' tal que:

‘univ=curry (univ uw)

Isto é possivel, pois univ e curry(univ uw) tém

funcionalidades iguais:

. univ : P->P“HP
« curry(univ uw):PaneP

Teorema 9.2.1. Existe uuFP tal que univ=curry(univ u&).

Prova. As fungdes curry e uncurry sao Il-definiveis. Entdo a
func¢do int=(uncurry univ):PQeP é Il-definivel. Pela definigao

de func¢d@o universal, existe i tal que:

« int=univ i

A discussdo sobre uncurryecurry a segquir pode ser omitida

sem prejuizo. Ela consta apenas por completeza.
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Logo, aplicando curry a ambos membros da igualdade e

simplificando-a:
+ univ=curry(univ i)

Entdo, tome uﬁfi. o

Mais importante que o teorema & a sua conseqiiéncia
imediata. Pela definicdo de curry, tem-se que:
+ int(cons i x)=univ i x
Pela definigcao de u, vale que:
+ int(cons u x)=int x
E, de novo pela definicdao de curry, obtem-se que:

+ curry int u=int

> Assim, A funcdo int pode ser considerada uma funcgao

universal interna para a classe de fungdes ¥ definida por:
.« §={f:P“SP|f & T-definivel}

no sentido que:
+ inte¥

- para toda fe¥ existe ieP tal que f=curry int i

-

A Gltima afirmagdo & equivalente a:
+ para toda fe¥ existe ieP tal que f x=int(cons i x)

A funcdo cons é dita fungdo de entrada para int, de acordo
com a nomenclatura de [SAN 88]. Uma generalizag¢do do conceito
de funcdo universal interna para outras classes de fungdes
M-definiveis que ¥ & omitida, mas pode ser facilmente obtida,

caso desejado.

A fungdo cons cumpre o papel que as fungdes de
pareamento cumprem na teoria da recursdao, de passar mais de
um argumento a uma fung¢do que em principio recebe somente um.

O papel de curry é aumentar de um o nimero de argumentos da
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funcdo & qual se aplica, mediante o uso de cons. A aplicacdo

5 W
k argumentos XX geeerX, 2 uma funcao f:P »P que recebe um

Gnico argumento x, & representada por:

) []

+ ((curry ... (curry (curry f xo) xl) vee X

que é o mesmo que, expandindo a definigdo de curry:

«+ f (cons xo(cons X oon (cons qu[])"'))
e que:

w: i (X X oo .,xk_l]

como ja tinha sido feito no teorema 9.1.1.

E necessdrio utilizar tal fungcdo cons de ordem

. . = N P . . 2
superior, pois nao existem fungdes de primeira ordem P 5P

. . . . . . - - 2
bijetivas (ou injetivas), e continuas. Se existissem, P

seria isomorfo a (ou incluido em) P. Ainda, os dominios
P¥sp e pY

uma Gnica fung¢do P»P ndo poderia cumprir o papel que a fungao

5P ndo sdo isomorfos para k#j, de tal modo dque

int:P“spP cumpre, do modo gue O cumpre.

9.3 Termos universais, seqiiéncias infinitas

No trabalho de Turing [TUR 36], a uma fungdo universal
corresponde uma maquina universal, que simula qualquer outra
magquina de Turing. Neste trabalho, tem-se termos universais,
com comportamento analogo, de acordo com a discussao a

seguir.

Como int e curry sado II-definiveis, existem termos
fechados INT e CURRY:
« INT:m%-m
. CURRY:(nwan}a(naﬁpan)
onde nw=n+n, tais que, para todo termo fechado F:ﬁden, existe

um numeral N:m tal que:
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« CURRY INT N computa a mesma fung¢ac que F

Isto vale inclusive para F=INT, pelo teorema 9.2.1. Assinm,
INT & um termo universal para (m-m)-m, com termo de entrada
CURRY, no sentido andlogo de maquina universal. O termo CURRY
corresponde a operag¢do implicita que tem que ser feita na
fita de uma maAquina universal, de acréscimo do numeral da
mdquina a ser simulada. A rigor, CURRY transforma INT em um
termo, especificamente (CURRY INT), que primeiro aceita N e

depois simula o termo F de numeral N (vide o tipo de CURRY).

Como cons e [] sdo Il-definiveis, existem termos
fechados CONS e NIL:

. CONS:(neﬁ”»ﬁ”)
« NIL:7“

tais que, para todos termos fechados F:nw)an, .% ,...,%‘:n,

existe um numeral N:m para o qual:

* CURRY INT N (CONS Xi...(CONS XK NIEL):wvca)
computa o mesmo nimero parcial que F Xl...xk
Nesta situagao, o termo (CONS Xl...(CONS.acNIL)...) cumpre o

papel andlogo de configuracdo inicial da fita de uma maquina
de Turing. Um termo F:rn’sm corresponde, entdo, a uma maquina
com fita de entrada infinita. A situagao em que entrada e
saida sao infinitas pode ser obtida por um termo de tipo

W _w
m -1 .

Dada uma fung¢ao g:P@+P“t é possivel obter uma
funcao h:P“%p equivalente, definida por:
« h y=(g y‘)1 onde i=y0
pois, para todo x:

« g x=Ai.h(cons i x)
Assim:
+ g=B(curry h)
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onde B:(Panaw)e(PuQP&i é definida por:

B fdx=f xd

Entdo, todo termo G:sn” & equivalente ao termo:
- B (CURRY (CURRY INT N))

para um numeral N:m apropriado, onde B:(neﬁpan)a(ﬁ{ﬂ?) € um

termo fechado que denota a funcao B.

Assim, a linguagem II, em principio projetada para

manipular nGmeros parciais, permite manipular, tambémn,
seqiiéncias finitas e infinitas, mediante os operadores (‘) e
cons.

A seqiiéncia constante n pode ser definida por
(K n), onde K:P>P“ é definida por:

* K n=cons n (K n)

Como K n i=n, K corresponde ao operador de formagao de funcgao
constante da 1légica de combinadores (cf. se¢do 6.10 e
[HIN 86]). A seqiiéncia dos nimeros a partir de n pode ser

definida por (from n), onde from:P-P“ & definida por:
+ from n=cons n (from (n+l))

A fungcdo from nada mais €& do gque o operador de soma
soma:P-P->P=AXy.X+y, como pode ser facilmente verificado.

Defina map:(PaD)qP@aD&’por:
« map f x=cons (f XB) (map f x’)
de tal modo que:
+ map f [xb'x1'°"'qu]=[f xo,f X:""'f qul

O operador map funciona como um operador de composigdo. O
operador delta:P-PY tal que:

- delta X=[0,X,X+X, X+X+X, ... ]
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pode ser definido por:

+ delta x=cons 0 (map (soma Xx) (delta X))

0 operador delta corresponde ao operador de multiplicacao.

. - k .
Assim como fung¢des continuas P P podem ser vistas

como informacdes sobre fungdes parciais NN (cf. segao 3.3),
D-seqiiénciais podem ser vistas como informagdes sobre
seqiiéncias de elementos de D. Para uma D-seqliéncia x e i=0,
X, é uma informag¢dao comum a todos os elementos de x, devido a
monotonicidade de x. Esta informagdo &  capturavel
finitariamente, pela aplicagdo de 0 a x. Em geral, para i=n,
X, & uma informacdo comum a todos os elementos a partir de

~

, € para i=o, X, é a acumulacdo das informagdes xj para

n
3=0,17+:5 M (Cf. lema 3.2:5)

Por exemplo, quando se obtém x =m, para i=0, se

—’

obtém que a seqiiéncia sobre a qual x informa & a seqiiéncia

constante m, e que a informagido x é:
« ¥x=Ai.m=K m

sem a execugdo de um exame infinitario de x. E claro que
existem informagdes mais precarias sobre a seqgiliéncia

constante m, como:
* y=Ai.if édefinido i then m else 0

Para tal D-seqiiéncia e i=0, tem-se que y=0, a informacgao
nula. Mesmo assim, para i=1

fadd J

constdncia da seqiiéncia, junto com o fato de que y,~m. Uma

y=m, O que estabelece a

informacdo mais precdria ainda sobre esta seqiliéncia é:
+ z=Ai.if fintot i then m else 0

Para tal informagdo sobre a seqiiéncia constante m, ndo é

possivel determinar finitariamente a sua constancia. Isto
ocorre porque, para todo i=0,1,...,n,...,», vale que zi=g, a

informag¢do nula.
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Um dos objetivos da presente investigagdo & estudar
métodos para a obtengdao de informagdes de boa qualidade, na
atividade da programacgdo, sobre nimeros, fungdes, segiéncias,
conjuntos.” Pelo teorema 9.5.2, tais métodos ndo podem ser

automaticos, i.e., II-definiveis.

9.4 Operagdes efetivas com conjuntos

> Um indice caracteristico de um conjunto A T-definivel

€ qualquer numero de Godel da fung¢do P-caracteristica de A.

b Um indice caracteristico parcial de um conjunto
II-enumeravel A & gqualquer namero de Go&del de uma fungao

P-caracteristica parcial de A.

» Para cada i, o conjunto W, é definido por:

* W=n{4|val _ i é fungdo P-caracteristica parcial de 4}

E imediato que:

. Wl=nucleo de valnﬁn;

> v:P-B & uma funcgao de teste de conjunto vazio sss:

-

« v i=f implica woe vazio

=t implica W & ndo vazio

Se p & a funcdo P-caracteristica de um conjunto
AN, entdo exist p=f sss A4 & vazio, exist p=t sss 4 & nao
vazio. Ainda, se p & fungdes P-caracteristica parcial de A4,

entao:

+ exist p=f implica 4 & vazio
=t implica 4 & ndo vazio

Assim, o quantificador exist corresponde ao teste de conjunto
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vazio, via fungdes P-caracteristicas parciais, e a melhor

-

funcdao de teste de conjunto vazio é évazio tal que:

+ évazio 1=1ex13t(va1nﬁn1)

Lema o R B Existem fungodes existr,existf:(PeP)eP

M-definiveis tais que:

. existt e existf sdo consistentes

. exlsttLJexlstf=ex18t
. exist1p=t sss exist p=t
+ exist.p=f sss exist p=f

Prova. Pela definigdo de 3 (cf. segao 6.7) e pelo lema 4.4.2
e corolario, as fungdes definidas abaixo satisfazem a

primeira e as duas Gltimas equagdes:
. existtp=3n .pn

. existTp=3n.p(E)==f A VYm=n.p(m)==

-

0 fato de que existtLJexistf=exist é conseqiiéncia direta das

demais equacgodes. o

Lema 9.4.2. Existe sup:Pu”eP lI-definivel tal que, se X,y sao
consistentes e 1:3 sao ndimeros de Godel de X,Y

respectivamente, entdo:

« sup i j=x Y

Prova. A construcdo de sup é uma modificagcdo da construgao de
val dada no teorema 8.5.1, que simula a valoragdo de i e j

em paralelo, utilizando o lema 2.4.6 indutivamente:
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« sup (ng0) (ng N)=0
* sup (ngM) (ng 0)=0

* sup (ng(SUCC M)) (mng N))=succ (sup (ng M) (ng (PREDN))
« sup (ngM) (ng (SUCC N))=succ (sup (ng (PRED M)) (mngN))

- sup (ngM) (ng N)=sup (ng (passo M)) (ng (passo N))
se M ou N ndo sdo formas normais fracas o

Note que se o supremo ndao existe, o valor de
sup i j é arbitririo, e ndo depende apenas de X e y, mas
também dos termos escolhidos para obter os nimeros de Godel
i,j. Compare a construgdo de sup com o mapeamento entre
contagens de duas contagens de entrada e uma de saida,
descrito a seguir. A cada vez que uma contagem de entrada
produz a agao ae{s,3}, produzir a na saida, desconsiderando a
eventual préxima ag¢do a da outra contagem de entrada. Se as
duas contagens sdo consistentes, a saida produzida & o seu
supremo. Mas se elas ndo sdo, a saida resultante ndao depende
apenas das contagens de entrada, mas . também da velocidade
relativa de ocorréncias de ac¢do na entrada. Por exemplo, o
par de entradas (s,3) pode produzir tanto s como 3 na saida,

de acordo com qual ag¢do ocorre primeiro.

Teorema 9.4.3., Existe ngexist:P-P II-definivel tal que para

]

todo nimero de Gédel 1 de p:P-B:
* ngexist 1=ex15t(va1n*n1)

Prova. Sejam m,n nimeros de Godel de existt,existf

respectivamente. Defina évazio por:

+ ngexist i=(sup (comb m i) (comb n j)) o

Corolario 9.4.3. évazio & II-definivel.

Prova. évazio i=-(ngexist i) o

Utilizando évazio & possivel definir uma série de
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operacdes em conjuntos, via indices caracteristicos, parciais

ou nao.

> Nas definicdes a sequir, a ocorréncia de ng _x no lado
esquerdo é improépria, pois ng x corre sobre todos os nlmeros
de Godel de x, e & um abuso de notacao. Entende-se que ng x é
o nimero de Godel do termo M obtido em fungdo de definigdo de
X, e ndo de x, pelos métodos do capitulo 6. Nestas definigdes
A, B correm sobre indices caracteristicos de conjuntos, de
modo a tornar a notacdo mais legivel. Ainda as notagdes de
conjunto sdo utilizadas para denotarem indices
caracteristicos, parciais ou nao, conforme o caso, dos
conjuntos de mesma notacdo. A primeira série de definicdes

introduz as notacdes béasicas:

. neﬂ=va1§+n

(comb A (ng agaﬁ)[hxun] + ngA=-(nel)
+ {neN|&€[n]}=ng(AX.E[X])

a definicdo mais direta abaixo de (e€) ndo foi utilizada

porque nao se mostrou valn»n NM-definivel:

. neA=(va1nénA)n

A segunda série de definigbes introduz novas

notag¢des em fung¢do das basicas:

« f[A)={neN|3m.meAAf (m)==n} f*[A]={nem[f(n)eA}

« e={neN|f} * {m}={neN|n==m}

+ AuB={neN|neA v neB} AnB={neN|neAd A neB}

- A={neN|n¢a} + A-B=AnB
+ AcB=évagzio(A-B)

. {nl,...,nk}={n1}u...u{nk}

+ |A|=if évazio A then 0
else (if 0cA then 1 else 0)+|succ  [4]|
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£ implicito que nas notagdes f[A] e f [A] se passa
como argumento um namero de Godel de f, e nao f. E por esta
razdo que a definigdo de |A| é uma definigdo recursiva geral

correta.

Note que succ '[A]#pred[4], pois:

. suce '[{0}]=0o
* pred[{0}]={0}

-

de tal modo que, se A4 & indice caracteristico de um conjunto
finito com maior elemento k, entédo:

.- suce ¥V [a]=0
e para todo elemento n do conjunto:

- neA sss Oe(succ "[4])

como pode ser facilmente provado por indug¢do na cardinalidade

do conjunto. Isto estabelece o teorema 9.4.4 abaixo.

Uma definigdo mais 6bvia para |4| seria:
« HA=un.ned
+ |4|=1if évazio A then 0 else 1+4|A-{ua}|

mas tal definig¢do ndo prové a melhor informagdo possivel para

fungdes caracteristicas parciais.

Teorema 9.4.4. Para todos nl,...ﬁ%ew, {n“...,nk} € um
indice caracteristico do conjunto de mesma notacdo, e:

. |{n1,...,nk}|=k

Ainda, Wl é infinito sss:
c |i]=o

e w é finito de cardinalidade k sss:
« |i|e{k,k}

onde o valor k ocorre somente se i &€ um indice caracteristico
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propriamente parcial.

Prova. A primeira parte é estabelecida pelo lema 4.3.11 e

pelas discussdes que sucedem a definigdo de |4

. A prova dos

demais casos € omitida. o

Note que o valor k para o dltimo caso seria
inadequado se i fosse 1indice caracteristico propriamente
parcial, pois neste caso i seria indice caracteristico de
infinitos conjuntos, que sdo os conjuntos que incluem Wi. A
Gnica informagdo compativel com todos estes conjuntos & que

eles tém no minimo k elementos.

Este teorema deve ser comparado com © teorema
5.6.XV(b) em [ROG 67], cujo enunciado & transcrito a sequir:

» "There is no partial recursive Y such that for all x,
if ¢ 1is a characteristic function for a finite set A,
X
then Y(x) is the size of A."
Pelo teorema 9.4.4 acima, se i é& um indice da

extensdao natural de Qs entdo |i|=cardinalidade de A. Logo:

-

+ Existe y T-definivel tal que para todo x, se valn%nx é
uma fung¢do P-caracteristica de um conjunto finito A4,
entdo Y (x)=n sss n &€ a cardinalidade de A.

Em compensag¢do, a obtengdo de extensdes naturais
nao é efetiva, de acordo com o teorema 9.5.2.

9.5 Efetividade da obtencdo de extensdes naturais

Chame de p a restrigdo para N-N da fungdao passo:P-P
definida no teorema 8.4.5. Embora seja trabalhoso, ndo é
dificil argumentar gque, para uma numeragao Il-efetiva

apropriada (por exemplo, a dada no teorema 8.1.1), p &
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recursiva primitiva. A argumentagdo & padrao (ver Kleene
52]), e é omitida. Para um dado cbédigo de programa i,

considere o conjunto:
. Al={n|p"(i) codifica uma forma normal fraca}

E possivel, também, mostrar que existe f:N>N recursiva
primitiva tal que f(i,n)=1 sss neAl, f(i,n)=0 sss neAl. 0
conjunto 4 é vazio sss o programa codificado codificado por

i ndo para fracamente. A currificacgédo £:P'?3P da extensio
natural de f ndo pode ser II-definivel, pois h definida abaixo

resolveria o problema da parada fraca:

+ h i=évazio(f 1)

Teorema 9.5.1. Existem fungdes recursivas primitivas cuja
extensdo natural ndo é T-definivel.

Prova. A discussdo que precede o teorema o estabelece. o

Pela discussdo acima, qualquer sistema formal que
permitisse computar a extensdao natural de cada fungao
recursiva primitiva poderia ser utilizado efetivamente para
resolver o problema da parada fraca. Assim, o teorema acima
nao € um defeito da linguagem II, mas uma limitagdo intrinseca

do tratamento formal de extensdes naturais.

Para cada i, a fungao g, definida por:
+ g (n)=f(i,n)

é primitiva recursiva e satisfaz:
. gl(n)=0 para todo n

ou existe m tal que
. gl(n)=0 para n<m
=1 para nzm

Claramente, a extensdo natural de g, é NM-definivel. Considere

uma numeragao ¢ das fun¢des parciais recursivas.
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Teorema 9.5.2. Ndo existe f:P-P II-definivel tal que se e tem
extensdo natural TI-definivel, entdo f£(n) é& um cdodigo da
extensao natural de e -

Prova. De novo por redug¢do ao problema da parada fraca, em

fungdo dos comentérios que precedem o teorema. o
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10 CONCLUSOES E PROBLEMAS EM ABERTO

A secao 10.1 tira <conclusdes do  trabalho

desenvolvido. A seg¢do 10.2 expde problemas a serem

resolvidos.

Este capitulo é mais longo que o usual, e deve ser
considerado como parte integrante do trabalho. O primeiro

paragrafo de cada segao a resume.
10.1 Conclusdes

Os nGmeros parciais permitem o desenvolvimento de uma
teoria da computagao com as seguintes caracteristicas, com

relacdo a teoria da recursao:

+ Expressdes ndo denotativas sdo eliminadas.

-

+ O dominio de computagdao & naturalmente fechado para as

operacgdes de computacao.

+ Algoritmos tomam e produzem informagdes sobre dados, e

ndao dados em si.
- Computagdes que nao terminam sao significativas.

* A nogao de parada é desvinculada da no¢do de produgao
de resultados, via as nog¢does de informagao nula,

incompleta e infinita.

+ A inspec¢do completa de certos objetos infinitos é&

realizavel mediante processos finitos.
+ Computagdes interativas sdao modeldveis por fungoes.

Estas afirmagdes sdo elaboradas a seguir. Uma conseqliéncia

destas caracteristicas é, de novo com relagdao a teoria da
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recursao:

+ O escopo de tal teoria para o estudo de computadores

-

reais & maior.

Expressoes nao denotativas sao eliminadas (cf.
[CON 85]). Funcdes parciais A»B sdo definidas como relagodes
RcAxB tais que (a,b)eR e (a,b’)eR implica b=b’ {(cEs
[ROG 67]). Equivalentemente, f & uma fun¢do parcial A-»B sss f
é uma fungdao A4’-B para algum A’ci. Tal A’ é o dominio de
definicdo f. A notacgdo f(x), para uma fungao parcial A-B, faz
sentido (i.e., tem denotagdo) sss x estd no dominio de
definigcdo de f. Assim, por exemplo, a expressao "f(x) &
indefinido" nao diz respeito a f(x), que nao existe, mas
significa que x ndo estd no dominio de definigdo de f. Como
os dominios das fungdes ©parciais recursivas nao sao
recursivos (sdao apenas recursivamente enumerédveis) ndo é
possivel decidir recursivamente se uma expressdo tem ou nao
tem denotacgao.

Pode se dizer que, com a introdugcdo de numeros
parciais, as expressdes ndo denotativas sdo substituidas por
expressodes que denotam um dos nameros parciais
9,1,...,N,...,%, e gue expressdoes que denotam n sao

substituidas por expressdes que denotam o nGmero parcial n.

O dominio de computagdao & naturalmente fechado para
as operagoes de computagao. Por uma operagao de computagao se
entende uma regra de computagdo. A operagao basica de busca
ilimitada que computa a minimizag¢do de uma fun¢do, da teoria
da recursdao, ndo produz resultados para certos argumentos.
Assim, o0s naturais ndo sdo fechados para as operagdes de
computagdao, no mesmo sentido que os racionais nao sao
fechados para a operagdo de supremo. Por exemplo, o conjunto
{xe®|x2<2} nao tem supremo em 0, mas tem supremo V2 em R, de

-

tal modo que R & um fecho de 0 para supremos.
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O simples acréscimo de 1 a N para realizar o fecho
para operagdes de computagdo é uma solugdo artificial.
Suponha que fosse acrescentado um elemento 1 a @, com a
propriedade x<. para todo xeQl. Deste modo, o supremo em Qu{l}
de um subconjunto de @ sem supremo em 0 seria L. Entdao, Qu{i}

também & um fecho de @ para supremos.

As operagdes de computagdo basicas da teoria da
recursao sao aquelas utilizadas para computar fungdes
definidas por recursao primitiva e por minimizagdo. A
operacdao que leva para fora de N & a operagao de busca
ilimitada, utilizada para computar minimizagdes. Na seg¢doc 6.6
foi definido um operador de minimizagcdo p gque, para
predicados P dados por fungdes P-caracteristicas p:P-»B, o
resultado da busca de um xeN tal que P(x) & expressa pelo
valor (uxX=e.px). Esta busca falha quando ndo existe x tal que
P(x). Neste caso, (uX=w.pxX) vale «. Conforme argumentado a

seguir, este valor & natural sob diversos aspectos.

A informagdao nula ndo & adequada como valor, pois

ela informa que xz0, mas x nao existe.

O nimero w & caracterizado como o Gnico namero
xeNu{w} tal que VneN.nsx. Em contrapartida, =|]{n|neN},
lembrando que n & lido "no minimo n". Assim, a resposta o &
interpretada como a resposta "aquele xeN tal que VnelN.n=x",
i.e., "nenhum natural". Por exemplo, como foi mencionado na
segao 6.6, a expressao (uX<wo.-X==X)==n vale f (falso) para
todo neNlN.

Por Gltimo, assim como a minimizacgdo ux<k.px produz
k para k finito, para indicar falha na busca, ela também

produz k para k=eo, com o mesmo objetivo.
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A operacgdo de minimizagdo ndo mostra explicitamente
como os nimeros parciais 0,1,...,n,... surgem. Ainda, esta
ndo €& uma operagao de computagdo primitiva da linguagem I,
que é& o sistema formal utilizado neste trabalho para
expressar computagdes de naturais parciails. As operagdes de
computagdo béasicas para 11 s@o a regra de substituigado, as
regras de redugdo das constantes, e, como caso particular, a
regra de recursdo geral. A seguir a naturalidade do
fechamento de N para as operag¢oes de computagao, gue resulta
no dominio de naturais parciais P, & analisada sob este ponto

de vista.

Considere a sequinte interpretacdao ndoc padrdao de 1l
(cf. segbes 5.1.2 e 5.2.1):

. G H:lN

. € = 5 iai
T fungbes parciais 80_—)'6 -

- SucC, PRED, COND, Y sao respectivamente as funcgoes
sucessor, predecessor, cond, e algum operador de ponto

fixo.

A fungdo cond é& definida na proposig¢do 4.1.1. Os conjuntos de
fungdes parciais, ordenados pela relagdo de inclusdao de
grafo, sdo dominios de Scott. Com esta interpretacéo,
deliberadamente alguns termos ndo tem denotag¢do, e a fungao

semantica €& parcial.

As relagbes de reducgcao o, B e m valem para gqualquer
interpretagcdo. Mas as relagdes de reducdo para as constantes

sao dependentes da interpretacao. Para todos x,y,zeN, vale

que:
.« (x+1)=-1=x
cond(0,y,z)==z « cond(x+1,y,2)=y
+ cond(x,0,0)=0 + cond(x,y+1l,z+1l)=cond(x,y,2)+1

de tal modo que as regras de redugdao de II para constantes

(cf. segao 5.2.2) parecem coerentes com a interpretagdao nao
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padrao dada acima. Mas este ndao é& caso. Por exemplo, se
P=(Y SUCC), P nao tem denotagdo, pois a fungdo sucessor dos
naturais ndo tem pontos fixos. Logo, (COND P 0 P) néao tem
denotagdo. Mas:

- (COND P 0 P) = (COND (Y SUCC) 0 P)
«s (COND (SUCC(Y SUCC)) 0 P)
«s (COND (SUCC P) 0 P)

e 0

As regras de II ndao sdo coerentes com esta interpretacao,
porque, apesar de preservarem denotagao, nao preservam
auséncia de denotagdo, como o exemplo mostra.

Estas regras funcionam se é acrescentada a ressalva
de que se aplicam somente a termos com denotagao. Isto
implica na necessidade de avaliar totalmente os termos M,N,P
antes de aplicar as regras (chamada por valor), obtendo os
numerais equivalentes. Se tais numerais nao existem, porque
um dos termos nao tem denotagdo, se incorre numa computagdo
infinita, e a aplicagdo de tais Tregras & postergada
indefinidamente.

A causa real do problema & a operagao de recursao
geral, gque introduz termos sem denotagdo, e nd3o as demais

regras de redugdo de II, que preservam denotacgao.

0 completamento de N pelo acréscimo de
0,1,...,n,...,» pode ser caracterizado como o completamento
minimo tal que as regras de reducdo das constantes SUCC,
PRED, COND continuam preservando denotacdo, com relacdo a
interpretacao nao padrao acima, e a recursao geral deixa de
introduzir termos sem denotagdao. O modo padrao de extender
fungdes em N para o dominio que resulta de tal completamento

é denominado extensdo natural, e & definido na segdo 3.4.

O completamento de N pelo acréscimo de um elemento
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L, tal que os termos que nao tem denotagao passam a ter
denotac¢do L, ndo tem a propriedade do completamento anterior,
pois, no raciocinio acima, P denotaria 'L e (COND P O P)
denotaria cond(i,0,1)=1#0, para qﬁalquer extensdo monotdénica
de cond para o dominio Nu{L}, onde se entende que x < y sss

X=y ou x=., como & usual.

As operagdes utilizadas para construir as fungodes
parciais recursivas podem ser classificadas em duas espécies:
as que garantidamente produzem fungdes totais quando
aplicadas a fungdoes totais, e as que nao necessariamente
produzem fun¢des totais quando aplicadas a fung¢des totais. O
operador de recursdao primitiva é da primeira espécie, e o
operador de minimizacdo é& da seqgunda espécie. Do ponto de
vista operacional, os operadores de ©primeira espécie
correspondem a processos computacionais gque realizam uma
tarefa um nGmero de vezes que & conhecido antes que a
computagdo comece, e os da segunda espécie correspondem a
processos que realizam uma tarefa um nGmero de vezes gque vem
a ser conhecido apenas depois que a computagdo termine, caso
seja finito. As fungdes parciais surgem porque este namero
pode ser infinito. O conjunto dos naturais é& fechado para
fungdes produzidas por operadores da primeira espécie, mas
naoc é fechado para fungdes produzidas por operadores da
segunda espécie.

Via o uso de niGmeros parciais, todos os operadores
podem ser colocados em uma Gnica espécie, por parametrizacao
do nGmero maximo de vezes que uma tarefa pode ser realizada.
Quando este limite & dado por um nGmero parcial finito, se
obtém os operadores da primeira espécie, e guando ele é& dado
pelo nGmero parcial o, se obtém os operadores da segunda

espécie.

Por exemplo, como foi mostrado na segdo 6.6, O
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operador de minimizagdo ilimitada para nimeros parciais €& um
caso particular do operador de minimizag¢do limitada, quando o

limite & o.

No dominio de naturais parciais, recursdo geral &
um caso particular de recursdao primitiva (vide [GIR 89]).
Seja f:P-D continua definida a partir de beD e g:P-D-D por:

- f(0)=b
« f(X+1)=g x (f X)

Suponha que g &€ definida para uma dada h:D-»D por:
*gxy=hy
de tal modo que:
« f(x+1)=h(f x)
Como w=w+l, tem-se que f(w) & um ponto fixo de h:
+ f(w)=h(f(x))
Ainda, este & o menor ponto fixo de h, pois:
« £(n)=h"(1)
e, pela continuidade de f e pelo lema 3.2.5:
« f(w)=|]{f(n)|neN}
=| ] {h" (1) | nen}
=fith
Se a dependéncia entre f e b,g & escrita:
. f=primrecDb g
entdo:

. fixD=ah.(primrecDL (Axy.h y) =)

Deste modo, €& possivel eliminar as constantes Y, e
acrescentar constantes INF:m, que denota o, e PRIMREQT, que
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denotam primrec com regras de redugao:

G‘ r
o

+ INF = SUCC INF

* PRIMREC B G 0 » B

- PRIMREC B G (SUCC N) » G N (PRIMREC B G N)

A constante PRED também é elimindvel, pois o termo abaixo

denota a funcao predecessor:
N X
. PRIHRECHO(MI;.AOE A )

Ainda, se o operador de recursio primitiva fosse definido de

tal modo que f=primrecb(b,g) sss:

* £ 0=bfix AX.(g = Xx)
+ £ 0=b
« f (X+1)=g X (f x)

entdo a constante COND também seria eliminavel, pois:
+ cond(X,yY,2)=primrec’z (Aab.y) X

0 valor b fix Ax.(g w x) & o mais definido que f(0) assumir
sem que f deixe de ser monotdnica. Com esta alteragdo, o
valor de f(») permanece o0 mesmo, como pode ser provado sem
dificuldade. As constantes PRIMREC’ que denotam primrec’ tem
regras de redugdoc complicadas, que englobam as regras de
reducao de PRED e COND.

Assim, as constantes abaixo sdo suficientes para

expressar todas as fungdes II-definiveis:

« 0:m

« SUCC:m-m

PRIMREC] : 0= (500 ) 510
« INF:m

.

Pode ser provado que todo termo fechado de tipo m que ndo tem
como subtermo a constante INF denota e computa um natural
finito total. Assim, & somente pelo acréscimo de » gque surgem
os demais nGmeros parciais 0,1,...,n,... como resultados de
computag¢des, e que surgem fun¢gdes que tem valor nao finito
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total para argumentos finitos totais.

A linguagem II' que resulta das -constantes
O,SUCC,PRIMREC(‘J_ e INF é uma generalizacao do sistema T de
Godel definido em [GIR 89], e tem mais poder de expressao que
o sistema T, mesmo sem a constante INF. Por exemplo, um termo

G tal que:
*GTxsT +GXxT>T * GFF>»F

onde T e F sdo termos que representam respectivamente t e f,
nao & definivel no sistema T, mas & definivel em II‘', sem o
uso de INF:

. G=hq).hq . COND g Tg

Algoritmos tomam e produzem informagdes sobre
dados, e ndo dados em si. Na teoria da recursdao, algoritmos
produzem dados. Deste modo, quando um algoritmo nao pode
produzir o dado, ndo produz nada. Via nGmeros parciais, um
algoritmo que ndao pode produzir informagdo finita e completa
(a contrapartida de dado) produz informacdo incompleta (como
caso limite, a informa¢do nula) ou infinita e completa, por

aproximagdo sucessiva.

O nmero w ndo pode ser produzido por um algoritmo
da teoria da recursdo, pois se exige que algoritmos produzam
resultados em um ntGmero finito de passos. 0 nlGmero « (a
informagdo '"exatamente w") pode ser produzido por um
algoritmo que manipula informagdes. o namero w =
caracterizado como o Gnico xeNu{w)} tal que n=x para todo neN,
como foi mencionado acima. Um algoritmo gue produz a
seqliéncia infinita de informag¢des 0,1,...,n,..., computando
w, produz todas as informagdes a respeito de w. Para se poder
ter », entdo, é indispensavel ter os nGmeros propriamente

parciais 0,1,...,n,... .

UFRGS
INSTITUTO DE INFORMATICA
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Computagées que nao terminam sdo significativas.
Por terminagdo se entende, na teoria da recursdo, finitude.
Computagdes infinitas, de algoritmos que manipulam dados, s&o
ndo significativas, no sentido que ndo produzem resultados.
Pela meéma razdo que nao é possivel excluir as expressdes néao
denotativas por um processo efetivo, ndao é possivel
determinar se um algoritmo tem computagdo infinita para uma
certa entrada. Computacdes infinitas de algoritmos que

manipulam informagdo sdo sempre significativas.

Nos casos em que algoritmos que manipulam dados nao
produzem resultado, os algoritmos que manipulam informacgao
produzem informag¢do incompleta ou infinita. Como caso limite,
a informac¢do nula & produzida. O acréscimo da informa¢dao nula
€ analogo ao acréscimo da gquantidade nula 0 aos nlmeros
positivos.

A nogao de parada é desvinculada da nogdo de
produgcdao de resultados, via as nogdoes de informagao nula,
incompleta e infinita. E supreendenfe gue processos que
procedem por passos produzam um resultado apenas no uGltimo
passo, como os processos descritos por algoritmos da teoria
da recursao. Se um processo procede por passos, & porque cada
passo realiza uma parte da tarefa completa. E natural que o
resultado seja parcialmente visivel antes que a execugao do
processo termine, e, como caso particular, quando ainda ha
infinitos passos a realizar. Assim, nGmeros propriamente
parciais fazem sentido mesmo em computagbdes de nameros
finitos totais. Neste caso, o seu papel & informar o que foi
determinado a respeito do resultado, antes que o processo

termine.

A inspecdo completa de certos objetos infinitos é&

realizavel mediante processos finitos. Isto foi exemplificado
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nas segdes 9.2, 4.3, 9.4. Estes objetos infinitos sdo finitos
do ponto de vista da teoria dos dominios (cf. segbes 2.4 e
3.2)-

Computagdes interativas sdo modelaveis por fungdes.
Este fato é& bem conhecido pela comunidade de programacao
funcional [TUD 85]. A vantagem, em tal caso, & que se mostra
que as linguagens de programagdao funcionais puras séo
suficientes para programar computadores. [TUD 87] discute
como programar um sistema operacional completo em linguagem
funcional. A vantagem, do ponto de vista de uma teoria da

computacdo, é que se tem um modelo matematico simples de
processos interativos e concorrentes [KAH 74] [KAH 77].

Os objetos parciais servem para permitir modos de
interagdo mais complicados que o modo de interacdo de uma
madquina de Turing. A interacdo de uma maquina de Turing
consiste em primeiro receber um dado, depois processa-lo, e
depois entregar o resultado. Certamente este & o modo mais
simples possivel de interacdo. Um proceéso interativo tem uma
componente de troca de informagdao e uma componente de
transformagcdo de informagdo (cdlculo). As maquinas de Turing
possuem o modo de troca mais simples possivel porque foram
pensadas para estudar o processo de calculo, e nao para
estudar processo mais geral de interagao, que esta fora do
escopo da 1légica, dentro da qual o trabalho de Turing se
insere. Como & sabido, a teoria da computagdo teve origem na
légica formal, muito antes da existéncia dos computadores.

As linguagens de programagdo tem o mesmo poder de
expressao gque as maquinas de Turing, com relagdo a
computabilidade. Mas, certamente, muito mais poder de
expressao que as maquinas de Turing no que diz respeito a
interatibilidade, por assim dizer. Na pratica da Ciéncia da

Computacio, na maioria da vezes, a componente mais
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complicada, e que exige mais esforg¢o do programador, €& a
componente de troca. E fundamental que uma teoria da
computa¢do tenha, ou permita expressar de modo direto, uma

nogdo de computacgao interativa.

Modelos tradicionais como CCS [MIL 80], CSP
[HOA 85] dao énfase aos aspectos operacionais de processos
concorrentes, embora, & claro, tenham semdntica. Este

trabalho mostra que processos interativos podem ser modelados
por funcdes, mas ndo desenvolve sistematicamente uma teoria
matemdtica de processos interativos baseada nesta modelagem,

e nem aponta como isto poderia ser feito.
10.2 Problemas em aberto

Os problemas importantes que ainda nao foram
investigados ou que o autor ndo conseguiu resolver estdo nas

seguintes categorias:
+ Expressibilidade da linguagem II.

+ Determinagdo da existéncia de fun¢des universais para

todos os tipos.
+ Complexidade de funcgdes IN-definiveis.
+ Matematizagdo e formalizacdo da nog¢do de interacao.

- Programagao procedural com nimeros parciais.

Os problemas que se encontram dentro das categorias sao

abordados a sequir.

Expressibilidade da linguagem II. Sdo II-definiveis
todos os elementos de € gque deveriam ser tidos como
computéaveis, no sentido intuitivo e irrestrito de
computabilidade? Esta perqgunta pode ser reduzida a tese de

Church utilizando os métodos utilizados em [PLO 77].
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Os conceitos de conjunto recursivo e conjunto

NT-definivel coincidem? Os conceitos de conjunto
recursivamente enumerdvel e conjunto IMI-enumeravel coincidem?

Vide captitulo 6. 0 autor acredita que sim, embora nao tenha
tentado uma prova de tal proposicdo importante. Um problema
equivalente a este seria o de determinar se a restricdo de

uma funcdo I-definivel P >P para uma fungdo parcial NN &

recursiva.

O objetivo de uma teoria da computacdo baseada em
nimeros parciais ndao €& alterar a nogao de computabilidade,
mas aproximar a teoria da computagcdo da Ciéncia da
computagdo, como foi salientado na introdug¢do, aumentando seu
escopo na tarefa de programagcdao de computadores. Como foi
dito na segao anterior, os computadores, além de computarem,
interagem, e esta capacidade de interagir é& tdo importante
gquanto a capacidade de <calcular. Assim, dentro do
questionamento sobre a expressibilidade de 1I, cabe perguntar:

quais sdo os modos de interagdo expressiveis em II?

Utilizando o conceito de determinismo exposto logo
adiante, quando é discutida a matematizag¢do e formalizacgdo da
nogdo de interacdo, é& possivel dizer que I permite expressar
uma parte dos processos de interagao deterministicos. Sera
que TI pode expressar todos os processos de interagdo
deterministicos? Via numeros de Gbdel, €& possivel simular
certos processos nao deterministicos (cf. comentario apés
lema 9.4.2).

Outro problema em aberto & a possibilidade de um
andlogo da tese de Church para processos interativos
[BOU 88]. A resposta para estes problemas depende de uma
matematizagdo destas nogdes, gque por sua vez requer uma
andlise das nogdes concretas de processo interativo.
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Os problemas em aberto na categoria a seqguir também
recaem na categoria de II-definibilidade.

Determinagao da existéncia de fungdes universais
para todos os tipos. Existe uma fung¢do universal para cada

-

tipo de II? Esta questdo é respondida, pelo uso do lema 9.1.1,

se o seguinte problema é resolvido. Existe uma fungdo de

valoragdo IN-definivel valg, para cada o e T?

A funcdo exist: (P»P)-P definida na segcdao 4.4 é
definivel via nimeros de Gddel, como mostrado na secdo 9.4. E
um problema que o autor ndo conseguiu resolver se exist é
M-definivel ou nao (cf. [PLO 77]. Se exist nao é I-definivel,
entdo 1isto pode ser consertado pelo acréscimo de uma
constante EXIST: (m-n)->n. Existem regras de redugao efetivas

para esta constante, uma vez que e & TI-definivel.

Complexidade de fungdes II-definiveis. Como seria
uma teoria de complexidade para fungdes II-definiveis? Tal
teoria deve ser mais forte que a teoria para fungdes
recursivas, pois ndo é suficiente estudar quantos passos sao
necessarios para computar f(x), gque inclusive podem ser
infinitos em quantidade. E preciso, também, estudar quantos
passos sdo necessarios para computar cada parte finita de
f(x).

Por exemplo, pode ser que a computacdao de f(x),
supondo que f(x)=3, produza em poucos passos a informagao 1,
a seguir em muitos passos a informagdo 2, e depois em poucos
passos informagdo 3. Se a informagdo 1 basta para calcular
g(f(x)), porque g(1l)=g(f(x)), entdo a complexidade do calculo
completo de g(f(x)) ndo depende da complexidade do céalculo
completo de f(x). O que se tem €& que a complexidade da
computagcdo de cada parte de g(f(x)) depende da complexidade

da computagao de cada parte de f(x).
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Matematizacdo e formalizacdo da nogao de interacgao.
Em processos interativos triviais, como aqueles que podem ser
executados por maquinas de Turing, o rumo da computagao
depende apenas da entrada. Quando o processo de troca
envolvido na interacdo é mais complicado, o rumo da
computag¢do pode depender ndo apenas da informagao trocada,
mas também do modo particular que a troca é feita. Quando as
computagcdes sdo estudadas em funcdo de suas entradas
possiveis, desconsiderando-se a influéncia dos distintos
modos de fornecimento que uma mesma entrada pode ter, surge
ndo determinismo. Os objetos computados por tais computagdes,
com dominio de entrada D e dominio de saida E, podem ser
tidos como fungdes f:D->P(E), onde yef(x) significa que y é
uma saida possivel para a entrada x. Sdao os dominios poténcia
[PLO 76] [SMY 78] adequados para modelar tais computag¢gdes?

Programagao procedural com numeros parciais. Como
seria uma linguagem de programa¢do procedural que manipulasse

nameros parciais?
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