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PREFACIO 

Esta dissertagdo compreende uma parte da pesquisa 

relativa ao plano de mestrado em Ciencia da Computacdo do 

autor. 0 projeto inicial foi o estudo da manipulagdo 

computacional de objetos infinitos (listas, conjuntos, 

nUmeros reais etc.), mas finitarios. Cedo se reconheceu que a 

nocao de objeto parcial serve de fundamentagdo para este 

estudo. A nocao de algoritmo precisou ser generalizada, 

permitindo-se que algoritmos tivessem computacoes infinitas 

ao computar objetos infinitos ou parciais. Estas computagOes 

infinitas sdo significativas, no sentido que produzem 

resultados parciais, em quantidades finitas de passos, que 

convergem para o resultado que computam. Para que o trabalho 

pudesse ser desenvolvido no ambito da teoria da recursdo 

(tambem chamada teoria da computagdo), se decidiu primeiro 

generalizar a teoria da recursao atraves da nocao de numero 

natural parcial. Este trabalho aborda esta generalizacdo. 

Tambem se reconheceu que objetos parciais e infinitos podem 

ser utilizados para modelar computagoes que envolvem 

interacdo, possivelmente perpetua, de um usuario com um 

agente computacional. Assim, esta generalizacdo aproximaria a 

teoria da recursdo da pratica da Ciencia da Computacdo. 

Esta investigacdo ndo teria sido possivel sem o 

estimulo e a colaboracdo de Vanderlei Rodrigues, A.C. da 

Rocha Costa, Dalcidio M. Claudio e Benedito M. Acialy. 

Este trabalho foi parcialmente financiado pela IBM 

do Brasil e pela minha esposa Daniele. Alem do financiamento, 

a minha esposa forneceu as condigoes apropriadas para que o 

trabalho pudesse ser realizado. 
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RESUMO 

Os numeros naturais parciais sao informacoes 

parciais sobre numeros naturais e w. As propriedades 

matematicas do dominio de numeros naturais parciais e de 

funcoes que envolvem este dominio sao estudadas via o use da 

teoria dos dominios de Scott. A manipulacao formal de 

naturais parciais é estudada mediante a utilizagdo de um 

calculo-A tipado com constantes. Relacoes com a teoria da 

recursao sac) estudadas. t mostrado como funcoes continuas 

entre naturais parciais podem representar processos 

interativos, possivelmente perpetuos. 

PALAVRAS-CHAVE. Objetos parciais e infinitos. Teoria dos 

dominios de Scott. Teoria da recursao. Calculo-A tipado. 

Processos perpetuos. Interacao. Concorrencia. 



9 

TITLE: "Partial natural numbers" 

ABSTRACT 

Partial natural numbers are informations about 

natural numbers and w. Mathematical properties of the domain 

of partial natural numbers and functions involving this 

domain are investigated with the aid of Scott domain theory. 

A typed A-calculus is introduced for investigating formal 

manipulation of partial natural numbers. Relations with 

recursion theory are investigated. It is shown how continuous 

functions on natural numbers can represent (possibly 

perpetual) interactive processes. 

KEY-WORDS. Partial and infinite objects. Scott domain theory. 

Recursion theory. Typed A-calculus. Perpetual processes. 

Interaction. Concurrence. 



1 	INTRODUCAO 

Este trabalno estuda a nocdo de namero natural 

parcial. Os numeros naturais parciais sdo as vezes referidos 

como Jazzy natural numbers na literatura de lingua inglesa 

[PAU 87] [GIR 89]. Os numeros naturais parciais podem ser 

vistos como casos particulares de reais parciais, definidos e 

estudados em [ACI 91] com o propOsito de fundamentar 

computacao com numeros reais. 

As propriedades matemdticas dos numeros naturais 

parciais sdo analisadas. A teoria dos dominios de 

Scott [PLO 80] [SCO 82] [SCO 82a] é utilizada como ferramenta 

matematica para esta andlise. A manipulacao formal de numeros 

parciais é estudada atraves de um cdlculo-A tipado com 

constantes [PLO 77], e os resultados obtidos sdo comparados 

com os resultados da teoria da computagdo cldssica [KLE 52] 

[ROG 67] [MAC 78]. Em particular, o use de objetos parciais 

permite representar processos interativos, incluindo 

processos perpetuos, por funcoes, e representar operagoes 

entre processos, como interacdo, por operacoes entre funcOes 

[TUD 87]. 

0 dominio de numeros parciais ester representado na 

figura 1.1. 

1 0 
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0 dominio de naturais parciais 

fig. 1.1 

Os numeros parciais aparecem espontaneamente em 

diversos contextos, como teoria dos dominios de 

Scott [SCO 89], programagao funcional [BIR 88], teoria dos 

tipos [GIR 89], logica da computagao [PAU 87], tipos de 

dados [SMY 82], andlise dos algoritmos primitivos 

recursivos [COL 91]. Porem, ate onde o autor tem 

conhecimento, o numeros parciais foram apenas apresentados, e 

nunca estudados. Suas potencialidades, aparentemente, nunca 

foram expostas. 0 proposito deste trabalho a justamente 

mostrar as potencialidades dos numeros parciais com relagao 

ao estudo matematico de processos computacionais, 

principalmente em ocasioes onde o mais importante nao é a 

determinagao de computabilidade. 

A teoria da computagao nao é um fundamento da 

Ciencia da Computacao, mas um ramo da logica formal. De fato, 

a teoria da computagao tem como objetivo formalizar a nogao 

de decidibilidade [TUR 36], e, portanto, a nogao de 

procedimento efetivo (ver [COS 91a]). Ainda, como a sabido, a 

teoria da computagao tampouco e fundamento da prdtica da 

Ciencia da Computagao, onde ocorrem nogaes importantes como 

interagao, que nao estao no escopo da teoria da computagao 

(ver [COS 91b] [ESC 91a]). 

Os numeros parciais generalizam os numeros 
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naturais, estabelecendo um elo com a teoria da computacao, e 

ao mesmo tempo possibilitando a nocao de interagao, 

estabelecendo um elo com a Ciencia da Computacao (ver 

[COS 91a]). 

0 capitulo 2 introduz informalmente e depois 

matematicamente a nogdo de numero natural parcial, e estuda 

as suas propriedades. 0 capitulo 3, analogamente, introduz 

informalmente e depois matematicamente a nocao de funcao 

continua de numeros parciais, e estuda as suas propriedades. 

0 capitulo 4 estuda uma serie de funcoes e classes de funcoes 

continuas basicas necessarias para os demais capitulos. 0 

capitulo 5 estuda a manipulacdo formal de numeros parciais. 

Uma linguagem formal, denominada H, e uma nocao de 

computabilidade para esta linguagem sao introduzidas e 

estudadas. 0 capitulo 6 fornece ferramentas para a definicao 

de funcoes nesta linguagem. 0 capitulo 7 mostra que as 

funcaes recursivas [DAV 58] [ROG 67] sao definiveis em H. 0 

capitulo 8 aritmetiza a linguagem U, permitindo que termos 

desta linguagem se refiram, via numeros de Godel [ROG 67], a 

termos desta linguagem. 0 capitulo 9 apresenta relacoes com a 

teoria da recursao. 0 capitulo 10 apresenta as conclusOes, 

problemas em aberto e trabalhos futuros. 

Definicoes e convengoes sao formadas por paragrafos 

precedidos pelo simbolo "Dm. 0 inicio destes paragrafos 

precedido por menos espacos que os demais, como e ilustrado 

pelo presente paragrafo. As definicoes nao sao numeradas, e 

sao referidas, quando necessario, pelo numero da secao ou 

subsecao em que ocorrem. Os termos introduzidos sao escritos 

em italic°. 

Lemas, teoremas e proposicoes que ocorrem na secao ou 

subsecao x sao numerados consecutivamente por x.n. Se um 

lema, teorema ou proposicao que tem um corolario toma 
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numeragdo x.n, o corolario toma a mesma numeracdo x.n. Se ha 

mais de um coroldrio, eles tomam consecutivamente as 

numeracoes x.n.m. 

(). 0 terrain() de uma prova é assinalado pelo simbolo "o" 

r> sss abrevia "se e somente se". 



2 NOMEROS NATURAIS PARCIAIS 

A secao 2.1 motiva a nocao de nUmero parcial, 

atraves de processos de contagem. A secao 2.2 discute o papel 

de numeros parciais em computacoes. A sec -do 2.3 introduz 

matematicamente a nocao de ndmero parcial. As secoes 2.4 e 

2.5 estudam as propriedades basicas dos numeros parciais. A 

secao 2.4 apresenta os numeros parciais como dominio de 

Scott. A secao 2.5 caracteriza os numeros parciais por 

axiomas semelhantes aos axiomas de Peano. Dois principios de 

inducao para numeros parciais sac) estabelecidos. 

2.1 Numeros parciais e processos de contagem 

Os numeros parciais estao associados a processos que se 

dao por passos cumulativos. A seguir, eles sao introduzidos 

intuitivamente atraves de uma analise dos processos de 

contagem. 

Dado um aglomerado (conjunto, lista, etc.) de objetos 

A, uma regra de selegao de objetos de A e uma propriedade de 

objetos P, uma contagem de A é um processo que, por exame 

sucessivo e exaustivo dos objetos de A, via a regra de 

selegao, determina quantos objetos de A satisfazem a 

propriedade P. 

D. A regra de selegao a dita justa se cada objeto de A é 

selecionado ape's um nUmero finito de selecaes. 

14 

A regra de selegao pode ser justa somente se A tem 

uma quantidade enumeravel, finita ou infinita, de objetos. 
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I> Como uma contagem 6 um processo de enumeracao, se 

assume que o aglomerado A 6 enumeravel. 

E implicito que o processo de contagem esta 

associado a um metodo de verificar a propriedade P. 

D. Um objeto para o qual pode ser estabelecido que ele 

satisfaz a propriedade P e dito P-objeto, um objeto para o 

qual pode ser estabelecido que ele nao satisfaz a propriedade 

P 6 dito um ,P-objeto, e um objeto para o qual nao pode ser 

estabelecido se ele satisfaz ou nao a propriedade (sendo 

irrelevante se de fato ele a satisfaz ou nao) 6 dito 

P?-objeto. 

t 0 processo de contagem procede por passos, do seguinte 

modo. Em cada passo, caso haja objetos em A, um objeto e 

selecionado e retirado, concreta ou virtualmente. Se um 

P-objeto e retirado, se conta "ha mais um P-objeto". Se um 

,P-objeto ou P?-objeto 6 retirado, nenhuma agdo 6 tomada. Se 

nao ha objetos em A, e se em nenhum passo anterior um 

P?-objeto foi retirado, se conta "nao ha mais P-objetos". 0 

ultimo passo ocorre, se ocorre, quando 6 constatado que A nao 

cont6m (mais) objetos. 

• "Ha mais um P-objeto" e "nao ha mais P-objetos" sdo 

ditos awes de contagem, e sdo representados respectivamente 

pelos simbolos s e 3. A seqUencia de agoes de contagem 

produzidas pelo processo 6 dita contagem de A, onde a 

produedo de uma agdo de contagem 6 indicada pela palavra 

contar na descried° do processo de contagem. 

Se A 6 finito com n P-objetos, e nao ha P7-objetos 

em A, entao a contagem e, claramente, a seqUencia s nl. No 

mesmo caso, mas se ha P?-objetos, a contagem 6 a seqUencia 
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e. Se A contem infinitos objetos, mas uma quantidade finita 

n de P-objetos, e a regra de selegao é justa, entao a 

contagem é a seqUencia s", tambem. No mesmo caso, se a regra 

de selegao nao é justa, a contagem é alguma seqUencia s m , 

para im-5n. Se A contem infinitos objetos e infinitos 

P-objetos, a contagem é a sequencia infinita s w, se a regra 

de selegdo é justa. Aqui w é o primeiro cardinal infinito, e 

sw  denota a seqUencia infinita de ag5es s. 

Destas contagens, as da forma s °,, correspondem, 

entao, a processos de contagem de A que tem sucesso, em um 

numero finito de passos, na determinagao da quantidade de 

P-objetos de A. Uma contagem s nl revela que A tem "exatamente 

n" P-objetos. Contagens da forma Sn  correspondem a processos 

que tem um sucesso parcial nesta determinagao. Uma contagem 

S
n revela que A tem "no minimo n" P-objetos. A contagem sw 

corresponde a sucesso, mas em um numero infinito de passos. 

Para cada natural n, é possivel, mediante a observagao de uma 

parte finita de sw, saber que a quantidade de P-objetos de A 

nao é n. Porem, nao é possivel, mediante a observagao de uma 

parte finita de sw, saber que a quantidade de P-objetos de A 

é w. Na hipotese de que A é enumeravel, a contagem completa 

sw revela que A tem "exatamente w" P-objetos. 

As observagoes acima motivam a seguinte definigao 

provisoria, a ser tornada rigorosa nas segoes 2.3 e 2.4. 

D. A informagao completa "exatamente n" é representada 

pelo numero parcial n. A informagao parcial "no minimo n" é 

representada pelo numero parcial n. A informagao completa 

"exatamente w" é representada pelo numero parcial co. Os 

numeros parciais sao todos de uma das formas n,n ou co. 

A contagem sc)  é a sequencia vazia, e esta associada 

a processos de contagem que nao produzem agaes de contagem. 
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Esta contagem veicula a informacao nula 0. A nulidade desta 

informacao vem do fato de que a sua interpretacdo, "no minimo 

0", rid() exclui nenhum natural nem w. 

r A informacao veiculada por uma contagem c e info(c), 

onde a funcao info que mapeia contagens para informacOes 6 

definida por: 

• info(sn 1)=n 

• info(sn )=n 
• info (su) =co 

Se info(c)=x, tambem se diz que c 6 contagem de x. A funcao 

info 6 bijetiva. Sua inversa 6 escrita cont. 

Uma contagem da forma s n  tambem pode ser vista como 

uma parte inicial de uma contagem sm3, sm  ou s('), para matn. As 

vezes, uma parte inicial de uma contagem veicula informacao 

suficiente para o proposito considerado, e a contagem nao 

precisa ser desenvolvida integralmente. A relacdo de parte 

inicial 6 a relacao de prefixo entre' seqUencias, e a ela 

corresponde uma relacao entre informacoes. Quanto mais 6 

desenvolvida uma contagem, mais informacao ela veicula. A 

relacao de "menos informacao ou igual" entre niimeros parciais 

6 escrita <, e satisfaz: 

• x < y sss cont(x) 6 prefixo de cont(y) 

Note que se considera que uma seqUencia 6 prefixo 

de si mesma. 

A relacdo < 6 definida na secao 2.4. Ela 6 dita, 

tamb6m, relacao de aproximacao, por que o processo de 

expandir sucessivamente uma contagem em direcao ao seu limite 

pode ser visto como um processo de aproximacao. 
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2.2 Computaceies de numeros parciais 

0 conjunto de funcoes recursivas totais tem a 

propriedade de nao poder ser enumerado por uma funcao 

recursiva total. Isto impede que se desenvolva um formalismo 

efetivo que consiga expressar as fungoes recursivas totais, e 

apenas elas. A solugao adotada na teoria da recursao é a 

introducao da nocao de funcao parcial [ROG 67]. Uma funcao 

parcial modela algoritmos que, para certas entradas, nao 

produzem saida, por terem computagao infinita. 

A teoria dos dominios de Scott modela fungdies 

parciais NI(.40■1 mediante o acrescimo de um valor i aos 

naturais, que representa a indefinicao, obtendo o dominio NI . 

Uma funcao parcial f:e4N a representada por uma funcao total 

P:gsl
41

11 definida por: 

• f(xl ,...,xk )=f(xl ,...,xk ) 	se x l ,...,x k EN e 	f 

definida para (xl ,...,xk ) 

• f(xi ,...,xk )=1 	 caso contrario 

0 valor 1 e interpretado como ausencia de 

informagao. A teoria da computacao mac) permite manipular 

informagao incompleta e, em particular, informacao nula. 

Deste modo, as funcoes f:Os11-)N 1  que representam funceies 

parciais f:EI■l k-gEH sao estritas, i.e.: 

• f(xl ,...,xk )=1 	se x 1 	ou 	ou x=1 

Porem, a teoria dos dominios de Scott admite 

funcoes nao estritas, como o condicional cond:N14N 1 , definido 

por: 

• cond(0,y,z)=z 

• cond(x+1,y,z)=y 

• cond(1,y,z)=1 

0 condicional e nao estrito no segundo e terceiro argumento 
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porque cond(0,1,z)=z, e cond(1,y,i)=y. Ainda, 6 possivel 

definir o condicional paralelo pcond:N1-41 1 , nao estrito no 

primeiro argumento (ver [PLO 77]), por: 

• pcond(0,y,z)=z 

• pcond(x+l,y,z)=y 

• pcond(1,y,z)=1 	se y*z 

• pcond(i,y,y)=y 

Em, as fungoes de um argumento nao estritas sdo as 

fungoes constantes, pois as fungoes admitidas sdo as que 
satisfazem: 

• f(1)=y implica f(x)=y, exceto se y=1. 

Como caso particular de fungdo estrita, a soma 

satisfaz, 1+1=1. Mas, sob certo ponto de vista, 1+1 pode ser 

visto como a informagao incompleta "diferente de 0" (que 6 

equivalente a "no minimo 1", e por sua vez 6 denotada por 1), 

pois qualquer numero natural, mesmo que se tenha informagdo 

nula sobre ele, acrescido de 1 e distinto de 0. Sob este 

ponto de vista, fungoes estritas nao sdo adequadas. Ainda, o 

dominio N nao tem informagOes incompletas suficientes, como 

"diferente de 0", para dar conta destes casos. 

Assim como processos de contagem infinitos podem 

produzir informagdo incompleta nao trivial, i.e., nao nula, 

computagoes infinitas tambem podem. Neste trabalho, 

computagoes infinitas (de niimeros) computam um dos numeros 

parciais 0 flamer° 0 corresponde a 1. 

Intuitivamente, alguns dos passos de uma computagdo sdo 

indentificados como passos que contam "ha mais um" ou "nao hd 

mais". 

Do mesmo modo, 	algoritmos podem manipular 

informagdo de entrada incompleta, e a informagdo de entrada 

pode ser dada por um processo analog() ao de contagem. Assim, 

computagoes infinitas podem aparecer intermediariamente em 

UFRGS 
INSTITUTO 	1NFORMATICA 

BIBLIOTECA 
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algoritmos que produzem computagoes finitas, como ilustrado a 

seguir. 

Pode ocorrer o caso em que f(x) tenha computagao 

infinita, mas g(f(x)) tenha computagao finita. Isto acontece, 

por exemplo, se f(x)=c0 e g é a tuned() que vale 1 se o seu 

argumento e distinto de 7, e 0, caso contrario. A informagao 

incompleta 8 < f(x), gerada em algum passo da computagao de 

f(x), a suficiente para realizar esta comparaeao, que produz 

a informagao 1. 

Para computar g(f(x)), entao, nao a possivel 

computar primeiro y=f(x) e depois g(y). Isto ocorre por que 

f(x) pode ter computagao infinita, e a computagao de g(y) 

poderia ser postergada indefinidamente, impedindo que 

informagao nao nula fosse produzida. Explicita ou 

implicitamente, entao, quando se computa g(f(x)), tem de 

haver alguma forma de paralelismo na computagao de y e g(y), 

e algum modo de interagao entre estas computagoes. Assim, a 

operagao de composiedo de tune -6es pode ser interpretada como 

uma operagao de concorrencia de algoritmos. 

Intuitivamente, a computagao de f(x) pode ser vista 

como um processo que, dada uma contagem de x, produz uma 

contagem de y, e a computagao de g(y), como um processo que, 

dada uma contagem de y, produz uma contagem de g(y). Neste 

modelo intuitivo, ha tres contagens simultaneas na computagao 

de g(f(x)): a de x, a de f(x) e a de g(f(x)). Os algoritmos 

que computam y=f(x) e g(y) interagem pela contagem de y. 

2.3 0 conjunto P de numeros parciais 

Na seed° 2.1, os numeros parciais foram vistos como 

informagoes. Uma informagao corresponde a um predicado. Por 
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exemplo, a informacdo n corresponde ao predicado ser maior ou 

igual a n. Um predicado, por sua vez, pode ser representado 

pela sua extensdo, i.e., o conjunto de elementos para o qual 

ele e verdadeiro. Neste caso, uma informagdo completa 

corresponde a um conjunto unitario. Isto motiva as definicities 

que seguem. 

0. 0 conjunto dos naturais 0,1,2,... a escrito N. As 

variaveis n,m e as vezes as variaveis x,y,z, correm sobre N. 

A cardinalidade de N a escrita w. Os simbolos <, 	>, 

denotam as relacoes de ordem de magnitude usuais em INu{w}. 

• Dado um natural n, os numeros parciais n, n e 00 sdo 

definidos por: 

• n={n} 

• n=fmENIml-nly{w} 

• 00={w} 

0 namero parcial n é lido "exatamente n". 0 numero parcial n 

é lido "no minimo n". 

0. 0 conjunto P de numeros parciais e definido por: 

• P=HuNufool 

onde: 

• N=fnInEN1 

• N=fnInENI 

As variaveis x,y,z correm sobre P. As variaveis n,m correm 

sobre N. 

0. 0 simbolo ( ) tambem e utilizado para denotar a funcao 

D'-*O, definida por: 

• x=x 	se xENufml 

	

 
=n 	 se x=nEH 

0 conjunto de chegada desta funcao e escrito P. Este conjunto 
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satisfaz: 

• P=Hu{co} 

Se os elementos de IM correspondem aos naturais, P 

corresponde a numeros acrescentados aos naturais. 

I> 0 conjunto IF de nameros finitos 6 definido por: 

• F=HUM 

Um conjunto aclNu{w} nao vazio corresponde a uma 

informagao, mas esta informagao nao necessariamente faz parte 

de O (por exemplo, a={2,4}). Neste caso, 6 possivel trabalhar 

com a menor informagao em P que inclui a (para o exemplo 

acima esta informagao 6 2={2,3,4,...,w}2{2,4}). A operagao de 

fecho definida a seguir determina tal elemento de P. 

E> 0 fecho-P de um conjunto agNu{w} nao vazio 6 o 

elemento CP  (a)EP definido por: 

• CP  (a)=n{xEP1x2a} 

Se aEDD, 6 imediato que C p (a)=a. 

2.4 Estrutura dominio-teuretica de P 

I> A relagao de aproximagao, ou de ordem de informagao, 

<CPA) 6 a relagao de inclusao reversa, i.e.: 

• x < y sss x2y 

Claramente < e uma relagao de ordem parcial. Esta ordem 

parcial esta representada na figura 1.1. 

Intuitivamente, 	quanto 	mais 	elementos 	uma 

informagao cont6m, menos ela informa. 0 caso extremo 6 0, que 

contem todos os nameros naturais e w, e, portanto, inclui 
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todas as informacoes de P, i.e., para todo xEP, 02x. Assim, 

x < y pode ser lido "x informa menos que y, ou tanto quanto 
yll

•  

0 simbolo < nao deve ser confundido com o simbolo 

0 primeiro denota a relagdo de ordem (parcial) de 

informacao em P. 0 segundo denota a relacdo de ordem de 

magnitude em N. A relacdo nao a definida em P, embora em 

certas notacoes (cf. segoes 6.6 e 6.7) o simbolo 	seja 

utilizado para indicar a ordem de magnitude de elementos de N 

dados por informacoes em P. 

D. Um numero parcial e dito total sss ele é maximal para 

a relacdo de aproximacdo, e propriamente parcial sss ele Mao 

d total. 

Os numeros totais correspondem a informacOes 

completas, e, conforme o lema 2.4.1 a seguir, sac) os da forma 

n e m, i.e., os numeros parciais que sdo conjuntos unitarios. 

Lema 2.4.1. Para todos n,m,x: 

• n < x sss x=n 

• n< x sss x=m e n=m ou x=m e n=m ou x=o' _ —  
• w < x sss x=co 

Prove. Direta da definicdo de P e ‹. 	 ❑ 

Corolario 2.4.1. 0 < x para todo x. _ — 

0 lema 2.4.1 e o coroldrio que dele decorre nada 

mais sao do que a expressdo matemdtica da figura 1.1. 

mostrada na introducao. 

A expressdo x < y e lida, tambdm, "x d uma parte de 
yll

•  
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Com esta leitura, um numero e propriamente parcial 

quando ele a uma parte estrita de outro elemento. As partes 

de n sdo 0,1,2,...,n,n. As partes de n sdo 0,1,2,...,n. As 

partes de m sac) 0,1,2,...,n,...,m. Logo, os numeroS 

propriamente parciais sao os da forma n. 

A seguir e introduzida a nogdo de dominio de Scott 

[PLO 80], e e mostrado que P, com a relaodo de ordem <, 

dominio de Scott. Isto permite que a teoria dos dominios de 

Scott seja utilizada como ferramenta matemdtica para o estudo 

de nameros parciais. 

D. Um subconjunto X de um conjunto D parcialmente 

ordenado por < 6 dirigido sss ele 6 rid() vazio e todo par de 

elementos de X tem um majorante em X. 

Intuitivamente, um conjunto dirigido 6 um conjunto 

de partes de um mesmo objeto. Partes que podem ser partes de 

um mesmo objeto sdo ditas consistentes. Por exemplo, 3 e 7, 

ou 3 e 7 sdo consistentes, mas 3 e 7, ou 3 e 7 sdo 

inconsistentes. 

▪ Uma ordem parcial (D,<) 6 completa (cpo) sss D tem um 

menor elemento 1 e todo subconjunto X de D dirigido tem um 

menor majorante, escrito LiX, dito supremo de X. 

Intuitivamente, a operacdo de supremo junta as 

partes de um mesmo objeto. Uma ordem parcial 6 cpo quando ndo 

faltam objetos, i.e., quando ela 6 fechada para o operagdo de 

juntar partes consistentes. 

D. Um elemento d de um cpo (D,<) 6 finito sss sempre que 

d < 	para um conjunto dirigido X, d < e para algum eEX. 

Intuitivamente, um objeto e finito quando ele 6 uma 
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parte elementar. 0 elemento co nao é finito para (P,<), pois 

mqjfillneN1, e m nao é parte de n para nEN algum. 

D. Um cpo (D,<) é algebrico sss, para cada xED, o 

conjunto {d < xld é finito} é dirigido e seu supremo é x. 

Intuitivamente, um cpo é algebrico quando todo 

objeto, finito ou infinito, é formado apenas por partes 

finitas. 

O Um cpo (D,<) é consistentemente completo sss sempre 

que x,yED tem um majorante, eles tem supremo. 

Intuitivamente, se x e y tem majorante, eles sac) 

consistentes, por ambos serem parte de seu majorante. Um cpo 

é consistentemente completo quando quaisquer dois elementos 

consistentes formam um objeto, x u y, sem o auxilio de mais 

objetos. Neste caso, o objeto x u y é parte de qualquer 

majorante de x e y, i.e., parte de qualquer objeto do qual x 

e y sao parte. 

D. Um conjunto B é uma base para um cpo (D,<) sss, para 

cada x em D, o supremo do conjunto {b < xlbEB} é x. 

Intuitivamente, uma base de um cpo tem partes 

suficientes para formar todos os elementos do cpo, pela 

operagao de supremo. E imediato que os elementos finitos de 

um cpo algebrico formam uma base, e que qualquer base de um 

cpo algebrico contem os elementos finitos do cpo. 

D. Um dominio de Scott 	é um cpo algebrico 

consistentemente completo com base enumeravel. No que segue 

do texto, D,E correm sobre dominios de Scott. 

Intuitivamente, computar um element° de um dominio 
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de Scott 6 gerar, sucessivamente e em seqUencia, partes do 

elemento, de modo que toda parte do elemento seja gerada em 

algum passo. A existencia de uma base enumeravel garante que 

isto seja possivel. 

Teorema 2.4.2. (P,<) e dominio de Scott, com menor elemento 

0, conjunto de elementos finitos F e base enumerdvel F. 

Prova. Os lemas de 2.4.3 a 2.4.7 a seguir estabelecem o 

teorema. 	 ❑ 

Lema 2.4.3. (P,<) a cpo. 

Prova. 0 menor elemento de P 6 0. Seja XcP um conjunto 

dirigido. (1) Se existe um elemento de X maximal em P, entao 

este element() e o supremo de X. (2) Caso contrario, XCH, e ha 
dois subcasos. (2.1) Existe nEX tal que, para todo xEX, 

x < n. Neste caso, o supremo 6 n. (2.2) Caso contrario, para 

todo nEX, existe mEX com n < m. Isto e, nenhum elemento de X 

majora X, e nenhum elemento de CM majora X. Analogamente, 

nenhum elemento de M majora X. Como todos os elementos de X 

estdo em N, e co majora H, entao m majora X. ConseqUentemente, 

co e o Unico majorante de X, e portanto o seu supremo. Logo, X 

tem supremo. ❑ 

Lema 2.4.4. IF e o conjunto de elementos finitos de P. 

Prova. 0 conjunto 	IY  < x}, para xEF, a finito (se x=n 

entao x4- tem 2n+2 elementos, se x=n entao x' tem 2n+1 

elementos). Se o supremo de um conjunto X 6 xEP, claramente 

Xgx4". Logo, se o supremo de um conjunto X 6 xEF, X 6 finito. 

Como o supremo de um conjunto finito X esta em X, se xEF 

entao x e finito. 0 Unico numero parcial que ndo esta em IF 

co. Este elemento 6 infinito, pois o supremo de CM e m e ndo 

existe xEN tal que co < x. Logo, se xvF, entao x ndo 

finito. 	 ❑ 
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Lema 2.4.5. (P,<) e algebrico. 

Prova. Se x e finito, xE{d < xld a finito}, e portanto 0 

supremo deste conjunto a x. Caso contrario, x=o3, e 

{d < cold é finitol=04, cujo supremo a co. 	 ❑ 

Lema 2.4.6. (P,<) e consistentemente completo. 

Prova. As equacoes abaixo mostram como obter o supremo de 

dois numeros, para todos os casos possiveis, quando eles tem 

majorante: 

• n Lim=n sss n=m 	(Se nom nao existe majorante) 

• n u m=n 	sss 	m.-511 	(Se m>n nao existe majorante) 

• n u m 	rid() existe 	(n e co nao tem majorante) 

• n u m=m sss asm 	(Se n>m nao existe majorante) 

• n u m=k sss k=max(n,m) 

• n u  03=03 

• u n nao existe 	(co e n nao tem majorante) co  

• 03 n=w LJ 

• co u  m=m . 

Em termos de contagens, dois numeros sao 

consistentes se a contagem de um é prefixo da contagem do 

outro, e o seu supremo tem a contagem mais longa das duas. 

Lema 2.4.7. IF é base de P, e F e enumeravel. 

Prova. A enumerabilidade de IF e imediata. 	Se xEIF, 

x=1_1{b < xlbEF}, pois um dos valores para b e x. Caso 

contrario, x=m, e 	< mlbEFI=N, cujo supremo é m. 	 ❑ 

0 lema acima conclui a prova do teorema 2.4.2. A 

seguinte proposigao caracteriza a operagao de supremo de um 

modo uniforme. 

Proposicao 2.4.8. Um conjunto nao vazio XcD' e dirigido sss nX 

nao vazio, e, neste caso, o supremo de X é nX. 
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Prova. Similar a prova do lema 2.4.9 adiante. 	 ❑ 

Em uma ordem parcial (D,<), o infimo de um conjunto 

XcD e o seu major minorante, escrito n  X , quando existe. 

Em termos de contagens, a operacao de infimo de 

numeros parciais corresponde a operagao de maxim° prefixo 

comum. Assim, o infimo de um conjunto é a melhor informagao 

compativel com todas as informagOes do conjunto. 

Lema 2.4.9. Qualquer subconjunto X nao vazio de P tem infimo, 

e este infimo e o fecho-P de UX. 

Prova. A prova utiliza implicitamente o lema 2.4.1. Sejam 

X =InENInEX1, X2  ={2callxEX}. Entao X é a uniao disjunta de Xl e 

X 2  . Se X1  é vazio, entao X2  é nao vazio, e tem um menor 
elemento x, pois P uma cadeia. Logo, para todo x'EX 2 , X2X', 

e x=UX=t (UX). Se X ={n} e X2  é vazio, entao o infimo de X é 

n=UX=E (UX). Se X tem mais de um elemento e X2  é vazio ou 
{co}, seja o menor natural n (para a ordem dos naturais) tal 

que nEX . Entao o infimo de X é 	(UX)*UX. Caso contrario, — P 
X e X2 sao nao vazios, e X 2*03. Tome os menores naturais n e 

m tais que nEX 1 , mEX2 . Neste caso o infimo a k, onde 

k=min(n,m), e k= P (UX)*UX, pois X#P. 	 ❑ 

0 lema 2.4.10 a seguir mostra como obter o infimo 

de dois elementos por casos. 

Lema 2.4.10. Se k=min(n,m), entao: 

• n ri m = k 	se n=m=k 

	

= k 	se n*m 

• n ri m = m ri n = n ri m = k 

• co x = X ri op = x 

Prova. Aplicacao direta do lema 2.4.1, ou do lema 2.4.9. 	❑ 
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0. 	Dados 	dominios 	de Scott D 
1 
 ,...,D k

, 	ordenados 

respectivamente 	por 	<1 	
<

k 	a 	ordenacao 
 

coordenada-a-coordenada < em D1x...xDk  6 definida por: 

• (X 1 , . .. , Xk ) I (X; , . . . , X II(  ) SSS Xi  11  Xi ' , ... , Xk  lk  Xk 

Lema 2.4.11. Sejam Di ,...,Dk  dominios de Scott, com menores 

elementos 1 1 ,...,1k , conjuntos de elementos finitos F1 ,...,Fk 
e bases B1 ,...,Bk respectivamente. Entao D 1x...xDk  ordenado 

coordenada-a-coordenada 6 dominio de Scott, com menor 

elemento (11 ,...,1k ), conjunto de elementos finitos F ix...xFk  

e base Bx...xB . 1 

Prove. Ver [PLO 80). 	 ❑ 

D. No que segue do texto, qualquer produto cartesiano de 

dominios 6 utilizado implicitamente com a ordenagao 

coordenada-a-coordenada. 

2.5 Estrutura numero-teoretica de P 

D. A funcao sucessor succ:P4P 6 definida por: 

• succ(n)=m 	se m=n+1 

• succ(n)=m 	se m=n+1 

• succ(o)=03 

A expressao succ(x) tambem 6 escrita x+1. 

A funcao succ 6 a contrapartida natural, em um 

sentido matematico preciso definido na secao 3.4, da funcao 

sucessor ni-4n+1. Intuitivamente, s 6 uma contagem de x 

sss ss 6 uma contagem de succ(x), i.e., a contagem de A 

veicula informacao x sss a contagem de Au{a}, para aoA, 

veicula informacao x+1, quando a regra de selegao 6 justa 

(cf. secao 2.1). 
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Uma conseqUencia imediata desta definigdo é que: 

• n=SUCCn (0) 

• n=SUCCn (0) 

• o=SUCCk (X) sss x=OD, para todo kEN 

0 seguinte teorema mostra como construir 

axiomaticamente os numeros parciais. 

Teorema 2.5.1. 

• 0,0,03 sao elementos distintos de P 

• P é fechado para a operagao sucessor, i.e.: 

• Se xEP, entao succ(x)EP 

• 0 e 0 nao sao sucessores, i.e.: 

• 0*succ(x)*0 

• 0 Unico sucessor de si pr6prio é co, i.e.: 

• succ(x)=x SSS x=c0 

• succ é injetiva, i.e., 

• succ(x)=succ(y) implica x=y 

• P é o menor conjunto que contem 0,0,c0 e é fechado para 

a operagao sucessor (indugao em P, ou indugao forte): 

• Se 

• AcT,  

• 0,0,O3EA 

• A é fechado para a operagao sucessor, 

entao 

• A=P 

• 0,0EF e F é fechado para a operagao sucessor 

• IF é o menor conjunto que contem 0,0 e é fechado para a 

operagao sucessor (indugao em IF ou indugao fraca) 

Prova. A prova é rotineira, e é omitida. A propriedade de 

indugao em P (F) 6 provada por indugao em N nos casos de 



31 

P (F). 	 ❑ 

A inducao em P é utilizada para provar propriedades 

de nUmeros parciais do seguinte modo. Dada um propriedade P 

de numeros parciais, para provar que P(x) para todo x, 

provar: 

• P(0), P(0), P(w) 

• P(x) implica P(succ(x)) 

A inducao fraca é utilizada analogamente para 

provar propriedades em F. 

0 lema 2.5.2 a seguir mostra que é possivel definir 

fungoes e realizar provas por casos 0,0 e x+1, ao inves dos 

casos n,n e co. 

Lema 2.5.2. Todo xEP é de uma das formas: 

• 0 
	 ou 

• 0 
	 ou 

• succ(x') 
	

para um Unico x'EP 

Prova. Imediata. 	 o 

i> A fungdo predecessor pred:P4P é definida por: 

• pred(0)=0 

• pred(0)=0 

• pred(succ(x))=x 

A expressao pred(x) tambem é escrita x-1. 

E imediato que esta funcao satisfaz: 

• succ(pred(x))=x 	sss x*0 e x*0 

0 lema 2.5.3 abaixo caracteriza a operagao de 

infimo por casos 0, 0, x+1. 
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Lema 2.5.3. Para todos x,y: 

• O XX O O 

• o n o = 0 

• o n  (x+i) = (x+i) n  o= o 

• (x+1) n  (yi-1) = (x n y)+1 

Prova. Aplicagdo direta do lerna 2.4.10 e da definicao da 

funcdo sucessor, por casos n,n e co em x. 	 o 



3 FUNCOES CONTTNUAS 

Este capitulo introduz e estuda a nogao de fungao 

continua entre dominios de Scott (em particular, P e Pk). A 

secao 3.1 motiva a nocdo de continuidade para fungOes entre 

numeros parciais. A segao 3.2 apresenta a nogao de 

continuidade e as propriedades fundamentais das fungi:5es 

continuas. A segao 3.3 mostra que fungoes continuas 

podem ser vistas como informagoes sobre fungoes parciais 

Mk-A. A segao 3.4 define modos de estender fungoes parciais 
k para fungoes continuas Pk

4P. 

3.1 Mapeamentos entre contagens 

Esta segao motiva intuitivamente a. nogao matematica de 

continuidade para fungoes de nilmeros parciais, e continua a 

discussao iniciada na segao 2.1. 

D. Um mapeamento entre contagens 6 um processo que produz 

uma contagem em fungao de uma contagem observada. A contagem 

observada 6 dita contagem de entrada; a produzida, contagem 

de saida. Como contagens podem ser infinitas ou inacabadas, 

as agoes de contagem de entrada e saida ocorrem 

simultaneamente, ou entrelagadas. Considera-se que a contagem 

de saida depende apenas da contagem de entrada, nao 

dependendo, por exemplo, do entrelagamento particular entre 

as agOes de entrada e saida. No caso geral, pode haver mais 

de uma contagem de entrada. 

33 

Por exemplo, o processo que multiplica por 2 a 

contagem de entrada pode ser descrito do seguinte modo. Para 
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cada s de entrada, produzir dois s de saida. Se ocorre 3 na 

entrada, produzir 3 na saida. Note que o entrelagamento nao 6 

especificado. 

D. Uma fungao f:P-AP especifica abstratamente um 

mapeamento entre contagens sss para toda contagem de entrada 

s que produz contagem de saida 1), f(info(s))=info(p). 

E 	imediato que a 	fungao que especifica 

abstratamente o processo descrito acima 6 f:OD*IP tal que: 

• f(n)=m 
	se m=2n 

• f(n)=m 	se m=2n 

• f(c0=oo 

Como outro exemplo, considere o processo descrito a 

seguir. Seja kEN fixo. Se sk+1  é prefixo da contagem de 

entrada, ou a contagem de entrada 6 s ki, produzir s na saida. 

Se a contagem de entrada é s i ,, para j<k, produzir 1 na 

saida. A fungao g:P4P que especifica este processo satisfaz: 

• g(n)=1 	se n?--k 

=0 	se n<k 

• g(n)=1 	se n>k 

=0 	se n=k 

• g(co)=1 

Intuitivamente, g(x) realiza a comparagao x?:k. A resposta 1 

significa "sim", a resposta 0 significa "nao", e a resposta 0 

significa "nao sei". Mas, ao inves de dizer explicitamente 

"nao sei", o processo se limita a nao responder, causando o 

mesmo efeito. Assim, uma interpretagao para 0 é informagao 

nula por ausencia de resposta. 

Estes dois processos, intuitivamente, podem ser 

realizados. 
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Uma questao importante 6: 

• Quais sao as condicoes minimas necessarias  para que 

uma fungao P k4P seja realizavel, sem consideragao das 

limitagaes que decorram de uma analise de processos de 

calculo (computabilidade)? 

Esta questao 6 discutida em detalhe em [ESC 91]. Tais 

condigees sao ditas /imitagoes externas, uma vez que podem 

ser estabelecidas apenas mediante a analise dos modos de 

comunicagao entre agentes computacionais. Se assume que em 

uma quantidade finita de agoes de comunicagao 6 comunicada 

uma quantidade finita de informagao, onde a nocao de 

quantidade finita de informagao 6 formalizada pela nogao de 

elemento finito de dominio de Scott. 

A seguir 6 mostrada uma fungao que nao 6, 

intuitivamente, finitamente realizavel. Seja h:P4P definida 

por: 

• h(n)=0 

• h(n)=0 

• h(m)=0 

Um processo que implementasse h, se calaria quando a entrada 

fosse uma contagem finita, e produziria 3 quando a entrada 

fosse uma contagem infinita. Para realizar este processo, 

seria preciso examinar completamente uma contagem infinita, e 

depois produzir a saida. Logo, h nao 6 finitamente 

realizavel. Isto leva a seguinte condigao necessaria para 

realizabilidade finita de fungoes P k-4P. 

Um mapeamento entre contagens 6 finitamente 

realizavel somente se: 

• Partes finitas da contagem de saida dependem apenas de 

partes finitas das contagens de entrada. 

Consequentente, 	uma fungao f:P
k-P especifica 
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abstratamente um processo finitamente realizavel somente se, 

para xEPk : 

• Partes finitas de f(x) dependem apenas de partes 

finitas de x 

Na saga° que segue, a nogao de realizabilidade 

finita 6 formalizada pela nocao de continuidade. 

3.2 Continuidade 

N Sejam (D 1 ,< 1 ) e (D2 ,<2 ) dominios de Scott. 

N Uma fungao f:Di-*D2  é continua em xED1  sss, para todo 

yED2  finito: 

• y < f(x) sss existe x' < ix finito tal que y < f(x') 

A fungao f é continua sss ela é continua em todos os pontos 

de D . 1 

Uma fungao é continua, entao, quando partes finitas 

do seu valor dependem de partes finitas de seu argumento. 

N Uma fungao f:D14D2  é monotonica sss para todos x,yED1 : 

• x < 1 y implica f(x) < 2  f(y) 

Intuitivamente, uma fungao é monotonica se, quando 

the é fornecida mais informacao, ela devolve mais informagao, 

ou igual. 

Lema 3.2.1. Fungoes continuas sao monotonicas. 

Prova. Imediata da definigao de continuidade. 	 ❑ 

Lema 3.2.2. Qualquer fungao monotonica f:D 14D2  é continua em 

x para x finito. 
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Prova. Tome x'=x na definicao de continuidade. 	 ❑ 

Corolirio 3.2.2. f é continua sss f é continua em x para todo 

Y infinito. 	 ❑ 

0 lema abaixo caracteriza funcoes continuas como 

aquelas que preservam supremos de conjuntos dirigidos. 

Lema 3.2.3. Uma fungdo f:D1402  é continua sss ela é 
monotonica e, para todo XcDi  dirigido: 

• f(LI 1X)=Li 2 {f(x)IxEX} 

Prova. A premissa de monotonicidade serve para garantir que, 

se XgEo1  é dirigido, {f(x)IxEX}CD
2 
 é dirigido e, portanto, tem 

supremo. Assumindo que o supremo existe, se prova que f é 

monotonica. Ver [PLO 80]. ❑ 

Lema 3.2.4. Seja F1  o conjunto de elementos finitos de D 1 . 

Uma fungao monotonica f:F1 ->D2  tem uma finica extensao continua 

g:D 1  -0 2 . 

Prova. g é continua sss g(x) =  Li fg(x' ) Ix' EF1 ,x' I x}. 	 ❑ 

Corolario 3.2.4. 0 valor de uma fungao continua P k4P para um 

argumento (xl ,...,xk ) em que um ou mais x i , i=1,..,k, sao co é 

determinado de modo Unico pelos valores da fungao para 

argumentos (y 1 ,...,yk ) para 17 1 ,...,yk  na base de P (F=P-{c0}). 

Prova. Uma fungao Fk-AP tem uma Unica extensao continua para 

Pk
4P. 	 ❑ 

0 lema 3.2.5 abaixo mostra qual é a condigao que a 

continuidade imp6e para f(m), com f:P4D. 

Lema 3.2.5. Uma fungao f:P4D é continua sss ela é monotonica 

e: 
• f (03)=11 {f (n) HEIN} 
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Prova. Aplicacao do lema 3.2.3 com X -44. 	 ❑ 

0 lema 3.2.6 abaixo permite aplicar 0 lema 3.2.5 

acima para fungoes f:113k4D. 

Lema 3.2.6. Uma funcao de mais de um argumento 6 continua sss 

ela é continua em cada argumento. 

Prova. 	A ordenacao em um produto cartesiano 	é 

coordenada-a-coordenada. 	 ❑ 

D. 0 conjunto de funcoes continuas D 1-D2  é dito espaco de 

fungoes continuas de D1  para D2 , e é escrito [D 1-D2 ]. 

D. A ordenacdo ponto-a-ponto < em [D 1 -41312 ] é definida por: 

• f < g sss f(x) < g(x) para todo xED1  

Lema 3.2.7. Se D 1  e D2 sac) dominios de Scott, entdo [D1->D2 ] 

ordenado ponto-a-ponto é dominio de Scott, com menor elemento 

a fungdo constante de valor 12 . 

Prova. Ver [PLO 77]. 	 ❑ 

Lema 3.2.8. Se F é um subconjunto dirigido de [D 1->D2 ], com 

supremo f, entdo f(x)=1_1 2 {q(x)IgEF}. 

Prova. A ordenagao de [D 1 ->132 ] é ponto-a-ponto. 	 ❑ 

1> Se d1 , d2 sao elementos finitos de D 1  e D2 
respectivamente, entdo (d1.-K12 ) é o elemento de [D1-D2 ] 

definido por: 

• (d1 d2 )(x)=d2 	se d1  < x 

.1 	caso contrario 
2 

Lema 3.2.9. Os elementos finitos de [D1 ->D2 ] sdo todos 

supremos de conjuntos finitos de elementos da forma (cr 1 d2 ) , 
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com d 1 ,d2 elementos finitos de D 1  ,D2  respectivamente. 

Prova. Ver [PLO 80]. 

A seguir e analisado em que sentido uma fungao P-A° 

continua é considerada finita, alem do sentido abstrato 

definido na sec -do 2.4. 

Em primeiro lugar, note que (x=y)(x)=1. Para 
outros valores x' distintos de x, esta fungdo vale 0, a 

informacao nula, a menos que x < x'. No ultimo caso a funcao 

tambem vale y. A excessao e inevitavel, pois, caso contrdrio, 

a funcao (x=41, ) nao seria monot6nica. Assim, (x= y) pode ser 

visto como um elemento do grafo de uma funcao. A operacdo de 

supremo, no lema acima, "junta" elementos de grafo. De acordo 

com o lema 3.2.9 acima, uma fungdo e finita se ela a formada 

por uma quantidade finita de elementos de grafo. Como caso 

extremo, a funcao constante 0 e unicamente caracterizada pelo 

elemento de grafo (0=40), sendo finita. 

Outro exemplo mais complicado é a funga- o continua 

definida por: 

• f(n)=1 
	se n<2 

	

=0 	caso contrario 

• f(n)=0 
	

se n<2 

	

=0 
	caso contrdrio 

Como f é continua, f(m)=0, pelo lema 3.2.5. Uma vez que 

f=(0=41) u (1=41) u  (2=40), a funcao f e finita. Note, ainda, 

que f e uma funcao maximal. Logo, em IP-31P existem fung6es 

maximais finitas. 

Lema 3.2.10. Uma funcao f:ODa finita sss existe n tal que 

f(n) e finito, f(x)=f(n) para todo x tal que n < x, e para 

todo rrzn, f(m) a finito. 

Prova. 	(Se) 	f=(0=4f(0)) u 	u(n-l=f(n-1))u(n=f(n)). 
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(Somente se) Caso contrdrio, f nao poderia ser o supremo de 

um conjunto finito de elementos da forma (x= y). 	 ❑ 

Corolario 3.2.10. Existem f,g:IP-*EP tais que f é infinita, g é 

finita e f < g. 

Prova. Tome f=1_1{(11.40)InEN} e g=(0---0). 	 ❑ 

Logo, em dominios de Scott, existem partes que sdo 

mais complexas que o todo. 

Lema 3.2.11. Uma funcao continua f:P4P é maximal sss: 

• f(n) é maximal 

• f(m) = Fiff(m)Im I m/ 

Prova. Se a primeira afirmagdo nao valesse, f(n) poderia ser 

aumentado, sem prejuizo de continuidade, o que contradiria a 

maximalidade de f. A segunda afirmagdo vale pela 

monotonicidade de f. 0 infimo acima é o valor mais definido y 

tal que y < f(m) para todo m tal n < m. Para que f seja 

monotonica, é necessdrio que f(n) < y < f(m) para n < m. 

Logo, o valor mais definido que f(n) pode assumir é y. 0 

valor de f(m) e determinado pelos demais valores de f(x) e 

pela continuidade de f, conforme o lema 3.2.5. ❑ 

Corolario 3.2.11. Os valores de uma funcao continua maximal 

f:P4P dependem apenas dos valores que a fungdo assume para 

nEN. 	 ❑ 

Lema 3.2.12. Uma fungdo f:FP-Ap finita é maximal sss existe n 

tal que f(n) é finito maximal, e para todo m=n, f(m) é finito 

maximal. 

Prova. Aplicagdo dos lemas 3.2.10 e 3.2.11. 	 ❑ 
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3.3 Fungoes continuas como informagoes 

Assim como um numero parcial 6 visto como uma informagdo 

sobre um natural ou w, uma fungao f:?-*EP pode ser vista como 

uma informagdo sobre uma fungdo total ou parcial f:OsI k->EN. 

Uma fungdo f:Pit-->0)  e dita informacdo sobre uma fungao 

f:N
k
4N, escrito fEf, se, para todos n 1 	EN, x 1 	EP: 

• n 1  Ex 1  ,...,n k  Ex k  e f 6 definida para (n 1 	k ) 

implica f(n i ,...,n k )Ef(x l ,...,x k ) 

Isto 6, 	se xl ,...,xk  sdo informagoes sobre n k 
respectivamente, entdo f(xl ,...,xk ) 	6 informagdo sobre 

f(ni ,...,nk ). 

A notagdo fEf 6 utilizada por analogia a notagdo 

XEX, que significa que x e uma informagdo sobre x. De 

imediato, a fungao P ic-W de valor constante 0 6 informagdo 

sobre qualquer fungdo 11 ■I k EN, mas esta inkormagao 6 nula. 

Suponha que f(3)=0 e f(3)=1, e que fEf. Entdo, 

necessariamente f(3)=0, pela primeira equagdo. Mas, pela 

segunda equagdo, f(n)=1 se n=3, o que 6 uma contradigdo. Isto 

ocorre porque f ndo 6 monotonica. 

Conforme a discussdo acima, a monotonicidade de f 

pode ser vista como a sua coerencia. Uma fungdo Pk-4P nao 

monotonica 6 uma informagdo contraditoria. 

Deste ponto em diante, a notagdo fEf 6 utilizada 

apenas quando f 6 continua. 

Suponha que f 6 definida por: 

• f(n) 6 indefinida 	se n<3 
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• f(n)=1 	 se n=3 

e que f é definida por: 

• f(n)=1 

• f(n)=0 

Se n<3, entdo a afirmagdo nEx e f é definida para n é falsa, 

e, portanto, implica na afirmacdo f(n)Ef(x). Por outro lado, 

quando n=3, a afirmacdo nEx e f é definida para n vale quando 

3 x. Neste caso, f(x)=1 ou f(x)=0. Como 1E1 e 1E0, f(n)Ef(x). 

Logo, fEf. Mas a informagdo que f fornece sobre f nao é a 

melhor possivel. A informacao f(3)=0 nao é incorreta, pois 

f(x)E0 para todo xE3. Mas a informacao f(3)=1 seria melhor, 

porque f(x)E1 para todo xE3. A informacao f(0)=1 tambem nao é 

incorreta, porque ela indica que se f fosse definida para 0, 

o seu valor estaria em 1={1}. Mas f nao é definida para 0. Se 

f(1) fosse co, o fato de que f nao é definida para 0 seria 

indicado por f, pois uma tentativa de estimar o valor de 

f(0), via f, levaria a contradicao (especificamente, nem), 

mostrando que este valor nao existe, pois nenhum natural esta 

em 00—{w}. De acordo com este ponto de vista, a funcao que 

melhor informaria sobre f seria g tal que: 

• g(n)=c0 	se n<3 

	

=1 	se n=3 

• g(n)=0 	se n<3 

	

=1 	se n=3 

Tal funcao g satisfaz f g. 

A propriedade que g tem que a distingue das demais 

f tais que fEf é que g é uma fungdo maximal. 

Assim, a maximalidade de uma fungdo f pode ser 

vista como a sua completeza. Uma fungdo P k4P nao maximal é 

uma informagao que pode ser melhorada. 



43 

3.4 Extensoes de funcoes parciais
k
4N para fungoes 

continuas P k-AP 

I> A restricdo para W k -Psi de uma fungao continua f:P ic -)P é a 

fungao parcial f:Elsi k-AN definida por: 

• f e indefinida para (xl ,...,xk ) se f(xl ,...ock )Er 

• f(X 
1
,... f x )=y 	 se f(xl ,...,xk )=1,04 

Por exemplo, a restrigao da fungao XI-43C é a fungao 

parcial N4N totalmente indefinida. Em geral, se f:P-4[13 

 qualquer, a restrigao da fungao xl-4f(x) é a fungao totalmente 

indefinida. A restrigao da fungao succ é a fungao xF4x+1. 

▪ Uma extensao para Pk-41P de uma fungao parcial 	 1N 

qualquer fungao continua f:P 1(-4P cuja restrigao e f. 

0 exemplo acima revela que a fungao parcial 

totalmente indefinida N4N tem infinitas extens6es para P4P 

(nao enumeraveis). 

Proposio&o 3.4.1. Se f:P k 	uma extensao de f:Nlc-4N,-*O 

entao fEf. 

Prova. A prova e feita para k=1. Se f e uma extensao de f e 

f(n)=m, entao f(n)=m. Como nEn e MEM, fEf. 	 ❑ 

0 primeiro modo considerado de estender M k-4W para 

uma fungao P ic-A° consiste em atribuir a informagao nula aos 

novos pontos da fungao e aos pontos em que ela e indefinida. 

D. A extensao trivial de uma fungao f:IN k->IN é a fungao 

f:Pk-AP tal que: 
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•f(ni ,...,nk )=m 	se f(n i ,...,n k )=m 

	

=0 	se f 6 indefinida para (n i ,...,nk ) 

•f(xl ,...,xk )=0 	se x i EP para algum i=1,...,k 

De imediato, uma extensao trivial 6 continua. A 

extensao trivial f de uma tuned° f 6 a extensao minimal, no 

sentido que, para toda extensao f' de f, f < f'. Entao: 

• f=rifflf' 6 continua e f' 6 extensao de f} 

A extensao trivial da tuned° indefinida 6 a fungao 

constante 0. A extensao trivial da fungao identidade 6 a 

tuned() f tal que: 

• f(n)=n 

• f(n)=0 

• f(m)=0, 

que nao 6 uma tuned° identidade. 

0 segundo modo considerado de estender tune -6es 

f:Nk--AN para f:P k-4P consiste em atribuir a melhor informagao 

possivel para os novos pontos, e co nos pontos em que f 6 

indefinida (vide g na segao anterior 3.3 e teorema 3.4.4 

adiante). Note que, nos pontos em que f e indefinida, 6 

possivel apenas par um valor de P para f, pois, caso 

contrario, a restrigao de f nao seria f. 

c. A extensao natural de uma fungao f 6 sua extensao 

continua maximal. A extensao natural f de f satisfaz: 

• f=Liff'lf' 6 continua e f' 6 extensao de fl. 

0 lema 3.4.2 abaixo mostra que f 6 bem definida. 

Lema 3.4.2. Se F 6 um conjunto de extensOes continuas de uma 

fungao f:IN k-4[N, entao F 6 dirigido e seu supremo 6 uma 

extensao de f. 
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Prova. A prova e desenvolvida para o caso k=1. Se f 6 definida 

para n e f(n)=m, entao f(n)=m para 

toda fEF. Caso contrario, f(n)EP para todo fEF. Como qualquer 

subconjunto de P tem supremo, o supremo de F existe. Se f 6 

definida para n e f(n)=m, entao: 

• ( Lin (n)=L] {f (n) I fEF} 	(lema 3.2.8) 

= 1_1 011 / =m  

Pela definicdo de extensao, o fato de f ser ou nao uma 
extensao de f depende apenas dos valores que f assume para 

nEH tal que f 6 definida para n. Logo, o supremo de F 6 uma 

extensao de f. 	 ❑ 

A extensao natural da fungao identidade IN4N 6 a 

identidade P4P. A extensao natural da fungao totalmente 

indefinida IWAN 6 a fungao constante co. 

Proposicdo 3.4.3. As extensoes naturais das fungeies 

succ:xF4x+1 e pred:OF40,x+1-4x sao as fungoes succ e pred 

respectivamente. 

Prova. succ 6 uma extensao de succ. succ 6 maximal pois (1) 

para pontos nEN, succ(n)41, e portanto nao pode ser 

aumentada, pois os valores em M sac) maximais, (2) para pontos 

nEH succ nao pode ser aumentada, pois caso contrario succ se  
tornaria nao monotonica e (3) para o ponto co succ nao pode 

ser aumentada, por continuidade. A prova para pred 6 

similar. ❑ 

0 seguinte teorema caracteriza explicitamente a 

extensao natural para o caso IN-P1. 

Teorema 3.4.4. f:113->P 6 a extensao natural de f:N4N sss: 

UFRGS 
INSTITUT° DE iNFORMATICA 

BIBLIOTECA 
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• f(n)=m 	se f e definida para n e f(n)=m 

	

=. 	se f e indefinida para n 

• f(n) = Illf(m)In < ml 

	

Prova. 0 lema a estabelecido pelo lema 3.2.11. 	 ❑ 

Um flamer° parcial n é um conjunto de possibilidades 

{n,n+1,...}. Dada f:NoN, e natural pensar em extende-la para 

f:P-0, de tal modo que f(n)=f({n,n+l,...})={f(n),f(n+l),...}, 

i.e., aplicando a funcao f a cada possibilidade em n. Porem, 

pode ocorrer que o resultado desta operagao nao esteja em P. 

Neste caso, a possivel tomar o fecho-P deste resultado. 0 

teorema a seguir mostra que este procedimento leva a extensao 

natural de f. 

Teorema 3.4.5. f:Pk4P é a extensao natural de f:N I(.4N sss, 

para todos x 

• f (xi  , . . . ,xk ) =Cu, (f [x i  , . . . ,x k ]) se f [x i  , . . . ,x k  ] *0 

=00 	 caso contrario 

onde: 

• f[x 	]—(f(n 1 	)If e definida para (n 1 	), 

n E X 1 , i=1,...,k1 

Prova. A prova a desenvolvida para o caso k=1. Ha dois casos 

para f(x). (1) Se x e TIEN, ha dois subcasos. (1.1) Se f 

definida para n e f(n)=m, entao f[x]=m, e f(n)=m. Pelo teorema 

3.4.4 f é a extensao natural de f para o ponto x. (1.2) Se f 

• indefinida para n, entao f[x]=0, e f(x)=a. Pelo mesmo lema, 

f é a extensao natural de f para o ponto x. (2) Se x=nEN, 

entao ha dois subcasos. (2.1) Se para todo m.>_12 f e definida, 

entao: 

f(X) =Cfpff(M)111Mn1 

= 0:)( U{{f(m)}1m=n1)=r 0 Uff(m)In < 	) 

=1-1{f(m)In < ml 	(lema 2.4.9) 

Pelo mesmo teorema, f é a extensao natural para o ponto x. 
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(2.2) Se f e indefinida para algum min , hd dois subsubcasos. 

(2.2.1) Se f e indefinida para todo min, entdo f[x]=0 e 

f(x)=co, e f é a extensdo natural de f para x. (2.2.2) Se 

existe M-11 para o qual f e definida, entdo f[x]*0, e: 

• f(x)=Cp { f(m)I mn, f d.p. 	(d.p.="6 definida para") 

U({f(m)}1m-n, f d.p. 	u fool) ) 

=Cp ( Uff(m)In < 	) 	(pois f(m)=c0 se f nao d.p. m) 

=1-11f(m)In <m} 	 (lema 2.4.9) 

Pelo teorema 3.4.4, f é a extensdo natural para x. A segunda 

linha da deducao e justificada por que f(x) necessariamente 

est& em P, pois x ri co=x e f(m)=c0 para algum Deste modo, 
mcf(x), pois f(x) < co. Logo, a inclusdo de co nao altera o 

resultado. ❑ 

Embora os numeros naturais nao possuam um valor 

"indefinido", a possivel acomodar este "valor" via o use de 

fungoes parciais Uma fungdo f:114°-4N costuma ser pensada 
como uma constante. Quando f e indefinida, a possivel pensar 

f como uma constante indefinida u. Deste modo, a possivel 

pensar os numeros parciais como extensoes dos numeros 

naturais e u: 

• n é a Unica extensao de n 

• nemsdo extensoes de u 

• a extensdo trivial de u é 0 

• a extensdo natural de u é co 
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4 FUNCOES CONTINUAS PARTICULARES 

Este capitulo introduz funcoes particulares que sdo 

usadas nos demais capitulos. A seodo 4.1 discute definicdo 

por casos. A secdo 4.2 define operacoes logicas 

correspondentes aos conectivos proposicionais. A secao 4.3 

define a nocdo de funodo P-caracteristica e, em particular, 

estuda a funcao P-caracteristica do predicado de igualdade. A 

segdo 4.4 define operao6es logicas que correspondem a 

quantificadores. A secdo 4.5 introduz o operador de ponto 

fixo. A seodo 4.6 estuda as extens6es naturais de algumas 

operagoes aritmeticas. 

4.1 Definigio por casos 

i> 0 operador de andlise de casos condp : PxD2-0 6 definido 

por: 

• condD ( , y,z)=y riz 

• condD (0,y,z)=z 

• condD (x+1,y,z)=y 

Quando o subscrito D d omitido, se subentende que D=OD. 

Pelo use que 6 dado a este operador na seodo 4.2, ele 

tambem 6 dito condicional (nao estrito). 

Proposicao 4.1.1. cond é a extensdo natural da funcao 

cond: W 3- tal que: 

• cond(0,y,z)=z 

• cond(x+1,y,z)=y 

Prova. Seja f:P 3->ap a extensdo natural de cond. Pelo teorema 
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3.4.5, a funcao f satisfaz, para x,y,zEF: 

• f(0,y,z)=4,{cond(x,y,z)IxE0, yEy, ZEZ, x,y,zEN} 

({cond(0,y,z)lyEy, ZEZ, y,zEIN} 

u{cond(x+1,y,z)lyEy, ZEZ, x,y,zEN}) 

=C ({zizEz, ZEN} v {ylyEy, yEN1) 

=4p ((y-{W}) u (z-{w}) Ip C (y u z) 
=y n  z 	(lema 2.4.9) 

• f(0,y,z)=C p {cond(x,y,z)Ixe0, yEy, ZEZ, X,y,ZELN} 

=C fcond(0,y,z) lyEy, ZEZ, y,ZEIN} 

=Cp fzIzEz, ZEIN} = Cp (z-{w}) 

=z 

• f(x+1,y,z)=4,{cond(x,y,z)IxEx+1, yEy, ZEZ, x,y,zEN} 

{cond(x+1,y,z)Ixex, yEy, ZEZ, x,y,zEN} 

=c {YIYEY, YEN} = c (Y- {w}) 
=y  

A igualdade Cp {a-(w)}=a, aEP, depende de que a*co, i.e., 

aEF. Como f e cond sao iguais na base, e ambos sao continuos, 

tem-se que f=cond, pelo lema 3.2.4 e coroldrio. ❑ 

CorolArio 4.1.1. cond e funcao continua e maximal. 	 ❑ 

I> 0 operador de analise de casos fraca scondD :PxD2 *D 

definido por: 

• scondp ( 0,y,z)=1 ,0  

• scondD (O,y,z)=z 
• scondD (x+1,y,z)=y 

0 operador de analise de casos fraca devolve informagao nula 

para informacao nula no argumento em que se faz analise de 

casos. 0 operador fraco e definivel explicitamente em termos 

do forte por: 

• scondD (x,y,z)=condD (x,condD (x,y,1
D

),condD (x,1
D'

z)) 

E imediato que: 
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• scondD < condD 

(). 0 operador de analise de casos fraca tambem é dito 

condicional estrito. 

r> 0 operador de definicdo por casos casesp :P403-0 é 

definido para todos XEP, a,b,CED, por: 

• cases(x,a,b,c)=cond(x,cond(x,c,a),b) 

onde o subscrito é omitido quando pode ser inferido do 

contexto. 

Lema 4.1.2. Sejam f,g:03-0 continuas, a,bED, com f definida a 

partir de g por: 

• f(0)=a 

• f(0)=b 

• f(x+1)=g(x) 

Entao f tem a definicao explicita: 

• f(x)=cases(x,a,b,g(x-1)) 

Prova. Como f é continua, a < b, pois f(0) < f(0), e 

a < g(0), pois f(o) < f(1). Entao a ri b m g(0)=a. Logo: 

• f(0)=cases(0,a,b,g(0-1)) 

=cond(0,cond(0,g(0),a),b) 

-(g(0) Fi a) ri b 

=a. 

Os demais casos sao imediatos. 	 a 

Lema 4.1.3. 0 condicional cond satisfaz: 

• cond(x,0,0)=0 

• cond(x,y+1,z+1)=cond(x,y,z)+1 

Prova. A primeira equacao é imediata, pois 0 E1 0=0. A segunda 

é provada por casos para x: 
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• se x=0, cond(x,y+1,z+1)=(y+1) n (z+1) 

=(171-1z)+1 	(lema 2.5.3) 

=cond(x,y,z)+1 

• se x=0, cond(x,y+1,z+1) = z+1 = cond(x,y,z)+1 

• se x=x'+1, cond(x,y+1,z+1) = y+1 = cond(x,y,z)+1 	❑ 

Lema 4.1.4. cond13E  (x '  f ' 
 g)(y)=cond

E (x,f(y),g(y)). 

Prova. (fr1g)(3) =f001-1g(Y)* 	 ❑ 

4.2 Operacoes lOgicas 

D. As informagOes de verdade "é verdadeiro", "é falso", e 

"é verdadeiro ou falso" sao representadas por t, f e u 

respectivamente. A informagao de verdade "é verdadeiro ou 

falso" é nula, assim como a informacao de quantidade 0. Por 

conveniencia, t,f,u sao respectivamente 1,0,0. 0 dominio de 

informacties de verdade é B=ft,f,u1gP, com a relacao de ordem 

de P restrita a B. As variaveis p,q,r cOrrem sobre B. 

A relagao de ordem < de B satisfaz: 

• p < q sss p=u ou p=q 

• u=t El f 

Lema 4.2.1. B é dominio de Scott coin menor elemento u, base B 

e conjunto de elementos finitos B. 

Prova. Ver prova do teorema 2.4.2. 	 ❑ 

Pelo lema 4.2.1 acima e o lema 3.2.2, qualquer fling -do 

monotonica 13->I3 é continua. 

N 0 condicional bcond:B3-A13 é definido por: 
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• bcond(t,p,q)=p 

• bcond(f,p,q)=q 

• bcond(t n  f,p,q)=p m q 

Este operador 6 definivel pelo operador de andlise de casos: 

• bcond(p,q,r)=cond(p,q,r) 

D. 0 primeiro argumento do condicional 6 dito condigdo, e 

o segundo e o terceiro, ramos verdadeiro e falso, 

respectivamente. 

Se a condigdo 6 a informagdo nula u, o resultado 6 

a melhor informagdo consistente com ambos os ramos. Por 

exemplo, bcond(u,4,5)=4. Um caso particular ocorre quando 

ambos os ramos sac) iguais: bcond(u,x,x)=x. 

0. As operagoes logicas sobre informagOes de verdade 

n:B4B, A,v,4:11324[13 sao respectivamente definidas por: 

• np = bcond(p,f,t) 

• pAq = bcond(p,q,f) 

• pvq = bcond(p,t,q) 

• p-*q = bcond(p,q,t) 

Estas operagoes satisfazem, para p,qE[13: 

• ,t=f • ,f=t • ,u=u 

• pAf = fAp = f • tAt=t • tAU = UAt = UAU = U 

• pvt = tAp =t • f vf=f • fvu = uvf = uvu = u 

• f4p = p-pt = t • t4f=f • u->f = t4u = u-*u = u 

• pAnp=f sss p*u 	 • pv,p=t sss p*u 

• nnp=p 	 • p-*q = ,pvq = ,q4,p 

• -1(pAq)=-Ipv-ip 	 • -1(pvq)=-IpAnp 

Note que as equagOes valem em particular quando p=u ou q=u. 

Assim, uvt = tvu = t, por exemplo. Se bcond fosse estrito na 

condicao, i.e., bcond(u,p,q)=u, esta operacdo satisfaria 

u = uvt * tvu = t, e nao seria comutativa. 
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E facil mostrar que estas operagoes sao as 

extensOes naturais das correspondentes nos naturais. 0 caso 

para A 6 exemplificado. A prova 6 omitida, por ser analoga 

prova da proposicao 4.1.1. 

Os naturais 1 e 0 sao escritos t e f. 0 operador 

logic° A 6 a extensao natural de e: ft,f1 2->{t,fl tal que: 

• e(f,x) = e(x,f) = 	para todo xElt,f1 

• e(t,t) = t 

4.3 Fungoes caracteristicas, igualdade 

Como na secao 4.2 anterior, t=1, f=0, u=0, 113=ft,f,u1 e 

t=1, f=0. 

D. A funcao caracteristica de um conjunto AgNk  6 a funcao 

RA :N 4N tal que: 

• K,(n1k  )=t 	se n 1 	EA 
A  

=t 	caso contrario 

E imediato que uma funcao caracteristica K A 
determina unicamente o conjunto A: 

• A={ 	, nk ) Etre I RA  (n i  , 	,nk )=t1 

• Uma fungdo P-caracteristica parcial (f.c.p) de um 

conjunto AcN k 6 uma funcao continua p:P4113 tal que: 

• p(ni ,...,nk )=t implica (n l ,...,nk )EA 

• p(ni ,...,nk )=1 implica (n 	)411 

0 prefixo O 6 omitido quando nao ha ambiguidade possivel. 

Assim como os numeros parciais sao pensados como 

informacoes sobre niimeros naturais, fungoes caracteristicas 
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parciais sdo pensadas como informagoes sobre conjuntos (k=1) 

ou relagoes (k>1) de numeros naturais. Isto motiva a notagdo 

introduzida a seguir (cf. secdo 3.3). 

D. Escreve-se AEp sss p é fungdo caracteristica parcial 

de A. 

Lema 4.3.1. Para toda fungdo continua p:Pk4B existe AEp. 

Prova. Tome A={(n 1 ,...,nk )ENk lp(ni ,...,nk )=0-. 	 ❑ 

D. 0 conjunto exibido na prova é dito o nucleo de p. 

Corolario 4.3.1. Se AEp, entao A contem o nude° de p. 	❑ 

D. 0 condole° de uma funcdo caracteristica parcial p:P k-*P 

é o conjunto f(n 1 ,...,nk )ENk lp(ni ,...,nk )=0-. 

Lema 4.3.2. Se AEp, entao A é disjunto do confide° de p. 

Prova. Imediata. 	 ❑ 

D. lima fungdo caracteristica parcial p:P k-W é completa 

sss a unido de seu nacleo com o seu confide° 6 W k . 

Corolirio 4.3.2. Se p é completa entao fAIAEpl é unitdrio, e 

é formado pelo nUcleo de p. 	 ❑ 

Aparentemente, uma fungdo caracteristica completa 

forneceria a melhor informacdo possivel sobre um conjunto. 

Mas este nao é o caso. 

Lema 4.3.3. Existem funcoes caracteristicas completas, 

distintas, e com o mesmo micleo. 

Prova. Seja a familia de fungoes oci :F4B, para gENufwl, tal 

que: 
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• m (n)=f 

• e q  (n)=1 	se nl-q _ 
=u 	se n<q 

• e (03)=f 
	

se q<w 

=U 	se q=w 

Claramente, para cada q, 0 6 continua, o nucleo de e 6 o 
q 	 q 

conjunto vazio, e o condcleo de e 6 N. Logo, e 6 
q 	 q 

completa. 	 ❑ 

De acordo com a discussao a seguir, mw  ndo fornece 

informagdo tao boa quanto 0 0  a respeito do conjunto vazio. 

D. Um subconjunto de INk  6 dito cofinito sss o seu 

complemento com relagdo a Nk  6 finito. Um subconjunto de N k  6 

dito propriamente infinito sss ele nao 6 finito nem cofinito. 

0 lema abaixo pode ser facilmente generalizado 

para ACNk . 

Lema 4.3.4. Se AEp, para AEN, entdo: 

• p(n)=f implica 	para todo m?-41, e portanto que 

A 6 finito 

• p(n)=t implica mEA para todo 	e portanto que 

A 6 cofinito 

Prova. E provada a primeira afirmagdo. Como p 6 monotonica, 

p(n)=f implica p(x)=f para todo x tal que n < x. Em 

particular, isto vale para x=m para todo 

Corolario 4.3.4. Nas condigoes do lema 4.3.4: 

• p(03)=f implica A 6 finito 

• p(m)=t implica A 6 cofinito 

Prova. E provada a primeira afirmagdo. Como p 6 continua, 

p(m)=1 implica existe x < 00 finito tal que p(x)=f. Tal x tem 
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que ser da forma n. 

A interpretagao deste lema e que o valor p(n) 

informa sobre a presenga individual de n em A, e que o valor 

p(n) informa sobre a presenga coletiva em A dos m>--n. Isto é, 

p(n) deve ser lido como p("nfteros que sao no minimo n"). 0 

valor de p(m) é a acumulagdo dos valores p(n). 

Lema 4.3.5. Nas condigoes do lema anterior: 

• se nEA, mEA, k5n e k5m, entao p(k)=u 

Prova. Se p(n) ou p(m) valem u, entdo, como k < n,m e p 

monotonica, p(k)=u. Caso contrario, p(n)=t e p(m)=f. De novo 

por monotonicidade, p(k) < t e p(k) < f. Logo, p(k)=u. 

Corolario 4.3.5. Se A é propriamente infinito, entdo p(k)=u 

para todo k, e, conseqUentemente, p(m)=u. 	 ❑ 

A interpretagdo do lema 4.3.5 é que, para k nas 

condigoes do lema: 

• p(k)=p("numeros que sac) no minimo k") 
=11 

="t para alguns, f para outros" 

A definigdo a seguir seleciona a 	fungdo 

P-carateristica parcial que fornece mais informagdo como a 

fungdo P-caracteristica. 

A funcdo P-carateristica de um conjunto AOslk  e a sua 

fungdo P-caracteristica parcial XA :Pk g13 tal que, para todos 

x1 k finitos: 
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• XA (xl ,...,xk )=t se para todos x 	EN tais que 

X EX , ...,X EX , (X ,...,X )EA 
1 	1 	k 	k 	1 

=1 se para todos x ,...,x EN tais que 

	

x 1 EX  1  ,...,X  k  EX  k  , (X
1 	k

).ZA 

=u caso contrario. 

A unicidade de X
A 

sai do lema 3.2.4 e corolario. 

Proposigao 4.3.6. A fungao P-caracteristica de um conjunto 6 

a extensao natural da sua fungao caracteristica. 

Prova. Teorema 3.4.5. 	 ❑ 

Corol&rio 4.3.6. A fungao P-caracteristica de um conjunto 6 

maximal. 	 ❑ 

Mas: 

Proposiodo 4.3.7. A fungao P-caracteristica de um conjunto 

propriamente infinito 6 a extensao trivial da sua fungao 

caracteristica. 

Prova. Corolario 4.3.5. 	 ❑ 

Corolirio 4.3.7. A fungao caracteristica N k-÷N de um conjunto 

propriamente infinito tem uma Unica extensao para P k-A13. 	❑ 

0 	lema 4.3.8 	a seguir determina 	fungoes 

P-caracteristicas para o caso k=1. 

Lema 4.3.8. A fungao P-caracteristica de um conjunto AcN 6 a 

sua fungao caracteristica parcial XA :D*B tal que: 



• X
A

(n)=t 	se nEA 

	

=1 	se nVA 
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• X
A

( 

=f 

=u 

• XA ( OD )=t 

.1 

=U 

se para todo m->41, mEA 

se para todo mVA 

se existem m,m'211 tal que mEA, m'411 

se A é cofinito 

se A é finito 

se A é propriamente infinito 

Prova. Imediata da definigdo e do lema 4.3.4 e coroldrio. 	❑ 

A seguinte definigdo estd baseada na identificagdo 

de M com N, e e utilizada no capitulo 8. 

N A fungdo P-caracteristica de um conjunto AclMk  é a 

funcao P-caracteristica do conjunto AgNk  definido por: 

• A={(n 1 ,...,nk ) 1(n 1 ,...,nk )eAl 

N A fungdo P-caracteristica da relacao de igualdade de 

naturais e escrita ==. 

Lema 4.3.9. Para todos n,m: 

• (n==m) = t se n=m 

= f caso contrdrio 

• (n==m) = (m==n) = f se n<m 
= u caso contrdrio 

• (co==n) = (n==o) = f 

• (n==m) = (n==m) = (03==n) = (03==m) = u 

Prova. Os casos que nao envolvem co saem direto da definigdo 

de fungdo P-caracteristica. Os casos que envolvem co sdo 

obtidos por continuidade. 	 ❑ 

A funcao p:P2-A3 tal que: 
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• p(x,y)=t 	se x=y 

	

=f 	caso contrdrio 

nao é monotonica. Se p fosse monotanica, p(x,y) deveria valer 

t para todos x,yEP, pois p(0,0)=t, e (0,0) < (x,y), o que 

contradiz a definicao de p. Isto motiva a seguinte definicao. 

D. Uma fungdo p:P 2403 é dita uma fungdo de igualdade se: 

• p(x,y)=t implica x=y 

• p(x,y)=f implica x*y 

Claramente, == é uma fungao de igualdade. Como == é 

maximal, por ser uma extensdo natural, == é a funcao de 

igualdade mais definida, e, portanto, o supremo das fungoes 

de igualdade. Que a igualdade continua mais definida se 

comporte do modo exposto no lema é extremamente razoavel. 0 

fato de duas informagoes serem a mesma nao quer dizer que o 

objeto sobre o qual informam seja o mesmo. Por exemplo, que 

3=3 (igualdade de informagoes) nao quer dizer que quaisquer  
dois numeros maiores que 3 sejam iguais. Portanto, nao vale 

que (3==3)=t (igualdade de objetos, via informagoes sobre  
eles), e vale que (3==3)=u. 

0 seguinte lema é utilizado em um capitulo adiante 

para computar ==. 

Lema 4.3.10. Para todos x,y: 

• (0==0) = t 
• (0==y+1) = f 

• (x+1==0) = f 

• (x+1==y+1) = (x==y) 

Ainda, == é a Unica fungdo continua que satisfaz a equacao: 

• (x==y) = cond(x,cond(y,(x-1==y-1),f), 

cond(y,f,t)) 
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Prova. Primeira parte, por casos n,n,c para x e y, utilizando 
lema 4.3.9. Segunda parte, por indugao fraca, uma vez que a 

fungao é continua (lema 3.2.4 e corolario). ❑ 

0 seguinte lema tambem e utilizado em um capitulo 

adiante. 

Lema 4.3.11. A fungao P-caracteristica de um conjunto finito 

A=0 k 	satisfaz: 

• XA (x) = x==n1  v 	v x==nk 

Prova. Por indugao em N na cardinalidade de A. 	 ❑ 

4.4 Quantificadores existencial e universal 

Uma fungao continua e:(P-ABHB e dita um quantificador 

existencial sss para toda p:P-AB continua: 

• e(p)=t implica existe n tal que p(n)=t 

• e(p)=f implica para todo n, p(n)=f 

A fungao p é pensada como uma fungao 

P-caracteristica parcial. Intuivamente, um quantificador 

existencial quantifica existencialmente sobre o ndcleo de p, 

e universalmente sobre o condole° de p. 

Lema 4.4.1. 0 conjunto E de quantificadores existenciais 

dirigido e seu supremo e é um quantificador existencial. 

Prova. A fungao (P-AB)aP constante u é um quantificador 

existencial, logo E e nao vazio. Basta, entao, mostrar 

diretamente que o supremo de E existe. Sejam e,f€E, e 

pE[P->B]. Se e(p)=t, entao f(p)f, pois e(p)=t implica existe 

n tal que p(n)=t, e f(p)=f implicaria para todo n, p(n)=1. 

Analogamente, se e(p)=f, entao f(p)*t. Logo, a fungao exist 

definida a seguir e bem definida: 
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• exist(p)=t se para algum eEE, e(p)=t 

=f se para algum eEE, e(p)=f 

=u se para todo eEE, e(p)=u 

Evidentemente, exist é um quantificador existencial, e exist 

satisfaz: 

• exist(P)=L] {e(p) I eEEI 

Pelo lema 3.2.8, exist é o supremo de E. o 

Assim, exist é o quantificador existencial mais 

definido. 0 lema a seguir caracteriza exist explicitamente. 

Lema 4.4.2. 0 quantificador existencial exist satisfaz: 

• exist(p)=t se existe n tal que p(n)=t 

=f se para todo n, p(n)=f, mas p*o w 

 =u caso contrario 

Prove. (Ver lema 4.3.3 para definicao de ow). Uma funcao que 

satisfaz as equacoes acima, se for continua, é um 

quantificador existencial. Se nao fosse pela excessao p#0 (0 , 

seria evidente que este seria o quantificador existencial 

mais definido. Esta excessao é necessaria para que exist seja 

continuo. Se existe n tal que p(n)=t, entao p'=(nit) é uma 

parte finita de p, tal que existe it com p'(n)=t. Logo, exist 

é continuo para tal p. Se para todo n, p(n)=f, entao p < 00 

 e, pelo lema 3.2.10, p é finito sss p*ow. Se p=ou  nenhuma 

parte finita de p satisfaz a condicao da primeira ou segunda 

equacoes, logo, se exist(p)=f, entao exist nao seria continuo 

para este p. Para o ultimo caso, se exist(p)=u, entao 

qualquer parte finita de p recai neste caso. ❑ 

0 corolario a seguir mostra como exist funciona 

operacionalmente. 

Corolirio 4.4.2. 0 quantificador existencial exist satisfaz: 
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exist(p)=t se existe nEN tal que p(n)=t 

=f se existe nEN tal que p(n)=f 

e para todo 11/11, p(m)=f 

=u caso contrario 

Prova. Lema 3.2.12. 

A nocao de quantificador universal pode ser 

definida meramente trocando t por f e f por t da definicao de 

quantificador existencial. 

(). Uma funcao continua a:(P4B)4B e dita um quantificador 

universal sss para toda p:PA3 continua: 

• a(p)=f implica existe it tal que p(n)=f 

• a(p)=t implica para todo n, p(n)=t 

Assim, a discussao sobre quantificagao existencial 

é dual a discussao sobre quantificacao universal. Em 

particular, e é um quantificador existencial sss a funcao a 

definida por: 

• a(p)=ne(np) 	onde (v)(x)=-1p(x) 

é um quantificador universal. Isto ocorre porque o nacleo de 

p e o conacleo de np, e o conUcleo de p e o micleo de np. 

Assim, o quantificador universal all definido abaixo 

facilmente provado maximal: 

• all(p)=nexist(np) 

4.5 Operador de ponto fixo 

D. Um ponto fixo de uma funcao f:D4D é um xED tal que: 

• f(x)=x 

Lema 4.5.1. Toda funcao continua f:D-*D tem um ponto fixo x 

u F 6 

UTO DE r,IFIT.17MATICA 
13161,10..LICA 
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tal que: 

• x=Liffn(1) InEN1 

• x e o menor ponto fixo de f, i.e.: 

• x' 6 ponto fixo de f implica x < x' 

Este ponto fixo 6 escrito fixD f. Ainda, a funcao 

fix
D
:(D4D)4D 6 continua. 

Prova. Ver [PLO 80). 	 ❑ 

4.6Fungoes aritmeticas 

D. Sejam +,- as respectivas extens6es naturais das fungoes 

+,- de adigao e subtragao, onde se entende que n-m=0 se niii. 

Lema 4.7.2. Se m+n=k, entao: 

• n+m = k 

• n+m = n+m = n+m = k 

• x+00 = 00+x = 03 

Prova. sao provados os casos n+m=k e co+x=03. Pelo teorema 

3.4.5: 

• n+m---C'P  fn+m, (n+1)+m, (n+2)+m, . }  
=Cip fk, k+1, k+2, ...1 

=k. 

Pelo lema 3.2.5, para xEF, co+x=Lifn+xlnENI=m. Para x=m, 

utiliza-se de novo o lema 3.2.5. 	 ❑ 

A interpretagao deste lema 6: 

• "exatamente n" + "exatamente m" = "exatamente n+m" 

• "no minimo n" + "exatamente m" = "no minimo n+m" 

• etc. 

Lema 4.7.2. A fungao de adigao + e unicamente caracterizada 
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pelas equagoes: 

• x+0 = x 

• x+0 = x 

• x+succ(y) = succ(x+y) 

Prova Por inducao fraca em x, utilizando o lema 4.7.1. 	❑ 

Lema 4.7.3 Se n -m=k, entdo: 

• n-m=k 

• n -m=0 
	

se n:sm 

=0 
	

se n>m 

• n-w=0 

• n-m=k  
• n-m = n-w = w-n = w-w = 0 - - - 	- 	 - 
• w_n=0, 

Prova. Como no lema 4.7.1, utiliza-se o teorema 3.4.5 para 

provar casos envolvendo n,m, e o lema 3.2.5 para provar casos 

envolvendo co. 	 ❑ 
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5 MANIPULACAO FORMAL DE NOMEROS PARCIAIS E FUNCOES 

Este capitulo define uma linguagem, denominada II, 

que permite expressar formalmente certas funcoes continuas de 

ntimeros parciais, bem como computar formalmente estas 

funcoes. Esta linguagem é um cdlculo-A tipado com 

constantes [cos 90], no estilo da linguagem PCF [PLO 77]. A 

segao 5.1 apresenta a nogao geral de calculo-X tipado com 

constantes. A sintaxe e a semantica destes calculos sao 

estudadas. A segao 5.2 apresenta a linguagem H. A segao 5.3 

estuda computabilidade formal em H. A segao 5.4 estuda 

programas e computag6es. A segao 5.5 estuda brevemente a 

execugao interativa de programas H. 

5.1 Calculo-A tipado com constantes 

5.1.1 Sintaxe 

r> Dado um alfabeto de tipos basicos, o conjunto de tipos 

é o menor conjunto que contem os tipos basicos, e que contem 

(oat) quando contem u e T. As letras gregas c•, t correm sobre 

tipos. Os parenteses sao omitidos com a convengao de que 4 

associa a direita. 

D. A partir de uma colegao R de constantes, cada uma 

associada a um Unico tipo, e uma quantidade enumeravel de 

variaveis acr , i€EN, para cada tipo a, os termos-R sao dados 

pelas regras: 
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• toda constante de tipo v 6 um termo-X de tipo 

• toda variavel a
a 6 um termo-X de tipo a 

• se M e N sao termos-R de tipo 	(viz) 	e a 

respectivamente, entao (MN) 6 um termo-R de tipo z 

• se M 6 um termo-R de tipo T, entao (Xaia  .M) 6 um 

termo-X de tipo (cr .u) 

t> A expressao M e um termo-R do tipo t o abreviada por 
M:T quando X 6 subentendido do contexto. Na mesma situagao, o 

sufixo X 6 omitido. 0 conjunto de termos-X 6 dito linguagem 

X. As letras M,N, e outras maidsculas em italico, correm 

sobre os termos-X, c corre sobre X e a corre sobre as 

variaveis. Os indices de tipo sao omitidos quando nao ha 

ambigUidade possivel. 

D. A relagao de ocorrencia livre de variaveis em termos 6 

a menor relagao tal que: 

• a ocorre livre em a 

• a ocorre livre em (MN) se a ocorre livre em M ou N 

• a ocorre livre em (Aa'.M) se a*a' e a ocorre livre em M 

▪ -Termos da forma (MN) sao ditos combinacoes. Os 

parenteses de combinagoes podem ser omitidos, com a convengao 

de que elas associam a esquerda. Termos da forma (Aa.M) sao 

ditos abstragaes. Termos sem ocorrencias de variaveis livres 

sao ditos termos fechados ou combinadores. 

5.1.2 Semantica 

• Uma interpretacao de uma linguagem X 6 uma colegao 

{Cu} de conjuntos, um para cada tipo a, junto com uma fungao 

4:X4U{y, tais que: 
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• C
(a-yE) 	

subconjunto de C T , o conjunto de fungoes 

	

corn conjunto de partida 	e conjunto de 

de chegada C' T  

• It'da fechada para aplica0do definida, i.e., se 

tse (c4T) e XE 	entao f(x)E 

• A preserva tipos, i.e., se c:t entao .54(c)EC'T  

D. 0 conjunto C=U{Ca} e dito universo de discurso de R. A 

operagao de aplicagao e-41S° toma argumentos f e x, e tem 

valor f(x). Esta operagao e parcial, e e definida para f e x 

sss existem a e t tais que fECO34t  e XEt.a . Se a aplicagao nao 

definida para f e x, entao f(x) nao tem significado, assim 

como 3(4) e 1/0 nao tem significado na aritmetica. A 

aplicagao f(x) e escrita simplesmente fx, e se assume que ela 

associa a esquerda. Por exemplo, fxyz e f(x)(y)(z) abreviam 

((fx)y)z. 

• Uma interpretagao 9=<-(Ca1,02> de 	induz uma semantica 

2 para a linguagem X, do seguinte modo. 

N Um ambiente a uma fungao que preserva tipos, do 

conjunto de variaveis para C. Se xECa, e p é um ambiente, 

entao p[x/a] e o ambiente p' tal que: 

• p' (a')=x 	se a'=a 

=p(ce) 
	

caso contrario 

N A semantica 2:termo4ambiente4C é dada indutivamente 

abaixo, onde termos sao escritos entre E e 1: 

• 2Ec1(p)=A[c] 

• 2 E4 (P)=P(a) 

• 2 EMN1(P)=;61111(P)(4M(P)) 

• 2EXa./4 (p) (x) =4! (p[x/a]), para XEQ, e a:a 
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D. Se a semdntica de M, relativa a um dado ambiente, é x, 

se diz que M denota x neste ambiente. Se M ndo tem varidveis 

livres, a sua semantica nao depende do ambiente. Neste caso, 

se omite a referencia ao ambiente. Se M e N tem a mesma 

denotacdo, para cada ambiente, em uma interpretacdo Y. , 

escreve-se ME N. E imediato que E
J 
 é relacdo de equivalencia.  

Se para toda interpretacdo g, MEN, escreve-se MEN 

Lema 5.1.2.1. Para todos termos M,N,11',N': 

• Aa.MEXa.M' sss M=M' 	 (extensionalidade) 

• (MN)E(M'N') se M=M' e NEN' (substitutividade) 

Prove. M=M' sss 2(M)(p)=2(W)(p) para todos A e p sss 

2(M)=2(W)para todo A. 

(extensionalidade) M=M' sss: 

• 2 (Acc•In (P)(x)= 4 (M)(P[x/a]) =01 ( 11')(P[x/al) 

=2 (Acx•le)(P)(x), 

e Act.MEXa.M'. 

(substitutividade) Se M=M' e NEN', entdo: 

• 2  (MN) (P)=2 (M) (ID) (-961 (N) (1) )) .44 (M' ) (P)(4 (N')(13 )) 

=2(M'N')(p) 0 

5.1.3 Convertibilidade 

1). A susbtituicao de a por N em M, escrita M[N/a], 6 

definida indutivamente por: 
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• c[N/a]=c 

• a[N/a]=N 

• a[N/a']=a , se a#a l  

• (MM')[N/a]=(M[N/a]) (M'[N/a]) 

• (Aa.M)[N/a]=Aa.M 

T 
• (p.au .MHN/aT  ]=(Aa7 .M[aa  /a ][N/ar ]) se a a  #a , para o 

J 	i 	k  

menor k tal que alcr,  que nao ocorre livre em N nem em M 

Lema 5.1.3.1 . Para todos termos M,N,M',N': 

• (Aa.M) E Aa'.M[a'/a] 	se a' nao ocorre livre em M 

• ((Aa.M)N)EM[N/a] 

• Aa.(Ma)EM 	 se a nao ocorre livre em M 

Prova. As duas primeiras afirmagoes sao provadas por indugao 

na regra de formagao dos termos. A terceira e provada como 0 

lema 5.1.2.1. 

D. As relagOes de redugao imediata a, (3 e 77, escritas, 

tea , g e 	
sao definidas por: 

• ((Aa.M) 	Aa'.M[a'/a] 	se a' nao ocorre livre em M 

• ((Aa.M)N)=(3  M[N/a] 

• (Aa.Ma)471 M 	 se a mac, ocorre livre em M 

	

i> A relagao de redugao imediata 	escrita un , é a 

uniao das relagoes de redugao imediata a,(3 e n. m e dito um 

a(377-redex se existe M' tal que 
	71
M'. 

• Uma relagao binaria R entre termos preserva denotagao 

• M denota x e M R M' implica M' denota x 

Pelo lema 5.1.3.1, é imediato que
017 

preserva 

sss : 
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denotagao. 

N Uma relacdo bindria 04 entre termos é dita relagdo de 

convertibilidade sss: 

• 04 preserva denotacdo 

• 04 é relagdo de equivalencia 

• Xa.1,14Aa.M' quando 1,1M' 

• tuv4m'N' quando Pf4le e 7■14AT' 

N. 0 fecho de convertibilidade de uma relacdo bindria R 

entre termos, quando existe, é a menor relagao que contem 

R e e relagdo convertibilidade. 

Pelo lema 5.1.2.1, este fecho existe sss R preserva 

denotacao. 

5.2 A linguagem U 

N. A linguagem H é dada pelo alfabeto de tipos basicos 

{n} e pelo conjunto de constantes: 

• 0:n 

• SUCC:n4n 

• PRED:n-nr 

• COND:n (3) -nr 

• Ya :03- (7)-)o-  para cada tipo c 

onde expressdo u (n) -yt, para cada n, abrevia o tipo definido 

indutivamente por: 

• C
M)
4T=T 

(1+1) 
• C 	4T=474( (11)  4T) 

5.2.1 Interpretacdo padrao de H, U-definibilidade 
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D. A interpretagao padrao de II e <4,.(Ca l> tal que: 

• =p 
Tr 

• (cr-yu) =[qcr-X tj, o conjunto de fungoes continuas de 

para 
 

• 4(0)=0 

• 81(SUCC)=succ 

• 4(PRED)=pred 

• A(COND) (x) (y) (z)=cond(x,y,z) 

• 4(Yd=fix
0 

 

D. 0 elemento menos definido de Ca 	
escrito. Os 

elementos a satisfazem: 

• 1 =0 n — 
• 1 	(x)=1 	para todo xE 

t> A semantica induzida pela interpretagao padrao a dita 

padrao. A semantica padrao de um termo a dita sua denotagao 

padrao. A relagao de igualdade de denotagao padrao para 

qualquer ambiente a escrita En. 

No que segue do texto, a linguagem U e estudada 

relativamente a sua interpretagao padrao. 

D. Um elemento XE
a 	

dito 11-definivel sss existe um 

combinador de tipo a cuja denotagao padrao a x. 

5.2.2 Convertibilidade-H 

D. As relagoes de reducao imediata p, c e y entre termos, 

	

escritas respectivamente 4 , 	e 4 , sao definidas por: 

	

P 	c 

CT 
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• PRED 0 4 0 

• PRED (SUCC M)M 4 p   

• CONDOMN4 N 
C 

• COND (SUCC P) M N 4 M 

• COND P 0 0 4 0 
C 

• COND P (SUCC M) (SUCC N) 4c  (SUCC (COND P M N)) 

• YM 4 M(YM) 

Lema 5.2.2.1. As relacoes de redugao p, c e y preservam 

denotagao padrao. 

Prove. 0 Unico caso nao imediato e o da relagao de redugao 

c, que 6 estabelecido pelo lema 3.1.3. 	 ❑ 

• M 6 dito um II-redex sss existe M' tal que M=M' para 

alguma das relagoes de redugao p, c e y. M 6 dito um redex 

sss M 6 um agii-redex ou M 6 um H-redex, A relagao de redugao 

imediata 6 a uniao das relageles de redugao imediata a, p, 77, 

p, c e y, escrita 

• Pelo lema 5.2.2.1, o fecho de convertibilidade da 

relagao de redugao imediata existe. Ele 6 escrito 	e 6 

denominado convertibilidade-H. Dois termos M e N tais que 

M EN sao ditos II-interconvertiveis. 0 subscrito U 6 omitido 

dos simbolos de relagao e = quando o contexto rid() 

permite ambigUidade. 

Nem todos os termos que tem a mesma denotagao sao 

interconvertiveis. (Y(Aa.a)) e (Y PRED) ambos denotam 0 e nao 

sao interconvertiveis. Na segao 8.3.4 6 mostrado que a 

equivalencia de denotagao padrao 6 indecidivel, mesmo para 

termos de tipo n. 



5.3 Computabilidade 

• Um-numeral é um termo da forma (SUCCnO), nEN, onde 

(eN) e definido indutivamente por: 

•
(moN),N 

• (M4+1 N)=(M(MnN)) 

Claramente, o numeral (SUCCnO) denota o numero parcial n. 

P Os numerais sao ditos, tambem, formas normais fortes. 

Uma forma normal fraca é um termo de uma das formas 0 ou 

(SUCC M). 

E imediato que uma forma normal forte é uma forma 

normal fraca, e que uma forma normal fraca denota um numero 

parcial distinto de O. 

i> Um termo M tem forma N sss M e interconvertivel com N. 

Por exemplo, (Y SUCC) tem forma (SUCC2 (Y SUCC)). 

Nao se deve confundir uma afirmagao "M tem forma N" com uma 

afirmagao "M a da forma N". A primeira indica que M 

interconvertivel com N, como foi dito. A segunda indica que M 

e N sao o mesmo termo. 

i> Um termo M:n exibe explicitamente informagdo x, ou 

simplesmente exibe x, para xErF, sss uma das afirmagaes vale: 

• x=neMé da forma (SUCCnO) 

• x=neMé da forma (SUCCnM') para algum M' 

Por exemplo, a Unica informagao que (Y SUCC) exibe 

é 0, pois (Y SUCC)=(SUCC° (Y SUCC)). 0 termo (SUCC2 (Y SUCC)) 

exibe as informagoes 0,1,2, e mais nenhuma outra. 

73 
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C. A relagao de geragao entre termos de tipo it e numeros 

parciais finitos 6 definida por: 

• M gera x sss M tem forma que exibe x 

Claramente, todo termo de tipo It gera 0. 

Conseguentemente, o conjunto de informagoes que UM termo de 

tipo it gera é ndo vazio. Como a relagao de convertibilidade 

preserva denotagao, e 0 e (SUCC M') tem denotagao distinta, 

'lac) 6 possivel que M gere 0 e M gere x+1. 

Por exemplo, (Y SUCC) gera n para todo n, pois 

(Y SUCC) tem forma (SUCCn (Y SUCC)) para todo n, que exibe n. 

Lema 5.3.1. Para todos M,x,y: 

• Se M exibe x e M denota y, entao x< y 

• Se M gera x e M denota y, entao x< y 

Prove. A relagao de convertibilidade preserva denotagao. 	❑ 

c). A relagao de computabilidade-II entre termos e 

elementos de C' 6 definida por indugao nos tipos dos termos: 

• M:n computa xEP sss: 

• M gera as partes finitas de x, e apenas elas 

• MU-YU computa f:C0.->CT  sss: 

• para todo N:u que computa xECcr , 

(MN) computa f(x)E 1  

t> Um elemento XEC'
a 

6 11-computavel sss existe um termo 

M:a que computa x. 

De imediato, todo numero parcial 6 H-computavel. n 

6 computavel por (SUCd10). n 6 computavel por 

(SUCe(Y(Aa.u))). cc 6 computavel por (Y SUCC). Por6m, existe 



75 

XEC'
(T-YE 

que nao 6 computdvel, uma vez que os espagos de 

fungoes continuas sdo nao enumeraveis e existe uma quantidade 

enumerdvel de termos. A mac) enumerabilidade do espago de 

fungOes continuas P-R sai do fato que a extensdo trivial de 

uma fungdo IN-N 6 continua, e que ha uma quantidade mac) 

enumerdvel de fungoes IN-M. 

Lema 5.3.2. M:n computa x sss x=ipx/IM gera x'}. 

Prova. Se M gera x e M gera y, entdo x e y sao 

consistentes. 	 ❑ 

Consequentemente, se M computa x e M computa y, 

entdo x=y. 

Corolirio 5.3.2. 

• M computa n sss M gera n 

• M computa n sss M gera n e M gera x implica x < n 

• M computa co sss M gera n para todo nEN 

• M computa n sss M tem forma (SUCCnte) para 

M' que mac) tem forma normal fraca. ❑ 

Em particular, M computa 0 sss m nao tem forma normal 
fraca. 

Lema 5.3.3. Se M fechado computa x e M denota y, entdo x < y. 

Prova. Lemas 5.3.1 e 5.3.2. ❑ 

Teorema 5.3.4. M fechado computa x sss m denota x. 

Prova. A prova deste teorema é dada pelos lemas a seguir. 0 

metodo de prova consiste em mostrar que uma parte da relagdo 

de convertibilidade é capaz de realizar a computagao da 

denotagao de M. ❑ 

I> A fungdo de passo de computagao passo:termos->termos é 
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definida indutivamente por: 

• passo(c)=c 

• passo(a)=a 

• passo(Aa.M)=Aa.passo(M) 

• passo(MN)=(passo M)(passo N) se (MN) ndo é um redex 

• passo(M)=M' 	 se M 4 	M' 
det 

onde a relacdo reducao imediata deterministica 4det.0 	é  a  
menor relacdo tal que: 

• M det  M' 

	

	se M 4 M', e M é da forma (COND P N N') 

implica P é da forma 0 ou (SUCC P') 

• CONDP OO0 4
det 

 

se P nao é da forma 0 ou (SUCC P') 

• COND P (SUCC M) (SUCC N) 4det  SUCC (COND P M N) 

se P ndo é da forma 0 ou (SUCC P') 

Claramente, 	a 	fungdo 	passo 	ester 	incluida 

propriamente na relacao de convertibilidade. 

L A ordem de reducdo de redexes que a aplicagdo 

sucessiva da funcdo passo determina é denominada ordem 

II-normal de reducdo. 

A ordem II-normal de reducao imposta por passo pode 

ser descrita informalmente por: em cada passo, 
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• reduzir simultaneamente todos os redexes mais externos 

• no caso de que um termo possa ser um redex de mais de 

uma forma, escolher a primeira forma da lista: 

• COND 0 M N 

• COND (SUCC P) M N 

• COND P 0 0 

• COND P (SUCC M) (SUCC N) 

(Estes sac os (micas casos de ambigUidade) 

A solugao da ambigilidade e arbitraria. Qualquer 

ordem funciona. Porem, a simultaneidade de reducao dos 

redexes mais externos a importante. Isto se deve as regras de 

reducao de COND, que permitem que um termo da forma 

(COND P M N) tenha forma normal fraca em casos que P, M ou N 

nao tam forma normal fraca. Isto acontece por que cond(x,y,z) 

pode ter um valor distinto de 0 em casos que x, y ou z valem 

0. Assim, tentar achar a eventual forma normal fraca de 

qualquer de P, M e N primeiro pode fazer com que a forma 

normal fraca de (COND P M N) nao seja achada em casos que 

existe. 

Lema 5.3.5 

• Se M exibe x, entao passo(M) exibe x. 

• Se M exibe x, M' resulta de substituir alguns 

subtermos N 1  de M por passo(N ), entao M' exibe x. 

Prove. As duas assergoes decorrem do fato de que passo(0)=0 e 

passo(SUCC P)=(SUCC (passo P)). A primeira decorre da 

segunda. Para a segunda, se x=n, entao M=(SUCC11 0), e M'=M; se 

x=n, entao M=(SUCeN), e 11'=(SUCC nN') que exibe x, para 

certos N e N'. ❑ 

M gera x pela funcao passo sss existe iEN tal que 

passo i (M) exibe x. Quando nao ha ambiguidade possivel, a 
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referencia a funcao passo 6 omitida. 

Lema 5.3.6. Para todos P,M,N:n fechados que geram 

respectivamente x,y,z pela funcao de passo, L=(COND P M N) 

gera cond(x,y,z) pela funcao passo. 

Prove. Por inducao fraca em cond(x,y,z). (1) (base •da 

inducao) Se cond(x,y,z)=0, entao L gera cond(x,y,z), por que 

qualquer termo gera 0. Se cond(x,y,z)=0, entao L gera 

cond(x,y,z). Seja o menor i tal que passoi (L) e um redex. 

Entao passo'(L) 6 de uma das formas: 

• (1.1) (COND (SUCC P') passo i (M) passo l (N)) 

• (1.2) (COND 0 passo i ( M) passo i (N)) 

• (1.3) (COND passo i (P) 0 0) 

(1.1) passoi+I (L)=passoi (M). Seja d tal que passoi+d (M) exibe 

pass° (L) y. 	Entao 	 exibe 	y=cond(x,y,z). 	(1.2) 

passo
1+1 (L)=passo (N). 0 argumento 6 analog°, tomando-se d 

tal que passo i+cl (N) exibe z. (1.3) passoi+1 (L)=0, que exibe 

0=cond(x,y,z). (2) (passo de inducao) Se o lema vale para 

cond(x,y,z), entao ele vale para cond(x,y,z)+1. Sejam x,y,zEP 

e termos fechados L,P,M,N tais que P,M,N tem denotacao 

exibivel e L=(COND P M N) denota cond(x,y,z)+1. Tome o menor 

i tal que passo'(L) 6 um redex. Entao passo'(L) é de uma das 

formas: 

• (2.1) (COND (SUCC P') passo i (M) passo i ( N)) 

• (2.2) (COND 0 passo i (M) passo i ( N)) 

• (2.3) (COND passo i (P) (SUCC M') (SUCC N')) 

Para os casos (2.1) e (2.2), a hipOtese de inducao nao 

utilizada, e os argumentos sao como em (1.1) e (1.2). (2.3) 

passo (L)=(SUCC L') onde L'=(COND passo i (P) M' N')). Neste 

caso, P,M',N',L' denotam respectivamente x,y,z e cond(x,y,z). 

Pela hipotese de inducao, L' tem denotacao exibivel, e, 

portanto, L tem denotacao exibivel. 	 ❑ 

[%. A propriedade de termos de computabilidade de 
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denotaydo (pela funcdo passo) e definida indutivamente por: 

• M:n fechado, de denotagao x, tem denotagao computivel 

sss para todo x'< x finito M gera x' pela fungao passo 

• M:47-4T fechado tem denotagao computavel sss N:u fechado 

tem denotagao computavel implica (MN) tem denotacdo 

computavel 

• H:C4T com variaveis 	livres 	
al 
	,...,a :a 	tem 

	

1 	1 	k 	k 

denotagao computavel sss N i :a l ,...,Nk :ak  fechados tem 

denotacao computavel implica M[N i /a l  ]...[Nk /ak ] 	tem 

denotacao computavel 

A prova do lema 5.3.8 a seguir e baseada na prova 

do teorema 3.1 de [PLO 77]. Analogamente ao que ocorre em 

[PLO 77], a Unica dificuldade da prova a causada pelos 

operadores de ponto fixo. 

Os termos 	sao definidos indutivamente por: 

• 0n=Y(Aa
n  .an  ) 

• 1-2a>t=A  o' Clc 

Claramente, Oa  denota la. 

i> Os termos Yom) sao definidos indutivamente por: 

co) 
• y =0

(T4c)447 

(n+1 ) (a->a) 	(a-XT 	( n 07->01 • Yu 	=Aao 	. (ao 	(Y a a 	o 	) )  

Estes termos aproximam Ya, no sentido que o supremo 

das denotagoes de Yom ) , para nEN, é a denotagao de Ya. 

	

Lema 	5.5.7. 	Se 	passo
i
(Y ()N 1 ...Nd 	exibe 	x, 	entao CT  

passo' (YCrN1...N k )  exibe x. 

Prova. Por inducao em n. Note que passo(YM)=M(YM) e que 
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passo(Y (n+1) M) =M(Y (n)
M). 

Lema 5.4.8. Todo termo tem denotacdo computdvel pela funcao 

passo. 

Prova. A prova e por inducao nas regras de formagdo de 

termos. 

(1) Toda varidvel a tem denotacdo computdvel, uma vez que 

para todo N fechado com denotacdo computdvel, a[N/a]=N tem 

denotacdo computdvel. 

(2) Todas as constantes distintas de Yu.  tem denotagdo 

computdvel. Para 0 isto e evidente, pois 0 denota 0 e exibe 

0. Para PRED, basta mostrar que (PRED M) tem denotagdo 

computdvel se M tem denotagdo computdvel, para M:n fechado 

que denota x. Sejam x' < x finito e iEN tal que passo'(M) 

exibe x'. Se x'=n, entdo passo i (M)=(SUCCnO), e: 

• passo l+1 (PRED M)=(SUCCnO) 	se n=0 

• passo l+1 (PRED M)=(SUCCn-1 0) 	se n>0 

que exibem pred(n). Se x'=n, entdo passO i (M)=(SUCCnW) e: 

• pass° 1+1 (PRED M)=passo(M) 	se n=0 

• passo i+1 (PRED M)=(SUCC n-i ll') 	se n>0 

que exibem pred(n). Para SUCC, a prova e andloga. Para COND, 

basta mostrar que L=(COND P M N) tem denotacdo computdvel se 

P,M,N fechados tem denotagao computdvel. Isto e estabelecido 

pelo lema 5.3.6. 

(3) Se M e N tem denotagdo computdvel, entao (MN) tem 

denotacdo computdvel. Se (MN) é fechado, entdo M e N sdo 

fechados, e a computabilidade da denotacao de (MN) sai da 

segunda clausula da definigdo de computabilidade de 

denotacdo. Se (MN) tem varidveis livres, qualquer 

substituicao L das suas varidveis livres por termos fechados 

com denotacao computdvel tem a forma (M'N') com M' e N' 

fechados e com denotagdo computdvel, pela terceira cldusula. 

Logo, L tem denotacdo computdvel e (MN) por sua vez, pela 
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terceira clausula. 

(4) Se M tem denotagdo computavel, entdo (Aa.M) tem denotagao 

computdvel. Basta mostrar que o termo de tipo n LNI ...Nk  tem 

denotagao computdvel quando N i ,...,N k  sdo termos fechados com 

denotagao computdvel e L e uma substituicao das variaveis 

livres de (Audi) por termos de denotagao computavel. Tal L 

tem que ter a forma (Aa.M'), onde M' e uma substitulcdo das 

varidveis livres de M exceto a, por termos fechados de 
denotagao computdvel. Como Pr[Ni /a] tem denotagao computdvel, 

tambem tem. Se passoi ( le[N/a]N2 ...N) exibe 

x, ent&o: 

pass° 144
(LN ...N

k
)=passo i (M'[N/a]passo(

2
)...passo(N)) 

Pelo pelo lema 5.3.5, os termos da equacdo exibem x, como 
requerido. 

(5) Cada Yo, tem denotagao computdvel. Basta mostrar que 

YCN
1
...N

k do tipo it tem denotagdo computdvel se N 1 ,...,Nk 
fechados tem denotagdo computdvel. On  denota 0 e passo

9 (On ) 

exibe 0, portanto n tem denotagao computdvel; por (1), (3) e 

(4) , Oa  e Ya  (n) tem denotagao computdvel. Sejam Mn  o termo 

Y
(n) N 	N e M o termo YN...N

k
. Se Mn denota Xn e M denota 

1 

x= U fx nEN}. 	Como 	(n) X, entao 	 tem denotagdo 
n 

 

computdvel, e, por hipotese, Ni ,...,Nk  tem denotagdo 

computdvel, M tem denotagdo computdvel. Seja i tal que 

passo (M) exibe x' < x . Pelo lema 5.3.7, passo (M) exibe 
n 

X' < x, existe i tal que passo i ( M) exibe X'. Logo, para todo 

x', e M tem denotagdo computdvel. Portanto, Y a, tem denotagao 

computavel. 

0 teorema 5.3.4 é estabelecido pelos lemas 5.3.3 e 

5.3.8. 

Corol&rio 5.3.4.1. Uma funcao e H-definivel sss ela 

ll-computdvel. 
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Corolirio 5.3.4.2. nil computa x sss: 

• X=Li{x' lexiste i t.q. passo'(M) exibe 

0 corolario 5.3.4.2 acima mostra como obter o valor 

computado por M:n. 

5.4 Programas e computagoes 

D. Um termo fechado de tipo n e dito programa. 

Intuitivamente, mediante o use da funcao passo, o valor 

denotado por um programa P pode ser contado (cf. secao 2.1) 

pelo seguinte algoritmo, dado de modo informal em linguagem 

procedural: 

var x: programa 

x:=P 

enquanto x*0 fazer: 

se x e da forma (SUCC P'), 

ent&o contar s 

e x:=P', 

sena° x:=passo(x) 

contar 

Se e quando x atinge um termo sem forma normal fraca (i.e., 

que denota 0), a execucao do algoritmo "entra em lac() 

infinito", e termina de contar. Quando P denota co, a execucao 

tambem entra em laco, mas nunca termina de contar. 

D. Um programa P para em n passos sss n e o menor i tal 

que passoi (P)=passoi4.1 (P). 

Por exemplo, o programa (SUCC20) para em zero 

passos, e o programa (Y SUCC) nao para em n passos, para 

qualquer n. 
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D. Um programa P pdra com resultado x sss P para em n 

passos, passo"(P)=M, e x é a melhor informacao que M exibe. 

Por exemplo, (SUCC20) para con resultado 2, pois 

(SUCC
2
0) exibe 0,1,2, e 2, sendo que 2 é a melhor informacao 

que (SUCC20) exibe. 

D.. A computacao de um programa P é a seqUenoia 

{passol (P)}, com IE(N, e 	se P para em n passos. 

Claramente, a computacao de P e finita sss P para, 

e um programa para sss ele denota um numero finito total. 

Neste caso, o ultimo termo da computagao do programa é o 

numeral que denota este numero. 

D. Um programa P para fracamente sss existe iEN tal que 

passo (P) é forma normal fraca. 

E imediato que um programa para fracamente sss ele 

denota um numero parcial distinto de 0, e que se um programa 

para, ele para fracamente. Intuitivamente, um programa para 

fracamente no passo de sua computacao em que produz 

informacao nao nula. Esta definicao se deve a identificagao 

implicita de parada com producao de resultados feita na 

teoria da computacao [ROG 67]. 

D. Um programa termina, tenha ele computagao finita ou 

infinita, sss existe i tal que o numero parcial mais definido 

exibido por passo i (P) se mantem constante para j>i. 

ConseqUentemente, todo programa que para termina, e 

um programa termina sss ele denota um numero distinto de co. 

Intuitivamente, um programa termina no passo de sua 

computacao em que deixa de produzir informagao. 
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Um exemplo de programa que nao pdra mas termina e o 

programa (SUCC (SUCC (Y Aa.a))). Um exemplo de programa que 

nem Ora e nem termina e (Y SUCC). 

Como foi dito, parada implica terminagdo. Mas o 

contrdrio nao e verdadeiro. A parada ocorre no passo em que a 

computacdo nao pode mais ser desenvolvida. A terminacdo 

ocorre no passo em que a denotacdo do programa é exibida. A 
parada e finitamente observavel [VIC 89], no sentido que, se 

ela ocorre, isto pode ser constatado em um numero finito de 

passos. A terminacdo nao a finitamente observavel, no caso 

geral, por que ela exige o exame completo de computacoes 

infinitas, i.e., a execugdo de um numero infinito de passos. 

5.5 Computao&o interativa de programas-II 

0 propOsito desta secdo a mostrar de modo informal como 

termos-H podem modelar programas interativos, e como estes 

programas interativos podem ser computados. 

D. Um programa interativo de k entradas, ou simplesmente 

k-programa, é um termo de tipo n com varidveis livres 

incluidas em 

A seguir, as expressOes em itdlico nao definidas 

sdo tomadas como primitivas, com o seu significado intuitivo. 

1),  A computagdo de um programa interativo envolve um 

agente computacional e um agente usuario. A computagdo 

resultante depende de ambos. 0 agente computacional pratica 

acoes de computacao, sobre o programa, e awes de saida. 0 

agente usudrio pratica acoes de entrada e observa as acoes de 

saida. Ambos agentes interagem e se comunicam pelas acoes de 
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entrada e saida. Internamente, o agente usuario pode realizar 

agOes de computagao, e, em principio, as agoes que o agente 

usuario pratica podem ser modeladas por um programa 

interativo tambem. 0 tratamento e mantido assimetrico, mas 

isto nao implica em perda de generalidade. 

I> 0 agente usuario de um k-programa P pode praticar as 

acoes de entrada s e g i , para i=0,...,k-1. Uma agao s 

transforma o programa P em P[(SUCCoti )/a]. Uma agao gi 

 transforma o programa P em P[0/ad. Como o programa P tambem 

transformado pelo agente computacional, deve haver algum 

mecanismo de sincronizacdo, nao especificado aqui, que regula 

a pratica de agoes sobre o programa. 

I> 0 agente computacional de um k-programa P realiza a 

funcao denotada por P, por passos seqUenciais. Em 

cada passo, o agente procede da seguinte maneira. Se P e da 

forma 0, ele pratica a agao 3, e para. Se P e da forma 

(SUCC P'), ele pratica a agao s e transforma P em P'. Caso 

contrario, o agente transforma P em passo(P). 

A prova de que o processo acima descrito realiza o 

mapeamento entre contagens especificado abstratamente pela 

fungdo denotada por Aap ...4 1  P e omitida. 

Note que o meio onde se realiza a interacdo e o 

programa. As variaveis livres do programa cumprem o papel de 

portas de entrada. 0 proprio programa cumpre o papel de porta 

de saida. Em um caso mais geral, o tipo do programa e das 

suas variaveis livres pode ser outro que n. Tambem poderiam 

ocorrer agOes de entrada que criassem portas, ao substituir 

uma variavel livre por um termo que contivesse variaveis 

livre novas. 

De um ponto de vista antropomorfico, este modo de 
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interagdo parece razoavel. A maneira pela qual um agente se 

comporta dependeria de um "programa" que regularia as agOes 

do agente. Mas tambem, este programa dependeria das aOes que 

o agente observasse. Assim, um processo adaptativo tanto 

seria ditado pelo programa do agente, como alteraria o 

programa do agente. Isto mostraria explicitamente de que 

maneira o programa adaptativo de um agente rid() seria fixo. 



6 	rf-DEFINIBILIDADE 

Para mostrar efetivamente que uma fung&o 6 

H-definivel, e preciso exibir um termo-II que a denota, e 

provar que este termo a denota. Na maioria das situaeoes, 

por6m, 6 impraticavel exibir explicitamente tal termo, uma 

vez que ele pode ser excessivamente complicado, e ocupar 

pdginas inteiras. Este capitulo desenvolve tecnicas que 

permitem mostrar efetivamente H-definibilidade sem exibir 

explicitamente os termos necessarios para tal. Estas tecnicas 

permitem que estes termos sejam exibidos explicitamente, caso 

requerido. A partir destas tecnicas, 6 possivel fornecer 

caracterizagoes matemdticas nao formais de H-definibilidade. 

A tecnica mais frequente consiste em utilizar modos 

de definir fungoes que preservam H-definibilidade, i.e., que 

produzem fungoes R-definiveis a partir de fung6es 

H-definiveis. Este capitulo cataloga alguns deste metodos. 

Tambem sdo introduzidas notagoes para simplificar a definigdo 

de fungoes. Algumas fungoes basicas sdo mostradas 

H-definiveis, a titulo de ilustragdo dos modos de definir 

fungoes. 

Neste capitulo, os simbolos de dominio D,E correm 

sobre {V. 

As tune -6es succ, pred sac) H-definiveis, uma vez que 

os termos SUCC, PRED, respectivamente, as denotam, por 

definigdo. Como foi mostrado na secao 5.3, cada ndmero 

parcial 6 H-definivel. 

87 

A seed() 6.1 introduz a nocao de definicao 
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explicita. A segdo 6.2 introduz a notacdo-X para definicOes 

explicitas. A secdo 6.3 apresenta a nogdo de currificagdo. A 

secdo 6.4 mostra que a definicao por casos de fungoes 

continuAs•preserva H-definibilidade. A secdo 6.5 introduz a 

nogdo de definicdo por recursdo geral. A secdo 6.6 definine 

minimizacdo limitada. A seodo 6.7 define quantificacao 

limitada. A secdo 6.8 introduz a nocdo de funcdo de 

pareamento. A secdo 6.9 define a operacdo de selecdo. A secdo 

6.10 fornece caracterizacoes matemdticas nao formais dos 

elementos H-definiveis. 

6.1 Definicao explicita 

D. 0 modo principal de definir funcoes é a definicdo 

explicita. Suponha que 	 sdo elementos provados 

H-definiveis, que 	 sdo quaisquer e que 

C[y11  . ,yi ,xi , 	,xk ]EE é um valor construido finitamente a 

partir de ,yi ,xi , ,xk  por sucessivas aplicacOes da 

operacdo de aplicacao (cf. seodo 5.1.2). Uma definicao 

explicita de f:D1->...->Dk->E é: 

• f xi . . .xk=g[yi , . . .,y j ,xi , . . . ,xk ] 

Um termo-II que denota f pode ser construido a 

partir de termos-H M,...,M que denotam respectivamente 

yi ,...,y do seguinte seguinte modo. Suponha que D i =C01 . No 

processo de construido de f, se substitui cada valor y i  por 

M , cada valor x 1 ED 1  pelo termo a, e a operacdo de 

aplicaodo pela operaodo de formacdo de combinaodo. Deste 

modo, ao inves de se obter um valor e, se obtem um termo N. 

Por inducdo na formacdo de N, e pela definiodo de f, se prova 

que o termo (Aar. .Xcr.N) denota f. Detalhes formais sao 

omitidos. 
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6.2 Notacio-A para definicees explicitas 

D. A fungao f definida na segao anterior 6.1 tambem 6 

escrita; 

Xxi  . • .xic .g[yi  , .. • , y ,x1  , • .. ,xk  ] 

0 simbolo A e utilizado aqui em um sentido distinto que na 

linguagem H. Na linguagem II, A 6 um simbolo formal, que faz 

parte de um calculo. No use acima, A 6 um simbolo nao formal, 

que faz parte de uma notacao. A sua fungao 6 dar um nome, 

especificamente Ax.e[x], a fungao que C[x] 6 de x. Ao 

utilizar esta notagao, 6 preciso especificar, implicita ou 

explicitamente, o dominio sobre o qual x corre. Se o dominio 

6 D, isto pode ser especificado explicitamente escrevendo-se 

AxED.e[x]. 

Deve se ter cuidado com a notagao-A e definigdes 

explicitas em geral. Por exemplo, a expressao Ax.x(x) nao tem 

significado, pois a aplicagao x(x) nao 6 definida para XEC' 

algum (cf. segao 5.1.2). 

6.3 Currificacio 

D. A currificagdo de uma fungao .xDk->E 6 a fungao 
1

Ax1  ...x .f(x1 	) 	.->D ->E, escrita tambem curry f. 
 1 

Uma fungao f e sua currificagao sao essencialmente 

a mesma, uma vez que f(xl ,...,xk )=(curry f)xl ...xk . A 

diferenga 6 que f toma os seus argumentos "ao mesmo tempo", e 

sua currificagao toma os seus argumentos "um de cada vez". 

• Uma vez que em II nao ha produto cartesiano, se 

convenciona que uma fungao Di x. .xDk->E 6 H-definivel sss a 

sua currificagao o 6. A notagao D (k) -)E abrevia D4...-D-E, 
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onde em 	 ha k ocorrencias de D, de tal modo que, se 

f:D
k
->E, entao (curry f):D (k)-E. 

N Para cada D, o condicional ifp :P4D (2) 4D 6 a 

currificacao de condp :PxD124D. 0 subscrito D 6 omitido quando 

pode ser inferido do contexto. A seguinte notacao 6 

utilizada: 

• if x then y else z=if x y z 

• if x then y=if x y 

onde 1 e o menor elemento de D. 

if 6 H-definivel, pois a denotacao de COND 6 ifs , 
por definicao. Se ifE  6 H-definivel, entao ifp4E  6 

H-definivel, pois, pelo lema 4.1.4: 

• if-,Ex then f else g=Ay.ifEx then fy else gy 

Logo, por inducao nas regras de formacao de {C' S,}, para todos 

D,E, ifD4E 6 H-definivel. 

Na secao 4.2 as informacoes de verdade foram 

representadas por t=1, f=0, e u=0. E conveniente generalizar 

esta representacao, de tal modo que todos os valores que sao 

sucessores representem a informacao de verdade fge. 

verdadeiro". Esta decisao 6 tomada porque os sucessores sao 

verdadeiros perante o condicional, no seguinte sentido: 

• if x+1 then y else z=y 	para todo x 

Como exemplo de use do condicional, a funcao H-definivel 

ezero:P46, que determina se seu argumento 6 nulo, 6 definida 

por: 

• ezer0 x=if x then f else t 

(Pronuncie "6 zero", e nao como uma palavra proparoxitona.) 

Como as operacoes logicas da secao 4.2 sao 

definidas explicitamente a partir do condicional, elas sao 

H-definiveis. 
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0 operador cases da segdo 4.1 tambem e II-definivel, 

uma vez que ccases=curry cases é definivel explicitamente em 

funcao do condicional. 

6.4 Definigio por casos 

. Sejam 	e l  [y i , . . . ,yj ,x i , 	. ,x0EE, 	para 	i=1,2,3, 

definidos como na secao 6.1, a partir de elementos 

H-definiveis 	 e xi ED11 ,...,xkEDok  quaisquer. Uma 

definicao por casos de f:P-014...-)Dk4E é dada por: 

• f 0 x l ...x k =0 1 [y i ,...,y i ,x 1 ,...,x k ] 

• f 0 x l ...x k =6 2 [y 1 ,...,y j ,x 1 ,...,x k ] 

• f (x+1) x l .../k =6 3 [y i ,...,y i ,x 1 ,...,xk ] 

Tal definicao e equivalente a: 

• f 0=g 1 
 

• f 0=g 2  

• f (x+1)=g3  

onde: 

• gixi . . .xk=g 1  [y1  , . . . 	. . . ,xk ] 

Se f é continua, tem-se que, pelo lema 4.1.2: 

• f=cases (x, g 1 ,g2 , g3 ) =ceases x gig2g3  

Logo, f e II-definivel sss f é continua. 

D. Se o caso para 0 e omitido, se assume implicitamente 

que 6 [y 	,x 	]=I. 
1 	 .1 	1 

Como exemplo, a funcao ezero definida na secao 6.3 

definivel por casos: 
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• ezero 0=t 

• ezero x+1=f 

A fungdo edefinido:P4B tal que: 

• edefinido x=t 
	

se xxO 

	

=u 	se x=0 

pode ser definida por: 

• edefinido 0=u 

• edefinido 0=t 

• edefinido (x+l)=t 

6.5 DefinigAo por recursio geral 

r' Outro modo importante de definir funcoes é a definigdo 

por recursdo geral. Seja E[y1 ,...,y
J
,h,x 1 ,...,xk ]EE definido 

como na secao 6.1, a partir de elementos H-definiveis 

y 1  , • • • , y 
i 
E', e h:E4E, x 1  ED 1  , ... ,x k  EDk  quaisquer. Uma 

definigdo recursiva geral de f:Di-)...-Zok->E é dada pela 

definigdo implicita: 

• f x ...x k= E[y ,...,y,f,x ,...,xk ] 

que abrevia a definicao explicita: 

• f x ...xk=fixE (Ah.E[y1 J  ,h,x1  ,...,xk ]) 

Seja a tal que E=Cci . 0 operador de ponto fixo fixE  

• H-definivel, pois Qdenota fixE , por definiodo. Como f tem 

definigdo explicita a partir de fixE , 	 H-definiveis, 

f e H-definivel. 

Para exemplificar o use da definigdo por recursdo 

geral, a mostrado abaixo, em virtude do lema 4.3.10, que a 

funcao P-caracteristica da igualdade e H-definivel ==: 

• x==y=if x then (if y then x-1==y-1 else f else t) 

UFRGS 
17,(1.7;TITUTO DE INFORMATICA 
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else (if y then f else t) 

Uma definigdo recursiva geral mais legivel para == 

6: 

• x==y=ezero x A ezero y 

v 76zer0 x A nezero y A x-1==y-1 

• Definigdo por casos pode ser combinada com recursao 

geral. A definicdo de f:P4D abaixo, com a,b,E[f,x]ED: 

• f 0=a 

• f 0=b 

• f (x+1)=E[f,x] 

abrevia a definicao recursiva geral: 

• f x=ccases x a b (E[f,x-1]) 

✓ Como caso particular, quando C[f,x]=E'[f(x)], para 

algum E'[x], tal definicao recursiva geral e dita definigdo 

iterativa. 

0 operador de parcializagdo parcia1=Xx.x 

H-definivel, pois ele tem definigdo iterativa: 

• parcial 0=0 

• parcial (x+1)=(parcial x)+1 

Pelo lema 4.6.2, que prove uma definicao iterativa 

para a extensab natural da operagdo de soma, ela 

H-definivel. 

A titulo de ilustragdo do papel do condicional nao 

estrito, com relacdo ao estrito (cf. sec -6es 4.1 e 4.2), é 

mostrada a seguinte defini0o possivel para a extensdo 

natural da soma: 

• x+y=if y==0 then x else succ(x+pred y) 
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A prova e omitida. Se o condicional fosse substituido pelo 

condicional estrito, entao a fungdo definida nao seria a 

extensao natural da soma, mas seria uma extensao 

intermedidria entre a trivial e a natural. Tal fungdo rid() 

seria sequer comutativa. Por exemplo, valeria que x+0=0 e 

0+X=X. 

6.6 Minimizacia limitada 

r 0 operador de minimizacao limitada min:P-)(P4P)409 

 definido abaixo, onde gx<k.E[x] abrevia min k (Ax.e[x]): 

• gx<0.px=0 

• gx<k+1.px=if p0 then 0 else l+gx<k.p(x+1) 

A varidvel k e dita limite da minimizacao. A notacao 

omk.g[x] abrevia gx<k+1.e[x]. 

0 operador de minimizacdo limitada realiza, como 

caso particular, a operagdo de minimizagdo ilimitada, quando 

o limite e co. A notacao gx.e[x] abrevia gx<m.e[x]. Pela 

ultima equacdo, tem-se que: 

• ux.px=if p0 then 0 else l+gx.p(x+1) 

Intuitivamente, (1) (gx<k.px)=n para o menor n<k, 

tal que pn a verdadeiro, se tal n existe, e (2) gx<k.px=k 

quando nao existe n<k tal que pn e verdadeiro. A igualdade 

(1) somente vale se nao existe m<n tal que pm=u. Se tal m 

existe, (1') gx<k.px=m para o menor m. A igualdade (2) 

somente vale se nao existe m<k tal que pm=u. Se tal m existe 

(2') gx<k.px=m para o menor m, tambem. As provas destas 

assercoes sdo omitidas. 

Pela discussao acima, (gn.,n==n)==0 vale 1, pois 

(gn.nn==n) vale co. Na teoria da recursao, o operador de 

minimizacao ilimitada nao produz resultado algum em tais 
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casos. Este é mais uma situacao em que indefinicao é 

representada por co e rid() por 0 (cf. secoes 3.3 e 3.4). 

6.7 Quantificagdo limitada 

D. 0 quantificador existencial limitado ex:P4(P-AP)-0 6 

definido abaixo, onde 3x<k.g[x] abrevia ex k (Ax.e[x]): 

• 3x<0.px=f 

• 3x<k+1.px=p0 v 3x<k.p(x+1) 

A variavel k 6 dita limite do quantificador. A notagao 

3x:sk.g[x] abrevia 3x<k+1.e[x]. 

E imediato que se tem, devido as propriedades da 

fungao v (cf. segao 4.2): 

• 3n<k.pn=t se existe n<k tal que pn 6 verdadeiro 

• 3n<k.pn=f se para todo n<k, pn 6 falso 

e k 6 finito total 

0 quantificador existencial limitado realiza um 

modo de quantificagao existencial ilimitada, quando o limite 

6 co, uma vez que a fungao exist' tal que: 

• exist'p=3x<co.px 

é um quantificador existencial (cf. segao 4.4). A notagao 

3x.px abrevia 3x<m.px. De todo modo, exist'*exist, uma vez 

que, para nenhum p, exist'(p)=f, mas exist(Ax.f)=f. Assim, 

3x<k.px pode valer f somente se o limite nao 6 03. A 

H-definibilidade de exist 6 considerada na segao 9.4. 

Analogamente, pode ser definido um quantificador 

universal limitado. A definigao 6 omitida. 



6.8 Fungoes de pareamento 

A nocao de funcao de pareamento apresentada a seguir 

[MAC 78] é utilizada para dois propositos distintos. Um dos 

propositos é definir a funcao de selecao, na secao 6.9. 0 

outro, é construir numeragoes de Godel, na secao 8.1. 

r' Uma funcdo de pareamento é qualquer fungdo bijetiva 
<—,—>:N2-41/si estritamente crescente em cada argumento, i.e., 

tal que: 

- x<x' ou y<y' implica <x,y> «x',y'> 

D. As fungoes de pareamento inverso de uma funcao de 

pareamento <—,—> sac) fst,snd:N4N tais que: 

• fst<x,y>=x 

• snd<x,y>=y 

Estas fungoes sao bem definidas, uma vez que <—,—> é 

bijetiva. 

Tais fungoes de pareamento inverso satisfazem: 

• fst z=gx=z.3yz.z=<x,y> 

• snd z=gy=z.3x -sz.z=<x,y> 

onde gxlsz e 3x:5z sao os operadores de minimizacao limitada e 

quantificagao existencial limitada da teoria da recursao, e 

nao os definidos nas segues 6.7 e 6.8 anteriores. Assim, se 

<—,—> é recursiva, fst e snd tambem sao. 

As fungoes de pareamento <—,—> enumeram W2 , no 

sentido que: 

• N2={(x,y)lexiste z tal que z=<x,y>} 

={(fst z, snd z)IzEN} 

96 
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No que segue do texto, <—,—> 6 uma fungdo de 

pareamento recursiva qualquer, mas fixa. Suas inversas sdo 

fst e snd. A fungdo <—,—>:P (2)  4P 6 a currificagdo da extensdo 

trivial de <—,—>. As fungoes fst,snd:P4P sdo as extensoes 

triviais de fst,snd respectivamente. Para outras aplicagoes, 

seria conveniente trabalhar com as extensoes naturais destas 

funcoes. A escolha da extensdo trivial é feita apenas por 

simplicidade, uma vez que, de acordo com o teorema 7.1, as 

currificagoes das extensoes triviais de <—,—>, fst e snd sac) 

U-definiveis. 

t imediato que <—,—> enumera H2 , no mesmo sentido 

exposto acima para <—,—> em relagdo a N 2 : 

• 042={(x,y)lexiste zest tal que z=<x,y>} 

--{(fst z, snd z)1z04} 

1> A expressdo <xl ,...,xk> abrevia: 

• <X ,<X . . . , <X ,X >> . . . > 
1 	2 	1E-1 	k 

6.9 Selecio 

As vezes 6 necessdrio obter um xEN para o qual existe 

yEN tal que p(x,y) 6 verdadeiro, para uma dada fungdo 

caracteristica parcial p:032-403. Pode ser que mais de um x ou 

que nenhum x satisfaga tal especificagdo. A operagao de 

selegdo definida a seguir determina um de tais x, no casos em 

que isto 6 possivel. Esta determinagdo 6 feita por enumeragdo 

sucessiva dos pares (x,y)EM 2 , mediante o use da fungdo de 

pareamento fixada na segdo 6.8. 

i> 0 operador de se/egdo sel: (EP (2) ->E13)40D e definido por: 

• sel p=fst(gz.p(fst z)(snd z)) 

A notagdo x/3y.C[x,y] abrevia (sel Axy.C[x,y]). 
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6.10 Caracterizacao nao formal dos elementos 11-definiveis 

A nocao de H-definibilidade 6 formal, porque 6 relativa 

a um sistema formal, a linguagem H. Nesta secdo é dada uma 

caracterizacdo matemdtica ndo formal dos elementos 

H-definiveis. Note que por "ndo formal" ndo se entende 

"informal", mas "desprovisto do use de sistemas formals", no 

sentido de [KLE 52] de sistema formal. 

N Para cada A,B,CEt, as fungoes: 

• K
A,B

:A4.13-4A 

• SA,B,C :(A-)B->C)-4(A4B)4(A)-)C 

sac) definidas para todos f:A-4B4C, g:21-)B, xEA, yEB por: 

• K x y=x 

• S f g x=f x (g x) 

onde os subscritos sac) omitidos quando inferiveis do 

contexto. 

Teorema 6.10.1. 0 conjunto de elementos H-definiveis é o 

menor conjunto R que content: 

• 0, succ, pred, if, fix])  para cada DEC 

• KA,B' SA,B,C para cada A,B,CEt 

e é fechado para a aplicagdo definida, i.e.: 

• f,xER, f:D-E, xED implica fxER 

Prova. Os combinadores: 

U I • K 	=Aa .Aa .aCr  
C,T 	0 	1 0 

a-yr-U
.Aa

Cr--->T
.Aa

c
.a

C1-) 	a (a 	a ) 
, , 	

T-t 	U CT-YE C • S 	= o CTU 
Aa 	

1 	2 0 	2 1 	2 

denotam as funcoes KA,B  e SA B C para A=Ccr , B=C T  e C=C ti ,,  
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Utilizando os metodos expostos em [HIN 86], é possivel 

transformar qualquer termo fechado em um termo fechado de 

mesma 	denotagdo, 	formado a partir das 	constantes 

0,SUCC,PRED,COND,Y
cr 

e dos combinadores K 	e S 	por 
a,T 	cr,T,6 

sucessivas aplicagoes da operacdo de formagdo de combinacdo 

bem tipada. Como a operacdo de formacdo de combinacdo bem 

tipada é interpretada como a operacdo de aplicagdo definida, 

tem-se o resultado desejado. ❑ 

Utilizando este teorema e os resultados das segOes 

anteriores, 6 possivel dar uma caracterizacao mais 

operacional de H-definibilidade. 

Teorema 6.10.2. 0 conjunto de fungoes H-definiveis e o menor 

conjunto R que contem: 

• O,succ 

e é fechado para: 

• definicao explicita 

• definigdo por casos de fungoes continuas 

• definicdo por recursao geral 

Prova. Definicdo explicita e definicdo por recursao geral 

sempre introduzem fungoes continuas. A funcdo pred é 

definivel por casos. As fungoes fix sdo definiveis por 

recursao geral: 

• fix f=f (fix f) 

Para mostrar que ifER, basta mostrar que inf:113(2) 40' tal que 

inf x y=x rl y ester em J, e definir if por casos por: 

• if 0 y z=inf y z 

• if 0 y z=z 

• if (x+1) y z=y 

A definicao de inf é por casos e por recursao geral, 

utilizando o lema 2.5.3. Note que é necessdrio definir 

fungoes auxiliares, pois a recursao é nos dois argumentos. Se 
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R e fechado para definiedo explicita, entao R é fechado para 

a aplicaedo, pois y=fx é uma definiedo explicita. As fune6es 

S e K sac) definiveis explicitamente. Entdo, pelo teorema 

6.10.1, R contem os elementos II-definiveis. Pelos resultados 

das secoes 6.1, 6.4 e 6.5, R esta contido no conjunto de 

elementos II-definiveis. ❑ 
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7 	n-DEFINIBILIDADE DAS FUNCOES RECURSIVAS 

Este capitulo mostra que a linguagem II tem ao menos 

o mesmo poder de decisdo que as fungoes parciais recursivas, 

no sentido do teorema 7.6. As nogoes de conjunto H-definlvel 

e H-enumerdvel sdo introduzidas. 

1). Uma fungdo parcial f:Nk-A é 11-definivel sss sua 

extensdo trivial é H-definivel. 

A ideia intuitiva é que, na teoria recursdo, 

indefinigdo é representada por computagoes infinitas que ndo 

produzem resultados, e que, na linguagem U, computagOes 

infinitas que nao produzem informagdo denotam 0. 

Teorema 7.1. As fungoes parciais recursivas sac) H-definlveis. 

Prova. (1). A formulagdo da nogdo de funcao parcial recursiva 

adotada para provar o teorema é a de [DAV 58]). A prova é por 

indugdo nas regras de formagdo do conjunto de fungOes 

parciais recursivas. 0 lema 7.2 prova o caso base, e os lemas 

7.3-7.5 provam os passos de indugao. Os metodos do capitulo 6 

sdo utilizados implicitamente. ❑ 

A fungdo fintot:P48 tal que, para todo x: 

• fintot x=t se x é finito total 

=u caso contrdrio, 

é H:definivel, pois: 

• fintot 0=u 

• fintot 0=t 

• fintot (x+1)=fintot x 
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As 	funcoes TRIVIALk: (0)(k)_>p)_(rpoo_rp), kEN, tais 

que, se f:g3(1°-AP é a currificacdo de uma extensdo de uma 

funcdo parcial f:741(-4N, entdo TRIVIALkf é a currificagdo da 

extensdo trivial de f, sdo IT-definiveis, pois: 

• (TRIVIAL k f)x l ...xk= 

if fintot x 1  A ... A fintot x k  A fintot(f x 1 ...xk ) 

then f x ...x 
1 

else 0 

0 subscrito k e omitido quando pode ser inferido do contexto. 

As fungOes recursivas base sac) H-definiveis: 

Lema 7.2. As fungoes sucessor 	constante zero Z:N4N, e 

projecOes 	 j,kEN, 1=j=k, tais que S:n1-4/1+1, Z:n1-40, 

Pk
:X ,...,xkJ  sdo H-definiveis. 1  

Prova. As extensoes triviais de S, Z e P k sdo H-definiveis, 

pois sao, respectivamente: 

• TRIVIAL succ 

• TRIVIAL(Xx. 0) 

• TRIVIAL(Axl ...Asic .xj ) 	 O 

A 	substituigao 	de 	functies 	H-definiveis 

H-definivel: 

Lema 7.3. Se g:IN-AN e h
1 	

k 	
sdo H-definiveis, entao-*IN

f:Nk.4N tal que: 

• f (xi  , . . . ,xk
) =g 

 (h 1  (x i  , . . . ,xk ) , . . . , h i  (x i  , . . . ,xk ) ) 

H-definivel. 

Prova. Sejam f,g,hi ,...,hj  as currificagaes das extensoes 

triviais de f,g,h i ,...,h j  respectivamente. 	Entdo f 

H-definivel, pois satisfaz a definigdo explicita: 

• f x ...x=g(h
1
x 1  ...xk ) . . . (h x ...xd 1 	 1 
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A recursao primitiva sobre fungoes H-definiveis 6 

H-definivel: 

Lema 7.4. Se b:LN1
k
4[N, e g:N 	sao H-definiveis, entao 

f:INk+1
->IN tal que: 

• f(0,x 2  

• f(x +1,x , 	 ,x ,f(x ,x 	)) 1 _ 2 —13(k+1 )=g0(1,X2,... 	
k+1 	1 2 	k+1 

6 H-definivel. 

Prova. Sejam f,b,g as currificagoes das extens6es triviais de 

f,b,g respectivamente. Entao f 6 H-definivel, pois satisfaz a 

definicao recursiva geral: 

• f = TRIVIAL f' 

onde 

• f'x...x 	=if x ==0 1 	k+1 

then b X
2
...X

k+1 

else g(x 1  -1) X2...xk+1 (f' (x 1 -1) X2 
. . . xk+1 ) CI  

A minimizagao de uma fungao total H-definivel 6 

H-definivel: 

Lema 7.5. Se g:INk+1->P! total e H-definivel, entao f:044N tal 

que f(xl ,...,xk ) 6 o menor y tal que g(xl ,...,x ,y)=0 se tal 

y existe, e 6 indefinida, caso contrario, 6 H-definivel. 

Prova. Sejam f,g as currificagoes das extens6es triviais de 

f,g respectivamente. Entao f 6 H-definivel, pois satisfaz a 

definigao explicita: 

• f=TRIVIAL(Xxl ...Axc gy<co.g x...ly==0) 	 ❑ 

Isto conclui a prova do teorema 7.1. 

D,  Um conjunto AgN k  6 dito H-definivel sss a sua fungao 

P-carateristica 6 H-definivel. Um conjunto 6 dito 

H-enumeravel sss existe uma fungao caracteristica parcial 

cujo nacleo 6 A. 



Teorema 7.6. 

• Se um conjunto e recursivo, entao ele e H-definivel. 

• Se um conjunto a recursivamente enumeravel, entao ele 

II-enumeravel. 

Prova. Pelo lema 4.3.7, a extensao natural da fungao 

caracteristica de um conjunto A propriamente infinito 

coincide com a sua extensdo trivial. Logo, se A é 
propriamente infinito e A é recursivo, entao A é H-definivel, 

pelo teorema 7.1. Se A é finito, pelo lema 4.3.11 e pelos 

resultados do capitulo 6, a sua fungao P-caracteristica 

P-definivel. Se A é cofinito, o seu complemento A e finito. 

Seja p a fungao P-caracteristica de A. Entao Ax.npx é a 

fungao P-caracteristica de A. A segunda parte é provada de 

modo analogo, e utiliza propriedades basicas dos conjuntos 

recursivamente enumeraveis, que podem ser achadas em [ROG 67] 

ou [MAC 78]. 

Na teoria da recursao, um problema de decisao 

representado por um conjunto de naturais, via uma 

codificacao, quando o dominio do problema nao a formado por 

naturais [ROG 67]. 

C> Um problema e dito recursivamente decidivel sss o 

conjunto que o representa e recursivo. Um problema e dito 

recursivemente semidecidivel sss o conjunto que o representa 

recursivamente enumeravel. Um problema e dito ll-decidivel 

sss o conjunto que o representa e H-definivel. Um problema 

dito H-semidecidivel sss o conjunto que o representa 

IT-enumeravel. 

104 
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Corolirio 7.6. 

• Se um problema e recursivamente decidivel, entdo ele 

II-decidivel. 

• Se um problema e recursivamente semidecidivel, entdo 

ele e H-semidecidivel. 

0 use dado neste trabalho ao coroldrio 7.6 é de 

concluir que um problema nao a recursivamente decidivel 

quando ele nao a II-decidivel. 

De acordo com a discussdo nas see6es 3.3 e 3.4, a 

extensdo natural veicula informaedo melhor que a veiculada 

pela extensdo trivial. Cabe indagar, entdo, se as extens6es 

naturais das fungoes parciais recursivas sdo H-definiveis. Na 

seed° 9.5 é mostrado, que, mesmo que a extensdo natural de 

uma tuned. ° parcial recursiva f seja H-definivel, ela nao pode 

ser obtida efetivamente a partir de uma definiedo de f. 

Ainda, a mostrado que ha tune -6es recursivas (primitivas) 

cujas extensoes naturais nao podem ser H-definiveis. Por 

outro lado, mostra-se que ha tune -6es H-definiveis sobre 

conjuntos, que nao sdo extens6es de funeoes recursivas. 



8 ARITMETIZACAO DA LINGUAGEM 

A linguagem II, relativamente a sua interpretagao 

padrao, tem como universo de discurso numeros parciais e 

funeoes que envolvem direta ou indiretamente numeros 

parciais. 0 objetivo deste capitulo a desenvolver meios de 

esta linguagem se referir, indiretamente, a termos dela 

mesma. A cada termo-H a associado um &deo namero, e a cada 

operaeao sobre termos a associada uma operacao sobre numeros. 

A nocao de numeraeao H-efetiva de termos e tipos e definida. 

E mostrado que, para qualquer numeragao H-efetiva, 

o problema de existencia de forma normal fraca para 

programas-H nao a H-decidivel (teorema da parada fraca), mas 

que e H-semidecidivel. A partir das tecnicas desenvolvidas 

neste capitulo, e possivel reconstruir a teoria da recursao 

para tune -6es H-definiveis, obtendo diversos teoremas 

similares, porem com diferengas importantes. Este 

desenvolvimento e iniciado neste capitulo, e levado ate um 

certo ponto no capitulo 9. 

A secao 8.1 define numeraeoes de GOdel de termos e 

tipos, e introduz a nogao de numeraeao H-efetiva. A secao 8.2 

numera os elementos H-definiveis atraves de numeragoes de 

termos e tipos. A secao 8.3 apresenta o teorema da parada 

fraca. A secao 8.4 mostra que a funcao de passo de computagao 

sobre numeros de GOdel e H-definivel para numeraeOes 

efetivas. A secao 8.5 mostra que o problema da parada fraca 

H-semidecidivel 

106 
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8.1 Numeragaes de GOdel de termos e tipos 

Esta secao define meios de codificar termos-II por 

numeros parciais, e de manipular termos-II via os seus 

codigos. Para codificar termos é preciso codificar tipos 

tambem. Os numeros finitos totais 84={0,1,2,...} sdo 

utilizados como codigos de termos e tipos, e os demais 

numeros sdo utilizados eventualmente como informacties 

parciais sobre codigos. A razao desta escolha é apresentada 

ap6s a introducdo da nocdo de numeracdo H-efetiva. Por 

simplicidade das definicoes (especificamente, para que seja 

possivel utilizar a nocdo de funcdo P-caracteristica), a 

determinacdo de use de numeros finitos totais é mantida 

arbitraria, por enquanto. 

D. Uma numeracao de Godel de termos e tipos é qualquer 

funcdo injetiva ng:T4P, onde V=termos v tipos, com conjunto 

de chegada incluido em H. Um numero xEP é dito o numero de 

Godel de tEir, com relacdo a ng, sss x=ng t. 0 simbolo de 

funcdo ng corre sobre numeracOes de Godel de termos e tipos. 

D. Uma funcdo f:P (k) ->P codifica uma funcao f:11 (k) 47, com 

relacdo a uma numeracdo ng, sss para todos t i ,...,t kEV: 

• f (ng t i )...(ng t k ) =ng(f t i ...t k ) 

Note que pode haver mais de uma fungdo f que 

codifica f, uma vez que os valores de f sdo especificados 

apenas para argumentos que sdo numeros de &Mel. 

0. Uma funcdo f:P (k) -)03 codifica um conjunto AcTk , com 

relagao a uma numeracdo ng, sss f é a funcdo P-caracteristica 

do conjunto: 

• { (ng t 1 , . . . , ng t k )E1Mk 1 (t 1 , . . . , t k ) EAI 
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Um dos objetivos desta secdo 6 definir o conceito 

de numeragdo efetiva de termos e tipos. 0 problema enfrentado 

e que, no sistema formal disponivel, nao ha como expressar 

operagoes sobre termos e tipos, de modo que nao ha como 

mostrar, ao menos diretamente, que uma dada funcao lig:Y-4' é 

efetivamente calculavel. Ainda, é justamente para definir 

calculabilidade formal sobre termos e tipos que se quer 

numera-los via uma fungdo ng:Y4P. 

As operagoes primitivas sobre tipos sdo as de 

formacOo de tipos basicos e de tipos de fungao. As operagoes 

primitivas sobre termos sdo as de formagdo de constantes, 

variAveis, combinagoes e abstracoes. Estas operagoes induzem 

uma particao de V em classes sintaticas de tipos basicos, 

tipos de fungdo, constantes, variaveis, combinacties e 

abstracoes. A operacOo de reconhecer qual 6 a classe de um 

elemento de V tamb6m deve ser considerada primitiva. 

As observagoes acima motivam a seguinte definigao 

de efetividade para numeragoes de termos e tipos, que depende 

de uma nocao de efetividade de computagoes com ntimeros. 

D. Uma numeracdo de Godel de termos e tipos 6 efetiva 

SSS : 

• dados os numeros de Godel de a e t, a, M, N, 6 

possivel obter efetivamente o numero de Godel do tipo 

(a-vc), e de cada termo Ya , a c , (MN), (Aa.M) i 

• dado ieN, 6 possivel decidir efetivamente se i 6 

numero de Godel de tipo bdsico, tipo de fungdo, de 

constante, de varidvel, de combinagdo ou de abstracdo 

Se uma numeracdo de Godel de termos e tipos 6 

efetiva, e se sac) conhecidos inicialmente os nUmeros de Godel 

de n, 0, SUCC, PRED e COND, entdo 6 possivel construir 

efetivamente o numero de Godel de qualquer termo, operando 
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sucessivamente sobre os nUmeros iniciais. 

r> Fungfies seta, alfa, comb, abs:03(2) -AP, Y:P4P sdo ditas 

construtores de uma numeraodo de termos e tipos com relacdo 

a ng sss: 

• seta codifica a operacdo de formaodo de (a4T) em 

furiodo de u e t 

• Y codifica a formacdo de Y a  a partir de a 

• alfa i codifica a formagao de a7 a partir de 

• comb codifica a formagao (MN) a partir de M e N 

• abs codifica a formagao (Aa.M) a partir de a e M 

t> Os discrimimadores de uma numeragao de termos e tipos 

ng sao as fungoes que codificam, com relagao a ng, os 

conjuntos de tipos de fungao, de termos, de constantes Ya, de 

variaveis e de combinagoes respectivamente. Os simbolos de 

fungao eseta, eY, ealfa, ecomb, 'dabs correm sobre os 

respectivos discriminadores de ng. 

• Uma numeragao de Godel de termos e tipos a 11-efetiva 

sss ela tem construtores e discriminadores H-definiveis. 

Neste ponto, a possivel justificar a determinagao 

de que ng tenha conjunto de chegada incluido em IM, i.e., que 

os nUmeros de Godel sejam finitos totais. Se houvessem termos 

com nUmeros de Godel propriamente parciais, os 

discriminadores nao poderiam ser monotonicos, e, portanto, 

nao poderiam ser H-definiveis. A titulo de contradigao, 

suponha que uma combinagao (MN) tenha numero de GOdel n. 

Entao ecomb n=t. Por monotonicidade, ecomb x=t se n < x. 

Logo, o conjunto: 

• fxalecomb x=f1c{xEPIndo n < x}={0,0,1,1,...,n-1} 

seria finito. Isto e impossivel, pois ha um namero infinito 

UFRGS 
INSTITUT° DE !:\IFORMATICA 

F31331Y:: 
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de termos que rid() sac) combinacOes. Um raciocinio analoqo pode 

ser feito assumindo que (MN) tenha numero de Godel co. Neste, 

caso, a continuidade dos discriminadores seria violada. 

1> E conveniente ter disponiveis, tambem, discriminadores 

etipo, etermo e 6const, que codificam respectivarnente os 

conjuntos de tipos, termos e constantes. Eles pode ser 

definidos a partir dos demais por: 

• etipo x=x==ng it v 6seta x 

• econst x=x==ng 0 v x==ng SUCC 

✓ x==ng PRED v x==ng COND 

✓ eY x 

• &term x=econst x v ealfa x v ecomb x v 'dabs x 

E possivel mostrar que, se uma numeragdo tem 

construtores H-definiveis e a fungdo que codifica o conjunto 

V é H-definivel, entao os seus discriminadores sac) 

H-definiveis. Assim, uma numeragdo ng é H-efetiva sss ela tem 

construtores H-definiveis e a funcao que codifica T com 

relagao a ng é H-definivel. Por simplicidade, podem, é 

conveniente trabalhar com a definicdo menos compacta e 

elegante de H-efetividade. 

Pela definicao de codificacdo com relacao a uma 

numeragdo, as especificacoes dos construtores de uma 

numeracao ng sdo equivalentes as especificagoes abaixo. 

Quando os numeros de Godel dos tipos e constantes iniciais 

sac) fornecidos, estas especificacoes podem ser lidas como uma 

definigdo indutiva de ng: 
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• ng(a4T)=seta (ng a) (ng t) 

• ng Yu=Y (ng a) 

• ng aa=alfa i (ng a) i 

• ng(MN)=comb (ng M) (ng N) 

• ng(Aa.M)=abs (ng a) (ng M) 

Teorema 8.1.1. Existe uma numeragdo de Godel de termos e 

tipos ng H-efetiva. 

Prove. Tome: 

• classe <x,y>=x 

• ng n=<0,0> 

• seta x y=<1,x,y> 	• contradominio <x,y,z>=z 

• etipo x=x==ng n 

v 3yx.3z=x.x=seta y z A etipo y A etipo z 

• eseta x=etipo x A classe x==0 

• tipo <x,y,z>=y 

• ng 0=<2,ng n,1> 

• ng SUCC=<2,ng n-n,2> 

• ng PRED=<2,ng n-n,3> 

• ng COND=<2,ng n (3) 4n,4> 

• Y x=<3,x,5> 

• alfa x y=<4,y,x> 

• comb x y=<5,(contradominio (tipo x),x,y> 

• abs x y=<6,seta (tipo x) (tipo y),x,y> 

A primeira componente de um c6digo codifica a classe 

sintdtica da entidade codificada. Ela garante, junto com as 

propriedades de <—,—>, que os construtores tenham conjuntos 

de chegada disjuntos para numeros de GE:5de', de modo a que ng 

seja injetiva, como requerido. A segunda componente de um 

codigo de termo codifica o seu tipo, uma vez que, por inducao 

nas regras de formacdo de termos, se mostra que, se 

i=ng(M:c), entdo tipo(i)=ng(u). A sua finalidade é evitar a 
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necessidade de inferir tipos na verificacao de boa tipagem, 

requerida para a definigao de etermo. Tome: 

• etermo z=z==ng 0 

✓ z==ng SUCC 

✓ z==ng PRED 

✓ z==ng CONE 

✓ 3x5z.z==Y x A etipo x 

v 31.-1z.3xz.z==alfa i x A etipo x 

✓ 3m5z.3n5z.z==comb m n A etermo m A etermo n 
A tipo m == seta (tipo n) (tipo z) 

✓ 33z.3m=z.z==abs x m A etermo x A etermo m 

A tipo z == seta (tipo x) (tipo m) 

• eY z=etermo z A classe x==3 

• ealfa z=etermo z A classe x==4 

• ecomb z=etermo z A classe x==5 

• eabs z=etermo z A classe x==6 

As fungoes dadas sao H-definiveis, de acordo com os 

resultados do capitulo 5, e, portanto, hg é H-efetiva. 	❑ 

D. Fungoes dominio, contradominio, Ytipo, alfatipo, 

alfaind, fun, arg, par, corpo que satisfazem as propriedades 

abaixo, para uma numeragao de termos e tipos ng, sao ditas 

destrutores de ng: 

• dominio (ng(a4T))=ng a 

• contradominio (ng(a-y0)=ng t 

• Ytipo (ng Yd=ng a 

• alfatipo (ng acrt )=ng a 

• alfaind (ng acrt )=i 

• fun (ng(MN))=ng M 

• arg (ng(MN))=ng N 

• par (ng(Aa.M))=ng a 

• corpo (ng(Aa.M))=ng M 
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A numeracao ng construida no teorema 8.1.1 acima 

tem destrutores H-definiveis, como pode facilmente ser 

mostrado. 

Lema 8.1.2. Toda numeracdo H-efetiva ng tem destrutores 

H-definiveis. 

Prova. Todos os destrutores sdo definiveis de maneira 
similar. E mostrado o caso de dominio: 

• dominio z=x/3y.6tipo x A 6tipo y A z==seta x y 	❑ 

D,  Uma funcao tipo é dita extrator de tipo sss: 

• tipo (ng M)=ng a 	se M:T 

Lema 8.1.3. Toda numeragao U-efetiva ng tem extrator de tipo 

U-definivel. 

Prova. tipo é um extrator de tipo sss tipo satisfaz: 

• tipo(ng 0)=ng u 

tipo(ng SUCC)=ng(n4n) 

tipo(ng PRED)=ng(m4n) 

tipo(ng COND)=ng(n (3) 4u) 

tipo(Y x)=x 

tipo(alfa i x)=x 

tipo(comb x y)=z 	se tipo x=seta z t para algum t 

tipo(abs x y)=seta (tipo x) (tipo y) 

Consequentemente, a seguinte definigdo para tipo, que utiliza 

os resultados do lema 8.1.2, é correta: 
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• tipo(x)=if 

else if 

else if 

else if 

else if 

else if 

else if 

else if 

x==ng 0 then ng R 

x==ng SUCC then ng(n4n) 

x==ng PRED then ng(n-n) 

x==ng COND then ng(n (3) 4n) 

eY x then Ytipo x 

ealfa x then alfatipo x 

ecomb x then contradominio (tipo (fun x)) 

*dabs x then seta (tipo (par x)) 

(tipo (corpo x)) o 

0 metodo utilizado no lema 8.1.3 acima de 

transformar uma especificagdo indutiva que utiliza 

construtores em uma definigdo recursiva que utiliza 

discriminadores e destrutores é utilizado implicitamente em 

muitas provas. 

0 seguinte teorema mostra que duas numerageies 

H-efetivas distintas sac) essencialmente a mesma, uma vez que 

a tradugao entre elas é H-definivel. 

Teorema 8.1.4. Para quaisquer numeragoes H-efetivas ng e ng', 

existe uma fungdo H-definivel trad:P4P tal que ng'=tradong. 

Prova. ng'=tradong sss: 

• trad(ng n)=ng'n 

• trad(seta x y)=seta'(trad x) (trad y) 

• trad(ng 0)=ng'0 

• trad(ng SUCC)=ng'SUCC 

• trad(ng PRED)=ng'PRED 

• trad(ng COND)=ng'COND 

• trad(Y x)=Y'(trad x) 

• trad(alfa x y)=alfa'x (trad y) 

• trad(comb x y)=comb'(trad x) (trad y) 

• trad(abs x y)=abs'(trad x) (trad y) 0 
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D. No que segue do texto, ng a uma numeracdo de Godel 

qualquer, e H-efetiva, a menos que indicado em contrario, com 

construtores, discriminadores, destrutores e extrator de tipo 

H-definiveis escritos de acordo com as convencoes acima. A 

omissao de uma referencia obrigatoria a uma numeragao 

considerada implicitamente relativa a ng. 

• 
8.2 Numeros de GOdel de elementos H-definiveis 

D. 0 conjunto de nameros de Godel de elementos de Ca  é 

definido por: 

• NGa=frig MIM:a a fechado} 

D. A funcdo de valoracao de nameros de GOdel de 

elementos de C's, val :NG 4 C a  definida por: u a  

• val (ng M)=x 	se M denota x 

D. Um numero de Gbdel de xEC e qualquer iENGa tal que 

valai=x. Tal x e dito o valor de i. A expressao ng ax corre 

sobre numeros de Godel de xECu . 

imediato que xECa tem nameros de Godel sss x 

H-definivel, e que para qualquer numero de Godel ngax de x, 

vala(ngox)=x. 

8.3 H-indecidibilidade do problema da parada fraca 

D 0 problema da parada fraca e o problema de decidir, 

para qualquer programa P, se P Ora fracamente ou nao (cf. 

secao 5.4). 

• Uma fungdo h:P4B resolve o problema da parada fraca 

via uma numeracdo de Godel ng sss h codifica, com relacao a 
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ng, o conjunto de programas que param fracamente. 

Pela definicao de programa, de parada fraca e pelo 

corolario 5.3.2, h satisfaz, para todo xEP e para todo nilmero 

de Godel ngnx de x: 

• h(ngnx)=1 	se x#0 

	

=0 	se x=0 

Note que ha numeracoes de G8del ng para as quais 

existe h H-definivel que resolve o problema da parada fraca 

via ng. Considere a numeracao de GOdel especificada a seguir. 

Ordene lexicograficamente os termos-H. Reserve os nameros 

pares para os termos fechados de tipo n que tem forma normal 

fraca, e os impares para os demais. Atribua os nameros pela 

ordem lexicografica. A funcao P-caracteristica do conjunto 

dos pares é H-definivel e resolve o problema da parada fraca 

via tal numeragao. Pelo teorema 8.3.3 abaixo, tal numeragao 

nao pode ser H-efetiva. 

Lema 8.3.1. Existe num:IP-*tP IT-definivel tal que, para todo nEN 

valn(num n)=n. 

Prova. Tome: 

• num 0=ng 0 

• num(x+1)=comb (ng SUCC) (num x) 

Claramente, para todo nEM, num n=ng (SUCCnO), que é um numero 

de Godel de n. 	 ❑ 

Lema 8.3.2. Para toda f:P4C H-definivel, e todo nEN: 

• vala (comb (ng Ta) (num n))=val o(ng 0(f n)) 

Prova. Pela definicao de vala  e comb, para todos iENG.c_)0. e 

jENGt : 

• vala (comb i j)=(val, 1)(val 

Logo: 
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• valc(comb (ng ra) (num n))=(val n_ang n_4))(val cum n)) 

=f n 

=val (ng 
CT
(f n)) 	 ❑ 

CT  

Teorema 8.3.3. Para toda numeragao de Godel ng, se h resolve 

o problema da parada fraca via ng, entao: 

• h 6 H-definivel implica ng nao 6 H-efetiva 

Prova. Suponha que h e H-definivel e que ng 6 H-efetiva. 

Entao f:P4P definida abaixo 6 H-definivel, por que comb 6 

H-definivel: 

• f x=if h(comb x (num x)) then 0 else 0 

Como f 6 H-definivel, f tem um numero de Godel ngn_yrrf. Tome 

y=f(ngn_yrrf). Entao, substituindo x por ng n.41 na definigao de 

f x: 

• y=if h(comb (ng7.4Trf) (num (ng n.47F))) then 0 else 0 

Pelo lema 8.3.2: 

• y=if h(ngn (f(ng n_yrif))) then 0 else 0 

Uma vez que, por definigao, y=f(ng 	f), tem-se que: 

• y=if h(ngny) then 0 else 0 

Claramente, y pode apenas ser 0 ou 0, pelas propriedades do 

condicional. Se y=0, entao h(ng1 y)=1, pela definigao de h, e: 

• y=if 1 then 0 else 0=0 

Entao y nao pode ser 0. Se y=0, entao h(ngny)=0, pela 

definigao de h, e: 

• y=if 0 then 0 else 0=1 

Entao y nao pode ser 0. De tal contradigao se conclui que h 

nao 6 H-definivel ou ng nao 6 H-efetiva. 	 ❑ 

0 argumento 6 semelhante ao utilizado originalmente 

por [TUR 36] para provar o teorema da parada. 0 seguinte 

coroldrio enuncia o teorema de um modo mais usual. 
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Corolario 8.3.3. Para toda numeragao de Godel efetiva ng, o 

problema da parada fraca é H-indecidivel. 	 o 

Mas este problema é H-semidecidivel para numeragoes 

H-efetivas, como mostrado no teorema 8.5.2. 

Teorema 8.3.4. A equivalencia de denotagao é H-indecidivel 

para numeragoes H-efetivas. 

Prova. Para termos de tipo n, isto é imediato do teorema da 

parada fraca. Para termos de tipo a qualquer, basta notar 

que, para x,yEP e f,gEt', corn f=Az 1  ...z k  .x e g=Azi ...zk  .y, 

onde k e os dominios de z 1  ,...,zk  dependem de a, vale que x=y 

sss f=g. a 

8.4 Codificagao da fung&o de passo de computagao 

Esta segao mostra que, para qualquer numeragao II-efetiva 

ng, a fungao de passo de computagao passo tem codificagao 

H-definlvel. 

Lema 8.4.1. As fungao livre:0) (2) 403 e efechado:P4B que 

codificam respectivamente os conjuntos: 

• f(a,M)la ocorre livre em M} 

• {MIM é fechado} 

sao U-definiveis. 

Prova. Tome: 

• livre x y = 

ealfa x A etermo y 

A (ealfa y A x==y 

✓ ecomb y A (livre x (fun y) v livre x (arg y)) 

✓ eabs y A ,x==par y A livre x (corpo y)) 
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A construgdo de efechado é omitida. 	 ❑ 

Lema 8.4.2. A funcdo de substituicdo tem codificacdo subst 

H-definivel. 

Prova. subst codifica a subtituigdo sss: 

• subst (ng M) (ng N) (ng a)=ng(M[Nla]) 

A definigdo da substituicao para o caso ((tI.M)[Nlat ] aff #oct  
I 	' 	j 	i 

é repetida abaixo: 

• ( (Ace; •M) [Nicji  ]= (Air affir  if 1 Uslifxt  1) 

para o menor k tal que acir,  que ndo ocorre livre em N nem em M 

Tome: 

• subst c n a=c 	se c codifica constante 

• subst a n a=n 	se a codifica varidvel 

• subst a'n a=a 	se a e a' codificam varidveis, a*a' 

• subst (comb m m') n a=comb (subst m n a) (subst m'n a) 

• subst (abs a m) n a=abs a m 

• subst (abs j m) n i=abs k (subst (subst m k j) n i) 

se j#i, onde: 

• s=alfatipo j, 

• k=alfa (gx.,livre (alfa x s) n) s 	❑ 

Lema 8.4.3. 0 conjunto de redexes que sdo combinacoes tem 

codificacdo eredex H-definivel. 

Prova. Um redex que é uma combinagdo 6 de uma das formas: 

• (Aa.M)N 	• YM 

• PRED 0 	• PRED (SUCC M) 

• COND 0 M N • COND (SUCC P) M N 

• COND P 0 0 • COND P (SUCC M) (SUCC N) 

Tal funcdo eredex pode ser construida mediante o use do 

condicional e dos discriminadores e destrutores de ng de modo 

obvio, embora trabalhoso. 	 ❑ 
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Lema 8.4.4. Existe red:P4P H-definivel tal que, para toda 

combinao&o M: 

• 

Prova. 

red (ng M)=ng N 	se M4 	N 
det 

red satisfaz a especificacdo do teorema sss: 

• red (ng((Xa.M)N))=ng(M[N/a]) 

=subst (ng M) 	(ng N) 	(ng a) 

• red (ng(PRED 0)) = ng 0 

• red (ng(PRED (SUCC M))) = ng M 

• red (ng(COND 0 M N)) = ng N 

• red (ng(COND (SUCC P) M N)) = ng M 

• red (ng(COND P 0 0)) = ng 0 

• red (ng(COND P (SUCC M) 	(SUCC N)))= ng(SUCC (COND P M N)) 

• red (ng(YM)) 	= ng(M(YM)) 

E, portanto, red pode ser definida utilizando o condicional, 

os discriminadores e os destrutores de ng. 	 ❑ 

Teorema 8.4.5. A fungdo de passo de computaoao passo tem 

codificaoao U-definivel passo. 

Prova. passo codifica passo sss: 

• passo(ng M)=ng(passo M) 

sss: 

• passo c=c 	se c codifica constante 

• passo a=a 	se a codifica variavel 

• passo (comb m m')=comb (passo m) (passo m') 

se comb m m' nao codifica redex 

• passo (comb m m')=red (comb m m') 

se comb m m' codifica redex 

• passo (abs a m)=abs a (passo m) 0 

8.5 U-semidecidibilidade do problema da parada fraca 

r> As funcoes de valoragao valc :NG 0,-X a  definidas na secao 
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8.2 podem ser extendidas para uma fungao continua P--)C a  pela 

atribuigao do valor i
0- 

a elementos de P que nao sao ntimeros 

de GOdel: 

• vali=1 	se inIG 
0' 	CT 	 a 

Teorema 8.5.1. A fungao de valoragao vayr-AP é H-definivel. 

Prova. Tome: 

• valni=if etermo i A tipode i==ng n A efechado i 

then v i 

onde v:P-,P é tal que: 

• v(ng 0)=0 

• v(ng(SUCC M))=succ(v(ng M)) 

• v(ng M)=v(ng(passo M)) 
	

se M nao é f.n.fraca 

e é definida por: 

• v x=if x==ng 0 then 0 

else if ecomb x A fun x==ng SUCC then succ(v(arg x)) 

else v(passo x) o 

Compare a fungao v definida na prova do teorema 

8.5.1 acima com o algoritmo procedural descrito na segao 5.4. 

Teorema 8.5.2. 0 problema da parada fraca é H-semidecidivel 

para numeragaes H-efetivas. 

Prova. A fungao ht :P-A3  definida abaixo tem como nticleo os 

codigos de programas que param fracamente: 

• hti=edefinido(val ni). 

onde a fungao edefinido foi definida na segao 6.4. 	 ❑ 
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9 RELACOES COM A TEORIA DA RECURSAO 

A secao 9.1 estuda a nogao de fungao universal 

externa e fungOes universais externas particulares. A segao 

9.2 define uma fungao universal interna particular. A segao 

9.3 estuda termos universais e manipulagao de sequencias 

infinitas. A segao 9.4 estuda certas operagoes H-definiveis 

sobre conjuntos, via indices de fungoes P-caracteristicas, 

que nao sao recursivas via indices de fungoes 

caracteristicas. A segao 9.5 mostra que existem fungOes 

recursivas que nao tem extensao natural H-definivel, e que, 

mesmo para fungoes recursivas que tem extensao natural 

H-definivel, tal extensao nao pode ser encontrada por uma 

fungao H-definivel. 

9.1 Funcoes universais externas 

Uma fungao univcr :IP-+G0  e dita universal externa para 

sss univ0  e H-definivel e para todo xE%, H-definivel existe 

iEP tal que: 

• x=univcri 

A denominagao universal é devida a Turing [TUR 36]. A 

denominacao externa a devida ao fato que 

Fungoes de valoragao val a:P->%_ H-definiveis sao 

fungoes universais para Cu. Mas, ao contrario da definigao de 

fungao de valoragao, a definigao de fungao universal nao faz 

referencia a nUmeros de Godel de termos. Para se provar que 

fungi:5es universais existem, porem, sao utilizadas numerageies 

de Godel de termos. 
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As funcoes predecessor e identidade P4P sdo funcoes 

universais para 

Os elementos H-definiveis podem ser caracterizados 

via functies universais, do seguinte modo: 

• Um elemento xECa e H-definivel sss existe i tal 

que x=univcri, com univ cr  funcao universal para Cu. 

Para os propositos deste trabalho, interessam os 

casos u=n(k) -nr, kEN, e a=(n-yrr)-nr. A notacdo uniArk) 	abrevia 

univ para cr=n (k)
4R, e univ abrevia univ(Tr-Yrn-n .  

Assim como uma funcao P (k) -+P 6 pensada como uma 

funcao de k argumentos, uma funcao (P-4:)-4,  6 pensada como uma 

funcao de infinitos argumentos. Assim, univ poderia ter sido 

escrita univw. 

1> Para cada D, o dominio (P-0) 6 escrito Dtd , e 6 dito 

dominio de D-seqUencias. 0 elemento com 

xo k--.1 ED, 6 definido por, para iEP: 

• xi=if i==0 then x  
else ... 

else if i==k-1 then X
k-1 

Assim, xi 6 escrito x i . 

Claramente, 	[x0 ,...,xic1 ] 	6 	H-definivel 	sss 

x ,...,x 	sac) H-definiveis. Para i<k, [x , ...,x ] =x , e O 0 	k-1 	 k-1 1 	1 

para iL-k, [x0,...,xIc-1.]i=1,  o elemento menos definido de D. 

Em particular, se permite a sequencia [] para k=0. 

Lema 9.1.1. Se existe uma funcao universal univ, entdo para 

cada k existe uma fungal() universal univm . 

Prove. Seja f:P (k)->P H-definivel. Entao g:P(1)46° tal que: 
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• g x= f x1  ...xk 

6 11-definivel, e: 

• f xl ...x=g [xl ,...,xk ] 

Seja i tal que g=univ i. Entao: 

• f x 1  ...x k  =univ i [x 1  ,...,x k ] 

Logo, se univ (k)  6 definida por: 

• univ (k) i x 1  ...x k  =univ i [x 1  ,...,x k ] 

tem-se que univ 0°  6 H-definivel e que f=univ(k) i, como 

requerido. 	 ❑ 

Para construir fungaes universals, e introduzida a 

nogao de fungao de valoragao com ambiente. Fungoes de 

valoragao com ambiente sao analogas a fungao semantica da 

segao 5.1.2. 

D. Um •-ambiente 6 uma fungao [134%_. 0 simbolo de fungao p 

corre sobre u-ambientes. Um u-ambiente,6 uma C -sequencia, e a 
as notagoes de sequencia sao utilizadas para o --ambientes. 

a-ambientes sao utilizados para atribuir valores a 

variaveis formais de U, como na segao 5.1.2. Especificamente, 

um a-ambiente p atribui o valor pi  a variavel T. 

D. Um termo 6 dito o-aberto de aridade k sss as suas 

variaveis livres estao incluidas em laclo- ' ' ' ' ' ceka- 1 }. 0 
conjunto NG.(71c.  6 definido por: 

• NG u ={Thrlexiste k tal que M 6 u-aberto de aridade k} I 

0 fecho-a-k de um termo M 6 (q...AL .M). 

D. A. fungao de valoragdo para t com o'-ambiente 
a vala  :NG -4(03-,C 0)4C 6 definida por: r r 	 T 

• valcr (ng M)[x 0,...,x ic-1 ]=f x 0...x Ic-1. T 
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onde f:C
(k) 

 -W T 
 é a fungdo denotada pelo fecho-o-k de M. 

A funodo valat :NG °I->(P-W 0)-W z  pode extendida para uma 

funcao continua P4 (P-Wa) -W pela atribuiodo de valores 

arbitrarios apropriados a (val
a  1) para 	Estes valores 

nao sdo importantes, uma vez que a possivel decidir se iENer 

 ou ndo, por uma funcdo H-definivel, se a numeracdo 

H-efetiva. 

Lema 9.1.2. Se existe val a :P4 (P4C 0) 4C z  H-definivel, entao 

existe univa-ru. 

Prova. Seja f:Ccr-W H-definivel. Entao existe M:a-Yr fechado 

que denota f. Tome i=ng(Mac07 ). Entao, por definicao de val5;: 

• f x=vala.  [x] 

Logo, se univa4T  e definida por: 

• univa4Ti=Ax.val a. 
 [x] 

-yr  tem-se que univa 	H-definivel e que f=univ 04 T.  1, Como 

requerido. 

Entdo, para construir univ, e suficiente que haja 

valn  H-definivel. 

Lema 9.1.3. Existe vale-m  H-definivel. 

Prova. v=val TI-YTT  funcdo de valoraodo para n com n4n-ambiente 

sss: 

• v(ng(Ynani 4n)) p=fi p p i  

• v(ng(a7-4nM)) p=pi  (v(ng M) p) 

• v(ng 0) p=0 

• v(ng(SUCC M)) p=succ(v(ng M) p) 

• v(ng M) p=v(ng(passo M)) p 

para M que ndo recai em um caso anterior 
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Tal 	fungao v pode 	ser construida 	utilizando 	os 

discriminadores e destrutors de ng, e a fungao passo definida 

no teorema 8.4.5. 	 o 

Teorema 9.1.4. Existe uma fungao universal univ, e existem 

funcoes universais univ (k)  para cada k. 

Prova. Aplicacdo direta dos lemas 9.1.2, 9.1.3 e 9.1.1. 	❑ 

9.2 Fungoes universais internas 

Pela definigao de fungao universal, para todo k existe 

U
k
EP tal que: 

• univ (k) =univ (k+l)u 
k 

Assim, univm  engloba univ" )  para todo j<k. Pelo teorema 

9.1.1, univ engloba univ" )  para todo j. Em um sentido, univ 

engloba a si mesma, tambem, embora nao possa haver u wFP tal 

que: 

• univ=univ uw 

pois univ e (univ uw) tem funcionalidades diferentes: 

• univ 	:P4Pw->03  

• univ uw: Pw4P 

onde por funcionalidade se entende, aqui, a contrapartida 

semantica da nogao formal de tipo, i.e., > x tem 

funcionalidade C sss xEC . 

Uma fungao f:P4Pw4P pode ser vista como uma fungao que 

toma primeiro um argumento e depois infinitos argumentos. 

Esta fungao pode ser transformada em uma fungao g:P w4P, 

equivalente, que toma o primeiro e os demais argumentos de 

uma so vez: 

• g x=f xo x' 
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onde o operador ('):Pw4Pw  tal que: 

• [X0,X1,...,x1„1]1=PC
1 	k-1

I 

definido por: 

• (x')=x 1+1 
Esta dependencia entre f e g é escrita g=uncurry f, para 

uncurry:(0)->Pw4) )4(Pw4P) definida por: 

• uncurry f=Ax.f xo  x' 

A equivalencia de f e g consiste em que, para todo xdow: 

• f xo  x' =g x 

Isto e, para todos dEP,xdp w: 

• f d x=g(cons d x) 

onde o operador cons:P-434Pu  tal que: 

• (cons d x) 0 =d 

• (cons d x)'=x 

• cons x 0  [x l  , . . . ,Ick_ I ]=[x0 ,x1 , . . . 

definido por: 

• (cons d x) =if i==0 then d else x 

Assim, tem-se que f=curry g, onde curry:( 4P)4(0)-40) (44) 

definida por: 

• curry g=Ad.Ax.g(cons d x) 

E, entao: 

• f=curry(uncurry f) 

Mas pode ser provado que a igualdade g=uncurry(curry g) nao 

vale, e que apenas vale que: 

• g < uncurry(curry g) 
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A igualdade vale somente para g tal que: 

• g x=g(cons xox') 

Isto ocorre por que: 

• x =(cons xox') 	sss 

• xo 	(cons x ox') =x Fi x o 	o 	1 

ConseqUentemente, tais g sao caracterizados como os que nao 

dependem do valor xo . Ainda, a fungao uncurryocurry 

transforma g em uma fungao que nao depende de tal valor, e 

um operador idempotente. Especificamente, se g depende de xo 

 entao uncurry(curry g) mantem a mesma relagao de dependencia 

comic0 n  X 1 . 

A fungao univ engloba a si mesma, no sentido que ha 

um u(,pD)  tal que: 

•univ=curry(univ uw) 

Isto é possivel, pois univ e curry(univ uw) 	tem 

funcionalidades iguais: 

univ 	:P-AP 

• curry(univ u():P-Ww-gP 

Teorema 9.2.1. Existe uw IP tal que univ=curry(univ u w). 
Prova. As fungoes curry e uncurry sao H-definiveis. Entao a 

fungao int=(uncurry univ):Pw4P e H-definivel. Pela definigao 

de fungao universal, existe i tal que: 

• int=univ i 

A discussao sobre uncurryocurry a seguir pode ser omitida 

sem prejuizo. Ela consta apenas por completeza. 
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Logo, aplicando curry a ambos membros da igualdade 

simplificando-a: 

• univ=curry(univ i) 

Entao, tome uw=i. 	 ❑ 

Mais importante que o teorema é a sua consequencia 

imediata. Pela definicao de curry, tem-se que: 

• int(cons i x)=univ i x 

Pela definicao de u, vale que: 

• int(cons u x)=int x 

E, de novo pela definicao de curry, obtem-se que: 

• curry int u=int 

Assim, A funcao int pode ser considerada uma funcao 

universal interna para a classe de funcoes definida por: 

• Y=ff:PY4PI f e H-definivell 

no sentido que: 

• intEY 

• para toda fEY existe iEP tal que f=curry int i 

A Ultima afirmacao e equivalente a: 

• para toda fEY existe iEP tal que f x=int(cons i x) 

A funcao cons é dita funcao de entrada para int, de acordo 

com a nomenclatura de [SAN 88]. Uma generalizacao do conceito 

de funcao universal interna para outras classes de funcOes 

U-definiveis que & e omitida, mas pode ser facilmente obtida, 

caso desejado. 

A funcao cons cumpre o papel que as fungoes de 

pareamento cumprem na teoria da recursao, de passar mais de 

um argumento a uma funcao que em principio recebe somente um. 

0 papel de curry é aumentar de um o namero de argumentos da 
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funcao a qual se aplica, mediante o use de cons. A aplicacdo 

k argumentos xo ,x 1 ,...,xk_ i  a uma fungdo f:Pw4P que recebe UM 

anico argumento x, é representada por: 

• ((curry ... (curry (curry f x0 ) xi ) ... Xk- 1 )  [] 

que é o mesmo que, expandindo a definicao de curry: 

• f (cons xo (cons xi ... (cons ick_ i [])...)) 

e que: 

• f [xo' xi"• • Ixic-i ] 

 como já tinha sido feito no teorema 9.1.1. 

t necessdrio utilizar tal funcao cons de ordem 

superior, pois nao existem fungoes de primeira ordem P 2-4P 

bijetivas (ou injetivas), e continuas. Se existissem, P 2 

 seria isomorfo a (ou incluido em) P. Ainda, os dominios 
E ck) -*EID e P (.0 -43  nao sdo isomorfos para k*j, de tal modo que 

uma &Lica fl -1ga° P4P nao poderia cumprir o papel que a funoao 

int:Pw4P cumpre, do modo que o cumpre. 

9.3 Termos universais, seqUencias infinitas 

No trabalho de Turing [TUR 36], a uma funcao universal 

corresponde uma maquina universal, que simula qualquer outra 

mdquina de Turing. Neste trabalho, tem-se termos universais, 

com comportamento analog°, de acordo com a discussao a 

seguir. 

Como int e curry sao R-definiveis, existem termos 

fechados INT e CURRY: 

• INT:nw471.  

• CURRY:(nw-m)4(n-yrid 470 

onde Trw=n4n, tais que, para todo termo fechado F:nw 
 
4n, existe 

um numeral N:u tal que: 
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• CURRY INT N computa a mesma funcdo que F 

Isto vale inclusive para F=INT, pelo teorema 9.2.1. Assim, 

INT é um termo universal para (m4R)471, com termo de entrada 

CURRY, no sentido analog° de maquina universal. 0 termo CURRY 

corresponde a operacdo implicita que tem que ser feita na 

fita de uma maquina universal, de acrescimo do numeral da 

maquina a ser simulada. A rigor, CURRY transforma INT em um 

termo, especificamente (CURRY INT), que primeiro aceita N e 

depois simula o termo F de numeral N (vide o tipo de CURRY). 

Como cons a [] sdo H-definiveis, existem termos 

fechados CONS e NIL: 

• CONS:(n41P-ye) 

• NIL:n 

tais que, para todos termos fechados F:71 m 4n, 

existe um numeral N:n para o qual: 

• CURRY INT N (CONS X l ...(CONS X K  NIL)...) 

computa o mesmo numero parcial que F X l ...Xk  

Nesta situacao, o termo (CONS X l ...(CONS X K  NIL)...) cumpre o 

papel andlogo de configuracdo inicial da fita de uma maquina 

de Turing. Um termo F:nw-nr corresponde, entdo, a uma maquina 

com fita de entrada infinita. A situacdo em que entrada e 

saida sdo infinitas pode ser obtida por um termo de tipo 
w w n an . 

Dada uma funcdo g:Pu-AP w, e possivel obter uma 

funcdo h:Pw-A) equivalente, definida por: 

• h y=(g y') i 

 pois, para todo x: 

• g x=Ai.h(cons i x) 

Assim: 

• g=B(curry h) 

onde i =yo 
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onde B: (P4PLLAD)4(P w->P1 e definida por: 

• Bfdx=fxd 

Entdo, todo termo G:n6)4nw e equivalente ao termo: 

• B (CURRY (CURRY INT N)) 

para um numeral N:n apropriado, onde B:(n4 ) 470->(n-01) ) é um 

termo fechado que denota a funcdo B. 

Assim, a linguagem II, em principio projetada para 

manipular numeros parciais, permite manipular, tambem, 

seqUencias finitas e infinitas, mediante os operadores (') e 

cons. 

A sequencia constante n pode ser definida por 

(K n), onde IC:P4P" a definida por: 

• K n=cons n (K n) 

Como K n i=n, K corresponde ao operador de formaodo de funodo 

constante da logica de combinadores (cf. seodo 6.10 e 

[HIN 86)). A seqUencia dos numeros a partir de n pode ser 

definida por (from n), onde from:P4Pw  e definida por: 

• from n=cons n (from (n+1)) 

A funoao from nada mais é do que o operador de soma 

soma:IP-*P-*P=Axy.x+y, como pode ser facilmente verificado. 

Defina map: (03->E)->P°->D° por: 

• map f x=cons (f xo ) (map f x') 

de tal modo que: 

• map f[x0 ,x l ,...,xk xo ,f xl ,...,f 

0 operador map funciona como um operador de composiodo. 0 

operador delta:03->P tal que: 

• delta x=[0,x,x+x,x+x+x,...] 
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pode ser definido por: 

• delta x=cons 0 (map (soma x) (delta x)) 

0 operador delta corresponde ao operador de multiplicacao. 

Assim como fungi:5es continuas P-gP podem ser vistas 

como informagoes sobre fungoes parciais N k->N (cf. secao 3.3), 

D-sequenciais podem ser vistas como informagOes sobre 

sequencias de elementos de D. Para uma D-sequencia x e i=0, 

x 6 uma informacao comum a todos os elementos de x, devido 

monotonicidade de x. 	Esta informagdo 6 capturdvel 

finitariamente, pela aplicagdo de 0 a x. Em geral, para i=n, 

x d uma informagdo comum a todos os elementos a partir de 

x , e para 1=03, x 6 a acumulacdo das informacOes x para 

j=0,1,...,n,... (cf. lema 3.2.5). 

Por exemplo, quando se obtdm xi=m, para i=0, se 

obtdm que a sequencia sobre a qual x informa 6 a sequencia 

constante m, e que a informagdo x 6: 

• x=Xi.m=K m 

sem a execucdo de um exame infinitdrio de x. E claro que 

existem informacOes mais precarias sobre a sequencia 

constante m, como: 

• y=Ai.if edefinido i then m else 0 

Para tal D-seqUencia e i=0, tem-se que yi =0, a informagdo 

nula. Mesmo assim, para 1=1, yi =m, o que estabelece a 

constdncia da sequencia, junto com o fato de que yo=m. Uma 

informagao mais precdria ainda sobre esta sequencia 6: 

• z=Ai.if fintot i then m else 0 

Para tal informagdo sobre a sequencia constante m, ndo 6 

possivel determinar finitariamente a sua constancia. Isto 

ocorre porque, para todo 1=0,1,...,n,...,m, vale que z 1 =0, a 

informagdo nula. 
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Um dos objetivos da presente investigagao é estudar 

metodos para a obtengdo de informayoes de boa qualidade, na 

atividade da programagao, sobre numeros, funcoes, sequencias, 

conjuntos.' Pelo teorema 9.5.2, tais matodos nao podem ser 

automaticos, i.e., 11-definiveis. 

9.4 Operacoes efetivas com conjuntos 

0. Um indice caracteristico de um conjunto A If-definivel 

e qualquer nilmero de Godel da funcao P-caracteristica de A. 

0. Um indice caracteristico parcial de um conjunto 

H-enumeravel A 6 qualquer niamero de Godel de uma funcao 

P-caracteristica parcial de A. 

N Para cada i, o conjunto Wi  6 definido por: 

• W imfAlva1Tr4Tri 6 funcao P-caracteristica parcial de A} 

E imediato que: 

• W =nficleo de val i i 	 tt->n 

0. v:P->C13 6 uma fungdo de teste de conjunto vazio sss: 

• v i=f implica W I  6 vazio 

=t implica W i  6 nao vazio 

Se p 6 a funcao P-caracteristica de um conjunto 

AgN, entao exist p=f sss A 6 vazio, exist p=t sss A e nao 

vazio. Ainda, se p 6 fungoes P-caracteristica parcial de A, 

entao: 

• exist p=f 	implica A 6 vazio 

	

=t 	implica A 6 nao vazio 

Assim, o quantificador exist corresponde ao teste de conjunto 
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vazio, via funcoes P-caracteristicas parciais, e a melhor 

funcao de teste de conjunto vazio a evazio tal que: 

• evazio i=nexist(valn4ni) 

	

Lema 	9.4.1. 	Existem 	funcoes 	existt' exist 
.(P41, )->P f' 

H-definiveis tais que: 

• exist  e exist f 
sac) consistentes 

• existtLj exist f =exist 

• existtp=t 	sss 	exist p=t 

• exist p=f 	sss exist p=f 

Prova. Pela definicao de 3 (cf. segdo 6.7) e pelo lema 4.4.2 

e coroldrio, as fungoes definidas abaixo satisfazem a 

primeira e as duas Ultimas equagOes: 

• existtp=3n.pn 

• exist fp=3n.p(11)==f A Vian.p(m)==f 

0 fato de que existtu existrexist a conseqUencia direta das 

demais equacoes. ❑ 

Lema 9.4.2. Existe sup:P (2) -43  H-definivel tal que, se x,y sac) 

consistentes e i,j sdo ndmeros de Godel de x,y 

respectivamente, entdo: 

• sup i j=x u y 

Prova. A construcao de sup é uma modificacdo da construcao de 

vale dada no teorema 8.5.1, que simula a valoracdo de i e j 

em paralelo, utilizando o lema 2.4.6 indutivamente: 
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• sup (ng0) (ng N)=0 

• sup (ngM) (ng 0)=0 

• sup (ng(SUCC M)) (ng N))=succ (sup (ng M) (ng (PREDN)) 

• sup (ngM) (ng (SUCC N))=succ (sup (ng (PRED M)) (ngN)) 

• sup (ngM) (ng N)=sup (ng (passo M)) (ng (passo N)) 

se M ou N nao sdo formas normais fracas 	❑ 

Note que se o supremo nao existe, o valor de 
sup i j e arbitrdrio, e nao depende apenas de x e y, mas 

tambem dos termos escolhidos para obter os numeros de Godel 

i,j. Compare a construed° de sup com o mapeamento entre 

contagens de duas contagens de entrada e uma de saida, 

descrito a seguir. A cada vez que uma contagem de entrada 

produz a aedo aEfsol, produzir a na saida, desconsiderando a 

eventual proxima aedo a da outra contagem de entrada. Se as 

duas contagens sac) consistentes, a saida produzida e o seu 

supremo. Mas se elas nao sdo, a saida resultante nao depende 

apenas das contagens de entrada, mas, tambem da velocidade 

relativa de ocorrencias de aedo na entrada. Por exemplo, o 

par de entradas (s,l) pode produzir tanto s como 3 na saida, 

de acordo com qual acdo ocorre primeiro. 

Teorema 9.4.3. Existe ngexist:P-0 H-definivel tal que para 

todo ndmero de Godel i de p:P4B: 

• ngexist i=exist(valu_mi) 

Prova. Sejam m,n numeros de Godel de existt' existf 
respectivamente. Defina evazio por: 

• ngexist i=(sup (comb m i) (comb n j)) 	 ❑ 

Corolirio 9.4.3. evazio e H-definivel. 

Prova. evazio i=n(ngexist i) 	 ❑ 

Utilizando evazio a possivel definir uma serie de 
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operacoes em conjuntos, via indices caracteristicos, parciais 

ou nao. 

Nas definigoes a seguir, a ocorrdncia de ngey no lado 

esquerdo e impropria, pois ngex corre sobre todos os ninneros 

de Godel de x, e é um abuso de notacdo. Entende-se que ngux 

o niimero de Godel do termo M obtido em fungdo de definigdo de 

x, e nao de x, pelos metodos do capitulo 6. Nestas definigoes 

A, B correm sobre indices caracteristicos de conjuntos, de 

modo a tornar a notacdo mais legivel. Ainda as notagoes de 

conjunto sdo utilizadas para denotarem indices 

caracteristicos, parciais ou nao, conforme o caso, dos 

conjuntos de mesma notagao. A primeira serie de definigoes 

introduz as notacoes bdsicas: 

• nEA=valn
H4  n(comb A (ng a Tr45) [Ax.n] 0 • ilf6A=-1(nEA) 

• fnENIC(n)1=ng(Xx.6[x]) 

a definicdo mais direta abaixo de (E) nao foi utilizada 

porque nao se mostrou val m4Tr IT-definivel: 

• nEA=(valn_n ,4)n 

A segunda serie de definigoes introduz novas 

notacoes em funcdo das basicas: 

• f[A]=0ENI3m.mEAAf(m)==n1 	• f'[A]—(nENIf(n)EA} 

• ro=fnENIfl 	 • {ml={nENIn==m} 

• AuB={nENInEA v nEB} 	 • AnB={nENInEA A nEB} 

• ;1={nENInEA} 	 • A-B=Ani;i 

• AgB=evazio(A-B) 

• {11 1 ,...,nk }=fn i lu...ufnk l 

• IAI=if evazio A then 0 

else (if OEA then 1 else 0)+Isucc1[A]l 
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E implicito que nas notacoes f[A] e f-1 [A] se passa 

como argumento um numero de Godel de f, e nao f. E por esta 

razao que a definicao de IAI  é uma definicao recursiva geral 

correta. 

Note que succ-1 [A]*pred[A], pois: 

• succ 
1  [{0}]=0 

• pred[{0})={0} 

de tal modo que, se A é indice caracteristico de um conjunto 

finito com maior elemento k, entao: 

-(k+1) • succ 	[A]=e 

e para todo elemento n do conjunto: 

• nEA 	SSS 	0E(SUCC n [A]) 

como pode ser facilmente provado por inducao na cardinalidade 

do conjunto. Isto estabelece o teorema 9.4.4 abaixo. 

Uma definicao mais Obvia para IAI seria: 

• gA=gn.flEA 

• IAI=if evazio A then 0 else 1+IA-{mA} I 

mas tal definicao nao prove a melhor informagao possivel para 

funcoes caracteristicas parciais. 

Teorema 9.4.4. Para todos n 1 ,...,nkEN, 	fr2 
1
,...,nk 1 é um 

indice caracteristico do conjunto de mesma notacao, e: 

• kni ,...,nk l1=k 

Ainda, Wi  é infinito sss: 

• Ii-H° 

e W é finito de cardinalidade k sss: i 

• IllEfk,k1 

onde o valor k ocorre somente se i é um indice caracteristico 
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propriamente parcial. 

Prove. A primeira parte é estabelecida pelo lema 4.3.11 e 

pelas discussoes que sucedem a definicao de 1AI. A prova dos 

demais casos e omitida. 

Note que o valor k para o ultimo caso seria 

inadequado se i fosse indice caracteristico propriamente 

parcial, pois neste caso i seria indice caracteristico de 

infinitos conjuntos, que sao os conjuntos que incluem W i . A 

Unica informacao compativel com todos estes conjuntos a que 

eles tem no minimo k elementos. 

Este teorema deve ser cornparado com o teorema 

5.6.XV(b) em [ROG 67], cujo enunciado e transcrito a seguir: 

• "There is no partial recursive 0 such that for all x, 

if co is a characteristic function for a finite set A, ,  

then 0(x) is the size of A." 

Pelo teorema 9.4.4 acima, se i é um indice da 

extensao natural de 0, , entao lil=cardinalidade de A. Logo: 

• Existe 0 H-definivel tal que para todo x, se val 4 x 
Tr11" 

uma funcao P-caracteristica de um conjunto finito A, 

entao 0(x)=n sss n é a cardinalidade de A. 

Em compensacao, a obtencao de extensoes naturais 

nao a efetiva, de acordo com o teorema 9.5.2. 

9.5 Efetividade da obtengdo de extensoes naturais 

Chame de p a restricao para MAW da funcao passo:P4P 

definida no teorema 8.4.5. Embora seja trabalhoso, nao 

dificil argumentar que, para uma numeracao II-efetiva 

apropriada (por exemplo, a dada no teorema 8.1.1), p 
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recursiva primitiva. A argumentacdo e padrao (ver Kleene 

52]), e e omitida. Para um dado c6digo de programa i, 

considere o conjunto: 

• A '{n1Pn(i) codifica uma forma normal fraca} 

E possivel, tambem, mostrar que existe f:N 2-QV recursiva 

primitiva tal que f(i,n)=1 sss neA 1 , f(i,n)=0 sss n A 1 . 0 

conjunto A i  a vazio sss o programa codificado codificado por 

i nao para fracamente. A currificacao f:P (2)-0 da extensao 

natural de f nao pode ser H-definivel, pois h definida abaixo 

resolveria o problema da parada fraca: 

• h i=evazio(f i) 

Teorema 9.5.1. Existem fungoes recursivas primitivas cuja 

extensao natural nao e H-definivel. 

Prova. A discussao que precede o teorema o estabelece. 	❑ 

Pela discussao acima, qualquer sistema formal que 

permitisse computar a extensao natural de cada fungao 

recursiva primitiva poderia ser utilizado efetivamente para 

resolver o problema da parada fraca. Assim, o teorema acima 

nao é um defeito da linguagem H, mas uma limitagao intrinseca 

do tratamento formal de extensoes naturais. 

Para cada i, a fungao gi  definida por: 

• gi (n)=f(i,n) 

primitiva recursiva e satisfaz: 

• gi (n)=0 	para todo n 

ou existe m tal que 

	

- g i (n)=0 	para n<m 

	

=1 	para n=m 

Claramente, a extensao natural de g i  e H-definivel. Considere 

uma numeragao p das fungoes parciais recursivas. 
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Teorema 9.5.2. Nao existe f:P4P H-definivel tal que se co tem 

extensao natural H-definivel, entdo f(n) é um c6digo da 

extensdo natural de pn . 

Prove. De novo por reducao ao problema da parada fraca, em 

fungdo dos comentdrios que precedem o teorema. 	 o 
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10 CONCLUSOES E PROBLEMAS EM ABERTO 

A segdo 10.1 tira conclusoes do trabalho 

desenvolvido. A segdo 10.2 expoe problemas a serem 

resolvidos. 

Este capitulo é mais longo que o usual, e deve ser 

considerado como parte integrante do trabalho. 0 primeiro 

pardgrafo de cada segdo a resume. 

10.1 Conclusoes 

Os numeros parciais permitem o desenvolvimento de uma 

teoria da computagdo com as seguintes caracteristicas, com 

relagdo a teoria da recursdo: 

• Expressoes nao denotativas sdo eliminadas. 

• O dominio de computagdo é naturalmente fechado para as 

operagoes de computagao. 

• Algoritmos tomam e produzem informagoes sobre dados, e 

nao dados em si. 

• Computagoes que nao terminam sac) significativas. 

• A nogao de parada é desvinculada da nocao de producao 

de resultados, via as nogoes de informagdo nula, 

incompleta e infinita. 

• A inspegdo completa de certos objetos infinitos é 

realizAvel mediante processos finitos. 

• Computagoes interativas sac) modeldveis por fungi:5es. 

Estas afirmagoes sdo elaboradas a seguir. Uma conseqUencia 

destas caracteristicas e, de novo com relagdo a teoria da 
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recursao: 

• 0 escopo de tal teoria para o estudo de computadores 

reais e maior. 

Expressoes nao denotativas sat, eliminadas (cf. 

[CON 85]). Funcoes parciais A4B sao definidas como relac6es 

RCAxB tais que (a,b)ER e (a,b')ER implica b=b' (cf. 

[ROG 67]). Equivalentemente, f e uma funcao parcial A4B sss f 

uma funcao A'413 para algum A'c21. Tat A' é o dominio de 

definicao f. A notacao f(x), para uma funcao parcial A4B, faz 

sentido (i.e., tem denotacao) sss x esta no dominio de 

definicao de f. Assim, por exemplo, a expressao "f(x) 

indefinido" nao diz respeito a f(x), que nao existe, mas 

significa que x nao esta no dominio de definicao de f. Como 

os dominios das funcoes parciais recursivas nao sao 

recursivos (sao apenas recursivamente enumeraveis) nao 

possivel decidir recursivamente se uma expressao tem ou nao 

tem denotacao. 

Pode se dizer que, com a introducao de numeros 

parciais, as expressoes nao denotativas sao substituidas por 

express6es que denotam um dos nUmeros parciais 

0,1,...,n,...,m, 	e que express6es que denotam n sao 

substituidas por expressoes que denotam o numero parcial n. 

0 dominio de computagao a naturalmente fechado para 

as operacoes de computag&o. Por uma operacdo de computacdo se 

entende uma regra de computacao. A operacao basica de busca 

ilimitada que computa a minimizacao de uma funcao, da teoria 

da recursao, nao produz resultados para certos argumentos. 

Assim, os naturais nao sao fechados para as operac6es de 

computacao, no mesmo sentido que os racionais nao sac, 

fechados para a operacao de supremo. Por exemplo, o conjunto 

{xEOIx2<2} nao tem supremo em 0, mas tem supremo V em O, de 

tal modo que P é um fecho de 0 para supremos. 
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0 simples acrescimo de 1 a N para realizar o fecho 

para operagoes de computagao é uma solugao artificial. 

Suponha que fosse acrescentado um elemento 1 a 0, com a 

propriedade x<1 para todo xE0. Deste modo, o supremo em Oufil 

de um subconjunto de 0 sem supremo em 0 seria 1. Entao, Oufll 

tambem é um fecho de 0 para supremos. 

As operagoes de computagao basicas da teoria da 

recursao sao aquelas utilizadas para computar fungOes 

definidas por recursao primitiva e por minimizagao. A 

operagao que leva para fora de N é a operagao de busca 

ilimitada, utilizada para computar minimizagoes. Na segao 6.6 

foi definido um operador de minimizagao g que, para 

predicados P dados por fungoes P-caracteristicas p:P-g13, o 

resultado da busca de um xEN tal que P(x) é expressa pelo 

valor (gx=m.px). Esta busca falha quando nao existe x tal que 

P(x). Neste caso, (gx=03.px) vale w. Conforme argumentado a 

seguir, este valor é natural sob diversos aspectos. 

A informagao nula nao é adequada como valor, pois 

ela informa que )m- 0, mas x nao existe. 

0 numero u é caracterizado como o Unico ndmero 

xENufwl tal que VnEN.n=x. Em contrapartida, -=LA fninENI, 
lembrando que n é lido "no minimo n". Assim, a resposta 03 é 

interpretada como a resposta "aquele xEN tal que VnEN.n=x", 

i.e., "nenhum natural". Por exemplo, como foi mencionado na 

segao 6.6, a expressao (gx<03.-a==x)==n vale f (falso) para 

todo ndN. 

Por Ultimo, assim como a minimizagao gx<k.px produz 

k para k finito, para indicar falha na busca, ela tambem 

produz k para k=m, com o mesmo objetivo. 
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A operagao de minimizagao nao mostra explicitamente 

como os numeros parciais 0,1,...,n,... surgem. Ainda, esta 

nao a uma operagao de computagao primitiva da linguagem U, 

que e o sistema formal utilizado neste trabalho para 

expressar computageies de naturais parciais. As operagoes de 

computagao basicas para H sao a regra de substituigao, as 

regras de redugao das constantes, e, como caso particular, a 

regra de recursao geral. A seguir a naturalidade do 

fechamento de N para as operagoes de computagao, que resulta 

no dominio de naturais parciais P, a analisada sob este ponto 

de vista. 

Considere a seguinte interpretagao nao padrao de U 

(cf. segoes 5.1.2 e 5.2.1): 

• G =N 

•
C4T

=funcaes parciais 4C cr 

• SUCC, PRED, COND, Y sao respectivamente as fungoes 

sucessor, predecessor, cond, e algum operador de ponto 

fixo. 

A fungao cond a definida na proposigao 4.1.1. Os conjuntos de 

fungoes parciais, ordenados pela relagao de inclusao de 

grafo, sao dominios de Scott. Com  esta interpretagao, 

deliberadamente alguns termos nao tem denotagao, e a fungao 

semantica e parcial. 

As relagoes de redugao a, (3 e valem para qualquer 

interpretagao. Mas as relagoes de redugao para as constantes 

sao dependentes da interpretagao. Para todos x,y,zEN, vale  

que: 

• (x+1)-1=x 

• cond(0,y,z)=z 	• cond(x+1,y,z)=y 

• cond(x,0,0)=0 	• cond(x,y+1,z+1)=cond(x,y,z)+1 

de tal modo que as regras de redugao de H para constantes 

(cf. segao 5.2.2) parecem coerentes com a interpretagao nao 
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padrao dada acima. Mas este nao a caso. Por exemplo, se 

P=(Y SUCC), P nao tem denotagao, pois a fungao sucessor dos 

naturais nao tem pontos fixos. Logo, (COND P 0 P) nao tem 

denotagao. Mas: 

• (COND P 0 P) = (COND (Y SUCC) 0 P) 

• (COND (SUCC(Y SUCC)) 0 P) 

• (COND (SUCC P) 0 P) 

• 0 

As regras de II nao sao coerentes com esta interpretagao, 

porque, apesar de preservarem denotagao, nao preservam 

ausencia de denotagao, como o exemplo mostra. 

Estas regras funcionam se é acrescentada a ressalva 

de que se aplicam somente a termos com denotagao. Isto 

implica na necessidade de avaliar totalmente os termos M,N,P 

antes de aplicar as regras (chamada por valor), obtendo os 

numerais equivalentes. Se tais numerais nao existem, porque 

um dos termos nao tem denotagao, se incorre numa computagao 

infinita, e a aplicagao de tais regras a postergada 

indefinidamente. 

A causa real do problema é a operagao de recursao 

geral, que introduz termos sem denotagao, e nao as demais 

regras de redugao de II, que preservam denotagao. 

0 completamento de W pelo acr6scimo 	de 

pode ser caracterizado como o completamento  
minimo tal que as regras de redugao das constantes SUCC, 

PRED, COND continuam preservando denotagao, com relagao a 

interpretagao nao padrao acima, e a recursao geral deixa de 

introduzir termos sem denotagao. 0 modo padrao de extender 

fungaes em N para o dominio que resulta de tal completamento 

denominado extensao natural, e e definido na segao 3.4. 

0 completamento de N pelo acrescimo de um elemento 
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1, tal que os termos que nao tem denotaeao passam a ter 

denotaeao 1, nao tem a propriedade do completamento anterior, 

pois, no raciocinio acima, P denotaria . 1 e (COND P 0 P) 

denotaria cond(1,0,i)=i*O, para qualquer extensao monot6nica 

de cond para o dominio Nufil, onde se entende que x < y sss 

x=y ou x=1, como 6 usual. 

As operaeoes utilizadas para construir as tune -6es 

parciais recursivas podem ser classificadas em duas especies: 

as que garantidamente produzem tune -6es totais quando 

aplicadas a tune -6es totais, e as que nao necessariamente 

produzem funeoes totais quando aplicadas a tune -6es totais. 0 

operador de recursao primitiva 6 da primeira especie, e o 

operador de minimizaeao 6 da segunda especie. Do ponto de 

vista operacional, os operadores de primeira especie 

correspondem a processos computacionais que realizam uma 

tarefa um numero de vezes que 6 conhecido antes que a 

computaeao comece, e os da segunda especie correspondem a 

processos que realizam uma tarefa um numero de vezes que vem 

a ser conhecido apenas depois que a computaeao termine, caso 

seja finito. As fune6es parciais surgem porque este numero 

pode ser infinito. 0 conjunto dos naturais 6 fechado para 

fune6es produzidas por operadores da primeira especie, mas 

nao 6 fechado para funeoes produzidas por operadores da 

segunda especie. 

Via o use de nUmeros parciais, todos os operadores 

podem ser colocados em uma Unica especie, por parametrizaeao 

do numero maxim° de vezes que uma tarefa pode ser realizada. 

Quando este limite 6 dado por um numero parcial finito, se 

obtem os operadores da primeira especie, e quando ele 6 dado 

pelo numero parcial co, se obt6m os operadores da segunda 

especie. 

Por exemplo, como foi mostrado na seeao 6.6, o 
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operador de minimizacao ilimitada para nGmeros parciais 6 um 

caso particular do operador de minimizacao limitada, quando a 

limite 6 m. 

No dominio de naturais parciais, recursao geral 6 

um caso particular de recursao primitiva (vide [GIR 89)). 

Seja f:P-D continua definida a partir de bED e g:EP4D-+D por: 

• f(0)=1 

• f(0)=b 

• f(x+1)=g x (f x) 

Suponha que g 6 definida para uma dada h:D-D por: 

• g x y=h y 

de tal modo que: 

• f(x+1)=h(f x) 

Como 03=03+1, tem-se que f(0) 6 um ponto fixo de h: 

• f(m)=h(f( 03 )) 

Ainda, este 6 o menor ponto fixo de h, pois: 

• f(n)=h"(1) 

e, pela continuidade de f e pelo lema 3.2.5: 

• f(o)=LIff(n) InEN1 

=1-1011(1) 
InEN1 

=fixDh 

Se a dependencia entre f e b,g 6 escrita: 

• f=primrecDb g 

entao: 

• Ah.(primrecD l  (Axy.h y) co) 

Deste modo, 6 possivel eliminar as constantes Ya  e 

acrescentar constantes INF:n, que denota 	e PRIMREC7 , que 
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denotam primrec , com regras de reducao: 

• INF 4 SUCC INF 

• PRIMRECBG0 B 

• PRIMREC B G (SUCC N) # G N (PRIMREC B G N) 

A constante PRED tambem e eliminavel, pois o termo abaixo 

denota a fungdo predecessor: 

PRIMREC
n
0(Ace R  .Aa 

U 
.Aa ) o 	1 	0 

Ainda, se o operador de recursdo primitiva fosse definido de 

tal modo que f=primrecip ( b,g) sss: 

• f 0=brifix Ax.(g co x) 

• f 0=b 

• f (x+1)=g x (f x) 

entdo a constante COND tambem seria eliminavel, pois: 

• cond(x,y,z)=primrec'z (Aab.y) x 

0 valor b ri fix Xx.(g m x) e o mais definido que f(0) assumir 

sem que f deixe de ser monotonica. Com  esta alteracdo, o 

valor de f(co) permanece o mesmo, como pode ser provado sem 

dificuldade. As constantes PRIMREC' que denotam primrec' tem 

regras de reducao complicadas, que englobam as regras de 

reducao de PRED e COND. 

Assim, as constantes abaixo sdo suficientes para 

expressar todas as fungoes 

• 0:n 

• SUCC:n4n 

• PRIMREC':a4(m4a4c)4n4c 

• INF:n 

Pode ser provado que todo termo fechado de tipo n que nao tem 

como subtermo a constante INF denota e computa um natural 

finito total. Assim, e somente pelo acrescimo de co que surgem 

os demais numeros parciais 0,1,...,n,... como resultados de 

computacoes, e que surgem funcoes que tem valor rid() finito 
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total para argumentos finitos totais. 

A linguagem H' que resulta das constantes 

0,SUCC,PRIMRE% e INF é uma generalizagao do sistema T de 

Godel definido em [GIR 89], e tem mais poder de expressao que 

o sistema T, mesmo sem a constante INF. Por exemplo, um termo 

G tal que: 

• GTx T 
	•GxT# T 	•GFF# F 

onde T e F sao termos que representam respectivamente t e 1, 

nao e definivel no sistema T, mas e definivel em U', sem o 

use de INF: 

• G=Aa .Aa . COND a Ta o 	1 	o 1 

Algoritmos tomam e produzem informagoes sobre 

dados, e nao dados em si. Na teoria da recursao, algoritmos 

produzem dados. Deste modo, quando um algoritmo nao pode 

produzir o dado, nao produz nada. Via numeros parciais, um 

algoritmo que nao pode produzir informagao finita e completa 

(a contrapartida de dado) produz informagao incompleta (como 

caso limite, a informagao nula) ou infinita e completa, por 

aproximagao sucessiva. 

0 numero w nao pode ser produzido por um algoritmo 

da teoria da recursao, pois se exige que algoritmos produzam 

resultados em um numero finito de passos. 0 numero co (a 

informagao "exatamente w") pode ser produzido por um 

algoritmo que manipula informagoes. 0 numero w 

caracterizado como o Calico xENv{w} tal que irsx para todo nEEN, 

como foi mencionado acima. Um algoritmo que produz a 

sequencia infinita de informagoes 0,1,...,n,..., computando 

co, produz todas as informagoes a respeito de w. Para se poder 

ter u, entao, a indispensavel ter os numeros propriamente 

parciais 0,1,...,n,... . 

UFRGS 
ukriT7.70 or_z_ INFoRmAiicA 
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Computagoes que nao terminam sac) significativas. 

Por terminacao se entende, na teoria da recursao, finitude. 

Computagoes infinitas, de algoritmos que manipulam dados, sao 

nao significativas, no sentido que nao produzem resultados. 

Pela mesma razao que nao e possivel excluir as expressoes nao 

denotativas por um processo efetivo, nao e possivel 

determinar se um algoritmo tem computacao infinita para uma 

certa entrada. Computagoes infinitas de algoritmos que 

manipulam informagao sao sempre significativas. 

Nos casos em que algoritmos que manipulam dados nao 

produzem resultado, os algoritmos que manipulam informacao 

produzem informagao incompleta ou infinita. Como caso limite, 

a informagao nula a produzida. 0 acrescimo da informagao nula 

analogo ao acr6scimo da quantidade nula 0 aos numeros 

positivos. 

A nogao de parada a desvinculada da nog -do de 

produgao de resultados, via as nogoes de informagdo nula, 

incompleta e infinita. E supreendente que processos que 

procedem por passos produzam um resultado apenas no Ultimo 

passo, como os processos descritos por algoritmos da teoria 

da recursao. Se um processo procede por passos, a porque cada 

passo realiza uma parte da tarefa completa. E natural que o 

resultado seja parcialmente visivel antes que a execucao do 

processo termine, e, como caso particular, quando ainda ha 

infinitos passos a realizar. Assim, numeros propriamente 

parciais fazem sentido mesmo em computacaes de numeros 

finitos totais. Neste caso, o seu papel e informar o que foi 

determinado a respeito do resultado, antes que o processo 

termine. 

A inspecao completa de certos objetos infinitos 

realizivel mediante processos finitos. Isto foi exemplificado 
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nas secoes 9.2, 4.3, 9.4. Estes objetos infinitos sao finitos 

do ponto de vista da teoria dos dominios (cf. segaes 2.4 e 

3.2). 

Computagoes interativas sac) modelaveis por funcoes. 

Este fato 6 bem conhecido pela comunidade de programagao 

funcional [TUD 85]. A vantagem, em tal caso, 6 que se mostra 

que as linguagens de programacao funcionais puras sao 

suficientes para programar computadores. [TUD 87] discute 

como programar um sistema operacional completo em linguagem 

funcional. A vantagem, do ponto de vista de uma teoria da 

computagao, 6 que se tem um modelo matematico simples de 

processos interativos e concorrentes [KAH 74] [KAH 77]. 

Os objetos parciais servem para permitir modos de 

interagao mais complicados que o modo de interacao de uma 

mdquina de Turing. A interacdo de uma mdquina de Turing 

consiste em primeiro receber um dado, depois processa-lo, e 

depois entregar o resultado. Certamente este 6 o modo mais 

simples possivel de interagao. Um processo interativo tem uma 

componente de troca de informacao e uma componente de 

transformagdo de informagao (cdlculo). As maquinas de Turing 

possuem o modo de troca mais simples possivel porque foram 

pensadas para estudar o processo de cdlculo, e nao para 

estudar processo mais geral de interagao, que ester fora do 

escopo da logica, dentro da qual o trabalho de Turing se 

insere. Como 6 sabido, a teoria da computacao teve origem na 

leigica formal, muito antes da existencia dos computadores. 

As linguagens de programagdo tem o mesmo poder de 

expressao que as maquinas de Turing, com relacao a 

computabilidade. Mas, certamente, muito mais poder de 

expressao que as maquinas de Turing no que diz respeito a 

interatibilidade, por assim dizer. Na pratica da Ciencia da 

Computagao, na maioria da vezes, a componente mais 
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complicada, e que exige mais esforco do programador, é a 

componente de troca. t fundamental que uma teoria da 

computacao tenha, ou permita expressar de modo direto, uma 

nocao de computacao interativa. 

Modelos tradicionais como CCS [MIL 80], 	CSP 

[HOA 85] odd° enfase aos aspectos operacionais de processos 

concorrentes, embora, e claro, tenham semantica. Este 

trabalho mostra que processos interativos podem ser modelados 

por funcoes, mas rid° desenvolve sistematicamente uma teoria 

matematica de processos interativos baseada nesta modelagem, 

e nem aponta como isto poderia ser feito. 

10.2 Problemas em aberto 

Os problemas importantes que ainda 'la° 	foram 

investigados ou que o autor nao conseguiu resolver estao nas 

seguintes categorias: 

• Expressibilidade da linguagem H. 

• Determinagao da existencia de funcoes universais para 

todos os tipos. 

• Complexidade de funcoes H-definiveis. 

• Matematizacao e formalizacdo da nocao de interacao. 

• Programagao procedural com numeros parciais. 

Os problemas que se encontram dentro das categorias sao 

abordados a seguir. 

Expressibilidade da linguagem H. Sao H-definiveis 

todos os elementos de C que deveriam ser tidos como 

computaveis, no sentido intuitivo e irrestrito de 

computabilidade? Esta pergunta pode ser reduzida a tese de 

Church utilizando os metodos utilizados em [PLO 77]. 
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Os conceitos de conjunto recursivo e conjunto 

H-definivel 	coincidem? 	Os 	conceitos 	de 	conjunto 

recursivamente enumeravel e conjunto H-enumeravel coincidem? 

Vide captitulo 6. 0 autor acredita que sim, embora nao tenha 

tentado uma prova de tal proposicao importante. Um problema 

equivalente a este seria o de determinar se a restricao de 

uma funcao H-definivel Opk9P para uma funcao parcial e4N e 

recursiva. 

0 objetivo de uma teoria da computacao baseada em 

nameros parciais nao 6 alterar a nocao de computabilidade, 

mas aproximar a teoria da computacao da Ciencia da 

computacao, como foi salientado na introducao, aumentando seu 

escopo na tarefa de programacao de computadores. Como foi 

dito na secao anterior, os computadores, alem de computarem, 

interagem, e esta capacidade de interagir 6 tao importante 

quanto a capacidade de calcular. Assim, dentro do 

questionamento sobre a expressibilidade de U, cabe perguntar: 

quaffs sao os modos de interacao expressiveis em U? 

Utilizando o conceito de determinismo exposto logo 

adiante, quando 6 discutida a matematizacao e formalizacao da 

nocao de interagao, d possivel dizer que H permite expressar 

uma parte dos processos de interagao deterministicos. Sera 

que U pode expressar todos os processos de interacao 

deterministicos? Via numeros de Godel, 6 possivel simular 

certos processos nao deterministicos (cf. comentdrio apos 

lema 9.4.2). 

Outro problema em aberto 6 a possibilidade de um 

andlogo da tese de Church para processos interativos 

[BOU 88]. A resposta para estes problemas depende de uma 

matematizacao destas nogoes, que por sua vez requer uma 

andlise das nocoes concretas de processo interativo. 
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Os prObleMaS em aberto na categoria a seguir taMbeM 

recaem na categoria de H-definibilidade. 

Determinagdo da existencia de funcOes universais 

para todos os tipos. Existe uma fungao universal para cada 

tipo de II? Esta questao a respondida, pelo use do lema 9.1.1, 

se o seguinte problema e resolvido. Existe uma funeao de 

valoraeao H-definivel valuT , para cada a e t? 

A funeao exist:(P4P)-403  definida na seed() 4.4 é 

definivel via numeros de Godel, como mostrado na seed() 9.4. E 

um problema que o autor nao conseguiu resolver se exist é 

H-definivel ou nao (cf. [PLO 77]. Se exist nao a H-definivel, 

entao isto pode ser consertado pelo acrescimo de uma 

constante EXIST:(n4n)-nr. Existem regras de redugao efetivas 

para esta constante, uma vez que e e H-definivel. 

Complexidade de funcoes H-definiveis. Como seria 

uma teoria de complexidade para fungoes H-definiveis? Tal 

teoria deve ser mais forte que a teoria para tune -6es 

recursivas, pois nao a suficiente estudar quantos passos sac) 

necessarios para computar f(x), que inclusive podem ser 

infinitos em quantidade. E preciso, tambem, estudar quantos 

passos sao necessarios para computar cada parte finita de 

f(x). 

Por exemplo, pode ser que a computacao de f(x), 

supondo que f(x)=3, produza em poucos passos a informagao 1, 

a seguir em muitos passos a informagao 2, e depois em poucos 

passos informagao 3. Se a informagao 1 basta para calcular 

g(f(x)), porque g(1)=g(f(x)), entao a complexidade do calculo 

completo de g(f(x)) nao depende da complexidade do calculo 

completo de f(x). 0 que se tem é que a complexidade da 

computagao de cada parte de g(f(x)) depende da complexidade 

da computacao de cada parte de f(x). 
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Matematizacao e formalizacao da soca(' de interao&o. 

Em processos interativos triviais, como aqueles que podem ser 

executados por maquinas de Turing, o rumo da computagdo 

depende apenas da entrada. Quando o processo de troca 

envolvido na interacdo e mais complicado, o rumo da 

computacdo pode depender nao apenas da informacdo trocada, 

mas tambem do modo particular que a troca e feita. Quando as 

computagoes sdo estudadas em fungdo de suas entradas 
possiveis, desconsiderando-se a influencia dos distintos 

modos de fornecimento que uma mesma entrada pode ter, surge 

rid() determinismo. Os objetos computados por tais computagoes, 

com dominio de entrada D e dominio de saida E, podem ser 

tidos como fungoes f:D4P(E), onde yEf(x) significa que y 

uma saida possivel para a entrada x. sao os dominios potencia 
[PLO 76] [SMY 78] adequados para modelar tais computagoes? 

Programacao procedural com ameros parciais. Como 

seria uma linguagem de programagao procedural que manipulasse 

numeros parciais? 
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