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Resumo

A teoria Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) da supercondutividade é um exemplo paradig-
matico da fisica quantica de muitos corpos. Ela se baseia em um Hamiltoniano modelo que
postula uma interagao atrativa entre elétrons com energias proximas a energia de Fermi, o
que leva ao surgimento de uma fase supercondutora. Apesar de seu grande sucesso em
decrever supercondutores metdlicos de baixa temperatura critica, a teoria por si s6 nao
elucida as origens microscépicas da interacao elétron-elétron atrativa, além de nao incluir
a repulsao Coulombiana entre elétrons no modelo, nao discutindo qual sua contribuicao
para a formacao de um estado supercondutor. A fim de obter informagoes sobre a origem
microscopica da interagao elétron-elétron atrativa, analisamos um Hamiltoniano de elétrons
e fonons interagentes. Através de uma transformacao de Schrieffer-Wolff, obtemos uma
interacao efetiva entre elétrons através da interacao elétron-fonon que, dentro de um
certo regime, nos fornece o Hamiltoniano da teoria BCS. Além disso, ao considerar no
Hamiltoniano um termo de repulsdo Coulombiana, obtemos o modelo de Anderson-Morel
o qual mostra que, por se tratar de uma interacao retardada, a interagao elétron-fonon

atenua os efeitos da interacao repulsiva e favorece a formacao de um estado supercondutor.

Palavras-chave: modelo de Anderson-Morel. interacao elétron-fonon. transformacao
Schrieffer-Wollff.



Abstract

The Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) theory is a paradigmatic example in the physics of
many-body quantum mechanics. It is based on a model Hamiltonian in which an attractive
interaction between electrons with energies near the Fermi energy is postulated, giving
rise to a superconducting phase. Even though it succeeded in explaining the low critical
temperature metallic superconductors, the theory for itself have some shortcommings.
For example, doesn’t elucidate the microscopic origins of the attractive electron-phonon
interaction and also doesn’t include the Coulomb repulsion between electrons, not discussing
it’s role in the formation of a superconducting phase. With the goal of obtaining more
information about the microscopic origin of the electron-electron attractive interaction, we
apply a Schrieffer-Wolff transformation in a interacting electron and phonon Hamiltonian,
arising in an effective electron-electron interaction obtained from the electron-phonon
interaction and show that with certain approximations we obtain the model Hamiltonian
from the BCS theory. By including a Coulomb repulsion term between electrons in the
interacting electron-phonon Hamiltonian, we obtain the Anderson-Morel model, which
shows that the electron-phonon interaction, by having the characteristics of a retarded
interaction, plays an essential role in attenuating the effects of the repulsive Coulomb

interaction and favors the formation of a superconducting phase.

Keywords: Anderson-Morel model. electron-phonon interaction. Schrieffer-Wolff transfor-

mation.
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1 Introducao

1.1 O sélido como um sistema de muitas particulas

Um so6lido é um sistema de muitas particulas onde a quantidade usual de corpos que
o compoem ¢é da ordem de 10** dtomos por cm3. Termodinamicamente, sabemos bem as
condic¢Oes necessarias para que um soélido seja formado, de forma que é possivel encontrar
uma configuracdo que minimiza a energia do sistema de modo a atingir o equilibrio. Por
outro lado, pensar no mesmo problema por métodos de primeiros principios é uma situacgao
bem mais desafiadora. Em teoria, sempre é possivel, através da equagao de Schrodinger,
calcular a fungdo de onda e a energia de ligacao do sistema como um todo, mas para isso
devemos saber detalhadamente os estados de cada particula e os potenciais de interacao
entre cada uma delas. Rapidamente, vemos que esta tarefa se torna impraticavel a medida
que o nimero de particulas aumenta. Porém, quando consideramos algumas caracteristicas
basicas de um sistema de matéria condensada, vemos que nao é necessario trata-lo em
tanto detalhe, uma vez que existem algumas observacoes e suposi¢oes a serem feitas sobre
sistema que simplificam enormemente o problema, sem afetar a aplicabilidade do modelo

em madteriais reais.

A primeira observacao que pode ser feita sobre um sistema de matéria condensada
é sobre a organizacao de suas particulas em arranjos cristalinos periddicos. Cada sélido
possui uma distancia caracteristica que representa as distancias entre atomos no material.
Estas distancias caracteristicas fazem parte dos parametros de rede que definem cada
estrutura cristalina e sdo usualmente da ordem de alguns décimos de nandémetros (nm)
(KITTEL, 2005). Estas distancias sao tais que minimizam a repulsao coulombiana entre

0s atomos ou moléculas no sélido.

Além disso, quando vemos a extensao das fungoes de onda eletronicas em um atomo,
vemos que os elétrons de niveis de energia mais internos, algumas vezes com energias de
ligacdo da ordem de centenas ou milhares de elétron-volts, possuem fungoes de onda muito
localizadas, que se extendem por distancias muito menores do que os parametros de rede
cristalina do soélido. Os elétrons de valéncia, por outro lado, estao fracamente ligados ao
atomo e portanto possuem fungoes de onda que se estendem por distancias significativas
dentro do solido. Em alguns casos extremos, como em alguns sistemas metalicos simples, os
elétrons de valéncia sdo tao fracamente ligados aos nicleos que eles podem ser considerados
em boa aproximacao como elétrons livres. Isso sugere que serao estes elétrons menos
ligados aos nicleos que terao maior influéncia sobre as ligacoes quimicas e sobre a dinamica
geral do sistema, uma vez que irdo interagir com os atomos e elétrons dos vizinhos mais
préximos na rede cristalina (ROSSLER, 2009).
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As consideracoes feitas acima motivam a conceber os atomos de um sélido como
compostos de duas partes com propriedades distintas: Os “carogos ionicos” ou simplesmente
ions, compostos pelos nicleos atomicos e os elétrons fortemente ligados ao atomo, e os
elétrons de valéncia, com pequenas energias de ligagdo. Os carocos i6nicos, por conter o
nicleo atomico, sao muito mais massivos que os elétrons das camadas de valéncia , de
forma que o tempo caracteristico de sua dinamica é mais lento que o tempo caracteristico
eletronico. Além disso, eles ndo possuem a carga total do nicleo atomico, uma vez que os
elétrons das camadas internas blindam parte de sua carga elétrica positiva. Estas distingoes
essenciais entre os carogos idnicos (massivos e positivos) e os elétrons de valéncia (leves e

negativos) serdo essenciais para discussao da dindmica do sistema.

1.2 Elétrons de valéncia e a rede cristalina

Com a discussao feita acima, é natural considerarmos que o Hamiltoniano do sélido
tera a forma genérica (ROSSLER, 2009) *

Hs = Hel + Hion + Helfion- (11)

O primeiro termo diz respeito somente a dindmica dos elétrons de valéncia e pode ser dado

por um termo cinético e outro de repulsao Coulombiana:

Ne p2 1 Ne o2
H, — PN 1.2
. 2m+224ﬂ60|rj—rk| (12)
i=1 J,k=1
ik

onde p;, r; sd@o os operadores de momentum e posicao do i-ésimo elétron, respectivamente,
N, ¢ o nimero de elétrons do sistema, m é a massa do elétron, e < 0 é a carga elementar
e € é a constante de permissividade elétrica do vacuo. O segundo termo trata sobre a

dindmica dos carogos idnicos e é dado por

Ny p? . Ny
Hion = - . V Rn - Rm ’ 1.
S w
nem

onde M, P, e R,, sdo a massa, o operador momentum e o operador posi¢cao do n-ésimo
carogo idnico, Ny é o nimero de fons no cristal e V(R,, — R,;,) é o potencial de interagao
entre os ions. Por fim, o tltimo termo trata da interacao entre os elétrons de valéncia e os

carocos ionicos e é da forma

e

N, Ny
Hel—z'on - Z U(ri - Rn)a (]-4)

L Por simplicidade, ndo serdo consideradas interacdes oriundas do spin nuclear ou eletroénico. Para os

sistemas que serao tratados aqui, assume-se que estas interacoes sao nulas ou despreziveis e o spin
eletronico serd utilizado apenas quando necessério satisfazer o principio de exclusao de Pauli.
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onde v(r; — R,;,) é um potencial de interacao genérico entre os elétrons e os ions da rede.

Para obter uma forma mais explicita da Eq. (1.1), podemos considerar que em
um sélido com arranjo cristalino periddico, os ions se encontram nas proximidades de sua
posicao de equilibrio R? e qualquer deslocamento ¢ dado uma pequena perturbacao dR,,.

Desta forma a posicao do n-ésimo fon é dada por
R, =R) + /R,,. (1.5)

Assim, se os JR,, forem suficientemente pequenos, temos que V(R,, — R,,) e v(r; — R,,)

serao dados por

VR, - R,)=V(R -R) + R, —0R,,) = V(R -R%) +§V(R, —R,,). (1.6)

v(r; — R,) = v(r; — RY = 6R,) = v(r; — RY) + dv(r; — R,) (1.7)
onde 0V (R, — R,,) e dv(r; — R,,) sdo obtidos através de uma série de Taylor apropriada
em torno dos deslocamentos da posicao de equilibrio.

Desta forma, com as equagoes (1.1), (1.2), (1.3), (1.4), (1.6) e (1.7), o Hamiltoniano

completo de um solido ? é dado por

Ne p2 1 Ne 62 1 Ne Ny
H, = Loy —— ;i — R
;2771 * 2 ;47T60|I'j — 1 * 22;1)(1. n)
Ttk
+§: P, +EZV(RO—RO)+1§:6V(R ~R,,) (1.8)
—2M,, ' 2 £ T T2 L mooom
k- -

Ne Ny

+ % Z Zdv(ri -R,).
=1 n

Na primeira linha da Eq. (1.8) temos todo fenémeno que depende apenas das
coordenadas eletronicas r; e p,. Estes termos representam a dinamica de elétrons interagindo
entre si, através da repulsao Coulombiana, e com a configuracao estatica de equilibrio dos
carocos idnicos, através de um potencial eletrostatico v(r; — R?). Destes termos obtemos,
por exemplo, os orbitais eletronicos do sistema, as bandas do sélido, a densidade de estados

eletronica ou a contribuicao eletronica para a condutividade térmica e o calor especifico.

Na segunda linha temos todo fendémeno que depende apenas das coordenadas
ionicas R,, e P,,, representando a dinamica dos carogos ionicos interagindo entre si através

de um potencial eletrostatico, dado pela configuracao de equilibrio do sélido cristalino, e

2 Em um sistema de elétrons nio-relativisticos e sem efeitos oriundos do spin nuclear ou eletrénico.
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de um potencial genérico V' (R,, — R,,,), que depende da posigao dos ions em cada instante
de tempo. Ao se estabelecer relagoes de quantizacao para as coordenadas iGnicas, estes
termos dardo origem aos fonons: vibragdes coletivas quantizadas da rede cristalina. Serao
estas excitagoes coletivas que irdo determinar caracteristicas do sélido como a contribuicao
ionica do calor especifico e a elasticidade de um sélido (ROSSLER, 2009).

Na terceira linha temos os fendomenos que dependem tanto das coordenadas eletro-
nicas quanto das coordenadas iOnicas, representando a interagao entre os dois sistemas
através do potencial dv(r; — R,,). Veremos que a partir das interagoes entre estes dois
sistemas é possivel obter uma interacao efetiva entre pares de elétrons mediada por fonons
que é atrativa dentro de uma determinada faixa de energia. Assim, alguns pares de elétrons
formam estados ligados chamados de pares de Cooper, gerando um condensado eletronico

que dara origem ao fendmeno da supercondutividade.

Para obter o comportamento e a descri¢io de um sélido através da Eq. (1.8) é

necessario resolver a equacao de Schrodinger

(e, (R.}) = ih o W({r), {R,}). (1.9)

onde {r;} e {R,,} representam todas as configuracoes das coordenadas de cada particula
do sistema que, em geral, dependem do tempo. Contudo, a Eq. (1.9) claramente nao
¢é analiticamente solucionavel. Nela temos diversos fenomenos de naturezas distintas
ocorrendo simultaneamente, desde condutividade elétrica e térmica surgindo da mobillidade
dos elétrons e ions, até supercondutividade. Por esse motivo, usualmente resolve-se este
Hamiltoniano (ou partes dele) empregando-se aproximagoes, supondo que dentro de
certos regimes cada um dos fenémenos pode ser considerado independente um do outro.
Usualmente emprega-se a aproximacao de Born-Oppenheimer (ROSSLER, 2009), na
qual considera-se que a dinamica dos elétrons de valéncia do material é independente
da dindamica dos carogos idnicos, de forma que o estado eletronico do sistema dependera

apenas de cada configuragao estatica dos ions em um determinado instante.

Esta aproximacao pode ser justificada ao se considerar os i6ns e elétrons de
valéncia em um sélido como dois sistemas termodinamicos em equilibrio. Nesta concepcao,
assumimos equilibrio termodindmico do sistema como um todo, de forma que os sistemas
eletronicos e idnicos terao as mesmas temperaturas T, e T;,,, respectivamente. Pelo teorema
da equipartigao da energia (SALINAS, 2001), temos que os dois sistemas terao as mesmas

contribuigoes para a energia livre do sistema por grau de liberdade, pois

2
Pi \ _ 1
<2m> = 2k:BT6 (1.10)

P’ 1
< v > = §kBEon7 (111>

2M
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onde kg ¢é a constante de Boltzmann. De modo que, pelo equilibrio térmico,

2 2
=(— 1.12
2m o2M |’ ( )

ou ainda, se (p;) = m(v;) e (P,) = M (V,), onde (v;) e (V,) sdo respectivamente as

velocidades médias dos elétrons e dos ions da rede no equilibrio térmico, temos

é;i - Aﬂf (1.13)

Como a razao M/m ~ 10* 3, a Eq. (1.13) indica que os elétrons se movem, em média,
a velocidades muito maiores que a velocidade média dos carogos idonicos. Desta forma,
sempre que ocorre alguma mudanga na posi¢ao dos carogos i6nicos devido a flutuagoes
térmicas, é esperado que os elétrons se reconfigurem quase que instantaneamente, adotando
sempre a configuracao de menor energia correspondente ao novo arranjo i6nico e garantindo

que o sistema permaneca em equilibrio.

RYFEP © 0 g0 ®
JEELD 5 0/ 0 4

(a)

(b)

Figura 1 — Representacao simplista da interagao elétron-fonon em um sélido. Em (a),
vemos que a passagem de um elétron (representado pela seta preta horizontal)
pode atrair os ions da rede cristalina, gerando um actimulo de cargas positivas.
Em (b), este actimulo pode atrair outro elétron que passa pela regidao, de forma
que ocorreu uma interacao atrativa indireta entre os elétrons.

Neste caso, os dois sistemas estarao essencialmente descoplados, de forma que a
dindmica de um nao interfere diretamente na dinamica do outro. Tecnicamente, o que esta
sendo feito neste caso é desconsiderar o potencial jv(r; — R,;) na Eq. (1.8), que acopla a
dinamica eletronica com a dinamica da rede i6nica. Isso é equivalente a considerar que os
dois sistemas nao trocam calor, realizando apenas transformacoes adiabaticas. Uma vez que
permitimos a interagao entre os dois sistemas através do potencial de interacao, também

permitimos que os dois sistemas troquem calor e interajam de formas "nao adiabaticas".

E razoavel pensar que a interagao entre os elétrons de valéncia e a rede ionica

serd em média nula, uma vez que em geral os dois sistemas interagem de forma nao

3 A razdo entre as massas do préton e do elétron é aproximadamente m,,/m. ~ 1836 (Van Dyck et al.,

1985). Por exemplo, para um atomo de aluminio (massa atdomica ~ 27u), a razdo M/m ~ 5 x 10*.
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coerente por causa, por exemplo, da temperatura, que destroi qualquer fenémeno que
possa emergir desta interacao. Em alguns sistemas, no entanto, existem certas condigoes de
temperatura que permitem uma interacao coerente entre os dois sistemas, de forma que sao
formados estados duradouros no sélido. Os supercondutores convencionais sao um exemplo
emblematico deste tipo de sistema, onde a interacao entre elétrons e fonons ocorre por meio
de uma polarizacao da rede cristalina pela passagem de um elétron. Esta polarizagao gera
um acumulo de carga positiva que permanece por um certo tempo mesmo apds a passagem
do elétron. Um outro elétron que passa pelas proximidades da regiao polarizada pode
ser atraldo pela carga positiva excedente, de forma que, indiretamente, os dois elétrons
sentiram uma atracao efetiva entre eles. Essa situacao pode ser vista esquematizada na
Figura 1. Nos capitulos a seguir veremos em mais detalhes as particularidades desta

interacao e como que um estado supercondutor pode emergir a partir dela.

No capitulo 2 discutiremos as origens microscépicas da interacao elétron-elétron
efetiva a partir de um Hamiltoniano de elétrons e fonons acoplados. A partir deste
sistema, fazemos uma transformagao de Schrieffer-Wolff (SW) para obter um Hamiltoniano
transformado com uma interagao efetiva entre elétrons, mediada por fonons, que é atrativa
dentro de um certo regime de energia. No capitulo 3 simplificamos o Hamiltoniano
transformado para obter o Hamiltoniano modelo da teoria Bardeen-Cooper-Schrieffer
(BCS). Introduzimos um campo médio ao modelo (o gap de energia supercondutor) e
diagonalizamos o Hamiltoniano para obter a dispersao de energia das excitagoes elementares
do sistema e uma equacao para determinar o gap em fun¢ao da temperatura. No capitulo 4
introduzimos um termo de repulsdo Coulombiana entre elétrons ao Hamiltoniano original.
Utilizando a transformagao SW, obtemos um Hamiltoniano transformado com a mesma
interacao elétron-elétron efetiva obtida anteriormente, porém com um termo adicional de
repulsao Coulombiana. Simplificamos o Hamiltoniano transformado para obter o modelo
de Anderson-Morel (AM) e concluimos que o termo adicional repulsivo nao impede a
formacgao de um gap de energia, apenas suprime parcialmente a interacao elétron-fonon.

No capitulo 5 apresentamos algumas consideragdes finais e concluimos o trabalho.
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2 Sistema de elétrons e f6nons interagentes

Neste capitulo descreveremos o gas de elétrons acoplado com a rede cristalina.
As oscilagoes harmonicas da rede, assim como em um oscilador harmoénico quantico
usual, podem ser quantizadas, dando origem as quasi-particulas que chamamos de fonons
(ver Apéndice B). Além disso, permitimos a interagdo entre os dois sistemas no limite de
interagoes fracas, de forma que os elétrons irdao sentir o movimento dos carogos i6nicos como
uma pequena perturbacao no potencial periédico da rede. Isso pode ser entendido como

uma emissao/absorc¢ao de fonons por elétrons do sélido, tornando os sistemas acoplados.

2.1 Hamiltoniano de elétrons e fonons

Analogamente ao que foi discutido na secao 1.2, o sistema de elétrons e fonons pode
ser descrito por um Hamiltoniano que pode ser retirado da Eq. (1.8). Desconsiderando neste
primeiro momento a repulsao Coulombiana (trataremos sistemas com repulsdo eletronica

no capitulo 4), o Hamiltoniano do sistema serd composto de trés termos
H :Hel + Hion + Hel—iona (21)

onde, em segunda quantizacio (ROSSLER, 2009) (COMBESCOT, 2022)

He = kaCLngm (2.2)
k,o
Hion = Z hwqagaq, (2.3)
q
Hetson = Z Vallisaqotio (g + agq).- (2.4)
q.,k,o

t t ~ . o~ .~
Os operadores ¢, (cko) € alj(aq) sdo respectivamente os operadores de criagio (destruigdo)
de elétrons com momentum k e spin o e fénons de momentum q, que obedecem as seguintes

relagoes

{Ckoa CLIU/} = 5kk’60'o'/7 {Ckoa Ck’o’} = 07 {Ci"(o') CL/O./} = Oa (25)

[am a:;/] = Yaq’; [aq’ GQ’] =0, [aq7 aq’] =0, (2.6)

onde {, } denota relagoes de anticomutagao e [,] relagdes de comutagao, lembrando que

os operadores fermionicos (¢, e ¢x,) comutam com os operadores bosénicos (al e aq).

As equagoes (2.2) e (2.3) representam termos de elétrons e fonons livres no material,

respectivamente. Os elétrons livres possuem dispersao & = e — p onde e, = A2k> /2m é a
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(a) (b)

Figura 2 — Diagramas de Feynman da Eq. (2.4). Em (a) temos representado o termo
ok +qo0qCko, onde um elétron incidente no estado ko é espalhado através da
absor¢ao de um fénon com momentum q, de forma que o estado final do elétron
é k + qo. Analogamente, em (b), temos representado o termo CL +qaachkg,
onde um elétron no estado ko é espalhado através da emissao de um fénon de
momentum —q, de modo que o estado final do elétron é k + qo

energia de um elétron livre com momentum k e massa m e p é o potencial quimico que, a
temperatura zero, coincide com a energia de Fermi (Apéndice A). Assim & é a energia de

um unico elétron livre relativo ao nivel de Fermi.

Por outro lado, um féonon com momentum q possui frequéncia wq e dispersao fuvg,

onde considera-se que a propriedade
Wq = W_q (2.7)

é satisfeita (ver Apéndice B). Naturalmente, os momenta dos fénons estao restritos a
primeira zona de Brillouin (ROSSLER, 2009). Portanto, introduzimos um momentum
de corte gqp para os valores fisicamente significativos a serem assumidos por q. gp esta
associado a uma frequéncia caracteristica wp, chamada de frequéncia de Debye, que serve
como referéncia para valores usuais de frequéncia para cada temperatura. Deste modo as

frequéncias wq estao limitadas ao intervalo 0 < wq < wp.

A Eq. (2.4) é o termo linear de uma expansao em série de Taylor da Eq. (1.4), em
torno das posicoes de equilibrio i6nicas {RY}, assim como foi feito na Eq. (1.7) para obter
(1.8)(ROSSLER, 2009). Nao entraremos em detalhes na deducio deste termo, pois escapa
do escopo deste trabalho. Fenomenologicamente, este termo representa o espalhamento de
elétrons através da interacao com fonons da rede. Podemos entender este espalhamento

através dos diagramas de Feynman da Figura 2.

Em um sistema supercondutor, estamos interessados em espalhamentos entre
elétrons e fonons que promovem uma interagao efetiva entre elétrons. Essa interacao pode
ocorrer de diversas formas, sendo que cada uma delas possui uma contribuicao para a

interacao total. Em cada uma das contribuigoes, o elemento de matriz de acoplamento Vg4
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terd uma dependéncia distinta em g, mas usualmente modela-se esta interagdo através de
um acoplamento polar entre elétrons e fonons 6pticos de comprimentos de onda longos,
também chamado de acoplamento de Fréhlich. Neste caso, teremos que (ROSSLER, 2009)

e*hig (1 N 1)] %1, (2.8)

Va=1 2Vey \ew  €(0)/| ¢q

onde e ¢ a carga do elétron, V' é o volume do sélido, ¢y ¢ a constante dielétrica do vacuo,
€ € a constante dielétrica de oscilagbes eletronicas no sélido e €(0) é a constante dielétrica

estatica do sistema, para fonons com frequéncia w = 0. Por simplicidade utilizaremos que

e2hwq 1

Vq:Z VEO 5

(2.9)

A dependéncia explicita de V, com ¢ e wq serd necessaria no capitulo 4, porém agora ¢

apenas necessario que o Hamiltoniano da Eq. (2.1) seja hermitiano, de forma que

H = Z EilloCro + hfalaq + Vgl qotio(al g + aq) = H. (2.10)
q.k,o

Comparando as equagoes (2.10) e (2.1), conclui-se que £k, wq € Vq devem satisfazer
=& wyg=wq e Vi =V (2.11)

Note que a tltima condigdo em (2.11) é trivialmente satisfeita por V4 dado pela Eq. (2.9).

2.2 Interacdo elétron-elétron efetiva

Uma vez conhecido o Hamiltoniano do sistema, dado pela Eq. (2.1) em conjunto
com as equagoes (2.2), (2.3) e (2.4), é natural tentar diagonaliza-lo, em busca de seus
autoestados e suas autoenergias. Contudo, como existem termos nao-diagonais na Eq.
(2.4), isso nao é uma tarefa trivial. Desta forma, é comum procurar uma forma diagonal
do Hamiltoniano a partir de métodos perturbativos de diagonalizagao, utilizando, por
exemplo, o método da transformagao de Schrieffer-Wolff (SCHRIEFFER; WOLFF, 1966),

assim como sera feito a seguir.

2.2.1 Transformacao de Schrieffer-Wolff

A transformagcao de Schrieffer-Wolff (SW) é um método da teoria de perturbagao
que tem como objetivo obter um Hamiltoniano efetivo ‘H’' para baixas energias a partir
do Hamiltoniano exato, de modo a desacoplar as regioes de baixas e de altas energias
do sistema (BRAVYI; DIVINCENZO; LOSS, 2011). Isso é realizado a partir de uma
transformacao de similaridade unitaria que diagonalizara o Hamiltoniano parcialmente até

a ordem desejada na perturbacao.
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Em nosso caso, temos que o Hamiltoniano é composto de dois termos diagonais
em seus respectivos operadores (He € Hion) € um termo nao diagonal de interacao
entre particulas que mistura operadores bosénicos e fermionicos (He_jon). Efetivamente,
utilizaremos essa transformacao para diagonalizar o termo de interacdo do Hamiltoniano
de forma que, ao final, teremos ou apenas termos com operadores eletronicos ou apenas
termos com operadores bosonicos. Como estamos interessados em encontrar uma interacao
elétron-elétron efetiva, buscamos diagonalizar o Hamiltoniano nos operadores bosonicos,
de modo a obter um Hamiltoniano bloco diagonal que depende apenas dos operadores
eletronicos desacoplados com os operadores bosonicos. Com este processo em mente,

separamos o Hamiltoniano (2.1) em duas partes:
H="Ho+H, (2.12)

onde Hy é o termo nao interagente do Hamiltoniano e H, é o termo que considera

interacao entre particulas de naturezas distintas. Em nosso caso, temos Ho = He; + Hion €

sz = Helfion .

Prosseguimos, entao, definindo um operador unitario U que transforma o Hamilto-

niano ‘H em um Hamiltoniano efetivo ‘H’ através da transformagao

H = U'HU. (2.13)

Como queremos diagonalizar o Hamiltoniano de forma perturbativa, no minimo,

até alguma ordem desejada, é conveniente escolhermos U como um operador da forma
U=¢",

onde S é um operador a ser determinado, chamado de gerador da transformacao, e que
deve ser capaz de ser expandido em séries de Taylor. A condigdo de unitariedade de U

exige que
U =1,
de forma que, se U = e, entdao UT = e~ logo ST = —S . Assim a Eq. (2.13) se torna
H = e 5He”. (2.14)
Podemos expandir as exponenciais em (2.14) em séries de Taylor, de modo a obter
W = (1 e ;52 + 0(53)) H (1 LS 552 + 0(53)>
1 1
=H+HS —SH+ 57—[52 + 5527{ — SHS + O(S?)
1
=H+ (HS - SH) + 5(7{52 +S*H — 25HS) + O(S?)
1 3
=M+ (HS - SH) +5 <(7—[S ~ SH)S — S(HS - S’H)) +O(S%)
—_———— 2

[, 5] [#,5],5]
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1
= H =H+[H,S] +§[[H,5],s} +O(S%), (2.15)
onde O(S5?) indica termos de ordem S* ou superior. Com as equagoes (2.12) e (2.15) temos

H'=Ho + Hetion + [Ho, S|+ [Het-ion, S| + 5 [[Ho, 1, 8] + ... (2.16)

Na Eq. (2.16), consideramos que H é o termo dominante na expressao, e qualquer
termo que possua dependéncia em H_jon, €/0u em S sdo considerados como perturba-

¢oes. Além disso, termos em terceira ordem ou superiores na perturbacao — sejam eles

3

proporcionais a H3, ..., S* ou alguma combinacio dos dois como o termo [[’Hel_i(m, S], S}

—, sao considerados despreziveis, e serao desconsiderados.

Até agora a transformagao de similaridade dada por (2.14) é completamente geral,
porém agora faremos a suposi¢ao central do método da transformagao de SW. Como temos

bastante liberdade na escolha do operador S, podemos escolhé-lo de forma que
[%07 S] - _Hel—iona (217)

pois assim eliminaremos termos lineares na perturbagdo em (2.16). Lembre-se que nosso
objetivo central é se livrar de termos nao diagonais do Hamiltoniano que misturam
operadores de elétrons e bésons. Com a liberdade que ainda temos para o operador S,
veremos que é possivel escolhé-lo de forma a satisfazer (2.17) e ainda obter um Hamiltoniano
aproximado com termos que dependem apenas dos operadores eletronicos, representando

uma interacao elétron-elétron efetiva.

Seguindo, com a condigao (2.17), temos que (2.16) se torna
, 1
H = Ho+ §[Hel—i0n7 S] AFoos o (2.18)

Assim, serd utilizada a equagao (2.18) para obter o Hamiltoniano transformado H'

uma vez que o gerador S da transformacao seja determinado.

2.2.2 Determinacdo do gerador S

Obter uma expressao explicita para o gerador S, apesar de ser etapa crucial, nao
¢ muito discutido na literatura, de forma que muitas vezes a obtencao do gerador nao é
realizada de forma explicita. Por outro lado, existem propostas de uma forma sistematica
de obter um palpite para o gerador a partir do comutador n = [Ho, Her—ion] (HAQ; SINGH,
2020). Inicialmente calcula-se 7 e entdo utiliza-se da expressao calculada, substituindo as
constantes da expressao por coeficientes arbitrarios, como um palpite para S. Por fim, a
partir da condicao (2.17), determina-se os coeficientes, de forma que S fica completamente

determinado. A partir de entdo utiliza-se a expressao calculada de S para calcular o
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comutador da Eq. (2.18) e obter o Hamiltoniano transformado. Aplicando o método

delineado acima, notamos que

n= [H07 Hel—ion] = [Heh Hel—ion] + [%imu Hel—ion]‘ (219)

Com (2.2), (2.3) e (2.4), temos que

[Hela Helfion] = Z kaq(aiq + CLq) [C;r(ockg, CL/Jqu,Ck/U/] e (220)

k,o,q
k’,o”

[Hions Het—ion] = Z hquq’CLJrq’ockJ [ajqaq’ (aiq’ + aq)], (2.21)
q,k,0
q/

pois os operadores bosonicos e fermidnicos comutam. Para avaliar o comutador de opera-
dores eletronicos na Eq. (2.20), utilizamos as identidades de comutadores do Apéndice C,

em especial as equagoes (C.4) e (C.5), de forma que

T T _ T T T
[Cklo'ckQU" Ck30/0k40—/] - Ck1a’ Ck20'7 ck30/0k40'/ + ck10'7 ck3g-/ck40'/ Ckgo’

_ T T T
= Cky0 |Ckao) Cig07 Ck40/+ck3a’ Ck100 Ckao’ | Ckao

= Cilack40’5k2,k350,0’ - CL30’6k205k17k450’70’/7 (2'22)
de forma que, fazendo k; = ks =k, ks =k’ — q e ky = K/, temos
[CLUCkO—, CL—}-qo"Ck,UI] = chCk'U’(Sk,k'+q60,U’ - CL'+qa’Ck05k7k/5ng,' (223)

Assim, das equagoes (2.23) e (2.20)

Het Hetion] = Y ValGicra — &) (' q + )l goicr (2.24)

k,0,q

Analogamente, avaliando o comutador de operadores bosonicos na Eq. (2.21) e

utilizando novamente as equagoes (C.4) e (C.5), temos

[ailaq, (aT_q, +aq)] = ag [aq, (aT_q, + aq/)} + {ag, (aT_q, + aq/)} aq

al, [aq, aT_q,} + [ag, aq/} q = a0q—q — q,q'0q- (2.25)

Assim, das equagoes (2.21) e (2.25)

[Hiona Helfion] = Z Vq(m}—qaiq - hwq@q)CL+qUCko-- (226)
q.k,0

Desta forma das equagoes (2.19), (2.24) e (2.26), temos

n= Z Vq {(£k+q — &+ hw,q)aiq — (§k+q — & + hwq)aq)}ciwqacka- (2.27)

a.k,o
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Assim, como discutido anteriormente utilizaremos a Eq. (2.27) como palpite para
a expressao explicita do gerador S, substituindo as constantes obtidas na expressao por

coeficientes arbitrarios, de modo que teremos

S = Z Vylaal o + ﬁaq)cL+qacka. (2.28)

a.k,o

Para determinar as constantes « e 3, utilizamos a condigao (2.17), de forma que S,

dado pela Eq. (2.28), deve satisfazer

[H07 S] = _Hel—ion = [Hela S] + [Hiona S] = _Hel—ion- (229>

Calculando [H,, S] utilizando o Ansatz (2.28) e a Eq. (2.2), temos

[Her, S| = Z {qu(ozaT_q + Baq)[cfwckg, cLJrqa,ck/U/].

k,0,q9
k/,U,

Utilizando a Eq. (2.23), a equagdo acima se torna

[Het. S = ) ValGiera — ) (00l q + Bag)ch ot (2:30)

a,k,o

Analogamente, calculamos o comutador [H.,, S| utilizando as equagoes (2.28) e
(2.3), obtendo

[Hion, S| = Z hquq/chq,ackg[agaq, (aaT_q, + Bag)]. (2.31)
q9',9.k,0

Note que
[a];aq, (aaiq, + Bag)] = ag [aq, (aaiq, + ﬁaq/)} + [ag, (aaiq, + Baq/)} aq

= aa), [aq, aT_q,} + [ag, aq/} aq = aaldq-q — Boqqaq,  (2.32)

de forma que a Eq. (2.31) se torna
[Hion: S] = Y Vatlyqotho(@h_qaly — Bhwgag).
q.k,o
Pela condicao (2.7) temos w_q = wq, assim a equagao acima se torna
[Hion, S] = Z hquchqacka(aaT_q — Bag). (2.33)
q.k,o
Substituindo as equagoes (2.30) e (2.33) na Eq. (2.29) nos fornece que
Z Vo (Extq — fk)(aaiq + 6aq)clt+qgckg + Z hquchquckg(aaiq — Bagy)

a.k,o a.k,o

= — Z chquUckg(aT_q + aq)-

a,k,o
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Reagrupando os termos na equagao acima obtemos

Z Vq{ [a<§k+q ~ Gt fiwq) + an—q + {B@kﬂl — & — hwg) + 1} aq}CquJCka =0.

a.k,o

Como esta equacao deve ser valida para todo valor de k, q e o, entdo a condicao

(2.17) é satisfeita pela escolha de gerador dada pela Eq. (2.28) se

(Giera — G+ usg) + 1= 0

= &= = (6era = Gt Fuvg) (234)

Bbxrq — & — hwg) +1=0

= 0= —(§k+q — &k — ﬁwq>_1 (2.35)

Assim, com as equagoes (2.34) e (2.35), o gerador dado pela Eq. (2.28) fica
completamente determinado e satisfaz a condigao (2.17) que impomos para a transformagao
SW. Note que com essa escolha de a e 3 temos que ST = —S, pois das equacgdes (2.28),
(2.34) e (2.35)

1 1
St = Vi ¢ 0.( — A_q — aT> 2.36
2 Vit = g T e = 6 g (2:36)

a,k,o

1 1
= Ve a(— (g — al ) 2.37
Z ko thma fqu - gk + hwfq 4 fqu - é-k - hwfq 4 ( )

q.,k,0
1 1
= Vel c0<— g — aT_) 2.38
(;_ etaoti Sk — Ckrq T hwg + Ek — ki — Twg ? (2.38)
1 1
==Y Vg Jc(,(— al g — a) 2.39
q;r hetqo™h €k+q—§k+hwq 4 gk-l—q_gk_hwq 4 ( )
S

= -5, (2.40)

onde na passagem (2.37)—(2.38) utilizou-se as propriedades (2.7) e (2.11) e se realizou
as reindexagoes k — k + q e k — q — k. Assim, S dado pela Eq. (2.28) satisfaz todas as

propriedades discutidas na secao 2.2.1.
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2.2.3 Hamiltoniano efetivo

Com a Eq. (2.28) podemos finalmente obter o Hamiltoniano efetivo H' (2.18) a
partir do cdlculo explicito de [Hej—ion, S]. Das equagoes (2.4) e (2.28), temos

[Hel_ion, S} = Z Vo Vo' {chJquckU(aT_q + aq), CLJFq,U,ck/U/(aaT_q/ + ﬂaq/)]. (2.41)

a.9’ kK’
o,0’

Das identidades (C.4), (C.5) e lembrando que os operadores fermionicos comutam com os

operadores bosoénicos, a Eq. (2.41) se torna

[Hel—z’onv S} = Z VaVa [(aT—q +aq), (aa o T Bag ):|Ck+qo'cka—cir{/+q/ 1o
a.q’ kK (2.42)

0'0'

+VoVy {ckﬂmckg, CLJFq 5Kl }(aaiq, + Baq/)(aT_q + aq)-
Calculando o comutador {(aT_q + aq), (aaiq, + Baq/)}, temos

[(aT_q + aq), (ozaT_q/ + 6aq,)} = [ q T Bag )} [aq, (ol g T Bag )]
:a[T }—i—ﬁ[_q, }—i—oz[aq,aTq} B laq, aq]
~ (0 A% (.13

Desta forma, com as equagoes (2.43) e (2.42) temos

[ el— zon7 Z V V )Ck—‘,-qo'ckUCL/ qo-’ck, r Z Akk ,a,q’,0,0" (2 44)
q,k k' q, q k K’ .
o0’ cr,a"
onde o termo Ay ' ¢ o/ 0.0 ¢ dado por
Ak qq.000 = VaVa' [ck+qgckg, CL/+q 2Ci o } (aaf_q, + Baq,)(aiq + aq)- (2.45)

Das equagoes (2.34) e (2.35), temos que

3 1 n 1
a—f=—
§icrq = &k T g Eepq — G — W
g
7 e 62— o (240
de forma que, das equagoes (2.46), (2.44) e (2.11), obtemos
2hw
Haion S] =D Vol koo
2 e
i (2.47)
Z Ak,k’,q,q’,a,a"
q,q/, k Kk’

O'O'
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Por fim, organizando os operadores eletronicos na ordenacao usual para operadores
de interacao entre duas particulas (LANCASTER, 2014), obtemos

T i _ T T
Ck-{—qackUCk’fqg/ck’a’ - Ck+qa(5k,k’—q500’ - Ck’fqg/CkU)Ck’cr’

g
= Clepqo i/ —qo Ko’ Ckr + Ok —q0o07

de forma que a Eq. (2.47) se torna

2V [P
He —ion; S = 4 a1 CT UCT/ 1Ck’ o' Cko
[ ! } Z (bicrq — )2 — (hwq)? k+qo “k'—qo’ “k'0’ Tk

akk’
oo’ 2.48)
WWoltheg (
+ C O'C a'+ A / ! ool
Z (Exrq — &)? — (Bwg)? ko k Z kk',q,4'0,

q7k’U qu/7k7k/

o0’

Assim, podemos finalmente escrever explicitamente o Hamiltoniano efetivo H’
obtido na se¢do 2.2.1. Das equacoes (2.18) e (2.48), desconsiderando termos em terceira

ordem ou superiores na perturbacao e explicitando Hy, obtemos

Vgl hw
W~ Fwaala. + ( + |q q )T .
Zq: RERDDICES sy i

a.k,0

|Vq|2hwq f i
= C oCr/ O_,Cklalcko
Z (§k+q _ gk)Q _ (hwq)2 k+qo -k’ —q,

akk’
1
+ Sk ad oo

0,0’
/ ’
9,9’ k .k
0,0’

(2.49)

O primeiro e o segundo termo da Eq. (2.49) sdo termos de particula livre, que ja
eram diagonais no Hamiltoniano original. Note porém que, enquanto o termo de fénons
livres permanece inalterado, a dispercao do termo de elétrons livres sofre uma alteragao.
Isso pode ser entendido como uma perturbacao da energia livre dos elétrons devido ao
espalhamento com fonons do material. Para k > q a energia dos elétrons livres é pouco
desviada do comportamento quadratico de &, porém a medida que nos aproximamos da
regiao onde |£xq—E&k| & |fuwg|, ocorre uma distorcao da energia de particula livre eletronica,
de forma que um gap de energia surge em |€xrq — &k| = |fuwg|. Contudo, essa perturbacao
na energia de elétrons livres nao diz respeito a uma interagao elétron-elétron efetiva, uma
vez que depende apenas da densidade eletronica cleckg. Assim, nao entraremos em detalhes
sobre as consequéncias desse termo e iremos desconsidera-lo em favor da simplicidade do

sistema. Desta forma, escrevemos a Eq. (2.49) de uma forma mais compacta:

|Vq|2hwq T t § 1
!~ g ’ + — 14 / ’ ’
H ~ HO _|_ ( 5 )2 (? )2 Ck qo.ck/ q0./ Ck o Cko‘ 2 k7k ,4,q",0,0°)

q’k7kl qzq/7k7k/
o,0’ o,0’
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Figura 3 — Representacao grafica da interagao elétron-elétron efetiva.

onde Hy = He + Hion assim como na Eq. (2.18).

O terceiro termo da Eq. (2.49) é o que estamos procurando desde o inicio: um
termo de interacao entre duas particulas apenas com operadores eletronicos, representando
uma interagao efetiva entre elétrons. Assim como na Eq. (2.4), podemos representa-lo
graficamente por meio de diagramas de Feynman, assim como ilustrado na Figura 3,
onde dois elétrons interagem através da troca de um fonon virtual, podendo também ser
entendida como uma composicao dos dois diagramas da Figura 2. A interagao efetiva é,

em geral, repulsiva, mas se

[icra = &icl < |huwg], (2.50)

teremos que

[Val* g
(€irq = &i)? — (hwq)?

de modo que a interacao efetiva entre elétrons sera atrativa. Essa é a esséncia de qualquer

<0, (2.51)

teoria que procura descrever supercondutores: buscamos por algum mecanismo microscopico
que nos forneca uma interacao efetiva atrativa entre elétrons. Essa interacdo gera uma
instabilidade nos elétrons préximos do nivel de Fermi, de forma que surge um estado global
mais estavel no sistema, correspondendo a formacgao de estados ligados entre pares de
elétrons (ANNETT, 2004). Estes pares de elétrons sdo os chamados pares de Cooper e eles
podem ser formados por qualquer tipo de atracao efetiva entre elétrons. Neste trabalho,
estaremos interessados no acoplamento entre elétrons nos quais os pares eletronicos formam
estados com spin total 0 (estados singletos). Estes dardo origem a supercondutividade
convencional, descrita pela teoria BCS. Outros tipos de acoplamentos entre elétrons, que
dao origem a pares de Cooper com spin nao nulo ou em sistemas de elétrons fortemente
correlacionados dao origem a fases supercondutoras nao-convencionais (SIGRIST, 2005).
Note que em (2.51) ambos os elétrons que formariam o par devem satisfazer a condigao
(2.50), caso contrario apenas um elétron do par sera atraido, e um estado ligado nao
sera formado. Além disso esta interacao nao altera os spins eletrénico, pois estamos

considerando féonons sem momentum angular, ou seja, com spin nulo.
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k+q+¢

Figura 4 — Representagao grafica de termos bilineares nos operadores bosonicos.

Por fim, o quarto termo da Eq. (2.49) contém termos bilineares tanto nos fonons
quanto nos operadores eletronicos. Para ver isso, note que, junto com a Eq. (2.22), podemos

reescrever o termo Ay /o ¢.0.0- dado pela Eq. (2.45) como

Z Ax i qoo0 = Z Vo Vo' [CLJrqgcka, cL,Jrq,a,ck/U/} (aaiq, + Baq’)(aiq + aq)

a9 kK .9’k kK’
o,0’ o0’

= Z quq’@‘aiq' + 5%1’)(@101 + aq) (CL+qck’5k,k’+q’ + CL’+q/Ck5k+q,k’>

.9’k k'
o,0’

= Z 2V Vy (a (aiq,aiq + aiq,aq> + 6(aq/aiq + aq/aq))cL+q+q,ck.

.9’k k'
o,0’

Assim, vemos que neste termo temos interagoes entre um elétron e dois fonons, repre-
sentando termos nao lineares. Podemos representa-los por diagramas assim como o da
Figura 4, onde ocorre a interacao entre um elétron e dois fénons. Desde o principio,
quando definimos o Hamiltoniano do sistema pelas equagdes (2.1), (2.2) (2.3) e (2.4),
desconsideramos as contribuicoes de termos bilineares nos operadores bosénicos, uma
vez que a Eq. (2.4) é linear em ail e em aq. Desta forma, por consisténcia, estes termos
também serdo desconsiderados no Hamiltoniano transformado H’. Assim, com todas as
consideragoes que foram feitas acima, reescrevemos o Hamiltoniano transformado (2.49)

de forma mais simples como

I~ E i T
H ~ Ho a4 quCk+qUCk/_qg,Ck/U/Cka,

e (2.52)
onde definimos o potencial de interacao efetivo entre elétrons Viq, dado por
Vql?hw
Vak = Vol hivq (2.53)

(iera = &i)® — (hwq)®
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3 Teoria BCS

Apesar de todas as simplificagoes feitas na secao 2.2.3, o Hamiltoniano dado por
(2.52) pode ser simplificado ainda mais. Bardeen, Cooper e Schrieffer em seu artigo " Theory
of Superconductivity" de 1957 simplificaram a interacao elétron-elétron efetiva de modo a
capturar apenas o fenémeno central que imaginavam dar origem a fase supercondutora,
i.e., a interagdo atrativa entre elétrons. Assim, obteram o paradigmético Hamiltoniano da

teoria BCS. Veremos a seguir como tais simplificagoes podem ser feitas.

3.1 O Hamiltoniano BCS

O potencial de interacao efetiva entre elétrons Vi 4 favorece a formagao de estados
ligados entre pares eletronicos apenas se |x+q — k| < hwq para cada elétron que compoe
o par. Iniciando de uma superficie de Fermi de gas de elétrons completamente preenchida,

descrita pelo estado |[¥o) = > CL|O>, conhecido por suposicao, podemos adicionar um
k<kp

desses pares eletronicos no sistema, de forma que obtemos um estado dado por

’\IIP(ZT> = Z gpkl,k2CI{16L2|\I]0>7 é-F S sz‘ S h/(.Uq + €F

ki,ko

Onde &f é a energia de Fermi ol ol |W,) cria um par de elétrons com momentum
» CkCko|l ¥ 0
k; (i =1,2) e com energias restritas a casca & < & < g + €F sao coeficientes que, a
) ’ q )
principio, devem ser determinados. Assim, podemos representar graficamente o estado de

uma particula de cada elétron por um vetor no espaco reciproco, assim como na Figura 5.

Figura 5 — Momentum dos estados de uma particula de cada elétron do par, para valores
arbitrarios de k; e ko dentro da casca de energia 0 < &, < hwqg, acima de
uma superficie de Fermi completamente preenchida, representada pela area
sombreada.
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O momentum do centro de massa do par K = k;+ks restringe os estados que tornam
possivel a formacao de pares, pois tanto k; quanto ky devem satisfazer 0 < &, < hwq.
Desta forma, para um valor qualquer de K, temos que apenas um pequeno conjunto
dos vetores de onda dentro da casca de energia {r < &, < hwq + {F proporcionam uma
situacao favoravel para que a interacao atrativa efetiva entre elétrons formem pares de
Cooper. Este conjunto de vetores é representado na Figura 6 pelas areas sombreadas,
sugerindo, entdo, que os estados eletronicos que oferecem a situagao mais favoravel para a
formacao de pares sao aqueles onde K = k; + ko = 0 = ky = —k;. Isso ocorre de modo a
minimizar a energia cinética do par. Assim, a situacao mais favoravel é aquela onde os
elétrons possuem momenta opostos, de modo que se &, > fuwg + &p, entdo Vi q — 0. Além
disso, da Eq. (2.53), se wq — 0, entdao Vi 4 — 0, de modo que a frequéncia também nao
deve ser muito pequena. Em outras palavras, como wp ¢é a frequéncia de corte para os
valores fisicamente relevantes de wq, servindo assim como ponto de referéncia para valores

grandes ou pequenos de frequéncia, exigimos que w, v~ wp = |q| « ¢p.

-~

Figura 6 — Representacao do momentum do centro de massa K do estado do par eletronico
a partir dos estados de uma particula de cada elétron. Apenas quando k; e
k, estao conjuntamente dentro da casca esférica {p < &, < hwg + & € que

teremos formagao de pares.

Assim, com estas consideragoes e considerando que o par de Cooper tera spin nulo

/

(¢! = —0), a situagdo mais favoravel para a formagao de pares serd aquela em que

Viadx' k0o’ —o, S€ < hw
Vq’k ~ klVk’,—kYs’,—0> ’£k|7 ‘51’ D (31>
0, caso contrario,

ondel =k +q e & ~ 0 (ver Apéndice A). Desta forma, de (3.1) e (2.52), temos

H =~ Ho + Z VleLTCT—mC*uCIT-

k,1
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Tomando apenas a parte eletronica da equacao acima, obtemos o Hamiltoniano

BCS dependente do momentum eletronico

T (A
= Hpos = Z €k CleoCheo T Z VidCip iy 11011 (3.2)

ko k.1

3.2 Gap de energia e quasi-particulas

Naturalmente, a solu¢ao do Hamiltoniano BCS surge da sua diagonalizacao. No
entanto, o termo de interagao elétron-elétron, que possui termos de quarto grau nos
operadores eletronicos, dificulta a obtencao de uma solugao exata do Hamiltoniano por
métodos analiticos, de forma que emprega-se uma aproximacao de campo médio para
desacoplar os operadores do termo interagente, obtendo assim uma interagdo aproximada

apenas com termos bilineares.

Considere entao as quantidades <CLTCJLk 1) € (CokjCkp), que representam as médias
térmicas dos operadores de criacao e destruicao de pares de elétrons, respectivamente, ou
seja

<CLTCJLk¢> = 21’, Z CLTCik\LefﬁHBCS’
{k}{o}
onde Z ¢é a funcao de particdo grande candnica. Note que (c_k cky) também pode ser
entendida como a média de operadores de criacao de lacunas hLT =cg € hT_k | = Ok, de
forma que (c_g cxr) = (hLThT_k 1)~ Para um sistema com um ntimero de particulas grande
o suficiente, é de se esperar que perturbagoes causadas por CLTCik ou C_k|Ckt €m torno
destes valores esperados sejam pequenas, o que nos motiva a reescrever este produto de

operadores como
CLTCT—M = <CL¢CT—1{¢> - ((CLTCT—k¢> - CchTCT—k)a
e = (o) — ({coion) — coreir),

onde os termos em parénteses sao vistos como pequenas perturbacoes em torno da média.

Desta forma, o produto CLTCT_k 1C-1,C1p € Teexpresso como
CLTCEMC—NCIT = ((Cfmcikﬁ - ((CLTCikO - CLTCik)) <<C—I¢CIT> - (<0—1¢CIT> - C—liclT»

= (gl ig)e e + gl (enan) = (dyelig) (een)

+ (<CIT<TCT—k¢> — CI{TCT—k) <<C,1¢01¢> — C*UCIT)
~ 0

= cfycligenen = (dacli e e + egclileyen) — (egelig ) een). (3.3)
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Desta forma, reescrevemos (3.2) como

Hpes = Z ExChipCho + Z Via (el s yecnen + dgelileoyan) = (chyel ) leonan)) -
k.o k1

Podemos escrever a equacao acima de uma forma mais compacta se definirmos o "campo

médio"
B, (3.4)

de forma que Hpcs se torna

%BCS = Z kaLaCkg — Z (Aickicm + ARCLTCT—kJ, — Ak <CLTCT—k¢>) . (35)

k,o k

Na Eq. (3.4) introduzimos o pardmetro de ordem supercondutor, que representa
o condensado de pares eletronicos formado pela interacao elétron-elétron efetiva. Poste-
riormente ficara evidente que ele forma um gap ou lacuna no diagrama de energias do
sistema, de forma que muitas vezes Ay é chamado de gap de energia. Claramente, esse
parametro depende do momentum dos elétrons envolvidos na interagao, porém perceba
que ele também depende da temperatura através da média térmica <CLTCT_1( 1)- Para altas
temperaturas' temos que a energia térmica elevada dos elétrons impede a formacao de
pares, de forma que <CLTCik 1) =0 — A~ 0. A partir de uma certa temperatura critica
Tc, temos que Ay deixa de ser nulo e ocorre uma transicao de fase do estado normal para

um estado supercondutor.

Uma interpretacao fisica da dindmica do Hamiltoniano (3.5) pode ser dada ao se
notar que Afc_k cxr + (hermitiano conjugado) converte dois estados de um elétron ao
condensado de pares. Por outro lado, se utilizarmos novamente o operador de criacao
de lacunas hLT = c_k|, temos que o termo thTAik(CkT + (h. c.) representa o processo de
espalhamento de um tinico elétron em uma lacuna devido ao condensado representado
por Ay. Assim, o primeiro processo cria o condensado supercondutor enquanto que o
segundo mistura estados de elétrons e lacunas, criando estados entrelagados. Esta mistura de
estados dara origem a novas excitagoes elementares que se comportam como quasiparticulas
fermidnicas (COLEMAN;, 2015). Veremos em mais detalhes ao longo deste capitulo tanto
o comportamento do gap de energia em funcao da temperatura quanto o surgimento das

quasiparticulas.

O Hamiltoniano (3.5) é quadratico nos operadores de criagao e destruigao eletronicos,
diferentemente do Hamiltoniano original (3.2). Ja foi demostrado que um Hamiltoniano
deste tipo pode ser diagonalizado por uma transformacao de similaridade adequada
(BOGOLIUBOV, 1958) (VALATIN, 1958). Para isso, representaremos o Hamiltoniano

1

Quando comparadas a temperatura critica de transi¢do de fase de um supercondutor.
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(3.5) matricialmente, buscando por uma nova base de operadores de cria¢ao e destruicao o

torne diagonal. Para tal, note que, como o =1, | e {_x = &, temos que (3.5) se torna
’HBCSZZ(&{CTC 4—50T C el — Afe g e — Agcbac! >+ZA<CT cl )
ktCkt kC_k| k| kt—k{Ckt kbt _k| k\CgpC—ky/-

Kk Kk

Além disso, utilizando as relagoes de anticomutagao (2.5), temos que

Hpes = g <€kCLTCkT - 51(0—1@611@ — Agc_x Cxt — AkCLTCTk¢> + Z (Ak<CLTCTk¢> + fk)-
Kk Kk

Se escolhermos a base de vetores composta pelo conjunto dos pares ordenados Cy =
T

(ckT, cT_k i) , temos que, por inspecao, o Hamiltoniano acima pode ser representado matri-

cialmente como

Hpos =Y (g e ) (_52* :?:) (im) n <Ak(cLTCTk¢) +§k),
k

k Ck|

onde definimos a matriz

Ey = ( Sk _Ak) . (3.6)

de modo que

HBCS = Z CLEAkCL + Z (Ak<CLTCJLk¢> + ék) . (37)
k

Kk
Da &lgebra matricial (ver Apéndice D), sabe-se que se uma matriz genérica M é diagonali-
zavel, entao existe uma matriz unitaria U , cujas colunas sao compostas pelos autovetores
de M, que diagonaliza M através da transformacao unitaria UNMU. O segundo termo
da Eq. (3.7) é uma constante, logo ja é um termo diagonal, que é muitas vezes omitido
na literatura (ANNETT, 2004). Assim, diagonalizar o Hamiltoniano (3.7) se reduz a
diagonalizar Ek. Para isso calculamos seus autovetores v e autovalores A\ através da
equacao
(Ek _ )\kf>v _o, (3.8)

onde I é a matriz identidade. Para que (3.8) tenha solucao nao-trivial, temos que

. . — A —-A
det(Ek—)\kI> =0= gk *k k :Oi/\k:ﬂ:\/&%—f—lAkP. (39)
A =&k — A
Desta forma, teremos dois autovetores v e v_, associados a Fy = /& + |Ax|? e a —E,

respectivamente. Para obté-los, partimos de (3.8), substituindo Ay = Ey, para obter v, e

A = —Ey, para obter v_. Supondo que v e v_ sao dados por

v, = (g;) e v. = (gi) : (3.10)
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onde (4, (5, C3 e (4 sdo constantes complexas a determinar, temos que 3.8 produz as

seguintes equagoes matriciais:

=B A s (3.11)
—Ay =&~ Ex) \Cy

S+ Ex  —Ax Cs\ _ ' (3.12)
A =&+ Ex) \Cy

As equagdes (3.11) e (3.12) formam dois sistemas de equagoes lineares para Cy, Cy, C3 €

— Para A\ = +Fy

— Para \y = —Fx

Cy. Com a segunda linha da Eq. (3.11), obtemos

ALCy + (& + B ) Co = 0. (3.13)

Da mesma forma, a primeira linha da Eq. (3.12) nos fornece
—(5k T Ek) Oy + AyCy = 0, (3.14)
ou, tomando seu complexo conjugado, temos

— (6 + Ea) C5 + ALCY =0, (3.15)

Comparando (3.13) e (3.15), obtemos que as componentes de v, e v_ devem

satisfazer

Clijf € OQZ_O;:.

Definindo novas constantes C = uy e Cy = vy, obtemos o seguinte conjunto de

componentes dos autovetores de Fj:

Cl = Uk, 02 = Uk, (3 16)
03 == —Ult, 04 = ui’; .

A Tabela 1 resume as informacoes obtidas até agora sobre os autovalores de Eye

seus autovetores associados.

Assim, a matriz unitaria U que diagonalizara F) tera suas colunas compostas pelos

autovalores da Tabela 1, ou seja

N U —Ug N 1 uy Uy
Ve U luge? + o \ —vie e
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Autovalor Autovetor associado

Uu
B = /& + AP (o)
_ __e2 2 — U
B —— &+ 5] ()

Tabela 1 — Autovalores de Ey com seus autovetores associados.

A

Note que para U ser unitaria, temos que U Ur=1 , logo

poie b fme ) (e 1 (P 0 )
Juse> 4 [ \ e wf ) \ =i e |use|* + |v|? 0 | + ||

= |ug|* + Jv]* = 1. (3.18)
Assim
ot = (“k Uk) . (3.19)
—UVk Uk

Aqui vemos que a escolha de constantes feita em (3.16) é bastante arbitraria de

forma que seria possivel definir outros autovetores que também garantem a unitariedade

de U.

Para determinar as constantes uy e vy, consideramos a primeira linha da Eq. (3.11):
(ék — Ek) Uk — Akvk = 0

Multiplicando ambos os lados da equacio acima por vi e utilizando que |u|? + |vk|? = 1,

obtemos

FE —
(6 = Br)uevp — Axc (1= |we?) =0 = |w> =1+ kigkukv{i. (3.20)
Ay

Por outro lado, da Eq. (3.14), utilizando que C3 = —v; e Cy = ujf, temos

~ (B + &) vt + A = 0.
Multiplicando a equagao acima por wuy nos fornece que

Ay

— = ul* 3.21
Ex + §k|Uk| ( )

_<Ek + ék)uk?}i: + Agluk? =0 = wvy =

Ao substituir a Eq. (3.21) na Eq. (3.20) e rearranjando os termos, obtemos

1
lug | = 3 (1 + g;) , (3.22)
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e, como |uy|* + |v|* = 1,

1 €k
vk |? = 3 <1 — Ek> : (3.23)

Além disso, substituindo (3.22) em (3.24), temos

Ay

" 24
= (3:24)

UV = —

que sera util posteriormente.

Pela condicao de unitariedade de U (3.18), vemos que as constantes uy e vy podem
ser definidas a menos de um fator de fase. Assim temos que tanto |uy| e |vk| sdo suficientes
para determinar as constantes completamente. Note que uy e vy dados pelas equagoes

(3.22) e (3.23) claramente satisfazem a condi¢ao de unitariedade.

Seguindo com a diagonalizacao de Ey, temos que a matriz resultante da transfor-
macdo de similaridade UTEyxU serd uma matriz diagonal com os autovalores de £y como

elementos da diagonal principal, ou seja (ver Apéndice D)

i~ (B 0
OB =" . (3.25)
0 —FEx

Assim, de (3.7) e utilizando que UUt = I, temos que
k k

— Z ClUUTEUUTCL + Z (Ak(CLTcT_kQ + §k>
k k
_ zk: clo (Eok _?Ek) ot + zk: (Alelse ) + &)

Definindo novos operadores byt e bik | definidos como

R * * b
01Cy = (“k Uk> (CT“T) = ( T‘”) , (3.26)
—vk uk) \cly bly,

ka = U;CkT + Ultcj[—ki

ou ainda

3.27
bT_kJ, = UkCT_k\L — UkCkt ( )

Para unificar a notagdo dos novos operadores bT_ki e bxy, escrevemos, sem perda
de generalidade, vy = iv4, onde vy é uma constante complexa. Note que |vk| = |vx], pois
lok|? = (i) (—ir) = ||?, de modo que |uy|? 4 |vi|* = 1. Desta forma escrevemos (3.27)

de forma unificada como

bro = UpCro — iyltcT_k(_a) = bLU = ukcLJ + iVkC_k(—0)- (3.28)



Capitulo 3. Teoria BCS 37

Note que estes novos operadores obedecem a condigao de anticomutacao tipica de

operadores fermionicos, pois de (3.28) e das relagoes (2.5)

— {bko, blt,g,} = U/ Uy {ckg, CL,U,} + ey {c_k(_g), CT_k/(_U,)} = {bkg, bL’a'} = Ok k05,075
— {bko, bior } = —iug vy {cka, cik,(_g,)} — Tup vy {ck/a/, cT_k(_o)} = {bko, biwo } = 0;
{bka, bk, ,} = Uk {CLG, c_k/(_al)} + iUy ke {CLU/, c_k(_a)} {bka, bk, ,} =0.

Assim, podemos escrever Hpcg na forma diagonal como

Hpes = Z (bLT b,k¢> (Z?)k _(;k> (bﬁkT ) + Z (Ak(cbcikg + 51()

k k

ou ainda, realizando as multiplicagoes matriciais

Hpes = ZEk bmbkr by bt k¢ + Z CkTC k¢> + §k>

= Z Ek kaka + b kJ,b k¢ + Z CkTC k¢> + gk - Ek)

= Hpcs = Z Eyby, bio + Z Ay CkTC k¢> + & — Ek) (3.29)

k,o

Mais uma vez mantemos o segundo termo constante na Eq. (3.29) que algumas
vezes é omitido na literatura, uma vez que nao influencia no comportamento da dispersao

de energias do sistema.

Vemos, portanto, que os novos operadores by, € bfw sao excitagoes elementares
do sistema, comportando-se como quasiparticulas fermidnicas que misturam estados de
elétrons (¢l ) e de lacunas (c—k(~0))- Por se tratarem de excitagdes fermionicas, elas devem

obedecer a estatistica de Fermi-Dirac, logo

<nka> = <bLTka> = f(Ek), (330)

onde f(€) = com 31 = kpT.

1

efe+ 17

Além disso, do Hamiltoniano (3.29), vemos que a energia de uma destas excitagoes é
Ex = /& + |Ax|?, que depende principalmente do valor de Ay em fungao da temperatura.
Se Ax = 0, teremos Ey = |&|, de forma que a dispersdo das quasiparticulas se torna
indistinguivel da dispersao eletronica para Ay nulo. De fato, quando Ayx = 0, as equagoes
(3.22) e (3.23) nos fornecem |uy|? = 1 e |ui|? = 0 logo, da Eq. (3.28), bl., = ¢l a menos
de um fator de fase. A medida que Ay se torna nao nulo, i.e., inicia-se a formacao de
um condensado de pares eletronicos, um gap de energia de amplitude 2Ay se abre nas

proximidades da energia de Fermi, de modo que o valor de |uy| diminui e o de |vg| aumenta
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A
1 i
||
&k
|vie|?
0 Ay

(a) (b)

Figura 7 — (a)Dispersao de energia das quasiparticulas em fungao de & (curva preenchida).
Para Ay = 0, temos que Eyx = |&|, de modo que a dispersao se torna idéntica
a dispersdo de um gas de elétrons (curva tracejada). (b) |ux|? e |vk|* em fungdo
de Ak

(Figuras 7a e 7b). Assim, as quasiparticulas bLU se tornam uma mistura de estados eletro-
nicos e de lacunas. Podemos interpretar esse resultado fisicamente como um espalhamento
de estados de particula tinica para estados entrelagados bfw que sao sobreposigoes entre
lacunas e elétrons devido ao acoplamento elétron-fonon. Assim, |uy|? e |vk|? indicam as
probabilidades que uma quasiparticula seja um elétron ou uma lacuna, respectivamente.
Este processo é andlogo ao espalhamento de Andreev (Andreev scattering), que ocorre na

interface entre um supercondutor e um condutor no estado normal (COLEMAN, 2015).

O que nos resta agora é obter uma equagao que determine Ag. De (3.4), temos
Ak = — Z Vkl <C_1¢CM~> .
1

Invertendo a Eq. (3.27), temos

Cxt = Uk — Uﬁbiky
C_k| = ukb,M + ’Uf;bLT.

Assim,
<C—k¢CkT> = UkU;; (2 <b1T(Tka> — 1) — ’Ultz <bL¢bJr_k¢> + U12{ <b_k¢bk¢> .

Como bLTbT_k | € b_k| bt nao contribuem para médias térmicas, uma vez que termos

quadraticos nestes operadores nao estdao presentes no Hamiltoniano (3.29), temos que
<ler<TbJLk¢> = <b,k¢ka> = O, logo

<C—k¢CkT> = ukvl’; (2 <kaTka> — 1)
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Assim, com as equagoes (3.24) e (3.30)

(cokicir) = QAEk (1 —2f(Ek)) (3.31)

Pela aproximacao de campo médio dada por (3.3), temos que o valor médio de

pares de elétrons no sistema é

Z <CLTCik¢C—k¢CkT> ~ Z <CLTCik¢> (Cokycit)

k k

de forma que a existéncia de um valor nao nulo para <cik¢cLT>, implica na existéncia,
no equilibrio termodinamico, de um niimero médio de pares eletronicos acoplados pela

interacao Viq.

Em (3.31) vemos claramente a dependéncia com a temperatura da média (c_x|cxs)-
Para temperaturas muito altas (7'/T¢ > 1), temos que f(Ex) — 1/2 = (c_gjcxr) =0, 0
que significa que pares eletronicos sao fracamente acoplados para altas temperaturas fazendo
com que Ay seja nulo. Para temperaturas préximas a temperatura critica (7'/T¢ ~ 1),
temos que f(Ex) < 1/2 = (c_k ckt) # 0 e existe a possiblidade de obter Ay nao nulo.
Para saber com exatidao devemos calcular o gap de energia a partir de sua definicao dada
pela Eq. (3.4).

Substituindo a Eq. (3.31) em (3.4), obtemos

E
Ay — E 21 tanh 32
~ Sk = Vkl2E1 an <2k:BT> (3:32)

A Eq. (3.32), muitas vezes chamada de equagdo do gap, nos fornece uma relagao
autoconsistente que pode ser utilizada para obter Ay. Fazendo a aproximacgao da teoria
BCS em que Vige = =V (V = const.), temos que Ax = A} = A, logo

= Z 1 [VSETIEE Stlap (3.33)
V — 2./e2 + |A2 2kpT

Para um sistema macroscopico, k ¢ um conjunto que pode ser considerado continuo,

de modo que podemos substituir o somatoério em k por uma integral nas energias £, ou

D= [N

onde (...)k e (...)¢ representam funcoes de k e &, respectivamente, e N(§) representa a

seja

densidade de estados. Como k esta restrito para os valores dentro da casca de energia
|€k| < hwp, (3.33) se torna

E
—t h d
v /m[, an (Qk:BT> &
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onde F = /£%2 4+ |AJ2. Neste intervalo, temos que a densidade de estados é aproximada-
mente constante e igual a densidade de estados da energia de Fermi N (0). Assim, utilizando
que o integrando é uma fungao simétrica, obtemos a equacao do gap da teoria BCS:

1 hon 1 E
— [~ tann . 34
VNO) b E™ (QkBT) d (3:34)

A equacao acima, central na teoria BCS, determina A para qualquer valor de T'.
Além disso, (3.34) prevé uma temperatura critica T¢ na qual A deixa de ser nulo para

alguma temperatura finita.

Assim, para obter T¢, fazemos o limite de A — 0 = T = T em (3.34). Assim,
utilizando varidveis adimensionalizadas = = £/2kgT¢, temos (TINKHAM, 1996)

1 il tanh o hwp
= dzr~1In(1.13
VN(0) /0 P ksTc )’

que nos fornece
]CBTC = 1.13hC<.)D€71/VN(0).

Apesar de seu grande poder explicativo, estando de acordo com resultados ex-
perimentais para supercondutores metalicos como o aluminio, mercirio, estanho, etc.
(BARDEEN; COOPER; SCHRIEFFER, 1957) (ANNETT, 2004), a teoria BCS nao consi-
dera a repulsao Coulombiana entre elétrons. J. Bardeen e D. Pines justificam essa escolha
em seu artigo "FElectron-Phonon Interaction in Metals" de 1955 com o argumento que
as interagoes Coulombianas em um sélido sdo blindadas devido as excitacdes da rede
cristalina, de forma que elas sdo pequenas o suficiente para trata-las de forma implicita
através de valores empiricos da constante de acoplamento Vig/(BARDEEN; PINES, 1955).
Apesar disso, é 1util saber como o gap de energia pode ser afetado dentro deste regime
repulsivo. De fato, na sessao seguinte veremos que isso nos fornece informagoes importantes

sobre a interacao elétron-fonon.
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4 Modelo de Anderson-Morel

Em seu artigo "Calculation of the Superconducting State Parameters with Retarded
Electron-Phonon Interaction" de 1962, P. Morel e P. W. Anderson afirmam que "apesar
da teoria da supercondutividade original de Bardeen, Cooper, e Schrieffer (BCS) ter ido
longe na explicagao de processos basicos que dizem respeito a condensacao de sistemas
fermionicos, ela deve ainda ser considerada como uma teoria fenomenologica com respeito
ao uso que ¢ feito de um ‘potencial efetivo’ um tanto quando nao fisico para representar
as complexas interagoes Coulombianas e induzidas por fonons entre elétrons em um
metal" (MOREL; ANDERSON, 1962, tradugao nossa). Como foi discutido brevemente na
secao 1.2, a interagao elétron-fonon é uma interagao retardada, enquanto que a repulsao
Coulombiana ¢ instantanea. Desta forma um tnico parametro ajustavel nao € suficiente

para englobar as particularidades de cada interagao.

Desta forma, introduzimos ao Hamiltoniano de elétrons e fonons do capitulo 2, um

termo que representa a repulsao Coulombiana entre elétrons livres no sélido, dado por

%el—el = Z UqCTk+qalch/_qo—20k/0'2€k0'1’ (4.1)
kX' ,q,
01,02
onde
Uy = ¢ (4.2)
b Veo(a? +q) .
¢ a transformada de Fourier de um potencial de Coulomb blindado U(r) = 4::0T exp(—qor),

V o volume do sélido e g5 ' é o pardmetro de Thomas-Fermi (ROSSLER, 2009), que pode
ser interpretado como um comprimento caracteristico que indica a ordem de grandeza
da distdncia em que ocorre a blindagem do potencial. O termo repulsivo (4.1) pode ser
ilustrado por um diagrama de Feynman analogo aquele da interagao elétron-elétron efetiva
na Figura 3, representando uma troca de momentum q entre elétrons com momenta k e
k' devido & interacio Coulombiana, sem alterar seus spins. A utilizacio de uma interacao
blindada é qualitativamente justificada uma vez que os elétrons do sistema nao estao
completamente livres, mas "vestidos" com ions positivos da rede cristalina que blindam
parcialmente a carga total de cada elétron. Claramente, este nao é o caso mais geral para
interagoes repulsivas entre elétrons em um soélido, mas faz parte de um modelo simplificado
chamado Jellium, onde assume-se o sélido como um gés de elétrons interagentes sobre um
fundo de cargas positivas uniformemente distribuidas no espago (COMBESCOT, 2022).

Neste contexto, é possivel justificar que o elemento de matriz

62hwq 1
Vey ¢’

|Vq|2 =
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dado pela Eq. (2.9), também deve ser substituido por uma interagao elétron-fénon blindada,
ou seja (COMBESCOT, 2022)

g 1
Veo (> +aq3)

e
2 _

Val” = (4.3)

Assim escrevemos um novo Hamiltoniano elétron-fonon, onde elétrons, além de

interagir com fonons, interagem entre si diretamente através de uma repulsao Coulombiana
blindada:
H = Hel + 7_[ion + Hel—el + Hel—iona (44)

onde, assim como no capitulo 2.1,

He = Zékcigckm (2.2)
k,o
Hion = Z hwqagaq, (2.3)
q
Heorion = Z Valliaqotio (@l g + agq). (2.4)
q,k,0

4.1 Hamiltoniano efetivo com repulsdo Coulombiana

Relembrando o método da transformacao de Schrieffer-Wolff realizado ao longo da
secao 2.2, tinhamos como objetivo diagonalizar o Hamiltoniano nos operadores bosonicos,
de modo a obter um Hamiltoniano transformado que dependesse apenas dos operadores de
criagao e destruicao fermionicos. Com este objetivo em mente, na se¢ao 2.2.1, separamos o
Hamiltoniano em uma porgao nao interagente, dada por Hg = He + Hion € Uma porcao
de interacao elétron-fonon H.;_;., que dependia tanto dos operadores bosonicos quanto
dos operadores fermionicos. Por outro lado, o termo H.;_; dado pela Eq. (4.1), depende
apenas dos operadores fermionicos, sendo assim diagonal nos operadores bosonicos. Desta

forma, somos tentados a incluir H.;_; no termo nao interagente, de modo a obter
/
H = H(] + Helfionv

onde H{ = Ho + Her—er- Note que com a escolha feita acima, juntamente com o gerador S

assim como definido no capitulo 2.2.1, o Hamiltoniano transformado H' serd dado por

1
Hl ~ 7‘[6 + 5 [Helfiona S] 5 (45)

se a condicao [Hy, S| = [Ho, S|+ [Hei—et, S| = —Hei—ion for satisfeita. Assim como discutido
na se¢ao 2.2.2, uma vez proposto um formato para o gerador utilizamos a condicao [Hy, S] =
—Hei—ion para determinar S completamente através da determinacao dos coeficientes

arbitrarios que sao inevitavelmente inseridos na definicdo do gerador. Note que, escolhendo
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o mesmo gerador dado pela Eq. (2.28)

S = Z Vylaal o + ﬁaq)cL+qgckg, (2.28)

a.k,o
teremos que, se [He e, S| = 0, 0s coeficientes « e 3 serdo exatamente aqueles obtidos no
capitulo 2.2.2, pois neste caso teremos que [H, S| = [Ho, S]. Vejamos entao se este é o

Caso:
UgVq taq) |d, e e o, ¢ (4.6)
el ela —q q k' o1 “Kkhoo kooaCkior s K03 ksos | » .

onde Z indica de forma implicita uma soma sobre todos os indices, e os momenta dos
elétrons foram reindexados a fim de simplificar a notacao. Pelas identidades (C.4) e (C.5),

temos que o comutador eletronico em (4.6) se torna

E E T T T T
Ck/ Ck/202 Cko09Cky015 Ckég3 Cksos + Ck/l o1 Ck’202 ) Ck{dg3 Ck3os | CkaooCkyo
E T T T T
- Ck/1<71 Ck/ Ck20'2 Ckio1y Ckgog Ck3o3 + CkéUs Ck,lo'l Ck/2027 Ck3o03 | CkooaCkiog
E 1 T
= Ck’ Ck’ CkQ(72 [Cklal, Cké(73 + [Ckooy, Ckgag Ckio1 | Cksos

T i T T
+Ck’ 3 (Ck’101 ck’ 57 Cksos + Ck'101’ck3‘73 ck’202 Ckooz Ckron

E T T T T
- Ck’lgl Ck’ Ck2020k301 + Cklo'lck30'2> + (Ckgo'Qcklla'l + Ckggl Ck’202 Ck09Cky01 -

Assim, realizando algumas reindexacoes, temos

E T T +
{Ck’ o1 ck’ o2 Cka02Cky01 Ck’ o3 Ck303 Ck’1 o1 Ck’202 {Ck202 » Ckyo } + Ck' Ck’lal Cko02Ck101
-~

\_\,_/
=0 5

=0 = [Hel—el; S] =0.

Pela discussao anterior, temos que os coeficientes a e [ ainda sao dados pelas
equagoes (2.34) e (2.35), respectivamente. Desta forma, obtemos o mesmo Hamiltoniano

transformado do capitulo 2.2.3, com a adi¢ao do termo repulsivo (4.1), ou seja

§ : \V mw
=Hy+ Uq .o ' o' ko + el Cr/ 1 C
4%k+qo “k’' —qo’ “k'0’ Cka 2 Ck+qo K/ —qo’ CK' o' Cko -
4 (Sxrq — — (hwg) a

qkw kw
Utilizando as formas explicitas de Uy e de [V4|* dadas pelas equagdes (4.2) e
(4.3), respectivamente, podemos agrupar os termos de interagao elétron-elétron, obtendo o
Hamiltoniano para o modelo de Anderson-Morel

e? (Fwg)? >
Han = Ho + I+ q Aol o, (47
. : qzk; Veo (a® + 45) < (Exsq — &10)2 — (Bg)? ) KHao K —ao'k ko> (4.7)

o,0’

onde definimos novamente o potencial de interacao Vg x como

62

el (hwq)?
Var = Veo (2 + @) (1 i (Ektq — )% — (hwq)2) 5
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Na Eq. (4.8), vemos que para altas energias de espalhamento, i.e., [€xyq—E&k| > hwq,
a interagao elétron-elétron efetiva se torna desprezivel e a repulsao Coulombiana se torna
o termo dominante da interacao, de forma que como um todo a interacao é repulsiva.
Para energias de espalhamento |{xiq — &k| = 0, temos que neste modelo as contribuicoes
atrativas e repulsivas se cancelam perfeitamente e, por fim, quando [€x1q — &k| < hwg O
termo de interagao elétron-fonon ¢é atrativo, porém a interagao como um todo ainda é

repulsiva devido a contribuicao do termo Coulombiano.

Podemos visualizar estas trés situagoes definindo uma frequéncia de plasma para
o gés de elétrons, dada por w = |€k+q — &k| /B, de forma que o potencial de interagao se

torna

B Veo (9 + q3) wa

2 2

Vigqu)= ——— (1 + w;f) . (4.9)

Neste caso, temos que para w > wq, 0 plasma de elétrons oscila em uma frequéncia

muito maior que aquela dos carogos ionicos de forma que estes nao acompanham a excitagao
do plasma eletronico. Por outro lado, quando w < wq, a frequéncia de plasma do gas
eletronico se aproxima de uma espécie de frequéncia de ressonancia dos carogos ionicos,
que faz eles deslocarem-se para além da distancia necessaria para simplesmente blindar
a carga eletronica, de forma que ocorre uma "superblindagem'(overscreening) por parte
da rede i6nica. Uma vez que os carogos idnicos sao muito mais massivos que os elétrons,
esse "deslocamento excessivo' dos carogos i0nicos gera uma interacao efetiva atrativa

e retardada entre elétrons, em contraste com o carater essencialmente instantaneo da

repulsao Coulombiana (COMBESCOT, 2022)(COLEMAN, 2015).

4.2 Gap de energia no modelo de Anderson-Morel

Para obter o gap de energia para no modelo de Anderson-Morel, consideramos
apenas a situacao mais favoravel para formacao de pares eletronicos de maneira analoga
ao que foi feito na se¢do 3.1. Assim, uma simplificacdo do potencial (4.8) mas que ainda

captura o carater essencial da interacao possui a forma

1 pP— )\ , S€ |§k|7 |§l| S th

qu ~ Vk] = W(Sava/dfk,k/ X (410)

P , caso contrario

ondel =k +q e p' e X sdo as médias angulares do potencial de Coulomb e do potencial
elétron-elétron efetivo, respectivamente (MOREL; ANDERSON, 1962). Note que se p = 0

este modelo se reduz a teoria BCS. Assim, da Eq. (4.7), o Hamiltoniano do sistema se

1 usualmente se usa a letra grega p para representar a média angular do potencial de Coulomb (MOREL;

ANDERSON, 1962) (COLEMAN, 2015), porém para evitar confusdes com o potencial quimico, opto
por utilizar a letra p.
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A €
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0+ Aq
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Figura 8 — Variagao de A(e) ao longo da banda eletrénica que serd considerada na inte-
gragao. Note que para diferentes regides de energia o gap muda de valor.

torna

Hpp = Z kaL,Cka + Z Vk,lclT(TCT_uC—uClT‘ (4.11)
k,o kl

Esse Hamiltoniano ¢ idéntico aquele resolvido no capitulo 3.2, de forma que obtemos

a mesma Eq. (3.32) para um gap de energia com dependéncia em momentum, dada por
Ay BE

Ag = — Vi——tanh | — | . 3.32

k Z} “‘2E1an(2 (3:32)

Das equagoes (3.32) e (4.10), temos que Ay deve assumir valores distintos para os

diferentes intervalos de energia nos quais Vi esta definido, de forma que

Ay se & < hwp

Ay = (4.12)

Ay, caso contrario

Tomando mais uma vez o limite do continuo para o conjunto dos k, trocamos
o somatério na Eq. (3.32) por uma integral nas energias ponderada pela densidade de

estados, ou seja

D A(€)

Ale) = — [ VOV s

BE(€,A)

tanh dé’, (4.13)

onde & — €, § — €/ e D é a metade da largura da banda eletrénica, que restringe a regiao

de integracao assim como mostra a Figura 8. Nesta regiao a Eq. (4.12) se torna

Ay, sele] < hwp
Ay = . (4.14)
Ay, se hwp < le|] < D

Para calcular a integral em (4.13) temos que considerar dois regimes de energia
principais: |e| < hwp = A(e) = Ay e hwp < |e] < D = A(e) = Ay. Assim obtemos duas
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equagoes:

PE(,A)

A =— /D N()V (e ¢€) Al€) tanh

/ < '
D 2E(¢, A) de"  (le] < hwp), (4.15)

PE(€,A)

Ay = — /D N()V (e €) Ale) tanh

- TCN d¢  (hwp <|e| < D).  (4.16)

A primeira vista, ambas as equagdes podem parecer idénticas, porém devemos
tomar cuidado com o valor de V' (¢, €') a medida que variamos o valor de €’ nos limites da
integral. De (4.10), vemos que tanto |¢| quanto |¢| devem ser menores que fuvp para que
Ve, €)= p— A Se |e] ou |€| se encontrarem em outro regime de energias, entdo teremos
que V (e, €') = p. Assim, considerando uma densidade de estados constante N(e) = N(0)
em todo intervalo de energias entre —D e D e com auxilio da Figura 8, separamos (4.15)

e (4.16) em trés intervalos de energia:

gy [PMIBN) e tnb(BE()2)

d /
D 2F(A) —hwp  2E(Aq) ‘

oA /D tanh(BE(A)/2) s

hwp QE(AQ)
— ~fwp tanh(ﬁE(A2>/2) / Mop tanh(ﬁE<Al)/2) /
Sl =—pta [ JE(A, de—pAl/MD B
D tanh(BE(A)/2) .,
_pAz/th 2B (D) de’,

onde a dependéncia da dispersao E = /€2 + |A;2|? com € foi mantida de forma implicita.

Como os integrandos sao todos fungoes pares, podemos escrever as equacoes acima como

Ay = —pAs /:D tanh(gé(jm 2 4e + (A — p)As /0 " tanh(ga(ﬁl)/ D ge (417)
b tanh(BE(A.)/2) ., fwp tanh(BE(A1)/2) -,
Ay = —pAy /MD EA,) de’ — pAl/O E(A) de (4.18)

Para obter 651 = kgT¢, consideramos que nas proximidades da temperatura critica

Ao <€, logo E(e, A1) = /€2 + |A12|> = |e|. Assim (4.17) e (4.18) se tornam

D tanh(Boe /2 oo tanh (B’ /2
Ar=—phe [ tanh(Poe'/2) )de'—l—()\—p)Al/O tanh(Pec’/2) 4

D € €
D tanh "2) ., hwp tanh n/2) .,
By =—pls [ (f,oé/ ) de o | <€?6>/ ) e

Utilizando que (TINKHAM, 1996)

a/2tanh
/ WYL 44 ~ In(1.130),
0

T
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temos, se © = [o€ /2

Ay = (A= p)A1In(1, 13Fchwp) — pAgIn(D/hwp)

(4.19)
AQ = —pAl ln(l, 135077,(,0[)) - pAQ ln(D/th)
que pode ser escrita em forma matricial como
A\ (1= (A—=p)In(1,130chwp)  pln(D/hwp) _0 (4.20)
A, pln(1, 138chwp) 1+ pln(D/hwp) '

Como procuramos solugdes nao triviais de (4.20), entdo o determinante da matriz
de coeficientes deve ser nulo, de forma que obtemos, apés um pouco de manipulacio

algébrica,

= In(1, 138¢hwp), (4.21)

onde
. _ P
1+ pln(D/hwp)

¢é chamado de pseudopotencial de Coulomb. Assim, a temperatura critica do sistema é

p (4.22)

1
A —p*

kpTe = 1,13hwp exp <— >, (A=p*) > 0. (4.23)

Veja que para obtermos apenas temperaturas criticas finitas A\ — p* > 0. Se
permitissemos A — p* < 0, terfamos que, a medida que (A — p*) — 07, T¢ — 00, 0 que
claramente nao é uma solucao fisica. Interpretamos este resultado como o regime em que
a interacao elétron-elétron efetiva nao é suficiente para vencer a repulsao Coulombiana,
e um estado supercondutor nao ¢ formado. E essencial notar que nio é a intensidade
total do potencial de Coulomb que é importante para que uma temperatura critica finita
exista, mas sim o potencial renormalizado p*, que é sempre menor que p. Desta forma,
é possivel que A — p seja sempre negativo (indicando uma interagao sempre repulsiva),
mas A — p* negativo, de forma que um gap de energia nao nulo ainda pode existir para
temperaturas abaixo de 7. Essa renormalizacao da interacdo Coulombiana ocorre devido
ao carater retardado da interacao elétron-fonon. Complementando a discussao feita ao final
do capitulo 4.1, o tempo caracteristico 7. da dindmica eletronica é da ordem do inverso
da energia de Fermi, ou seja, 7. ~ h/Er que é um valor muito menor do que o tempo
caracteristico da dindmica da rede wp' (SIGRIST, 2005). Desta forma, a passagem de um
elétron deforma a rede cristalina excitando modos normais de vibracao polarizados, ou
seja, fonons. Estas excitagdes permanecem existindo mesmo muito depois da passagem
do elétron, o que permite que outros elétrons sintam uma interacao atrativa, comunicada
pelos fonons, mesmo que estes nao se encontrem no mesmo sitio da rede, o que reduz

ainda mais a efetividade da repulsao Coulombiana.



Capitulo 4. Modelo de Anderson-Morel

48

A(e) a
Ay

—hw fiw €
D AQ* D

(a) (b)

Figura 9 — Em (a) vemos a dependéncia esquemdtica de A em fungao da energia e. Em (b)
a nova dispersao das quasiparticulas no modelo de AM (curva preenchida). Veja
que quando € = +hwp, o gap muda de valor de modo a se adaptar a interacao,
minimizando a energia do sistema. As curvas tracejadas indicam as dispercoes

para gaps de energia constantes Ey = (/€2 + |A|? e Ey = (/€2 + |Aq|%

Podemos também obter o valor de Ay, para T' = 0. Neste caso teremos que as

equagoes (4.17) e (4.18) nos fornecem

D 1 hwp 1
Ay = —pAg/ ———df+ (A — p)Alf ——d¢;
hwp y [€2 4 | Ag|? 0 €2+ | A2

D 1 hwp 1
AQ = —pAQ/ — d€/ — pAl/ — dE/
o [+ B VRN

Resolvendo as integrais no regime A; 5 < hwp, D (Apéndice E), obtemos

Al = ()\—p) Al IH(QhAUD/A1> —pAQ IH(D/th>,
AQ = —pAl hl(QMD/Al) — pAQ IH(D/hUJD)

Resolvendo o sistema para A;, obtemos

A (T = 0) = 2hwp exp (— > : (le| < hwp)

A — p*

Bg(T = 0) = =35 (0), (heop < |e| < D)

ou ainda, em termos da intensidade relativa A;/As:

Ax(0) — p”

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Com a Eq. (4.27), vemos que A(e) muda de sinal e diminui em médulo para

le| > hwp (Figura 9a). Isso ocorre de modo a minimizar a energia do sistema, se adaptando
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a mudanga na interacdo entre elétrons, que se torna puramente Coulombiana nesta regiao,

assim como podemos ver na Figura 9b, que mostra a dispersao E(e, A) = (/€2 + |A(e)|?
das quasiparticulas introduzidas na se¢ao 3.2, em fungao da energia e.
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5 Consideracoes finais

Ao longo deste trabalho vimos como é possivel obter uma interacao elétron-elétron
efetiva a partir de um sistema de elétrons e fonons interagentes utilizando uma transforma-
¢ao de Schrieffer-Wolff em um Hamiltoniano modelo. Apesar da andlise que se sucedeu ter
sido feita para modelos simplificados, foi possivel obter um entendimento mais profundo
sobre os mecanismos de acoplamento entre elétrons em um sélido e suas implica¢oes na
origem microscopica da fase supercondutora em metais simples, onde a aproximacao de

gas de elétrons livres é boa para descrever os elétrons de conducao.

Devido aos tempos caracteristicos das excitagoes idnicas serem muito maiores do
que os tempos caracteristicos eletronicos, a interacao elétron-fonon assume o carater de
uma interacao retardada. Por esse motivo, a interacio elétron-fonon é capaz de transmitir
momenta entre elétrons mesmo quando estes se encontram em sitios distantes na rede
cristalina, em contraste com a interacao Coulombiana que possui intensidade significativa
apenas quando elétrons se encontram em sitios muito préximos. Essa caracteristica da
interacao elétron-fonon diminui significativamente o efeito da repulsao Coulombiana na
formacao do gap de energias, de forma que é possivel existir uma fase supercondutora

mesmo se a interagao elétron-elétron como um todo for sempre repulsiva.

Claramente, ainda ha muito espaco para aperfeicoar a anélise feita neste trabalho.
Inicialmente, poderia-se buscar por solugoes computacionais para o Hamiltoniano exato
Hpcs com uma interagao elétron-elétron efetiva apropriada, de modo a comparar quanti-
dades obtidas pela teoria com dados experimentais. Além disso, com estas solugoes, seria
possivel também verificar o quao boas sao as aproximacgoes de campo médio realizadas na

secao 3.2 para obter as solucoes analiticas.

Outra possibilidade seria investigar outros mecanismos de acoplamento entre
elétrons, sejam eles interagdes que considerem interagoes elétron-fonon mais complexas,
interagoes entre elétrons devido a excitagoes coletivas de origem magnética ou sistemas
eletronicos fortemente correlacionados onde os elétrons nao sao tao moveis quanto em
sistemas metalicos, de forma que o efeito de retardo da interagao elétron-fonon nao tem
mais um papel tao crucial, uma vez que os tempos caracteristicos das excitacoes idnicas e
eletronicos se tornam semelhantes. Na maioria destes sistemas teriamos que considerar
elétrons com simetrias distintas dos estados singletos utilizados neste trabalho, de forma
que surgiriam pares de Cooper com momentum angular nao nulo que podem interagir

das mais diversas maneiras, dando origem a mecanismos de acoplamento alternativos

(SIGRIST, 2005).
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APENDICE A - Gés de elétrons livres

Um dos sistemas eletronicos mais simples de se tratar é o gas de elétrons livres.

Neste modelo, consideramos que cada elétron possui apenas energia cinética,

=2

Hel =

2
pA

=, Al
> o (A1)

Consequentemente, a equacao de Schrodinger para o sistema de N elétrons sera
Helw(rh ro, ..., I'N) :E¢<r1, ro, ..., I'N), <A2)

onde F é a energia total do sistema e 1(ry, ra, ..., ry) é a funcdo de onda de muitas
particulas, representando o estado do gés de elétrons. Cada elétron deste sistema ira
individualmente satisfazer a equagao de Schrodinger para uma particula (ROSSLER,
2009)(KITTEL, 2005)

H o) = e(xy), (A.3)
onde
) 2 h2 o
g _Pi_ Mo o 9 Ad
< om 2m Vi Vi or; (A-4)

A equagao (A.3) é uma equacao Schrodinger de uma particula livre, de forma que

as fungoes de onda que serao solugdo de (A.3) terdo a forma

(1) = ) = e (A5)

onde V' ¢é o volume do soélido que contém as N, particulas e funciona como uma constante

de normalizacao da fungdo de onda. Utilizando (A.3), (A.4) e (A.5), podemos obter os

autovalores de H S)

R, H2K? R
—%Vl wk(ri) = zbk(r,;) = € =€ = om

- (A.6)

Além disso, consideramos, por simplicidade, o sélido como um cubdide com lados
de comprimento L; = N;a; onde j = 1,2, 3 indica os eixos coordenaos, N; sao inteiros e
a; sao as arestas do cubdide, de forma que o volume do sélido serd V' = L Ly L3. Podemos
entao evocar condi¢oes de contorno periddicas (C.C.P.), de forma que (A.5) serd periddica
dado um deslocamento do vetor L = (Ly, Lo, L3). As C.C.P. restringem os vetores k a
valores discretos, e sao fisicamente aceitdaveis, uma vez que os elétrons estao contidos no
volume de um sélido cristalino, por exemplo. Quantitativamente, temos que as C.C.P.

exigem que
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1 . 1 . .
Yk(r; + L) = We”k'(rﬁm = W@“"“ = (r;)) = e*L' =1 ou k-L=2mn, (A7)

onde n = (ny,n2,n3) ¢ uma tripla de inteiros e cada componente satisfaz 1 < n; < N; — 1,
i.e., estamos restringindo k & primeira zona de Brillouin. Tomando (A.7) termo a termo,

temos que as C.C.P. exigem que
n;, j=1,2,3 (A.8)

Desta forma, cada funcao de onda serd determinada por algum conjunto de ntimeros

quénticos (ny, ng, n3).

E importante notar que (A.5) é solucio de (A.3), mas nao do Hamiltoniano (A.2)
proposto originalmente para as N particulas do géas de elétrons. Para obter a solucao de
(A.2), é necessario que a funcao de onda de muitas particulas ¢ (ry, ro, ..., ry) =¥({r;})
respeite o Principio de Exclusao de Pauli, ou seja, que ela seja antissimétrica frente a
permutacao de duas particulas idénticas, de modo a impedir a ocupacao simultanea de
um mesmo estado por duas particulas. Isso usualmente é realizado escrevendo a funcao
de onda através de um determinante de Slater (ALTLAND; SIMONS, 2010), dado por
(ROSSLER, 2009)

Vi (r1) i (r2) - g ()
1 () i (r2) - i ()
b= T T ’ (A9

wkN (rl) wkN (1‘2) s wkz\f (rN>

onde k; representa o momentum do i-ésimo elétron, determinado por algum conjunto de
nimeros quanticos (ny, ne, ng). Note que, por construgao, se permutarmos duas linhas ou
colunas de (A.9) (indicando permutacao de duas particulas), o determinante muda de

sinal e é nulo se duas linhas forem idénticas (duas linhas com mesmos niimeros quanticos).

Realizar calculos utilizando determinantes de Slater pode ser bastante dificil e
confuso, principalmente a medida que o sistema aumenta de complexidade. Desta forma,
usualmente utiliza-se a representagao de ocupagao da mecéanica quantica, onde definem-se
os operadores de aniquilacao e criacao de elétrons com momentum k e spin o dados
por ¢y, € CLU, respectivamente. Estes operadores obedecem a algebra de anti-comutacao
(LANCASTER, 2014)

{¢ko, CL/U/} = ckUcLU, + CL,g/ckg = Ok i/ 00075 (A.10)
{Cko Cwo} = 0; (A.11)
{clos b} = 0. (A.12)
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Nesta representacao, temos que a func¢ao de onda serd da forma

|1/}> = |nk10'17nk20'27"->7 (Al?))

onde n = 1,0 é o niimero de ocupacao do estado de férmions com niimero quantico k;o;

(1=1,2,...). A aplicacdo de destes operadores sobre uma func¢ao de onda ¢é definida como

w> = (—1)Sinkm Nkio15y Nkoogy -+ - - s N0y — 1, .. > (A14)
CL‘%’¢> = <_1)SZ(1 = Nk;o4|Mky015 MUkaos - - - ko T 17 .. > (A15)

i—1

onde s; = Z nk,o,(ROSSLER, 2009). Deste modo justifica-se a nomenclatura de
k=i

Ckio;

operadores de cria¢do e destruigido, uma vez que CIT(,'O'i(ckz'Ui) cria (destréi), um elétron no
estado k;o;. Assim, a funcdo de onda de muitas particulas pode ser gerada através da

operacao sistematica dos operadores de criacao sobre o vdcuo eletronico
|0> = ‘{nkitn = 07 v ki,O’i}), (A16)
de forma que

) = cLUchQUz . CIT(NJN|O>‘ (A.17)

Note que, de (A.14) e (A.15), temos que

Chyo i |9) = (1) (= 1) (1 = (nii0, = 1)) [0 (A.18)

Como ny,,, = 0,1 para fermions, temos que (A.18) nos fornece que

CLidiCkiUi|¢> = nki0i|¢>’ (Alg)

T

de forma que ¢, cx,s; conta o niimero de particulas no estado k;o;, e o operador

- t B R
N = E k0, Ckioi = N0
kio; kio;

chamado de operador nimero, conta o nimero de particulas em |¢). Nesta representa-
¢éo, os operadores de uma particula (A;) e de duas particulas (A,) sdo escritos como
(LANCASTER, 2014)

Al - Z<wai|‘41|¢aj>cj;icaj; (AQO)
ij

AQ - Z<¢ai¢o{j|A2|¢al¢ak>cl@c£jcakcak; (A'Ql)
ijkl

onde {«;} é algum conjunto de nimeros quanticos apropriado e [1),,) sdo autofungoes de

A

A.
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Assim, o Hamiltoniano (A.1) é dado por

N N

H = 2_1: om — Z<ki0i|%|ki0i>nkmi = Z m, Nk;o;-

=1 i=1

Sua solugao é dada pela aplicacdo do Hamiltoniano sobre um estado [¢)) = cLlal CLWZ . CLNUN 0),

¥) = (XNj ) 9).

i=1

de forma que

N
21,2
k;
Nk,;o;

Hel|1/]> =

2m
i=1

Se, estamos considerando um sistema que possui variacdo do niimero de particulas e

queremos calcular quantidades termodinamicas, devemos utilizar o ensamble gran-canénico

N
Z = Z exp (—BHez +BuN) = Z exp (—52 (e, — ) ﬁkm) -
=1

{kio:} {kioi}

Assim, se & = (ex — ), podemos definir o Hamiltoniano

Hea = Z ko (A.22)

K
que naturalmente considera um sistema que varia de nimero de particulas. Em temperatura
nula, o potencial quimico p coincide com a energia de Fermi ep e, para sistemas metalicos,
a variacao de p com a temperatura é muito pequena, de forma que em boa aproximacao
podemos considerar p ~ ep. Assim, temos que & é um deslocamento da energia dos

elétrons livres de modo a fazer {p = ep — u(T') = 0
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APENDICE B - Dinamica da rede cristalina:

fonons

Considere um sistema de N particulas arranjadas em uma rede cristalina com
espagamento a. Se permitirmos que estas particulas oscilem harmoénicamente podemos
definir um Hamiltoniano para o sistema de osciladores harmonicos no espago de momentum
q (|g| € [0,27]), com frequéncia wq e massa M, como (COLEMAN, 2015)

1 Mw?
H = Z (Wﬂqﬂq + ;q‘bq(bq> ) (B.1)
q

_ _ ot s : : -
onde g = 7.4 € ¢q = PL4 sdo respectivamente operadores do tipo posi¢ao e momentum
que respeitam as relagoes de comutagao canonicas [pq, T_o/| = 1hdqq. Em analogia ao

oscilador harmonico quantico, definimos os operadores de criacao e destruicao
| Mwg 1
fa = 2h (qu * quﬁq> ’
Mw i
i MW _ v .
“a 2h <¢q quﬂq>

Estes operadores satisfazem

[am aL’} = ;;( [$a: T-a'] — [7q, quq’]) = dq,q'- (B.2)

Com estes operadores é possivel mostrar que (COLEMAN;, 2015)

H= g (agaq + ;) . (B.3)

T . . ~
Pode-se demostrar que a], (aq) representam operadores que criam (destroem) excitagoes
coletivas em um campo de oscilagoes harmonicas. A estas excitagoes coletivas se dé o

nome de fénons. O termo constante em (B.3)
hwg
B=) "

q

representa a energia de ponto zero do sistema do sistema e, em geral, podemos fazer
uma transposicao da energia do sistema como um todo, de forma que define-se um novo

Hamiltoniano dado por
Hion =H — By = Y hwgalaq
q
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APENDICE C - lIdentidades de comutadores

Para quaisquer operadores A, B, C' e escalares k, temos que

— [kA, B] = [A,kB] = k[A, B]. (C.1)

AkB — kBA = [A, kD]

Prova: [kA, B = kAB — BkA =
K(AB — BA) = k[A, B]

— [A+ B,C|=[A,C]+[B,(C]. (C.2)
Prova: [A+ B,C] = (A+ B)C —C(A+ B) = AC —CA+ BC —CB = [A,C] + B, ().

— [A,B+C]=[A,B]+]AC]. (C.3)
Prova: [A,B+C] = A(B+C) — (B+ C)A= AB — BA+ AC — CA = [A, B] + [A,C).

5 [AB,C] = A[B,C] + [A,C] B. (C.4)
Prova: A[B,C]+[A,C]B = A(BC —CB)+ (AC —CA)B = ABC — CBA = [AB,C].

— [A,BC) = [A,B|C + B[A,C]. (C.5)
Prova: [A, B|C + B[A,C] = (AB — BA)C + B(AC — CA) = ABC — BCA = [A, BC|
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APENDICE D - Diagonalizacio por uma

transformacao de similaridade

Seja M uma matriz diagonalizavel n xn, n € IN. Existe, entdo, uma matriz unitaria

U que através transformacao de similaridade UTMU torna a matriz M diagonal. Assim,

se M possui autovalores m; (1=1,2,...,n), entdo
my 0 ... 0 my 0 ... 0
AL A A 0 mo ... 0 A A N 0 mo ... 0
oMo=| . 7 . =MU=U| . (D.1)
0 0o ... m, 0 0 ... m,

Escrevendo U como uma matriz de blocos dos seus vetores colunas ji;, temos que U =

(ﬁl [y ... /jn) Assim, (D.1) pode ser escrita como
m; O 0
MU = (ﬁl flo ﬁn) = (ﬁl flo ﬁn) " 77?2 " (D 2)
0 O my,

A equagao (D.2) pode ser escrita como o conjunto de equagoes

A~

Mﬁl:mlﬁz, (221,2,,71)

De forma ji; sdo auto vetores de M. Assim, U é uma matriz de blocos dos auto vetores de

A

M.
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APENDICE E - Soluc3o da integral para o
gap de energia do modelo de AMem T =0

As integrais que devem ser resolvidas nas equagoes (4.24) e (4.25) sdo da forma

dx
1= [——.
Va?+o?
onde « é uma constante real. Realizando a transformacao de variaveis x = atanu = dz =

asec? udu, temos

SGC2 u

[ = | ———du.
Vian?u + 1

Como tan?u + 1 = sec? u, temos

I= /sec udu = In(secu + tanu) + C.

Realizando a transformagao inversa de u — x, temos que tanu = x/a e secu = é\/ x? 4+ a?,

[:/b do ln<x+\/m>b1n(b(1+\/1+a2/52>)
a Va?4o? o . a(l+ /1 + a2/a?) '

Se a < a, b, podemos utilizar

LH/1+x2=2+00%, (x<1)

logo

de forma que

b dx

ou, se a =0

b dz
I:/ S /o).
0 Va2 +a? n(b/e)
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