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Resumo
A teoria Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) da supercondutividade é um exemplo paradig-
mático da física quântica de muitos corpos. Ela se baseia em um Hamiltoniano modelo que
postula uma interação atrativa entre elétrons com energias próximas à energia de Fermi, o
que leva ao surgimento de uma fase supercondutora. Apesar de seu grande sucesso em
decrever supercondutores metálicos de baixa temperatura crítica, a teoria por si só não
elucida as origens microscópicas da interação elétron-elétron atrativa, além de não incluir
a repulsão Coulombiana entre elétrons no modelo, não discutindo qual sua contribuição
para a formação de um estado supercondutor. A fim de obter informações sobre a origem
microscópica da interação elétron-elétron atrativa, analisamos um Hamiltoniano de elétrons
e fônons interagentes. Através de uma transformação de Schrieffer-Wolff, obtemos uma
interação efetiva entre elétrons através da interação elétron-fônon que, dentro de um
certo regime, nos fornece o Hamiltoniano da teoria BCS. Além disso, ao considerar no
Hamiltoniano um termo de repulsão Coulombiana, obtemos o modelo de Anderson-Morel
o qual mostra que, por se tratar de uma interação retardada, a interação elétron-fônon
atenua os efeitos da interação repulsiva e favorece a formação de um estado supercondutor.

Palavras-chave: modelo de Anderson-Morel. interação elétron-fônon. transformação
Schrieffer-Wolff.



Abstract
The Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) theory is a paradigmatic example in the physics of
many-body quantum mechanics. It is based on a model Hamiltonian in which an attractive
interaction between electrons with energies near the Fermi energy is postulated, giving
rise to a superconducting phase. Even though it succeeded in explaining the low critical
temperature metallic superconductors, the theory for itself have some shortcommings.
For example, doesn’t elucidate the microscopic origins of the attractive electron-phonon
interaction and also doesn’t include the Coulomb repulsion between electrons, not discussing
it’s role in the formation of a superconducting phase. With the goal of obtaining more
information about the microscopic origin of the electron-electron attractive interaction, we
apply a Schrieffer-Wolff transformation in a interacting electron and phonon Hamiltonian,
arising in an effective electron-electron interaction obtained from the electron-phonon
interaction and show that with certain approximations we obtain the model Hamiltonian
from the BCS theory. By including a Coulomb repulsion term between electrons in the
interacting electron-phonon Hamiltonian, we obtain the Anderson-Morel model, which
shows that the electron-phonon interaction, by having the characteristics of a retarded
interaction, plays an essential role in attenuating the effects of the repulsive Coulomb
interaction and favors the formation of a superconducting phase.

Keywords: Anderson-Morel model. electron-phonon interaction. Schrieffer-Wolff transfor-
mation.
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1 Introdução

1.1 O sólido como um sistema de muitas partículas
Um sólido é um sistema de muitas partículas onde a quantidade usual de corpos que

o compõem é da ordem de 1023 átomos por cm3. Termodinamicamente, sabemos bem as
condições necessárias para que um sólido seja formado, de forma que é possível encontrar
uma configuração que minimiza a energia do sistema de modo a atingir o equilíbrio. Por
outro lado, pensar no mesmo problema por métodos de primeiros princípios é uma situação
bem mais desafiadora. Em teoria, sempre é possível, através da equação de Schrödinger,
calcular a função de onda e a energia de ligação do sistema como um todo, mas para isso
devemos saber detalhadamente os estados de cada partícula e os potenciais de interação
entre cada uma delas. Rapidamente, vemos que esta tarefa se torna impraticável a medida
que o número de partículas aumenta. Porém, quando consideramos algumas características
básicas de um sistema de matéria condensada, vemos que não é necessário tratá-lo em
tanto detalhe, uma vez que existem algumas observações e suposições a serem feitas sobre
sistema que simplificam enormemente o problema, sem afetar a aplicabilidade do modelo
em materiais reais.

A primeira observação que pode ser feita sobre um sistema de matéria condensada
é sobre a organização de suas partículas em arranjos cristalinos periódicos. Cada sólido
possui uma distância característica que representa as distâncias entre átomos no material.
Estas distâncias características fazem parte dos parâmetros de rede que definem cada
estrutura cristalina e são usualmente da ordem de alguns décimos de nanômetros (nm)
(KITTEL, 2005). Estas distâncias são tais que minimizam a repulsão coulombiana entre
os átomos ou moléculas no sólido.

Além disso, quando vemos a extensão das funções de onda eletrônicas em um átomo,
vemos que os elétrons de níveis de energia mais internos, algumas vezes com energias de
ligação da ordem de centenas ou milhares de elétron-volts, possuem funções de onda muito
localizadas, que se extendem por distâncias muito menores do que os parâmetros de rede
cristalina do sólido. Os elétrons de valência, por outro lado, estão fracamente ligados ao
átomo e portanto possuem funções de onda que se estendem por distâncias significativas
dentro do sólido. Em alguns casos extremos, como em alguns sistemas metálicos simples, os
elétrons de valência são tão fracamente ligados aos núcleos que eles podem ser considerados
em boa aproximação como elétrons livres. Isso sugere que serão estes elétrons menos
ligados aos núcleos que terão maior influência sobre as ligações químicas e sobre a dinâmica
geral do sistema, uma vez que irão interagir com os átomos e elétrons dos vizinhos mais
próximos na rede cristalina (RÖSSLER, 2009).
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As considerações feitas acima motivam a conceber os átomos de um sólido como
compostos de duas partes com propriedades distintas: Os “caroços iônicos” ou simplesmente
íons, compostos pelos núcleos atômicos e os elétrons fortemente ligados ao átomo, e os
elétrons de valência, com pequenas energias de ligação. Os caroços iônicos, por conter o
núcleo atômico, são muito mais massivos que os elétrons das camadas de valência , de
forma que o tempo característico de sua dinâmica é mais lento que o tempo característico
eletrônico. Além disso, eles não possuem a carga total do núcleo atômico, uma vez que os
elétrons das camadas internas blindam parte de sua carga elétrica positiva. Estas distinções
essenciais entre os caroços iônicos (massivos e positivos) e os elétrons de valência (leves e
negativos) serão essenciais para discussão da dinâmica do sistema.

1.2 Elétrons de valência e a rede cristalina
Com a discussão feita acima, é natural considerarmos que o Hamiltoniano do sólido

terá a forma genérica (RÖSSLER, 2009) 1

Hs = Hel +Hion +Hel−ion. (1.1)

O primeiro termo diz respeito somente à dinâmica dos elétrons de valência e pode ser dado
por um termo cinético e outro de repulsão Coulombiana:

Hel =
Ne∑
i=1

p2
i

2m + 1
2

Ne∑
j,k=1
j ̸=k

e2

4πϵ0|rj − rk|
, (1.2)

onde pi, ri são os operadores de momentum e posição do i-ésimo elétron, respectivamente,
Ne é o número de elétrons do sistema, m é a massa do elétron, e < 0 é a carga elementar
e ϵ0 é a constante de permissividade elétrica do vácuo. O segundo termo trata sobre a
dinâmica dos caroços iônicos e é dado por

Hion =
NI∑

n=1

P2
n

2Mn

+ 1
2

NI∑
n,m=1
n̸=m

V (Rn − Rm), (1.3)

onde Mn, Pn e Rn são a massa, o operador momentum e o operador posição do n-ésimo
caroço iônico, NI é o número de íons no cristal e V (Rn − Rm) é o potencial de interação
entre os íons. Por fim, o último termo trata da interação entre os elétrons de valência e os
caroços iônicos e é da forma

Hel−ion =
Ne∑
i

NI∑
n

v(ri − Rn), (1.4)

1 Por simplicidade, não serão consideradas interações oriundas do spin nuclear ou eletrônico. Para os
sistemas que serão tratados aqui, assume-se que estas interações são nulas ou desprezíveis e o spin
eletrônico será utilizado apenas quando necessário satisfazer o princípio de exclusão de Pauli.
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onde v(ri − Rn) é um potencial de interação genérico entre os elétrons e os íons da rede.

Para obter uma forma mais explícita da Eq. (1.1), podemos considerar que em
um sólido com arranjo cristalino periódico, os íons se encontram nas proximidades de sua
posição de equilíbrio R0

n e qualquer deslocamento é dado uma pequena perturbação δRn.
Desta forma a posição do n-ésimo íon é dada por

Rn = R0
n + δRn. (1.5)

Assim, se os δRn forem suficientemente pequenos, temos que V (Rn − Rm) e v(ri − Rn)
serão dados por

V (Rn − Rm) = V (R0
n − R0

m + δRn − δRm) = V (R0
n − R0

m) + δV (Rn − Rm). (1.6)

e

v(ri − Rn) = v(ri − R0
n − δRn) = v(ri − R0

n) + δv(ri − Rn) (1.7)

onde δV (Rn − Rm) e δv(ri − Rn) são obtidos através de uma série de Taylor apropriada
em torno dos deslocamentos da posição de equilíbrio.

Desta forma, com as equações (1.1), (1.2), (1.3), (1.4), (1.6) e (1.7), o Hamiltoniano
completo de um sólido 2 é dado por

Hs =
Ne∑
i=1

p2
i

2m + 1
2

Ne∑
j,k=1
j ̸=k

e2

4πϵ0|rj − rk|
+ 1

2

Ne∑
i

NI∑
n

v(ri − R0
n)

+
NI∑
n

P2
n

2Mn

+ 1
2

∑
n,m=1
n̸=m

V (R0
n − R0

m) + 1
2

NI∑
n,m=1
n ̸=m

δV (Rn − Rm)

+ 1
2

Ne∑
i=1

NI∑
n

δv(ri − Rn).

(1.8)

Na primeira linha da Eq. (1.8) temos todo fenômeno que depende apenas das
coordenadas eletrônicas ri e pi. Estes termos representam a dinâmica de elétrons interagindo
entre si, através da repulsão Coulombiana, e com a configuração estática de equilíbrio dos
caroços iônicos, através de um potencial eletrostático v(ri − R0

n). Destes termos obtemos,
por exemplo, os orbitais eletrônicos do sistema, as bandas do sólido, a densidade de estados
eletrônica ou a contribuição eletrônica para a condutividade térmica e o calor específico.

Na segunda linha temos todo fenômeno que depende apenas das coordenadas
iônicas Rn e Pn, representando a dinâmica dos caroços iônicos interagindo entre si através
de um potencial eletrostático, dado pela configuração de equilíbrio do sólido cristalino, e
2 Em um sistema de elétrons não-relativísticos e sem efeitos oriundos do spin nuclear ou eletrônico.
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de um potencial genérico δV (Rn − Rm), que depende da posição dos íons em cada instante
de tempo. Ao se estabelecer relações de quantização para as coordenadas iônicas, estes
termos darão origem aos fônons: vibrações coletivas quantizadas da rede cristalina. Serão
estas excitações coletivas que irão determinar características do sólido como a contribuição
iônica do calor específico e a elasticidade de um sólido (RÖSSLER, 2009).

Na terceira linha temos os fenômenos que dependem tanto das coordenadas eletrô-
nicas quanto das coordenadas iônicas, representando a interação entre os dois sistemas
através do potencial δv(ri − Rn). Veremos que a partir das interações entre estes dois
sistemas é possível obter uma interação efetiva entre pares de elétrons mediada por fônons
que é atrativa dentro de uma determinada faixa de energia. Assim, alguns pares de elétrons
formam estados ligados chamados de pares de Cooper, gerando um condensado eletrônico
que dará origem ao fenômeno da supercondutividade.

Para obter o comportamento e a descrição de um sólido através da Eq. (1.8) é
necessário resolver a equação de Schrödinger

HsΨ({ri}, {Rn}) = iℏ
∂

∂t
Ψ({ri}, {Rn}), (1.9)

onde {ri} e {Rn} representam todas as configurações das coordenadas de cada partícula
do sistema que, em geral, dependem do tempo. Contudo, a Eq. (1.9) claramente não
é analíticamente solucionável. Nela temos diversos fenômenos de naturezas distintas
ocorrendo simultaneamente, desde condutividade elétrica e térmica surgindo da mobillidade
dos elétrons e íons, até supercondutividade. Por esse motivo, usualmente resolve-se este
Hamiltoniano (ou partes dele) empregando-se aproximações, supondo que dentro de
certos regimes cada um dos fenômenos pode ser considerado independente um do outro.
Usualmente emprega-se a aproximação de Born-Oppenheimer (RÖSSLER, 2009), na
qual considera-se que a dinâmica dos elétrons de valência do material é independente
da dinâmica dos caroços iônicos, de forma que o estado eletrônico do sistema dependerá
apenas de cada configuração estática dos íons em um determinado instante.

Esta aproximação pode ser justificada ao se considerar os iôns e elétrons de
valência em um sólido como dois sistemas termodinâmicos em equilíbrio. Nesta concepção,
assumimos equilíbrio termodinâmico do sistema como um todo, de forma que os sistemas
eletrônicos e iônicos terão as mesmas temperaturas Te e Tion, respectivamente. Pelo teorema
da equipartição da energia (SALINAS, 2001), temos que os dois sistemas terão as mesmas
contribuições para a energia livre do sistema por grau de liberdade, pois〈

p2
i

2m

〉
= 1

2kBTe (1.10)

e 〈
P2

n

2M

〉
= 1

2kBTion, (1.11)
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onde κB é a constante de Boltzmann. De modo que, pelo equilíbrio térmico,〈
p2

i

2m

〉
=
〈

P2
n

2M

〉
, (1.12)

ou ainda, se ⟨pi⟩ = m ⟨vi⟩ e ⟨Pn⟩ = M ⟨Vn⟩, onde ⟨vi⟩ e ⟨Vn⟩ são respectivamente as
velocidades médias dos elétrons e dos íons da rede no equilíbrio térmico, temos

⟨v2
i ⟩

⟨V2
n⟩

= M

m
. (1.13)

Como a razão M/m ≈ 104 3, a Eq. (1.13) indica que os elétrons se movem, em média,
a velocidades muito maiores que a velocidade média dos caroços iônicos. Desta forma,
sempre que ocorre alguma mudança na posição dos caroços iônicos devido a flutuações
térmicas, é esperado que os elétrons se reconfigurem quase que instantâneamente, adotando
sempre a configuração de menor energia correspondente ao novo arranjo iônico e garantindo
que o sistema permaneça em equilíbrio.

(a)
(b)

Figura 1 – Representação simplista da interação elétron-fônon em um sólido. Em (a),
vemos que a passagem de um elétron (representado pela seta preta horizontal)
pode atrair os íons da rede cristalina, gerando um acúmulo de cargas positivas.
Em (b), este acúmulo pode atrair outro elétron que passa pela região, de forma
que ocorreu uma interação atrativa indireta entre os elétrons.

Neste caso, os dois sistemas estarão essencialmente descoplados, de forma que a
dinâmica de um não interfere diretamente na dinâmica do outro. Tecnicamente, o que esta
sendo feito neste caso é desconsiderar o potencial δv(ri − Rn) na Eq. (1.8), que acopla a
dinâmica eletrônica com a dinâmica da rede iônica. Isso é equivalente a considerar que os
dois sistemas não trocam calor, realizando apenas transformações adiabáticas. Uma vez que
permitimos a interação entre os dois sistemas através do potencial de interação, também
permitimos que os dois sistemas troquem calor e interajam de formas "não adiabáticas".

É razoável pensar que a interação entre os elétrons de valência e a rede iônica
será em média nula, uma vez que em geral os dois sistemas interagem de forma não
3 A razão entre as massas do próton e do elétron é aproximadamente mp/me ≈ 1836 (Van Dyck et al.,

1985). Por exemplo, para um átomo de alumínio (massa atômica ≈ 27u), a razão M/m ≈ 5 × 104.
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coerente por causa, por exemplo, da temperatura, que destroi qualquer fenômeno que
possa emergir desta interação. Em alguns sistemas, no entanto, existem certas condições de
temperatura que permitem uma interação coerente entre os dois sistemas, de forma que são
formados estados duradouros no sólido. Os supercondutores convencionais são um exemplo
emblemático deste tipo de sistema, onde a interação entre elétrons e fônons ocorre por meio
de uma polarização da rede cristalina pela passagem de um elétron. Esta polarização gera
um acúmulo de carga positiva que permanece por um certo tempo mesmo após a passagem
do elétron. Um outro elétron que passa pelas proximidades da região polarizada pode
ser atraído pela carga positiva excedente, de forma que, indiretamente, os dois elétrons
sentiram uma atração efetiva entre eles. Essa situação pode ser vista esquematizada na
Figura 1. Nos capítulos a seguir veremos em mais detalhes as particularidades desta
interação e como que um estado supercondutor pode emergir a partir dela.

No capítulo 2 discutiremos as origens microscópicas da interação elétron-elétron
efetiva a partir de um Hamiltoniano de elétrons e fônons acoplados. A partir deste
sistema, fazemos uma transformação de Schrieffer-Wolff (SW) para obter um Hamiltoniano
transformado com uma interação efetiva entre elétrons, mediada por fônons, que é atrativa
dentro de um certo regime de energia. No capítulo 3 simplificamos o Hamiltoniano
transformado para obter o Hamiltoniano modelo da teoria Bardeen-Cooper-Schrieffer
(BCS). Introduzimos um campo médio ao modelo (o gap de energia supercondutor) e
diagonalizamos o Hamiltoniano para obter a dispersão de energia das excitações elementares
do sistema e uma equação para determinar o gap em função da temperatura. No capítulo 4
introduzimos um termo de repulsão Coulombiana entre elétrons ao Hamiltoniano original.
Utilizando a transformação SW, obtemos um Hamiltoniano transformado com a mesma
interação elétron-elétron efetiva obtida anteriormente, porém com um termo adicional de
repulsão Coulombiana. Simplificamos o Hamiltoniano transformado para obter o modelo
de Anderson-Morel (AM) e concluímos que o termo adicional repulsivo não impede a
formação de um gap de energia, apenas suprime parcialmente a interação elétron-fônon.
No capítulo 5 apresentamos algumas considerações finais e concluímos o trabalho.
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2 Sistema de elétrons e fônons interagentes

Neste capítulo descreveremos o gás de elétrons acoplado com a rede cristalina.
As oscilações harmônicas da rede, assim como em um oscilador harmônico quântico
usual, podem ser quantizadas, dando origem as quasi-partículas que chamamos de fônons
(ver Apêndice B). Além disso, permitimos a interação entre os dois sistemas no limite de
interações fracas, de forma que os elétrons irão sentir o movimento dos caroços iônicos como
uma pequena perturbação no potencial periódico da rede. Isso pode ser entendido como
uma emissão/absorção de fônons por elétrons do sólido, tornando os sistemas acoplados.

2.1 Hamiltoniano de elétrons e fônons
Analogamente ao que foi discutido na seção 1.2, o sistema de elétrons e fônons pode

ser descrito por um Hamiltoniano que pode ser retirado da Eq. (1.8). Desconsiderando neste
primeiro momento a repulsão Coulombiana (trataremos sistemas com repulsão eletrônica
no capítulo 4), o Hamiltoniano do sistema será composto de três termos

H =Hel + Hion + Hel−ion, (2.1)

onde, em segunda quantização (RÖSSLER, 2009) (COMBESCOT, 2022)

Hel =
∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ, (2.2)

Hion =
∑

q

ℏωqa
†
qaq, (2.3)

Hel−ion =
∑
q,k,σ

Vqc
†
k+qσckσ(a†

−q + aq). (2.4)

Os operadores c†
kσ (ckσ) e a†

q(aq) são respectivamente os operadores de criação (destruição)
de elétrons com momentum k e spin σ e fônons de momentum q, que obedecem as seguintes
relações

{ckσ, c
†
k′σ′} = δkk′δσσ′ , {ckσ, ck′σ′} = 0, {c†

kσ, c
†
k′σ′} = 0, (2.5)

[aq, a
†
q′ ] = δqq′ , [aq, aq′ ] = 0, [a†

q, a
†
q′ ] = 0, (2.6)

onde {, } denota relações de anticomutação e [, ] relações de comutação, lembrando que
os operadores fermiônicos (c†

kσ e ckσ) comutam com os operadores bosônicos (a†
q e aq).

As equações (2.2) e (2.3) representam termos de elétrons e fônons livres no material,
respectivamente. Os elétrons livres possuem dispersão ξk = ϵk − µ onde ϵk = ℏ2k2/2m é a



Capítulo 2. Sistema de elétrons e fônons interagentes 18

(a) (b)

Figura 2 – Diagramas de Feynman da Eq. (2.4). Em (a) temos representado o termo
c†

k+qσaqckσ, onde um elétron incidente no estado kσ é espalhado através da
absorção de um fônon com momentum q, de forma que o estado final do elétron
é k + qσ. Analogamente, em (b), temos representado o termo c†

k+qσa
†
-qckσ,

onde um elétron no estado kσ é espalhado através da emissão de um fônon de
momentum −q, de modo que o estado final do elétron é k + qσ

.

energia de um elétron livre com momentum k e massa m e µ é o potencial químico que, à
temperatura zero, coincide com a energia de Fermi (Apêndice A). Assim ξk é a energia de
um único elétron livre relativo ao nível de Fermi.

Por outro lado, um fônon com momentum q possui frequência ωq e dispersão ℏωq,
onde considera-se que a propriedade

ωq = ω−q (2.7)

é satisfeita (ver Apêndice B). Naturalmente, os momenta dos fônons estão restritos à
primeira zona de Brillouin (RÖSSLER, 2009). Portanto, introduzimos um momentum
de corte qD para os valores fisicamente significativos a serem assumidos por q. qD está
associado a uma frequência característica ωD, chamada de frequência de Debye, que serve
como referência para valores usuais de frequência para cada temperatura. Deste modo as
frequências ωq estão limitadas ao intervalo 0 ≤ ωq ≤ ωD.

A Eq. (2.4) é o termo linear de uma expansão em série de Taylor da Eq. (1.4), em
torno das posições de equilíbrio iônicas {R0

n}, assim como foi feito na Eq. (1.7) para obter
(1.8)(RÖSSLER, 2009). Não entraremos em detalhes na dedução deste termo, pois escapa
do escopo deste trabalho. Fenomenologicamente, este termo representa o espalhamento de
elétrons através da interação com fônons da rede. Podemos entender este espalhamento
através dos diagramas de Feynman da Figura 2.

Em um sistema supercondutor, estamos interessados em espalhamentos entre
elétrons e fônons que promovem uma interação efetiva entre elétrons. Essa interação pode
ocorrer de diversas formas, sendo que cada uma delas possui uma contribuição para a
interação total. Em cada uma das contribuições, o elemento de matriz de acoplamento Vq
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terá uma dependência distinta em q, mas usualmente modela-se esta interação através de
um acoplamento polar entre elétrons e fônons ópticos de comprimentos de onda longos,
também chamado de acoplamento de Fröhlich. Neste caso, teremos que (RÖSSLER, 2009)

Vq = i

e2ℏωq

2V ϵ0

( 1
ϵ∞

− 1
ϵ(0)

) 1
2 1
q
, (2.8)

onde e é a carga do elétron, V é o volume do sólido, ϵ0 é a constante dielétrica do vácuo,
ϵ∞ é a constante dielétrica de oscilações eletrônicas no sólido e ϵ(0) é a constante dielétrica
estática do sistema, para fônons com frequência ω = 0. Por simplicidade utilizaremos que

Vq = i

√
e2ℏωq

V ϵ0

1
q
. (2.9)

A dependência explícita de Vq com q e ωq será necessária no capítulo 4, porém agora é
apenas necessário que o Hamiltoniano da Eq. (2.1) seja hermitiano, de forma que

H† =
∑
q,k,σ

ξ∗
kc

†
kσckσ + ℏω∗

qa
†
qaq + V∗

−qc
†
k+qσckσ(a†

−q + aq) = H. (2.10)

Comparando as equações (2.10) e (2.1), conclui-se que ξk, ωq e Vq devem satisfazer

ξ∗
k = ξk, ω∗

q = ωq e V∗
−q = Vq. (2.11)

Note que a última condição em (2.11) é trivialmente satisfeita por Vq dado pela Eq. (2.9).

2.2 Interação elétron-elétron efetiva
Uma vez conhecido o Hamiltoniano do sistema, dado pela Eq. (2.1) em conjunto

com as equações (2.2), (2.3) e (2.4), é natural tentar diagonalizá-lo, em busca de seus
autoestados e suas autoenergias. Contudo, como existem termos não-diagonais na Eq.
(2.4), isso não é uma tarefa trivial. Desta forma, é comum procurar uma forma diagonal
do Hamiltoniano a partir de métodos perturbativos de diagonalização, utilizando, por
exemplo, o método da transformação de Schrieffer-Wolff (SCHRIEFFER; WOLFF, 1966),
assim como será feito a seguir.

2.2.1 Transformação de Schrieffer-Wolff

A transformação de Schrieffer-Wolff (SW) é um método da teoria de perturbação
que tem como objetivo obter um Hamiltoniano efetivo H′ para baixas energias a partir
do Hamiltoniano exato, de modo a desacoplar as regiões de baixas e de altas energias
do sistema (BRAVYI; DIVINCENZO; LOSS, 2011). Isso é realizado a partir de uma
transformação de similaridade unitária que diagonalizará o Hamiltoniano parcialmente até
a ordem desejada na perturbação.
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Em nosso caso, temos que o Hamiltoniano é composto de dois termos diagonais
em seus respectivos operadores (Hel e Hion) e um termo não diagonal de interação
entre partículas que mistura operadores bosônicos e fermiônicos (Hel−ion). Efetivamente,
utilizaremos essa transformação para diagonalizar o termo de interação do Hamiltoniano
de forma que, ao final, teremos ou apenas termos com operadores eletrônicos ou apenas
termos com operadores bosônicos. Como estamos interessados em encontrar uma interação
elétron-elétron efetiva, buscamos diagonalizar o Hamiltoniano nos operadores bosônicos,
de modo a obter um Hamiltoniano bloco diagonal que depende apenas dos operadores
eletrônicos desacoplados com os operadores bosônicos. Com este processo em mente,
separamos o Hamiltoniano (2.1) em duas partes:

H = H0 + Hν , (2.12)

onde H0 é o termo não interagente do Hamiltoniano e Hν é o termo que considera
interação entre partículas de naturezas distintas. Em nosso caso, temos H0 = Hel + Hion e
Hν = Hel−ion.

Prosseguimos, então, definindo um operador unitário U que transforma o Hamilto-
niano H em um Hamiltoniano efetivo H′ através da transformação

H′ = U †HU. (2.13)

Como queremos diagonalizar o Hamiltoniano de forma perturbativa, no mínimo,
até alguma ordem desejada, é conveniente escolhermos U como um operador da forma

U = eS,

onde S é um operador a ser determinado, chamado de gerador da transformação, e que
deve ser capaz de ser expandido em séries de Taylor. A condição de unitariedade de U
exige que

U †U = 1,

de forma que, se U = eS, então U † = e−S, logo S† = −S . Assim a Eq. (2.13) se torna

H′ = e−SHeS. (2.14)

Podemos expandir as exponenciais em (2.14) em séries de Taylor, de modo a obter

H′ =
(

1 − S + 1
2S

2 + O(S3)
)

H
(

1 + S + 1
2S

2 + O(S3)
)

= H + HS − SH + 1
2HS2 + 1

2S
2H − SHS + O(S3)

= H +
(
HS − SH

)
+ 1

2
(
HS2 + S2H − 2SHS

)
+ O(S3)

= H +
(
HS − SH

)
︸ ︷︷ ︸

[H, S]

+1
2

((
HS − SH

)
S − S

(
HS − SH

))
︸ ︷︷ ︸[

[H, S], S
]

+O(S3)
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⇒ H′ = H + [H, S] + 1
2
[
[H, S], S

]
+ O(S3), (2.15)

onde O(S3) indica termos de ordem S3 ou superior. Com as equações (2.12) e (2.15) temos

H′ =H0 + Hel−ion + [H0, S] + [Hel−ion, S] + 1
2

[
[H0, S], S

]
+ . . . . (2.16)

Na Eq. (2.16), consideramos que H0 é o termo dominante na expressão, e qualquer
termo que possua dependência em Hel−ion e/ou em S são considerados como perturba-
ções. Além disso, termos em terceira ordem ou superiores na perturbação — sejam eles
proporcionais à H3

el−ion, S3 ou alguma combinação dos dois como o termo
[
[Hel−ion, S], S

]
—, são considerados desprezíveis, e serão desconsiderados.

Até agora a transformação de similaridade dada por (2.14) é completamente geral,
porém agora faremos a suposição central do método da transformação de SW. Como temos
bastante liberdade na escolha do operador S, podemos escolhê-lo de forma que

[H0, S] = −Hel−ion, (2.17)

pois assim eliminaremos termos lineares na perturbação em (2.16). Lembre-se que nosso
objetivo central é se livrar de termos não diagonais do Hamiltoniano que misturam
operadores de elétrons e bósons. Com a liberdade que ainda temos para o operador S,
veremos que é possível escolhê-lo de forma a satisfazer (2.17) e ainda obter um Hamiltoniano
aproximado com termos que dependem apenas dos operadores eletrônicos, representando
uma interação elétron-elétron efetiva.

Seguindo, com a condição (2.17), temos que (2.16) se torna

H′ = H0 + 1
2[Hel−ion, S] + . . . . (2.18)

Assim, será utilizada a equação (2.18) para obter o Hamiltoniano transformado H′

uma vez que o gerador S da transformação seja determinado.

2.2.2 Determinação do gerador S

Obter uma expressão explícita para o gerador S, apesar de ser etapa crucial, não
é muito discutido na literatura, de forma que muitas vezes a obtenção do gerador não é
realizada de forma explícita. Por outro lado, existem propostas de uma forma sistemática
de obter um palpite para o gerador a partir do comutador η = [H0,Hel−ion] (HAQ; SINGH,
2020). Inicialmente calcula-se η e então utiliza-se da expressão calculada, substituindo as
constantes da expressão por coeficientes arbitrários, como um palpite para S. Por fim, a
partir da condição (2.17), determina-se os coeficientes, de forma que S fica completamente
determinado. A partir de então utiliza-se a expressão calculada de S para calcular o
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comutador da Eq. (2.18) e obter o Hamiltoniano transformado. Aplicando o método
delineado acima, notamos que

η = [H0,Hel−ion] = [Hel,Hel−ion] + [Hion,Hel−ion]. (2.19)

Com (2.2), (2.3) e (2.4), temos que

[Hel,Hel−ion] =
∑
k,σ,q
k′,σ′

ξkVq(a†
−q + aq)[c†

kσckσ, c
†
k′+qσ′ck′σ′ ] e (2.20)

[Hion,Hel−ion] =
∑
q,k,σ

q′

ℏωqVq′c†
k+q′σckσ[a†

qaq, (a†
−q′ + aq′)], (2.21)

pois os operadores bosônicos e fermiônicos comutam. Para avaliar o comutador de opera-
dores eletrônicos na Eq. (2.20), utilizamos as identidades de comutadores do Apêndice C,
em especial as equações (C.4) e (C.5), de forma que

[c†
k1σck2σ, c

†
k3σ′ck4σ′ ] = c†

k1σ

[
ck2σ, c

†
k3σ′ck4σ′

]
+
[
c†

k1σ, c
†
k3σ′ck4σ′

]
ck2σ

= c†
k1σ

[
ck2σ, c

†
k3σ′

]
ck4σ′ + c†

k3σ′

[
c†

k1σ, ck4σ′

]
ck2σ

= c†
k1σck4σ′δk2,k3δσ,σ′ − c†

k3σ′ck2σδk1,k4δσ,σ′ , (2.22)

de forma que, fazendo k1 = k2 = k, k3 = k′ − q e k4 = k′, temos

[c†
kσckσ, c

†
k′+qσ′ck′σ′ ] = c†

kσck′σ′δk,k′+qδσ,σ′ − c†
k′+qσ′ckσδk,k′δσ,σ′ . (2.23)

Assim, das equações (2.23) e (2.20)

[Hel,Hel−ion] =
∑
k,σ,q

Vq(ξk+q − ξk)(a†
−q + aq)c†

k+qσckσ. (2.24)

Analogamente, avaliando o comutador de operadores bosônicos na Eq. (2.21) e
utilizando novamente as equações (C.4) e (C.5), temos

[a†
qaq, (a†

−q′ + aq′)] = a†
q

[
aq, (a†

−q′ + aq′)
]

+
[
a†

q, (a
†
−q′ + aq′)

]
aq

= a†
q

[
aq, a

†
−q′

]
+
[
a†

q, aq′

]
aq = a†

qδq,−q′ − δq,q′aq. (2.25)

Assim, das equações (2.21) e (2.25)

[Hion,Hel−ion] =
∑
q,k,σ

Vq(ℏω−qa
†
−q − ℏωqaq)c†

k+qσckσ. (2.26)

Desta forma das equações (2.19), (2.24) e (2.26), temos

η =
∑
q,k,σ

Vq
[
(ξk+q − ξk + ℏω−q)a†

−q − (ξk+q − ξk + ℏωq)aq)
]
c†

k+qσckσ. (2.27)
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Assim, como discutido anteriormente utilizaremos a Eq. (2.27) como palpite para
a expressão explícita do gerador S, substituindo as constantes obtidas na expressão por
coeficientes arbitrários, de modo que teremos

S =
∑
q,k,σ

Vq(αa†
−q + βaq)c†

k+qσckσ. (2.28)

Para determinar as constantes α e β, utilizamos a condição (2.17), de forma que S,
dado pela Eq. (2.28), deve satisfazer

[H0, S] = −Hel−ion ⇒ [Hel, S] + [Hion, S] = −Hel−ion. (2.29)

Calculando [Hel, S] utilizando o Ansatz (2.28) e a Eq. (2.2), temos

[Hel, S] =
∑
k,σ,q
k′,σ′

ξkVq(αa†
−q + βaq)[c†

kσckσ, c
†
k′+qσ′ck′σ′ ].

Utilizando a Eq. (2.23), a equação acima se torna

[Hel, S] =
∑
q,k,σ

Vq(ξk+q − ξk)(αa†
−q + βaq)c†

k+qσckσ. (2.30)

Analogamente, calculamos o comutador [Hion, S] utilizando as equações (2.28) e
(2.3), obtendo

[Hion, S] =
∑

q′,q,k,σ

ℏωqVq′c†
k+q′σckσ[a†

qaq, (αa†
−q′ + βaq′)]. (2.31)

Note que

[a†
qaq, (αa†

−q′ + βaq′)] = a†
q

[
aq, (αa†

−q′ + βaq′)
]

+
[
a†

q, (αa
†
−q′ + βaq′)

]
aq

= αa†
q

[
aq, a

†
−q′

]
+ β

[
a†

q, aq′

]
aq = αa†

qδq,-q′ − βδq,q′aq, (2.32)

de forma que a Eq. (2.31) se torna

[Hion, S] =
∑
q,k,σ

Vqc
†
k+qσckσ(αℏω−qa

†
−q − βℏωqaq′).

Pela condição (2.7) temos ω−q = ωq, assim a equação acima se torna

[Hion, S] =
∑
q,k,σ

ℏωqVqc
†
k+qσckσ(αa†

−q − βaq′). (2.33)

Substituindo as equações (2.30) e (2.33) na Eq. (2.29) nos fornece que∑
q,k,σ

Vq(ξk+q − ξk)(αa†
−q + βaq)c†

k+qσckσ +
∑
q,k,σ

ℏωqVqc
†
k+qσckσ(αa†

−q − βaq′)

= −
∑
q,k,σ

Vqc
†
k+qσckσ(a†

−q + aq).
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Reagrupando os termos na equação acima obtemos∑
q,k,σ

Vq

{[
α(ξk+q − ξk + ℏωq) + 1

]
a†

−q +
[
β(ξk+q − ξk − ℏωq) + 1

]
aq

}
c†

k+qσckσ = 0.

Como esta equação deve ser válida para todo valor de k, q e σ, então a condição
(2.17) é satisfeita pela escolha de gerador dada pela Eq. (2.28) se

α(ξk+q − ξk + ℏωq) + 1 = 0

⇒ α = −
(
ξk+q − ξk + ℏωq

)−1
(2.34)

e

β(ξk+q − ξk − ℏωq) + 1 = 0

⇒ β = −
(
ξk+q − ξk − ℏωq

)−1
(2.35)

Assim, com as equações (2.34) e (2.35), o gerador dado pela Eq. (2.28) fica
completamente determinado e satisfaz a condição (2.17) que impomos para a transformação
SW. Note que com essa escolha de α e β temos que S† = −S, pois das equações (2.28),
(2.34) e (2.35)

S† =
∑
q,k,σ

V∗
qc

†
kσck+qσ

(
− 1
ξk+q − ξk + ℏωq

a−q − 1
ξk+q − ξk − ℏωq

a†
q

)
(2.36)

=
∑
q,k,σ

V∗
−qc

†
kσck−qσ

(
− 1
ξk−q − ξk + ℏω−q

aq − 1
ξk−q − ξk − ℏω−q

a†
−q

)
(2.37)

=
∑
q,k,σ

Vqc
†
k+qσckσ

(
− 1
ξk − ξk+q + ℏωq

aq − 1
ξk − ξk+q − ℏωq

a†
−q

)
(2.38)

= −
∑
q,k,σ

Vqc
†
k+qσckσ

(
− 1
ξk+q − ξk + ℏωq

a†
−q − 1

ξk+q − ξk − ℏωq
aq

)
︸ ︷︷ ︸

S

(2.39)

= −S, (2.40)

onde na passagem (2.37)→(2.38) utilizou-se as propriedades (2.7) e (2.11) e se realizou
as reindexações k → k + q e k − q → k. Assim, S dado pela Eq. (2.28) satisfaz todas as
propriedades discutidas na seção 2.2.1.
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2.2.3 Hamiltoniano efetivo

Com a Eq. (2.28) podemos finalmente obter o Hamiltoniano efetivo H′ (2.18) a
partir do cálculo explícito de [Hel−ion, S]. Das equações (2.4) e (2.28), temos[

Hel−ion, S
]

=
∑

q,q′,k,k′

σ,σ′

VqVq′

[
c†

k+qσckσ(a†
−q + aq), c†

k′+q′σ′ck′σ′(αa†
−q′ + βaq′)

]
. (2.41)

Das identidades (C.4), (C.5) e lembrando que os operadores fermiônicos comutam com os
operadores bosônicos, a Eq. (2.41) se torna[

Hel−ion, S
]

=
∑

q,q′,k,k′

σ,σ′

VqVq′

[
(a†

−q + aq), (αa†
−q′ + βaq’)

]
c†

k+qσckσc
†
k′+q′σ′ck′σ′

+VqVq′

[
c†

k+qσckσ, c
†
k′+q′σ′ck′σ′

]
(αa†

−q′ + βaq′)(a†
−q + aq).

(2.42)

Calculando o comutador
[
(a†

−q + aq), (αa†
−q′ + βaq′)

]
, temos[

(a†
−q + aq), (αa†

−q′ + βaq’)
]

=
[
a†

−q, (αa†
−q′ + βaq’)

]
+
[
aq, (αa†

−q′ + βaq’)
]

= α
[
a†

−q, a
†
−q′

]
+ β

[
a†

−q, aq’
]

+ α
[
aq, a

†
−q′

]
= β [aq, aq’]

= (α− β)δq,q′ (2.43)

Desta forma, com as equações (2.43) e (2.42) temos

[
Hel−ion, S

]
=
∑
q,k,k′

σ,σ′

VqV−q(α− β)c†
k+qσckσc

†
k′−qσ′ck′σ′ +

∑
q,q′,k,k′

σ,σ′

Ak,k′,q,q′,σ,σ′ ,
(2.44)

onde o termo Ak,k′,q,q′,σ,σ′ é dado por

Ak,k′,q,q′,σ,σ′ = VqVq′

[
c†

k+qσckσ, c
†
k′+q′σ′ck′σ′

]
(αa†

−q′ + βaq’)(a†
−q + aq). (2.45)

Das equações (2.34) e (2.35), temos que

α− β = − 1
ξk+q − ξk + ℏωq

+ 1
ξk+q − ξk − ℏωq

⇒ α− β = 2ℏωq

(ξk+q − ξk)2 − (ℏωq)2 , (2.46)

de forma que, das equações (2.46), (2.44) e (2.11), obtemos
[
Hel−ion, S

]
=
∑
q,k,k′

σ,σ′

|Vq|2 2ℏωq

(ξk+q − ξk)2 − (ℏωq)2 c
†
k+qσckσc

†
k′−qσ′ck′σ′

+
∑

q,q′,k,k′

σ,σ′

Ak,k′,q,q′,σ,σ′ .
(2.47)
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Por fim, organizando os operadores eletrônicos na ordenação usual para operadores
de interação entre duas partículas (LANCASTER, 2014), obtemos

c†
k+qσckσc

†
k′−qσ′ck′σ′ = c†

k+qσ(δk,k′−qδσσ′ − c†
k′−qσ′ckσ)ck′σ′

= c†
k+qσc

†
k′−qσ′ck′σ′ckσ + δk,k′−qδσσ′ ,

de forma que a Eq. (2.47) se torna
[
Hel−ion, S

]
=
∑
q,k,k′

σ,σ′

2|Vq|2ℏωq

(ξk+q − ξk)2 − (ℏωq)2 c
†
k+qσc

†
k′−qσ′ck′σ′ckσ

+
∑
q,k,σ

2|Vq|2ℏωq

(ξk+q − ξk)2 − (ℏωq)2 c
†
kσckσ +

∑
q,q′,k,k′

σ,σ′

Ak,k′,q,q′,σ,σ′ .
(2.48)

Assim, podemos finalmente escrever explicitamente o Hamiltoniano efetivo H′

obtido na seção 2.2.1. Das equações (2.18) e (2.48), desconsiderando termos em terceira
ordem ou superiores na perturbação e explicitando H0, obtemos

H′ ≈
∑

q

ℏωqa
†
qaq +

∑
q,k,σ

(
ξk + |Vq|2ℏωq

(ξk+q − ξk)2 − (ℏωq)2

)
c†

kσckσ

+
∑
q,k,k′

σ,σ′

|Vq|2ℏωq

(ξk+q − ξk)2 − (ℏωq)2 c
†
k+qσc

†
k′−qσ′ck′σ′ckσ

+
∑

q,q′,k,k′

σ,σ′

1
2Ak,k′,q,q′,σ,σ′ .

(2.49)

O primeiro e o segundo termo da Eq. (2.49) são termos de partícula livre, que já
eram diagonais no Hamiltoniano original. Note porém que, enquanto o termo de fônons
livres permanece inalterado, a disperção do termo de elétrons livres sofre uma alteração.
Isso pode ser entendido como uma perturbação da energia livre dos elétrons devido ao
espalhamento com fônons do material. Para k ≫ q a energia dos elétrons livres é pouco
desviada do comportamento quadrático de ξk, porém a medida que nos aproximamos da
região onde |ξk+q−ξk| ≈ |ℏωq|, ocorre uma distorção da energia de partícula livre eletrônica,
de forma que um gap de energia surge em |ξk+q − ξk| = |ℏωq|. Contudo, essa perturbação
na energia de elétrons livres não diz respeito a uma interação elétron-elétron efetiva, uma
vez que depende apenas da densidade eletrônica c†

kσckσ. Assim, não entraremos em detalhes
sobre as consequências desse termo e iremos desconsiderá-lo em favor da simplicidade do
sistema. Desta forma, escrevemos a Eq. (2.49) de uma forma mais compacta:

H′ ≈ H0 +
∑
q,k,k′

σ,σ′

|Vq|2ℏωq

(ξk+q − ξk)2 − (ℏωq)2 c
†
k+qσc

†
k′−qσ′ck′σ′ckσ +

∑
q,q′,k,k′

σ,σ′

1
2Ak,k′,q,q′,σ,σ′ ,
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Figura 3 – Representação gráfica da interação elétron-elétron efetiva.

onde H0 = Hel + Hion assim como na Eq. (2.18).

O terceiro termo da Eq. (2.49) é o que estamos procurando desde o início: um
termo de interação entre duas partículas apenas com operadores eletrônicos, representando
uma interação efetiva entre elétrons. Assim como na Eq. (2.4), podemos representá-lo
graficamente por meio de diagramas de Feynman, assim como ilustrado na Figura 3,
onde dois elétrons interagem através da troca de um fônon virtual, podendo também ser
entendida como uma composição dos dois diagramas da Figura 2. A interação efetiva é,
em geral, repulsiva, mas se

|ξk+q − ξk| < |ℏωq|, (2.50)

teremos que

|Vq|2ℏωq

(ξk+q − ξk)2 − (ℏωq)2 < 0, (2.51)

de modo que a interação efetiva entre elétrons será atrativa. Essa é a essência de qualquer
teoria que procura descrever supercondutores: buscamos por algum mecanismo microscópico
que nos forneça uma interação efetiva atrativa entre elétrons. Essa interação gera uma
instabilidade nos elétrons próximos do nível de Fermi, de forma que surge um estado global
mais estável no sistema, correspondendo a formação de estados ligados entre pares de
elétrons (ANNETT, 2004). Estes pares de elétrons são os chamados pares de Cooper e eles
podem ser formados por qualquer tipo de atração efetiva entre elétrons. Neste trabalho,
estaremos interessados no acoplamento entre elétrons nos quais os pares eletrônicos formam
estados com spin total 0 (estados singletos). Estes darão origem à supercondutividade
convencional, descrita pela teoria BCS. Outros tipos de acoplamentos entre elétrons, que
dão origem a pares de Cooper com spin não nulo ou em sistemas de elétrons fortemente
correlacionados dão origem a fases supercondutoras não-convencionais (SIGRIST, 2005).
Note que em (2.51) ambos os elétrons que formariam o par devem satisfazer a condição
(2.50), caso contrário apenas um elétron do par será atraído, e um estado ligado não
será formado. Além disso esta interação não altera os spins eletrônico, pois estamos
considerando fônons sem momentum angular, ou seja, com spin nulo.
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Figura 4 – Representação gráfica de termos bilineares nos operadores bosônicos.

Por fim, o quarto termo da Eq. (2.49) contém termos bilineares tanto nos fônons
quanto nos operadores eletrônicos. Para ver isso, note que, junto com a Eq. (2.22), podemos
reescrever o termo Ak,k′,q,q′,σ,σ′ dado pela Eq. (2.45) como∑
q,q′,k,k′

σ,σ′

Ak,k′,q,q′,σ,σ′ =
∑

q,q′,k,k′

σ,σ′

VqVq′

[
c†

k+qσckσ, c
†
k′+q′σ′ck′σ′

]
(αa†

−q′ + βaq’)(a†
−q + aq)

=
∑

q,q′,k,k′

σ,σ′

VqVq′(αa†
−q′ + βaq′)(a†

−q + aq)
(
c†

k+qck′δk,k′+q′ + c†
k′+q′ckδk+q,k′

)

=
∑

q,q′,k,k′

σ,σ′

2VqVq′

(
α
(
a†

−q′a
†
−q + a†

−q′aq
)

+ β
(
aq′a†

−q + aq′aq
))
c†

k+q+q′ck.

Assim, vemos que neste termo temos interações entre um elétron e dois fônons, repre-
sentando termos não lineares. Podemos representá-los por diagramas assim como o da
Figura 4, onde ocorre a interação entre um elétron e dois fônons. Desde o princípio,
quando definimos o Hamiltoniano do sistema pelas equações (2.1), (2.2) (2.3) e (2.4),
desconsideramos as contribuições de termos bilineares nos operadores bosônicos, uma
vez que a Eq. (2.4) é linear em a†

q e em aq. Desta forma, por consistência, estes termos
também serão desconsiderados no Hamiltoniano transformado H′. Assim, com todas as
considerações que foram feitas acima, reescrevemos o Hamiltoniano transformado (2.49)
de forma mais simples como

H′ ≈ H0 +
∑
q,k,k′

σ,σ′

Vqkc
†
k+qσc

†
k′−qσ′ck′σ′ckσ, (2.52)

onde definimos o potencial de interação efetivo entre elétrons Vkq, dado por

Vqk = |Vq|2ℏωq

(ξk+q − ξk)2 − (ℏωq)2 . (2.53)
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3 Teoria BCS

Apesar de todas as simplificações feitas na seção 2.2.3, o Hamiltoniano dado por
(2.52) pode ser simplificado ainda mais. Bardeen, Cooper e Schrieffer em seu artigo "Theory
of Superconductivity" de 1957 simplificaram a interação elétron-elétron efetiva de modo a
capturar apenas o fenômeno central que imaginavam dar origem à fase supercondutora,
i.e., a interação atrativa entre elétrons. Assim, obteram o paradigmático Hamiltoniano da
teoria BCS. Veremos a seguir como tais simplificações podem ser feitas.

3.1 O Hamiltoniano BCS
O potencial de interação efetiva entre elétrons Vk,q favorece a formação de estados

ligados entre pares eletrônicos apenas se |ξk+q − ξk| < ℏωq para cada elétron que compõe
o par. Iniciando de uma superfície de Fermi de gás de elétrons completamente preenchida,
descrita pelo estado |Ψ0⟩ = ∑

k≤kF

c†
k|0⟩, conhecido por suposição, podemos adicionar um

desses pares eletrônicos no sistema, de forma que obtemos um estado dado por

|Ψpar⟩ =
∑
k1,k2

φk1,k2c
†
k1
c†

k2
|Ψ0⟩, ξF ≤ ξki

≤ ℏωq + ξF

Onde ξF é a energia de Fermi, c†
k1
c†

k2
|Ψ0⟩ cria um par de elétrons com momentum

ki (i = 1, 2) e com energias restritas à casca ξF ≤ ξki
≤ ℏωq + ξF são coeficientes que, a

princípio, devem ser determinados. Assim, podemos representar graficamente o estado de
uma partícula de cada elétron por um vetor no espaço recíproco, assim como na Figura 5.

Figura 5 – Momentum dos estados de uma partícula de cada elétron do par, para valores
arbitrários de k1 e k2 dentro da casca de energia 0 ≤ ξki

≤ ℏωq, acima de
uma superfície de Fermi completamente preenchida, representada pela área
sombreada.
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O momentum do centro de massa do par K = k1+k2 restringe os estados que tornam
possível a formação de pares, pois tanto k1 quanto k2 devem satisfazer 0 ≤ ξki

≤ ℏωq.
Desta forma, para um valor qualquer de K, temos que apenas um pequeno conjunto
dos vetores de onda dentro da casca de energia ξF ≤ ξki

≤ ℏωq + ξF proporcionam uma
situação favorável para que a interação atrativa efetiva entre elétrons formem pares de
Cooper. Este conjunto de vetores é representado na Figura 6 pelas áreas sombreadas,
sugerindo, então, que os estados eletrônicos que oferecem a situação mais favorável para a
formação de pares são aqueles onde K = k1 + k2 = 0 ⇒ k2 = −k1. Isso ocorre de modo a
minimizar a energia cinética do par. Assim, a situação mais favorável é aquela onde os
elétrons possuem momenta opostos, de modo que se ξki

> ℏωq + ξF , então Vk,q → 0. Além
disso, da Eq. (2.53), se ωq → 0, então Vk,q → 0, de modo que a frequência também não
deve ser muito pequena. Em outras palavras, como ωD é a frequência de corte para os
valores fisicamente relevantes de ωq, servindo assim como ponto de referência para valores
grandes ou pequenos de frequência, exigimos que ωq ∽ ωD ⇒ |q| ∽ qD.

Figura 6 – Representação do momentum do centro de massa K do estado do par eletrônico
a partir dos estados de uma partícula de cada elétron. Apenas quando k1 e
k2 estão conjuntamente dentro da casca esférica ξF ≤ ξki

≤ ℏωq + ξF é que
teremos formação de pares.

Assim, com estas considerações e considerando que o par de Cooper terá spin nulo
(σ′ = −σ), a situação mais favorável para a formação de pares será aquela em que

Vq,k ≈

Vklδk′,−kδσ′,−σ, se |ξk|, |ξl| < ℏωD

0, caso contrário,
(3.1)

onde l = k + q e ξF ≈ 0 (ver Apêndice A). Desta forma, de (3.1) e (2.52), temos

H′ ≈ H0 +
∑

k,l

Vklc
†
k↑c

†
−k↓c−l↓cl↑.
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Tomando apenas a parte eletrônica da equação acima, obtemos o Hamiltoniano
BCS dependente do momentum eletrônico

⇒ HBCS =
∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ +

∑
k,l

Vklc
†
k↑c

†
−k↓c−l↓cl↑. (3.2)

3.2 Gap de energia e quasi-partículas
Naturalmente, a solução do Hamiltoniano BCS surge da sua diagonalização. No

entanto, o termo de interação elétron-elétron, que possui termos de quarto grau nos
operadores eletrônicos, dificulta a obtenção de uma solução exata do Hamiltoniano por
métodos analíticos, de forma que emprega-se uma aproximação de campo médio para
desacoplar os operadores do termo interagente, obtendo assim uma interação aproximada
apenas com termos bilineares.

Considere então as quantidades ⟨c†
k↑c

†
−k↓⟩ e ⟨c−k↓ck↑⟩, que representam as médias

térmicas dos operadores de criação e destruição de pares de elétrons, respectivamente, ou
seja

⟨c†
k↑c

†
−k↓⟩ = 1

Z

∑
{k}{σ}

c†
k↑c

†
−k↓e

−βHBCS ,

onde Z é a função de partição grande canônica. Note que ⟨c−k↓ck↑⟩ também pode ser
entendida como a média de operadores de criação de lacunas h†

k↑ ≡ c−k↓ e h†
−k↓ ≡ ck↑, de

forma que ⟨c−k↓ck↑⟩ = ⟨h†
k↑h

†
−k↓⟩. Para um sistema com um número de partículas grande

o suficiente, é de se esperar que perturbações causadas por c†
k↑c

†
−k ou c−k↓ck↑ em torno

destes valores esperados sejam pequenas, o que nos motiva a reescrever este produto de
operadores como

c†
k↑c

†
−k↓ = ⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ −

(
⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ − c†

k↑c
†
−k

)
,

c−k↓ck↑ = ⟨c−k↓ck↑⟩ −
(
⟨c−k↓ck↑⟩ − c−k↓ck↑

)
,

onde os termos em parênteses são vistos como pequenas perturbações em torno da média.
Desta forma, o produto c†

k↑c
†
−k↓c−l↓cl↑ é reexpresso como

c†
k↑c

†
−k↓c−l↓cl↑ =

(
⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ −

(
⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ − c†

k↑c
†
−k

)) (
⟨c−l↓cl↑⟩ −

(
⟨c−l↓cl↑⟩ − c−l↓cl↑

))
= ⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩c−l↓cl↑ + c†

k↑c
†
−k⟨c−l↓cl↑⟩ − ⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩⟨c−l↓cl↑⟩

+
(
⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ − c†

k↑c
†
−k

)(
⟨c−l↓cl↑⟩ − c−l↓cl↑

)
︸ ︷︷ ︸

≈ 0

⇒ c†
k↑c

†
−k↓c−l↓cl↑ ≈ ⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩c−l↓cl↑ + c†

k↑c
†
−k⟨c−l↓cl↑⟩ − ⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩⟨c−l↓cl↑⟩. (3.3)
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Desta forma, reescrevemos (3.2) como

HBCS =
∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ +

∑
k,l

Vkl
(
⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩c−l↓cl↑ + c†

k↑c
†
−k⟨c−l↓cl↑⟩ − ⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩⟨c−l↓cl↑⟩

)
.

Podemos escrever a equação acima de uma forma mais compacta se definirmos o "campo
médio"

B, (3.4)

de forma que HBCS se torna

HBCS =
∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ −

∑
k

(
∆∗

kc−k↓ck↑ + ∆kc
†
k↑c

†
−k↓ − ∆k⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩

)
. (3.5)

Na Eq. (3.4) introduzimos o parâmetro de ordem supercondutor, que representa
o condensado de pares eletrônicos formado pela interação elétron-elétron efetiva. Poste-
riormente ficará evidente que ele forma um gap ou lacuna no diagrama de energias do
sistema, de forma que muitas vezes ∆k é chamado de gap de energia. Claramente, esse
parâmetro depende do momentum dos elétrons envolvidos na interação, porém perceba
que ele também depende da temperatura através da média térmica ⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩. Para altas

temperaturas1 temos que a energia térmica elevada dos elétrons impede a formação de
pares, de forma que ⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ ≈ 0 → ∆k ≈ 0. A partir de uma certa temperatura crítica

TC , temos que ∆k deixa de ser nulo e ocorre uma transição de fase do estado normal para
um estado supercondutor.

Uma interpretação física da dinâmica do Hamiltoniano (3.5) pode ser dada ao se
notar que ∆∗

kc−k↓ck↑ + (hermitiano conjugado) converte dois estados de um elétron ao
condensado de pares. Por outro lado, se utilizarmos novamente o operador de criação
de lacunas h†

k↑ = c−k↓, temos que o termo h†
k↑∆∗

kck↑ + (h. c.) representa o processo de
espalhamento de um único elétron em uma lacuna devido ao condensado representado
por ∆∗

k. Assim, o primeiro processo cria o condensado supercondutor enquanto que o
segundo mistura estados de elétrons e lacunas, criando estados entrelaçados. Esta mistura de
estados dará origem a novas excitações elementares que se comportam como quasipartículas
fermiônicas (COLEMAN, 2015). Veremos em mais detalhes ao longo deste capítulo tanto
o comportamento do gap de energia em função da temperatura quanto o surgimento das
quasipartículas.

O Hamiltoniano (3.5) é quadrático nos operadores de criação e destruição eletrônicos,
diferentemente do Hamiltoniano original (3.2). Já foi demostrado que um Hamiltoniano
deste tipo pode ser diagonalizado por uma transformação de similaridade adequada
(BOGOLIUBOV, 1958) (VALATIN, 1958). Para isso, representaremos o Hamiltoniano
1 Quando comparadas à temperatura crítica de transição de fase de um supercondutor.
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(3.5) matricialmente, buscando por uma nova base de operadores de criação e destruição o
torne diagonal. Para tal, note que, como σ =↑, ↓ e ξ−k = ξk, temos que (3.5) se torna

HBCS =
∑

k

(
ξkc

†
k↑ck↑ + ξkc

†
−k↓c−k↓ − ∆∗

kc−k↓ck↑ − ∆kc
†
k↑c

†
−k↓

)
+
∑

k

∆k⟨c†
k↑c

†
−k↓⟩.

Além disso, utilizando as relações de anticomutação (2.5), temos que

HBCS =
∑

k

(
ξkc

†
k↑ck↑ − ξkc−k↓c

†
−k↓ − ∆∗

kc−k↓ck↑ − ∆kc
†
k↑c

†
−k↓

)
+
∑

k

(
∆k⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ + ξk

)
.

Se escolhermos a base de vetores composta pelo conjunto dos pares ordenados Ck =(
ck↑, c

†
−k↓

)T
, temos que, por inspeção, o Hamiltoniano acima pode ser representado matri-

cialmente como

HBCS =
∑

k

(
c†

k↑ c−k↓

) ξk −∆k

−∆∗
k −ξk

 ck↑

c†
−k↓

+
(

∆k⟨c†
k↑c

†
−k↓⟩ + ξk

)
,

onde definimos a matriz

Êk =
 ξk −∆k

−∆∗
k −ξk

 . (3.6)

de modo que
HBCS =

∑
k

C†
kÊkC†

k +
∑

k

(
∆k⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ + ξk

)
. (3.7)

Da álgebra matricial (ver Apêndice D), sabe-se que se uma matriz genérica M̂ é diagonali-
zável, então existe uma matriz unitária Û , cujas colunas são compostas pelos autovetores
de M̂ , que diagonaliza M̂ através da transformação unitária Û †M̂Û . O segundo termo
da Eq. (3.7) é uma constante, logo já é um termo diagonal, que é muitas vezes omitido
na literatura (ANNETT, 2004). Assim, diagonalizar o Hamiltoniano (3.7) se reduz a
diagonalizar Êk. Para isso calculamos seus autovetores v e autovalores λk através da
equação (

Êk − λkÎ
)

v = 0, (3.8)

onde Î é a matriz identidade. Para que (3.8) tenha solução não-trivial, temos que

det
(
Êk − λkÎ

)
= 0 ⇒

∣∣∣∣∣∣ξk − λk −∆k

−∆∗
k −ξk − λk

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ λk = ±
√
ξ2

k + |∆k|2. (3.9)

Desta forma, teremos dois autovetores v+ e v−, associados a Ek =
√
ξ2

k + |∆k|2 e a −Ek,
respectivamente. Para obtê-los, partimos de (3.8), substituindo λk = Ek, para obter v+, e
λk = −Ek, para obter v−. Supondo que v+ e v− são dados por

v+ =
C1

C2

 e v− =
C3

C4

 , (3.10)
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onde C1, C2, C3 e C4 são constantes complexas a determinar, temos que 3.8 produz as
seguintes equações matriciais:

→ Para λk = +Ek ξk − Ek −∆k

−∆∗
k −ξk − Ek

C1

C2

 = 0. (3.11)

→ Para λk = −Ek ξk + Ek −∆k

−∆∗
k −ξk + Ek

C3

C4

 = 0. (3.12)

As equações (3.11) e (3.12) formam dois sistemas de equações lineares para C1, C2, C3 e
C4. Com a segunda linha da Eq. (3.11), obtemos

∆∗
kC1 +

(
ξk + Ek

)
C2 = 0. (3.13)

Da mesma forma, a primeira linha da Eq. (3.12) nos fornece

−
(
ξk + Ek

)
C3 + ∆kC4 = 0, (3.14)

ou, tomando seu complexo conjugado, temos

−
(
ξk + Ek

)
C∗

3 + ∆∗
kC

∗
4 = 0. (3.15)

Comparando (3.13) e (3.15), obtemos que as componentes de v+ e v− devem
satisfazer

C1 = C∗
4 e C2 = −C∗

3 .

Definindo novas constantes C1 ≡ uk e C2 ≡ vk, obtemos o seguinte conjunto de
componentes dos autovetores de Êk:

C1 = uk, C2 = vk,

C3 = −v∗
k, C4 = u∗

k.
(3.16)

A Tabela 1 resume as informações obtidas até agora sobre os autovalores de Êk e
seus autovetores associados.

Assim, a matriz unitária Û que diagonalizará Êk terá suas colunas compostas pelos
autovalores da Tabela 1, ou seja

Û =
uk −v∗

k

vk u∗
k

 ⇒ Û † = 1
|uk|2 + |vk|2

 u∗
k v∗

k

−vk uk

 . (3.17)
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Autovalor Autovetor associado

Ek =
√
ξ2

k + |∆k|2
(
uk
vk

)

−Ek = −
√
ξ2

k + |∆k|2
(

−v∗
k
u∗

k

)

Tabela 1 – Autovalores de Êk com seus autovetores associados.

Note que para Û ser unitária, temos que Û Û † = Î, logo

Û Û † = 1
|uk|2 + |vk|2

uk −v∗
k

vk u∗
k

 u∗
k v∗

k

−vk uk

 = 1
|uk|2 + |vk|2

|uk|2 + |vk|2 0
0 |uk|2 + |vk|2

 = Î

⇒ |uk|2 + |vk|2 = 1. (3.18)

Assim

Û † =
 u∗

k v∗
k

−vk uk

 . (3.19)

Aqui vemos que a escolha de constantes feita em (3.16) é bastante arbitrária de
forma que seria possível definir outros autovetores que também garantem a unitariedade
de Û .

Para determinar as constantes uk e vk, consideramos a primeira linha da Eq. (3.11):

(ξk − Ek)uk − ∆kvk = 0.

Multiplicando ambos os lados da equação acima por v∗
k e utilizando que |uk|2 + |vk|2 = 1,

obtemos(
ξk − Ek

)
ukv

∗
k − ∆k

(
1 − |uk|2

)
= 0 ⇒ |uk|2 = 1 + Ek − ξk

∆k
ukv

∗
k. (3.20)

Por outro lado, da Eq. (3.14), utilizando que C3 = −v∗
k e C2 = u∗

k, temos

−
(
Ek + ξk

)
v∗

k + ∆ku
∗
k = 0.

Multiplicando a equação acima por uk nos fornece que

−
(
Ek + ξk

)
ukv

∗
k + ∆k|uk|2 = 0 ⇒ ukv

∗
k = ∆k

Ek + ξk
|uk|2. (3.21)

Ao substituir a Eq. (3.21) na Eq. (3.20) e rearranjando os termos, obtemos

|uk|2 = 1
2

(
1 + ξk

Ek

)
, (3.22)
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e, como |uk|2 + |vk|2 = 1,

|vk|2 = 1
2

(
1 − ξk

Ek

)
. (3.23)

Além disso, substituindo (3.22) em (3.24), temos

ukv
∗
k = − ∆k

2Ek
, (3.24)

que será útil posteriormente.

Pela condição de unitariedade de Û (3.18), vemos que as constantes uk e vk podem
ser definidas a menos de um fator de fase. Assim temos que tanto |uk| e |vk| são suficientes
para determinar as constantes completamente. Note que uk e vk dados pelas equações
(3.22) e (3.23) claramente satisfazem a condição de unitariedade.

Seguindo com a diagonalização de Êk, temos que a matriz resultante da transfor-
mação de similaridade Û †ÊkÛ será uma matriz diagonal com os autovalores de Êk como
elementos da diagonal principal, ou seja (ver Apêndice D)

Û †ÊkÛ =
Ek 0

0 −Ek

 . (3.25)

Assim, de (3.7) e utilizando que Û Û † = Î, temos que

HBCS =
∑

k

C†
kÎÊkÎC†

k +
∑

k

(
∆k⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ + ξk

)
=
∑

k

C†
kÛ Û

†ÊkÛ Û
†C†

k +
∑

k

(
∆k⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ + ξk

)

=
∑

k

C†
kÛ

Ek 0
0 −Ek

 Û †C†
k +
∑

k

(
∆k⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ + ξk

)
.

Definindo novos operadores bk↑ e b†
−k↓ definidos como

Û †Ck =
 u∗

k v∗
k

−vk uk

 ck↑

c†
−k↓

 ≡

 bk↑

b†
−k↓

 , (3.26)

ou ainda
bk↑ = u∗

kck↑ + v∗
kc

†
−k↓

b†
−k↓ = ukc

†
−k↓ − vkck↑

. (3.27)

Para unificar a notação dos novos operadores b†
−k↓ e bk↑, escrevemos, sem perda

de generalidade, vk = iνk, onde νk é uma constante complexa. Note que |vk| = |νk|, pois
|vk|2 = (iνk)(−iνk) = |νk|2, de modo que |uk|2 + |νk|2 = 1. Desta forma escrevemos (3.27)
de forma unificada como

bkσ = u∗
kckσ − iν∗

kc
†
−k(−σ) ⇒ b†

kσ = ukc
†
kσ + iνkc−k(−σ). (3.28)
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Note que estes novos operadores obedecem a condição de anticomutação típica de
operadores fermiônicos, pois de (3.28) e das relações (2.5)

→
{
bkσ, b

†
k′σ′

}
= uk′u∗

k

{
ckσ, c

†
k′σ′

}
+ νk′ν∗

k

{
c−k(−σ), c

†
−k′(−σ′)

}
⇒
{
bkσ, b

†
k′σ′

}
= δk,k′δσ,σ′ ;

→ {bkσ, bk′σ′} = −iu∗
kν

∗
k′

{
ckσ, c

†
−k′(−σ′)

}
− iu∗

k′ν∗
k

{
ck′σ′ , c†

−k(−σ)

}
⇒ {bkσ, bk′σ′} = 0;

→
{
b†

kσ, b
†
k′σ′

}
= iukνk′

{
c†

kσ, c−k′(−σ′)

}
+ iuk′νk

{
c†

k′σ′ , c−k(−σ)
}

⇒
{
b†

kσ, b
†
k′σ′

}
= 0.

Assim, podemos escrever HBCS na forma diagonal como

HBCS =
∑

k

(
b†

k↑ b−k↓

)Ek 0
0 −Ek

 bk↑

b†
−k↓

+
∑

k

(
∆k⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ + ξk

)

ou ainda, realizando as multiplicações matriciais

HBCS =
∑

k

Ek
(
b†

k↑bk↑ − b−k↓b
†
−k↓

)
+
∑

k

(
∆k⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ + ξk

)
=
∑

k

Ek
(
b†

k↑bk↑ + b†
−k↓b−k↓

)
+
∑

k

(
∆k⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ + ξk − Ek

)
;

⇒ HBCS =
∑
k,σ

Ekb
†
kσbkσ +

∑
k

(
∆k⟨c†

k↑c
†
−k↓⟩ + ξk − Ek

)
. (3.29)

Mais uma vez mantemos o segundo termo constante na Eq. (3.29) que algumas
vezes é omitido na literatura, uma vez que não influencia no comportamento da dispersão
de energias do sistema.

Vemos, portanto, que os novos operadores bkσ e b†
kσ são excitações elementares

do sistema, comportando-se como quasipartículas fermiônicas que misturam estados de
elétrons (c†

kσ) e de lacunas (c−k(−σ)). Por se tratarem de excitações fermiônicas, elas devem
obedecer a estatística de Fermi-Dirac, logo〈

nbk↑

〉
=
〈
b†

k↑bk↑
〉

= f(Ek), (3.30)

onde f(ϵ) = 1
eβϵ + 1 , com β−1 = kBT .

Além disso, do Hamiltoniano (3.29), vemos que a energia de uma destas excitações é
Ek =

√
ξ2

k + |∆k|2, que depende principalmente do valor de ∆k em função da temperatura.
Se ∆k = 0, teremos Ek = |ξk|, de forma que a dispersão das quasipartículas se torna
indistinguível da dispersão eletrônica para ∆k nulo. De fato, quando ∆k = 0, as equações
(3.22) e (3.23) nos fornecem |uk|2 = 1 e |vk|2 = 0 logo, da Eq. (3.28), b†

kσ = c†
kσ a menos

de um fator de fase. A medida que ∆k se torna não nulo, i.e., inicia-se a formação de
um condensado de pares eletrônicos, um gap de energia de amplitude 2∆k se abre nas
proximidades da energia de Fermi, de modo que o valor de |uk| diminui e o de |vk| aumenta
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−∆k

∆k

Ek

ξk

(a)

1

0

|uk|2

|vk|2

∆k

(b)

Figura 7 – (a)Dispersão de energia das quasipartículas em função de ξk (curva preenchida).
Para ∆k = 0, temos que Ek = |ξk|, de modo que a dispersão se torna idêntica
à dispersão de um gás de elétrons (curva tracejada). (b) |uk|2 e |vk|2 em função
de ∆k

.

(Figuras 7a e 7b). Assim, as quasipartículas b†
kσ se tornam uma mistura de estados eletrô-

nicos e de lacunas. Podemos interpretar esse resultado fisicamente como um espalhamento
de estados de partícula única para estados entrelaçados b†

kσ que são sobreposições entre
lacunas e elétrons devido ao acoplamento elétron-fônon. Assim, |uk|2 e |vk|2 indicam as
probabilidades que uma quasipartícula seja um elétron ou uma lacuna, respectivamente.
Este processo é análogo ao espalhamento de Andreev (Andreev scattering), que ocorre na
interface entre um supercondutor e um condutor no estado normal (COLEMAN, 2015).

O que nos resta agora é obter uma equação que determine ∆k. De (3.4), temos

∆k = −
∑

l

Vkl ⟨c−l↓cl↑⟩ .

Invertendo a Eq. (3.27), temos

ck↑ = ukbk↑ − v∗
kb

†
−k↓;

c−k↓ = ukb−k↓ + v∗
kb

†
k↑.

Assim,
⟨c−k↓ck↑⟩ = ukv

∗
k

(
2
〈
b†

k↑bk↑
〉

− 1
)

− v∗2
k

〈
b†

k↑b
†
−k↓

〉
+ u2

k ⟨b−k↓bk↑⟩ .

Como b†
k↑b

†
−k↓ e b−k↓bk↑ não contribuem para médias térmicas, uma vez que termos

quadráticos nestes operadores não estão presentes no Hamiltoniano (3.29), temos que〈
b†

k↑b
†
−k↓

〉
= ⟨b−k↓bk↑⟩ = 0, logo

⟨c−k↓ck↑⟩ = ukv
∗
k

(
2
〈
b†

k↑bk↑
〉

− 1
)
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Assim, com as equações (3.24) e (3.30)

⟨c−k↓ck↑⟩ = ∆k

2Ek
(1 − 2f(Ek)) (3.31)

Pela aproximação de campo médio dada por (3.3), temos que o valor médio de
pares de elétrons no sistema é∑

k

〈
c†

k↑c
†
−k↓c−k↓ck↑

〉
≈
∑

k

〈
c†

k↑c
†
−k↓

〉
⟨c−k↓ck↑⟩ ,

de forma que a existência de um valor não nulo para
〈
c†

−k↓c
†
k↑

〉
, implica na existência,

no equilíbrio termodinâmico, de um número médio de pares eletrônicos acoplados pela
interação Vkl.

Em (3.31) vemos claramente a dependência com a temperatura da média ⟨c−k↓ck↑⟩.
Para temperaturas muito altas (T/TC ≫ 1), temos que f(Ek) → 1/2 ⇒ ⟨c−k↓ck↑⟩ = 0, o
que significa que pares eletrônicos são fracamente acoplados para altas temperaturas fazendo
com que ∆k seja nulo. Para temperaturas próximas à temperatura crítica (T/TC ∼ 1),
temos que f(Ek) < 1/2 ⇒ ⟨c−k↓ck↑⟩ ̸= 0 e existe a possiblidade de obter ∆k não nulo.
Para saber com exatidão devemos calcular o gap de energia a partir de sua definição dada
pela Eq. (3.4).

Substituindo a Eq. (3.31) em (3.4), obtemos

⇒ ∆k = −
∑

l

Vkl
∆l

2El
tanh

(
El

2kBT

)
(3.32)

A Eq. (3.32), muitas vezes chamada de equação do gap, nos fornece uma relação
autoconsistente que pode ser utilizada para obter ∆k. Fazendo a aproximação da teoria
BCS em que Vkk′ = −V (V = const.), temos que ∆k = ∆l = ∆, logo

1
V

=
∑

k

1
2
√
ξ2

k + |∆|2
tanh


√
ξ2

k + |∆|2

2kBT

 (3.33)

Para um sistema macroscópico, k é um conjunto que pode ser considerado contínuo,
de modo que podemos substituir o somatório em k por uma integral nas energias ξ, ou
seja ∑

k

(. . . )k →
∫
N(ξ)(. . . )ξ dξ,

onde (. . . )k e (. . . )ξ representam funções de k e ξ, respectivamente, e N(ξ) representa a
densidade de estados. Como k está restrito para os valores dentro da casca de energia
|ξk| ≤ ℏωD, (3.33) se torna

1
V

=
∫ ℏωD

−ℏωD

N(ξ) 1
2E tanh

(
E

2kBT

)
dξ,
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onde E =
√
ξ2 + |∆|2. Neste intervalo, temos que a densidade de estados é aproximada-

mente constante e igual a densidade de estados da energia de Fermi N(0). Assim, utilizando
que o integrando é uma função simétrica, obtemos a equação do gap da teoria BCS:

1
V N(0) =

∫ ℏωD

0

1
E

tanh
(

E

2kBT

)
dξ. (3.34)

A equação acima, central na teoria BCS, determina ∆ para qualquer valor de T .
Além disso, (3.34) prevê uma temperatura crítica TC na qual ∆ deixa de ser nulo para
alguma temperatura finita.

Assim, para obter TC , fazemos o limite de ∆ → 0 ⇒ T = TC em (3.34). Assim,
utilizando variáveis adimensionalizadas x = ξ/2kBTC , temos (TINKHAM, 1996)

1
V N(0) =

∫ ℏωD
2kBTC

0

tanh x
x

dx ≈ ln
(

1.13 ℏωD

kBTC

)
,

que nos fornece
kBTC = 1.13ℏωDe

−1/V N(0).

Apesar de seu grande poder explicativo, estando de acordo com resultados ex-
perimentais para supercondutores metálicos como o alumínio, mercúrio, estanho, etc.
(BARDEEN; COOPER; SCHRIEFFER, 1957) (ANNETT, 2004), a teoria BCS não consi-
dera a repulsão Coulombiana entre elétrons. J. Bardeen e D. Pines justificam essa escolha
em seu artigo "Electron-Phonon Interaction in Metals" de 1955 com o argumento que
as interações Coulombianas em um sólido são blindadas devido às excitações da rede
cristalina, de forma que elas são pequenas o suficiente para tratá-las de forma implícita
através de valores empíricos da constante de acoplamento Vkk′(BARDEEN; PINES, 1955).
Apesar disso, é útil saber como o gap de energia pode ser afetado dentro deste regime
repulsivo. De fato, na sessão seguinte veremos que isso nos fornece informações importantes
sobre a interação elétron-fônon.
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4 Modelo de Anderson-Morel

Em seu artigo "Calculation of the Superconducting State Parameters with Retarded
Electron-Phonon Interaction" de 1962, P. Morel e P. W. Anderson afirmam que "apesar
da teoria da supercondutividade original de Bardeen, Cooper, e Schrieffer (BCS) ter ido
longe na explicação de processos básicos que dizem respeito à condensação de sistemas
fermiônicos, ela deve ainda ser considerada como uma teoria fenomenológica com respeito
ao uso que é feito de um ‘potencial efetivo’ um tanto quando não físico para representar
as complexas interações Coulombianas e induzidas por fônons entre elétrons em um
metal" (MOREL; ANDERSON, 1962, tradução nossa). Como foi discutido brevemente na
seção 1.2, a interação elétron-fônon é uma interação retardada, enquanto que a repulsão
Coulombiana é instantânea. Desta forma um único parâmetro ajustável não é suficiente
para englobar as particularidades de cada interação.

Desta forma, introduzimos ao Hamiltoniano de elétrons e fônons do capítulo 2, um
termo que representa a repulsão Coulombiana entre elétrons livres no sólido, dado por

Hel−el =
∑

k,k′,q,
σ1,σ2

Uqc
†
k+qσ1

c†
k′−qσ2

ck′σ2ckσ1 , (4.1)

onde
Uq = e2

V ϵ0 (q2 + q2
0) (4.2)

é a transformada de Fourier de um potencial de Coulomb blindado U(r) = e2

4πϵ0r
exp(−q0r),

V o volume do sólido e q−1
0 é o parâmetro de Thomas-Fermi (RÖSSLER, 2009), que pode

ser interpretado como um comprimento característico que indica a ordem de grandeza
da distância em que ocorre a blindagem do potencial. O termo repulsivo (4.1) pode ser
ilustrado por um diagrama de Feynman análogo àquele da interação elétron-elétron efetiva
na Figura 3, representando uma troca de momentum q entre elétrons com momenta k e
k′ devido à interação Coulombiana, sem alterar seus spins. A utilização de uma interação
blindada é qualitativamente justificada uma vez que os elétrons do sistema não estão
completamente livres, mas "vestidos" com íons positivos da rede cristalina que blindam
parcialmente a carga total de cada elétron. Claramente, este não é o caso mais geral para
interações repulsivas entre elétrons em um sólido, mas faz parte de um modelo simplificado
chamado Jellium, onde assume-se o sólido como um gás de elétrons interagentes sobre um
fundo de cargas positivas uniformemente distribuidas no espaço (COMBESCOT, 2022).
Neste contexto, é possível justificar que o elemento de matriz

|Vq|2 = e2ℏωq

V ϵ0

1
q2 ,
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dado pela Eq. (2.9), também deve ser substituido por uma interação elétron-fônon blindada,
ou seja (COMBESCOT, 2022)

|Vq|2 = e2ℏωq

V ϵ0

1
(q2 + q2

0) . (4.3)

Assim escrevemos um novo Hamiltoniano elétron-fônon, onde elétrons, além de
interagir com fônons, interagem entre si diretamente através de uma repulsão Coulombiana
blindada:

H = Hel + Hion + Hel−el + Hel−ion, (4.4)

onde, assim como no capítulo 2.1,

Hel =
∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ, (2.2)

Hion =
∑

q

ℏωqa
†
qaq, (2.3)

Hel−ion =
∑
q,k,σ

Vqc
†
k+qσckσ(a†

−q + aq). (2.4)

4.1 Hamiltoniano efetivo com repulsão Coulombiana
Relembrando o método da transformação de Schrieffer-Wolff realizado ao longo da

seção 2.2, tínhamos como objetivo diagonalizar o Hamiltoniano nos operadores bosônicos,
de modo a obter um Hamiltoniano transformado que dependesse apenas dos operadores de
criação e destruição fermiônicos. Com este objetivo em mente, na seção 2.2.1, separamos o
Hamiltoniano em uma porção não interagente, dada por H0 = Hel + Hion e uma porção
de interação elétron-fônon Hel−ion que dependia tanto dos operadores bosônicos quanto
dos operadores fermiônicos. Por outro lado, o termo Hel−el dado pela Eq. (4.1), depende
apenas dos operadores fermiônicos, sendo assim diagonal nos operadores bosônicos. Desta
forma, somos tentados a incluir Hel−el no termo não interagente, de modo a obter

H = H′
0 + Hel−ion,

onde H′
0 = H0 + Hel−el. Note que com a escolha feita acima, juntamente com o gerador S

assim como definido no capítulo 2.2.1, o Hamiltoniano transformado H′ será dado por

H′ ≈ H′
0 + 1

2 [Hel−ion, S] , (4.5)

se a condição [H′
0, S] = [H0, S]+[Hel−el, S] = −Hel−ion for satisfeita. Assim como discutido

na seção 2.2.2, uma vez proposto um formato para o gerador utilizamos a condição [H′
0, S] =

−Hel−ion para determinar S completamente através da determinação dos coeficientes
arbitrários que são inevitavelmente inseridos na definição do gerador. Note que, escolhendo
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o mesmo gerador dado pela Eq. (2.28)

S =
∑
q,k,σ

Vq(αa†
−q + βaq)c†

k+qσckσ, (2.28)

teremos que, se [Hel−el, S] = 0, os coeficientes α e β serão exatamente aqueles obtidos no
capítulo 2.2.2, pois neste caso teremos que [H′

0, S] = [H0, S]. Vejamos então se este é o
caso:

[Hel−el, S] =
∑

UqVq
(
a†

−q + aq
) [
c†

k′
1σ1
c†

k′
2σ2
ck2σ2ck1σ1 , c

†
k′

3σ3
ck3σ3

]
, (4.6)

onde
∑

indica de forma implícita uma soma sobre todos os índices, e os momenta dos
elétrons foram reindexados a fim de simplificar a notação. Pelas identidades (C.4) e (C.5),
temos que o comutador eletrônico em (4.6) se torna∑

[...] =
∑

c†
k′

1σ1
c†

k′
2σ2

[
ck2σ2ck1σ1 , c

†
k′

3σ3
ck3σ3

]
+
[
c†

k′
1σ1
c†

k′
2σ2
, c†

k′
3σ3
ck3σ3

]
ck2σ2ck1σ1

=
∑

c†
k′

1σ1
c†

k′
2σ2

[
ck2σ2ck1σ1 , c

†
k′

3σ3

]
ck3σ3 + c†

k′
3σ3

[
c†

k′
1σ1
c†

k′
2σ2
, ck3σ3

]
ck2σ2ck1σ1

=
∑

c†
k′

1σ1
c†

k′
2σ2

(
ck2σ2

[
ck1σ1 , c

†
k′

3σ3

]
+
[
ck2σ2 , c

†
k′

3σ3

]
ck1σ1

)
ck3σ3

+ c†
k′

3σ3

(
c†

k′
1σ1

[
c†

k′
2σ2
, ck3σ3

]
+
[
c†

k′
1σ1
, ck3σ3

]
c†

k′
2σ2

)
ck2σ2ck1σ1

=
∑

c†
k′

1σ1
c†

k′
2σ2

(ck2σ2ck3σ1 + ck1σ1ck3σ2) +
(
c†

k′
3σ2
c†

k′
1σ1

+ c†
k′

3σ1
c†

k′
2σ2

)
ck2σ2ck1σ1 .

Assim, realizando algumas reindexações, temos∑[
c†

k′
1σ1
c†

k′
2σ2
ck2σ2ck1σ1 , c

†
k′

3σ3
ck3σ3

]
=
∑

c†
k′

1σ1
c†

k′
2σ2

{ck2σ2 , ck1σ1}︸ ︷︷ ︸
=0

+
{
c†

k′
2σ2
, c†

k′
1σ1

}
︸ ︷︷ ︸

=0

ck2σ2ck1σ1

= 0 ⇒ [Hel−el, S] = 0.

Pela discussão anterior, temos que os coeficientes α e β ainda são dados pelas
equações (2.34) e (2.35), respectivamente. Desta forma, obtemos o mesmo Hamiltoniano
transformado do capítulo 2.2.3, com a adição do termo repulsivo (4.1), ou seja

H′ = H0 +
∑
q,k,k′

σ,σ′

Uqc
†
k+qσc

†
k′−qσ′ck′σ′ckσ +

∑
q,k,k′

σ,σ′

|Vq|2ℏωq

(ξk+q − ξk)2 − (ℏωq)2 c
†
k+qσc

†
k′−qσ′ck′σ′ckσ.

Utilizando as formas explícitas de Uq e de |Vq|2 dadas pelas equações (4.2) e
(4.3), respectivamente, podemos agrupar os termos de interação elétron-elétron, obtendo o
Hamiltoniano para o modelo de Anderson-Morel

HAM = H0 +
∑
q,k,k′

σ,σ′

e2

V ϵ0 (q2 + q2
0)

(
1 + (ℏωq)2

(ξk+q − ξk)2 − (ℏωq)2

)
c†

k+qσc
†
k′−qσ′ck′σ′ckσ, (4.7)

onde definimos novamente o potencial de interação Vq,k como

Vqk = e2

V ϵ0 (q2 + q2
0)

(
1 + (ℏωq)2

(ξk+q − ξk)2 − (ℏωq)2

)
(4.8)
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Na Eq. (4.8), vemos que para altas energias de espalhamento, i.e., |ξk+q−ξk| ≫ ℏωq,
a interação elétron-elétron efetiva se torna desprezível e a repulsão Coulombiana se torna
o termo dominante da interação, de forma que como um todo a interação é repulsiva.
Para energias de espalhamento |ξk+q − ξk| = 0, temos que neste modelo as contribuições
atrativas e repulsivas se cancelam perfeitamente e, por fim, quando |ξk+q − ξk| < ℏωq o
termo de interação elétron-fônon é atrativo, porém a interação como um todo ainda é
repulsiva devido à contribuição do termo Coulombiano.

Podemos visualizar estas três situações definindo uma frequência de plasma para
o gás de elétrons, dada por ω = |ξk+q − ξk| /ℏ, de forma que o potencial de interação se
torna

V (q, ω) = e2

V ϵ0 (q2 + q2
0)

(
1 +

ω2
q

ω2 − ω2
q

)
. (4.9)

Neste caso, temos que para ω ≫ ωq, o plasma de elétrons oscila em uma frequência
muito maior que aquela dos caroços iônicos de forma que estes não acompanham a excitação
do plasma eletrônico. Por outro lado, quando ω < ωq, a frequência de plasma do gás
eletrônico se aproxima de uma espécie de frequência de ressonância dos caroços iônicos,
que faz eles deslocarem-se para além da distância necessária para simplesmente blindar
a carga eletrônica, de forma que ocorre uma "superblindagem"(overscreening) por parte
da rede iônica. Uma vez que os caroços iônicos são muito mais massivos que os elétrons,
esse "deslocamento excessivo" dos caroços iônicos gera uma interação efetiva atrativa
e retardada entre elétrons, em contraste com o caráter essencialmente instantâneo da
repulsão Coulombiana (COMBESCOT, 2022)(COLEMAN, 2015).

4.2 Gap de energia no modelo de Anderson-Morel
Para obter o gap de energia para no modelo de Anderson-Morel, consideramos

apenas a situação mais favorável para formação de pares eletrônicos de maneira análoga
ao que foi feito na seção 3.1. Assim, uma simplificação do potencial (4.8) mas que ainda
captura o caráter essencial da interação possui a forma

Vqk ≈ Vkl = 1
N(0)δσ,σ′δ−k,k′ ×

ρ− λ , se |ξk|, |ξl| ≤ ℏωD

ρ , caso contrário
, (4.10)

onde l = k + q e ρ1 e λ são as médias angulares do potencial de Coulomb e do potencial
elétron-elétron efetivo, respectivamente (MOREL; ANDERSON, 1962). Note que se ρ = 0
este modelo se reduz à teoria BCS. Assim, da Eq. (4.7), o Hamiltoniano do sistema se
1 usualmente se usa a letra grega µ para representar a média angular do potencial de Coulomb (MOREL;

ANDERSON, 1962) (COLEMAN, 2015), porém para evitar confusões com o potencial químico, opto
por utilizar a letra ρ.
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Figura 8 – Variação de ∆(ϵ) ao longo da banda eletrônica que será considerada na inte-
gração. Note que para diferentes regiões de energia o gap muda de valor.

torna
HBP =

∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ +

∑
kl

Vk,lc
†
k↑c

†
−k↓c−l↓cl↑. (4.11)

Esse Hamiltoniano é idêntico àquele resolvido no capítulo 3.2, de forma que obtemos
a mesma Eq. (3.32) para um gap de energia com dependência em momentum, dada por

∆k = −
∑

l

Vkl
∆l

2El
tanh

(
βEl

2

)
. (3.32)

Das equações (3.32) e (4.10), temos que ∆k deve assumir valores distintos para os
diferentes intervalos de energia nos quais Vkl está definido, de forma que

∆k =

∆1 , se |ξk| ≤ ℏωD

∆2 , caso contrário
. (4.12)

Tomando mais uma vez o limite do contínuo para o conjunto dos k, trocamos
o somatório na Eq. (3.32) por uma integral nas energias ponderada pela densidade de
estados, ou seja

∆(ϵ) = −
∫ D

−D
N(ϵ′)V (ϵ, ϵ′) ∆(ϵ′)

2E(ϵ′,∆) tanh βE(ϵ′,∆)
2 dϵ′, (4.13)

onde ξk → ϵ, ξl → ϵ′ e D é a metade da largura da banda eletrônica, que restringe a região
de integração assim como mostra a Figura 8. Nesta região a Eq. (4.12) se torna

∆k =

∆1 , se |ϵ| ≤ ℏωD

∆2 , se ℏωD < |ϵ| < D
. (4.14)

Para calcular a integral em (4.13) temos que considerar dois regimes de energia
principais: |ϵ| < ℏωD ⇒ ∆(ϵ) = ∆1 e ℏωD < |ϵ| < D ⇒ ∆(ϵ) = ∆2. Assim obtemos duas
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equações:

∆1 = −
∫ D

−D
N(ϵ′)V (ϵ, ϵ′) ∆(ϵ′)

2E(ϵ′,∆) tanh βE(ϵ′,∆)
2 dϵ′ (|ϵ| ≤ ℏωD), (4.15)

∆2 = −
∫ D

−D
N(ϵ′)V (ϵ, ϵ′) ∆(ϵ′)

2E(ϵ′,∆) tanh βE(ϵ′,∆)
2 dϵ′ (ℏωD < |ϵ| < D). (4.16)

A primeira vista, ambas as equações podem parecer idênticas, porém devemos
tomar cuidado com o valor de V (ϵ, ϵ′) a medida que variamos o valor de ϵ′ nos limites da
integral. De (4.10), vemos que tanto |ϵ| quanto |ϵ′| devem ser menores que ℏωD para que
V (ϵ, ϵ′) = ρ− λ. Se |ϵ| ou |ϵ′| se encontrarem em outro regime de energias, então teremos
que V (ϵ, ϵ′) = ρ. Assim, considerando uma densidade de estados constante N(ϵ) = N(0)
em todo intervalo de energias entre −D e D e com auxilio da Figura 8, separamos (4.15)
e (4.16) em três intervalos de energia:

→ ∆1 = − ρ∆2

∫ −ℏωD

−D

tanh(βE(∆2)/2)
2E(∆2)

dϵ′ + (λ− ρ)∆1

∫ ℏωD

−ℏωD

tanh(βE(∆1)/2)
2E(∆1)

dϵ′

− ρ∆2

∫ D

ℏωD

tanh(βE(∆2)/2)
2E(∆2)

dϵ′,

→ ∆2 = − ρ∆2

∫ −ℏωD

−D

tanh(βE(∆2)/2)
2E(∆2)

dϵ′ − ρ∆1

∫ ℏωD

−ℏωD

tanh(βE(∆1)/2)
2E(∆1)

dϵ′

− ρ∆2

∫ D

ℏωD

tanh(βE(∆2)/2)
2E(∆2)

dϵ′,

onde a dependência da dispersão E =
√
ϵ2 + |∆1,2|2 com ϵ foi mantida de forma implícita.

Como os integrandos são todos funções pares, podemos escrever as equações acima como

∆1 = −ρ∆2

∫ D

ℏωD

tanh(βE(∆2)/2)
E(∆2)

dϵ′ + (λ− ρ)∆1

∫ ℏωD

0

tanh(βE(∆1)/2)
E(∆1)

dϵ′ (4.17)

∆2 = −ρ∆2

∫ D

ℏωD

tanh(βE(∆2)/2)
E(∆2)

dϵ′ − ρ∆1

∫ ℏωD

0

tanh(βE(∆1)/2)
E(∆1)

dϵ′ (4.18)

Para obter β−1
C = kBTC , consideramos que nas proximidades da temperatura crítica

∆1,2 ≪ ϵ, logo E(ϵ,∆1,2) =
√
ϵ2 + |∆1,2|2 ≈ |ϵ|. Assim (4.17) e (4.18) se tornam

∆1 = −ρ∆2

∫ D

ℏωD

tanh(βCϵ
′/2)

ϵ′ dϵ′ + (λ− ρ)∆1

∫ ℏωD

0

tanh(βCϵ
′/2)

ϵ′ dϵ′

∆2 = −ρ∆2

∫ D

ℏωD

tanh(βCϵ
′/2)

ϵ′ dϵ′ − ρ∆1

∫ ℏωD

0

tanh(βCϵ
′)/2)

ϵ′ dϵ′

Utilizando que (TINKHAM, 1996)

∫ a/2

0

tanh x
x

dx ≈ ln(1.13a),
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temos, se x ≡ βCϵ
′/2∆1 = (λ− ρ)∆1 ln(1, 13βCℏωD) − ρ∆2 ln(D/ℏωD)

∆2 = −ρ∆1 ln(1, 13βCℏωD) − ρ∆2 ln(D/ℏωD)
. (4.19)

que pode ser escrita em forma matricial como∆1

∆2

1 − (λ− ρ) ln(1, 13βCℏωD) ρ ln(D/ℏωD)
ρ ln(1, 13βCℏωD) 1 + ρ ln(D/ℏωD)

 = 0 (4.20)

Como procuramos soluções não triviais de (4.20), então o determinante da matriz
de coeficientes deve ser nulo, de forma que obtemos, após um pouco de manipulação
algébrica,

1
λ− ρ∗ = ln(1, 13βCℏωD), (4.21)

onde
ρ∗ ≡ ρ

1 + ρ ln(D/ℏωD) (4.22)

é chamado de pseudopotencial de Coulomb. Assim, a temperatura crítica do sistema é

kBTC = 1, 13ℏωD exp
(

− 1
λ− ρ∗

)
, (λ− ρ∗) > 0. (4.23)

Veja que para obtermos apenas temperaturas críticas finitas λ − ρ∗ > 0. Se
permitíssemos λ − ρ∗ < 0, teríamos que, à medida que (λ − ρ∗) → 0−, TC → ∞, o que
claramente não é uma solução física. Interpretamos este resultado como o regime em que
a interação elétron-elétron efetiva não é suficiente para vencer a repulsão Coulombiana,
e um estado supercondutor não é formado. É essencial notar que não é a intensidade
total do potencial de Coulomb que é importante para que uma temperatura crítica finita
exista, mas sim o potencial renormalizado ρ∗, que é sempre menor que ρ. Desta forma,
é possível que λ − ρ seja sempre negativo (indicando uma interação sempre repulsiva),
mas λ− ρ∗ negativo, de forma que um gap de energia não nulo ainda pode existir para
temperaturas abaixo de TC . Essa renormalização da interação Coulombiana ocorre devido
ao caráter retardado da interação elétron-fônon. Complementando a discussão feita ao final
do capítulo 4.1, o tempo característico τe da dinâmica eletrônica é da ordem do inverso
da energia de Fermi, ou seja, τe ≈ ℏ/EF que é um valor muito menor do que o tempo
característico da dinâmica da rede ω−1

D (SIGRIST, 2005). Desta forma, a passagem de um
elétron deforma a rede cristalina excitando modos normais de vibração polarizados, ou
seja, fônons. Estas excitações permanecem existindo mesmo muito depois da passagem
do elétron, o que permite que outros elétrons sintam uma interação atrativa, comunicada
pelos fônons, mesmo que estes não se encontrem no mesmo sítio da rede, o que reduz
ainda mais a efetividade da repulsão Coulombiana.
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∆2

∆1

−ℏωD ℏωD

∆(ϵ)

ϵ

(a)

−∆1

−∆2

∆2

∆1

−ℏωD ℏωD

E(ϵ)

ϵ

(b)

Figura 9 – Em (a) vemos a dependência esquemática de ∆ em função da energia ϵ. Em (b)
a nova dispersão das quasipartículas no modelo de AM (curva preenchida). Veja
que quando ϵ = ±ℏωD, o gap muda de valor de modo a se adaptar à interação,
minimizando a energia do sistema. As curvas tracejadas indicam as disperções
para gaps de energia constantes E1 =

√
ϵ2 + |∆1|2 e E2 =

√
ϵ2 + |∆2|2.

Podemos também obter o valor de ∆1,2 para T = 0. Neste caso teremos que as
equações (4.17) e (4.18) nos fornecem

∆1 = −ρ∆2

∫ D

ℏωD

1√
ϵ2 + |∆2|2

dϵ′ + (λ− ρ)∆1

∫ ℏωD

0

1√
ϵ2 + |∆1|2

dϵ′; (4.24)

∆2 = −ρ∆2

∫ D

ℏωD

1√
ϵ2 + |∆2|2

dϵ′ − ρ∆1

∫ ℏωD

0

1√
ϵ2 + |∆1|2

dϵ′. (4.25)

Resolvendo as integrais no regime ∆1,2 ≪ ℏωD, D (Apêndice E), obtemos∆1 = (λ− ρ) ∆1 ln(2ℏωD/∆1) − ρ∆2 ln(D/ℏωD);

∆2 = −ρ∆1 ln(2ℏωD/∆1) − ρ∆2 ln(D/ℏωD).
(4.26)

Resolvendo o sistema para ∆1,2 obtemos

∆1(T = 0) = 2ℏωD exp
(

− 1
λ− ρ∗

)
, (|ϵ| ≤ ℏωD)

∆2(T = 0) = − ρ∗

λ− ρ∗ ∆1(0), (ℏωD < |ϵ| < D)
(4.27)

ou ainda, em termos da intensidade relativa ∆1/∆2:

∆2(0)
∆1(0) = − ρ∗

λ− ρ∗ . (4.28)

Com a Eq. (4.27), vemos que ∆(ϵ) muda de sinal e diminui em módulo para
|ϵ| > ℏωD (Figura 9a). Isso ocorre de modo a minimizar a energia do sistema, se adaptando
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à mudança na interação entre elétrons, que se torna puramente Coulombiana nesta região,
assim como podemos ver na Figura 9b, que mostra a dispersão E(ϵ,∆) =

√
ϵ2 + |∆(ϵ)|2

das quasipartículas introduzidas na seção 3.2, em função da energia ϵ.
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5 Considerações finais

Ao longo deste trabalho vimos como é possível obter uma interação elétron-elétron
efetiva a partir de um sistema de elétrons e fônons interagentes utilizando uma transforma-
ção de Schrieffer-Wolff em um Hamiltoniano modelo. Apesar da análise que se sucedeu ter
sido feita para modelos simplificados, foi possível obter um entendimento mais profundo
sobre os mecanismos de acoplamento entre elétrons em um sólido e suas implicações na
origem microscópica da fase supercondutora em metais simples, onde a aproximação de
gás de elétrons livres é boa para descrever os elétrons de condução.

Devido aos tempos característicos das excitações iônicas serem muito maiores do
que os tempos característicos eletrônicos, a interação elétron-fônon assume o caráter de
uma interação retardada. Por esse motivo, a interação elétron-fônon é capaz de transmitir
momenta entre elétrons mesmo quando estes se encontram em sítios distantes na rede
cristalina, em contraste com a interação Coulombiana que possui intensidade significativa
apenas quando elétrons se encontram em sítios muito próximos. Essa característica da
interação elétron-fônon diminui significativamente o efeito da repulsão Coulombiana na
formação do gap de energias, de forma que é possível existir uma fase supercondutora
mesmo se a interação elétron-elétron como um todo for sempre repulsiva.

Claramente, ainda há muito espaço para aperfeiçoar a análise feita neste trabalho.
Inicialmente, poderia-se buscar por soluções computacionais para o Hamiltoniano exato
HBCS com uma interação elétron-elétron efetiva apropriada, de modo a comparar quanti-
dades obtidas pela teoria com dados experimentais. Além disso, com estas soluções, seria
possível também verificar o quão boas são as aproximações de campo médio realizadas na
seção 3.2 para obter as soluções analíticas.

Outra possibilidade seria investigar outros mecanismos de acoplamento entre
elétrons, sejam eles interações que considerem interações elétron-fônon mais complexas,
interações entre elétrons devido a excitações coletivas de origem magnética ou sistemas
eletrônicos fortemente correlacionados onde os elétrons não são tão móveis quanto em
sistemas metálicos, de forma que o efeito de retardo da interação elétron-fônon não tem
mais um papel tão crucial, uma vez que os tempos característicos das excitações iônicas e
eletrônicos se tornam semelhantes. Na maioria destes sistemas teríamos que considerar
elétrons com simetrias distintas dos estados singletos utilizados neste trabalho, de forma
que surgiriam pares de Cooper com momentum angular não nulo que podem interagir
das mais diversas maneiras, dando origem a mecanismos de acoplamento alternativos
(SIGRIST, 2005).
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APÊNDICE A – Gás de elétrons livres

Um dos sistemas eletrônicos mais simples de se tratar é o gás de elétrons livres.
Neste modelo, consideramos que cada elétron possui apenas energia cinética,

Hel =
N∑

i=1

p2
i

2m. (A.1)

Consequentemente, a equação de Schrödinger para o sistema de N elétrons será

Helψ(r1, r2, . . . , rN) = Eψ(r1, r2, . . . , rN), (A.2)

onde E é a energia total do sistema e ψ(r1, r2, . . . , rN) é a função de onda de muitas
partículas, representando o estado do gás de elétrons. Cada elétron deste sistema irá
individualmente satisfazer a equação de Schrödinger para uma partícula (RÖSSLER,
2009)(KITTEL, 2005)

H
(i)
el ψ(ri) = ϵiψ(ri), (A.3)

onde
H

(i)
el = p2

i

2m = − ℏ2

2m∇2
i , ∇i = ∂

∂ri

. (A.4)

A equação (A.3) é uma equação Schrödinger de uma partícula livre, de forma que
as funções de onda que serão solução de (A.3) terão a forma

⟨ri|k⟩ = ψk(ri) = 1√
V
eik·ri , (A.5)

onde V é o volume do sólido que contém as Ne partículas e funciona como uma constante
de normalização da função de onda. Utilizando (A.3), (A.4) e (A.5), podemos obter os
autovalores de H(i)

el

− ℏ2

2m∇2
iψk(ri) = ℏ2k2

2m ψk(ri) ⇒ ϵi ≡ ϵk = ℏ2k2

2m (A.6)

Além disso, consideramos, por simplicidade, o sólido como um cubóide com lados
de comprimento Lj = Njaj onde j = 1, 2, 3 indica os eixos coordenaos, Nj são inteiros e
aj são as arestas do cubóide, de forma que o volume do sólido será V = L1L2L3. Podemos
então evocar condições de contorno periódicas (C.C.P.), de forma que (A.5) será periódica
dado um deslocamento do vetor L = (L1, L2, L3). As C.C.P. restringem os vetores k a
valores discretos, e são físicamente aceitáveis, uma vez que os elétrons estão contidos no
volume de um sólido cristalino, por exemplo. Quantitativamente, temos que as C.C.P.
exigem que



APÊNDICE A. Gás de elétrons livres 54

ψk(ri + L) = 1√
V
eik·(ri+L) = 1√

V
eik·ri = ψk(ri) ⇒ eik·L = 1 ou k · L = 2πn, (A.7)

onde n = (n1, n2, n3) é uma tripla de inteiros e cada componente satisfaz 1 < nj < Nj − 1,
i.e., estamos restringindo k à primeira zona de Brillouin. Tomando (A.7) termo a termo,
temos que as C.C.P. exigem que

kj = 2π
Lj

nj, j = 1, 2, 3 (A.8)

Desta forma, cada função de onda será determinada por algum conjunto de números
quânticos (n1, n2, n3).

É importante notar que (A.5) é solução de (A.3), mas não do Hamiltoniano (A.2)
proposto originalmente para as N partículas do gás de elétrons. Para obter a solução de
(A.2), é necessário que a função de onda de muitas partículas ψ(r1, r2, . . . , rN ) = ψ({ri})
respeite o Princípio de Exclusão de Pauli, ou seja, que ela seja antissimétrica frente a
permutação de duas partículas idênticas, de modo a impedir a ocupação simultânea de
um mesmo estado por duas partículas. Isso usualmente é realizado escrevendo a função
de onda através de um determinante de Slater (ALTLAND; SIMONS, 2010), dado por
(RÖSSLER, 2009)

ψ({ri}) = 1√
N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψk1(r1) ψk1(r2) . . . ψk1(rN)
ψk2(r1) ψk2(r2) . . . ψk2(rN)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψkN
(r1) ψkN

(r2) . . . ψkN
(rN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (A.9)

onde ki representa o momentum do i-ésimo elétron, determinado por algum conjunto de
números quânticos (n1, n2, n3). Note que, por construção, se permutarmos duas linhas ou
colunas de (A.9) (indicando permutação de duas partículas), o determinante muda de
sinal e é nulo se duas linhas forem idênticas (duas linhas com mesmos números quânticos).

Realizar cálculos utilizando determinantes de Slater pode ser bastante difícil e
confuso, principalmente a medida que o sistema aumenta de complexidade. Desta forma,
usualmente utiliza-se a representação de ocupação da mecânica quântica, onde definem-se
os operadores de aniquilação e criação de elétrons com momentum k e spin σ dados
por ckσ e c†

kσ, respectivamente. Estes operadores obedecem a álgebra de anti-comutação
(LANCASTER, 2014)

{ckσ, c
†
k′σ′} = ckσc

†
k′σ′ + c†

k′σ′ckσ = δk,k′δσ,σ′ ; (A.10)

{ckσ, ck′σ′} = 0; (A.11)

{c†
kσ, c

†
k′σ′} = 0. (A.12)
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Nesta representação, temos que a função de onda será da forma

|ψ⟩ = |nk1σ1 , nk2σ2 , . . .⟩, (A.13)

onde n = 1, 0 é o número de ocupação do estado de férmions com número quântico kiσi

(i = 1, 2, . . . ). A aplicação de destes operadores sobre uma função de onda é definida como

ckiσi
|ψ⟩ = (−1)sinkiσi

|nk1σ1 , nk2σ2 , . . . , nkiσi
− 1, . . .⟩ (A.14)

c†
kiσi

|ψ⟩ = (−1)si(1 − nkiσi
|nk1σ1 , nk2σ2 , . . . , nkiσi

+ 1, . . .⟩ (A.15)

onde si =
∑i−1

k=i
nkiσi

(RÖSSLER, 2009). Deste modo justifica-se a nomenclatura de
operadores de criação e destruição, uma vez que c†

kiσi
(ckiσi

) cria (destrói), um elétron no
estado kiσi. Assim, a função de onda de muitas partículas pode ser gerada através da
operação sistemática dos operadores de criação sobre o vácuo eletrônico

|0⟩ = |{nkiσi
= 0, ∀ ki, σi}⟩, (A.16)

de forma que
|ψ⟩ = c†

k1σ1
c†

k2σ2
. . . c†

kN σN
|0⟩. (A.17)

Note que, de (A.14) e (A.15), temos que

c†
kiσi

ckiσi
|ψ⟩ = (−1)si(−1)si(1 − (nkiσi

− 1))nkiσi
|ψ⟩. (A.18)

Como nkiσi
= 0, 1 para fermions, temos que (A.18) nos fornece que

c†
kiσi

ckiσi
|ψ⟩ = nkiσi

|ψ⟩, (A.19)

de forma que c†
kiσi

ckiσi
conta o número de partículas no estado kiσi, e o operador

N̂ =
∑
kiσi

c†
kiσi

ckiσi
=
∑
kiσi

n̂kiσi

chamado de operador número, conta o número de partículas em |ψ⟩. Nesta representa-
ção, os operadores de uma partícula (Â1) e de duas partículas (Â2) são escritos como
(LANCASTER, 2014)

Â1 →
∑

ij

⟨ψαi
|Â1|ψαj

⟩c†
αi
cαj

; (A.20)

Â2 →
∑
ijkl

⟨ψαi
ψαj

|Â2|ψαl
ψαk

⟩c†
αi
c†

αj
cαk

cαk
; (A.21)

onde {αi} é algum conjunto de números quânticos apropriado e |ψαi
⟩ são autofunções de

Â.



APÊNDICE A. Gás de elétrons livres 56

Assim, o Hamiltoniano (A.1) é dado por

Hel =
N∑

i=1

p2
i

2m →
N∑

i=1

⟨kiσi|
p2

i

2m |kiσi⟩n̂kiσi
=

N∑
i=1

ℏ2k2
i

2m n̂kiσi
.

Sua solução é dada pela aplicação do Hamiltoniano sobre um estado |ψ⟩ = c†
k1σ1

c†
k2σ2

. . . c†
kN σN

|0⟩,
de forma que

Hel|ψ⟩ =
N∑

i=1

ℏ2k2
i

2m n̂kiσi
|ψ⟩ =

 N∑
i=1

ϵki

 |ψ⟩.

Se, estamos considerando um sistema que possui variação do número de partículas e
queremos calcular quantidades termodinâmicas, devemos utilizar o ensamble gran-canônico

Z =
∑

{kiσi}

exp
(
−βHel + βµN̂

)
=
∑

{kiσi}

exp
−β

N∑
i=1

(ϵki
− µ) n̂kiσi

 .
Assim, se ξk = (ϵk − µ), podemos definir o Hamiltoniano

Hel =
∑

k

ξkn̂kσ (A.22)

que naturalmente considera um sistema que varia de número de partículas. Em temperatura
nula, o potencial químico µ coincide com a energia de Fermi ϵF e, para sistemas metálicos,
a variação de µ com a temperatura é muito pequena, de forma que em boa aproximação
podemos considerar µ ≈ ϵF . Assim, temos que ξk é um deslocamento da energia dos
elétrons livres de modo a fazer ξF = ϵF − µ(T ) ≈ 0



57

APÊNDICE B – Dinâmica da rede cristalina:
fônons

Considere um sistema de N partículas arranjadas em uma rede cristalina com
espaçamento a. Se permitirmos que estas partículas oscilem harmônicamente podemos
definir um Hamiltoniano para o sistema de osciladores harmônicos no espaço de momentum
q (|q| ∈ [0, 2π]), com frequência ωq e massa M , como (COLEMAN, 2015)

H =
∑

q

(
1

2Mπqπ−q +
Mω2

q

2 ϕqϕ−q

)
, (B.1)

onde πq = π†
−q e ϕq = ϕ†

−q são respectivamente operadores do tipo posição e momentum
que respeitam as relações de comutação canônicas [ϕq, π−q′ ] = iℏδq,q′ . Em analogia ao
oscilador harmônico quântico, definimos os operadores de criação e destruição

aq =
√
Mωq

2ℏ

(
ϕq + i

Mωq
πq

)
,

a†
q =

√
Mωq

2ℏ

(
ϕ−q − i

Mωq
π−q

)
.

Estes operadores satisfazem
[
aq, a

†
q′

]
= −i

2ℏ
(

[ϕq, π-q′ ] − [πq, ϕ−q′ ]
)

= δq,q′ . (B.2)

Com estes operadores é possível mostrar que (COLEMAN, 2015)

H =
∑

q

ℏωq

(
a†

qaq + 1
2

)
. (B.3)

Pode-se demostrar que a†
q (aq) representam operadores que criam (destroem) excitações

coletivas em um campo de oscilações harmônicas. A estas excitações coletivas se dá o
nome de fônons. O termo constante em (B.3)

E0 =
∑

q

ℏωq

2 ,

representa a energia de ponto zero do sistema do sistema e, em geral, podemos fazer
uma transposição da energia do sistema como um todo, de forma que define-se um novo
Hamiltoniano dado por

Hion = H − E0 =
∑

q

ℏωqa
†
qaq.
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APÊNDICE C – Identidades de comutadores

Para quaisquer operadores A, B, C e escalares k, temos que

→ [kA,B] = [A, kB] = k [A,B] . (C.1)

Prova: [kA,B] = kAB −BkA =

AkB − kBA = [A, kB]

k(AB −BA) = k [A,B]
.

→ [A+B,C] = [A,C] + [B,C] . (C.2)

Prova: [A+B,C] = (A+B)C − C(A+B) = AC − CA+BC − CB = [A,C] + [B,C].

→ [A,B + C] = [A,B] + [A,C] . (C.3)

Prova: [A,B + C] = A(B + C) − (B + C)A = AB −BA+ AC − CA = [A,B] + [A,C].

→ [AB,C] = A [B,C] + [A,C]B. (C.4)

Prova: A [B,C] + [A,C]B = A(BC − CB) + (AC − CA)B = ABC − CBA = [AB,C].

→ [A,BC] = [A,B]C +B [A,C] . (C.5)

Prova: [A,B]C +B [A,C] = (AB −BA)C +B(AC − CA) = ABC −BCA = [A,BC]
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APÊNDICE D – Diagonalização por uma
transformação de similaridade

Seja M̂ uma matriz diagonalizável n×n, n ∈ N. Existe, então, uma matriz unitária
Û que através transformação de similaridade Û †M̂Û torna a matriz M̂ diagonal. Assim,
se M̂ possui autovalores mi (i = 1, 2, . . . , n), então

Û †M̂Û =


m1 0 . . . 0
0 m2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . mn

 ⇒ M̂Û = Û


m1 0 . . . 0
0 m2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . mn

 . (D.1)

Escrevendo Û como uma matriz de blocos dos seus vetores colunas µ⃗i, temos que Û =(
µ⃗1 µ⃗2 . . . µ⃗n

)
. Assim, (D.1) pode ser escrita como

M̂Û =
(
µ⃗1 µ⃗2 . . . µ⃗n

)
=
(
µ⃗1 µ⃗2 . . . µ⃗n

)

m1 0 . . . 0
0 m2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . mn

 . (D.2)

A equação (D.2) pode ser escrita como o conjunto de equações

M̂µ⃗i = miµ⃗i, (i = 1, 2, . . . , n)

De forma µ⃗i são auto vetores de M̂ . Assim, Û é uma matriz de blocos dos auto vetores de
M̂ .
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APÊNDICE E – Solução da integral para o
gap de energia do modelo de AM em T = 0

As integrais que devem ser resolvidas nas equações (4.24) e (4.25) são da forma

I =
∫ dx√

x2 + α2
,

onde α é uma constante real. Realizando a transformação de variáveis x = α tan u ⇒ dx =
α sec2 udu, temos

I =
∫ sec2 u√

tan2 u+ 1
du.

Como tan2 u+ 1 = sec2 u, temos

I =
∫

secudu = ln(secu+ tan u) + C.

Realizando a transformação inversa de u → x, temos que tan u = x/α e secu = 1
α

√
x2 + α2,

logo

I =
∫ b

a

dx√
x2 + α2

= ln
(
x+

√
x2 + α2

α

)∣∣∣∣∣∣
b

a

= ln
 b(1 +

√
1 + α2/b2)

a(1 +
√

1 + α2/a2)

 .
Se α ≪ a, b, podemos utilizar

1 +
√

1 + χ2 = 2 + O(χ2), (χ ≪ 1)

de forma que
I =

∫ b

a

dx√
x2 + α2

≈ ln(b/a);

ou, se a = 0
I =

∫ b

0

dx√
x2 + α2

≈ ln(b/α).
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