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“Sonhos podem se tornar realidade.”

(Izuku, Midoriya)
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RESUMO

Neste trabalho, estudamos os grafos matrogénicos. Apresentamos sua
definicao por meio de matroides, reunimos da literatura algumas de suas caracteri-
zagoes e mostramos que sao equivalentes. Além disso, estudamos um algoritmo de
localizagao de autovalores e, como uma contribuicao, demos o primeiro passo para
localizar os autovalores de grafos matrogénicos em tempo linear. Mostramos que sua

largura esperta em clique é menor ou igual a dois.
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ABSTRACT

In this work, we study matrogenic graphs. We present their definition
by matroids, gather from the literature some of their characterizations and show
that they are equivalent. Also, we study an eigenvalue localization algortithm and,
as a contribution, we took the first steps to locate the eigenvalues of matrogenic
graphs in linear time. We show that their slick click width is less than or equal to

two.
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1 INTRODUCAO

No nosso dia a dia, diversas situacoes e problemas podem ser descritos
por meio de diagramas constituidos a partir de pontos e linhas (que ligam esses
pontos). Uma dessas situagoes é o famoso problema das ponte de Konigsberg, que
deu origem a Teoria de Grafos. Introduzida no século XVIII pelo matematico suico

Leonhard Euler, a Teoria de Grafos foi a base para a solugao desse problema.

Konigsberg, atual Kaliningrado, era uma cidade prussiana cortada pelo
rio Pregolia, composta de quatro pedacos de terra conectados por sete pontes que
facilitavam a travessia entre as partes da cidade. Reza a lenda que os cidadaos de
Konigsberg tentavam descobrir um caminho que passasse pela cidade e que atra-
vessasse cada ponte uma tnica vez. Como suas tentativas sempre falhavam, muitos
consideravam a tarefa impossivel, porém apenas no ano de 1730, o problema foi

tratado de um ponto de vista matematico.

KONINGSBERGA

Figura 1.1: Antiga cidade de Konigsberg.

Fonte: https://scilogs.spektrum.de/hlf/the-bridges-of-konigsberg/

Euler reconheceu que a dificuldade para se achar uma solugao para este

problema eram os quatro pedagos de terra e as sete pontes. Com a ajuda de outros



pesquisadores da época, ele escreveu um artigo [11] lidando com este problema e

forneceu um método geral para se resolver problemas do mesmo tipo.

Com isso, surgiu a primeira representagao de um grafo moderno, um par
G = (V,E), onde V representa um conjunto de pontos, chamados vértices, ligados
por um conjunto E de arestas. Um exemplo de grafo, que traduz o problema das

pontes de Konigsberg, pode ser visto na Figura 1.2.

Figura 1.2: Exemplo de um grafo.

Desde entao, a Teoria de Grafos vem sendo aplicada em diversas areas
do conhecimento e grafos sao usados para modelar diversas situagoes. Na Matematica
por exemplo, grafos aparecem na Teoria de Nos, uma subarea da Topologia [13|. Na
Quimica, grafos podem ser usados para representar moléculas. Na Biologia, para
modelar redes que simbolizam a relacdo entre entidades biologicas [25, 30]. Para o

leitor que deseja saber mais sobre Teoria de Grafos, sugerimos as bibliografias [1, 9].

Dado um grafo GG, é natural associa-lo a diferentes matrizes. As matrizes
mais estudadas na literatura sdo: a matriz de adjacéncia (A), a matriz laplaciana (L)
e a matriz laplaciana sem sinal (Q). Associado a cada uma dessas matrizes temos
um conjunto de autovalores, que recebera o nome de espectro do grafo. Matrizes
diferentes geram espectros diferentes. Neste trabalho focaremos majoritariamente
na matriz de adjacéncia. Para conhecer mais sobre essas matrizes, recomendamos as

referéncias [3, 7, §].



A Teoria Espectral de Grafos tem como objetivo descrever propriedades
de um grafo a partir de seu espectro. Ela teve sua origem na Quimica, com Hiic-
kel [22], quando moléculas de hidrocarboneto foram representadas por grafos cujos
autovalores estao diretamente relacionados com uma energia baseada em elétrons

associada & essas moléculas.

A Teoria Espectral de Grafos se popularizou com a publicacao da tese
de Cvetkovic [6], e desde entao vem ganhando cada vez mais destaque na comunidade
cientifica e podemos ver isso pela quantidade de trabalhos publicados na area. Suas
aplicagoes nao se restringem somente & Quimica, podemos encontrar aplicagoes, por
exemplo, em problemas de comunicac¢ao de dados [17]. O leitor que desejar saber

mais sobre Teoria Espectral de Grafos pode consultar [7].

O objetivo desse trabalho é estudar os Grafos Matrogénicos. Eles foram
introduzidos por Foldes e Hammer em [15] e sdo obtidos através de uma estrutura
algébrica primordial, conhecida como Matroide. Essa classe contém a classe dos
grafos threshold e constitui uma subclasse dos unigrafos [2], grafos que podem ser

determinados pela sua sequéncia de graus.

Neste trabalho iremos caracterizar os grafos matrogénicos a partir de
suas propriedades. Eles possuem diversas caracterizagoes, e uma das contribuigoes
deste trabalho foi buscar e reunir, da literatura, todas essas caracterizagoes e mostrar

que sao equivalentes.

As caracterizacoes apresentadas serao convenientes para alcangar nosso
objetivo principal, que é mostrar que o algoritmo de localizacao de autovalores,
desenvolvido por M. Fiirer et al. [16], opera em tempo linear para os grafos matro-

génicos.

O algoritmo em questao recebe como entrada uma arvore associada a
uma decomposicao esperta em clique de um grafo, um escalar e nos retorna uma

matriz diagonal, cujos elementos nos permitem localizar os autovalores do grafo. A



rapidez com que o algoritmo trabalha essa arvore esté relacionada com um parametro
conhecido como largura esperta em clique. Se esse parametro for muito pequeno, o

algoritmo opera em tempo linear.

Por meio das caracterizagoes dos grafos matrogénicos apresentadas, foi
possivel mostrar que esses grafos possuem uma largura esperta em clique menor
ou igual a dois. Isso quer dizer que, tendo em maos uma decomposicao esperta em

clique ideal, o algoritmo opera em tempo linear para essa classe de grafos.

Devido a quantidade de conceitos que serao apresentados ao longo deste
trabalho, a fim de tragar uma linha de raciocinio légico que auxilie o leitor a me-
lhor compreendé-lo, o fluxograma ilustrado pela Figura 1.3, sintetiza e relaciona as

principais ideias e objetivos apresentados ao longo do texto.
Nosso trabalho organiza-se da seguinte forma.

No Capitulo 2, apresentamos defini¢oes preliminares da Teoria de Gra-
fos, Teoria Espectral de Grafos e Teoria de Matroides, que serao fundamentais para

a compreensao do trabalho desenvolvido.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo dos grafos matrogénicos. Comega-
mos definindo a estrutura conhecida como 4-ciclo alternado, imprescindivel para a
definicao de tais grafos, definimos grafos matroidais e, a partir deles, definimos os
grafos matrogénicos. O restante do capitulo é destinado a apresentar as diversas

caracterizagoes dessa familia de grafos.

No Capitulo 4, estudamos uma decomposicao para grafos conhecida
como decomposicao esperta em clique. Vemos o que é uma expressao esperta para
um grafo, como ela esta associada & uma arvore e estudamos o parametro conhecido
como largura esperta em clique. No mais, trabalhamos um algoritmo de localizagao

de autovalores e realizamos um exemplo a fim de compreender seu funcionamento.



Definigdes
preliminares
Teoria de Teoria de
Grafos Matroides
Grafos Matroidais
Definigdo por
Matroides/Circuitos
Grafos
Matrogénicos
Definigdo por
Matroides/Circuitos

Caracterizagdo:
Livres da configuragdo
proibida F

Teoria Espectral
de Grafos

Caracterizagdo:
Particdo do conjunto
de vértices

Grafos
Matrogénicos Split

Expressdo Esperta e
Largura Esperta em Cligue
A Largura Esperta em Clique
dos Grafes Matrogénicos é
menor ou igual a2

Caracterizacio dos Grafos
Matrogénicos Split

Algoritmo de Localizacdo
de Autovalores I

0 Algoritmo Funciona
em Tempo Linear para
os Grafos Matrogénicos

Figura 1.3: Fluxograma do trabalho.

Para que o algoritmo apresentado no Capitulo 4 funcione em tempo

linear, o grafo analisado precisa ter uma largura esperta em clique pequena e, além



disso, precisamos conseguir obter a drvore associada a tal expressao em tempo linear.
No Capitulo 5, provamos que os grafos matrogénicos possuem largura esperta em

clique menor ou igual a dois.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos resultados bésicos referentes a Teoria de
Grafos, Teoria Espectral de Grafos e Teoria de Matroides essenciais para o entendi-

mento dos capitulos posteriores.

2.1 Teoria de Grafos

Essa segao ¢é dedica ao estudo da Teoria de Grafos. As defini¢oes apre-

sentadas aqui podem ser, majoritariamente, encontradas em [28§].

Definig¢ao 1. Seja V' um conjunto nao vazio e £ um subconjunto de {{u,v} : u,v €
V,u # v}. O par G = (V, E) é chamado grafo com conjunto de vértices V' e conjunto

de arestas FE.

A Figura 2.1 ilustra um grafo G = (V, E), em que V' = {vy, va, v3, vy, U5, Vg, U7 }
e b= {{Ula 7}2}7 {U27 U5}7 {U27 'U7}, {U77 03}7 {037 U4}, {U?n UG}}'

U1 V4
U7
V2 U3

Us Ve

Figura 2.1: Exemplo de um grafo.

Os grafos que estudaremos neste trabalho sao simples, ou seja, nao
contém lagos (isto é, arestas do tipo {u,u}) e ndo contém arestas multiplas (duas

arestas ligando o mesmo par de vértices).

Algumas vezes também usaremos as notagoes V(G) e E(G) para repre-

sentar o conjunto de vértices e o conjunto de arestas, respectivamente, de um grafo

G.



A partir de agora, veremos diversas defini¢oes e alguns exemplos que
serao cruciais para a compreensao dos resultados que serao apresentados ao longo

deste trabalho.

Defini¢ao 2. Um grafo G = (V, E) é dito finito se V' é um conjunto finito. Neste
caso, dizemos que G tem ordem |G| = |V|. Se G nao é um grafo finito, dizemos que

G é um grafo infinito.

O grafo dado pela Figura 2.1 é finito.

Definigao 3. Um grafo G = (V, E) é dito vazio se F = ().

A Figura 2.2 ilustra um grafo vazio com 7 vértices.

U1 V4
) Clrd )
V2 ° Vs
° °
® Us Vs @

Figura 2.2: Exemplo de um grafo vazio.

Definigao 4. Dois vértices u,v € V(G) sao ditos adjacentes se existe uma aresta
e = {u,v} = uwv € E(G). Neste caso também diz-se que a aresta e incide sobre os
vértices u e v. Utilizamos a notagao u ~ v para indicar que u é adjacente a v, e a

notacao u »~ v caso contrario.

Definigao 5. Sejam G = (V| E) um grafo e v € V um vértice. A vizinhanga
aberta de v é o conjunto Ng(v) = {u € V;v ~ u} e a vizinhanga fechada de v
¢ o conjunto Ng[v] = Ng(v) U{v}. O grau do vértice v, denotado por d(v), é a

cardinalidade de N¢(v), isto é, d(v) = |Ng(v)].

Definigao 6. Dado um conjunto de vértices V/ C V' e dois vértices x,y ndao neces-
sariamente em V' dizemos que x domina y em V', denotado por x -y y, se todo

vizinho de y em V' — {z} é também um vizinho de x.

8



Definicao 7. Dado um grafo G de ordem n, a sequéncia de graus de G é uma
n-upla cujas coordenadas, dadas em ordem nao crescente, correspondem aos graus

dos vértices de G.

O grafo apresentado na Figura 2.1 tem sequéncia de graus

(3,3,2,1,1,1,1).

Definigao 8. O grafo G; = (Vi, Ey) ¢é isomorfo a Gy = (V5, E») se existe uma
fungao bijetora de V; em V3, tal que {u,v} € E; se e somente se {f(u), f(v)} € Es.
Se tal funcao existe ela é chamada de isomorfismo de GG; em G5. Usaremos a notacao

(G1 ~ (G5 para indicar que G; e G5 sao isomorfos.

Os grafos G e H, exibidos pela Figura 2.3, sdo isomorfos. A fungao
f:V(G) — V(H) dada por f(v1) = uy, f(v2) = ue, f(v3) = us, f(va) = us, f(vs) =
us, f(vg) = ug, f(v7) = ug, f(vg) = uy € uma bijegdo que satisfaz as condigoes

apresentadas na Defini¢ao 8.

U1 Vs Ui (75)

() Vg Us Ug

V3 (s us Uz

(N Vs Uy us
G H

Figura 2.3: Exemplo de grafos isomorfos.

Grafos isomorfos tém o mesmo niimero de vértices e arestas. Proprie-
dades como essas, que sao compartilhadas por grafos isomorfos, sao chamadas de

invariantes.



Defini¢ao 9. Seja G = (V, E)) um grafo, e suponha u,w € V. Um caminho em G
de comprimento r, de u em w, é uma sequéncia [vg, v, ..., v,] de vértices distintos

tais que u = vg, w = v, {v;_1,v;t € E; 1 <i<r.

Defini¢ao 10. Seja G = (V, E) um grafo, e suponha u,w € V. Uma trilha em G
de comprimento r, de u em w, é uma sequéncia [vg, vy, ...,v,| de vértices tais que

U =vg, W=, {v;_1,v;} € E, 1 <i<renao ha repeticao de arestas.

Definigao 11. Um grafo G = (V| F) ¢ dito conexo, se possui um tnico vértice ou se

existe um caminho entre qualquer par de vértices. Caso contrério, é dito desconexo.

Definicao 12. Um ciclo em G de comprimento k£ é uma trilha de comprimento £,

[V0, -, Ug], €m que vy = vy.

Defini¢ao 13. Um grafo G = (V, F) é dito um grafo ciclo se é formado por apenas

um ciclo, denotamos G por C,,, onde n = |V]|.

A Figura 2.4 ilustra os grafos Cy e Cs.

Cy Cs

Figura 2.4: Exemplos de grafos ciclicos.

Um conjunto importante para a compreensao da definicao de subgrafo

induzido é o conjunto V), definido por V® = {{v1,v5} : v1,v2 € V Avy # v}

Defini¢ao 14. Sejam G = (V, E) e H = (W, F) grafos. Se W C V e F' C E, entdo
H é um subgrafo de GG. O subgrafo de GG induzido por W é o grafo
GIW] = (W, ENW®),

10



Note também que um subgrafo induzido pode ser obtido pela remocao

de vértices e, consequentemente, suas arestas incidentes.

A Figura 2.5 exibe um grafo G e seu subgrafo H induzido pelo conjunto

de vértices W = {vy, v3, v4,v5}.

U3 (2 U3 (o

(% U1

G H

Figura 2.5: O Grafo H é um subgrafo induzido de G.

Defini¢ao 15. Seja G = (V, E) um grafo. O grafo complementar de G é o grafo
G = (V,VA\ E),isto é, G e G dividem o mesmo conjunto de vértices, mas {u,v} €

E(G) se e somente se {u,v} ¢ E(G).

A Figura 2.6, exibe um grafo G e seu grafo complementar G.

(%} U3

U1 ° Uy U1 U2
G G
Figura 2.6: Um grafo e seu grafo complementar.

Apresentaremos agora diversas classes de grafos que aparecerao ao longo

do trabalho.

Definicao 16. Um grafo completo é um grafo em que todo vértice é adjacente a

todos os outros vértices. O grafo completo com n vértices é denotado por K.

A Figura 2.7 exibe os grafos completos K1, Ko, K3 e Ky.
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U3

() U3

V1 @ VT e—e Uy (%1 Vo U1 V4

Kl KQ K3 K4

Figura 2.7: Exemplos de grafos completos.

Defini¢ao 17. Seja G = (V, E) um grafo. Um conjunto K C V' é uma clique (em
() se quaisquer dois vértices distintos de K sao adjacentes em G, e dizemos que
S C V é um conjunto estavel (em (), se quaisquer dois vértices distintos de S

nao sao adjacentes.

A Figura 2.8 exibe um grafo G desconexo com clique K = {vq, vy, v3}

e conjunto estavel S = {vy, vs5}.

U1
® U4

U3
(%) ® Us

Figura 2.8: Exemplo de uma clique e um conjunto estavel.
Definicao 18. Um grafo G é dito split quando seu conjunto de vértices V' pode

ser particionado em dois conjuntos disjuntos, K e S, onde K é uma clique e .S é um

conjunto estavel.
O grafo ilustrado pela Figura 2.8 é um grafo split desconexo.
Definicao 19. Um grafo ¢ dito triangular se ele nao contém ciclos induzidos de

tamanho quatro ou maior.

O teorema a seguir caracteriza grafos split por meio de subgrafos proi-

bidos.

12



Teorema 1. [1/] Para todo grafo G = (V, E), as sequintes condi¢oes sao equivalen-

tes:

1. G € um grafo split.
2. ambos G e G sao triangulares.

3. G nao contém Cy,Cs5 nem 2Ky como subgrafos induzidos.

Dem.: (1) = (2) : Seja G um grafo split. Por definigao, todo subgrafo induzido
de G é split. Portanto, G nao contém nenhum ciclo induzido de tamanho 4 ou
mais, ja que o conjunto de vértices de um ciclo de tamanho 4 ou mais nao pode ser
particionado em uma clique e um conjunto estavel. Além disso, o grafo complementar

de G é split, por defini¢ao, e portanto também ¢é triangular.

(2) = (3) : Como G ¢ triangular, ele nao contém Cy e Cs induzidos, e como G ¢

triangular e 2K5 = Cy, G nao contém 2K.

(3) = (1) : Seja K uma clique de tamanho méximo em G com o menor nimero
de arestas em V — K. Suponha, por absurdo, que dois vértices x,y € G[V — K| sao

adjacentes, ou seja, que G nao seja split.

Primeiro, vamos mostrar que x ZJx y ou y 2k . Suponha que nao seja
0 caso, ou seja, existam vértices z,w € K tais que zz,yw € E, mas zw,yz ¢ F.
Esses 4 vértices induzem um Cy, absurdo. Segue que ou z 7 x y ou y ~x x. Suponha

sem perda de generalidade que = >~k ¥.

Se z tem dois nao vizinhos z,w € K, entdo o conjunto {z,y,z,w}
induz um 2K5, absurdo. Se y tem no méaximo um nao vizinho em K, digamos z,
entdo (K U{z,y}) \ {2z} é uma clique maior que K em G, absurdo. Segue que z
tem exatamente um nao vizinho em K, digamos z, e y tem ao menos mais um nao

vizinho em K, digamos w.
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Agora, z deve ter um vizinho u em V — K que nao é um vizinho de =,
caso contrario, K’ = (K U{z}) \ {z} também ¢ uma clique maximal e V' — K’ tem
menos arestas que V — K, absurdo. Além disso, yu € F, senao o conjunto {z,y, z,u}
induz um 2K, em G. Aplicando o mesmo argumento utilizado para x e y, para os
vértices u e y, temos que u Tk Y € u tem exatamente um nao vizinho w’ em K.

Nesse caso, os vértices {z,y, u, z, w'} induzem um Cj, absurdo. ]

Definigao 20. Seja G = (V, E) um grafo. Um emparelhamento em G é um
subconjunto M = {ey, e, ..., e} do conjunto de arestas tal que cada vértice v € V

aparece em no maximo uma aresta de M. O tamanho do emparelhamento é dado

por |M|.

Definigao 21. Seja G = (V, F)) um grafo. Um emparelhamento M ¢ dito maximal

se M U {e} ndo é um emparelhamento para qualquer e € E(G).

Defini¢ao 22. Seja G = (V, E) um grafo. Um emparelhamento é maximo se nao

existe nenhum outro emparelhamento em G com um tamanho maior.
Definicao 23. Um emparelhamento em G é perfeito se todo vértice de G aparece

exatamente uma vez em M.

Podemos observar que o subgrafo induzido por um emparelhamento
perfeito é formado por copias do grafo Ky, e podemos denota-lo por tK,, onde ¢

representa a quantidade de grafos K5 na uniao.

A Figura 2.9 exemplifica o emparelhamento perfeito 4K.

Figura 2.9: Grafo 4K,.
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Definicao 24. O grafo cocktail party é o grafo complementar do emparelhamento

perfeito t K5 e ¢ denotado por C'P(2t).

A Figura 2.10 ilustra o grafo cocktail party C'P(8), obtido tomando o

grafo complementar do grafo 4 K.

Figura 2.10: Grafo C'P(8).

Definicao 25. Dado um grafo G, sejam z1,...,%,, Y1, ...,Y, seus 2p vértices dis-
tintos para algum p > 2. Dizemos que esses vértices induzem uma rede de ordem p
e denotamos por:

Nz, Ty Y1y, Yp)
se todos os x; formam um conjunto estavel, todos y; formam uma clique, e cada x;

¢ adjacente a y; e nenhum outro y; .

Definicao 26. Dado um grafo G, sejam z1,...,%,,¥1,...,Y, seus 2p vértices dis-
tintos para algum p > 2. Dizemos que esses vértices induzem um complemento de

rede de ordem p e denotamos por:

Nz, 2 y1y ey Yp)

se todos os x; formam um conjunto estavel, todos y; formam uma clique, e cada x;

¢ adjacente a todo y; exceto por y;.

A Figura 2.11 nos mostra uma rede e um complemento de rede de ordem
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Ty

x1
n Ys Y2
T2 Y2 Y3 T3 T2 4 T3

Figura 2.11: Rede e complemento de rede de ordem 3.

Definicao 27. Uma arvore é um grafo conexo que nao possui ciclos. Uma arvore é

enraizada quando se destaca um vértice em especial, denominado raiz da arvore.

A Figura 2.12 exibe uma arvore enraizada, cuja raiz é o vértice vg.

(s}

U7 Ug

U3
V4 Vs Vg

V1 U2

Figura 2.12: Exemplo de arvore enraizada.

Definigao 28. Sejam T' = (V, E) uma arvore enraizada de ordem n, com raiz w, e
u,v e V(T).
(i) A profundidade de v é o comprimento do caminho entre v e w;

(ii) Dizemos que v é filho de u se v ~ u e u tem profundidade menor que

v. Neste caso, u é dito pai de v;

(iii) Um vértice de T' ¢ dito uma folha se nao possui filhos;
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(iv) Um vértice ¢ dito nao terminal se possui um ou mais filhos;
(v) Dois vértices sao ditos irmaos se possuem o mesmo vértice pai;

(vi) O vértice u é dito ancestral de v se v pertence a subarvore enraizada

em u.

Na Figura 2.12, o vértice vy tem profundidade 2, o vértice v; é filho de
v3, € v3 € pai de v1. Os vértices vy, Vo, Uy, U5, Vg sa0 folhas e os vértices vy, v7, vg, V3 S0
vértices nao terminais. Os vértices vs e vg sao irmaos e o vértice v; ¢ um ancestral

de Va.

Definicao 29. O grafo caminho P, é uma arvore de ordem n, com dois vértices

de grau 1 e outros n — 2 vértices de grau 2.

A Figura 2.13 ilustra os grafos caminho P e Pj.

o———O o ———— 00— 0
U1 V2 U1 V2 U3 Uy

Figura 2.13: Caminhos P, e P, respectivamente.

Uma classe de grafos que eventualmente serd mencionada ao longo do
trabalho é a classe dos cografos. Para defini-la ¢ essencial conhecermos algumas

operagoes entre grafos.

Definicao 30. Dados dois grafos disjuntos G; e G, dizemos que um grafo G =
(V, E) ¢ auniao de G; e Gy, denotada por G = G; & Gy, se V(G) = V(G1) UV (Gs)
e E(G) = E(G1) U E(Gs).

Definigao 31. Dados dois grafos disjuntos G; e G5, dizemos que um grafo G =
(V, E) é a jungao de G; e GGy, denotada por G = G1VGa, se V(G) = V(G1)UV(Gy)
e E(G) = E(G1) U E(Gy) U {{v,v2};v1 € V(Gy), v € V(G2)}.

Exemplo 1. Considere os grafos K;, desenhado em vermelho, e K3, desenhado em

preto, ambos ilustrados na Figura 2.7. Temos que sua uniao é dada por H; = K1 ® K3

e sua juncao é dado por Hy = K; V K.
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Hy =K, Ks; H, =K, VK;

Figura 2.14: Uniao e jungao de K; e K3, respectivamente.

Agora podemos definir os cografos. Eles sao definidos recursivamente

como a seguir.
Definicao 32. Um cografo é obtido a partir de K; por operagoes de uniao ou
juncao, da seguinte maneira:
(i) Ky é um cografo;
(ii) Se G e Gy sdo cografos, entdo a uniao G; & G5 também o é;
(iii) Se G e Gy sdo cografos, entdo a jungao G V Gy também o é.
Todo cografo admite uma representacao tnica em forma de arvores,

denominada coarvores. A coarvore T de um cografo G é uma arvore enraizada,
onde cada vértice interior w ou é do tipo @ e representa uma uniao ou é do tipo V

e representa uma juncao e, além disso, as folhas da coarvore T; correspondem aos

vértices do cografo G,

A Figura 2.15 ilustra um cografo e sua respectiva coarvore.
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Ve Us
V7 & % V4
Ug U3

U1 (%)

Figura 2.15: Exemplo de um cografo e sua coérvore.

A seguir, iremos enunciar algumas propriedades valiosas dos cografos.
Proposigao 2. [5/ Todo subgrafo induzido de um cografo é um cografo.
Teorema 3. [5]/ Dado um grafo G = (V, E) com n vértices, as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:
(i) G € um cografo.

(ii) G nao contém um Py como subgrafo induzido.

Ou seja, os cografos sao caracterizados como grafos livres de Pj.

A operacao que iremos definir a seguir é um tipo especifico de juncao

entre grafos.

Defini¢ao 33. Seja GG um grafo e seja G5 um grafo split. Suponha que V(G;) N
V(G3) = 0 e que V(G9) é particionado em um conjunto estavel S e uma clique K.
A jungao parcial de G e Ga, denotada por G + G, é o grafo G tal que V(G) =
V(G1)UV(Gy) e E(G) = E(G1)) UE(Gy) UE, onde E = {zy:x € V(Gy),y € K}.

O grafo resultante GG depende nao apenas dos dois grafos GG; e GG, mas

também da particao (S, K) de V(G2) (ja que as partigdes podem nao ser tnicas).
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Portanto, devemos especificar essa particao sempre que necessario. Além disso, G1 +
G5 pode ser diferente de G2+ G (na verdade, G5 + G pode nao estar bem definido,

caso (G nao seja split).

Exemplo 2. Considere G; o grafo K, e G5 o grafo split ilustrado na Figura 2.8. O
grafo GG resultante da juncao parcial de G; e Go, G = G1 + G5, pode ser visto na
Figura 2.16.

U1
U1 ® Uy

u
2 V3

e Us
U2

Figura 2.16: Exemplo de uma juncao parcial.

2.2 Teoria Espectral de Grafos

Esta subsecao é dedicada ao estudo da Teoria Espectral de Grafos. Seu
objetivo é estudar as propriedades de um grafo obtidas por meio de sua representagao
matricial e seu espectro. Aqui, vamos introduzir alguns conceitos que serao essenciais

para a compreensao do algoritmo apresentado no Capitulo 4.

Definigao 34. Seja G = (V, E)) um grafo com conjunto de vértices V = {vy, vo, ..., v, }.
A matriz de adjacéncia de G é a matriz de ordem n, A(G) = (a;;), cujas entradas

sao definidas por a;; = 1, se v; ~ v; e a;; = 0, caso contrario.

A Figura 2.17 ilustra o ciclo Cy e sua matriz de adjacéncia A(Cy).

Ao longo desta dissertacao iremos trabalhar apenas com a matriz de
adjacéncia. Porém todos os resultados podem ser estendidos para outras matrizes,

como a matriz laplaciana e a laplaciana sem sinal, por exemplo.

Defini¢ao 35. O polindémio caracteristico da matriz de adjacéncia A(G) de um

grafo G, ou seja, det(z/ — A(G)), é denominado polinémio caracteristico de G e
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01 10
U3 V4
1 0 01
A(Cy) =
1 0 01
v Vs _0 1 1 0_

Figura 2.17: Grafo Cj e sua matriz de adjacéncia A(Cy).

é denotado por Pg(z). Além disso, A é dito autovalor do grafo G, quando A é
raiz do polinémio Pg(x). Se G possui r autovalores distintos A\; > Ay > ... > A,
entao o espectro do grafo GG, denotado por Spec(G), é o multiconjunto Spec(G) =

{)\[lm, /\[262], ce )\LM}, onde /; denota a multiplicidade do autovalor \;,;1 < i < 7.

Da Definicao 34, A(G) ¢ uma matriz simétrica e nao negativa. Portanto

todos 0s seus autovalores sao nimeros reais.

Por exemplo, o polinémio caracteristico do grafo exibido na Figura 2.17

Pe,(z) = det(z] — A(Cy)) = 2" — 42® = 2*(z — 2)(z + 2).
Portanto, seu Espectro é: Spec(Cy) = {2,082 —2}.

Um parametro estudado pela Teoria Espectral é a quantidade de auto-
valores positivos, negativos e a multiplicidade do autovalor zero de um grafo. Esse

parametro recebe o nome de inércia.

Definicao 36. Seja G um grafo. A inércia de um grafo é a tripla
i(G) = (i+(G),i-(G),ip(G)), onde i (G) é o namero de autovalores positivos de
G, i_(G) é o nimero de autovalores negativos de G e io(G) é a multiplicidade do

autovalor zero.

A inércia do grafo Cy ¢ i(Cy) = (1,1,2).
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Essa definicao provém da definicao de inércia de matrizes quadradas

com espectro real.

Definicao 37. Uma operacao elementar sobre as linhas de uma matriz é uma

das seguintes operacoes:

(i) Permutar duas linhas da matriz. (L; «— L;)
(ii) Multiplicar uma linha por um escalar « # 0. (L; <— aL;)
(iii) Somar a uma linha da matriz outra multiplicada por um escalar « # 0.
(Lz +— L;+ OéLj)
De modo anélogo, podemos definir operacoes elementares sobre as co-

lunas de uma matriz.

Definicao 38. Duas matrizes sao congruentes se uma pode ser obtida da outra
por uma sequéncia de pares de operacgoes elementares, cada par consistindo de uma

operacao em uma linha seguida da mesma operagao na coluna.

Matrizes congruentes compartilham uma propriedade muito importante,

elas possuem a mesma inércia.

Teorema 4. (Let da Inércia de Sylvester) Duas matrizes reais e simétricas de

ordem n X n sao congruentes se, e somente se, elas tém a mesma inércia.

A forma escalonada de uma matriz pode ser obtida por meio de opera-

¢oes elementares e é definida como a seguir.

Definicao 39. Dizemos que uma matriz estd na forma escalonada quando:

(i) As linhas que contém apenas zeros estao abaixo das demais;
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(ii) O primeiro elemento nao nulo de uma linha, conhecido como pivo, esta

em uma coluna a direita do elemento lider da linha acima.

Essas duas condi¢oes implicam que os elementos que estao abaixo dos

pivos sao todos iguais a zero.

2.3 Matroides

A Teoria de Matroides desempenha um papel importante em diversas
areas cientificas, como algebra, geometria, teoria da computacao, pesquisa opera-
cional, entre outras. E é da &lgebra linear e da Teoria de Grafos que surgem suas

maiores motivacoes e exemplos.

A defini¢ao de matroide surgiu em 1935, quando Whitney tentou gene-
ralizar o conceito de dependéncia linear de um conjunto de vetores, pertencentes a

um dado espaco vetorial.

Defini¢gao 40. Um matroide M é um par ordenado (E,Z) que consiste em um
conjunto finito £ e uma cole¢ao Z de subconjuntos de E satisfazendo as seguintes

condicoes:
() beT;
() Sele€Zel Cl,entaol €7T;
(I3) Se I, I, € T e |I;]| < |I2|, entdo existe um elemento e € I\ I; tal que
Il U {6} cT.
A condigao (I3) é chamada de axioma de aumento de independéncia.

Se M é o matroide (F,Z), entdo M é chamado de matroide em E. Os

elementos de Z sao os conjuntos independentes de M e E é o conjunto base
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de M. Um subconjunto de E que nao pertence a Z é chamado de dependente.
Escreveremos Z(M) para Z e E(M) para E, quando diversos matroides forem con-

siderados.

O nome “matroide” foi concebido por Whitney porque uma classe de

exemplos fundamentais de tais objetos surgem de matrizes, da seguinte maneira:

Proposicao 5. [29] Seja E o conjunto de rétulos de colunas de uma matriz A de
ordem m x n sobre um corpo F, e seja T o conjunto de subconjuntos X de E para os
quais o conjunto de colunas rotuladas por X € linearmente independente no espaco

vetorial V.= F™ de dimensao m sobre F. Entdo (E,Z) é um matroide.

Dem.: Evidentemente, Z satisfaz as condigoes (I;) e (I3) da definicdo de matroides.
Para provar que a condigao (I3) é valida, considere I; e I, subconjuntos linearmente
independentes de E tais que || < |I3]. Seja W o subespago de V' gerado por
I, U I,. Entao dim(W) > |I5|. Suponha que I; U {e} seja linearmente dependente
para todo e € I \ I;. Entao W esta contido no conjunto gerado por I;. Portanto,
|| < dim(W) < |I] < |Is], absurdo. Concluimos que 5 \ I; contém um elemento

e tal que I} U{e} € Z, isto &, a condicao (I3) ¢ valida. O

O matroide obtido da matriz A seré denotado por M[A]. Esse matroide

¢ chamado de vetor matroide de A.

Exemplo 3. [29] Seja A a matriz:

1 2 3 4 5
1 0 0 1 1
01 0 0 1

Entdo: E = {1,2,3,4,5} e T = {0, {1}, {2}, {4}, {5}, {1, 2}, {1,5}, {2, 4}, {2,5},
{4,5}}.
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Portanto, o conjunto dos conjuntos dependentes desse matroide é:

{8}, {1,31,{1,4},{2,3}, {3,4}, {3, 5} JU{X C E - | X[ > 3}

O conjunto de conjuntos dependentes minimais, isto €, os conjuntos dependentes

cujos subconjuntos proprios tao independentes, é:

{{3},{1,4},{1,2,5},{2,4,5}}.

Um conjunto dependente minimal em um matroide arbitrario M é cha-
mado de circuito de M e vamos denotar o conjunto de circuitos de M por C ou

C(M). Um circuito de M com n elementos é chamado de n-circuito.

Evidentemente, como no exemplo anterior, uma vez que Z(M) foi es-
pecificado, C(M) pode ser determinado. Similarmente, Z(M) pode ser encontrado a
partir de C(M): os membros de Z(M) sao os subconjuntos de F (M) que ndo contém
membros de C(M). Portanto, um matroide também pode ser determinado por seu

conjunto C de circuitos.

Agora, vamos examinar algumas propriedades de C. E facil ver que:

(C1) D&cC;e

(C3) Se Oy e Oy sao membros de C e C; C Cy, entao C7 = Cs.

Mais ainda,

Lema 6. [29] O conjunto C de circuitos de um matroide tem a sequinte propriedade:

(C3) Se Cy e Cy sao membros distintos de C e e € C; N Cy, entao existe um

membro Cs de C tal que Cy C (C1 U Cy) \ {e}.

Dem.: Suponha que (C;UC5)\ {e} ndo contenha um circuito. Entao (C1UCy)\{e} €

Z. Por (Cy), Cy \ Cy & nao vazio, entdo podemos escolher um elemento f desse
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conjunto. Como Cy é um conjunto dependente minimal, Co\{f} € Z. Agora, escolha
um subconjunto I de C;UC, que seja maximal com as propriedades de conter Co\{ f}
e ser independente. Evidentemente, f ¢ I. Mais ainda, como C é um circuito, algum
elemento g de C néo esta em I. Como f € Cy\ C1, os elementos f e g sdo distintos.

Assim,
] < [(CrUC)\{f, g} = [CLU Gy =2 < [(C1UCy) \ {e}].

Portanto, aplicando (I3) com Iy = I e I, = (C; U Cy) \ {e}, respectivamente, o

conjunto independente resultante contradiz a maximalidade de 1. O

A condigao (C3) é chamada de axioma de eliminagao de circuito. Vamos
mostrar que as condigoes (C) — (C3) caracterizam essas colegoes de conjuntos que

podem ocorrer como o conjunto de circuitos de um matroide.

Teorema 7. [29] Seja E um conjunto e C uma cole¢ao de subconjuntos de E sa-
tisfazendo as condi¢oes (Cy) — (C3). Seja T uma cole¢ao de subconjuntos de E que
nao contém membros de C. Entao (E,Z) é um matroide tendo C como sua cole¢ao

de circuitos.

Dem.: Primeiro devemos mostrar que Z satisfaz (I;) — (I3). Por (Cy), ) ndo contém
nenhum membro de C, logo () € Z e (I;) é valido. Se I nao contém nenhum membro
de C e I’ esta contido em I, entdo I’ ndo contém membros de C. Portanto, (I3) é

valido.

Para provar (I3), suponha que I; e I sejam membros de Z e |I1| < |3
Suponha que (/3) falhe para o par (11, [3). Z tem um membro que é um subconjunto
de I;UI; e tem mais elementos que I;. Escolha tal subconjunto I3 para o qual |1\ I5]
¢ minima. Temos que I; \ I3 é ndo-vazio, assim, podemos escolher um elemento e
desse conjunto. Agora, para cada elemento f € I3\ Iy, seja Ty = (I3 U {e}) \ {f}.
Assim, Ty C 1UIy e [[1\Ty| < |I1\I3]. Portanto, Ty ¢ 7, ja que I3 é o subconjunto de
7 que tem |I; \ I3] minimal. Logo, T contém um membro C de C e, evidentemente,

f & Cy. Mais ainda, e € Cy, caso contrério, C'y C I3, contradizendo o fato de I3 € 7.
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Seja g um elemento de I3\ ;. Se (Cy N (I3 \ 1)) = 0, entdo Cy C
((I1nI3)U{e})\{g} C 11, um absurdo. Portanto, existe um elemento h € C,N(I3\11).
Temos que, e € C,; N C}, assim a condigao (C5) implica que existe um membro C' de
C tal que C' C (C, U Cy) \ {e}. Mas ambos Cy e C), sao subconjuntos de I3 U {e} e,

com isso, C' C I3, um absurdo. Portanto, (I3) é valido e (F,Z) é um matroide M.

Para provar que C é o conjunto C(M) de circuitos de M, basta usar as
defini¢oes de C e de circuitos para concluir que as seguintes afirmacgoes sao equiva-

lentes:
(i) C & um circuito de M;

(i) C¢Z(M) e C\{z} € Z(M), Yz € C,

(iii) C' tem um membro C’ de C como subconjunto, mas C’ ndo é um sub-

conjunto proprio de C

(iv) C eC.

[]

Combinando o Lema 6, o Teorema 7 e as observagoes anteriores, temos

o seguinte resultado.

Corolario 8. [29] Seja C um conjunto de subconjuntos de um conjunto E. Entao
C € a colecio de circuitos de um matroide em E se, e somente se, C satisfaz as

sequintes condicoes:

(C) DgC;
(Cy) Se Cy e Cy sao membros de C e Cy C Cy, entao Cy = Cy;

(C3) Se Cy e Cy sao membros distintos de C e e € Cy N Cy, entao existe um

membro Cs tal que C tal que C3 C (Cy U Cy) \ {e}.
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Além dos vetores matroides, outra classe fundamental de matroides foi
estudada por Whitney. Tal classe consiste de matroides derivadas de grafos, que

surgem da seguinte maneira:

Proposicao 9. [29/ Seja E o conjunto de arestas de um grafo G e C o conjunto
dos subconjuntos de arestas de ciclos de G. Entao C € o conjunto de circuitos de um

matroide em E.

Dem.: Claramente C satisfaz (C}) e (Cy). Para provar que C satisfaz (C5), sejam
C1 e (5 conjuntos de arestas de dois ciclos distintos em G que tem e como aresta
em comum. Sejam u e v as extremidades de e. Vamos construir um ciclo de G cujo

conjunto de arestas esta contido em (Cy U Cy) \ {e}.

Para ¢ = 1,2, seja P, o caminho de u até v em G cujo conjunto de
arestas ¢ C; \ {e}. Comecando em u, atravessando P; em dire¢do a v deixando w
ser o primeiro vértice no qual a proxima aresta de P; nao estd em P,. Continue
atravessando P; de w a v até que pela primeira vez um vértice x que é diferente de
w mas estd em P, é alcancado. Como ambos P, e P, terminam em v, tal vértice
deve existir. Agora, juntando as se¢oes de P; de w até x com a se¢ao de P, de x até
w. O resultado ¢ um ciclo, cujo conjunto de arestas esté contido em (Cy U Cy) \ {e}.

Portanto C satisfaz (Cs). O

Esse matroide derivado do grafo G é chamado de matroide ciclo ou

matroide poligonal de G. Ele sera denotado por M(G).

Claramente o conjunto X de arestas ¢ independente em M (G) se, e
somente se, X nao contém o conjunto de arestas de um ciclo ou, equivalentemente,

G[X], o subgrafo induzido por X, ndo contém ciclos.

Exemplo 4. [29] Seja G o grafo ilustrado pela Figura 2.18 e M = M (G).

28



€5

€1 ‘ €3

€2
Figura 2.18: Grafo utilizado pelo Exemplo 4.

Entao:

E(M) = {e1,ea,e3,e4,e5} e C(M) = {{es},{e1,es},{e1,e2, 65}, {e2,e4,€5}}.

Comparando M com o matroide M[A] do Exemplo 3, vemos que, sobre
a bijecao de ¢ de {1,2,3,4,5} em {ej,eq,e€3,€e4,e5} definida por ¢(i) = e;, um
conjunto X é um circuito em M[A] se, e somente se, ¢(X) é um circuito em M.
Equivalentemente, um conjunto Y é independente em M|[A] se, e somente se, ¢(Y)
¢ independente em M. Portanto, os matroides M[A] e M tém a mesma estrutura

(s@o isomorfos), formalmente temos:

Definicao 41. Dois matroides M; e M, sao isomorfos, M; ~ Ms, se existe uma
bijecao ¢ de E(M;) em E(M,) tal que, VX C E(M;), ¢(X) é independente em Mo

se, se somente se, X é independente em M;.

Um matroide que é isomorfo a um matroide ciclo de um grafo é chamado
de grafico. Na secao a seguir veremos outros exemplos de matroides que se originam
de grafos e sua relacao com os grafos matrogénicos, principal objeto de estudo deste

trabalho.
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3  GRAFOS MATROGENICOS

Os grafos matrogénicos sao o principal objeto de estudo deste trabalho.
Essa classe foi inicialmente estudada por Féldes e Hammer em [15], e receberam esse
nome devido a sua relacao com a estrutura algébrica apresentada na secao anterior,

os matroides.

3.1 Grafos Matrogénicos

Antes de definirmos os grafos matrogénicos, precisamos conhecer a
classe dos grafos threshold. Essa classe, introduzida por Chvatal e Hammer [4] e
por Henderson e Zalcstein [19] nos anos 70, é bastante estudada e desempenha um
papel importante na Teoria de Grafos. Ela possui aplicagoes em areas como ciéncia
da computagao, teoria do agendamento, etc. Para conhecer mais sobre essa classe e

suas aplicacoes, recomendamos o livro [26].

Defini¢ao 42. Um 4-ciclo alternado em um grafo G = (V, E') é uma configuracao
que consiste em vértices distintos a, b, ¢, d tais que ab,cd € E e ad,bc ¢ E. Consi-
derando a presenca ou auséncia das arestas ac e bd, vemos que os vértices de um

4-ciclo alternado induzem um caminho P,, um ciclo C; ou um emparelhamento 2K5.

A Figura 3.1 ilustra um 4-ciclo alternado e seus possiveis subgrafos

induzidos.

Definigao 43. Um grafo G = (V, E) é dito threshold se, e somente se, G nao

contém um 4-ciclo alternado.

Consequentemente, um grafo é dito threshold se, e somente se, ele é

livre de { Py, Cy,2K5} como subgrafos induzidos.

30



P4 04 2K2

Figura 3.1: 4-ciclo alternado e possiveis subgrafos induzidos.

A Tabela 3.1 nos mostra todos os grafos threshold de até 4 vértices

(todos os grafos com 1,2 ou 3 vértices sao threshold).

Tabela 3.1: Grafos threshold com até 4 vértices.

Dado um grafo GG, na subsecao anterior, vimos matroides que se ori-
ginavam de ciclos em G. Aqui, estudaremos matroides que se originam de 4-ciclos

alternados.

Definigao 44. Sejam G = (V, E) um grafo e Zg a colegao de subconjuntos de arestas
tais que nenhum par de arestas induz um 4-ciclo alternado em G. Dizemos que G é

matroidal se M = (E,Zg) é um matroide.
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A Figura 3.2 ilustra um grafo matroidal.

U1 V2

Vg U7
Vs Ug

(R} V4

Figura 3.2: Exemplo de um grafo matroidal.

Os circuitos associados a esse matroide representam os conjuntos de
duas arestas cujas extremidades induzem um 4-ciclo alternado em G. Para ver isso,
basta notar que os conjuntos dependentes sao todos aqueles subconjuntos de E que
nao estao em Zg e portanto induzem um 4-ciclo alternado. Dentre esses conjuntos,
os minimais sao aqueles formados por duas arestas que induzem o menor 4-ciclo

alternado, o grafo 2K5.

Observagao 10. Os grafos matroidais foram estudados por Peled [31], que apre-
sentou sua estrutura e os caracterizou por meio de duas configuragoes proibidas, o

grafo C5 e a configuracao F da Definicao 47.

Ao contrario dos grafos matroidais, cujos conjuntos independentes eram
sobre o conjunto de arestas, Foldes e Hammer [15] definiram os conjuntos indepen-

dentes sobre o conjunto de vértices.

Definigao 45. Seja G = (V, E) um grafo. Um conjunto de vértices V' C V ¢
threshold independente se G[V'] ¢ um grafo threshold. Considere Zy a familia

de conjuntos de vértices threshold independentes.

Podemos enfim definir os grafos matrogénicos.

Definicao 46. [15] Um grafo G = (V, E) é¢ matrogénico se (V,Zy) ¢ um matroide.

O Exemplo 5 ilustra bem essa definigao.
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Us
U3 V2

(%1 V4

Figura 3.3: Grafo utilizado pelo Exemplo 5.

Exemplo 5. Considere o grafo GG ilustrado pela Figura 3.3.

O primeiro passo para determinar se o grafo G é matrogénico a partir
da definicao é encontrar Zy, e para isso, devemos olhar para os subgrafos induzidos

por todos os subconjuntos de V.

Temos que G nao é threshold, visto que os vértices {vy, v, v3,v4} indu-
zem um P;. Observando os demais conjuntos, percebemos que, os inicos conjuntos
que nado pertencem a Zy sao {vy, va, v3,v4} € {v1, V2, v3, v4, v5}. Portanto,

Ty = {0,{vq,v3,v4, 05}, {v1,v3, 04,05}, {v1, V2, 04,05}, {v1, 02, 03,05} } U{V" C V :
V'] < 3}

Claramente Zy satisfaz as condigoes (1) e (I3) da Definigao 40. Para
ver que Zy satisfaz a condicao (I3), devemos pegar dois conjuntos Iy, I, € Zy com

|I5| > |1;] e verificar que sempre existe um elemento v € I\ I; tal que Iy U{v} € Zy.

Por exemplo, tomando Iy = {vy,v3,v4,v5} € Iy = {v3,v4,v5}, temos que
I\ I, = {ve}. Logo, I} U{ve} = I, € Zy,. Agora, basta verificar que a condigao (I3)

é valida para todos os outros subconjuntos de Zy, .

Como M = (V, Iy) satisfaz as condigoes (I;) — (I3), M ¢é um matroide

e, portanto, G ¢ um grafo matrogénico.

Definitivamente, verificar se um grafo é ou nao matrogénico pela defi-
ni¢ao nao é muito eficaz. Na secao a seguir, veremos algumas caracterizacoes para
essa classe. Em particular, grafos matrogénicos podem ser caracterizados apenas pela

configuragao proibida F que sera apresentada na Defini¢ao 47. Da Observagao 10 se-

33



gue que a classe dos grafos matrogénicos contém a classe dos grafos matroidais, que
por sua vez contém a classe dos grafos threshold. Além disso, os grafos matrogénicos
representam uma subclasse dos unigrafos|2|, grafos que podem ser determinados
pela sua sequéncia de graus. Essa ultima inclusdo pode ser encontrada em [27]|. O

diagrama da Figura 3.4 ilustra bem essa ideia.

Matrogénicos Split

Matroidais
Matrogénicos

Unigrafos

Figura 3.4: Relagoes de inclusao entre subclasses dos unigrafos.

3.2 Caracterizacoes

3.2.1 Caracterizando os Grafos Matrogénicos

O objetivo dessa subsecao é apresentar caracterizagoes para os grafos
matrogénicos. Como vimos na subsecao anterior, diferentemente dos grafos matroi-
dais, os conjuntos independentes dos matroides associados aos grafos matrogénicos
sao sobre o conjunto de vértice do grafo. Para os grafos matroidais os circuitos eram
os conjuntos de duas arestas que induziam um 4-ciclo alternado, como agora estamos
olhando para os vértices, os circuitos se tornam os conjuntos de quatro vértices que

induzem um 4-ciclo alternado.
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De acordo com o Teorema 7, podemos determinar matroides pelos seus
circuitos, sendo assim, os grafos matrogénicos também podem ser determinados pelos

circuitos de seus matroides associados. Resumindo, temos as seguintes proposicoes.

Proposicao 11. Sejam G = (V, E) um grafo e ((G) o conjunto de subconjuntos de
V' que induzem os grafos 2Ky, Cy ou Py, ou seja, que induzem um 4-ciclo alternado.
Temos que G € matrogénico se, e somente se, M = (V,ZIy) é um matroide e ((Q)

representa os circuitos de M.

Ou ainda, da definicao de circuitos, podemos reescrever a Proposicao 11

de uma maneira mais conveniente que ird nos ajudar com resultados futuros.

Proposicao 12. Um grafo € matrogénico se, e somente se, sempre que C7 e Cy sao
conguntos distintos de 4 vértices, cada um induzindo um 4-ciclo alternado, compar-

tilhando um vértice x, entao Cy U Cy \ {x} contém um 4-ciclo alternado.

A primeira caracterizagao que iremos apresentar se dé por meio de uma

configuragao proibida que definiremos a seguir.

Definicao 47. Uma configuracao F consiste em vértices A, B, C, D, E tais que A
¢ adjacente a B,(C, mas nao a D, enquanto F é adjacente a D, mas nao a B e C.
Como em todas configuragoes, arestas nao especificadas (no caso, entre B,C, D e
entre A e ) podem ou nao existir. Dizemos que A, B, C, D, E geram a configuragao

F, nessa ordem, por F(A, B,C, D, E).

A Figura 3.6 ilustra a configurac¢do proibida F(A, B,C, D, E).
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Figura 3.5: Configuragao proibida F(A, B,C, D, E).

A Figura 3.6 ilustra todos os possiveis grafos induzidos pela configura-

ERR
e
Do

cao F.

Figura 3.6: Possiveis grafos induzidos pela configuracao F.

O lema a seguir relaciona a configuragao proibida F com 4-ciclos alter-

nados, e sera crucial para obtermos as caracterizagoes desejadas.

Lema 13. [26] Para um grafo G, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. G nao tem a configuracao F.

2. Se dois 4-ciclos alternados de G tém exatamente trés vértices em co-

mum, entao sua uniao induz um Cs.
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Dem.: (2) = (1) : Suponha por absurdo que G tenha a configuragdo F. A confi-
guracao tem dois 4-ciclos alternados com trés vértices em comum, ADEB e ADEC,

mas F (A, B,C, D, F) nao pode induzir um C5. Absurdo.

(1) = (2) : Suponha que G tenha dois 4-ciclos alternados nos conjuntos de vértices
{A,B,C,D} e {A,B,C, E}. Sem perda de generalidade, vamos assumir que AB e
CD sao arestas e que BC' e DA nao sao. Note que, se FA é uma aresta, entao EC

também é, caso contrario, teriamos F (A, B, C, D, F), que é um absurdo.

Analogamente, FA é uma aresta se £C é uma aresta, e EB é uma

aresta se, e somente se, £ D é uma aresta.

Como {A, B,C, E} induz um 4-ciclo alternado, as consideragoes acima
implicam que, se FA e EC sao arestas, entao AC' nao é uma aresta, nem FB e ED.
Agora, se BD nao é uma aresta, temos F(A, B, E,C, D), absurdo. Portanto, BD
é uma aresta, e nossos 5 vértices induzem um C5. Se KA e EC nao forem arestas,
entao KB, ED e AC sao arestas. Agora, se BD nao é uma aresta, temos um Cj

induzido, caso contrario, temos um F(D, B, E, A, C). O

Agora estamos prontos para apresentar a primeira caracterizagao dos

grafos matrogénicos.

Teorema 14. [26] Um grafo é matrogénico se e somente se nao contém a configu-

racao JF.

Dem.: Provaremos a primeira implicagao por sua contrapositiva: Se G' contém a

configuracao F, entao G nao é matrogeénico.

Suponha que G contenha a configuragao F. Note que, em F(A, B, C, D,
E),Ci, ={A,B,E,D} e Cy = {A,C, E, D} induzem 4-ciclos alternados e compar-
tilham o vértice D, mas C; U Cy — {D} = {A, B,C, E} nao contém um 4-ciclo

alternado. Portanto, G nao é matrogénico pela Proposigao 12.
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Reciprocamente, suponha que G nao tenha a configuracao F e que C; e
(5 sejam conjuntos distintos de 4 vértices, cada um induzindo um 4-ciclo alternado,
e compartilhando um vértice x. Abaixo, vamos mostrar que C; U C5 induzem um
emparelhamento de 3 arestas, uma rede de ordem 3, um Cf, ou seus complementos.
Cada um desses grafos é matrogénico, e portanto, pela Proposigao 12, (C;UCy) \ {z}

contém um 4-ciclo alternado, como requerido. Vamos analisar os casos.

Caso 1: (] e Cy compartilham exatamente um vértice. A situagao é ilustrada pela

Figura 3.7:

Figura 3.7: Configuracao presente no Caso 1 do Teorema 14.

Nesse caso, EC deve ser uma aresta, caso contrario, temos F (A, B, E, D,
('), contrariando nossa hipotese. Mas entao, temos F(E, A, C, F,G), que é um ab-

surdo. Portanto, esse caso é impossivel.

Caso 2: (' e (y compartilham exatamente 2 vértices, que sao adjacentes. A Fi-

gura 3.8 ilustra esse caso.

Sejam Cy = {A,B,C,D} e Cy = {A, B, E, F} onde AB é uma aresta.
Vamos diferenciar os trés sub-casos dependendo de quantas das arestas C'D e EF

estao presentes.

Caso 2.1: Ambas arestas C'D e EF estao presentes. Podemos entao assumir sem
perda de generalidade que AD, BC, AF e BE nao sao arestas. Se a aresta C'F esti-
vesse presente, entao { A, B, C, F'} induzem um 4-ciclo alternado, mas {A, B,C, D, F'}
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D B F

Figura 3.8: Configuracao presente no Caso 2 do Teorema 14.

nao pode induzir um Cf, contrariando o Lema 13. Portanto C'F' nao é uma aresta,

e analogamente DFE também nao é, como ilustrado na Figura 3.9.

Figura 3.9: Configuracao presente no Caso 2.1 do Teorema 14.

Afirmamos que {A,C, E} é um conjunto estavel ou um clique. Caso
contrario, podemos assumir sem perda de generalidade que C'E é um aresta e AC
nao é uma aresta. Entao {A, B, C, E} induz um 4-ciclo alternado, mas {A, B,C, E,
F} pode nao induzir um Cj, contrariando o Lema 13. Analogamente {B, D, F'} &
um conjunto estéavel ou um clique. Mais ainda, {A,C, E} e {B, D, F'} nao podem
ser ambas cliques, pois nesse caso, {C, D, E, F'} induz um 4-ciclo alternado, mas
{A,C, D, E, F} nao pode induzir um Cj, contrariando o Lema 13. Concluimos que
ou {A,C,E} e {B,D, F} sao ambos estaveis, e nesse caso os 6 vértices induzem
um emparelhamento 3K5, se nao um é estavel e um é um clique, e nesse caso os 6

vértices induzem uma rede de ordem 3.

Caso 2.2: Ambas arestas C'D e FF sao ausentes. Entao podemos assumir sem
perda de generalidade que AC, BD, AE e BF sao arestas e AD, BC, AF e BE nao

sao arestas, como na Figura 3.10.
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Figura 3.10: Configuracao presente no Caso 2.2 do Teorema 14.

Segue que {A, B,C, D} e {A, B, C, F} induzem 4-ciclos alternados, ape-
sar de {A, B, C, D, F'} nao poder induzir um Cj, contrariando o Lema 13. Logo, esse

sub-caso é impossivel.

Caso 2.3: Exatamente uma das arestas C'D e E'F esta presente. Digamos que C'D
esteja presente e E'F ausente. Podemos assumir sem perda de generalidade que AFE
e BF sao arestas e AF e BE nao sao. Se BD estivesse presente, entao AD deve
estar ausente para evitar o tridngulo ABD, e isso nos da F(B, D, F, E, A), absurdo.
Portanto, BD nao deve ser uma aresta, e analogamente AC, AD e BC nao sao
arestas. Além disso, se F'D esta presente, teremos F(D,C, F, B, A), um absurdo.

Portanto, F'D nao é uma aresta, como pode ser visto na Figura 3.11.

Figura 3.11: Configuracao presente no Caso 2.3 do Teorema 14.

Segue que {A, B,C, D} e {B,C, D, F} induzem um 4-ciclo alternado
apesar de {A, B,C, D, F'} nao poder induzir um Cs, contradizendo o Lema 13. Por-

tanto, esse subcaso é impossivel.
Caso 3: (] e Cy compartilham exatamente dois vértices, que nao sao adjacentes.

Primeiro, note que o conjunto de grafos induzidos por 4-ciclos alterna-

dos é fechado por complemento, assim como o conjunto dos grafos induzido pela
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configuragao F e o grafo (5. Trabalhando com o grafo complementar, temos que C
e (5 compartilham exatamente dois vértices, que sao adjacentes. Sendo assim, segue
do Caso 2 que os 6 vértices induzem: o complementar de um emparelhamento, 3K,

ou um complemento de rede de ordem 3.

Caso 4: (7 e (5 compartilham exatamente 3 vértices. Entao, pelo Lema 13, C e

Cs induzem um Cf. O

Os corolarios a seguir seguem do Teorema 14.

Corolario 15. [26] Todos subgrafos induzidos de um grafo matrogénico sao matro-

génicos.

Dem.: Seja G um grafo matrogénico. Como G nao possui a configuragao F, seus
subgrafos induzidos também nao possuem. Portanto, os subgrafos induzidos de G

também sao matrogénicos. O

Quando isso acontece, dizemos que a classe de grafos é hereditaria.
O seguinte resultado, que pode ser encontrado em [20], relaciona classes de grafos

hereditarias e classes livres de subgrafos induzidos.

Teorema 16. [20] Uma classe de grafo C é dita hereditdria se, e somente se, C €

livre de alguma familia de grafos.

Corolario 17. [26] O complemento de um grafo matrogénico é matrogénico.

Dem.: Sejam G um grafo matrogénico e GG seu grafo complementar. Suponha que
GG nao seja matrogénico. Nesse caso, G teria a configuracao JF, mas como vimos
anteriormente, F é fechada por complemento. Assim, G teria a configuracao F, o

que é um absurdo. Portanto, G é matrogénico. O

A seguir iremos nos referir a um emparelhamento perfeito com duas ou
mais arestas (o grafo tKy com t > 2), seu complementar (o grafo cocktail party,

CP(2t)) e o ciclo C5 como ntcleos.
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Corolario 18. [26] Todos os nicleos sao matrogénicos.

Esse ultimo coroléario é consequéncia imediata do fato de que nenhum

nucleo apresenta a configuragao JF como subgrafo induzido.

Vamos transformar o problema de encontrar a estrutura de grafos ma-
trogénicos no problema de encontrar a estrutura dos grafos matrogénicos split. Es-
pecificamente, veremos que o conjunto de vértices de um grafo matrogénico pode
ser particionado em Vs U Vi U Vo, onde Vg U Vi induz um grafo matrogénico split
com Vg sendo um conjunto estavel, Vx uma clique, e V¢ induz um nucleo. Além
disso, todo vértice de Vi é adjacente a todo vértice de Vi e a nenhum vértice de V.

Reciprocamente, todo grafo com essa propriedade é matrogénico.

Teorema 19. [26] Seja G um grafo cujo conjunto de vértices é particionado em
trés conjuntos disjuntos Vg U Vi U Ve, onde Vs U Vi induz um grafo matrogénico
split com conjunto estavel Vg e clique Vi, Vo induz um nicleo, e todo vértice de C

€ adjacente a todo vértice de Vi e a nenhum vértice de Vg. Entao G € matrogénico.

Dem.: Como grafos induzidos por ) = Vs U Vg e Vi sao matrogénicos, so6 pre-
cisamos garantir que o grafo induzido pela uniao desses conjuntos, satisfazendo as
propriedades dadas, continue sendo matrogénico. Para tal, é suficiente mostrar que
nenhum 4-ciclo alternado pode acontecer simultaneamente em @) e V. Fazendo isso
garantimos que o conjunto de circuitos de G é formado pela uniao dos circuitos de

Q@ e Vo, que induzem grafos matrogénicos.

Entao, suponha por absurdo que os vértices z, y, z, © induzem um 4-ciclo
alternado e que x € Vg e y € ). Também vamos assumir, sem perda de generalidade
que y € Vi, pois se y € Vg, entao ou z ou u devem estar em Vi, e o renomeamos
para y. Entao z € Vg U Vg, pois se z € Vi, entao o 4-ciclo alternado contém um

triangulo zyz, absurdo.
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Analogamente, u € Vg U V. Mas agora, se z,u € Vg, entao {z,z,u}
é estavel. Se z,u € Vg, entao y tem 3 vizinhos (z, z,u) no 4-ciclo alternado, e se
z € Vg eu € Vg, entao ou y tem 3 vizinhos ou z tem 3 nao vizinhos no 4-ciclo
alternado, dependendo da aresta yz estar presente ou nao. Em todos os casos temos

um absurdo. ]

Para provar a reciproca do Teorema 19, vamos provar os seguintes le-

mas.

Lema 20. /26] Seja P uma copia de Cs em um grafo matrogénico G. Entao os
vértices de G fora de P se particionam em uma clique cujos vértices sao adjacentes
a todos os vértices de P e um conjunto estdvel cujos vértices nao sao adjacentes a

nenhum vértice de P. Mais ainda, P € unicamente determinado por G.

Dem.: Denote os vértices de P por A, B,C, D, E ordenados ciclicamente ao longo
de Cs. Seja x um vértice fora de P. Afirmamos que se x é adjacente a A, entao ele

também ¢ adjacente a B.

Suponha que, se possivel, A é uma aresta e xB nao é uma aresta.
Entao {A, B,C,E} e {A, B,C, x} induzem 4-ciclos alternados, mas {A, B,C, E, z}
nao pode induzir um C5, ja que A tem 3 vizinhos nesse conjunto, contrariando o
Lema 13. Segue que todo vértice fora de P é adjacente a todo ou a nenhum vértice

de P.

Se dois vértices z e y fora de P sao adjacentes a todo vértice de P, entao
eles sdo adjacentes entre eles, caso contrario G tem F(x, A, B,y, D), contrariando o

Teorema 14. Esses vértices formam a clique.

Se dois vértices x e y fora de P nao sao adjacentes a nenhum vértice de
P, no grafo complementar eles sao adjacentes a todos vértices de P e, como visto
anteriormente, eles sao adjacentes entre si, logo, fora do complementar eles nao sao

adjacentes entre si. Esses vértices formam o conjunto estavel.
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A unicidade de P segue do fato de que nenhum Cj pode estar simulta-

neamente em P e G — P, e que um grafo split nao contém Cf. n

Lema 21. [26] Seja G um grafo matrogénico e M um emparelhamento mazximal
induzido em G tendo ao menos quatro vértices. Entao, os vértices de G fora de
M se particionam em uma clique, cujos vértices sao adjacentes a todos vértices de
M, e um conjunto estavel, cujos vértices nao sao adjacentes a nenhum vértice de
M. Mais ainda, M € unicamente determinado por G. O mesmo € vdlido se M é
o complemento de um emparelhamento perfeito maximal induzido tendo ao menos

quatro vértices.

Dem.: Sejam AB e C'D arestas distintas de M e x um vértice fora de M. Se = é adja-
cente a A, entao ele deve ser adjacente a C, caso contrario G teria F(A, B,z, D,C).
Pelo mesmo argumento, x deve ser adjacente a B, e portanto a todo vértice de M.
Segue que todo vértice fora de M é adjacente a todo vértice de M ou a nenhum

vértice de M.

Se dois vértices x e y fora de M sao adjacentes a todos vértices de M,
entdo eles sdo adjacentes entre si, caso contrario {A, C,x,y} e {B,C, z,y} induzem

4-ciclos alternados, apesar de {A, B, C, x,y} nao induzir um Cj.

Se dois vértices x e y fora de M nao sao adjacentes a todo vértice de M,
entao eles nao sao adjacentes entre si, pois caso contrario, poderiamos adiciona-los

a M, contradizendo sua maximalidade.

A unicidade de M segue do fato de que nenhum emparelhamento per-
feito com duas ou mais arestas pode acontecer em ambos M e G — M, e que um
grafo split nao pode conter um emparelhamento perfeito com duas ou mais arestas.
Isso prova o lema se M é um emparelhamento perfeito. Se M é o complemento de
um emparelhamento perfeito, o resultado segue trabalhando no complementar de

G. ]
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Agora estamos prontos para demonstrar a reciproca do Teorema 19.

Teorema 22. [26] Um grafo matrogénico ou € split ou seu conjunto de vértices pode
ser particionado unicamente em Vg U Vi U Ve de modo que (Q = Vs U Vi induz um
grafo split, Vs € um conjunto estdvel e Vi € um clique, Vo induz um nicleo, e todo

vértice de Vo € adjacente a todo vértice de Vi e a nenhum vértice de V.

Dem.: Se G tem um ntcleo induzido, o resultado segue dos Lemas 20 e 21. Se G
nao tem nucleo induzido, entao ele nao tem 2K,, C, ou C5 induzido, e portanto ele

¢ um grafo split pelo Teorema 1. O

Portanto, podemos reescrever os Teoremas 19 e 22 como:

Teorema 23. Um grafo € matrogénico se e somente se seu conjunto de vértices V

pode ser particionado em trés conjuntos distintos Vi, Vs, Ve, de modo que:

(1) Vi U Vs induz um subgrafo matrogénico split no qual Vi é uma clique

e Vs € um conjunto estdvel.

(i1) Ve induz um nicleo, onde um nicleo € um emparelhamento perfeito um

cocktail party de ordem n ou um Csy.

(111) Cada vértice de Vo € adjacente a todo vértice de Vi e a nenhum vértice

de Vs.

Observe que grafos matrogénicos split sao grafos matrogénicos onde

Ve = 0.

De acordo com o Teorema 23 um grafo matrogénico pode ser represen-
tado como na Figura 3.12, onde as duas linhas representam a adjacéncia entre todos
os vértices de Vi e Vg, e a linha pontilhada induz um grafo matrogénico split com

conjunto de vértices Vi e V.
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VC VK ------

Figura 3.12: Representacao geral de um grafo matrogénico.

Esse teorema reduz o problema de encontrar a estrutura de grafos ma-
trogénicos para o problema de encontrar a estrutura de grafos matrogénicos split.

Para tal, vamos caracterizar os grafos matrogénicos split.

3.2.2 Caracterizando os Grafos Matrogénicos Split

Na subsecao anterior, vimos que para compreender a estrutura de um
grafo matrogénico, é suficiente entender a estrutura de um grafo matrogénico split.
Desse modo, temos como objetivo nessa subsegao caracterizar os grafos matrogénicos

split. Para isso, considere as defini¢oes a seguir.

Definigao 48. Seja k um inteiro ndo negativo. A familia {N; : i € I} de conjuntos

indexados por um conjunto I é dito um k-sistema se:

(i) [Ni| = k. Vi € I

(iii) Se N; = N, para indices distintos i, j € I, entdao N; = N;, Vi, j € 1.

Seja G um grafo. Se X é um subconjunto de V (G), entao denotamos por
X}, o conjunto de vértices x em X tais que o grau de z em G é k. O seguinte teorema,
provado por Foldes e Hammer em [15], nos d4 uma maneira de dizer quando um

grafo split é matrogénico.
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Teorema 24. [15] Seja G = (V, E) um grafo split tal que V' pode ser particionado
em V = SUK, onde S € um conjunto estdvel e K é uma clique. Entdo, G ¢é

matrogénico se, e somente se,

(i) para cada k > 0, a famiia {Ng(z) : © € Sk} € um k-sistema, e

(ii) para todo k' >k >0, sex € Sy ey € Sk, entio Ng(x) C Ng(y).

O seguinte resultado é um corolario do Teorema 24.

Corolario 25. [15] Seja G um grafo matrogénico split. Entio G ou G tem um

vértice de grau, no mdzrimo, 1.

Dem.: Seja G = (V, E') um grafo matrogénico split tal que G nao tenha vértices de
grau 0 ou 1. Como G é split, podemos particionar V' como V = K U S, onde K é
uma clique e S é um conjunto estével. Considere |K| = p e |S| = ¢. Pelo item (ii)
do Teorema 24, existe um k., tal que x € Sy, e, se y € Sk com k < k4, temos
que Ng(y) C Ng(x). O resultado segue olhando o vértice v € K que é adjacente a
q ou g — 1 vértices do conjunto estavel. Esse vértice v tem grau n — 1 oun — 2 em

(. Olhando para G, esse vértice tem grau 0 ou 1, como querfamos. ]

O proximo resultado nos da uma caracterizacao dos grafos split matro-

génicos por configuragoes proibidas.

Proposicao 26. [15/ Um grafo split é matrogénico se, e somente se, nenhum de

seus subgrafos induzidos € isomorfo a um dos grafos ilustrados na Figura 3.135.

Figura 3.13: Grafos proibidos.
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Dem.: Esse resultado é um consequéncia direta do Teorema 14. Basta notar que
subgrafos induzidos de grafos split sao split e que os tnicos subgrafos induzidos da

configuragao proibida F que sao split sao os grafos ilustrado pela Figura 3.13. [J

A seguir, provaremos uma série de lemas que s@o essenciais para alcan-

car a caracterizacao desejada dos grafos matrogénicos split.

Lema 27. [10] Seja G um grafo matrogénico. Se o grafo G' é obtido de G adicio-

nando um vértice isolado, entao G' é matrogénico.

Dem.: Seja G = (V, E') um grafo matrogénico. Podemos particionar V' como V =
Vik UVs U Ve, Seja G' = (V' E) o grafo obtido de G adicionando o vértice v. Note
que podemos particionar V' em: V' = Vi U (Vs U {v}) U Ve, Portanto G’ ¢ um grafo

matrogénico pelo Teorema 23. [

Relembrando a notagao utilizada pela Proposi¢ao 11, dado um grafo
G = (V,E), seja ((G) o conjunto de subconjuntos de V' que induzem um 4-ciclo

alternado.

Lema 28. [10] Se Gy + G2 estd bem definido, entao ((G1 + G2) = ((G1) U ((Ga).

Dem.: Suponha que G + G9 esteja bem definido. Assim, Gy = (Vi, Ey) e Gy =
(Va, E5), onde V(Gs2) = S U Ky de modo que Sy é um conjunto estavel e Ky é
uma clique. Para mostrar que ((G; + G2) = ((G1) U ((G2), basta mostrar que no-
vos 4-ciclos alternados nao surgem ao fazer a jungao parcial entre G; e G5. Vamos
considerar 4 vértices pertencentes a V(G) e V(G3), e analisar os casos. Para o pri-
meiro caso, temos 3 vértices em V(G1), que representaremos em vermelho, e apenas
um em V/(Gy). Para esse primeiro caso temos que analisar todas as combinagoes
possiveis, todas as adjacéncias possiveis entre os vértices de V(G1) e considerar o
vértice de V(Gs) estando em Sy ou K5. A Figura 3.14 nos dé todas essas possiveis

combinagoes.
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SQ SQ S2 S2

Figura 3.14: Possibilidades para o primeiro caso.

Resta analisar os outros casos, onde temos dois vértices em cada con-
junto e onde temos um vértice em V' (G) e trés vértices em V(Gy), e seus respectivos
subcasos. A Tabela 3.2 nos da todos os subgrafos induzidos de 4 vértices possiveis
de se obter, a menos de isomorfismo. O resultado segue do fato de que nenhum deles

¢ um 4-ciclo alternado.

|

/.
V.

.
X

Tabela 3.2: Subgrafos induzidos que podem surgir de G + Gs.

]

Lema 29. [10] Suponha que G1 + Gy esteja bem definido. Entao Gi + Gy € matro-

génico se, e somente se, Gy e Gy sao matrogénicos.
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Dem.: Seja G = G + Gy, tal que G = (V| E), Gy = (V1, E1) e Gy = (Va, Es).
Se G ¢ matrogénico, entao ((G) representa os circuitos do matroide M = (V,Zy),
ou seja, os conjuntos de 4 vértices que induzem 4-ciclos alternados. Como G esté
bem definido, do Lema 28, temos que ((G) = ((G1) U((G3), em outras palavras, os
conjuntos de 4 vértices que induzem 4-ciclos alternados em G representa a uniao dos
conjuntos de 4 vértices que induzem 4-ciclos alternados em G; e G5. Esses conjuntos
sao os circuitos dos matroides My = (V1,Zy,) e My = (Va,Zy,) que estao associados

a G1 e (G5, respectivamente. Portanto, G; e G5 sao matrogénicos.

Reciprocamente, se G e Gy sao grafos matrogénicos, entao ((G7) e
((G3) representam os circuitos dos matroides My = (Vi,Zy,) e My = (Va,Zy,) as-
sociados a (G e Gg, respectivamente. Como G = G + Gy esta bem definido, do
Lema 28, temos que ((G) = ((G1) U ((G2), ou seja, os conjuntos de 4 vértices que
induzem 4-ciclos alternados em G representa a uniao dos conjuntos de 4 vértices
que induzem 4-ciclos alternados em G; e Go. Logo, ((G) representa os circuitos do

matroide M = (V, I/) associado a G. Portanto G é matrogénico. O

A partir de agora, denotaremos o grafo rede de ordem n, apresentado

na Definigao 25, por H,,.

Lema 30. [10] Seja G um grafo matrogénico split, tal que nem G e nem G tenham
um vértice isolado. Entdo existe um inteiro n maior que um, tal que G ou G € a

Jungao parcial de um grafo matrogénico split G' com H,,.

Dem.: Esta claro do Corolario 25 e as suposicoes do Lema 30 que G ou G, vamos
supor GG, tem um vértice de grau 1. Seja x( esse vértice e yy o vértice adjacente a
xo. Suponha que V(G) seja particionando em um conjunto estével S e uma clique
K. Entao z, pertence a S, ja que nem G nem G tem um vértice isolado. Segue que
Yo € K. Como g, nao ¢é isolado em G, deve existir um vértice z; € S adjacente a
Yo em G. Mas z; ndo ¢ isolado em G, portanto, existe um vértice y; € K — {yo}

adjacente a x; em G. Portanto, concluimos que existe um subgrafo induzido H de
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G tal que xg € V(H) e H é isomorfo a algum H, (por exemplo, G({xo,z1,%0,¥1}))

¢ tal grafo). Vamos escolher tal H com V(H) maximal.

Vamos provar que G é a juncao parcial de G' = G — V(H) e H. Seja
S =5SNV(G"), Ky = KnV(G"),5 =85—-5] e Ky = K— K. Primeiro provaremos

que todo x € 53 nao é adjacente a nenhum vértice y € V(G').

Suponha que exista x € Sy adjacente a todo vértice y € V(G’). Entao
y € K1 (ja que S é estavel) e x difere de zq (ja que zy é adjacente apenas a ¥,
e Yo € Ky, nio em K;). Seja z o vértice em K, que é adjacente a z. E facil ver
que G({zo,v0,x,y, z}) € isomorfo ao segundo grafo visto no Corolario 26. Mas, pelo
Corolario 26, esse subgrafo induzido de G nao é matrogénico. Portanto, concluimos

pelo Lema 27 que G também nao é matrogeénico, absurdo.

A seguir vamos provar que todo y € K, é adjacente a todo vértice
x € V(G'). Suponha que exista y € Ky que nao é adjacente a algum vértice z €
V(G"). E claro que # € S; (ja que K é completo). Da maximalidade de H e pela
suposicao que x nao ¢é isolado, deduzimos que z é adjacente a um vértice y; € Ko.
Seja z e z; os vértices em S, que sdo adjacentes a y e y, respectivamente. E facil
ver que G({z,y,y1, 2, 21}) € isomorfo ao primeiro grafo apresentado no Corolario 26.
Pelo Corolario 26, esse subgrafo induzido de GG nao é matrogeénico. Por outro lado,
esse grafo deve ser matrogénico por causa do Lema 27 e pela suposicao que G
¢ matrogénico. Novamente, um absurdo. Portanto, concluimos que G é a jungao

parcial de G’ e H. m

Definigao 49. Seja G um grafo. A juncao parcial de G e H, serd chamada de

n-aumentacao de G.

O teorema a seguir, que caracteriza os grafos matrogénicos split, é con-

sequéncia do Corolério 17 e dos Lemas 27, 29 e 30.
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Teorema 31. [10] G é um grafo matrogénico split se, e somente se, G pode ser
construido de wm grafo vazio por um sequéncia das trés operagoes: (i) adicionando

um vértice isolado; (ii) tomar o complemento; (iii) fazer uma n-aumentagao.

Exemplo 6. Considere o grafo ilustrado pela Figura 3.15. Ele é formado pela se-
guinte sequéncia de operacoes: A partir de um grafo vazio sem vértices, comece
adicionando trés vértices isolados, em seguida tome o complemento do grafo obtido

e, por fim, faca uma 3-aumentagao.

AR

Figura 3.15: Grafo formado pela sequéncia de operagoes: (i) — (i) — (i) — (i) — (¢4i).

Como esse grafo foi construido pela sequéncia de operagoes acima, te-

mos que G é um grafo matrogénico split.
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4 ALGORITMO DE LOCALIZACAO DE
AUTOVALORES

O objetivo deste capitulo é apresentar um algoritmo de localizagao de
autovalores de um grafo. Na literatura existem diversos algoritmos com essa mesma
finalidade. Podemos destacar algoritmos que funcionam para classes de grafos es-
pecificas, como arvores [23] e cografos [24], além daqueles que operam baseados em
decomposi¢oes de grafos, por exemplo, em [20] podemos encontrar um algoritmo que

utiliza a decomposi¢ao em arvore de um grafo.

Neste trabalho, sera apresentada uma versao de um algoritmo de loca-
lizagao de autovalores, desenvolvida por M. Fiirer et al. [16], que utiliza a decompo-
sicao esperta em clique de um grafo. A proxima secao é dedicada ao estudo de tal

decomposigao.

4.1 A Decomposicao Esperta em Clique

Nessa se¢ao, vamos estudar uma decomposi¢ao para grafos conhecida
como decomposicao esperta em clique. Aqui, apresentamos essa decomposi¢ao, seu

parametro associado e algumas de suas propriedades.

Uma decomposigao em clique [20] é um tipo de decomposi¢ao na qual
uma expressao induz a construgao de um grafo. Essa expressao utiliza um conjunto
de rotulos [k] = {1,...,k} e operadores para criar vértices, rotula-los e definir

arestas, utilizando relagoes em [k].

Derivada da decomposicao em clique, a decomposicao esperta em clique
visa representar um grafo por meio de uma expressao esperta. Essa expressao é uma

decomposigao para grafos que utiliza um tnico operador para realizar a uniao de
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grafos, criar arestas e rerrotular vértices. Além disso, ela possui a propriedade de

que suas sub-expressoes definem subgrafos induzidos. Formalmente, temos:

Defini¢ao 50. Uma expressao esperta ¢ uma expressao formada por dtomos i(v)
e uma operagao binaria @g p onde L, R sao funcgoes de [k] em [k], onde [k] =
{1,...,k} é um conjunto de rotulos, e S é um rela¢ao binaria em [k], que gera um

grafo como a seguir:

(i) i(v) cria um vértice v com rétulo 4, onde i € [k];

(ii) Dados dois grafos G e H cujos vértices tém rotulos em [k, o grafo
rotulado G @g 1 r H ¢ obtido da seguinte forma:
Comecando com a uniao disjunta de GG e H, sao adicionadas arestas
de cada vértice rotulado 7 em G a cada vértice rotulado j em H para
todo (i,j) € S. Em seguida, cada rétulo ¢ do componente esquerdo
G ¢é substituido por L(i), e cada rotulo j do componente direito H é

substituido por R(j).

O grafo constituido por uma expressao esperta é obtido removendo os

rotulos de um grafo rotulado produzido por ela.

O Exemplo 7 nos d&4 uma expressao esperta para um grafo matrogénico.

Exemplo 7. Considere o grafo matrogénico G ilustrado pela Figura 4.1.

Us
U3 V2

V1 V4

Figura 4.1: Grafo utilizado pelo Exemplo 7
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Podemos obter GG pela seguinte 3-expressao esperta, onde id representa

a funcao identidade:

(((L(v1) B.2)}.i.ia2(V5)) D(1.3),2.3)}idia 3(V3)) D(1,2),2.2)}idsia 2(Va)) D21} sidsia 1 (v2),
(4.1)

da seguinte maneira:

o - @?@

A = 1(v1) ®{a1,2)},id,id 2(v5) B = A@{13)23 id,id 3(v3)
Us
V3 9
C= B D1(1,2),2,2)}idsid 2(Va) D= C@{zl idad 1(v2)

Us
Ug W |
U1 Uy

Figura 4.2: Construindo o grafo G associado a 3-expressao esperta (4.1).

Essa expressao esperta nao é a mais econémica, temos que a expressao

esperta a seguir gera o mesmo grafo e utiliza menos rotulos:

[(L(v1)®11,2)y,i,ia2(V3))BLa,1),(1,2),2,1)},1-2,21 (1(05) By ,2)},i0,ia2(Va) )| B1,1)} i, ial (V2).-
(4.2)

O parametro associado a decomposicao esperta em clique é a largura

esperta em clique.
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Defini¢ao 51. A largura esperta em clique de um grafo G, scw(QG), representa
a menor quantidade possivel de rotulos necessarios para se escrever uma expressao

esperta para G.

O grafo trabalhado no Exemplo 7 possui scw(G) = 2, a justificativa

para esse fato se encontra apoés a Proposicao 32.

Como um tunico operador realiza a juncao de grafos, cria arestas e rer-
rotula vértices, uma expressao esperta pode ser associada a uma arvore da mesma
maneira que cografos e coarvores estao associados. Essa arvore recebera o nome de
arvore de analise. Dado um grafo GG de ordem n, a arvore de analise é uma arvore
T tendo 2n — 1 nos, onde as n folhas sao rotuladas pelos operadores i(v) e os nos

internos contém operadores do tipo ©g . r.

A Figura 4.3 ilustra a arvore de anélise associada a expressao (4.2).

{(1,1)},id,2 — 1

{(1,1),(1,2),2, D)} 1 — 2,2 — 1

{(1,2)},1id,id

1(211) 2(2}3) 1(1)5) 2(1)4)

Figura 4.3: Arvore de analise associada & expressdo (4.2).

Por construgao, dois vértices de GG sao adjacentes se, e somente se, a
operacao no mais profundo ancestral comum das folhas correspondentes a eles na
arvore de analise coloca uma aresta entre eles. Por causa disso, subarvores induzidas

por um no junto com seus descendentes geram subgrafos induzidos de G.
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A Proposicao 32 nos fornece algumas propriedades a respeito da largura

esperta em clique de um grafo.

Proposigao 32. [20] As sequintes afirmagoes sao vdlidas para um grafo G = (V, E).

(i) Se H € um subgrafo induzido de G, entao scw(H) < scw(G);

(ii) scw(G) =1 se, e somente se, G € um cografo.

Dem.: (i) Vamos assumir que G tem mais de um vértice. Dado um subgrafo induzido
H de G, vamos transformar a arvore de anélise T; de GG na arvore de analise Ty de
H que usa os mesmos rotulos (ou menos). Se H = G, entdao Ty = T. Caso contrario,
H pode ser construido por uma sequéncia finita de eliminagoes de vértices, assim,
¢ suficiente considerar H = G — a para algum vértice a. Seja u o n6 pai da folha
correspondente a a em T, digamos u = ©g 1 r. Sem perda de generalidade, suponha
que a seja o filho mais a direita de u. Se u é a raiz de Tg, entao Ty é a subarvore
enraizada no filho esquerdo de u. Portanto, podemos supor que u tem pai v. Sem

perda de generalidade, suponha que u é um filho & esquerda de v. Temos 2 casos.

Caso 1: O filho de u a esquerda é um vértice b, com rétulo i. Entao
formamos Ty, primeiro removendo u e a e deixando b ser o novo filho a esquerda de

v com rotulo inicial L(7).

Caso 2: O filho de u a esquerda é o n6 w = @y 1/ r. Para obter
Ty, removemos u e a e fazemos w o novo filho de v, mas redefinimos w como

w' = @ o1 Ror’, Usando a fungao composicao.

Note que essas operacoes deletam a e suas arestas incidentes, mas pre-
servam todos os outros vértices e arestas, enquanto cria uma arvore de analise Ty

que utiliza os mesmos ou menos rotulos que 7. Portanto, scw(H) < scw(G).

(i) Seja G um grafo e suponha que scw(G) = 1. Olhando para a 1-expressao esperta

que gera GG, como temos um tunico rétulo disponivel, as fungoes L e R devem ser
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as fungoes identidades e @g g ou cria uma uniao disjunta (se S = ) ou uma
juncao (se S = {(1,1)}, que adiciona todas possiveis arestas entre os componentes
esquerdo e direito). De acordo com a Defini¢ao 32, temos que o grafo G gerado por

essa l-expressao esperta é um cografo.

Para a reciproca, seja G um cografo. Provaremos por indugao sobre

n = |V(G)| que scw(G) = 1.

Para n = 1, uma l-expressao para G é dada por: 1(v). Para n = 2,

temos duas possibilidades para G:

(% (Y
ou 1 2

A seguintes l-expressoes espertas geram o primeiro e o segundo grafo respectiva-

mente: 1(v1) Bpiaia 1(v2) € 1(v1) ®ya,1)},idid 1(v2). Em ambos os casos scw(G) = 1.

Suponha que o resultado seja valido para um cografo com n = k vértices.

Vamos mostrar que é valido para um cografo com n = k + 1 vértices.

Seja G um cografo com k + 1 vértices e Gy um subgrafo induzido de G
que possui k vértices. Pela Proposicao 2, G é um cografo e pela hipdtese de indugao
scw(Gy) = 1. Sendo assim, temos duas possibilidades para a 1-expressao esperta de
G:

(l-expressao esperta para Gi) @gidid (L(vgs1))-

(1-expressao esperta para Gi) @qa)}idid  (1(Vkg1))-
Em ambos os casos scw(G) = 1, como queriamos. O

O item (i) da Proposi¢ao 32 justifica o fato do grafo apresentado no
Exemplo 7 ter scw(G) = 2. Note que o conjunto de vértices {vs, v1, vy, v2} induz um
Py em G, logo G nao é um cografo e scw(G) # 1. Como conseguimos expressa-lo

por um 2-expressao esperta, segue que scw(G) = 2.
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Na se¢ao a seguir, apresentaremos um algoritmo de localizagao de au-
tovalores de um grafo, cujo funcionamento é baseado na decomposicao esperta em

clique do grafo.

4.2 Algoritmo Diagonalize

O objetivo desta secao é apresentar um algoritmo de localizacao de
autovalores de um grafo. Desenvolvido por M. Fiirer et al. [16], o algoritmo em

questao opera sobre a decomposicao esperta em clique de um grafo.

Dado um grafo G com matriz de adjacéncia A(G), uma k-expressao
esperta para G com arvore de andlise T; e um escalar x € R, apenas utilizando
operacoes de congruéncia, o algoritmo produz uma matriz diagonal D congruente
a A+ zl,. Pelo Teorema 4, o nimero de entradas positivas, negativas e nulas da
diagonal de D é igual ao niimero de autovalores de G maiores, menores ou iguais a

—ux, respectivamente. Formalmente, temos:

Teorema 33. Sejam D = [dy, ..., d,] os elementos diagonais obtidos pelo Algoritmo
Diagonalize com entrada (Tg,x). Vamos assumir que D tem k, wvalores positivos,

ko zeros e k_ wvalores negativos. Entao:
1. O numero de autovalores de G maiores que —x € k4 ;
2. O numero de autovalores de G menores que —x € k_;
3. A multiplicidade de —x € k.
Como consequéncia do Teorema 33, podemos determinar a inércia de

um grafo G, executando o algoritmo com entradas (7¢,0). Além disso, podemos

determinar o niimero de autovalores de G em um dado intervalo da seguinte maneira:

Corolario 34. Sejam B, = A+ xl, e D(B,) a matriz diagonal congruente a B,

obtida ao executar o Algoritmo Diagonalize com entradas (Tg,x). O nimero de
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autovalores de G no intervalo (o, B] € i (B_,) — i1(B_g), ou seja, o nimero de

entradas positivas de D(B_,) menos o nimero de entradas positivas de D(B_g).

Outro ponto importante acerca do funcionamento do algoritmo ¢ a ra-
pidez com que ele processa a arvore de analise. Veremos que se um grafo tem um

largura esperta clique pequena, essa diagonalizagao pode ser feita em tempo linear.

A observacao a seguir serd fundamental para a compreensao do algo-
ritmo. Ela garante que podemos olhar apenas para submatrizes da matriz de adja-

céncia, que serao trabalhadas em blocos ao longo do algoritmo.

Observacao 35. Seja T; uma arvore de analise associada & uma expressao esperta
de um grafo G = (V, E) com matriz de adjacéncia A e seja () um n6 em Tg. Se dois
vértices u e v tém o mesmo rétulo em @), entdo suas linhas/colunas sdo as mesmas

fora da matriz da subarvore enraizada em ().

Para ver o porqué da Observacao 35 ser valida, seja w uma folha fora
da subarvore enraizada em () e P o ancestral comum mais profundo de @) e w.
Considere o caminho entre ) e P. Os rétulos de u e v podem mudar ao longo do
caminho, mas sempre sao iguais. Suas adjacéncias sao determinadas por P. Portanto

u é adjacente a w se, e somente se, v é adjacente a w.

A seguir, explicaremos de maneira intuitiva o funcionamento do algo-
ritmo. Os detalhes e a prova da correcao do algoritmo podem ser encontradas nas

referéncias [16] e [20].

4.2.1 Descricao do Algoritmo

Seja G = (V, E)) um grafo com n = |V| vértices e matriz de adjacéncia
A, suponha que G seja gerado por uma k-expressao esperta (Qg. Nosso objetivo é

encontrar uma matriz diagonal congruente a B = A + x1,,.
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A expressao Qg é associada a uma arvore de anélise Tz com 2n — 1
nos. Essa é uma arvore binaria, enraizada, onde as n folhas sao rotuladas pelos
operadores i(v) e os nds internos representam operagoes do tipo @g 1, g. O algoritmo
trabalha de baixo para cima na arvore de analise T¢; e opera em um né Q) apos todos

seus filhos serem processados.

Um n6 @) da arvore de anélise produz uma estrutura que recebe o nome
de k-caixa by, uma 4-upla [k, k", M, R], onde M é uma matriz simétrica m x m da

forma:

M= |- ,,,,,,,, , (4.3)

m =k + k" <2k, M® = 0p, (podendo ser vazia, caso k' = 0) e M® & uma
matriz k” x k”. A matriz M) é uma matriz k&’ x k” na forma escalonada com pivos
em cada linha. Além disso, &’ e k” sdo inteiros ndo negativos limitados superiormente
por k e R é um vetor que rotula as linhas (e colunas) de M, cujas m entradas sao
rotuladas em {1,...,k}. Diremos que as &’ linhas de M®) sdo do tipo-i e as k” linhas

de M® sgo do tipo-ii.

O algoritmo atravessa a arvore de anélise de suas folhas até a raiz, de
modo que, em cada nd, o algoritmo ou inicializa uma caixa, ou combina as caixas

produzidas pelos seus filhos em uma nova caixa, transmitindo-a para seu pai.

Enquanto processa um no, o algoritmo também pode produzir elemen-
tos diagonais da matriz B = A+ x1,,. Esses elementos diagonais serao adicionados a
um vetor na medida em que forem produzidos. O Algoritmo 1, nos d&4 uma descrigao

desse processo.

A partir de agora, descreveremos cada passo do algoritmo Diagonalize
de maneira intuitiva. Em [20], podemos encontrar uma descri¢ao rigorosa e detalhada

de seu funcionamento.
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Algoritmo 1: Diagonalize(G, z):

Entrada: a arvore de analise T' de uma k—expressao esperta Q¢
para GG, um escalar x;
Saida: as entradas diagonais de D, que é congruente a A(G) + zI;
1 Ordena os 2n — 1 vértices de T' como @1, Qa, . .., Qa—1 = Qqa;
parat de 1l a2n — 1 faga

2 se is-leaf(Q);) entao

3 ‘ bg, = LeafBox(Q:, x)

4 senao

5 se (Q; = Q Ds,r,r Q- entao

6 ‘ bg, =CombineBozes(bg,, by, )
7 DiagonalizeBox(bg,, ,)

O algoritmo sempre comeca processando uma folha da arvore de maior
profundidade. Ao processar uma folha, i(v), o algoritmo Diagonalize chama a fun-
¢ao LeafBoz, que pode ser vista no Algoritmo 2, e produz uma caixa da forma:

(0,1, [x], []]]. Aqui, M = M® = [z] (essa linha é do tipo-ii e tem rotulo 7).

Algoritmo 2: LeafBox(Q, z):
Entrada: uma k-expressao () = i(v), um escalar z;
Saida: [0, 1, [x], [i]];

9

Quando um n6 @ = @ ®s,r Qr ¢ processado, o algoritmo utiliza
o procedimento CombineBoxes, que pode ser visto no Algoritmo 3. Esse processo
recebe as caixas produzidas pelos filhos de @), Q); e )., que podem ser folhas ou

outros nos, e cria uma nova caixa, da seguinte maneira.

Primeiro, fazemos uma uniao das matrizes Mg, e M, recebidas por @);

e @,, formando uma nova matriz M e vetor R da forma:
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Algoritmo 3: CombineBozes(bg,, bg,)

Entrada: duas k-caixas bg, e by, ;

Saida:

uma k-caixa bg;

1 defina M como em (4.4): rerrotule as linhas de M com as fungoes
L e R;

2 permute linhas e colunas de forma a agrupar as linhas do tipo-i e
as linhas do tipo-ii;

3 para cada par (v,w) de linhas do tipo-ii com rétulos iguais faga

4

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

n

realiza operagoes como em (4.5) e insere uma nova linha do
tipo-i:
se x, € vazio ou zero entao

// Caso 1
se y, € vazio ou zero entao // Subcaso la
adiciona (v,d,) em D e, em seguida, remove a linha v

de M
se nao, se d, =0 entao // Subcaso 1b

faga operagdes nas linhas como em (4.7)
se a linha v tem um piwd entao

‘ insira a linha em M®
senao

‘ adiciona 0 em D e remove a linha de M
enao // {d, #0,y, # 0} // Subcaso lc
usa d, para diagonalizar a linha v como em (4.8)
adiciona d, em D e remove a linha v de M

n

enao // {x, #0} // Caso 2

seja u o vértice da entrada nao nula mais a direita de x,
se x, tem outras entradas nao nulas entao
as elimina com as operagoes (4.9)
se d, # 0 entao
| entdo realiza as operagoes (4.10)
realiza as operagoes (4.11)

usa d, e d, para diagonalizar as linhas v e u como em (4.7)

adiciona d, e d, em D e elimina as linhas v e u de M.

BRI
LR T A I

o o0 MY MY | io,
0 FT ngTT My

onde a matriz F' é construida de acordo com o Lema 36.
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Lema 36. [16] Seja ij a entrada da matriz F' que possui linha com rétulo i e coluna
com rétulo j. Se (i,j) € S, entdo a entrada ij de F wale 1, caso contrdrio, ij vale

0.

Construida a matriz M, rerrotulamos suas linhas de acordo com L, R
e permutamos linhas e colunas até que as linhas do tipo-i e as linhas do tipo-ii
estejam em blocos. Nesse momento pode acontecer de k” > k, mas k” deve ser
limitado superiormente por k. Para garantir isso, basta que as linhas do tipo-i¢
nao tenham o mesmo réotulo. Realizaremos operagoes de congruéncia, de modo que

diminuiremos em uma unidade k" e aumentaremos k' em uma unidade.

Lema 37. [16] Se a matriz M contém duas linhas do tipo-ii com o mesmo rdtulo,
entao produziremos uma matriz congruente a ela, onde k" decresce uma unidade e

k' aumenta uma unidade.

Dadas duas linhas do tipo-ii com mesmo rétulo, j e j', realizando as

operagoes:

Lj’ — Lj’ — Lj, Cj/ — Cj/ - Cj7 (45)

transformamos j' em uma linha do tipo-7, diminuindo &” em uma unidade, e aumen-
tando k' em uma unidade. E continuamos aplicando essas operagoes para quaisquer
pares de linhas do tipo-ii com o mesmo rotulo. Apds esse processo, devemos sempre
agrupar linhas do mesmo tipo, fazendo operagoes do tipo L; «— L; e, consequen-

temente, C; <— C;.

Feito isso, devemos olhar para a matriz M da seguinte maneira:

dv Ty yv
M - ,IT Ok,”Xk’ M(l) 9 (46)

v

?JUT MOT  pr@2)
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onde d, é o elemento diagonal, x, é o vetor cujos elementos correspondem as outras
linhas do tipo-i em M© e o vetor ¥, representa a correspondéncia com linhas em

M@ Os comprimentos de x, e y, sdo k' e k" — 1, respectivamente.

Dependendo dos valores de d,, x, e y,, realizamos operagoes a fim de
diagonalizar as linhas/colunas de M e obter os valores diagonais. Temos os seguintes

Casos:
Caso 1: z, ¢ vazio ou z, = [0,...,0].

Se y, = [0,...,0] (ou y, & vazio), a linha de v ja esta diagonalizada,
entao simplesmente adicionamos d, ao vetor de elementos diagonais e removemos a

linha/coluna associada a v de M. Este é o Subcaso 1.a.

Se y, # [0, ...,0], entdao temos duas opgoes. No Subcaso 1.b, assumi-
mos que d, = 0. O objetivo é transformar a linha associada a v em uma linha do
tipo-i. Para fazer isso, precisamos inserir y, em M de modo que a matriz resultante
esteja na forma escalonada. Em cada passo, se o pivo «; da linha atual associada
com v estd na mesma posicao do pivo §; de L, (a linha associada ao vértice u ja

esta em M™M), usamos L, para eliminar o pivd de L,:

Ly—Ly— Y, C«—C -4

Cu 4.7

Isso é feito até que o pivo da linha associada a v nao possa ser cancelado pelos pivos
das outras linhas, nesse caso a linha associada a v pode ser inserida na matriz; ou
até que a linha associada a v se torna uma linha de zeros, nesse caso 0 é adicionado

ao vetor de elementos diagonais e removemos a linha/coluna associada a v de M.

Se d # 0, estamos no Subcaso 1.c e usamos d, para eliminar as en-
tradas nao nulas em y, e diagonalizamos a linha correspondente em v. Seja «, a

entrada de y, associada a u que é diferente de zero, entao realizamos:
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Ly «— L, — %LU, Cy — Cy — %cv (4.8)

Quando todas entradas forem eliminadas, adicionamos d, ao vetor de elementos

diagonais.
Caso 2: z, ¢ ndo-vazio e x, # [0,...,0].

Seja u o vértice associado a entrada mais a direita de x, e o o valor
dessa entrada. Usamos esse elemento para eliminar todas outras entradas em z,, da

direita para esquerda. Seja w o vértice associado a entrada «; # 0. Realizamos:

Ly ¢— Ly — 2L, Cy— Cy——C, (4.9)

Qg Q;

Se d, # 0, continuamos usando L, para eliminar esse elemento:

d, d,
Ly¢—Ly—~2 L, Cy+—C,— -0, (4.10)
20{j 2CYj

Nesse ponto, as tnicas entradas diferentes de zero no canto superior
esquerdo da matriz obtida apods realizar essas operacoes estao nas posigoes uv e vu

(e sdo iguais a ;). Realizamos as seguintes operagoes:

1 1
L, +— Lu+§Lv, C, +— Cu+§Cv, L,«~—L,—-L, C,+—C,—C, (4.11)

As entradas relevantes da matriz sao modificas como a seguir:



Agora estamos em posi¢cao para usar os elementos diagonais para diagonalizar as
linhas associadas a v e u, como foi feito no Caso 1, quando z, = [0,...,0] e d, # 0.

No final desse passo, adicionamos —a; e a; ao vetor de elementos diagonais.

Para concluir essa descrigao do algoritmo, vamos assumir que na raiz,
as operacgoes L e R mapeiam todos os vértices para o mesmo rotulo, ja que rétulos

Nnao sao mais necessarios.

Apos aplicar o procedimento CombineBozes, teremos k" =1 e M© ou
serd zero ou sera vazia. Se for vazia, entdo a matriz 1 x 1 M@ contém o tltimo

elemento diagonal. Caso contrario, M sera 2 x 2 e tera forma:

0 a
a b

Se b # 0, ela pode ser feita diagonal usando as operagoes (4.8). Se b = 0, entdo ela

pode ser feita diagonal usando as operagoes (4.10) e (4.11).

Para entender como o algoritmo funciona na pratica, vamos aplicé-lo

em um exemplo concreto.

Exemplo 8. Considere o grafo matrogénico G dado pela Figura 4.4.

Vs
(O V2

U1 Uy

Figura 4.4: Grafo matrogeénico utilizado pelo Exemplo 8.

Esse grafo tem scw(G) = 2 e a Figura 4.5 ilustra uma arvore de ana-

lise associada a uma decomposicao esperta em clique desse grafo. Iremos aplicar o

1
Algoritmo Diagonalize com x = 3
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{(1,1)},id,2 — 1

{(1,1),(1,2),2, D)}, 1 — 2,2 — 1

{(1,2)},1id,id

1(2}1) 2(2}3) 1(7)5) 2(U4)

Figura 4.5: Arvore de analise associada ao grafo ilustrado pela Figura 4.4.

Comecaremos analisando as folhas que sao filhas do n6 D. Utilizaremos
o procedimento LeafBox para produzir:

Los) : [K, K", [2], [R]] = {0,1, H ,[1]} e vy : {0,1, H ,[z]].

Ao processar o n6 D utilizaremos o procedimento CombineBozxes. Construimos a

matriz M de acordo com o Lema 36 e, com S = {(1,2)}, obtemos:

12 1 1
07 27 )
1 1/2 2

Aqui nao é necesséario realizar mais nenhum passo, visto que as linhas do tipo-ii tém

rotulos diferentes. Além disso, como &’ = 0, temos que a matriz M©) ¢ vazia.

Analogamente, o n6 C' retorna uma caixa idéntica & caixa retornada

pelo n6 D.

O proximo passo € analisar o n6 B. Novamente utilizaremos o procedi-
mento CombineBoxes, agora com as caixas provenientes de C' e D. Pelo Lema 36,
considerando S = {(1,1),(1,2),(2,1)} eas fungdes L : 1 — 2 e R:2 — 1, a nova

matriz M é dada por:
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/2 1 1 1 2
1 1/2 1 0 2
M: s R:
11 1/2 1 1
10 1 1/2 1

Todas as linhas de M sao do tipo-ii. De acordo com o procedimento, precisamos as-
segurar que essas linhas do tipo-i7 tenham rétulos diferentes. Para isso, utilizaremos
o Lema 37. Como as linhas 1 e 2, tém tipo-ii e rotulos iguais, facamos: L1 <— L1 — Lo

e (1 +— (] — Cs. Obtemos assim:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

M =
0 1 1/2 1
1 0 1 1/2
. 1 .
Aqui, d, = —1,2, = 0, y, = |=,0,1| e, com isso, estamos no Sub-

2
caso 1lc do procedimento CombineBoxes. Utilizando d, para diagonalizar sua li-

nha/coluna, temos:

—1: 0 0 0
0:3/4 1 1/2
R ALY /
0o: 1 1/2 1
0:1/2 1 3/2
Logo, nosso primeiro valor diagonal é d; = —1 e removemos essa linha/coluna,

resultando na matriz:
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3/4 1 1/2 2
M=|1 1/2 1 |, R=]1
12 1 3/2 1

Realizando o mesmo processo para assegurar a unicidade dos rotulos
das linhas do tipo-ii, fazemos: Ly <— Ly — Ly e (5 «— Cy — (3 e, em seguida,
a fim de deixar a matriz parecida com (4.6), movemos a nova linha do tipo-i para o

comego da matriz: Ly «— L1 e (5 <— (', obtendo:

Lz o2 L
M=1 1/2 i3/4 1/2 |, R=|2
—1/211/2 3/2 1

1 1
Agora, estamos no Subcaso 1b, pois d, =0,z, =0 e y, = [57 —5] .
Como ¥, ja estd na forma escalonada, nao precisamos fazer nada. Assim, o n6 B

passa para o n6 A a caixa:

0 1/2 —1/2 1
L2 | 1/2 13/4 1/2 |, 2
—1/2:1/2 3/2 1

1
Por fim, 0 n6 A recebe a caixa produzida pela folha 1(vy) : [0, 1, [5] , [1]]
e a caixa passada pelo n6 B. Pelo procedimento CombineBozes, construimos a ma-
triz M de acordo com o Lema 36, utilizando S = {(1,1)} e a func@o de rerrotulagao

R:2—1.
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(12 0 0 1 | 1]
0 0 1/2 —1/2 1
M= / / ., R=
0 1/2 3/4 1/2 1
1 —1/2 1/2 3/2 1

O préximo passo € agrupar as linhas do tipo-i e do tipo-it. Fazendo:

Ly <— Ly e C7 +— (5, chegamos em:

0 10 1/2 —1/2

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

1/2 3 0 3/4 1/2
12112 32

Como anteriormente, para assegurar a unicidade dos rétulos nas linhas

de tipo-ii, faremos: Ly «— Ly — L3 e Cy «— Cy — (5. Assim,

0 12 12 172
~1/2 5/4 [ -3/4 1/2

| -1/2 1/2 i /2 3/2

A fim de deixar a matriz M parecida com (4.6), realizamos as operagoes

Li+— Lye C] +— Cy:




Aqui, d, = Z,xv = [—%} e Y, = [—%, %] Estamos no Caso 2 do procedimento
CombineBozes. Como z, nao tem outras entradas nao nulas, nao precisamos eliminé-
las. E, como d, = Z # 0, realizaremos as operagoes descritas no algoritmo para
diagonalizar ambas linhas/colunas do tipo-i ao mesmo tempo. Primeiro, fagamos

5 5
Li+— L1+ ZLQ e(Cy+—Ci+ ZCQ para produzir:

0 —1/2-1/8 —1/8 |
~1/2 0 i 1/2 -1/2

1 1
A seguir, faremos Ly «— Lo + §L1, Cy +— Cy + 501, Li<—Li—Ly e

C1 +— (7 — Oy, resultando em:

1/2 0 -9/16 7/16
0 —1/2 7/16 —9/16

M = [
—9/16  7/16 | 3/4 1/2
7/16  —9/16: 1/2  3/2
. S : . 1 .
Com isso, temos mais dois valores diagonais, dy = 7 eds = —3 que uti-

lizaremos para diagonalizar suas linhas/colunas. Apos diagonalizadas, as removemos

da matriz, resultando em:

1/2 1/2
1/2 7/4

Realizando o mesmo processo de garantir a unicidade dos rotulos, cai-

mos mais uma vez no Subcaso lc e, diagonalizando a matriz, obtemos os tltimos

1
dois valores diagonais, dy = 1 e ds = 3"
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1 151

Portanto, D = |—1, =, —=, —, =
27 2472

} , ou seja, temos 3 autovalores maiores

que 5 e 2 autovalores menores que 5 O que corresponde com:

Spec(G) = {2.94,0.62, —0.46, —1.47, —1.62}.

Baseado no algoritmo descrito acima, o resultado a seguir nos da a

complexidade do algoritmo. Ela é calculada pelo nimero de operagoes realizadas.

Teorema 38. [16] Sejam G um grafo com matriz de adjacéncia A, dado por uma
k-expressao esperta Qg associada a uma drvore de andlise T e x € R. O Algo-
ritmo Diagonalize corretamente retorna os elementos diagonais da matriz diagonal

congruente a B = A+ xI. Mais ainda, isso € feito em O(k*n) operagoes.
Portanto, para grafos com uma largura esperta em clique pequena, o

Algoritmo Diagonalize realiza as operacgoes e localiza os autovalores do grafo em

tempo linear.
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5 A LARGURA ESPERTA EM CLIQUE DE
GRAFOS MATROGENICOS

Neste capitulo, apresentamos uma de nossas contribuigoes: o célculo da
largura esperta em clique dos grafos matrogénicos. Para isso, precisaremos conhecer

alguns resultados acerca da largura esperta em clique de outros grafos.

Para k > 1, seja S a classe dos grafos cuja largura esperta em clique

¢ k.

Proposicao 39. [20/ Para qualquer k > 1, Sy € fechado para as sequintes operagoes:

(i) complemento;
(1i) unido ®;

(111) jun¢ao V.

Dem.: Sejam G um grafo com conjunto de arestas F e G seu complementar. Afir-
mamos que scw(G) = scw(G). Seja Ty uma arvore de anélise para G. Construimos
uma arvore de analise T para G como segue. Substitua cada operador @sr,rem Ty
por &3 1 g, onde S & o conjunto de pares de rétulos que nio estdo em S. Como, para
cada par de vértices {u, v}, existe exatamente um no6 na arvore onde a aresta {u, v}
pode ser adicionada, a saber o ancestral comum mais profundo das folhas correspon-

dentes a u e v, isso coloca arestas precisamente em E. Portanto, scw(G) < scw(G).

Repetindo esse processo para G, temos:
scw(G) = scw(i) < scw(@),
provando (i).

Agora, sejam G, H € &y, tendo arvores de analise T e Ty, ambas

associadas a k-expressoes espertas. Formamos uma arvore de anélise para G & H
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fazendo T @By iaia Tr. Isso mostra que scw(G & H) < k. Como G ¢é um subgrafo

induzido de G @ H, pelo item (i) da Proposigao 32, k = scw(G) < scw(G@® H) < k,

mostrando que GG H € Sy, provando (ii). Se G e H sao grafos, entdio GVH = G & H,
logo, (iii) segue de (i) e (ii). O

Para os proximos resultados, lembre da Definicao 25 que o grafo rede,
denotado por H,,, é um grafo split com V(H,,) = SUK,onde S = {xy,...,2,} é um
conjunto estavel e K = {y1,...,y,} é um clique, tal que SNK =0 e 2141, ..., TnYn

sao as Unicas arestas entre S e K.

Os lemas a seguir nos dao a largura esperta em clique dos grafos H,,, dos
nicleos (tKy, CP(2t) e C5) e serao fundamentais para o calculo da largura esperta

em clique dos grafos matrogénicos.

Lema 40. scw(H,) < 2.

Dem.: Provaremos por indugao em n. Para n = 1, temos:

o ——O
x1 Y1

Figura 5.1: Grafo H;.

Uma expressao esperta para Hi é:

L(71) @)} idid 1(Y1)-

Portanto, scw(H;) = 1.

Para n > 2, provaremos por inducao que scw(H,) = 2 e que consegui-
mos rotulos diferentes para os vértices do conjunto estéavel (1) e da clique (2) de

H,.
Para n = 2, temos o grafo Hy que é dado por:
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o ———— 00— 0
T Y1 Y2 T2

Figura 5.2: Grafo Hs.

Como H, nao é um cografo, temos que scw(H,) # 1. Uma expressio esperta para
H2 é:
(1(x1) ®g1,2)},idid 2(11)) B22))idia (1(x2) y1,2)}idid 2(y2))

Portanto, scw(Hs) = 2.
Agora, suponha que o resultado seja valido para n = k.

Paran = k+1, tome o subgrafo de Hy, induzido por {z1, ..., zx, v1,. ..,
yr}. Esse subgrafo é Hy, que pela hipotese de indugao tem scw(Hy) = 2, além de
seus vértices da clique e do conjunto independente terem rotulos diferentes. Podemos

obter Hi,1 com a seguinte 2-expressao esperta:

(2-expressao esperta para Hy) @2,2)},idid (1(Tr+1) B{a,2)},idid 2(Yr+1))-

Lema 41. scw(tK3) = 1.

Dem.: Note que o grafo t K, nao possui P, como subgrafo induzido. Logo, t K5 é um

cografo e, portanto, scw(tK,) = 1. Uma 2-expressao para tK, é dada por:

(- ((U(z1) Dyaypidia L(22)) Pojidia (1(23) Dya)yidia 1(24))) Doidid = ) 51)
D0id,ia(1(T2e-1) Sr1,1)},id,ia 1(22t)).

]

Lema 42. scw(CP(2t)) = 1.

Dem.: O grafo C'P(2t) é o complementar do grafo tK5, logo pela Proposi¢ao 39,
segue que scw(C'P(2t)) = scw(tK3y) = 1. Sua expressao pode ser obtida substituindo

®s.z.r POT D3 g Na eXPressao (5.1). ]
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Lema 43. [20] scw(C5) = 2.

Dem.: O grafo C5 nao ¢ um cografo, mas pode ser construido por 1(v) ®,1)},id,id @,
onde Q gera um P, cujas extremidades sao rotuladas 1 e os vértices internos sao

rotulados 2. N

Lema 44. Seja G = (V, E) um grafo matrogénico split. Entao scw(G) < 2. Além
disso, dado um vértice v € V(G), se v pertence ao conjunto estdqvel de V(G) entao
podemos representd-lo com rotulo 1 na expressao esperta para G, e com rotulo 2 caso

ele pertenca a clique.

Dem.: De acordo com o Teorema 31, um grafo matrogénico split pode ser obtido
a partir de um grafo vazio por uma sequéncia de trés operagoes: (i) adicionar um

vértice isolado; (i7) tomar o complemento; (7i7) fazer uma n-aumentagao.

Provaremos esse resultado por indugao no nimero j de operagoes rea-
lizadas. Considere um grafo GG vazio de ordem m. Temos que G pode ser construido

pela seguinte 1-expressao esperta:

(- ((L(v1) ®oidia L(v2)) Boidida 1(v3)) @oidid - - 1(vm))

Para j = 1, podemos realizar uma das trés operagoes (i), (ii), (i7i). Seja G1 o grafo

resultante dessa operagao.

Se a operagao realizada for (i), uma expressao esperta para o grafo G,

((1-expressao esperta para G) @pidia 1(Vm1))-

Aqui, scw(G1) =1 e, como todos vértices pertencem ao conjunto estéavel, eles pos-

suem rotulo 1.

Se a operagao realizada for (ii), podemos obter uma expressao esperta

para G substituindo @g qiq POr ®y(1,1)},id,ia € mudando em toda a expressao 1 por
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2. Aqui, scw(Gy) = 1 e, como todos os vértices pertencem a clique, eles possuem

rotulo 2.

No Lema 40, vimos que scw(H,) < 2. No caso em que x = 1, te-

mos scw(H;) = 1. Apesar disso, vamos considerar a seguinte 2-expressao para H;:

1(z1) ©y1,2)},id,id 2(41)-

Se a operacao realizada for (iii), podemos obter uma 2-expressao es-

perta para G, fazendo:
(1-expressao esperta para () ©(1,2)},id,id (2-expressao esperta para H,)).

Aqui, scw(G) = 2, os vértices do conjunto estavel possuem rotulo 1 e os da clique

rotulo 2. Isso demonstra o caso base.

Suponha que o resultado seja valido para j = k operacoes. Vamos
mostrar que é valido para j = k + 1 operagoes. Seja G o grafo resultante de k
operacoes. Pela hipotese de inducao existe um 2-expressao esperta para Gy tal que
dado um vértice v € V(Gg), se v pertence ao conjunto estavel de V(Gy), entdo
podemos representa-lo com rotulo 1 na expressao esperta para GGy, e com rétulo 2

caso ele pertenca a clique.

Temos 3 possibilidades para G, e as representaremos por G, , G, , Gi,:
O grafo Gy,, s6 tem vértices no conjunto estavel (todos tém rotulo 1); Gy,, s6 tem
vértices na clique (todos tém rotulo 2); E, por fim, G, que é um grafo matrogénico

split com scw(Gy,) = 2.

Seja Gri1 o grafo resultante de k£ 4 1 operacoes. Ele é obtido a partir
de Gy realizando uma das trés operagoes (i), (i) ou (ii7). Se a operagao realizada

for (1), as possiveis expressoes esperta para Gy, sao:
((1-expressao esperta para G, ) Bgiaia 1(vp))-

((1-expressao esperta para G,) Bgiaia 1(vp))-
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((2-expressao esperta para Gi,) Bg.iaia 1(vp))-

No primeiro caso, scw(Gy,) = 1 e todos os vértices estdo no conjunto estavel (tém
rotulo 1). Nos outros casos, scw(Gy,) = scw(Gy,) = 2, os vértices do conjunto

estavel possuem rétulo 1 e os vértices da clique possuem rétulo 2.

Se a operagao realizada for (i) basta trocar ®g 1 r por ©g 1 p, 1 por 2
e 2 por 1 em toda a expressao. Se o grafo original for Gy,, apos realizar (ii), todos
os vértices passam a fazer parte da clique e ter rotulo 2, nesse caso scw(Ggi1) = 1.
Se o grafo original for Gy,, apos realizar (i), todos os vértices passam a fazer parte
do conjunto estavel e ter rotulo 1, nesse caso scw(Gy41) = 1. Se o grafo original for
Gy, ap0s realizar (ii), os vértices que faziam parte do conjunto estavel passam a
fazer parte da clique e vice-versa, além de terem seus roétulos trocados. Nesse caso,

scw(Gs) = 2.
Se a operagao realizada for (ii7), as possiveis expressoes para Gy sao:

((1-expressao esperta para Gi,) @©(1,2)},idid (2-expressao esperta para H,)).
((1-expressao esperta para G,) ®(2.2)},idid (2-expressao esperta para H,)).

((2-expressao esperta para Gi,) @y(1,2),(2,2)}idid (2-expressao esperta para Hy)).

Aqui, em ambos os casos scw(Gyy1) = 2, os vértices do conjunto estavel tém rotulo

1 e os vértices da clique tém rétulo 2.
Isso conclui a indugao e, portanto, o resultado é valido. O

O resultado a seguir, nos diz que a largura esperta em clique dos grafos

matrogénicos ¢ menor ou igual a dois.

Teorema 45. Para todo grafo matrogénico G, scw(G) < 2.

Dem.: Seja G = (V, E') um grafo matrogénico, pelo Teorema 23 podemos particionar
seu conjunto de vértices em V = Vi UVsUV. Se Vi = () temos um grafo matrogénico

split. Note que podemos obter um grafo matrogénico realizando a juncao parcial de
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um nicleo com um grafo matrogénico split. Entao, vamos comegar por um grafo

matrogénico split.

Seja M .S um grafo matrogénico split. Pelo Lema 44, temos que
scw(MS) < 2 e, além disso, dado um vértice v € V(M.S), se v pertence ao conjunto
estavel de V(M S) entdo podemos representé-lo com rétulo 1 na expressao esperta
para M S, e com rétulo 2 caso ele pertenga a clique. Temos 3 possibilidades para M S:

M Sy, que s6 possui vértices em seu conjunto estavel, M Sy que s6 possui vértices na

clique e M S3, onde scw(MS;) = 2.

Como podemos obter um grafo matrogénico realizando a jungao par-
cial de um nucleo (tKy, CP(2t) ou C5) com um grafo matrogénico split, temos as

seguintes possibilidades para G:

Se o nucleo for um grafo t K, utilizando o Lema 41, as possiveis expres-

soes para (G sao dadas por:

(1-expressao esperta para tKs) @y idia (1-expressao esperta para MSy).
(1-expressao esperta para tKs) @{a,2)},da (l-expressao esperta para M.Ss).

(1-expressao esperta para tKs) @(12)},ida (2-expressao esperta para M.Ss).

Se o nucleo for um grafo C'P(2t), utilizando o Lema 42, as possiveis

expressoes para G sao dadas por:

(1-expressao esperta para CP(2t)) @y id.id (1-expressao esperta para MSy).
(1-expressao esperta para C'P(2t)) @®qa2)},did (1-expressao esperta para M.Ss).
(1-expressao esperta para CP(2t)) @®qa2)},idid (2-expressao esperta para MSs).

Se o nucleo for um grafo Cf, utilizando o Lema 43, as possiveis expres-
soes para GG sao dadas por:

(2-expressao esperta para Cs) @ id.id (1-expressao esperta para MSy).
(2-expressao esperta para Cs) @©y1.2),(2,2)},idid  (1-expressao esperta para M.S).

(2-expressao esperta para Cs) @©y1.2),(2.2)},idid (2-expressao esperta para M.Ss).
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Em todos os casos, scw(G) < 2, como queriamos. O]

O Teorema 45 nos mostra que os grafos matrogénicos tém uma lar-
gura esperta em clique pequena, de fato, ela é menor ou igual a dois. Portanto, de
acordo com o Teorema 38, é possivel utilizar o Algoritmo Diagonalize para localizar,
em tempo linear, os autovalores de grafos matrogénicos desde que tenhamos uma

expressao esperta que utilize poucos rétulos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertagao de mestrado trabalhamos com temas de Teoria de
Grafos e Teoria Espectral de Grafos. Mais especificamente, estudamos a classe dos
grafos matrogénicos. Os grafos matrogénicos se originam de uma estrutura algébrica
conhecida como matroide. Além disso, essa classe de grafos contém a classe dos
grafos matroidais, que por sua vez contém a classe dos grafos threshold, e é uma

subclasse dos unigrafos.

A fim de possibilitar a compreensao total do trabalho e dos conceitos
apresentados, o Capitulo 2 foi reservado a apresentacao de conceitos iniciais de Teoria

de Grafos, Teoria Espectral de Grafos e Teoria Matroides.

O Capitulo 3 foi dedicado exclusivamente ao estudo dos grafos matro-
génicos. Nele, definimos os grafos matrogénicos por meio de matroides e, consequen-
temente, por circuitos. Uma das contribuigoes deste trabalho foi buscar e reunir, da
literatura, as diversas caracterizagoes desses grafos e mostrar que sao equivalentes.
Mostramos que um grafo é matrogénico se, e somente se, ele nao possui a configu-
racao proibida F apresentada na Definicao 47. Também mostramos que um grafo
G = (V, E) é matrogénico se, e somente se, podemos particionar seu conjunto de
vértices em V = Vi U Vs U Vi, onde Vi U Vg induz um grafo matrogénico split e
Ve induz um nicleo, de modo que todo vértice de Vi é adjacente a todo vértice de
Vi e a nenhum vértice de Vg. Quando Vi = (), temos um grafo matrogénico split.
O restante do capitulo 3 foi voltado ao estudo e caracterizacao dessa subclasse dos

grafos matrogénicos.

No Capitulo 4, descrevemos o Algoritmo Diagonalize. FEsse é um al-
goritmo de localiza¢do de autovalores desenvolvido por M. Fiirer et al. em [16].
Comecamos o capitulo definindo uma decomposicao para grafos, conhecida como

decomposicao esperta em clique. Nela, conseguimos expressar um grafo por meio
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de uma expressao que recebe o nome de k-expressao esperta. Da mesma maneira
que cografos podem ser associados a arvores, as coarvores, podemos associar uma
k-expressao esperta a uma arvore, a chamada arvore de anéalise. O algoritmo traba-
lhado recebe uma arvore de analise associada a uma k-expressao esperta, um escalar
x e por meio de operacoes de congruéncia constréi uma matriz diagonal D congru-
ente a matriz A(G) +xI. A quantidade de autovalores de A(G) maiores do que —uz,
menores do que —z e iguais a —z ¢é igual a quantidade de valores positivos, negativos

e nulos, respectivamente, na diagonal de D.

Associado a decomposicao esperta em clique, temos um parametro co-
nhecido como largura esperta em clique. O algoritmo Diagonalize opera em tempo
linear para grafos com uma largura esperta em clique pequena. Outra contribui-
¢ao desse trabalho, presente no Capitulo 5, foi mostrar que os grafos matrogénicos
possuem uma largura esperta em clique menor ou igual a dois. Esse é um primeiro
passo para mostrar que é possivel localizar os autovalores de um grafo matrogénico
em tempo linear. Nos resta encontrar uma maneira de obter uma expressao esperta

ideal, em tempo linear, para um grafo matrogénico.

Finalizaremos esse trabalho apresentando outras ideias de como pode-
mos dar continuidade ao estudo de propriedades espectrais dos grafos matrogénicos,
uma area ainda pouco explorada. Visto que nao existem muitos estudos acerca da

teoria espectral de grafos matrogénicos, pretendemos explorar essa érea.

Um dos parametros espectrais que podemos estudar é o raio espectral.
O raio espectral de um grafo ¢ o maior autovalor, em modulo, de sua matriz de
adjacéncia. O livro [32] introduz e motiva o estudo desse parametro, apresentando
diversos resultados sobre o mesmo em diferentes classes de grafos. Além de estudar
o raio espectral do grafos matrogénicos, um dos problemas que podemos abordar é

o de ordenar subclasses de grafos matrogénicos pelos seus raios espectrais.
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Outro parametro espectral bastante conhecido é a energia de um grafo.
Ela é definida como a soma dos autovalores em modulo de um grafo. Uma pergunta
que podemos nos fazer é: Dentre os grafos matrogénicos de n vértices quais tém
energia maxima (ou minima)? Essa pergunta ja foi respondida para algumas classes

de grafos como arvores [18] e grafos uniciclicos [21].

Também podemos estudar a conectividade algébrica dos grafos matro-
génicos. Definido por Fiedler em [12], a conectividade algébrica é definida como
sendo o segundo menor autovalor da matriz Laplaciana. Esse parametro é impor-
tante, pois nos da uma ideia de quao bem um grafo é conexo. Por exemplo, é sabido
que um grafo é conexo se, e somente se, sua conectividade algébrica é diferente de
zero. Com relagao aos problemas abordados pode-se estudar sua relagao com pro-
priedades estruturais de um grafo e até mesmo determinar ou encontrar cotas para

esse parametro.
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