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RESUMO

Neste trabalho estudamos os principais resultados sobre o indice e a
energia de Randi¢. Apresentamos a melhor cota superior conhecida do indice de
Randié¢ para grafos conexos feita por Cavers, Fallat e Kirkland [11]. Buscamos es-
crever essa demonstracao da melhor forma possivel, procurando deixar clara a sua
construgao, a fim de facilitar o entendimento. Além disso, abordamos o problema da
energia de Randi¢ maxima para grafos conexos e desconexos. Para a classe de grafos
desconexos, esse problema ja esta resolvido. Mas, para o caso de grafos conexos,
Gutman, Furtula e Bozkurt [23] conjecturaram que os grafos com a maior energia
de Randié¢ sao os grafos sol e sol duplo. Como contribui¢ao original, mostramos que

dentre a classe de grafos dos sois duplos, o que atinge a maior energia de Randi¢ é

o ([%527, | %52 ])-sol duplo.

Palavras-chave: Teoria Espectral de Grafos; Matriz de Randi¢; Energia de Randi¢;

Indice de Randié.



ABSTRACT

In this work we study the main results of the Randi¢ index and energy.
We present the best known upper bound of the Randi¢ index for connected graphs
given by Cavers, Fallat and Kirkland [11]. We detail this demonstration to facilitate
its understanding. Moreover, we approach the problem of the maximum Randic¢
energy for connected and disconnected graphs. For the class of disconnected graphs
this problem is already solved. But, for connected graphs, Gutman, Furtula and
Bozkurt [23] conjectured that the graphs with largest Randi¢ energy are the sun and
the double sun graphs. As original contribution, we prove that among the double

suns graphs, the ([22], | %52 ])-double sun attains the largest Randi¢ energy.

Keywords: Spectral Graph Theory; Randi¢ matrix; Randi¢ energy; Randi¢ index.
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1 INTRODUCAO

A Teoria Espectral de Grafos investiga a relagao entre propriedades
estruturais de grafos e propriedades espectrais das suas representacoes matriciais.
De acordo com Abreu et al. [1], o marco inicial da Teoria Espectral de Grafos foi
em 1931, com o trabalho de Hiickel [28] em Quimica Quéantica. Mas seu grande
desenvolvimento se deu a partir da tese de doutorado de Cvetkovi¢ [15], em 1971.
Desde entao, ¢ uma area que desperta o interesse de pesquisadores do mundo todo e
intmeros trabalhos ja foram publicados nesse ambito. O livro Spectra of Graphs de
Cvetkovi¢, Doob e Sachs [14] de 1980 foi o primeiro livro sobre Teoria Espectral de
Grafos publicado e retine quase todos os resultados relacionados & area publicados

antes de 1978.

Dentre as representacoes matriciais de grafos mais importantes, desta-
camos a matriz de adjacéncia A(G), vastamente estudada e com ampla bibliografia.
A matriz de adjacéncia é formada por zeros e uns e é construida a partir das relagoes
de adjacéncia entre os vértices do grafo G. Entre outras matrizes associadas a grafos
estao a matriz Laplaciana L(G), a matriz Laplaciana normalizada £(G) e a matriz
de Randi¢ R(G), que tem papel fundamental neste trabalho. Para cada uma dessas
matrizes, podemos atribuir seu respectivo espectro, que esté diretamente relacionado

com as propriedades estruturais do grafo.

A primeira referéncia a matriz de Randi¢ foi no livro de Cvetkovic,
Doob e Sachs [14], que mencionamos anteriormente, onde foi denotada por A*, mas
sem referéncia a Randi¢. Ja em 2005, foi definida por Rodriguez em [38]| sob o nome
de matriz de adjacéncia ponderada. No mesmo ano, Rodriguez e Sigarreta em [39]
definiram a mesma matriz sob o nome de matriz de grau adjacéncia. Em 2010, foi
definida sob o nome de matriz de Randi¢ por Bozkurt et al. em [8]. A matriz de

Randié é uma matriz quadrada simétrica de ordem n e tém as entradas definidas



por

1
——, se v; e v; sao adjacentes,
ri; = Vv did; (1.1)

0, caso contrario,

onde d; e d; denotam os graus dos vértices v; e v;, respectivamente.

A definicao da matriz de Randi¢ foi motivada pelo indice de ramificacao
(branching index em inglés) proposto por Milan Randié¢ [?] em 1975. Esse indice é
um descritor de estrutura molecular (ou indice topolégico), que é um parametro
numérico associado a uma estrutura quimica que correlaciona essa a propriedades

fisicas, quimicas e biolégicas. O indice de ramificacao, é definido por

R (1.2)

1
(G =Y ——
=L
onde GG é um grafo molecular e a soma ¢ feita sobre todas as arestas uv de G. Um
grafo molecular representa a estrutura bidimensional de uma molécula. Os vértices

desse grafo correspondem aos atomos da molécula e as arestas correspondem as

ligagoes quimicas entre os dtomos.

O indice de ramificacao ¢ um indice topolégico baseado nos graus dos
vértices de G. Em |?]|, Randi¢ estava preocupado com o problema de caracterizar o
grau de ramificaciao de hidrocarbonetos'. Mas, de acordo com ele, nao existia um
consenso de o que deveria ser entendido como ramificagao molecular. Assim, a ideia
de Randié¢ foi ordenar componentes de séries homoélogas? em uma sequéncia de ra-
mificagao de esqueletos moleculares e em seguida, associar cada estrutura individual
com um indice. Para obter uma ordenagao de ramificacao, Randi¢ analisou as re-

lagoes de adjacéncias do grafo molecular e classificou as arestas do grafo de acordo

'Hidrocarbonetos sao compostos quimicos constituidos por dtomos de carbono e hidrogénio,

onde os atomos sao unidos por ligagao covalente do tipo simples, dupla ou tripla.
2Em quimica, série homéloga é uma série de compostos organicos com propriedades quimicas

similares, que se diferenciam pela quantidade de grupos metileno (C Hs).



com as valéncias das extremidades, isto é, de acordo com os graus dos vértices. Desta
forma, definiu o indice de ramificacdo como a soma de todos os pesos de todas as

arestas do grafo molecular, como na expressao (1.2).

Em 1998, Bollobas e Erdos [6] generalizaram o indice de ramificacao de
Randi¢ substituindo —% por um numero real o nao nulo, isto é,
Ro(G) =) (dyd,)*. (1.3)
Ty
Esse indice generalizado ¢ chamado de indice geral de Randié. Nesta dissertagao
vamos trabalhar com o = —1, vamos chamaé-lo simplesmente de indice de Randié

e denoté-lo por R_1(G).

Em 1931, o fisico-quimico Hiickel [28] associou a molécula de um hi-
drocarboneto a um grafo e usou os autovalores desse grafo (isto é, os autovalores
da matriz de adjacéncia) para representar os niveis de energia de elétrons 7. Em
1978, Gutman [20], motivado pelo trabalho de Hiickel em Quimica Quéntica, foi
o primeiro a definir a energia de um grafo como a soma dos valores absolutos dos
autovalores da matriz de adjacéncia. Assim, a energia da matriz de adjacéncia

de um grafo G é dada por

Ea(G) = 3 I\l (1.4)

onde \; sao os autovalores da matriz de adjacéncia do grafo G. A partir dai, a energia
de grafos se tornou um tépico popular de pesquisa tanto em Quimica Matematica
quanto em Teoria Espectral de Grafos. De acordo com o Survey of Graph Energies
[22], o conceito de energia foi estendido a outras matrizes e de 1996 a 2016 mais de

600 artigos foram publicados.

Visto que para determinar a energia é necessario conhecer os autovalo-
res da matriz em questao, e para isso, é preciso encontrar as raizes de um polindémio

de grau n, uma das questoes fundamentais no estudo da energia é estimar limites



inferiores e superiores para esse parametro. Um dos primeiros limites para a ener-
gia da matriz de adjacéncia foi estabelecido por McClelland em [33] e ¢ dado por
E4(G) < v2mn, onde m é o ntmero de arestas do grafo G. Nesse sentido, mui-
tos pesquisadores buscam por grafos que atingem essas cotas, e além disso, buscam
melhorar os limites que ja sao conhecidos. Recomendamos a leitura de [30] para

conhecer outros limites para a energia da matriz de adjacéncia.

O problema de encontrar grafos com energia minima e méxima tem
sido amplamente estudado para diversas matrizes. Usualmente, costuma-se olhar
para determinadas classes de grafos e encontrar, dentro delas, quais sao os grafos
com minima ou méxima energia. Gutman [19|, foi o primeiro a provar um resultado
desse tipo. Para a matriz de adjacéncia, ele mostrou que dentre as arvores de n
vértices, a estrela S, tem menor energia e o caminho P, tem maior energia. O
problema de caracterizar o grafo com a energia da matriz de adjacéncia maxima

dentre todos os grafos de ordem n ainda estd em aberto.

Em 2010, Bozkurt et al. [8] definiram a energia de Randi¢ associada

a matriz de Randi¢ de um grafo G' como

onde p; sao os autovalores da matriz de Randié¢ do grafo G. O limite inferior da
energia de Randi¢ para grafos com pelo menos uma aresta ¢ 2. Além disso, o grafo
que atinge essa cota é formado por um grafo multipartido completo e todas as
outras componentes (se houver) sao vértices isolados. Para além do trabalho [§],
que introduziu a energia de Randié¢, destacamos outros artigos da literatura sobre a

energia de Randi¢, sao alguns exemplos [23], [16], [4], [3] e [2].

Neste trabalho reunimos os principais resultados sobre a matriz de Ran-
di¢, o indice de Randi¢ e sobre a energia de Randi¢. Além disso, discutimos o pro-
blema da energia Randi¢ maxima para grafos conexos e desconexos. Esse problema

jéa esta resolvido para a classe de grafos desconexos e sabemos quais sao os grafos

4



maximais. Mas, para o caso de grafos conexos, existe uma Conjectura de que o grafo
com a maior energia de Randi¢ é uma arvore. Mais precisamente, se n for impar
essa arvore é o grafo sol e se n for par é o grafo sol duplo. Além disso, contribuimos
mostrando que dentre a classe de grafos dos s6is duplos, o que atinge a maior energia

de Randi¢ ¢ o ([252], [ “52])-sol duplo.

Optamos por nao fazer um Capitulo de preliminares neste trabalho, pois
os conceitos classicos de Teoria de Grafos e de Teoria Espectral de Grafos podem
ser facilmente encontrados na literatura. Deixamos como indicacao de leitura para
Teoria de Grafos os livros de Bollobas [7]| e de Diestel [17]. E para Teoria Espectral
de Grafos nossas indicagoes sao os livros de Godsil e Royle [18] e de Beineke, Wilson
e Cameron [5]. As defini¢oes que consideramos importantes estao dispostas ao longo

desta dissertagao.

A organizacao deste trabalho esté distribuida em sete capitulos, sendo
essa Introducao o primeiro deles. No Capitulo 2, apresentamos algumas matrizes
associadas a grafos e as suas respectivas energias. O Capitulo 3 é destinado ao indice
de Randié¢, suas propriedades e cotas. No Capitulo 4, abordamos alguns tépicos
sobre a matriz de Randi¢. O Capitulo 5 é destinado a energia de Randié¢, onde
apresentamos cotas para tal e discutimos o problema de encontrar o grafo com
energia maxima. Reservamos o Capitulo 6 para calcular o polindmio caracteristico
dos grafos sol e sol duplo. Além disso, mostramos que o ([252], [ 252])-sol duplo tem
a maior energia de Randi¢ dentre os s6is duplos. No ultimo Capitulo apresentamos

nossas consideragoes finais e trabalhos futuros.



2 MATRIZES E ENERGIAS ASSOCIADAS A
GRAFOS

Como falamos na Introducao deste trabalho, existem diversas matrizes
que estao naturalmente associadas a grafos. Neste Capitulo, vamos apresentar quatro
dessas representacoes matriciais, a matriz de adjacéncia, a matriz Laplaciana, a
matriz Laplaciana normalizada e a matriz de Randi¢. Mesmo que ja definimos a
matriz de adjacéncia e a matriz de Randi¢ na Introducao, apresentaremos suas

defini¢coes novamente por completude.

Propriedades e resultados sobre as matrizes de adjacéncia, Laplaciana
e Laplaciana normalizada podem ser encontrados com facilidade na literatura e por
isso nao abordamos aqui. Para a matriz de adjacéncia e Laplaciana, deixamos como
recomendagao a leitura de [1|. Mais informagoes sobre o espectro e propriedades da
matriz Laplaciana normalizada sdo encontradas na tese do Cavers [10]. Ja para a
matriz de Randi¢, dedicamos o Capitulo 4 para falar um pouco mais sobre suas pro-
priedades e resultados. Ainda neste Capitulo, vamos apresentar a energia associada

a cada uma dessas matrizes.

2.1 Algumas representacoes matriciais

Comecamos apresentando algumas notagoes. Neste trabalho, todos os
grafos G = (V, F) sdo simples, isto é, sem lagos, sem arestas miltiplas e sem ori-
entagao. V' é o conjunto de vértices e E é conjunto de arestas do grafo G. Vamos
assumir que V' = {vy,...,v,} e que o namero total de arestas de G ¢ m. O grau de

um vértice v; serd denotado por d,, ou por d;.

Para cada matriz quadrada M(G) de ordem n associada a G, pode-

mos calcular seu polindémio caracteristico e seus autovalores. Iniciaremos definindo



o polindmio caracteristico. Chamaremos de M-polinémio caracteristico do grafo G

o seguinte polinémio

onde I,, denota a matriz identidade de ordem n.

Sempre que estiver claro no contexto o grafo do qual estamos falando,
denotaremos M (G) simplesmente por M. Além disso, chamaremos de M-espectro

de G o conjunto
m(B1 m(B;
Su(@) = {8, g,

formado pelos autovalores distintos de M (G), com suas respectivas multiplicidades

m(51)7 N ,m(ﬁj).

Comecaremos apresentando a matriz de adjacéncia, uma das mais co-
nhecida e estudada, que tem vasta bibliografia. A matriz de adjacéncia, denotada
por A(G), é formada por zeros e uns e é construida a partir da relagoes de adjacéncia

entre os vértices do grafo G.

Definicao 2.1.1. A matriz de adjacéncia associada ao grafo GG, é uma matriz
quadrada de ordem n, cujas entradas sao dadas por
1, se v; e v; sao adjacentes,

CLZ'j =
0, caso contrario.

A(G) é uma matriz real, simétrica e todos os seus autovalores sdo reais.
Denotaremos por A, ..., A, os autovalores de A(G). Além disso, a soma dos seus

autovalores € zero, pois seu traco é zero.

Na sequéncia, apresentamos a definicao da matriz Laplaciana. A matriz
Laplaciana, denotada por L(G), também é uma matriz simétrica e com entradas

reais. Em L(G), os graus dos vértices aparecem na diagonal da matriz.

7



Definicao 2.1.2. A matriz Laplaciana associada ao grafo G é uma matriz qua-

drada de ordem n, cujas entradas sao definidas como

i
de Se 1 =17,

lij =14 —1, sei#jew éadjacente a vj,

0, caso contréario,
\

onde d,, é o grau do vértice v;.

L(G) é uma matriz semidefinida positiva e tem todos os autovalores
maiores ou iguais a zero. Além disso, 0 é sempre autovalor da matriz Laplaciana e
sua multiplicidade € igual ao ntimero de componentes conexas do grafo. Denotaremos

por ay, ..., ay, os autovalores de L(G).

A matriz Laplaciana e a matriz de adjacéncia estao intimamente rela-

cionadas. Podemos escrever L como
L=D-A, (2.1)
onde D é a matriz diagonal dos graus dos vértices de G.

Exemplo 2.1.1. Seja G o grafo da Figura 2.1.

U1 V2

U3 V4

Figura 2.1: Grafo G.

A matriz de adjacéncia e a matriz Laplaciana do grafo G estao apre-

sentadas abaizo. Note que, a linha i e a coluna i correspondem as adjacéncias do



vértice v;, onde i € {1,...,n}.

0111 3 -1 -1 -1

1 0 00 -1 1 0 O
A(G) = e L(G)=

1 0 01 -1 0 2 -1

1 010 -1 0 -1 2

Seu A-polinémio caracteristico é pa(G,\) = A —4X2 — 2\ + 1 e seu
A-espectro € Sy(G) = {—1.481,—1,0.311,2.17}. Jd para L(G), temos ¢r(G, ) =
at —8a% +19a% — 12a € S1.(G) ={0,1,3,4}.

Veremos agora a defini¢ao da matriz Laplaciana normalizada, denotada

por L(G).

Definicao 2.1.3. A matriz Laplaciana normalizada associada ao grafo G' é uma
matriz quadrada de ordem n, cujas entradas sao dadas por

( 1

/i,

li =941, sei=jed; #0,

, se v; e vj sao adjacentes,

\ 0, caso contréario.

Os autovalores de £(G) sao todos ndo negativos, mais especificamente
estao no intervalo [0, 2]. Além disso, 0 também é sempre um autovalor dessa matriz
e sua multiplicidade também indica o nimero de componentes conexas do grafo G.

Denotaremos por pi, ..., i, os autovalores de £(G).

Para grafos sem vértices isolados, podemos escrever £ como

L=D2LDz, (2.2)

1
1, . . ~ . . -5 .
onde D~2 é a matriz diagonal com entradas nao nulas e iguais a d,,,*, i € {1,...,n}

e L é a matriz Laplaciana de G. Note que a rela¢ao definida em (2.2) s6 é valida

Lo . . , . _1 . . .
para grafos sem vértices isolados, pois caso contrario, D~2 nao estaria bem definida.
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A definicao da matriz de Randi¢ foi motivada pelo indice de Randi¢,
que abordaremos com mais detalhes no Capitulo 3. Sua definigao foi proposta por

Bozkurt et al. 8] em 2010.

Defini¢ao 2.1.4. A matriz de Randié associada ao grafo GG, denotada por R(G),

¢ uma matriz quadrada simétrica de ordem n e tém as entradas definidas por

1 . .
se v; e v; sao adjacentes,

ri; =4 V did; (2.3)

0, caso contréario.

Denotaremos por py, ..., p, os autovalores de R(G). Se G nao tem vér-

tices isolados, podemos escrever a matriz de Randi¢ como
R=D 7AD"z, (2.4)

1
1, . . ~ . . -5 .
onde D~2 é a matriz diagonal com entradas nao nulas e iguais a d,,?, i € {1,...,n}

e A é a matriz de adjacéncia de G.

Exemplo 2.1.2. Seja H o grafo da Figura 2.2.

U1 V2 Vs

U3 V4 Vg

Figura 2.2: Grafo H.
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Sua matriz Laplaciana normalizada e sua matriz de Randié¢ sao dadas

por
1 -1 -1 0 0 o0 0 £ 2000
- 1 0 -3 0 0 5003100
-1 0 1 -1 0 0 10012100
cy=| > e R(H)=|°  °
o -+ -1 1 0 o0 021000
o 0 0 0 1 -1 000001
o 0 0 0 -1 1 0000710

Seu L-polinémio caracteristico é pp(H, ) = p®—6p>+13u* —12p3 +4p?
e seu L-espectro é Sp(H) = {0®) 12 2@} E para R(H), temos que ¢r(H,p) =
P8 —2p* + p? e Sp(H) = {—1?® 02 1@},

Se G ¢ um grafo sem vértices isolados, das relagoes (2.2) e (2.4), a matriz

Laplaciana normalizada e a matriz Randi¢ de G estao relacionadas como

L=1I,-R. (2.5)

A equagdo (2.5) fornece uma relacdo entre os autovalores de L(G) e
de R(G) de um grafo G sem vértices isolados. Seja A autovalor de uma matriz
quadrada M de ordem n associado ao autovetor o 0, isto é, MT = \v. Seja I a

matriz identidade de ordem n. Temos que,
I+ M)VT=I0+M0=10+ M= (1+ N7,

isto é, v é autovetor de I + M associado ao autovalor 1+ A. Dessa forma, concluimos
que se Aq,...,\, sao autovalores de M, entao A\ + 1,..., A\, + 1 sao autovalores de
M + I. Portanto, os autovalores de £ e de R de um grafo G sem vértices isolados

estao relacionados da seguinte maneira

11



parai € {1,...,n}.

No exemplo seguinte, apresentamos o L-espectro e o R-espectro do grafo

completo K,, e do grafo bipartido completo K, .

Exemplo 2.1.3. Seja G o grafo completo com n vértices K,,. Os autovalores da

matriz Laplaciana normalizada de K,, sdo

Se(K,) = {0, (n i 1)("—1)}7

dessa forma, os autovalores da matriz de Randi¢ de K, sao

Sp(K,) = {17 (_n ! 1)<n—1>} |

Se G for o grafo bipartido completo K, ,, temos que os autovalores da

matriz Laplaciana normalizada de K, , sao
Se(K,) = {0,177, 2}
entao, os autovalores da matriz de Randi¢ de K, , sao

Sr(K,,) = {—1,00+t=2 1},

Essa relagao entre os autovalores da matriz Laplaciana normalizada
e da matriz de Randié¢ nos fornecera outra relagao, que diz respeito as energias
associadas a essas matrizes. Veremos na Secao seguinte que se G é um grafo sem
vértices isolados, a energia Laplaciana normalizada e a energia de Randi¢ de G sao

iguais.

2.2 Energia de matrizes associadas a grafos

A energia de grafos foi introduzida por Gutman em seu artigo “The

energy of a graph” [20] publicado em 1978 e se tornou um tépico muito estudado na
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Quimica Matemética e na Teoria Espectral de Grafos. Ele definiu a energia de um

grafo GG, baseada nos autovalores da sua matriz de adjacéncia.

Definicao 2.2.1. A energia da matriz de adjacéncia de um grafo GG é dada por

Es(G) = Z | Adl- (2.7)

A partir dai, muitos trabalhos foram publicados com resultados e pro-
priedades sobre essa energia, alguns sao [21], [19] e [30]. Diante do sucesso, uma
ideia natural foi procurar energias associadas a outras matrizes. A primeira can-
didata foi a matriz Laplaciana. Entdo, em 2006 Gutman e Zhou [25| definiram a
energia Laplaciana conforme a defini¢ao abaixo.

Definicao 2.2.2. A energia da matriz Laplaciana de um grafo GG é dada por

n
2m
o — —

, (2.8)

onde m é o namero de arestas de G.

Depois da energia Laplaciana, outras energias associadas a diferentes
matrizes foram sendo definidas, como a energia da matriz distancia, energia da
matriz Laplaciana sem sinal, energia da matriz Laplaciana normalizada, energia de
Randi¢, entre muitas outras. Em [22], Gutman e Furtula citam mais de 60 diferentes
energias de grafos. Nikiforov [35], em 2007, estendeu o conceito de energia para
qualquer matriz. A primeira matriz nao quadrada & qual o conceito de Nikiforov
foi aplicado foi a matriz de incidéncia. A definicao de Nikiforov envolve os valores
singulares da matriz M, que sao as raizes quadradas dos autovalores de M M*, onde

M* é a conjugada transposta de M.

Definicao 2.2.3. Seja M uma matriz p X ¢ com entradas reais, a energia de M ¢é

dada por

p

En(G) = ZUz‘(M) (2.9)

=1

onde o1(M),09(M),...,0,(M) sdo os valores singulares de M.
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Em 2008, Consonni e Todeschini [13] definiram a energia de qualquer

matriz real simétrica M, ., como

n

En(G) = Z

=1

tr(M)

§i(M) — : (2.10)

onde &1, ..., &, sdo os autovalores de M e tr(M) denota o trago de M.

Em [11], Cavers et al. (2010) definiram a energia Laplaciana nor-

malizada de um grafo G sem vértices isolados como

n

Ee(G) = | —1]. (2.11)
i=1
A energia de Randié associada a matriz de Randi¢ de um grafo G é

definida como

RE(G) =Y I (2.12)

Note que a energia definida em (2.10) unifica as energias associadas a
diferentes matrizes. Isto é, conseguimos obter a energia da matriz de adjacéncia, a
energia Laplaciana, a energia Laplaciana normalizada e a energia de Randi¢ usando
a equagao (2.10), pois todas sao matrizes quadradas, reais e simétricas. Para A(G)
e R(G) temos que tr(A) = 0 e tr(R) = 0, o que resulta em (2.7) e (2.12). J& para
L(G) temos que tr(L) = 2m e para L(G) temos que tr(L£) = n, entdo seguem as
formulas em (2.8) e (2.11).

Como mencionamos na Se¢ao anterior, se G é um grafo com n vértices
e sem vértices isolados, temos o seguinte resultado sobre as energias de Randi¢ e

Laplaciana normalizada

E:(G) = RE(G). (2.13)
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De fato, basta usar que os autovalores de £(G) sao da forma p; = 1—p;,

como vimos em (2.6), assim temos que
Ep(G) = Z‘l —pi— 1] = Z| —pil = Z‘M = RE(G).
i=1 i=1 i=1

Essa relagao pode facilitar o célculo da energia de Randi¢ para algumas
classes de grafos, visto que podemos usar o que ja se sabe sobre os autovalores da

matriz Laplaciana normalizada.

Exemplo 2.2.1. No Ezemplo 2.1.3, apresentamos o L-espectro e o R-espectro do

grafo completo K,,. Temos que a energia de Randi¢ de K,, € 2,

RE(E,) = Be() = |1+ |-

(n—1)=2.

Também apresentamos o L-espectro e o R-espectro do grafo bipartido

completo K, ,. Para K,, também temos que

RE(Kpg) = Ec(Kpg) = | =1+ [1] = 2.

Veremos no Capitulo 5 que a cota inferior para a energia de Randi¢ de
grafos com pelo menos uma aresta ¢ 2 e a igualdade é alcangada se, e somente se,
G ¢é formado por um grafo multipartido completo e todas as outras componentes
(se houver) sao vértices isolados. No Capitulo seguinte, vamos ver as melhores cotas

conhecidas para o indice de Randi¢ para grafos conexos e também para arvores.
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3 INDICE DE RANDIC

Neste Capitulo, estudaremos o indice de Randi¢ R_1(G) para certas
classes de grafos e também apresentaremos cotas para esse parametro. Vamos de-
monstrar a melhor cota conhecida de R_;(G) para grafos conexos de ordem n > 3

(Teorema 3.2.6). Terminamos observando como R_;(G) muda quando uma aresta ¢

excluida de G.

3.1 Definicao e exemplos

Como vimos na Introducao, em 1975, Milan Randi¢ |?|, propos o indice

de ramificagao de um grafo molecular G, definido por

1

- gm

onde a soma ¢ feita sobre todas as arestas zy de G.

Ja mencionamos que nesta dissertagao iremos trabalhar com a = —1
na expressao do indice geral de Randi¢, que apresentamos na Introducao. Vamos
usa-lo frequentemente ao longo deste trabalho, pois este esta associado a energia de
Randié¢, como veremos no Lema 5.1.1 do Capitulo 5. Chamaremos entao de indice

de Randié a seguinte expressao

R71<G) = Z dxldy (31)

r~y

Podemos reescrever a soma (3.1) como uma soma dupla, usando a se-
guinte equagao

23 fay) = 303 flay)

~ X
T~y yev zy

onde Z f(z,y) representa a soma sobre todas as arestas zy em G que s@o incidentes

r~y
a um vértice fixo y no conjunto de vértices V' de G. Assim, podemos reescrever (3.1)
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co1mo

1 1
:§Z;d—2— (3.2)

r~y

Note que a quantidade R_;(G) em (3.1) pode ser obtida colocando

1
d.d,
todas as arestas de . Alternativamente, usando (3.2), R_1(G) pode ser encontrado

colocando um peso de
1 1

2d, £~ d,

r~y

em cada vértice y € G, que chamamos de peso do vértice y, e entao somando os

pesos sobre todos os vértices de G.

Para algumas classes de grafos, conseguimos estimar de forma facil
R_1(G) usando um grafo ponderado por arestas, como descrito acima. Nos exemplos

a seguir, vamos calcular R_;(G) para o grafo caminho, bipartido completo e regular.

Exemplo 3.1.1. Seja G o caminho P, de n vértices. As duas arestas dos extremos

1 1
de P, tém peso 3 jd as demais arestas tém peso —. Assim, como P, tem n — 1

arestas, ha n — 3 arestas com peso 1 e duas arestas com peso 5 conforme a Figura

3.1. Entao,

1 1 n+1
Rf Pn: —3'— 2-—: .
(P) = (n=3) ;425 ="
1 1 1 1 1 1
2 4 4 4 4 2
O O O O

Figura 3.1: Grafo P, ponderado.

Exemplo 3.1.2. Seja G o grafo bipartido completo K, ,. Note que todas as arestas

1
de K, , terao peso —. Assim, como hd pq arestas, temos que
pq



Exemplo 3.1.3. Seja G um grafo r-reqular de ordem n. Note que todas as arestas

. 1 ) _nr
de G terdo peso —- Assim, como hd 5 arestas, temos que
T

Em particular, para o grafo completo K,, temos

n

Ro(Kn) = 50y

3.2 Cotas para R_1(G)

Nesta Segao, serao apresentados alguns limites inferiores e superiores
para R_;(G). No Teorema abaixo, Shi [40] obteve cotas para R_;(G) considerando

os graus minimo e maximo de um grafo G.

Teorema 3.2.1. Seja G um grafo com n vértices e sem vértices isolados. Sejam
Apmin € Amaz 0 grau minimo e o grau mdximo de G, respectivamente. Entao,

n n
<R (G L .
2dmax o 1( ) o 2dm'm

Demonstragao. Por (3.2), temos que

R.(G) = di

z~y

1
2

IN

%
%

1 1
2 d,

mzn
Y

1 1
2 d
ye
n

Similarmente,

n
@23 Y g

yev max

$Ny
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A igualdade ocorre se, e somente se, GG é regular, pois d,in = dmae. O

Se G =GIUGU---UG, e Gy =Gy = -+ = (G, entao escrevemos
G = pG; e dizemos que G é o grafo formado por p copias de GG; ou que G é a uniao
disjunta de p grafos G;. Além disso, se G = G; UGy U ... U Gy, é um grafo com k

componentes, entao

No Teorema a seguir, Li e Yang [31]| estabeleceram cotas para R_1(G)

em termos da ordem do grafo G.

Teorema 3.2.2. Seja G um grafo de ordem n e sem vértices isolados. Entao,

ﬁ <RA(G) < |5

com igualdade na cota inferior se, e somente se, G é o grafo completo e igualdade

na cota superior se, e somente se,

(a) n é par e G = ng;

-3

(b) n é impar e G = (n Pg) U Ps.

Demonstracao. A cota inferior segue do Teorema 3.2.1 e do fato que dqp < n —1
para qualquer grafo G de ordem n. Para provar a igualdade da cota inferior, note
que, se G é o grafo completo com n vértices, entao todos os vértice tém grau n — 1.

Assim, pelo Teorema 3.2.1, temos que

m <R_(G) < m,

n

entao Rfl(G) = m

. Por outro lado, se R_;(G) = , pelo Teorema

n
2(n—1)
3.2.1 temos que

n n n

2 ez — 2(n—1) T 2din
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o que implica d,qx = dmin = n — 1. Portanto, G é o grafo completo.

Agora vamos olhar para a cota superior. Para n par, temos que n tem

pelo menos uma aresta. Entao d,,;,, > 1 e pelo Teorema 3.2.1 a cota superior vale.
n n

Para provar a igualdade nesse caso, note que, se G = §P2 entao R_1(G) = 5 Por

outro lado, se R_1(G) = g, pelo Teorema 3.2.1 temos que

n
2dmax

n
2dmm ’

n
< =<
=95 =

n
o que implica d,,.; = dmin = 1. Portanto, G é a uniao disjunta de 5 caminhos de
tamanho 1.

n —

Se m é impar, vamos mostrar que R_1(G) < . Como G nao tem
vértices isolados, existe x € V tal que d, > 2. Suponhamos que x é adjacente aos

vértices {y1, Y2, ..., Ya, }- Assim, por (3.2) temos

d d
n—(d,+1) 1 <1 11 |1 1
R.(G) < 2Tl R N
1(G) = 5 Tand Tadea |4 T2 dn
=1 K =1 g uU~Y;
UFT
ool (11 da
= T d, 2)\4~d,
=1 ?
n—1
J— 2 .

A igualdade ocorre se, e somente se, G tem um vértice de grau 2 e os
outros n — 1 vértices tem grau 1, ou seja, G é uniao disjunta de um caminho de

caminhos de tamanho 1. OJ

tamanho 2 com

O Teorema a seguir ¢ um resultado de Clark e Moon [12]| e fornece
um limite inferior e um limite superior de R_;(G) para arvores. A cota inferior é
alcancada pela estrela K ,_;, mas de acordo com os autores, a cota superior nao ¢é

a melhor possivel.

Teorema 3.2.3. Seja T uma drvore de ordem n > 2. Entao

5n + 8
1< R_(T) < .
< Ra(T) < 18
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A demonstragao do Teorema 3.2.3 pode ser encontrada em [12] na pé-
gina 224. Optamos por nao fazé-la, pois vamos demonstrar a cota para o caso de
grafos conexos (Teorema 3.2.6). No mesmo artigo, Clark e Moon [12] definiram o

valor maximo de R_1(7T) como f(n), para uma arvore T de ordem n, com n > 2.

Isto é,
f(n) =max{R_1(T) : T é uma arvore de ordem n}.
. . . n+1
Além disso, definiram f(0) = f(1) = 0. Assim, f(2) =1e f(n) = 1
para 3 < n < 9. Chama-se de arvore maxima qualquer arvore T' de ordem n com

R_1(T) = f(n). Os autores provaram que lim ) existe e ¢ um namero real

n—oo n
nao negativo K. No mesmo trabalho, os autores encontraram uma cota superior
e inferior para K, como mostraremos a seguir. Eles construiram uma sequéncia
infinita de arvores 7., obtidas da estrela K, anexando trés caminhos disjuntos de

comprimento 2 para cada um dos r vértices de K ,, ver Figura 3.2.

Figura 3.2: Arvore T, obtida da estrela K 1

15 2
Entao, R_1(T,) = T8+ . E o namero de vértices de T, é dado por

n = Tr + 1, dessa forma
R ((T,) 15
im ——— = —.
r—oo Tr 41 56
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Assim, como R_1(T') < f(n) para toda arvore 7', em particular temos
R_1(T,) < f(n), para a classe de arvores T,. Entao, obtemos a cota inferior para K

1 _1(T,
56 r—oo (71 -+ 1 n—oo M

A cota superior para K é obtida pelo Teorema 3.2.3, pois f(n) <
on + 8

18

. Entao,

K = lim M < lim .

5n+8 5

15 5
Portanto, as cotas para K sao o < K < TS Segundo os autores,

isso implica que os caminhos nao sao arvores com indice méaximo para todos os

1
n suficientemente grandes, pois R_i(P,) = nt

Ra(P) _1_5

, como vimos no Exemplo 3.1.1.

Entao, lim —— = — < —.
R e n 1718
Ao final de [12], Clark e Moon propuseram duas questdes interessantes:
1 5
1. Encontrar K = lim f(n)’ sabendo que — < K < — (os autores

n—oo N 56 — - 18
acreditam que o limite inferior esta mais proximo de K do que o limite

superior);

2. Refinar o limite superior de R_;(7T") do Teorema 3.2.3.

Hu, Li e Yuan [27]| tentaram responder as duas questdes propostas
acima, mas alguns erros foram encontrados em sua demonstragao e apontados em

[36]. Entao, Pavlovi¢, Stojanovié¢ e Li [37] provaram o seguinte resultado

Teorema 3.2.4. Para uma drvore T' de ordem n > 103,

15n —1
(1) < .
R_(T) < 56

A demonstragao do Teorema 3.2.4 pode ser encontrada em [37]. A classe

de arvores T, fornecida em [12] satisfaz a igualdade no Teorema 3.2.4 para infinitos
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valores de n. Basta notar que

15n—1  15(7r+1)—1 1050 +14 157 +2

(T,
56 56 56 8 RA(T)

Assim, paran = 7Tr +1 e r > 15, a arvore méaxima é T,, mas pode

15n—1
(&

ser que ela ndo seja a unica para esses valores de n. Entao, R_1(T) < T

um limite nitido para infinitos valores de n. Assim, o Teorema 3.2.4 junto com o

5
resultado em [12] implica que K = 6 para a primeira questao proposta por Clark

e Moon.

Em [24], Gutman et al. determinaram todas as arvores de ordem n < 20
com valor méaximo de R_;(7) dentre todas as arvores de ordem n. Paran < 9, as
arvores maximas estao citadas abaixo:

(a) n = 2: Caminho Py;

(b) n = 3: Caminho Ps;

(¢) n =4: Caminho Py;

(d) n =5: Caminho Ps;

(e) n = 6: Caminho Fg;

(f) n = 7: Caminho P; e 3-sol;

(g) n = 8: Caminho Py e (2,1)-sol duplo;

(h) n =9: Caminho Py, 4-sol e as arvores da Figura 3.3.

Figura 3.3: Arvores com indice de Randi¢ maximo para n = 9.
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Vamos definir os grafos sol e sol duplo no Capitulo 5. J& para n > 10, as
arvores com indice maximo diferem significativamente das citadas acima. Em [24],
sao apresentadas as drvores maximas para 10 < n < 20. Vale destacar que, para n =
16 e n = 19 a arvore méaxima também nao ¢é tnica. Hu et al. em [26], determinaram
os valores méaximos para R_;(T') de todas as arvores de ordem 10 < n < 102. Como
nao se tem certeza da unicidade, eles forneceram uma das arvores com valor maximo

do indice para cada n.

Ja para grafos conexos, em 2010, Cavers, Fallat e Kirkland [11], pro-
15(n+1)
56
Teorema 3.2.6 a seguir. Essa é a melhor cota conhecida até entao, mas os autores

varam que R_1(G) < para qualquer grafo conexo G de ordem n > 3,
suspeitam que um limite mais refinado pode ser encontrado. Para a demonstragao
do Teorema 3.2.6 precisaremos das defini¢oes a seguir e do Lema 3.2.5 que relaciona
R_1(G) com R_1(G\S), onde S é um subconjunto de vértices de G. Note que G\S

denota o grafo obtido de GG excluindo todos os vértices do subconjunto S.

Definicao 3.2.1. Dizemos que G tem caminho suspenso de u a w, se uvvw é um

caminho tal que d, =1 e d, = 2.

Defini¢ao 3.2.2. Um (¢, s + t)-sistema centrado em r é um subgrafo induzido de

G, tal que existem ¢ caminhos suspensos no vértice r e d, = s + t. Ver Figura 3.4.

Figura 3.4: (¢, s + t)-sistema centrado em 7.

Defini¢ao 3.2.3. Um (k,t, s + k)-sistema centrado em R é um subgrafo induzido
de G que tem k vértices disjuntos e (t,t+ 1)-sistemas centrados em 1,79, ..., 7y, tal

que R é adjacente a cada r; e dg = s + k. Ver Figura 3.15.
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Figura 3.5: (k,t,s + k)-sistema centrado em R.

Lema 3.2.5. Seja S um subconjunto de vértices de GG, entao

1 1
R {(G) < R_{(G\S —
z€S,y¢sS T,yeS

onde d, e d, denotam os graus dos vértices x ey do grafo G.

Demonstragao. Seja S um subconjunto de vértices de GG nao vazio. Denotamos por
N(S) o conjunto de vértices vizinhos dos vértices de S e N(N(S)) o conjunto formado
pelos vértices vizinhos de N(S). Além disso, definimos o conjunto @, formado pelos
vértices que nao estao em nenhum dos subconjuntos mencionados anteriormente,
isto é, © € @, se e somente se, x ¢ S, N(S), N(N(5)). Seja m, a quantidade de
vizinhos de x que estao em S e m, a quantidade de vizinhos de y que estao em S.

Denotaremos por d, e d, os graus dos vértices z e y do grafo G. Assim, temos que

1 1 1 1
R, (G) = dedy+ > T ZN; T ZN; T

T~y T~y Yy
x,yes z€S,yeN(S) z,yeN(S) m]f[é\][\g?g'))
ye
1
+
2 1,
z,YEQ



Ty Ty T~y
z,y€N(S) zEN(S) z,YeQ
yEN(N(S))
Assim,
1 1 1 1 1
R_1(G) — R_1(G\S) = + + — (— -
% dgd, IZNy dyd, ;y dy \d, dy —my,
z,yeS z€S,yeN(S) z€N(S)
YyEN(N(S))
1 1
_|._ —_
@ZN; (dwdy (dy — ma)(d, my)>
z,yeN(S)
Mas
1 1 B My <0
dy dy—my  dy(dy —my)
e
1 B 1 _ —dymy — mudy +mym,
d.d, (dy —my)(dy —my) dd y(dy mx)(d my)
_my( my) —
= <0
dydy(d; )(dy )
Entao,
R_1(G) < R4 (G\S) + > d >
zeS,y¢sS BTSN

]

O Teorema 3.2.6 a seguir tem uma prova um tanto extensa. A demons-
tragao ¢ dividida em 10 casos e ¢ feita por indugao, com excegao do caso final. A fim
de facilitar o entendimento da construcao da demonstracao, apresentamos abaixo
um resumo de como os casos estao divididos:

(0) dpmin(G) > 2;
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(i) Vértice x de grau 1 adjacente a um vértice y com d, > 4;
(ii) Veértice z de grau 2 e suas possibilidades de adjacéncias;
(iii) Vértice v de grau 3 e suas possibilidades de adjacéncias;
(iv) Sistema (t,s+t) de Gcomt>1e s+t > 14;

(v) Sistema (t,s +t) de G com s >0 et > 4;

(vi) Sistema (k,3,s+ k) de Gcom k>1e s+ k<14,
(vii) Sistema (k,2,k+ 1) de G com k > 2;

(viii) Sistemas (k,2,k+t+ 1) e (t,k+t+ 1) de G centrados no mesmo
vértice, onde k > 1 e t € [1,3]. E sistemas (k,2,k +t) e (t,k + t)

também centrados no mesmo vértice, com k > 1 et € [1,3].

O caso final do Teorema 3.2.6 aborda as possibilidades que nao foram
consideradas nos casos (0) a (viii). A demonstracao desse caso é feita calculando

R_1(G) e verificando que o resultado vale.

Teorema 3.2.6. Seja G um grafo conexo com n > 3 vértices. Temos que

< 15(n + 1).

R_1(G) < 56

Demonstrag¢ao. A prova é feita por indugao no niimero de vértices. Se n = 3, entao

os grafos conexos de 3 vértices sao o caminho P e o triAngulo K3. Entao,

Agora, seja G um grafo conexo com n > 4 vértices e suponhamos que o
resultado vale para grafos conexos com menos de n vértices. A partir daqui, a prova

sera dividida em casos.
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Caso (0): Se G tem grau minimo pelo menos 2, isto é, d,in(G) > 2,

entao pelo Teorema 3.2.1, temos que

n_o_n_ 15(n+1)'
2min — 4 T o6

R4(G) <

Note que o caso (0) cobre os grafos que tém d,,;,,(G) > 2, assim, pre-
cisamos olhar para grafos que tenham d,,;,(G) = 1. Um vértice de grau 1 pode ser
vizinho de um vértice de grau 2 ou de um vértice de grau 3 ou ainda de um vértice

de grau maior ou igual a 4, veremos essa tltima situagao no caso a seguir.

Caso (i): Seja z um vértice de grau 1, adjacente a um vértice y com

4

Figura 3.6: Caso (i).

Considere S = {z}. Note que, como G\ S ¢é conexo e tem n — 1 vértices,
15n
entdao vale a hipotese de indugao, isto é, R_1(G\S) < TR Dessa forma, usando o

Lema 3.2.5 temos que

1
RA(@) < RaA(G\a}) + 1
()
< 15n+1
- 56 4
15
— 1).
< 56(n+ )

Agora, vamos analisar o caso em que o vértice de grau 1 é vizinho de
um vértice de grau 2 e este é vizinho de um vértice de grau 1 ou 2 (primeira parte

do item (a) abaixo).

Caso (ii): Seja z um vértice de grau 2 tal que z ~ z,z ~y e d, < d,,.
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a) Suponha que r »ye d, =1,d, <2 ou que d, > d, > 2.
y y

a:zyi:

Figura 3.7: Caso (ii), (a).

Forme um grafo H, excluindo o vértice z e adicionando a aresta zy (isso

garante que H seja conexo).

R_1(G)

Note que df = d¢ e dll = d?. Assim, temos que

o1
— R.(H -
WD+ 50 50~ dd,
dy+dy —2
Y - s T s
)+ =5

Desde que H é conexo, vale a hipétese de indugao, entao temos que

R_4(G)

Portanto, se d,

15n  dy+dy —2
56 2d,d,
150 dy+d,—2 15 15
56 2d,d, 56 56
15 984, + 28d, — 56 — 15d,d
19 1 y x zly
TR 56d,d,

15
B 2d, +2d, — 4 = T dud,
56" 4d,d,
15 2d, + 2d, — 4 — d,d
19 1 y T zly
st 4d,d,
15 (dy — 2)(2 — d,)
Zn+1 .
TR — S

=1led, <2oud, >d, > 2 temos que R_;(G) <

(b) Suponha que x ~ y em G (entdo d, > d, > 2).
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vizinhos de z diferentes de y e z, e y1,..

Forme um grafo H, excluindo o vértice z. Denotamos por xq, ..

z

Figura 3.8: Caso (ii), (b).

., I OS

., Ym 0s vizinhos de y diferentes de = e z.

Além disso, sejam u e v vértices de G que sao diferentes dos vértices z,y, z e dos

vértices xq, . ..

R_1(G) < R4 (H) +

, Tk € Y1, .-, Ym. Assim, temos que
+ - T I
— dyd, — dydy, = dydy,  ddy,  2d,  2d,
wi#yvz yi;ﬁx»z
;dd+zd—1 fr;y:dq (4 —1)(d, — 1)

Dessa forma temos,

Entao,

1 1 1
S (i)

T~T; y~y; Y
Ii#yvz yi¢m7'z
n 1 . 1 n 1 1
dyd, " 2d, ' 2d, (dy—1)(d, — 1)’
1 1 1 1

> (2

dod,  2d, " 2d,  (dy—

Como H é conexo, vale a hipdtese de inducao, entao

15n

56
15n
56

1)(dy - 1>‘

1 |

o, 2d, T 2d, T = )(dy — 1)

5 015 1 1 1 1

5 56 dyd, 2d, 2d, (d—1)(dy—1)
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15
= Zmn+1
56(n+ )

_ (YP(x = 1)(152 — 28) — y(432® — Tla — 28) 4 28(x — 1)(z + 2))
56zy(x —1)(y — 1)

15
= 5+l
150 28 43, 71 28\ 28
2e—1) () (a2 e -2 ) - 1) (2 42
v )<14 14) y(14x 14" 14>+14<x S+ ))
dry(z —1)(y —1)
15

(yQ(x —1) <1157i“ - 2) —y (%;2 - %z - 2) 2 — 1)z + 2))
dzy(z —1)(y — 1)

15 (v’ (x — 1) (x —2) —y (32 =5z — 2) + 2(z — 1)(z + 2))
N G- Dy 1)
_ E(n%—l)— (VPlx—1)(x=2)—yBz+1)(z—2)+2(z—1)(z+2))
56 dey(x —1)(y — 1)

Denotamos f(z,y) = v*(r — 1) (2 —2) —y Bz +1)(x — 2) + 2(x —
1)(z + 2). Precisamos mostrar que f(x,y) > 0 para y > x > 2, onde x,y sdo
inteiros. Note que f(2,y) = 8, para todo y. Entdo, fixe x = xy > 3 e olhamos f

como uma parabola voltada para cima em y. Temos que a coordenada horizontal do

3
vértice da parabola é 3 + < 2,5. Assim, como a partir do vértice a funcao

o —
é crescente e y > z, vamos analisar a fungdo quando y = 3, isto é, f(x¢,3). Temos
que f(xg,3) = 223 — 10z + 20 > 0, para ¢ > 3. Entao, f(zg,y) > 0 para y > 3.

Portanto,

R_4(G) < g(n +1).

Dessa forma, finalizamos o caso (ii).

Note que ainda falta cobrir o caso de que um vértice de grau 1 é vizinho
de um vértice de grau 2 e este é vizinho de um vértice de grau maior ou igual a 3.
Mas isso significa que todo vértice de grau 1 ou 2 esta contido em um sistema de G,

isso sera feito a partir do caso (iv) e também no caso final.
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O caso abaixo discute as possibilidades de um vértice de grau 1 ser

vizinho de um vértice de grau 3.

Caso (iii): Assuma que temos vértices u,v,x,y com d, = 1, d, = 3,

U~V V~Y, vV~ T e dy, < dy.

(a) Sed, = 1ed, > 5 em G, entdo denote por H o grafo obtido

excluindo os vértices x,v e u.

Figura 3.9: Grafo G do caso (iii), (a).

Pelo Lema 3.2.5 temos que

1 1 1
R 1(G) < R_(H)+ +
dyd,  dyd, dd,
1 1 1
< R_{(H — 4+ =+ =
= 1( )+15+3+3

15 11
_ < Zn-—2)+ =
Ra(G) = g5n=2)+ 15
15 3
(n=2 =z
< 56(n )+4
_ 1n 15 3
56 28 4
B 15n 3
56 14
15
- 1
< 56(n+ )
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Figura 3.10: Grafo G do caso (iii), d, =1 e d, < 4.

Figura 3.11: Grafo G do caso (iii), d, > d, > 2.

Formamos um grafo H obtido de G excluindo u e v e adicionando a

aresta xy. Note que dff = d e d}l = df. Entao,

Se d, = d, = 1, entao G ¢ a estrela de 4 vértices e a desigualdade vale.

Caso contrario, H é um grafo conexo com n — 2 vértices e por indugao temos

15 11 11
RAG) < —(n—1)+— -
6 = =D gt 3 3704,
15 dod, + dy +d, — 3
- -1 aly T Gy T Gy
D 3d,d,
15 2y, + 2d, + 2d, — 6
- -1 xly y @
D 6d,d,



15 2d, + 2d, — dyd, — 6

< Z2m+1
TR 6d.d,
15 d, (2 — dy) +2(d, — 3)
= = 1 Y
Tk 6d.d,

Sed, = 1ed, <4, entao o numerador do segundo termo é nao positivo,
isto é,

dy(2—dy) +2(dy —3) = d, — 4 < 0.

Se d, = 2 ou d, = 3, entao o numerador do segundo termo é negativo,

ou seja, respectivamente temos

dy(2 —dy) +2(dy — 3) = —2 < 0

dy(2 — dy) + 2(dy — 3) = —d, < 0.

Se d, > d, > 4, entao

dy(2—dy)+2(d, —3) < dy2—4)+2(d, —3)
= —2d,+2(d, — 3)

< 0

1
Entao, vale R_;(G) < 5—2(71 +1).

(c) Suponhamos que z ~y e d, > d, > 2 em G.

Figura 3.12: Grafo G do caso (iii), z ~y e d, > d, > 2.
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Forme um grafo H excluindo os vértices u e v. Sejam x1, . .., x; vértices
vizinhos de z, diferentes de v e y. E sejam y;, . . ., y,,, vértices vizinhos de y, diferentes
de v e z. Além disso, sejam a e b vértices de G que sao diferentes dos vértices u, v, x, y
e dos vértices T1,..., T € Y1, .., Ym- Note que d =d¥ —1 e df = dg — 1. Temos

que

1 1 R T T
R =S — . T
1(G) Zbdadb+ Z Aoy, 2= dydy, " dydy ' 3d, 34, 3

¢ ziFvy yiA T
€
Ro(H) =Y ! + ) !
-1 .
o dudy, (dy = V)dy, & (d, —1)d (dx —1)(d, — 1)
xﬁévy Yi FX,0
Entao,
1 1 11 1
R_(G) < R_y(H — 4+ - .
(G) < Ball) + ot s+ 5 Y 3~ oD@ = 1)
Assim, pela hipotese de indugao temos que
15 1 1 11 1
_ —(n—1 — -
Boal@) < gt ot s Y5 Y3 T @@, - 1)
- Doy, 1 1 1 !
- 56 56 56 d.d, 3d, 3d, 3 (d,—1)(d,—1)
_15( le)_30+ LN S B 1
56 56 d.d, 3d, 3d, 3 (d,—1)(d,—1)
15
= 1
56(n +1)

<y2(x Y (% - 2) —y (‘f’f e 4) oz — 1) (o + 3))

15 (v (x—1)(z—2) —y(Bz? — bz —4) +2(x — 1)(z + 3))
26 .

Denotamos f(x,y) = y*(x—1) (x — 2)—y (32? — 5z — 4)+2(z—1)(z+3).
Precisamos mostrar que f(x,y) > 0 para y > = > 2, onde x, y sao inteiros. Note que

f(2,y) > 0, para y > 2. Entao, fixe x = o > 3 e olhamos f como uma parébola
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voltada para cima em y. Temos que a coordenada horizontal do vértice da parébola

3 4xg — 10
& -+ o < 2, para xg = 2 e 1o > 3. Assim, como a partir do vértice

a funcdo é crescente e y > x, vamos analisar a fungdo quando y = 3, isto é, f(xo, 3).

Temos que f(zg,3) = 223 — 8x¢ + 24 > 0, para o > 3. Entao, f(zo,y) > 0 para
y > 3.

Portanto,

R.\(G) < g(nJrl).

No caso abaixo vamos comegar a cobrir o caso de que um vértice de grau
1 é vizinho de um vértice de grau 2 e este é vizinho de um vértice de grau maior ou
igual a 3, como comentamos anteriormente. Por enquanto, vamos restringir o grau
do vértice r em d, > 14, ver Figura 3.14. Note que o caso (iv) também cobre a

possibilidade do grafo GG ter mais de um caminho suspenso.

Caso (iv): Seja t > 1 e suponha que temos um (¢, s + t)-sistema de G

com s+t > 14. Seja H o grafo obtido de G excluindo os vértices x; e y;.

s>13{ a :
r T W T U
2 Y2

Figura 3.13: Grafos GG do caso (iv) para t = 1 e t = 2, respectivamente.

Pelo Lema 3.2.5 temos que

1 1
R (G) < R_{(H
1(G) < 1( >+d11dr+dmldy1
— RL(H)+ =42
-t 2d, ' 2

Assim, pela hipotese de inducao, temos

RAG) < Bmo1t+

Ll
56

2d, ' 2
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15( +1) 30+ 1 +1
n —_— — — f—
26 56 28

15

= 56(n+1)

IN

O caso abaixo considera que GG tenha pelo menos 4 caminhos suspensos

ed, > 4.

Caso (v): Suponha que ha um (¢, s + t)-sistema de G com s > 0 e
t > 4. Observe que esse sistema tem um subgrafo que é um (4, 4)-sistema (que inclui

os vértices x1 e y1).

Ty Yt

Figura 3.14: Grafo G do caso (v).

Seja H o grafo obtido de GG deletando os vértices x; e y;. Sejam aq, . . . , ag
os outros vizinhos de r diferentes de zq,...,x;. Além disso, sejam u e v vértices
diferentes de xq, ..., 2, Y1, ..., Ys, A1, - .., 0s. Temos que,

Rl(G)—%.4+%(t—4)+2ilT 22 (t—4 +;d 7 Zvduldv
e
RaH) = foavleoge L g 1 +Z
2 (d, — 1) 2(dr—1 d—l

3 t—4
C2(d,—1)  2(d,—1)

4 t—4
2d, ' 2d,
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Assim, pela hipétese de indugao temos

4 3 3
Rfl(G) < R1<H)+<2+2d)—<§+m>
15 4 3 3
< Z(n— S T
S 5 1)+(2+2dr) <2+2(dr—1))

- 56 56 56 2d, 2 2(d, —1)
15 30 4 3 3
S 1) — == 9 (2L 2

56 L 56+( +2dr> (2+2(dr—1))
15 gy B 56
= 56 284, (d, — 1)
15 (d, — 7)(d, — 8)
- = 1) —
56" YT sd (0, = 1)
15
< Zm+1).
< 56(n+)

Os casos (vi) ao (viii) tratam de sistemas que estao na Definigao 3.2.3.

Caso (vi): Suponha que ha um (k,3,s + k)-sistema com s + k < 14
e k > 1. Esse sistema tem como subgrafo um (1,3, 1)-sistema com centro R (que

inclui os vértices z} e yi).
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Figura 3.15: Grafos G do caso (vi) com k =1 e k = 2, respectivamente.

Seja H o grafo obtido de G deletando 1 e yi. Sejam ay, . . ., as os outros

vizinhos de R diferentes de rq,...,r;. Além disso, sejam u e v vértices diferentes de

k .k .k ,k ,k ok
131,1’275(]37y1,y2,y3,7”1,...,Tk,al,...76L5. TemOS que

3 3,1 3 3 1 1
- = St — (k-1 (k1) + (k-1
BalG) = 55+, T - U gl =gt Ha%daidR
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3 3 1 11
R4 (G) = R1<H>+§+§+m—<1+§+ﬂ>
15 3 3 11
< —n-1)+=4+-+——(14+=+—
S Dt gt st o, ( 3+3dR>
C By 0 0 3 3 R
_n— —_— — — — p— —_— — —_— —
= 56 5 56 2 8 ' 4dp 3" 3dy
15 dp — 14
- Zm+1
56U Tsan
15
< Zm+1

desde que dg = s + k < 14.

Caso (vii): Suponha que ha um (k, 2, k + 1)-sistema de G para algum

k > 2 fixado. Seja u # rj, 1 < j < k, um vértice adjacente ao vértice R.

Figura 3.16: Grafo G do caso (vii).

Forme um grafo H obtido de G deletando os vértices de cada (2, 3)-

sistema com centro r; para j > 2, deletando R e adicionando uma aresta entre os

vértices u e ry. Note que d5 = d e er1 = d!’. Sejam ay, .
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de u diferentes de R. Além disso, sejam a,b vértices de G diferentes dos vértices

u, R,ry, ...,

R_1(G)

R (H) = = 2+— 2+—+

1 11 1
5 2t 2tg o2k -1 g2k —1)+

2 1 A(k—1) k-1
]_ _
e, T 3 Tma, T ddR de+zddb

e, 2%, 25 yF Yk Assim, temos que

! —(k—1)+

6 3dp 2 3dr dydg

a;~u

1

2 6 d

Lo Ak-1) k11 1
3dg 3 3dg | dudg  3dy
ko oAk—1) 1 1
- + :
3dg 3 dydp  3d,

Como dr = k + 1, temos

R1(G) - R.(H) =

k +4(k—1)+ 1 L
3(k+1) 3 du(k+1) 3d,

Assim, pela hipotese de indugao, como deletamos 5(k — 1) + 1 vértices

para formar H, temos

R_4(G)

<

15 k 4k — 1) 1 1
_5k45 -

TR Tt T s Tt 4

15 15 15 k Ak —1)
5k 4+ 5) + 22 (5k — 4) — —(5k — 4) +

56" k) + 55l )~ 56 Ty R

L1 1

dy(k+1) 3d,

15 1) o Mkt 224,07 — 260d, — 56k + 112

56 168d, (k + 1)

15 do (— 224K — 11k + 269) + 56(k — 2

56 168d, (k + 1)
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15  dy (K — 11k +44) + 56(k — 2)

21

< g+l 168d, (k + 1)
15
21

< 56(n+ )

desde que k? — 11k +44 >0e k > 2.
Caso (viii): Sejak >1et €[1,3].

(a) Suponha que ha um (k, 2,k +t + 1)-sistema de G com centro R tal
que R ¢ também o centro de um (¢, k+t+ 1)-sistema (note que dg = k+t+1). Seja
u um vértice adjacente a R que nao é um vértice de um dos sistemas com centro em

R.

tel,3]

Figura 3.17: Grafo G do caso (viii), (a).

Seja H um grafo obtido de G deletando o vértice R e os vértices de todos
os sistemas com centro em R e adicione um (1,2, d,,)-sistema com centro no vértice
u. Sejam aq, ..., as os outros vizinhos de u diferentes de R. Além disso, sejam a, b
vértices de G diferentes dos vértices u, R, 71, ..., 7%, 2%, 25 y¥ y8 21, 20, 23, 91, 12, U3

Assim, temos que

1 1 1 1 1 1

+ ! t+ ! + ! +> !
20k +t+1) du(k+t+1) £ do,dy = dady

i~U
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Entao,
k—1 k t t
Boa(@) = Ba(H) = k=14 =3 Ty R ATy
1 1
LGkt ir]) 34,
Ak k t t 1
I ST T R ST (g D L Ay
41
3 3d,

Um total de 5(k — 1) + 2t + 1 vértices foram deletados. Entao, pela

hipotese de indugao, temos que

15 4k k t t
R,G) < —(n—-5k—2t+5)+—+———-+ -+
1(G) = gl LR R T R Ty
1 4 1
+—____
dy(k+t+1) 3 3d,
15 15 15 4k
= —(n—>5k—2t —(5k + 2t —4) — —(5k +2t — 4) + —
56(n 5 +5)+56(5 + ) 56(5 + )+ 3
N k L t N 1 41
3k+t+1) 2 2k+t+1) dyk+t+1) 3 3d,
15 du(k* — 11k + 44 + 6t + Tkt — 34t) + 56(k + ¢ — 2)
= —(n+1)—
56 168d,(k +t +1)
15
— 1
< 56(n+ )

parat € [1,3] e k > 1.

(b) Suponha que G tem um (k, 2, k + t)-sistema com centro em R tal
que R também é o centro de um (¢, k + t)-sistema. Note que dgr = k + t. Entao,
n =5k + 2t + 1 e todo vértice de G pertence ao (k, 2, k + t)-sistema ou ao (¢, k +t)-

sistema.
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tel,3]

Figura 3.18: Grafo G do caso (viii), (b).

Temos que
2k 2k k t t
RL(G) = —+— —
e BT/ R Rl T ey
4k k t t

T 3 3G 0 2 2k

15 15 4k k t t
= —(5k+2t+2)— —(5k+2t+2)+ — -
56Ok £2042) = SOk 2424 =+ s o Y oy
15 (—6t* — k* — 6t — Tkt — 34k)
= = 1
TR 168(t + k)
15 k* + Tkt + 34k + 61> + 6t
= —(h+1)—
56 168(t + k)
15
— 1
< 56(n+ )

parat € [1,3] e k > 1.

Até aqui conseguimos demonstrar o resultado por indugao, mas nao é
possivel demonstrar por inducao as possibilidades que ainda nao foram consideradas
nos casos anteriores. Dessa forma, o caso final abaixo aborda os casos que faltam e

o resultado é obtido de forma direta, calculando R_1(G).

Caso final: Podemos assumir que todo vértice de grau 1 em G é ad-
jacente a um vértice de grau 2, pois os casos de um vértice de grau 1 ser adjacente

a um vértice de grau 3 ou ser adjacente a um vértice de grau pelo menos 4 foram
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abordados nos casos (i)-(iii). Além disso, todo vértice de grau 2 em G é adjacente a
um vértice de grau 1 e a um vértice de grau pelo menos 3. Dessa forma, todo vértice

de grau 1 ou 2 esta contido em um sistema de G.

15(n+1)
26

Se G ¢ um sistema (¢,t) entdon =2t +1e R41(G) < . De

fato, temos que

t ot t+1

R71(G) = 2+§— 5

Pelos casos (iv) e (v) temos que qualquer sistema (t,s + t) de G com
s# ldeveter s >2 s+t<13et < 3. Mas se s = 1, entao qualquer sistema

(t,t + 1) pertence a um sistema (k,t,d) de G.

Qualquer sistema (k,t,s + k) de G deve ter 2 < ¢t < 3, pois se t = 1
entao estamos no caso (ii) item (a) e se t > 4 entdo estamos no caso (v) com s = 1.

Assim, temos que

e ¢t = 3: Para sistemas (k, 3,d), devemos ter d > 15, pois isso completa o
caso (vi). Além disso, se d = k, entao o grafo é um sistema (k,3,k) e

R (G) < M

. De fato, temos que
56

%+%+£:15k+2

2 8 4k 8

= 15k8+2+;—2(7k+2)—£(7k+2)
= %(n—l—l)—;

< %(n—l—l).

R4 (G) =
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e t =2:Se G ¢ um sistema (k, 2, k) entdo R_1(G) <

temos que

R_4(G)

15(n+1)

. De fato,
56
%+% ko 4k+1
2 6 3k 3
4k+1 15 15
5k +2) — —=—(5k + 2
3 +56( +2) 56< +2)
15 k + 34
- 1) —
56" T~ gg
15
i 1).
56(n+)

Se G tem um sistema (1,2,2), entdo o centro desse sistema tem grau

2 forcando G ser um sistema (3, 3), que ja vimos que vale o resultado.

Entao, para sistemas (k,2, s + k) devemos ter s > 2.

Note que, em G o vértice central de um sistema (k,2,d) e (K, 3,d)

pode coincidir, assim como o vértice central de um sistema (k,2,d) e um sistema

(t,d). Mas nao o vértice central de um sistema (k,3,d) e um sistema (t,d), pois

conseguimos reduzir o sistema (k, 3, d) para um (k, 2, d) pelo caso (vi).

Dessa forma, podemos particionar os vértices do grafo GG para separar

os sistemas. Pelo Caso (0), G tem pelo menos um sistema.

e Seja A; a colegao de centros de sistemas (1,d) com 3 < d < 13 que nao

compartilham um centro com nenhum sistema (2, d) ou (k,t,d).

1

X

Y

Figura 3.19: Sistema (1,d) com 3 < d < 13.

e Seja As a colegao de centros de sistemas (2, d) com 4 < d < 13 que nao

compartilham um centro com nenhum sistema (3, d) ou (k,t,d).
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Y2 T2

Figura 3.20: Sistema (2,d) com 4 < d < 13.

e Seja Aj a colegao de centros de sistemas (3,d) com 5 < d < 13 que nao

compartilham um centro com nenhum sistema (k, ¢, d).

Figura 3.21: Sistema (3,d) com 5 < d < 13.

e Para k > 1, seja By a cole¢ao de centros de sistemas (k,2,d) com d >
k+2 que nao compartilham um centro com nenhum sistema (k+1, 2, d),

(k',3,d) ou (i,d), para k',i > 1.

Figura 3.22: Sistema (k,2,d) com d > k + 2.
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e Para k > 1, seja C} a colegdo de centros de sistemas (k, 3,d) com d >
k41 que nao compartilham um centro com nenhum sistema (k+1, 3, d)

ou (k',2,d) para k' > 1.

Figura 3.23: Sistema (k,3,d) com d > k + 1.

e Para ki, ky > 1 seja Dy, i, a colecao de centros R, tal que os sistemas
(k1,2,d) e (k2,3,d) tem centro R, mas R ndo é centro de um sistema

(k1 +1,2,d) ou de um sistema (kg + 1,3, d).

e Parai € [1,3] e k € [1,13 — i], seja E. a colegao de centros R tal que
os sistemas (k,2,d) e (i,d) tem centro R, mas R nao é o centro de

(k+1,2,d) ou (i+1,d).

Os conjuntos acima fornecem uma particao de G em seus sistemas. Se
um vértice z é o centro de um sistema de GG, entao ou z aparece exatamente em um
conjunto descrito acima ou z é o centro de um sistema (¢,¢ 4+ 1) que pertence a um

sistema (k,t,d) (cujo centro pertence a exatamente um conjunto descrito acima).

Consideramos () o conjunto de vértices de G que tem grau pelo menos

3 e nao é centro de um sistema de G. Assim, temos que o ntumero de vértices de G
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é dado por

no= |Q|+3|Ai] +5As| + 7| As| + > (5k+ 1)[Be| + Y (T + 1)|Cy

E>1 E>1
12 11
+ 3 (5ky + Thy + 1)| Dy, | + > (5k +3)| B+ ) (5k + 5)| 7|
k1>1ko>1 k=1 k=1
10
+> (5k +7)|E|.
k=1

Usando (3.2), contaremos o peso em cada vértice de G. Isto é,

1 1 1
Ty

Se S ¢ um subconjunto de vértices de G, escrevemos w(.S) para denotar

a soma dos pesos dos vértices em S. Entao, se y € S, entao

Seja y € Q. Como y nao é centro de nenhum sistema de GG, entao y nao

pode ser adjacente a vértices de grau 1 ou 2, entao

1«1 _ 1«1 1 d 1 15
<N < N S22
w(y)—wy;dm—my;:s 2d, 3 6 56
Ty T~y

Seja y € A; e S, o conjunto de vértices de (1,d,) com centro em y.
Como d, > 3, contando o peso do vértice de grau 1, grau 2 e y, respectivamente,

temos




Entao, temos

w(sS,) 171 1 1 1 (1 d,—1 1 (2d,+1
< e+ s (14— )+ (= =z
3 - 3{4+4(+dy)+2dy<2+ 3 3\ 3d,

2, +1 15
< —.
9d, 56

Seja y € Ay e S, o conjunto de vértices de (2,d,) com centro em y.
Como d, > 4, temos

w(S,) _ 1[.(1 1 1 | dy—2\1 1/7d, +4
G AN Y -y SR | R _2
5= 5[<4+4<+dy))+2dy<+ 3 5\ 64,

Td,+4 _ 15
30d, 56

Seja y € Az e S, o conjunto de vértices de (3,d,) com centro em y.
Como d, > 5, temos

w(S,) _ L[ (1 1 1 1 (3 d,-3\] 1/5d,+3
Wy 24z il (2 B
7= 7{3<4+4<1+d))+2dy<2+ 3 7\ 34,

Y
5d,+3 15
< —.
21d, 56

Seja y € By e S, o conjunto de vértices de um sistema (k,2,d,) com
centro em y. Entao,

w(S,) 1 71 1 U [k dy—k
< L . L (E
T 5k+1[k(6+6< +dy>)+2dy(3+ 3

8kd, +d, + k
6d, (5k +1)

1
Subtraindo 5—5 de ambos os lados, temos

w(S,) 15 _ ~17d, — kd, + 28k
5k+1 56—  168d, (5k + 1)
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Como d, > k + 2, temos que

—17d, — kd, + 28k < —k* + 9k — 34 = —(k* — 9k + 34).

Quando k = 4 ou k = 5 temos que k% — 9k + 34 = 14. Entao,

w(Sy) < 15
5k+1 56

Seja y € C, e Sy o conjunto de vértices do sistema (k, 3, d,) com centro
em y. Entao,

w(Sy) < 1 k §+1 §+i _|_L E+dy_k
k+1 — Tk+1 16 8\ 2 dy 2dy 4 3

Ad, + 45d,k + 2k
24d,, (7k + 1)

1
Subtraindo £ de ambos os lados, temos

w(s,) 15 _ —17d, + 14k
Th+1 56— 168d, (Tk+1)

Como d, > k, temos que

w(Sy) < 15
Tk+1 56

Seja y € Dy, k, € Sy o conjunto de vértices de sistemas (k1,2,d,) e

(k2,3,d,) com centro em y. Entao,
w(S,) 1 41 15 1
— Y < |k = ko | —+ —
Bkt Tho+ 1 = 5k1+7k2+1{1(3+6dy)+ 2(8 +8dy)

1 [k ky  dy— ki —ky
+2dy(3+4+ 3 )}

32kyd, + 4ky + 45kad,, + 2ko + 4d,,
24d,, (5ky + Thke + 1) '

1
Subtraindo 5 de ambos os lados, temos

w(Sy) . E < —kldy + 28]€1 - ].7dy + 14]{52
Bky+Thks+1 56 —  168d, (5ky + Thy + 1)
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kudy — 28k, + 17d, — 14k,
168d, (5k1 + Tky + 1)

Como dy, > k; + ko, temos

kyd, — 28ky + 17d, — 14ky > ki + kyky — 11k; + 3ks.

Mas ko > 15 — ky, entao

k%+k31k32 — 11k; + 3ky > k1 +45 > 0.

Portanto,
w(Sy) < 15
Ski+Tky+1 = 56
Fixe t € [1,3]. Seja y € E} e S, o conjunto de vértices de um sistema

k,2,d,) e de um sistema (¢,d,) com centro y. Entao,
y y
w(Sy) 1 4 1 1 1
< k{=+— t{=+—
Sk+2t+1 — 5k‘+2t+1[ (3+6dy>+ (2+4dy>
Lt dy—t
2d, \ 2 3

8kd, + k + 3td, + 2t + d,,
6d, (5k + 2t + 1)

1
Subtraindo % de ambos os lados, temos

w(S,) 15 _ —kd, + 28k —6d,t —17d, + 56t
5k+2t+1 56 — 168d, (2t + 5k + 1)

ked, — 28k + 6d,t + 17d, — 56t
a 168d, (2t + 5k + 1)

Desde que d, = k+t+ s com s > 2 (pelo caso (viii)),podemos verificar

que parat € [1,3], k€ [1,13—t]es € [2,13 —t — k]

kd, — 28k + 6d,t + 17d, — 56t > 0.
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. n .
sem caminhos suspensos. Usando 7 20 invés de

Entao,
w(Sy) - 15
Sk+2t+1 56

Dessa forma, temos que R_1(G) pode ser calculado da seguinte forma

RA(G) = D wly)+ Y wl(S)+ 3 w(S)+ 3 w(S)+3 >
YEQ yeEAL yeA2 yEAs k>1 yeBy
3 13—t
IPIICIED DD DRICHED DD PICH
k>1 yeCy, k1>1ko>1 yGDkl’i€2 t=1 k=1 yeE‘t
15 15 15 15
— —.3 —.5 7 (5k
Dozt w53t 2 5 +Z5 FYS 2k
yeQ y€A1 yEA, yEA3 k>1 yeBk
+ZZ TR+ 4+ YN Z 56 - (5ky + Thy + 1)
k>1 yEC’k k1>1ko>1 yEDkl ko
3 13—t
2 + 1
+> > Z 56 - (5k + 2t + 1)
t=1 k=1 yeEL
15 15 15 15
—|Q| 5 3l + oo Bl Aol + 2 TIAs| + 2 > (5K +1)| B
k>1
15 15
+= > (Tk + 1)|Cy| + = >N (5ky + Thy + 1)| D, |
k>1 k1>1 ko>1
3 13—t
ZZ (5k + 2t + 1)| EL]
t=1 k=1
15
(IQI + 3| Ay | + 5| Ag| + 7| A3| + > (5k + 1)[Bi| + Y (7k + 1)|Cy|
k>1 k>1
3 13—t
+ 3 Bkt A+ Thy+ 1) D | + > Y (5K + 2t + 1);E,§,\>
k1>1ko>1 t=1 k=1
15 15
—n<— 1
56" <5 Y
o que conclui a demonstracao. O]

Do Teorema 3.2.6 consegue-se uma cota melhor para o caso de grafos
15(n+1)

56 nos casos (0)-(iii) o resul-

tado abaixo ¢ valido (com excegao da primeira possibilidade do caso (ii) item (a),

que possui caminho suspenso).
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Corolario 3.2.1. Seja G um grafo conexo com n > 3 vértices. Se G nao tem

caminhos suspensos, entao

R4(G) <

-3

3.3 Efeito de deletar arestas em R_;(G)

Nesta Secao, vamos ver o que acontece com R_1(G) quando deletamos
uma aresta de G. Chamamos uma aresta e = uv de folha de G, se d, =1 ou d, = 1,
e de aresta nao folha caso contrario. Note que, a exclusao de uma aresta folha de
G produz um vértice isolado em G. Denotaremos por G — e o grafo obtido de G
excluindo a aresta e. Assim, nos dois préximos resultados estamos considerando que
a aresta deletada nao é uma aresta folha. O Lema 3.3.1 abaixo é um resultado de

Li e Yang [31].

Lema 3.3.1. Seja G um grafo e seja e = uv uma aresta com o menor peso possivel

sobre todas as arestas de G. Se e nao € uma aresta folha, entao

Rfl(G — 6) > R71<G)

Demonstracao. Seja S, a soma de todos os pesos das arestas que sao incidentes ao
vértice u, exceto a aresta e e seja S, a soma de todos os pesos das arestas que sao
incidentes ao vértice v, exceto e. Isto é

1 1
S“:Zdidu © szzdjdv'

i~y j~v

i#v j#u

Como d; < d, e dj < d,, pois uv é uma aresta com o menor peso

possivel, temos que

d, — 1 d, — 1
> >
Suz g ¢
Dessa forma, temos
dy dy 1
R_l(G—e)—R_l(G) = Su'm—f—sv'dv_l Su Su dudv



> . 4+ _

~ dyd, d,—1 dyd, d,—1 d,d,
1 N 1 1

- dyd,  dyd, d,d,

= 1 >0

dyd, ‘

Portanto,

Rfl(G — 6) > R,1<G)

]

O proximo Teorema determina a mudanga maxima que pode ocorrer ao
excluir uma aresta de G, este também é um resultado de Cavers, Fallat e Kirkland

[11].

Teorema 3.3.2. Seja G um grafo e seja e = uv uma aresta que nao € folha de G.

Entao,

Além disso, se G — e € conexo, entao

7
R_l(G — 6) S R_l(G) + E

Demonstracao. Temos que

=1 11 1 1 1

RA@) =Ra(G=e) = =) T+T) oFqa T -12d
o e s
1 1

d,—14—=d,

1~

iFU

1 1 1 1 1

i#v iU
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Como e nao é uma aresta folha, temos que d,, d, > 2, entao

1 1
<

R_l(G) — R_l(G — 6) < dudv Z

Portanto,

RA(G) - }1 < RA(G—e¢).

Da mesma forma, como d; > 1, temos que

1 1 1 1 1
i#v i#u
1 1 1
> - (dy—1) = ————  (dy — 1
— dyd, dy(d,—1) ( ) dy(d, — 1) ( )
111
 dyd, dy,  d,

Note que o lado direito da desigualdade acima é minimo quando d, =

d, = 2, assim temos que

RA(G)— BA(G—e) > _%
Portanto,
3
R_1(G—e) <RL(G) + 1

Agora, se G — e ¢ conexo, entdo existem vértices i v e J £ u (com a
possibilidade de 7 = 7) tais que i ~ u, j ~ v, d; > 1ed; > 1. Entdo,

Para d,,d, > 2 temos que o lado direito da desigualdade acima é mi-

nimo quando d, = d, = 3. Entao, no caso que G — e é conexo, temos que

R_1<G) — R_l(G — 6) Z — .
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Os exemplos abaixo ilustram a igualdade das cotas do Teorema 3.3.2.

1 1 )
Exemplo 3.3.1. Seja G o caminho Py. Temos que R_1(G) =2 =+ - = e Se

2 4
removermos a aresta e = uv de G, que nao € folha, obtemos um grafo desconezo,

ver Figura 3.24. Assim, temos que R_1(G — e) = 2. Dessa forma,

O

|
I

)
Y
u

Figura 3.24: Grafos G e G — e, respectivamente.

Exemplo 3.3.2. Seja G o grafo formado pelo caminho P; com V = {vy,vq,... 07}

e pela aresta e que liga ve a vg, ver Figura 3.25.

Figura 3.25: Grafo G.

Temos que
1 1 1 1 29
(=242 42 4=
R_1(G) s t2g+2 +5=13
e
1 1
R_(G—e) = ——1—4-1:2
. 7
Como G — e € conexo, temos que R_1(G —e) = R_1(G) + 5

No Capitulo a seguir, veremos algumas propriedades da matriz de Ran-

di¢, suas relagoes com a matriz de adjacéncia e o maior autovalor de R(G).
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4 MATRIZ DE RANDIC

Vimos no Capitulo 2 a definicao da matriz de Randi¢ e sua relacao
com a matriz Laplaciana normalizada. Neste Capitulo, serao apresentadas algumas
propriedades da matriz de Randi¢, que serao tteis para falarmos sobre a energia
de Randi¢ no Capitulo 5. Também observaremos que R(G) e A(G) tem o mesmo
numero de autovalores positivos, zeros e negativos. Além disso, vamos ver que o
determinante de R(G) pode ser escrito em fungao do determinante de A(G). Por fim,
vamos demonstrar o resultado de que 1 é o maior autovalor da matriz de Randi¢ para

grafos com pelo menos uma aresta, associado ao autovetor (\/ di,\day .../ dn)T.

4.1 Algumas propriedades da matriz de Randié

O espectro de um grafo GG é formado somente por zeros se, e somente
se, G for o grafo com n vértices isolados. O Teorema 4.1.1 a seguir fornece esse

resultado.

Teorema 4.1.1. Seja K,, o grafo completo com n vértices e K,, seu complementar.

Entio, Sgp(G) = {0™} se, e somente se, G = K,,.

Demonstragio. Como Sp(G) = {0™}, o polinémio minimo de R(G) é qr(A\) =
A —0 = A. Assim, como o polindmio minimo satisfaz qr(R) = 0, obtemos que R(G)

deve ser a matriz nula n x n. Portanto, G’ é o grafo com n vértices isolados.

Por outo lado, a matriz de Randi¢ de um grafo que consiste em n
vértices isolados ¢ a matriz nula n X n, pois nao ha adjacéncias entre nenhum par
de veértices. Assim, A\, — R = Al,. Como ¢r(G,\) = det(\, — R) e sabemos
que o determinante de uma matriz diagonal é o produto dos elementos da diagonal

principal, entdo ¢r(G,\) = A\". Dessa forma, Sz(G) = {0(}. O
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Se G ¢ um grafo desconexo com p componentes G, Gy, ..., G), isto €,

G =G, UGy U---UG), o R-espectro e o A-espectro de G sao dados por

Sr(G) = Sp(G1) U Sk(G2) U---USR(G,),
SA(G) = SA(Gl)USA(GQ)U"'USA(GP). (4.1)

Os dois Teoremas a seguir relacionam a matriz de adjacéncia com a

matriz de Randi¢ de um grafo G.

Teorema 4.1.2. Seja G um grafo com n vértices e sejam A(G) e R(G) sua matriz
de adjacéncia e de Randié, respectivamente. Se A(G) tem ny, ng e n_, autovalores
positivos, zeros e negativos, respectivamente, entio R(G) tem ny, ng e n_ autova-

lores positivos, zeros e negativos, respectivamente. Note que (ny +mng+n_ =n).

Demonstra¢ao. Vamos dividir em dois casos: quando G tem vértices isolados e
quando G nao tem vértices isolados. No caso em que G tem vértices isolados,
podemos escrever G como G = G’ U K, onde G’ ndo tem vértices isolados. As-
sim, pelo Teorema 4.1.1 e pela equacio (4.1), vale que Sg(G) = Sr(G") U {0V} e
SA(G) = S4(G") U {0}, Dessa forma, R(G) e A(G) tem n, (G') autovalores po-
sitivos e n_(G') autovalores negativos, além disso possuem ng(G’) + ¢ autovalores

Zero.

Vimos no Capitulo 2 que quando GG nao tem vértices isolados, podemos
escrever a matriz de Randi¢ da forma R = D=2 AD~2. Como a matriz D é simétrica,
DT = D, assim obtemos que (D_%)T = D_%, de forma que podemos reescrever R
como R = D’%A(D’%)T. Isto é, R e A sao congruentes. A Lei da inércia de Sylvester
estabelece que matrizes simétricas congruentes tém a mesma inércia. Portanto, R

também tem n, ng e n_ autovalores positivos, zeros e negativos, respectivamente.

O

99



Teorema 4.1.3. Seja G um grafo com n vértices. Se G possui vértices isolados,
entio det(A(G)) = det(R(G)) = 0. Se G nao possui vértices isolados, entdo

1

- det(A(G)),

onde dy,ds, ..., d, sio os graus dos vértices de G.

Demonstrag¢ao. Se G possui vértices isolados, pelo Teorema 4.1.2, as matrizes A(G)
e R(G) possuem autovalores zeros. Como o determinante de uma matriz é a multi-

plicagdo de todos os seus autovalores, concluimos que det(A(G)) = det(R(G)) = 0.

Se G nao tem vértices isolados, podemos escrever a matriz de Randic¢

da forma R = D2 AD~2. Observe que

R = D :AD™:

D:R = D iD :AD:
D:R = DT'AD:

= D":RD: = D7 'AD :D3

— D *RD* = DA,

Isto é, as matrizes R e D™'A sao similares, entdo tém os mesmos auto-

valores e seus determinantes sao iguais. Dessa forma,

det(R) = det(D'A)
= det(D ') det(A)

1
— _det(A
det(p) )
1
T det(A).
ad, . et

]

Vimos no Capitulo 3 duas formulagoes para o indice de Randi¢ R_;(G).

O Teorema 4.1.4 a seguir nos fornece outra forma para determinar R_;(G), que
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envolve o traco da matriz R?. Usaremos esse resultado para determinar uma cota

superior para a energia de Randi¢ no proximo Capitulo.

Teorema 4.1.4. Seja G um grafo com n vértices. Entao,

tr(R?)
5

R_41(G) =

Demonstragao. Vamos olhar para as entradas da diagonal da matriz R%. Para i = j,

temos que

2 1 2 1
Z:RUR]Z = Z(Rij) = Z(sz) = Z ( didj> = Z i

j=1 i~j i~]

Portanto,

1
szd Zdid- = 2R(G).

=1 i~j i~j

]

O Teorema 4.1.5 (|39]) abaixo fornece informagoes sobre os trés primei-

ros coeficientes do polinémio caracteristico de R(G).

Teorema 4.1.5. Seja G um grafo com n vértices e seja
or(G,op) =p" +cip" T+ op" P+ Fipt

o polinémio caracteristico de R(G). Os coeficientes de ¢pr(G, p) satisfazem

(a) ¢, = 0;

(b) —ca =

dd

’I/V]

() es= D dddk

(4,9,k)= K3
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onde (i,j,k) = Kjs percorre todos os subgrafos de G induzidos por {v;,vj, v} e

isomorfo a Kj.

Demonstracao. Da teoria de matrizes temos que, para cada r, 1 < r < n, o ntmero
(—1)"¢, €& a soma dos menores principais de R(G) com r linhas e 7 colunas. Um
menor principal de R(G) com r linhas e r colunas ¢ o determinante de qualquer

submatriz principal de R(G).

(a) Como R(G) tem todas as entradas da diagonal zero, entao todos os

seus menores principais com 1 linha e 1 coluna sao iguais a zero. Portanto, ¢; = 0.

(b) Qualquer menor principal de R(G) nao nulo de 2 linhas e 2 colunas

¢é da forma
1
0
d;d; _ 1
1 0 dyd,

did;

Assim, como existe um menor principal destes para cada par de vértices adjacentes

temos que
1

did;’

(—1)262 = Cy = —

in~vj

Além disso, como o traco de R? ¢ igual & soma de seus autovalores,

temos
- 1
2 2
=tr(R*) =2
2=l =23 o0
=1 1~
I , 1
=1 i~
Portanto,

I , 1
—Co = 5[21pl = Zdzdj —R_l(G)

i~j
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(¢) O tnico menor principal nao nulo de ordem 3 de R(G) é

1 1
0
\/ dzd] vV dldk
1 0 1 2
djdi d]dk N dzd]dk '
1 1 0
Vadid;  \/did;

Note que este menor principal corresponde a trés vértices mutuamente

adjacentes, ou seja, um triangulo. Logo,

(—=1)%c; = |

4.2 Maior autovalor da matriz de Randié

O Teorema 4.2.1 a seguir nos fornece uma cota superior para os auto-
valores de um grafo que possui pelo menos uma aresta, isto é, se um grafo GG possui

pelo menos uma aresta, entao seu maior autovalor é 1.

Teorema 4.2.1. Sejam G um grafo com n vértices, n > 1 e p1 o maior autovalor
da matriz de Randié¢. Entio py = 0 se, e somente se, G = K,. Se G possui pelo

menos uma aresta, entao p; = 1.

Demonstragio. O caso p; = 0 é simples. Se G = K ,, sabemos que Si(G) = {0},
entao p; = 0. Agora, se p; = 0 temos que os outros autovalores ps, ps, ..., P, S0
negativos ou zero. Mas note que eles devem ser todos iguais a zero, pois caso fossem

negativos teriamos

p1 +p2tps+-+pn=1tr(R) =0,
N s A -~ J/

0 <0

o que é absurdo. Entao, todos os autovalores sao zero e portanto G = K,,.
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Vamos provar o caso que se G possui pelo menos uma aresta, entao
p1 = 1. Seja € o vetor formado somente por uns, isto é, €= (1,1,...,1)T. Temos que
o = 0 é autovalor da matriz Laplaciana associado ao autovetor €, ou seja, Lée' = 0.
De fato, note que cada linha de Lé é a soma das entradas de cada linha de L, mas
a soma de cada linha de L resulta em zero, pois estamos somando o grau do vértice

com um —1 para cada vizinho. Agora, observe que

[NIES

L(D2¢) =D :LD 2Dig=D"2 L& =0.
——

~—~
In 0

Vamos mostrar agora que 1 é autovalor da matriz de Randi¢ associado
ao autovetor D2¢&. Note que D= (\/d_l, Vds, . .., \/E)T Temos que
R(D?&) = D 2AD 3D3&= D 3A¢
= D 2(D-L)¢
= (D:D-DiL)¢
0

— D3

™y

Como (\/I, Vs, . .., \/dn)T tem todas as entradas positivas, pelo Te-

orema de Perron Frobenius ([34]), o maior autovalor é 1, isto é, p; = 1. O

Teorema 4.2.2. Seja G um grafo com n vértices. Entao, p1 = 1 € o unico R-
autovalor positivo de G se, e somente se, uma componente de G € um grafo multi-

partido completo e todos as outras componentes (se houver) sao vértices isolados.

Demonstrag¢ao. Vamos provar a primeira direcao por contraposicao. Isto é, vamos
supor que uma componente de G nao é um grafo multipartido completo e concluir
que p; = 1 ndo é o unico R-autovalor positivo de G. Vamos ignorar os vértices
isolados pois eles s6 contribuem com autovalores 0. Note que em grafos multipartidos
completos, a relacao de nao-adjacéncia entre os vértices é transitiva, isto é, para

vértices a, b, c, vale a = b,b ~ c entao a ~ c.
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Se isso nao for verdade para G, entao deve haver vértices a, b, ¢ tais que
{a,b} e {b, c} ndo sejam arestas, mas {a, c} seja uma aresta. Dessa forma, se G nao

¢ um grafo multipartido completo, G deve conter um subgrafo induzido da figura

abaixo.
b b b b
O 1/
o0—o0 o0—o0
a c a c a c a c

Figura 4.1: Subgrafos induzidos Hy, H,, H3 e H,, respectivamente.

Mas como estamos considerando G sem vértices isolados, G deve conter
pelo menos um dos subgrafos Hy, H3 ou Hy. Sejam Ay > Ay > - -+ > )\, os autovalores
da matriz de adjacéncia do grafo G e 51 > (8o > - -+ > [, os autovalores da matriz
de adjacéncia do subgrafo induzido de G. Calculando os autovalores da matriz de
adjacéncia dos grafos 2, 3, 4, obtemos que estes tem dois autovalores positivos 3 e 3.
Dessa forma, pelo Teorema de entrelacamento para a matriz de adjacéncia, obtemos
que A > [ e Ay > [o. Isto é, G tem dois autovalores positivos, mas como pelo
Teorema 4.1.2 A e R tém a mesma quantidade de autovalores positivos, negativos e

zeros, concluimos que p; = 1 nao é o Gnico R-autovalor positivo de G.

Agora, supomos que uma componente de G é um grafo multipartido
completo. Aqui também vamos ignorar os vértices isolados. Seja G = K;; ; um
grafo p-partido completo de ordem n = pt. Os autovalores da matriz Laplaciana

normalizada de G sdo

np) D (»-1)

Como conhecemos uma relagao entre os autovalores de matriz Laplaci-

ana normalizada e da matriz de Randi¢ (u; = 1 — p;), os autovalores da matriz de
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Randi¢ de um grafo multipartido completo sao

( ) 1 (p—1)
_ n—p -

Portanto, p; = 1 é o tnico R-autovalor positivo de G. O

Visto que agora ja conhecemos algumas propriedades da matriz de Ran-
di¢ e do indice Randié¢, veremos no proximo Capitulo algumas cotas para a energia
de Randi¢ e apresentaremos a Conjectura sobre a energia de Randi¢ para grafos

conexos.
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5 ENERGIA DE RANDIC

Vimos no Capitulo 2 a definicao da energia de Randi¢ e a sua relacao
com a energia Laplaciana normalizada. Neste Capitulo, apresentaremos algumas co-
tas de RE(G) em fungao de R_;(G) e também em fungao do nimero de vértices de
G. Veremos que o problema da energia de Randi¢ maxima para grafos desconexos
ja esta resolvido. Ja para grafos conexos, Gutman, Furtula e Bozkurt [23] conjec-
turaram que uma arvore é o grafo conexo com maxima energia de Randi¢. Mais
especificamente, conjecturou-se que se n for impar essa arvore é o sol e se n for par

¢ o sol duplo.

5.1 Algumas cotas para a energia de Randié

Nesta Secao, veremos cotas para RE(G) em fungao do indice de Randié¢
R_1(G) e do ntimero de vértices do grafo G, além de uma cota inferior para RE(G)
para grafos com pelo menos uma aresta. O Lema 5.1.1 abaixo (|11]) é uma relacdo
importante entre RE(G) e R_1(G). Determinar como a estrutura de um grafo se

relaciona com R_;(G) fornecera informagoes sobre RE(G).

Lema 5.1.1. Seja G um grafo com n vértices e sem vértices isolados. Entao,
2R _1(G) < RE(G) < v/2nR_1(G).

Demonstracao. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

(&) =(54) (£%)

onde a;,b; € R™. Usando a; = (1,1,..., )" e b; = (|p1, |pzl, - - - |pnl)”, obtemos

() = () (Ew)
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(RE@)P < n) g

RE(G) < /o ir(ID).

Além disso, pelo Teorema 4.1.4 temos que 2R_1(G) = tr(R?). Portanto,

RE(G) < \/2nR_1(G).

Para provar a cota inferior, note que os autovalores de R(G) estao no

intervalo [—1, 1]. Dessa forma, temos que (p;)? < |p;|. Entao,
RE(G) =) |pl 2 ) () = tr(R?) = 2R_1(G).
i=1 i=1

[]

Lema 5.1.2. Seja G um grafo com n vértices e n > 1. Temos que RE(G) = 0 se,

e somente se, G = K,,.

Demonstra¢ao. Se RE(G) = 0 obtemos que todos os n autovalores da matriz de
Randi¢ associada ao grafo G sao zero, entdao pelo Teorema 4.1.1 G = K,,. Por outro

lado, se G = K,,, temos que Si(G) = {0™}. Entdo, RE(G) = 0. O

O Teorema 5.1.3 a seguir nos fornece uma cota inferior para a energia
de Randié¢ para grafos com pelos menos uma aresta. Esse é um resultado obtido
em [11] para a energia Laplaciana normalizada e também publicado em [23] para a

energia de Randi¢.

Teorema 5.1.3. Seja G um grafo com n vértices, n > 1. Se G possui pelo menos
uma aresta, entao RE(G) > 2. A igualdade é alcancada se, e somente se, uma
componente de G € um grafo multipartido completo e todas as outras componentes

(se houver) sao vértices isolados.

68



Demonstra¢ao. Vamos provar que RE(G) > 2. Ja sabemos pelo Teorema 4.2.1 que
se G tem pelo menos uma aresta, p; = 1 é um autovalor da matriz de Randi¢. Como

pr+p2+---+p, =0, entao

p2+...+pn:_1‘

Assim,

REG) = Ylpl =1+ |ol > 1+
=1 =2
> 14]-1/=2

n

Zpi

1=2

Agora, para provar a igualdade, observe que, uma vez que a soma dos

R-autovalores ¢é zero, segue que

ZPiZ—ZPi-

pi>0 pi<0

Além disso, temos que E i = E |pi|. Sem perda de generalidade,
pi>0 pi>0
vamos ordenar os autovalores de forma que os p primeiros sao positivos e os p + 1

até n restantes sao negativos. Assim,

RE(G) = Z’Pi’:lply+'“+’Pp/""lppﬂ“"“""‘/%’
=1 ~~ ~~

=X n - pi J

p>0 p<0
= ZPH— <—ZP2‘>
p>0 p<0
= 2202‘
p>0

Entao, podemos escrever a energia de Randi¢ como

RE(G)=2) p:.

pi>0
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Se uma componente de G é um grafo multipartido completo e todas as
outras componentes (se houver) sao vértices isolados, pelo Teorema 4.2.2, p; =1 é
o Unico R-autovalor positivo de GG, entao

RE(G)=2) p=2-1=2

pi>0

Por outro lado, se RE(G) = 2, temos

2=2) p=> p=1

pi>0 pi>0

Como G tem pelo menos uma aresta, pelo Teorema 4.2.1, p; = 1 é

o maior autovalor da matriz de Randi¢. Mas como E pi = 1, concluimos que 1
pi>0
deve ser o tinico R-autovalor positivo. Pelo Teorema 4.2.2; segue que G' é um grafo

multipartido completo. O

Concluimos esta Se¢ao com uma relacao entre a energia Randi¢ e a

energia da matriz de adjacéncia para grafos regulares ([8]).

Teorema 5.1.4. Se G € reqular de grau r, r > 0, entao

RE(G) = %EA(G).

Demonstragao. Se G é regular de grau r, entao d; = dy = ... = d,, = r. Assim, todas

1 1
a entradas nao nulas de R(G) sdo iguais a —, o que implica que R(G) = —A(G).
T r

1
Entao, p; = —\; para ¢ = 1,2, ... n. Portanto, temos que
r

1
)\
”

RE(G) =Y Inil =Y

=

1 — 1
== | =-F .
F 2Nl = LEAG)
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5.2 Energia de Randi¢ maxima para grafos desconexos

Para determinar a energia de Randi¢ de grafos desconexos, basta calcu-

lar a energia de cada componente e depois somé-las. Ou seja, se G tem p componentes

conexas, em particular, Gy, Gy, ..., G)p, entao
p
RE(G) =) RE(G)). (5.1)

i=1

Como falamos na introducao deste Capitulo, o problema da energia de
Randi¢ maxima para grafos desconexos esta completamente resolvido pelo Teorema
5.2.1 abaixo. Esse resultado foi apresentado inicialmente para a energia Laplaciana
normalizada em [11], por Cavers, Fallat e Kirkland. Mas foi estendido para a ener-
gia de Randi¢ por Gutman, Furtula e Bozkurt em [23], pois nesse caso podemos

considerar vértices isolados no caso de grafos desconexos no item (b).

Teorema 5.2.1. Seja G um grafo com n vértices, n > 1.

(a) Se n é par, entao RE(G) < n. A igualdade vale se, e somente se,

n
G = —Ky;
92 25

-1
(b) Sen € impar, entdo RE(G) < n—1. A igualdade vale se G = z KQ) U

-3 -3
Kl ou G = (%KQ) UKg ou G = (HTKQ) Upg.

Demonstragao. Parte (a): Provaremos primeiro que RE(G) < n. Do Teorema 3.2.1,

temos que

n
< .
R_I(G) o 2dmzn

Se n é par, dy, > 1, temos

R.(G) < g = 2R_,(G) <n. (5.2)
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Além disso, do Lema 5.1.1, temos que

RE(G) < 2nR_1(G). (5.3)

Portanto, substituindo (5.2) em (5.3), obtemos
RE(G) <+v/n-n=n.
Para a segunda parte, se G = gK27 pelo Teorema 5.1.3, temos que
RE(K3) = 2. Além disso, pela equagao (5.1),

RE (gm) — RE(Ky) + RE(K») + - + RE(K>)

(.

~~

n S
p) vezes

n
= —-2: .
9 n

Por outro lado, se RE(G) = n entdo G nao é o grafo com n vértices

isolados. Assim, G possui pelo menos uma aresta. Pelo Lema 5.1.1 temos que

2R_1(G) <n < +2nR_4(G),

o que implica que R_1(G) = g Jéa pelo Teorema 3.2.1, temos

n
Qdmaaz

n
2dmin 7

<5<

AT

o que significa que G deve ser regular de grau 1. Como RE(K,) = 2, entdo, G é a

n n
uniao disjunta de 5 caminhos de tamanho 1, isto é, G = §KQ.

Parte (b): Primeiro vamos mostrar para grafos conexos. Seja G um grafo

conexo com n > 7 vértices, pela equagao (5.3) e pelo Teorema 3.2.6, temos que

15(n + 1) 15(n? 4+ n)
RE(G) < /n-2R_41(G) < \/Qn- T \/ 53 <n-—1.

Sen =5 e GG tem caminhos suspensos, entao existem apenas trés desses

grafos que estao representados na Figura 5.1 e cada um tem RE(G) < 4.
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O——0—=0C o u v w U v w
U v w

Figura 5.1: Grafos com 5 vértices com caminho suspenso.

Se n =5 e GG nao tem caminhos suspensos, entao pela equagao (5.3) e

pelo Corolario 3.2.1, temos

n n? n 5
RE(G)S\/R’QR—1(G)§HQTZ'Z:\/;ZEZE<4

Se n = 3, o caminho P5 e o grafo completo K3 tém RE(G) =n—1=2.
Portanto, se n ¢ impar e G ¢ um grafo conexo de ordem n, concluimos que RE(G) <

n — 1. A igualdade vale se, e somente se, n =3 e G = P; ou G = Kj.

Agora vamos para o caso de GG ser desconexo. Suponhamos que G tem
k > 2 componentes G, G, ..., Gy, onde cada componente G; tem n; vértices. Sem
perda de generalidade, suponha que nq, ..., ng sao impares € ng 1, ..., N Sa0 pares.

Como n é impar, s > 1. Pela equagao (5.1), temos

RE(G) = jiRE«%%%jilﬂ%Gﬁ

1=s+1
< D -1+ > n
i=1 1=s+1
= m—1)+-4+Mms—1)+ngs+-+n,
= n—=:s
< n-—1.

Para provar a segunda parte de (b), note que RE(K;) = 0e RE(K3) =

1
RE(K) = RE(Py) = 2. Assim, se G = ”TK2 U K, temos

1 1
RE<"2 KQUKl):(n2 ) 9r0—n_1.
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-3
Se G = HTKQ U K3, temos

_3 ~3
RE(”2 KQUKg):(nQ ) 9io—mn_1.

-3
Ese G = nTKQ U P5, temos

RE<n;3K2UP3) — (”;3).2+2:n—1.

5.3 Energia de Randi¢ maxima para grafos conexos

Visto que os grafos que atingem as cotas da Secao anterior sao grafos
desconexos, a pergunta natural a ser fazer é: qual o grafo conexo com energia de
Randi¢ maxima? De acordo com Gutman, Furtula e Bozkurt [23|, a busca por gra-
fos com maior energia Randi¢ seria mais facil se existisse uma regularidade para a
mudanga de RE(G) quando excluimos uma aresta de G. Na Figura 5.2, estao apre-
sentados os menores exemplos que mostram que a energia de Randi¢ pode diminuir,

aumentar ou permanecer a mesma quando as arestas sao deletadas.

Figura 5.2: Exemplos de que RE(G) pode diminuir, aumentar ou permanecer igual

quando excluimos arestas.
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Assim, no caso geral, RE(G — e) pode ser menor, igual, ou maior que
RE(G). Mas, apesar dessas dificuldades, em 2014, Gutman, Furtula e Bozkurt [23],
conjecturam, por meio de testes numéricos, que o grafo conexo de n vértices com

méaxima energia de Randi¢ é uma &arvore.

Conjectura 5.3.1. O grafo conexo de n vértices com mdzxima energia de Randi¢ é

uma arvore.

Os autores verificaram a validade dessa Conjectura até n = 10, cal-
culando os valores da energia de Randi¢ de todos os grafos conexos com n < 10
vértices. Para n > 10, eles assumiram que a Conjectura é verdadeira e calcularam
os valores da energia de Randi¢ de todas as arvores até n = 21. Feito isso, chegaram
a Conjectura de que as arvores com energia de Randi¢ maxima sao os grafos sol e

sol duplo.

Conjectura 5.3.2. Sen > 1 ¢ impar, o grafo conexo de n vértices que tem maior

n—1

5 )—sol. E sen > 2 € par, entao o grafo conexo de n vértices

energia de Randic¢ € o (

que tem maior energia de Randi¢ é o (["2], [ 252])-sol duplo.

Apresentamos abaixo as defini¢bes dos grafos sol e sol duplo.

Definicao 5.3.1. Seja p > 0. O p-sol é a arvore SP de ordem n = 2p + 1 com
p vértices pendentes, cada um ligado a um vértice de grau 2 e estes ligados a um

vértice de grau p.

Figura 5.3: p-sol.

Note que S* = P, S' = Py e S? = P;. Para p > 3, o p-sol nao é mais

um caminho.
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Defini¢ao 5.3.2. Sejam p,q > 0. O (p,q)-sol duplo é a arvore DP? de ordem
n = 2(p+q+ 1), obtida de um p-sol e um g-sol, conectando seus vértices centrais.

Se |p — ¢q| < 1 entao o respectivo sol duplo é dito balanceado.

Figura 5.4: (p, q)-sol duplo.

Note que D0 = P, D10 >~ Py e DV > P Parap > 2e/ougqg>2o0

(p, q)-sol duplo nao é mais um caminho.

Para n < 10, a Conjectura 5.3.2 foi validada entre todos os grafos
conexos de ordem n. Ja para n > 11 até n = 21 os autores assumiram as validade
da Conjectura 5.3.1 e checaram todas as arvores de ordem n. Na Figura 5.5 abaixo
estao representados os grafos com méxima energia de Randi¢ segundo a Conjectura
5.3.2, paran =7 a n = 12. Observe que para n < 6 o grafo extremal é o caminho

P,.

Figura 5.5: Grafos conexos de ordem n = 7 até n = 12 que possuem a maior energia

de Randi¢, segundo a Conjectura 5.3.2.
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No Capitulo 6, abordaremos um pouco mais sobre a Conjectura 5.3.2
e vamos apresentar um resultado parcial que demonstramos. Além disso, vamos

calcular o polinémio caracteristico dos grafos sol e do sol duplo.
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6 SOL DUPLO COM A MAIOR ENERGIA DE
RANDIC

Neste Capitulo, vamos calcular o polinémio caracteristico dos grafos sol
e sol duplo, usando o algoritmo de localizacao de autovalores da matriz Laplaciana
normalizada para arvores |9]. Esse algoritmo ¢ uma extensao do algoritmo de locali-
zacao de autovalores da matriz de adjacéncia para arvores desenvolvido por Jacobs

e Trevisan [29].

Além disso, vamos mostrar que dentre a classe de grafos dos s6is duplos,

n—2

1 J)—sol duplo. Destacamos que

o que atinge a maior energia de Randi¢ ¢ o ([22], |
este resultado foi apresentado no XLI Congresso Nacional de Matematica Aplicada
e Computacional (CNMAC) de 2022 e seu resumo foi publicado no perioédico Pro-
ceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

sob o titulo Double sun with largest Randié¢ energy, |32].

6.1 Polinémio caracteristico dos grafos sol e sol duplo

Em [4], Allem, Molina e Pastine calcularam o polindémio caracteristico
dos grafos sol e do sol duplo. Nesta Secao, vamos fazer com detalhes os calculos para

obter tais polindmios e partir disso, determinar a energia de Randi¢ desses grafos.

Na sequéncia apresentamos o algoritmo de Braga et al. para calcular o
nimero de autovalores Laplacianos normalizados de qualquer arvore 1" dentro de um
determinado intervalo real. Esse algoritmo é baseado na diagonalizacao da matriz
L(T) + al, onde I é a matriz identidade e a ¢ um nimero real. Aqui, vamos nos
deter em calcular o polindmio caracteristico do sol e do sol duplo e recomendamos

a leitura de 9] para mais detalhes.
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Algoritmo 1: Diagonalize (L(T), «)

[uny

w

10

11

12

Entrada: Escalar o, arvore T’

Saida: Matriz diagonal D congruente a L(T') + ol
inicializar a(v) := 1 + «, para todos os vértices v
ordenar vértices de baixo para cima

para k =1 até n faca

se v € uma folha entao continue

senao se a(c) # 0 para todo filho ¢ de v, entao

1
a(vg) == alvg) = > A Odd somando sobre todos os filhos
clyy,

de vy,

senao

Selecione um filho v; de v, para qual a(v;) =0
1

2d,,d,,

a(vg) == —

a(v;) =2
se v tem um pat v; entao

‘ remova a aresta viu;

ser usado para calcular o polindémio caracteristico de qualquer arvore T'. Para isso,
cada vértice v é inicializado com a(v) = p — 1. Todas as folhas (uma folha é um

vértice de grau um) sdo consideradas processadas. Feito isso, é atribuida a seguinte

De acordo com Braga et al. |9], o algoritmo Diagonalize (L(T'), o) pode

fungao racional ao vértice pai v das folhas

onde C' é o conjunto de filhos de v, d. é o grau do vértice filho ¢ e d, é o grau do

vértice pai v. Depois de todos os vértices serem processados, obtemos o polinémio

1
alv) = Z a(c)d.d,’

ceC

caracteristico de £(T"), tomando o produto de todas as fungoes racionais a(v)

oc(T, 1) = [ alv).

veV

Usando esse procedimento, o p-sol seré inicializado como na Figura 6.1.
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Figura 6.1: p-sol inicializado com a(v) = p — 1, para todo vértice v.

As folhas sao consideradas processadas. Para os vértices de grau 2 sera

atribuido o seguinte valor

1 1
=1 (o) = 0y
20u* —2u+1)—1

2(p—1)

P —2u41/2

Isto é, para cada um dos vértices quase pendente sera atribuido o valor

(6.1). Agora so falta processar a raiz, que ficara da seguinte forma

1) 1 1 1
a 61)-2-p (61)-2-p 61)-2-p
p;erzes
Entao,
4 w—1
(=) 1) == e 12
w—1

20 —2p2 +1/2p — 2 + 2 —1/2) — p+ 1
2(u? — 2u +1/2)

203 — 62 + 4pu

2(p% — 2u+1/2)
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plp—1)(p —2)
pr—=2u+1/2

Portanto, o polindmio caracteristico da matriz Laplaciana normalizada

do p-sol é dado por

) ()

v (=)

= Mu—UW—@(F—(22%§> Qw—C%;ﬁ>> :

Assim, podemos calcular a energia Laplaciana normalizada de S?

oo(ST, ) = <u—1>p(

E(S") = ) lwi—1
i=1

= 222 oo+ 22 i - p-t -
= 5=+ slp—1)+2
- %p—”%?+2
- @p—m%?+2
= (2p—|—1—1—2)\/—§—|—2

—— 2
= (n—3)\/7§+2.
Como E.(G) = RE(G), temos que

RE(S?) = (n— 3)? + 2. (6.2)

Para o (p, ¢)-sol duplo vamos considerar como raiz o vértice de grau

q + 1, como na Figura 6.2 abaixo.
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Figura 6.2: (p, ¢)-sol duplo inicializado com a(v) = u — 1, para todo vértice v.

Como as folhas ja sao consideradas processadas, passamos os vértices

de grau 2. Esses, recebem o mesmo valor que os vértices de grau 2 do p-sol, isto é,

=2+ 1/2

w—1

O pai dos p vértices de grau 2 recebera o seguinte valor

1 1 1
—1) = — .= .
== G2 0r D G102 (1) 61)-2-(p+1)
p;erzes
Assim, temos que
pw—1- P = p—1- P
6.1)-2-(p+1 2 _2u+1/2
(6.1)-2-(p+1) 1 —2p /,2(p+1)
w—1
p(p—1)

:/J/—

2p -+ D(E* —2p+1/2) —pp—1)

200+ 1) (1 —2p+1/2)
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(= 1)@2pp® —App + 207 — Ap+1) (6.3)
2(p+ 1) (1 —2p+1/2) '
E por fim, para a raiz sera atribuido o valor
(= 1)- 1 T
8 63) (p+1)-(g+1) (61)-2 (g+1)
h1 2p° —Ap+1 B q(p—1) _
(h—=1)(2p* —dp+2pp® —App+ 1) (¢+1) (2> —4p+1)(¢+1)

(¢+ 1) (p—1)2(p* — 20+ 1/2)(2pp® — dpp + 2p4° — 4 + 1)

onde

(%) = dpqu* — 16pqu’® + 20pqu® — 8pqp + App* — 16pp” + 22pp® — 12pp+

+2p + gt — 16qu® + 22qu? — 12qp + 2q + 4p* — 164 4+ 204% — Sy + 1.

Assim, o polinémio caracteristico do sol duplo é dado por

i e Y e S RN )

(0 —2p + 1/2)P* (2( 1 ) ((u—%-u-(*))

(1 —2p+1/2)? p+1) 2(q+1)
_ — 2)(*)
— 2_2 +12p+q2( ILL(/’L )
W= 2 2 G+ (g + 1)
Temos que
(%) ~ (20pq + 22p + 22q + QO)MQ (—8pg — 12p — 12q — 8)
4(p+1)(g+1) 4(p+1)(g+1) 4(p+1)(g+1)
2p+2¢+1  (pg+p+q+1)(4p® —164°)
4p+1)(g+1) 4pg+p+q+1)
20 22 22 20
_ M4—4N3+( pq + 22p + 22q + 20)
4p+1)(g+1)
(—8pq—12p—12q—8)'u 2p+2q+1
dp+1)(g+1) 4p+1)(g+1)
Denotando

(20pq + 22p + 22q + 20) 2 (—8pq — 12p — 12q — 8)
4p+1)(g+1) 4p+1)(g+1)

a(p) = p' =4’ +
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2p+2q+1
Alp+1)(g+1)

obtemos que o polinémio caracteristico da matriz Laplaciana normalizada do (p, q)-

sol duplo é dado por

Gc(DP, p) = p(p — 2) (u - (2 +2\/§)> (u - (2 _2\/5» (a(p))-

Assim, os autovalores da matriz Laplaciana normalizada do (p, ¢)-sol

24V2 | 2—V2
2 €73

duplo sao 0 e 2 com multiplicidade 1, com multiplicidade p+ g — 2 e as

raizes de a(p), que sao

\/(p+1) (g+1) (2 pg+p+q+2+ \/4 (g+1/2)°p2+(4¢2+6 Q)p+q2) +(2¢+2)p+2q+2

1 20+ 1) (a+D) )
M2 = —H1,

\/(p+1)(Q+1) (2 Pa+pta+2—+/4(q+1/2)*p? + (42 +6 q)p+q2)+(2 q+2)p+2g+2

H3 = 2(p+1)(g+1) '
Mg = —[3.

Entao, temos que

RE(D™) = > |u—1
=1

2+/2
9

= 2+ —1l(p+q—2)+ —1|(p+qg—2)+

2—4/2
2

+ = 1+ |2 = 1 + [ps — 1 + [pa = 1]

Note que

1 \/(p+1)(<J+1) (2 pq+p+q+2+\/4 p2q?+4p2g+4 pq2+p2+6pq+q2)
m=i=5 O+ 1)(g+1) )

. 1 \/ (p+1)(g+1) (2 Pa+pta+2+1/4p22 +4p2q+4 pg?+p2+6 pq+q2)
p2 =1 =75 P (e+D) )
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1 \/(p+1) (g+1) (2 Pa+p+a+2—/4p2q>+4p2q+4 pg®+p2+6 pq+q2)

ps—1=3 FEsyIeERy :
14/ (p+1)(g+1) (2 Pa+p+a+2—/4p2¢>+4p2q+4 pg®+p2+6 pq+q2)
pa—1l=—3 D@D

Assim, obtemos

- Vo) (@) @pa+p+at2+1/4(a+1/2) P+ (246 Qpt+a?)
RE(DM) =2+ V2(p+q-2) + (r+1)(a+1)

+ \/(p+1)(q+1)(2 Patpta+2—/4(g+1/2)° P2 +(4 2 +6 q)p+¢?)
(p+1)(g+1) )

6.2 Sol duplo com a maior energia de Randié

Na Secao 5.3 do Capitulo anterior, apresentamos a Conjectura 5.3.2
feita por Gutman, Furtula e Bozkurt em [23], de que os grafos sol e sol duplo séo
os grafos conexos com maxima energia de Randi¢. Desde entao, algumas contri-
buigoes foram feitas, como nos trabalhos de Allem, Molina e Pastine [4], além de
Allem, Braga e Pastine [3], onde os autores apresentaram algumas familias de gra-
fos que satisfazem a Conjectura 5.3.2. Nossa contribuicao original foi mostrar que o
([”7_21, L”T_QJ )—sol duplo atinge a maior energia de Randi¢ entre os (p, ¢)-sois duplos
de ordem n = 2(p + ¢ + 1), provando parcialmente a Conjectura 5.3.2. O seguinte
resultado foi publicado em [32].

Teorema 6.2.1. Para um nimero parn = 2(p+q+1) > 8 com p,q > 0, o (p,q)-sol

duplo atinge a energia de Randié mdzima quando p = ["2] e ¢ = |2 ].

A prova do Teorema 6.2.1 consiste basicamente em utilizar o teste da
primeira derivada para obter o ponto de maximo de RE(DP?). A seguir fazemos a

prova detalhada.
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Demonstra¢ao. Como vimos na Segao 6.1, a energia de Randi¢ do (p, ¢)-sol duplo é

dada por

2pg+p+a+2+1/4 (q+1/2)*p2+(4 42 +6 q)p+q2)
(p+1)(g+1)

RE(DP) = 2+ v/3(p + ¢ — 2) + LoD

N V01 (1)@ pat+ptat2—/4(a+1/2) %52+ (1246 p+a?)
(p+1)(g+1) ’

Para facilitar, podemos simplificar um pouco a expressao acima. Vamos

reescrever RE(DP9) como

(p+1)(g+1)
(p+1(g+1)

RE(DP) =24+V2(p+q—2)+ (a+b), (6.5)

onde
a:\/qu+p+q+2+\/4 (g+1/2°p* + (42 +6q)p+ ¢*
e
b:\/qu+p+q+2—\/4 (g+1/2)°p* + (4> +6q) p+ ¢2.
Agora, note que a + b = y/(a+b)?> = Va?+ b? + 2ab. Dessa forma,
temos que

a-b=/Apg+dp+dqt+a=\/dpg+p+q+1)=2pg+p+q+1

a2:2pq—|—p+q+2+\/4 (q+1/2)2p2+(4q2+6q)p+q2,

b2:2pq+p—|—q+2—\/4 (q+1/2°p+ (42 +6q)p+ ¢2

Entao a? + b? = 4pq + 2p + 2q + 4. Portanto,

a+b:\/4pq+2p+2q+4+4\/pq+p+q+l.

Assim, podemos reescrever (6.5) como
RE(DPY) = 2+4+V2(p+q—2)
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NCECES
YRR D@D a2 a+avgtp et L. (66)

(p+1)(g+1)

Agora, como n = 2(p + g + 1), vamos substituir ¢ = "_22”_2 em (6.6).

Assim, obtemos

Ve+D(% \/4;0 B—p—1)+n+2+4/p(3—p— 1)+g

(+1)(%-p)

RE(p) =2+V2(2-3) +

Note que a expressao acima pode ser manipulada como uma funcgao
em p, pois o namero de vértices n é ﬁxo, assim denotaremos RE(DP9) = RE(p).
Além disso, RE(p) tem dominio 0 < p < %==. Usando o teste da primeira derivada,
podemos encontrar o ponto de maximo de RE(DP9). A derivada de RE(p) com

respeito a p é dada por

RE’(p) 1 (\[\/ p+1)(n—2p)n—4v2+/(p+1)(n—2p)p—2+2+/ (p+1)(n—2 p) —n?+4 pnt+-4n—8 p— 4)

2 V2 V2 (1) (n—2p)+2 pn—a p>+n—4 p+2,/(p+1) (n—2p) (p+1)(n—2p)

Simplificando, obtemos

RE'(p) = 1 V2(n—4p-2) (\/5\/ (p+1)(n—2p)—n+2)
2 \/2 V2 () (n—2p)+2pn—4p2 +n—4p+24/(p1 1) (n—2p) (p+1)(n—2p)
Agora, vamos analisar o sinal de RE’(p) observando o numerador e o

denominador de RE'(p). Quando retornamos as variaveis p e ¢, observamos que o

denominador de RE'(p) ¢ dado por

4\ apg+ 4/ D g+ D +2p+2¢+4v23/ G+ D(g+ D (p+1) (g +1)

que é sempre positivo.

Agora vamos analisar o numerador. Temos que

(=) (=) s€ n>6
~ = ™

—\/§(n—4p—2)r<\/§\/(p+1)(n—2p)—n+2>.

87



Portanto, o sinal de RE'(p) é dado pela funcio linear f(p) = n—4p—2.

Temos que f(p) é decrescente e f(p) = 0 quando p = anz_ Entao concluimos que

RE (p) >0 se p<—n ,

RE (p)=0 se p=

RE'(p) <0 se p>

Assim, dado n par e n > 8, temos que p = ”T_2 ¢ ponto de maximo
de RE(p). Observe que quando p = ”T_Q temos que ¢ = "T_Q. Mas, note que p s6 é

inteiro quando n = 4k + 2, para k inteiro e k > 2. Assim, temos que analisar o caso

1

em que p nao ¢é inteiro, isto é, quando n = 4k. Se n = 4k temos que p = k — 3

O maior inteiro menor do que p = k — % é¢ k — 1 e o menor inteiro maior do que
_ 14
p=Fk — 5 &k, em outras palavras, temos que

1 1 1
k—1=|k—s|<p=k—=<|k—=|=k

Dessa forma, se p = k — 1 entao ¢ = k, e se p = k entao ¢ = k — 1.
Substituindo esses valores em (6.6) obtemos RE(D*"1*) = RE(D**~1). Portanto,
quando n = 4k, o inteiro que retorna a maior RE(p) é p = k ou p = k — 1. Assim,

sem perda de generalidade, podemos assumir que p > ¢ e se n = 4k 0 maximo de

n—2

RE(p) é atingindo quando tomamos o teto de p = 22 e o piso de ¢ = .

4

Portanto, n = 2(p+q+1) > 8 par com p,q > 0, o (p, ¢)-sol duplo atinge

a energia de Randi¢ méxima quando p = [22] e ¢ = [*2].
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacao, estudamos propriedades da matriz de Randié, cotas
para o indice de Randié¢ e, principalmente, resultados sobre a energia de Randié¢
méaxima para grafos conexos e desconexos. Nesse sentido, trouxemos um apanhado de
resultados ja conhecidos da literatura sobre esses topicos, e além disso, contribuimos

mostrando que o grafo com méxima energia de Randi¢ na classe dos sois duplos é o

(1227, [252])-sol duplo.

4

Iniciamos apresentando a definicao das matrizes de adjacéncia, Lapla-
ciana, Laplaciana normalizada e de Randi¢. Além das energias associadas a cada
uma dessas matrizes. Na sequéncia, calculamos o indice de Randi¢ para os grafos
caminho, bipartido completo e regular, e também apresentamos algumas cotas para
esse parametro. Ainda, descrevemos como foi obtido o refinamento para o limite su-
perior de R_;(T) para arvores. Além disso, demonstramos a melhor cota conhecida
do indice de Randi¢ para grafos conexos de Cavers, Fallat e Kirkland [11]. Procu-
ramos escrever essa demonstracao da melhor forma possivel, buscando deixar claro

todos os passos, para facilitar o entendimento.

Estudamos também a relacao da matriz de Randi¢ com a matriz Lapla-
ciana normalizada e propriedades sobre seus autovalores. Inclusive, vimos que 1 é o
maior autovalor de R(G) quando G é um grafo com pelo menos uma aresta, asso-
ciado ao autovetor (\/I A, ..., \/@)T Além disso, apresentamos um resultado
que fornece informagoes sobre os trés primeiros coeficientes do polinémio caracteris-
tico de R(G). Com destaque para o coeficiente —co, que é igual ao indice de Randi¢

R_1(G).

Jé& para a energia de Randi¢, vimos que para grafos sem vértices isolados,
RE(G) = E;(G). Essa relacao pode facilitar o célculo de RE(G) para classes de

grafos que o espectro Laplaciano normalizado ja é conhecido. Ainda, por conta
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dessa relagao, é possivel utilizar o algoritmo de localizagao de autovalores da matriz
Laplaciana normalizada para arvores, como fizemos no Capitulo 6, para calcular os
polinémios caracteristicos dos grafos sol e sol duplo e obter a expressao para suas
energias. Além disso, discutimos o problema de energia méxima para grafos conexos
e desconexos. Vimos que esse problema ja esta resolvido para os grafos desconexos,
isto é, ja sao conhecidos os grafos desconexos que tem méxima energia de Randié.
Dessa forma, a pergunta natural a se fazer é qual é o grafo conexo com energia de
Randi¢ maxima? Nessa perspectiva, apresentamos a Conjectura 5.3.2 de Gutman,
Furtula e Bozkurt [23], de que os grafos conexos com a maior energia de Randi¢ sao

o sol e o sol duplo, a depender da paridade do ntmero de vértices.

Desde entao, algumas contribuicoes ja foram feitas para essa Conjec-
tura, como nos trabalhos de Allem, Molina e Pastine [4], além de Allem, Braga e
Pastine [3], onde os autores apresentaram algumas familias de grafos que satisfa-
zem a Conjectura 5.3.2. Alikhani e Ghanbari [2], também contribuiram calculando o
polinémio caracteristico e a energia de Randi¢ para alguns grafos especificos, como
os grafos chamados friendship e Dutch Windmill. Nesse sentido, contribuimos com
um resultado original, colaborando parcialmente para a prova da Conjectura 5.3.2.
Mostramos que o grafo com méxima energia de Randi¢ na classe dos sois duplos
¢ o ([%27, [%52])-sol duplo. Nossa demonstracdo consistiu em aplicar o teste da
primeira derivada na expressao obtida para a energia de Randi¢ do (p, ¢)-sol duplo e
analisar o ponto de méaximo dessa fungao. Ressaltamos que esse resultado foi apre-
sentado no CNMAC de 2022 e seu resumo serd publicado no periédico Proceeding

Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics.

Como trabalhos futuros, podemos investigar outras familias de grafos
que satisfagam a Conjectura 5.3.2 como feito nos trabalhos [4], [3] e [2]. Além disso,
provar a Conjectura 5.3.2 é um objetivo que almejamos. Outro ponto a ser explorado

¢ melhorar a cota do indice de Randi¢ para grafos conexos de Cavers, Fallat e
15(n+1)

Kirkland [11]. Para n > 3, os autores provaram que R_1(G) < T

mas
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eles suspeitam que um limite mais refinado pode ser encontrado. Dessa forma, obter
uma cota mais refinada e determinar classes de grafos que a satisfacam para infinitos
valores de n é um problema interessante e que pode ser investigado, como feito para

o caso das arvores.

91



1]

2l

3]

4]

5]

(6]

7]

8]

9]

[10]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ABREU, N. M. M., DEL-VECccHIO, R. R., VINAGRE, C. T., AND STEVANO-
VIC, D. Introducao a teoria espectral de grafos com aplicagoes. SBMAC, Sao
Carlos, 2012.

ALIKHANI, S., AND GHANBARI, N. Randié¢ energy of specific graphs. Applied

Mathematics and Computation, 269 (2015), 722-730.

ALLEM, L. E., BRAGA, R. O., AND PASTINE, A. Randi¢ index and energy.

MATCH Commun. Math. Comput. Chem., 83 (2020), 611-622.

ALLEM, L. E., MOLINA, G., AND PASTINE, A. Short note on Randié¢ energy.

MATCH Commun. Math. Comput. Chem., 82 (2019), 515-528.

BEINEKE, L., WILSON, R., AND CAMERON, P. Topics in Algebraic Graph
Theory. Encyclopedia of Mathematics and its Applications. Cambridge Uni-
versity Press, 2004.

BoLLOBAS, B., ERDOS, P., AND SARKAR, A. Extremal graphs for weights.

Discrete Mathematics 200, 1 (1999), 5-19.
BoLLOBAS, B. Graph Theory: An Introductory Course. Springer, 1979.

BozKURT, B., GUNGOR, A. D., GUTMAN, [., AND CEVIK A. S. Randi¢ ma-
trix and Randi¢ energy. MATCH Commun. Math. Comput. Chem. 64 (2010),
239-250.

BrAGA, R. O., DEL-VECCHIO, R. R., RODRIGUES, V. M., AND TREVISAN,
V. Trees with 4 or 5 distinct normalized Laplacian eigenvalues. Linear Algebra

and its Applications, 471 (2015), 615-635.

CAVERS, M. S. The normalized Laplacian matriz and general Randic¢ index of

graphs. PhD thesis, University of Regina, Saskatchewan, 2010.

92



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

20]

[21]

22]

CAVERS, M. S., FALLAT, S., AND KIRKLAND, S. On the normalized Lapla-

cian energy and general Randi¢ index R_; of graphs. Linear Algebra and its

Applications 433, 1 (2010), 172-190.

CLARK, L. H., AND MOON, J. W. On the general Randi¢ index for certain

families of trees. Ars Combinatoria, 54 (2000), 223-235.

CONSONNI, V., AND TODESCHINI, R. New spectral indices for molecule des-

cription. MATCH Commun. Math. Comput. Chem 60 (2008), 3—14.

CVETKOVIC, D., DOOB, M., AND SACHS, H. Spectra of Graphs - Theory and

Application. Academis Press, New York, 1980.

CVETKOVIC, D. M. Graphs and their spectra. Publikacije Elektrotehnickog
fakulteta. Serija Matematika i fizika, 354/356 (1971), 1-50.

Das, K., AND SORGUN, S. On Randi¢ energy of graphs. MATCH Commun.
Math. Comput. Chem. 72 (01 2014), 227-238.

DIESTEL, R. Graph Theory, 5 ed. Springer Berlin, 2017.

GobpsiL, C., AND RoYLE, G. F. Algebraic Graph Theory. No. Book 207 in
Graduate Texts in Mathematics. Springer, 2001.

GUTMAN, I. Acyclic systems with extremal hiickel m-electron energy. Theoretica

chimica acta 45 (1977), 79-87.

GUTMAN, 1. The energy of a graph. Ber. Math. -Statist. Sekt. Forsch. Graz.
103 (1978), 1-22.

GUTMAN, 1. The energy of a graph: Old and new results. In Algebraic Com-
binatorics and Applications (Berlin, Heidelberg, 2001), A. Betten, A. Kohnert,

R. Laue, and A. Wassermann, Eds., Springer Berlin Heidelberg, pp. 196-211.

GUTMAN, I., AND FURTULA, B. Survey of graph energies. Mathematics In-

terdisciplinary Research 2 (2017), 85-129.

93



23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

33

GUTMAN, 1., FURTULA, B., AND BOZKURT, S. B. On Randi¢ energy. Linear

Algebra and its Applications, 442 (2014), 50-57.

GurMmAN, [., LEPOVIC, M., VIDOVIC, D., AND CLARK, L. H. Exponent-

dependent properties of the connectivity index. Indian Journal of Chemistry

41 A (2002), 457-461.

GUTMAN, 1., AND ZHOU, B. Laplacian energy of a graph. Linear Algebra and

its Applications 414 (2006), 29-37.

Hu, Y., Jim, Y., L1, X., AND WANG, L. Maximum tree and maximum value
for the Randi¢ index r_; of trees of order n < 102. MATCH Commun. Math.
Comput. Chem., 55 (2006), 119-136.

Hu, Y., L1, X., AND YUAN, Y. Solutions to two unsolved questions on the
best upper bound for the Randi¢ index r_; of trees. MATCH Commun. Math.
Comput. Chem., 54 (2005), 441-454.

HUCKEL, E. Quantentheoretische beitrage zum benzolproblem. Zeitschrift fiir

Physik, 70 (1931).

JAcoBS, D. P., AND TREVISAN, V. Locating the eigenvalues of trees. Linear

Algebra and its Applications 434, 1 (2011), 81-88.
L1, X., SHI, Y., AND GUTMAN, 1. Graph Energy. Springer, 2012.

L1, X., AND YANG, Y. Sharp bounds for the general Randi¢ index. MATCH
Commun. Math. Comput. Chem., 51 (2004), 155-166.

LiMA, M. S., ALLEM, L. E., AND TREVISAN, V. Double sun with largest

Randié¢ energy. In Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational

and Applied Mathematics (2022), vol. 9.

McCLELLAND, B. J. Properties of the Latent Roots of a Matrix: The Estima-
tion of m-Electron Energies. J. Chem. Phys. 54, 2 (Jan. 1971), 640-643.

94



[34] MEYER, C. D. Matriz Analysis and Applied Linear Algebra. STAM, 2001.

[35] NIKIFOROV, V. The energy of graphs and matrices. Journal of Mathematical
Analysis and Applications 326 (2007), 1472-1475.

[36] PAvLoOVIC, L., AND STOJANOVIC, M. Comment on “solutions to two unsolved
questions on the best upper bound for the Randi¢ index r_; of trees”. MATCH
Commun. Math. Comput. Chem. 56 (2006), 409-414.

[37] PavLoviC, L., SToJANOVIC, M., AND L1, X. More on “solutions to two un-

solved questions on the best upper bound for the Randi¢ index r_; of trees”.

MATCH Commun. Math. Comput. Chem. 56 (2007), 167-182.

[38] RODRIGUEZ, J. A. A spectral approach to the Randi¢ index. Linear Algebra
and its Applications 400 (2005), 339-344.

[39] RODRIGUEZ, J. A., AND SIGARRETA, J. M. On the Randi¢ index and con-
ditional parameters of a graph. MATCH Commun. Math. Comput. Chem. 54
(2005), 403-416.

[40] SHI, L. Bounds on Randi¢ indices. Discrete Mathematics, 309 (2009), 5238~
5241.

95



