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RESUMO

O problema de particionamento consiste, basicamente, em agrupar da-
dos semelhantes e separar aqueles que nao se assemelham e pode ser modelado
matematicamente a partir de grafos. Recentemente, foram publicados diversos re-
sultados tedricos sobre o tema e alguns deles fornecem algoritmos que utilizam o
espectro de uma matriz associada a um grafo para gerar uma particao que auxilia a
demonstrar estes resultados. Tais resultados trazem argumentos tedricos que podem
ser evidéncias de que este algoritmo teria um bom desempenho como método para
encontrar a melhor particao do problema de particionamento. Neste trabalho, pro-
curamos entender o funcionamento de alguns destes algoritmos. Especificamente,
nosso objetivo é compreender os algoritmos obtidos pela demonstracao da cota su-
perior para condutancias de ordem 2, apresentada por Chung [8], e ordem k > 2,
demonstrada por Trevisan [33]. Com relagao a este dltimo, apesar da demonstragao
nao exigir que alguns passos do algoritmo sejam implementados de uma tinica ma-
neira, vamos especifica-los com base na analise dos exemplos em que o aplicamos.
Nestes exemplos, observamos que os algoritmos definidos obtiveram um bom de-
sempenho. Também estudamos o resultado apresentado por Wang et. al [35] sobre
particionamento de arvores em duas classes e propomos uma possivel estratégia para
provar a versao estendida deste resultado para k > 2 classes. Parte desta estratégia
envolve uma versao do resultado [35] estendido para grafos com peso nos vértices,

cuja prova € uma contribuicao original deste trabalho.



ABSTRACT

The clustering problem basically consists of grouping similar data and
separating those that are not similarm, and it can be using graphs. Recently, several
theorical results have been published on this subject, and some of them provide
approximation algorithms that use the spectrum of a matrix associated with a graph
to generate a partition to prove these results. In this work, we try to understand
how some of these algorithms work. Specifically, our objective is to understand
the algorithms obtained for proving an upper bound for partitions into two classes,
presented by Chung [8], and into k-classes, presented by Trevisan [33]. Regarding
the latter, since the proof does not specify how some steps of the algorithm must be
implemented, we will define them based on the analysis of the examples in which we
apply it. We observed that the algorithm performed well on this examples. We also
studied the result presented by Wang et al. [35] about splitting trees into two classes
and we propose a possible strategy to prove an extended version of this result for
k > 2 classes. Part of this strategy involves an extension of a result in [35] extended
to graphs with weights on vertices, whose proof is an original contribution of this

work.

x1



1 INTRODUCAO

Agrupar elementos semelhantes e separar aqueles que nao se asseme-
lham é um desafio nas mais diversas areas, especialmente se ha uma quantidade
expressiva destes elementos. Uma das vantagens em se realizar este tipo de operagao
¢ poder tomar certas decisoes para elementos de um mesmo grupo e decisoes distintas
para aqueles que estao em grupos diferentes. A problemas desta natureza damos o

nome de problemas de particionamento.

1.1 Grafos de Similaridade

O problema de particionamento pode ser visto constantemente em areas
da computacao como ciéncia de dados e mineracao de dados, que foram popula-
rizadas recentemente em razao dos avangos em inteligéncia artificial [2] e machine
learning [38]. O estudo do problema de segmentagao de imagem, que consiste em
incluir numa mesma classe pizels cujas cores possuam tonalidades préximas e separar
aquelas que sao distantes, possui uma quantidade expressiva de resultados inte-
ressantes como os de Shi e Malik [32], Wang e Siskind [36], Liu, Zhao e Jiao [24]
e Zeng et. al [39], entre muitos outros. Além destas, existem outras areas onde
o problema de particionamento é aplicado: no marketing poderao ser oferecidos os
mesmos Servigos para pessoas que possuem um historico de compras semelhantes, na
biologia animais e plantas sao classificados conforme suas caracteristicas e expressoes

genéticas, entre outros exemplos [14].

Saber qual é a melhor forma de classificar dados nao é algo trivial e
o problema pode ser formulado de diversas formas. Uma das maneiras de modelar
esse tipo de problema, que serd o foco deste trabalho, é utilizando um grafo de simi-

laridade, onde cada vértice corresponde a um dado do problema original e as arestas



entre os vértices sao ponderadas conforme o grau de semelhanca entre os dados. O
peso de cada aresta do grafo de similaridade pode ser obtido de diversas maneiras e
hé estudos que avaliam diferentes formas de definir estes pesos, dependendo algumas
vezes do contexto em que estd inserido. Conforme Shi e Malik [32], a utilizacao da
distribuicao Gaussiana como peso das arestas traz bons resultados para exemplos de
segmentacao de imagem. Bajusz [3]| avalia o indice de Tanimoto, o indice de Dice,
o coeficiente de Cosine e distancia de Soergel como possiveis pesos para classificar
impressoes digitais moleculares. Ja definidos os graus de similaridade, além de sim-
plesmente construir o grafo onde o peso de cada aresta é o grau de similaridade entre
os vértices, existem outros métodos de construcao o grafo. Um exemplo é o método
k-nn (k-nearest neighborhoods), proposto por Cover e Hart [9], que considera, para
cada vértice, as arestas que ligam ele aos k vértices com maior grau de semelhanca.
Outro exemplo é o r-neighborhood que, dado um r > 0, desconsidera no grafo as

arestas cujo grau de semelhanca seja menor que r.

1.2 Funcoes de Particionamento

Transformando o problema para um grafo, o objetivo é encontrar a sua
melhor particao, de tal forma que as arestas que incidem em vértices de classes
diferentes possuam pesos mais baixos e as que incidem nos que estao na mesma
classe tenham pesos elevados. Para modelar esse problema como um problema
matematico bem posto, é preciso definir fungoes que medem a qualidade de uma
particao para reescrevé-lo como um problema de otimizacao; a estas fungoes damos
o nome de fungées de particionamento. Seja um grafo G = (V, E) ponderado com
vértices vy, ..., v, e arestas {v;,v;} de peso w;; > 0 cada e seja S C V e E(S) =
{{vi,v;} : vi,v; € S}, as seguintes medidas que nos auxiliardo na definicao de
fungoes desse tipo: |S| é o ntmero de vértices de S; d; = >

vev Wij € 0 grau do

vértice v;; W(G[S]) = Dy, 1 ems) Wis € 0 peso das arestas internas de S; W (S, S) =



D vies,,e5 Wij € 0 peso do corte induzido por S; e vol(S) = 3_, cq

W(S,S) é o volume de S.

A procura de uma funcao de particionamento que possa ser considerada
boa no contexto de segmentagao de imagem, Wu e Leahy [37] definiram a funcao
corte. Dado um grafo G = (V, E) e uma partigao Sy, ..., Sk de V, a fungao corte é
definida por Cut(Sy, ..., Sk) = Zle W (S;, ;) para k > 2 fixo. O problema desta
funcao é que ela favorece particoes com k — 1 conjuntos pequenos e um conjunto
que contenha todos os demais vértices. Por essa razdao, Cox e Zhong [10] definiram
uma funcao, chamada de corte por razao, que soma os cortes entre cada parte e
seu complementar, normalizando-os pela quantidade de vértices que possuem, o
que penaliza conjuntos pequenos. Esta fungdo é dada por RatioCut(Sy, ..., Sg) =

Ek Cut(S; ,E) )

=1 18] Porém, esta funcao nao leva em consideracao o peso das arestas
k2

internas de cada parte, que é uma caracteristica que pode ser importante para
definir a qualidade da partigdo. Para incorporar esse elemento, Shi e Malik [32]

definiram o corte normalizado como RatioCut(S}, ..., Sx) = S~ %&1‘?)

E possivel notar que para cada uma dessas funcoes a quantidade de
classes ja é conhecida e, além disso, quanto menor o seu valor, melhor a qualidade
da particao. Sabendo disso, podemos concluir que o problema de particionamento
descrito inicialmente consiste, para grafos, em problemas de minimizacao, onde que-
remos encontrar a particao que retorna o menor valor possivel para determinada
fungao de particionamento. Em outras palavras, dado um grafo G = (V, E), seja
F : Pg(k) — R uma fungao de particionamento de G, onde Pg(k) é o conjunto de
todas as partigdes de V' em k partes. Queremos encontrar a particao {4y, ..., Ax}

que satisfaga

F(Al,...,Ak): min F(Sl,,Sk)
S1,..,SkEPG (k)

Outra funcao de particionamento muito importante é a condutancia.

Dado um grafo G = (V, E) e k > 2 subconjuntos Sy, ..., S, C V disjuntos e nao



vazios, a condutancia de S, ..., Sy € dada por

O (51, ., S) = Sk vol(S)

Assim como os problemas Cut, RatioCut e NCut, o da condutancia consiste em
encontrar a solucao do problema de minimizacao da funcao para um k > 2 fixo. A
este valor minimo de condutancia damos o nome de condutancia de G de ordem k,

definida por
da(k) = min  ¢a(St, ..., Sk).

S1,...,5k disjuntos

Conforme demonstracgoes apresentadas nos trabalhos de Wang e Siskind
[36] e Shi e Malik [32], os problemas de otimizagao das fun¢oes RatioCut e NCut

sao NP-dificeis, ao contrario do problema Cut que é polinomial.

Vale ressaltar que, apesar de, neste trabalho, sempre tratarmos o niimero
k de conjuntos na particao como um dado do problema, definir o niimero ideal de

conjuntos é um problema fundamental de dados reais, que motiva ampla pesquisa.

1.3 Problemas Relaxados

Na Teoria Espectral de Grafos, os autovalores e autovetores de matrizes
relacionados ao grafo, como por exemplo a de adjacéncias, a laplaciana e a laplaciana
normalizada, poderao trazer resultados interessantes sobre um grafo. Alguns estudos
se preocupam com a aplicacao da Teoria Espectral em ciéncias especificas, como a
quimica [17] e biologia [4]. Em outras situagoes, a preocupac¢ao com propriedades
estruturais de um grafo é maior, como o resultado classico de Teoria Espectral que
diz que o numero de componentes de um grafo é igual a multiplicidade do menor
autovalor da matriz laplaciana do grafo, que é 0 [1]; o mesmo vale para a matriz

laplaciana normalizada.

No caso de particionamento de grafos, a Teoria Espectral aparece em

métodos que podem ser utilizados para tentar resolver um problema de particio-

4



namento. Os argumentos que medem a qualidade destes métodos sao tipicamente
empiricos e ainda nao sao perfeitamente compreendidos de um ponto vista rigoroso

matematico.

Em alguns casos, descrever um problema matematico que se aproxime
do problema de particionamento original pode sugerir um método para resolver este
problema. Luxburg [34] apresenta demonstragoes que provam que os problemas de
minimizacao das funcoes RatioCut e NCut podem ser reescritos como problemas de
otimizacao, onde a fungao objetivo é uma forma quadratica positiva semidefinida
cujas variaveis satisfazem restrigoes lineares, mas possuem carater discreto. Como
estes também sao problemas dificeis de serem resolvidos, uma estratégia muito utili-
zada para encontrar uma aproximacao da solugao do problema original é observar a
resposta do mesmo problema de otimizagao, porém removendo o requisito de que as
solugoes estejam restritas a um conjunto discreto; dizemos que este é uma relaracao
do problema original. Apesar da relaxacao garantir cotas inferiores para o peso de
uma partigao 6tima, sabe-se que a razao (gap) entre as solugoes Gtimas do problema
original e do problema relaxado pode ser grande. Além disso, obter uma partigao a

partir da solucao 6tima do problema relaxado também é um desafio.

Aplicando o Teorema de Rayleigh-Ritz (que é assunto do Capitulo 2),
é possivel verificar que as relaxacoes dos problemas RatioCut e NCut tém como
solugao a matriz F' cujas colunas sao os k autovetores associados aos £ menores au-
tovalores das matrizes laplaciana, no problema RatioCut, e laplaciana normalizada,
no problema NCut. Pela forma como foram definidas as restrigoes do problema
original, é possivel notar que h& uma relacao entre cada linha de F' com um vértice
do grafo G. Por essa razao, o que se faz é escolher algum método que decida como
classificar as linhas de F' em k conjuntos disjuntos nao-vazios, o que implicaria numa
classificacao dos vértices de G em k classes de uma particao de V. Métodos como

estes, que classificam os vértices de um grafo conforme informacoes obtidas a partir



do espectro de uma matriz relacionada a ele, serao chamados, neste trabalho, de

estratégias espectrais para particionamento de grafos.

Existem estudos, como os de Ng, Jordan e Weiss [29], que propdem es-
tratégias espectrais até entao nao conhecidas ou demonstram resultados com garan-
tias sobre a qualidade do particionamento encontrado. Estudos como os de Dhillon,
Guan e Kulis [13], Damle, Minden e Ying [6], Chakraborty ¢ Das [11] e Frénti e
Sieranoja [16], por exemplo, propoem alternativas de estratégias que utilizam um
algoritmo de clustering popularmente utilizado e que serd definido no Capitulo 3:
o algoritmo das k-médias. E bom enfatizar que a avaliacao das estratégias espec-
trais ocorre muitas vezes com argumentos de carater empirico - nesse caso, podemos
denominé-las de heuristicas espectrais -, mas também existem estratégias cujos ar-
gumentos que defendam o seu desempenho tém fundamentacgao tedrica - nesse caso,

serao chamadas de algoritmos de aprorimacgao espectrais.

1.4 Desigualdade de Cheeger

Fiedler [15] apresenta resultados importantes em relacdo ao segundo
menor autovalor da matriz laplaciana, chamado também de conectividade algébrica.
Um exemplo destes resultados é que a conectividade algébrica ¢é igual a zero se,
e somente se, o grafo é desconexo. Além da conectividade algébrica, é possivel
verificar que este resultado vale também quando o segundo menor autovalor da
matriz laplaciana normalizada também for igual a zero. Este resultado pode ser
facilmente verificado observando a desigualdade classica demonstrada por Cheeger
[7] que relaciona a condutéancia de ordem 2 com o segundo menor autovalor da matriz
laplaciana normalizada Ay. Para um grafo G, a Desigualdade de Cheeger de ordem

2 afirma que

- < 6c(2) < V2.



Pela definicdo de condutancia, podemos concluir com este resultado que, se Ay é
? 9
pequeno o grafo necessariamente possui um corte esparso, enquanto que se Ay é

grande o grafo nao possui corte esparso.

Estudos recentes trouxeram versoes desta desigualdade para ordem £k >
2. De forma geral, temos que, para um grafo G, a Desigualdade de Cheeger de ordem
k > 2 é dada por

Ak

<66k < C )V

onde A é 0 k-ésimo menor autovalor, C' > 0 é uma constante absolutae f : {2,...,n—

1} — R é uma fungao.

A fungao f mencionada na Desigualdade de Cheeger de ordem k aparece
de vérias formas na literatura. Lee, Gharan e Trevisan [22], por exemplo, mostram
esse resultado para f(k) = k?. Outros resultado sao mais fracos, porém sao menos
complexos de provar, como é o caso das notas de aula de Trevisan [33], onde o
resultado é demonstrado para f(k) = k*5. Normalmente, essas cotas superiores
sao demonstradas com provas construtivas, que fornecem um algoritmo espectral
que retorna uma particao, nestes casos podendo entao ser definido um algoritmo de

aproximacao espectral a partir da construgao da prova.

Assim como a Desigualdade de Cheeger de ordem 2, a de ordem k pode
ser utilizada para derivar resultados classicos sobre a conectividade do grafo. Note,
por exemplo, que se a multiplicidade de 0 como autovalor for pelo menos k, entao o

grafo possui pelo menos k componentes.

1.5 Objetivos e Organizacao do Trabalho

O objetivo deste trabalho é procurar entender alguns métodos utilizados
para resolver o problema de particionamento para os quais existem argumentos

tedricos que evidenciam o seu bom desempenho. Basicamente, iremos investigar dois
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tipos de métodos que possuem estas caracteristicas. O primeiro deles esta ligado ao
fato da particao étima para uma determinada classe de grafos ter propriedades que
permitem que haja um método que resolva o problema de particionamento em tempo
polinomial. O segundo se refere a métodos que utilizam o espectro de uma matriz
associado ao grafo do problema e que sao obtidos a partir de uma demonstracao de

um resultado tedrico rigoroso.

Sobre o primeiro tipo, estudamos o resultado apresentado por Wang et.
al [35], que diz que a melhor particdo em duas classes de uma arvore utilizando a
fungao NCut garante que o grafo induzido de cada uma de suas classes é conexo.
Eles afirmam que o resultado também vale para k& > 2 classes, porém nao demons-
tram esse fato e nem citam referéncias. Propomos neste trabalho uma possivel
estratégia de demonstragao para este resultado utilizando inducao. Para prosseguir
com esta estratégia, ¢ necessario utilizar uma versao do resultado de [35] estendido
para arvores com pesos em seus vértices, cuja demonstracao é uma contribuicao

original deste trabalho.

Sobre o segundo tipo, serao estudados os algoritmos espectrais de apro-
ximacao fornecidos pelas demonstragoes das desigualdades de Cheeger de ordem 2 e
k > 2. Como em alguns momentos a demonstragao nao é especifica sobre os passos
a serem realizados, propomos algumas decisoes a serem tomadas no decorrer dos
algoritmos e utilizamos alguns exemplos praticos para ilustrar que essas decisoes

podem ser boas.

O trabalho ¢ dividido em quatro capitulos, além da introdugao. No
Capitulo 2, serao apresentadas definicoes e resultados preliminares das areas de
Algebra Linear, Teoria de Grafos e Teoria Espectral de Grafos, além de outros re-
sultados mais técnicos, que serao uteis para o restante do trabalho. No Capitulo 3,
definimos as fungoes Cut, NCut e RatioCut e apresentamos alguns problemas relaci-
onados a elas. No Capitulo 4, apresentamos as desigualdades de Cheeger de ordem 2

e k > 2 estudadas neste trabalho e os algoritmos obtidos através das demonstracoes



destas desigualdades. No Capitulo 5, serao apresentadas as consideragoes finais e

ideias para trabalhos futuros.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo serao introduzidos alguns conceitos e resultados funda-
mentais e especificos das areas de Teoria de Grafos, Algebra Linear e Teoria Espectral
que serao lteis para a compreensao e demonstracao de resultados mais avancados
apresentados nos capitulos seguintes. Por completude, incluimos todos os principais
conceitos utilizados nesse trabalho, inclusive alguns que ja foram definidos na in-
troducao. Além disso, incluimos uma se¢ao com resultados técnicos que serao tuteis
em demonstragoes dos préximos capitulos. Por fim, definiremos um modelo proba-
bilistico utilizado para justificar um passo de um algoritmo que sera enunciado no

Capitulo 4.

2.1 Teoria de Grafos

Nesta secao, veremos alguns conceitos basicos sobre grafos, encontrados
em [5], que serao tratados no decorrer deste trabalho. Além disso, introduziremos

algumas notacoes que serao utilizadas posteriormente.

Um grafo G = (V,E) é um par de conjuntos finitos V' e E, onde V
é formado por elementos arbitrarios chamados vértices e F é um subconjunto do
conjunto de todos os possiveis pares nao-ordenados de vértices distintos (se {u,v} €
E, entdao u,v € V e u # v). Aos pares {u, v} damos o nome de arestas. Dizemos que
um vértice u é adjacente a um vértice v se existe a aresta {u,v} € F; além disso, a
aresta {u,v} é dita incidente em vértices u e v. Note que, conforme essa definicao,
neste trabalho serao desconsiderados os grafos que possuam arestas multiplas, lagos

ou que sejam orientados.

Com o objetivo de obter uma melhor compreensao dessas estruturas,

podemos visualizar os grafos como pontos, que representam os vértices, e ligacoes
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entre pontos, que sao as arestas. Quando for conveniente, podemos enumerar todos
os vértices do grafo, como por exemplo definindo o conjunto de vértices como V =

{v1, ..., v, }. Vejamos um exemplo deste tipo de representacao na Figura 2.1.

V. V.

Vg

Figura 2.1: Exemplo de grafo

Um grafo G = (V, F) pode ser visto como um grafo ponderado se existir
uma funcao w : E — R que associa cada aresta a um valor nao negativo. Deno-
taremos w;; como o peso da aresta incidente nos vértices v; e v; e, por simplicidade,
consideraremos w;; = 0 caso v; e v; nao sejam adjacentes. Quando quisermos tra-
tar de um grafo nao ponderado no contexto de grafos ponderados, consideraremos
a funcao peso que atribui w;; = 1, caso v; e v; sejam adjacentes, e w;; = 0, caso

contrario.

Para dois conjuntos, nao necessariamente disjuntos, A, B C V, o con-

junto de arestas entre os vértices de A e os vértices de B é o conjunto
E(A,B) = {{vi,v;} :v; € Aev; € B}.

E possivel definir o peso das arestas entre A e B como

W(AB) = > wy

{’l)i,’l)j}GE(A,B)
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Outro conceito importante é o do grau de um vértice. Dado um grafo

G de vértices vy, ..., v,, definimos o grau do i-ésimo vértice como
di = Z wij.
J#1

Note que, no caso em que o grafo nao é ponderado, o grau do vértice é simplesmente
a quantidade de arestas incidentes a ele. Conhecendo o conceito do grau de um
vértice, é entao possivel definir um tipo especial de grafo que sera utilizado em
alguns resultados deste trabalho. Dado um grafo G e um inteiro nao-negativo d,
dizemos que G é d-regular se todos os seus vértices tém grau d. Na Figura 2.2

vemos um exemplo de um grafo 3-regular.

Figura 2.2: Exemplo de Grafo 3-regular

A seguir veremos duas defini¢oes que poderao ser aplicadas para o con-
junto de vértices V' de um grafo G = (V| F) e possuem relacao direta com os estudos

realizados neste trabalho.
Defini¢ao 2.1. Dado um conjunto V', dizemos que P = {51, ..., Sx} € uma parti¢cio
de V' se, para quaisquer i e j tais que i # j, as sequintes afirmagoes sao satisfeitas:
(1) S; € nao vazio (S; # @);
(2) Si e Sj sao disjuntos entre si (S;N.S; = @);

9 Gs-v.

Neste caso, dizemos que Si, ..., Sy sdo as k partes (ou classes) de P.
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Na Figura 2.3 temos um exemplo de particao do conjunto de vértices
do grafo da Figura 2.1. Neste exemplo vemos uma particao em trés partes S, =
{v1,v3,v5,v8} (vértices em verde), Sy = {vy, vs, v7} (vértices em azul) e S3 = {va, vg }

(vértices em vermelho).

Figura 2.3: Exemplo de uma partigao do conjunto de vértices do grafo

Na teoria de grafos, existem também defini¢coes que classificam certas
estruturas de um grafo G = (V, F). Um passeio de G é uma sequéncia de vértices
intercalada com uma sequéncia de arestas, onde cada aresta é precedida e sucedida
por seus vértices incidentes. Um caminho entre u,v € V é um passeio que nao
contem vértices e arestas repetidas e seu primeiro e tltimo elemento sao u e v. Um
ciclo de GG é um passeio sem vértices e arestas repetidas, exceto pelo primeiro e

ultimo vértice de sua sequéncia, que sao exatamente 0os mesmos.

Um grafo G = (V| E) é dito conezo se, para quaisquer u,v € V dis-
tintos, é possivel obter um caminho entre u e v. Caso existam dois vértices que
nao satisfacam essa condicao, entao G é dito desconero. E possivel verificar, por

exemplo, que os grafos das figuras 2.1, 2.2 e 2.4 sao conexos.

A partir de um grafo G = (V, F) podemos gerar um subgrafo G' =
(V' E") tal que V! C V e E' C E. Um subgrafo dito subgrafo induzido de G caso ele
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contenha todas as arestas {u,v} € E tais que u,v € V'. Denotaremos o subgrafo
induzido G’ por G[V’]. Um subgrafo induzido G’ = (V', E') é dito componente de G
se G' é conexo e se, para qualquer v € V' \ V', o subgrafo induzido de G, = (V,/, E),

onde V) = V' U {v}, é desconexo.

Existem grafos que sao classificados conforme alguma estrutura es-
pecifica que ela possui. Uma drvore, por exemplo, é um grafo conexo que nao
possui nenhum ciclo e uma floresta é um grafo cujas componentes sao todas arvores.
Seja G = (V, E) uma floresta, é possivel verificar que a quantidade de arestas de
G éigual a |V| — k, onde k é o nimero de componentes de G. Em particular, se
G também ¢ arvore, a quantidade de arestas é |V| — 1. Na Figura 2.4 vemos um

exemplo de arvore.

8 Vg

Vis Yig

Figura 2.4: Exemplo de Arvore

2.2 Algebra Linear

Nesta secao serao introduzidos alguns conceitos e resultados da area

de Algebra Linear. Aqueles de facil compreensao e amplamente utilizados serao
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enunciados no inicio desta secao e podem ser encontrados em livros como o de Lang
[21]. No final desta segao, veremos alguns resultados mais avangados, aplicados para

problemas mais especificos.

Antes de serem apresentados os conceitos e resultados, é importante
apresentar algumas notacoes que serao utilizadas neste trabalho. A primeira delas
é do produto interno usual entre dois vetores u = (uq, ..., u,) € v = (vy, ..., v,) per-
tencentes ao espaco vetorial R”, dado por (u,v) = >"""  w;v;. Também escrevemos
u L v quando os vetores ortogonais entre si, ou seja, satisfazem (u,v) = 0. A
notagao para o suporte de um vetor v, que é o conjunto dos indices ¢ tais que v; # 0,
é dado por supp(v). E importante notar que dois vetores u,v € R™ de suporte
disjunto sao ortogonais entre si. O vetor 1 € R" é aquele cujas coordenadas sao
todas iguais a 1. Também utilizamos a notacao Span{uy, ..., ux} para o subespago
R™ gerado pelos vetores uy, ..., ur € R™, ou seja, o conjunto de todos os vetores que

podem ser escritos como uma combinacao linear dos vetores uy, ..., Uy.

O conceito seguinte definira o trago de uma matriz quadrada.

Definicao 2.2. Definimos o trago de uma matriz quadrada M € R™™™ como

n

tr(M) = (M),

=1

onde (M);; € o i-ésimo elemento da diagonal principal de M.

Existem valores e vetores com propriedades especiais em relagao a uma

matriz quadrada. Tais valores e vetores serao definidos a seguir.

s

Definicdo 2.3. Seja uma matriz quadrada M € R™™, dizemos que \M) € C ¢
autovalor de M se existe um vetor v.e C*, v # 0, tal que Mv = XM ; neste caso,

v é dito autovetor associado a M)

Seja M € R™™ e I a matriz identidade de ordem n. A partir do

determinante det(z - [ — M), onde z € R é indeterminado, é possivel obter um
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polindmio de grau n conhecido como polinomio caracteristico da matriz M. O
conjunto das raizes deste polinomio é exatamente o conjunto dos autovalores de
M e a ele damos o nome de espectro de M. Neste trabalho, denotamos spect(M)
como o multiconjunto de autovalores de M, onde o nimero de vezes em que cada
autovalor aparece ¢ igual a sua multiplicidade como raiz do polinémio caracteristico.
(M)

O subespaco vetorial formado pelos autovetores de M associados ao autovalor A

e o vetor nulo, denotado por 0, é chamado de autoespaco de M associado a XM,

Na secao de Teoria Espectral dos Grafos, veremos que um grafo pode

ser associado a diversas matrizes e muitas delas tém a seguinte propriedade.

Definicao 2.4. Uma matriz quadrada M € R™™ é simétrica se, para quaisquer i, j,

temos (M)z] = <M>ﬂ

O seguinte teorema traz resultados que caracterizam os autovalores e
autovetores de uma matriz simétrica. Sua demonstracao pode ser encontrada em

[21, Theorem 3.2 pg. 214, Theorem 4.3 pg. 219].

Teorema 2.5. Seja M € R™™" simétrica. Entao as sequintes afirmagoes sao validas:

(1) M possui n autovalores reais AN A (nao necessariamente dis-

tintos);

(2) Seu ev sao autovetores associados a autovalores distintos de M, entdo

(u,v) =0;

(8) Existe um conjunto uy,...,u,, onde w; € autovetor correspondente ao
M : .
autovalor )\E ) mencionado no item (1), que forma uma base ortonor-

mal de R™.

Com o item (1) do Teorema 2.5 conclui-se que é possivel ordenar os
autovalores de uma matriz simétrica M. Sendo assim, para M simétrica utilizare-

mos, no decorrer deste trabalho, vq,...,v, para denotar os autovetores associados

16



aos autovalores )\gM) <-.. < A&M), respectivamente. Além disso, pelo item (3), é
possivel afirmar que a dimensao do autoespaco referente a um certo autovalor de M

¢ exatamente igual a multiplicidade do respectivo autovalor.

A seguir serao enunciados alguns resultados mais avangados da area de
Algebra Linear. Para compreendé-los, antes definiremos a seguinte funcao que serd

constantemente utilizada nos resultados deste trabalho.

e

Definicao 2.6. O Quociente de Rayleigh associado a wma matriz M € R™™"™ € a

fungdo Ry : R\ {0} — R dada por

_y'My (y,My)
Ruy) = "grg™ = y,y)

E f4cil verificar que, para qualquer a € R néo nulo, vale Ry/(« - x) =

RM(X)

Um dos resultados sobre o quociente de Rayleigh é o préximo teorema,
que possui relagao com o problema de otimizacao da funcao RatioCut, conforme
serd visto no capitulo 3. A prova de sua versao generalizada pode ser encontrada

em [18, Theorem 4.2.2 pg. 234].

Teorema 2.7 (Teorema de Rayleigh). Seja M uma matriz real e simétrica de ordem
n com autovalores )\gM) <. < )\%M) correspondentes aos autovetores uy, ..., Uy, €S-
pectivamente, que formam uma base ortogonal. Tomando k € {1,...,n} e definindo
W, = Span{ug.y,...,u,} e W_ = Span{uy,...,ux_1}, temos as sequintes afirma-

coes:

(a)

AM = max  Ryly). (2.1)
y;éOeyEWi

Além disso, se um vetor u satisfaz a igualdade em (2.1) entdo u é

‘ M
autovetor associado a )\](g );
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(b)
AM = min Ryly). (2.2)

y#0 e yeWt
Além disso, se um vetor u satisfaz a igualdade em (2.2) entio u €

. M
autovetor associado a )x,i ).

Sera visto também no decorrer deste trabalho que o seguinte teorema
possui relagao com o problema de otimizacao do NCut. Sua demonstracao pode ser

encontrada em [28, Theorem 13 pg. 238].

Teorema 2.8 (Teorema de Rayleigh-Ritz). Seja M uma matriz real e simétrica de
ordem n com autovalores )\gM) <0< /\%M) correspondentes a autovetores uy, ..., U,

ortonormais, respectivamente. Para k < n, temos as sequintes afirmagoes:

(a)

min tr(YTMY) = A§M) +--+ )\,(CM).
YeRnxkeYTY =]

A igualdade é atingida quando as colunas de'Y geram Span{ui, ..., ux};

(b)

max  tr(YTMY) =AM 4 A0
YeRnxkeYTY =] n—hktl "

A igualdade € atingida quando as colunas de’Y geram Span{u,_i1,...,u,};

Um teorema semelhante ao de Rayleigh é o de Courant-Fischer, que sera
utilizado para demonstrar um resultado importante mais adiante neste trabalho. Sua

demonstracgao pode ser encontrada em [18, Theorem 4.2.6 pg. 236].

Teorema 2.9 (Courant-Fischer). Seja M uwma matriz real e simétrica de ordem n
com autovalores /\§M) <. < )\%M) correspondentes a autovetores uy, ..., u,, ortonor-

mais, respectivamente. Para k € {1,....,n}, definimos Wy, o conjunto dos subespagos

de R™ de dimensao k. Entao vale:
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(a)

A = min max Ry (y);
WEW), yeW e y#0 ),

A = i R[\{ y).

As duas igualdades sao atingidas quando 'y = uy.

2.3 Teoria Espectral dos Grafos

A Teoria Espectral de Grafos consiste em analisar propriedades estru-
turais dos grafos analisando o espectro de matrizes associadas a eles. Conforme
[12], o estudo dessa drea teve inicio em 1931 com o trabalho de Hiickel em Quimica
Quantica, porém ela comecou a ser a vista de forma mais explicita como uma area
da matematica em 1971 com a tese de doutorado Cvetkovi¢. Hoje em dia, a Teoria
Espectral é muito estudada em diversas aplicagoes e o particionamento de grafos
¢ uma delas. Nesta secao sao definidas algumas matrizes associadas ao grafo, in-
cluindo as matrizes laplaciana e laplaciana normalizada, que possuem ligacao com o
problema de particionamento de grafos e apresentadas algumas propriedades destas

matrizes que sao importantes para provarmos os resultados dos capitulos seguintes.

Primeiro, é importante conhecer outras duas matrizes relacionadas ao
grafo para que possamos definir as matrizes laplaciana e laplaciana normalizada.
Dado um grafo G = (V, E) com vértices vy, ...,v, e fun¢do peso w : E — Ry,
definimos sua matriz de adjacéncias A de tal forma que para cada i, distintos
temos (A);; = w;;, onde w;; é o peso da aresta {v;,v;} caso v; e v; sejam adjacentes
e w;; = 0 caso contrario. Além disso, definimos sua matriz de graus D como uma
matriz diagonal onde para cada i tem-se que (D);; é igual ao grau do vértice v;,
denotado por d;. Com a definicao destas duas matrizes, serda possivel entender

aquelas cujas definigoes virao a seguir.
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Defini¢ao 2.10. Dado um grafo ponderado G = (V,E) com vértices vy,...,v, €
funcao peso w : E — Ryq, definimos sua matriz laplaciana L = D — A, ou seja,

(L)ij = —wy sei#j e (L)y = d;.

A matriz laplaciana é simétrica e, por essa razao, se enquadra nos re-
sultados enunciados na segao (2.2), como o fato de possuir somente autovalores reais

e seus autovetores serem ortonormais.

Vejamos a seguir quais sao as matrizes de adjacéncias, de graus e lapla-

ciana do grafo representado na Figura 2.5.

V.

1

Figura 2.5: Exemplo de Grafo

-01110- -30000-
10101 03000
A=l11010|D=]00300
10101 00030
_01010_ _00002_
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3 -1 -1 -1 0
-1 3 -1 0 -1
L=D-A=| -1 -1 3 -1 0
-1 0 -1 3 -1
i 0 -1 0 -1 2_

A proposicao seguinte traz uma propriedades da matriz laplaciana que
serd importante para um resultado obtido neste trabalho. Sua demostracao pode

ser encontrada em [34, Proposition 1 pg. 4].

Proposicao 2.11. Seja a matriz laplaciana L de um grafo G = (V, E) com vértices
Vi, ..., Vi € funcao peso w : B — Ryy. Para todo vetor £ € R" tem-se
T IS 2
ij=1
Apesar da matriz laplaciana estar envolvida em resultados importantes

no particionamento de um grafo, a matriz relacionada ao grafo que sera definida a

seguir tera importancia maior neste trabalho.

Defini¢ao 2.12. Dado um grafo ponderado G = (V, E) com vértices vy, ..., v, ndao
1solados e funcgao peso w : E — Ry, definimos sua matriz laplaciana normalizada
de G como L = D 'V2LD~1/? = [—-D=Y2AD~'2_ Portanto, temos que os elementos
de L sao

1 set =]

—Téﬁsei%j e {vi,v;} €E
id

0 sei#j e {v,v} ¢FE

(L)

Assim como a matriz laplaciana, a laplaciana normalizada também é

simétrica e por isso se enquadra nos resultados enunciados na Se¢ao2.2. Note que a

1/2

existéncia de D™'/* esta condicionada ao grafo nao possuir vértices isolados.
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Na equagao (2.3) temos a matriz laplaciana normalizada do grafo da

Figura 2.5.
(B 0 0 0
0 ¥ 0 0

L =10 0 ¥ o
0 0 0 ¥
0 0 0 0
BRI
=+ 1 3o

L= |3 31 3
3 003 1
o %0 3
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Um fato importante sobre as matrizes relacionadas ao grafo, como é

o caso da laplaciana e da laplaciana normalizada, é que normalmente nao ha uma

unica maneira de representar um grafo com esses tipos de matrizes. No grafo da

figura 2.5, por exemplo, poderiamos tomar a matriz laplaciana normalizada

I
1303
L=|0 % 1 7 0
0313
EE R
se reordendssemos os vértices como {uy, ug, ug, ug, us}, onde ug = vy, us = v3 e

u; = v; para os demais vértices. Como uma reordenacao dos vértices produz uma

matriz que pode ser obtida da matriz original através da permutacao de linhas e das

respectivas colunas, duas matrizes que diferem apenas pela ordenacao dos vértices

do grafo sao matrizes similares e, por isso, possuem os mesmos autovalores. Lembre
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que duas matrizes M e N de ordem n sao similares se M = PNP~!, onde P é uma
matriz invertivel de ordem n. No caso dos autovetores, um autovetor de uma das
matrizes pode ser transformado em um autovetor da outra (associado ao mesmo
autovalor) reordenando as coordenadas conforme a reordenacao dos vértices. Isso
mostra que é possivel reordenar os vértices do grafo quando for conveniente, pois o

espectro da matriz associada a ele nao se altera.

Como nas matrizes associadas ao grafo vistas até este ponto as linhas e
colunas sao indexadas pelos vértices do grafo correspondente, é natural associar as
coordenadas de um vetor de R™ ao respectivo vértice no grafo. Outros vetores cujas
coordenadas sao indexadas conforme ordenacao dos vértices serao apresentados na
definicao e proposicao seguintes.

Definigao 2.13. Seja um grafo G = (V, E) com vértices vy, ..., v, e um subconjunto

S C V. O vetor indicador 1s = (fi, ..., fn) € tal que, para cada i = 1,...,n, temos

1 sev; €8
0 sev; ¢S

fi=

A proposicao seguinte é um resultado que vale nao sé para matriz la-
placiana normalizada, conforme enunciada, mas também para a laplaciana. Sua

demonstragao pode ser encontrada em [34, Proposition 4 pg. 6.

Proposicao 2.14. Seja um grafo G = (V, E) e L a sua matriz laplaciana norma-
lizada. A multiplicidade k do autovalor O de L € igual ao nimero de componentes
S1, ..., Sk no grafo e, além disso, o autoespaco do autovalor 0 é gerado pelos vetores

indicadores DY?1g, , ..., DY*1g, dessas componentes.

Assim como a matriz laplaciana, a laplaciana normalizada também tem
propriedades que serao importantes para demonstracao de resultados no capitulos
seguintes. O item (1) desta proposi¢ao é uma consequéncia da Proposicao 2.14; o
item (2) é uma consequéncia do resultado encontrado em [8, Equation 1.1 pg. 3] e;

o item (3) é uma consequéncia do item (2) desta proposicao e o Teorema 2.7.
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Proposicao 2.15. Seja £ a matriz laplaciana normalizada de um grafo G com
vértices vy, ..., v, e M, ... u™ os autovetores associados, respectivamente, aos seus

autovalores /\gﬁ) < < A& Portanto as sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

(1) uY) = D21 ¢ autovetor associado ao autovalor )\gﬁ) =0;

(2) Seja o vetor x = (x4, ..., z,) nao nulo. Se G é d-reqular, entao

o Z{viﬂ)j}EE(mi - l‘])2 .
iy

(3) Para qualquer vetor x = (x1, ..., z,) ndo nulo vale

Rg (X)

2
)\(ﬁ) — min Z{’L}i,’u]'}eE<xi o x])

n 9
xLD1 Zj:l xjdj

Além disso, a igualdade é atingida quando x = D~'/?u(® |

2.4 Resultados Técnicos

Nesta secao veremos resultados mais técnicos que sao utilizados em
provas da Se¢ao 2.5 e nos capitulos 3 e 4. Alguns deles sao resultados bastante
conhecidos e suas demonstragoes podem ser encontradas em [21] e [23]. Outros sao
muito especificos para situagoes descritas neste trabalho que serao provados nesta

secao.

Os treés teoremas seguintes trazem trés desigualdades bastante conheci-

das: a de Bernoulli, a de Cauchy-Schwarz e a triangular.

Teorema 2.16 (Desigualdade de Bernoulli). Sejam d > —1 e k > 0 inteiro, entdo

vale

(1+d)" > 1+ kd.

Teorema 2.17 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer vetores u,v €
R™, temos que

[(w,v)| <ful-|v].
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De forma equivalente a desigualdade de Cauchy-Schwarz, também é

possivel afirmar que, dados os conjuntos {z;}™, e {y;}/,, temos que

A desigualdade triangular é uma consequéncia da de Cauchy-Schwarz

e serd enunciada no corolario seguinte.

Corolario 2.18 (Desigualdade Triangular). Para quaisquer vetores u,v € R", te-
mos que

[[[all = [IvlIT < fla = ]} < flafl + [v].

Outras duas desigualdades que serao importantes para provar alguns

resultados deste trabalho, envolvendo médias, serao enunciados nos lemas seguintes.
m

Lema 2.19. Seja o conjunto {%} comx; >0, y; >0Vie{l,..,m}, temos que
i) i=1

m
. ZT; o=l Ly
min - > < max - .
Yi ) i=1 Sy Yi ) i=1

i=1

Lema 2.20. Dadas fungoes f,g : R — R, onde g(x) > 0 para qualquer x € R, e

dado um numero real m > 0, existe 0 <t < m tal que

£ Jy s
9(t) = Jy g(x)dx’

Os seguintes lemas auxiliam na demonstracoes de alguns resultados.
Como sao utilizados especificamente para desenvolver a prova dos resultados dos

capitulos seguintes, iremos demonstra-los nesta secao.

Lema 2.21. Seja um grafo G = (V, E) com vértices vy, ...,v, e D sua matriz de

graus. Seja um vetor x L D1, entao

2 . 2
E z7d; = min x;, —c)°d;.

v ceR ( ! ) !
Vi Vg

25



Demonstracao. Se x 1 D1, entao Zvi x;d; = 0. Considere
Z(JﬁZ —c)d; = Z(mf — 2mic + *)d;

’ = UfodZ + Z Ad; — 2cz rid; = Z x?d,; + Z 2d;.
Portanto min.cg > (7; — ¢)?d; ¢é atingido quando ¢ = 0. Logo concluimos que
> Tidi = minceﬂgizvi (x; — ¢)?d;. O

Lema 2.22. Seja G = (V, E) um grafo cujas arestas {v;,v;} tem peso w;; e cada
vértice v; tem grau d;. Dado um vetor y € R" onde, para cada i = 1,...,n, a

coordenada y; estd associada ao vértice v;, podemos afirmar que

Z wii(y; + y;)* < 2 Z diy;.

{Ui,’t)j}EE v; eV
Demonstracao.
2 Z diy; — Z wij (i + yj)2 =2 Z iy} — Z wz’j(!/? +2yy; + %2)
v, eV {vi,v;}€E v, eV {vi,v;}€E
=2 Z diy? — Z diy} — Z wi; (2y:y;) = Z iy — Z wi; (2y:y;)
v, €V v, €V {vi,vj}EE v, EV {’Ui,’l)j}EE
= Z wi (= 2415 + y7) = Z wij(yi — y5)* > 0.
{vi,v;}eE {vi,v;}€E

Portanto, conclui-se que

Z wi(yi + y;)? < 2 Z diy?.

{vi,vj}GE v; EV

2.5 Modelo Probabilistico

Em uma das provas do capitulo 4 é utilizado um argumento proba-

bilistico para demonstrar um resultado importante. Como isso é feito em um con-

26



texto especifico, mas envolve um espaco de probabilidade continuo com probabili-
dade uniforme, as definigbes necessarias serao apresentadas para uma classe parti-
cular de espacos, evitando mencao a conceitos da Teoria da Medida. Tais defini¢oes
serao dadas nesta se¢ao e foram retiradas do livro de James [19], sofrendo alteragoes
especificas para o nosso contexto. No final desta secao, descreveremos o espaco de
probabilidade especifico de que trataremos e os resultados que utilizaremos sobre

ele.

Dado um experimento realizado sob certas condigoes fixas, chamamos
de espago amostral, denotado por €2, o conjunto de todos os possiveis resultados para
este experimento. O espaco amostral pode ser tanto de carater discreto, quando 2
é finito ou enumeravel, quanto continuo, que neste modelo probabilistico conside-
raremos somente o caso em que ) é uma regiao do espaco R, para k > 1 inteiro. Um
exemplo de espago amostral discreto é o conjunto de todos os resultados possiveis
de um arremesso de um dado comum (2 = {1,2,3,4,5,6}); no caso do continuo, a
escolha de um ndmero real entre 0 e 1 (2 = (0,1)). Outro conceito importante é o

de evento do espaco amostral, que se trata de um subconjunto A C €.

Todo A C 2 esta associado a um numero real ndo negativo P(A),
chamado de probabilidade de A, que deve satisfazer as seguintes propriedades: (1)
P(©2) = 1 e; (2) dados os eventos disjuntos Ay, ..., 4, C , entao P(J._ , 4;) =
v P(A;). Intuitivamente, a probabilidade associada a um evento indica com
que frequéncia o evento A ocorre em relacao ao espaco amostral. A essa altura
podemos definir o modelo matemético (€2, P) que representa um experimento de
espaco amostral €2 e probabilidade P; a este modelo damos o nome de espaco de

probabilidade.

Uma wvaridvel aleatdria de um espago de probabilidade (€2, P) é uma
funcao w : 2 = R e, assim como o espaco amostral, também podemos classifica-la
como continua ou discreta. A varidvel aleatoria discreta é aquela cujo contra-dominio

W é um conjunto finito ou enumeravel, enquanto que na variavel aleatoria continua
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temos que W é nao-enumerdvel. Como exemplo, se Q = {(z,y) € R? : 2% +y? < 1},
que é a regiao interna de um circulo unitario centrado na origem, podemos definir
uma variavel aleatéria de diversas formas. Por exemplo, w é uma variavel aleatéria

continua se w(z,y) = z 4y, pois W = [—v/2,v/2]. Por outro lado, w definido por

r se x # 0
wiw,y) =3 17l
0 sex=0

¢ uma variavel aleatéria discreta, pois W = {—1,0,1}. O modelo probabilistico que
utilizaremos neste trabalho trata de varidveis aleatdrias discretas definidas em um

espaco amostral continuo.

A funcao densidade de probabilidade, ou simplesmente densidade, defi-
nida em 2 é dada por p(x) = P({z}), para qualquer x € Q. Esta funcao satisfaz
> seqP(x) = P(Q) = 1 quando Q é discreto e [, p(x)dz = 1 quando é continuo.
Como trataremos de um espaco de probabilidade com distribuicao uniforme, ou seja

p(z) = ¢ € R para qualquer = € Q, e de espago amostral continuo e compacto,

1
volume de Q2

é6 P(A) = Yolumeded NG caso onde 2 = {(v,y) € R? : 22+ 3> < 1} e A =

volume de Q°

podemos afirmar que p(x) = e que a probabilidade de um evento A

{(z,y) € :|z| < i}, por exemplo, temos que

volume da regidao onde |z| < 1/2 1
P(A) = S
(4) volume de 2 3

3
+
2T
Por simplicidade, denotamos, para um varidvel discreta w onde W = {wy, ws, ...}, a
probabilidade P(w;) = P({z € Q: w(x) = w;}).

A seguir definiremos um valor que indica o valor médio de uma variavel

aleatoria.

Definigao 2.23. Seja w a varidvel aleatdria de um espago de probabilidade (2, P)

e funcao de densidade p em ), definimos a esperanca de w como
Ew = / w(z)p(x)dx (2.3)
Q
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Em particular, se w € discreta de contra-dominio {wi,ws, ...}, temos que (2.3) é

igual a Yy, w; P(w;).

Uma propriedade importante da esperanca é que ela é linear, ou seja,
dadas duas varidveis aleatérias w,v do espago de probabilidade (€2, P), entdo vale
E(w + v) = Ew 4 Ev. Por se tratar de um valor que indica o valor médio, alguns
resultados conhecidos sobre o valor médio de um conjunto de valores também se

aplica aqui. Um destes resultados é o teorema que vird a seguir.

Proposicao 2.24. Seja o espaco amostral de probabilidade 2 e w uma varidvel
aleatoria onde W = {wy, ws, ...}. Se para um certo ¢ € R vale Ew > ¢, entdo existe

1 tal que w; > c.

Agora iremos contextualizar a situacao onde aplicaremos o modelo pro-
babilistico definido. Dado um & > 2 inteiro, nos referimos a uma malha de cubos em
R¥ a estrutura formada por infinitos cubos cujos lados tém mesmo tamanho e cada
lado de um cubo também ¢é lado do outro e é paralelo a um eixo de R*¥. Também
definimos o ntcleo de cada cubo da malha como cubos menores e de mesmos centros
que os da malha. No contexto deste trabalho, os lados dos cubos sao definidos por
L, os nucleos possuem todos o mesmo lado e cada um tem distancia igual a § em
relacao a um nucleo que esteja em um cubo adjacente ao dele, o que implica que o

lado dos ntcleos sao iguais a L(1 —6/L).

Seja o espago de probabilidade (€2, P) de distribui¢ao uniforme onde
Q = [0, L]*, associamos cada (ci, ...,c;) € , onde ¢; € [0, L] para cada i = 1, ..., k,
a posicao em que a malha se encontra no R* de tal forma que, dentre os vértices
dos cubos das malhas cujas coordenadas sao todas nao-negativas, aquele que esta
mais proximo da origem é o ponto (cy, ..., k). E possivel verificar que todas as
possiveis malhas de cubos de lado L estao sendo representadas por 2 e de forma
tnica. Também definimos C'(z) = [J; C;(z) a unido das regioes dos niicleos da malha

gerada pelo evento x € (2.
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Sejam os vetores f(vy), ..., £(v,) tais que D1 | ||[£(v;)||* = k e, para cada
i =1,..,n, fv;) = ”tf,g?gu a projecao de f(v;) na casca esférica unitdria de R*.
Usando o modelo probabilistico proposto, nosso objetivo é provar que existe uma

posicao da malha tal que a soma das normas ao quadrado de todos os vetores que
estejam em algum nicleo da malha seja pelo menos (1 — %) -k. Em outras palavras,

buscamos concluir que existe z €  tal que > ¢, cow IIf(0)[* > (1—2%) k.

Para cumprir com esse objetivo, para cada ¢ = 1,...,n definimos as
variaveis aleatérias m; discretas de (£2, P) como
1E(wa)l* se £(v;) € C(x)
0 se f(v;) ¢ C(x)
e M(x)=>",mi(x). Como (€, P) é de distribui¢do uniforme, a probabilidade de

m;(z) =

‘- volume do niicleo __ LF(1—6/L)* _ 8\k
um ponto qualquer estar em C(z) ¢ igual a Y2 pReComuCed — R = (1 L) :

Pela linearidade da esperanca, temos que

n

= > Em)

=1
n

= ST (If@)|? - P (E(wi) € C(x)) +0- P (E(v) ¢ C(2)))

i=1

- Yt (1 N(-2) il

(15 »

onde em (2.4) foi utilizada a Desigualdade de Bernoulli (Teorema 2.16). Portanto,

pela Proposicio 2.24 conclui-se que existe € Q tal que > g, cow IF(0)I° >
Sk
1=%) k.
Uma possivel estratégia para produzir um vetor (cy,...,c;) com essa

propriedade € escolher vetores xq, 9, ... sequencialmente até que o vetor escolhido
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satisfaca a propriedade. A escolha deste vetor sera ttil, no Capitulo 4, para que o
algoritmo possa iniciar a constru¢ao de uma particao a partir de um conjunto de

vetores com massa significativa.

O fato de €2 ser de um espacgo de probabilidade uniforme e a varidvel
aleatoria ser uma propriedade geométrica desse espaco garante que a probabilidade
de que haja passos a serem realizados nesse processo seja pequena. Na linguagem de
probabilidade, isso esta relacionado ao fato da varidvel aleatéria estar concentrada

perto do seu valor esperado.
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3 PARTICIONAMENTO DE GRAFOS

Em geral, o problema de particionamento procura classificar um con-
junto de elementos em classes tais que elementos de uma mesma classe sao similares
e elementos de classes distintas sao diferentes. No caso de grafos, isso consiste em
encontrar um particionamento no grafo de tal forma que as arestas entre vértices
de partes diferentes tenham pesos baixos e as arestas entre vértices dentro de uma
mesma parte tenham pesos elevados. Isso exige que, na otimizacao, tenhamos que
considerar dois objetivos diferentes: maximizar o peso total entre vértices de mesma

parte e minimizar o peso total entre vértices de partes distintas.

Na primeira se¢ao deste capitulo, iremos conhecer algumas fungoes que
poderao ser relevantes para o seu particionamento. Na segunda secao, definimos,
reformulamos os problemas de minimizacao RatioCut e NCut para problemas ma-
tematico bem definidos. Na terceira secao serao dados alguns exemplos de heuristicas
espectrais que classificam os vértices observando estes autovetores. Na quarta e
ultima segao, é apresentado um resultado que envolve o particionamento de arvores

em duas partes utilizando NCut e sua demonstracao.

3.1 Funcoes de Particionamento

As funcoes mencionadas na introducao e que serao apresentadas nesta
secao, damos o nome de funcoes de particionamento. Cada uma delas possui carac-
teristicas singulares e a escolha de qual é a melhor opcao entre elas vai depender da
aplicacao ou do tipo de particao desejada. Além disso, elas sao definidas em termos
de um grafo G = (V, E) e de um valor inteiro 1 < k£ < |V|. O dominio das fungoes
definidas nesta segao é o conjunto de todas as particoes de V' em k partes e serd

denotado por Pg(k).
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Antes de definir fungoes especificas, é importante definir o seguinte.

Definicao 3.1. Sejam G um grafo, k > 2 um numero inteiro e F uma funcdo de
particionamento de G com dominio Pg(k). Definimos o problema F de G como

aquele que tem como objetivo encontrar P* € Pg(k) tal que

Chamamos F(P*) de valor dtimo e P* de solu¢do otima do problema F.

As medidas de volume (vol(S)) e peso do corte induzido (W (A, B))
definidas na introducao deste trabalho serao tteis para definir as funcoes de parti-
cionamento definidas nesta secao. A primeira funcao que veremos foi apresentada

por Wu e Leahy [37] em segmentagdo de imagem.

Definicao 3.2. Seja um grafo ponderado G = (V, E) de funcao peso w : E — Rxy,
1 < k < |V| inteiro e Pg(k) o conjunto das possiveis particoes de V em k classes.

Definimos a fun¢ao Cutgy : Po(k) — R como:
1 _
Cut(Sy, ..., Sx) = 5 D W(S:,S)).

Dizemos que Cut(Sh, ..., Sg) € o valor do corte associado a parti¢io {Sh, ..., Sk}

Para poder compreender o funcionamento desta e de outras fungoes de
particionamento, vejamos um exemplo. Seja o grafo G = (V, E) ndo ponderado de
vértices vy, ...,v11 e suas partigoes C' = {C1,C2}, R = {R1, Ry} e N = {Ny, No},
onde as partes de indice 1 sao os vértices azuis e 2 sao os vermelhos, conforme as

figuras 3.1b, 3.1c e 3.1d.
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(a) Grafo G = (V, F) (b) Particao C

(c) Partigdo R (d) Particao N

Figura 3.1: Diferentes particoes de V'

E possivel verificar que Cut(C) = 1, Cut(R) = 2 e Cut(N) = 2, o
que implica que C' é a melhor das trés particoes quando utilizada a funcao de corte.
Esse exemplo ilustra que a fungao Cut pode favorecer particoes que tenham uma das
classes com nimero pequeno de vértices, o que indica que a solu¢ao do seu problema
de otimizacao podera ter um certo desequilibrio entre o niimero de vértices. Para
contornar isso, Cox e Zhong [10] propuseram uma fungao que normaliza cada parcela

pela cardinalidade da parte correspondente.

Definig¢ao 3.3. Seja um grafo ponderado G = (V, E) de fung¢ao peso w : E — Ry,
1 < k < |V| inteiro e Pg(k) o conjunto das possiveis particoes de V em k classes.
Definimos a fun¢io RatioCutgy : Pa(k) — R como:
k p—
Cut(S;, S;
RatioCut(Sy, ..., Sk) = Z %
i=1 ‘

A esta fungao damos o nome de corte por razdo.

E possivel verificar que RatioCut(C') ~ 1.1, RatioCut(R) ~ 0.73 e
RatioCut(N) = 0.78, o que implica que R é a melhor das trés parti¢bes quando
utilizada a funcao de corte por razao. Observamos que as classes de R possuem um

numero equilibrado de vértices entre si, o que nao ocorre em C.
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Apesar de ser uma caracteristica relevante para o problema de partici-
onamento, a quantidade de arestas internas de uma mesma parte nao interfere na
funcao de corte por razao conforme a definicao. Neste sentido, ao invés de norma-
lizar a funcao de particionamento pelo tamanho das partes, podemos normalizar

pelos seus respectivos volumes, conforme fungao apresentada por Shi e Malik [32].

Defini¢ao 3.4. Seja um grafo ponderado G = (V, E) de funcao peso w : E — Rxy,
1 < k < |V| inteiro e Pg(k) o conjunto das possiveis particoes de V em k classes.

Definimos a fun¢ao NCutgy, : Pe(k) — R como:

NCut(Sh, ... Z Cut(S f

A esta funcao damos o nome de corte normalizado.

Pela forma como foi definida a funcao NCut, é possivel observar que
classes cujas arestas internas tém pesos elevados sao favorecidas, pois, para cada
i =1,...,k, temos vol(S;) = 2 - W([Si]) + W(S;, S;), conforme defini¢ao de volume

na introdugao deste trabalho.

Sobre as partigoes do grafo G da figura 3.1a, é possivel verificar que
RatioCut(C') =~ 1.03, RatioCut(R) ~ 0.28 e RatioCut(V) =~ 0.27, o que implica que
N é a melhor das trés particoes quando utilizada a funcao normalizada. Notamos
que as melhores particoes das funcoes RatioCut e NCut se diferenciam apenas pelo
vértice vs, que estd na parte azul em R e vermelha em N. Isto se deve ao fato
de vy, v, vg € Vg estarem todos conectados entre si e vs s6 estar conectado a dois
destes quatro. Portanto, a funcao NCut favoreceu a particao N por esta conter uma
classe com quantidade maxima de arestas internas, enquanto RatioCut se preocupou
em favorecer particoes cujas classes tenham uma quantidade equilibrada de vértices

entre si.
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3.2 Aproximacao dos Problemas RatioCut e NCut

Das trés funcoes de particionamento definidas na secao anterior, as
duas que trazem mais informagoes em sua estrutura que podem ser relevantes para
o problema de particionamento sao as fungoes RatioCut e NCut. Sendo assim,
queremos encontrar as particoes que resolvam os problemas de minimizacao

min RatioCut (S, ..., Sk) (3.1)
{S1,....5 YePa (k)

min NCut (S, ..., Sk). (3.2)
{Sl,...,Sk}E'PG(k)

Wang e Siskind [36] e Shi e Malik [32] apresentam demonstragdes que
provam que os problemas RatioCut e NCut, respectivamente, sao NP-dificeis. O
que se busca entao sao problemas cujas solugoes tenham uma boa aproximacao das
solugoes dos problemas originais e que possam ser resolvidos em tempo polinomial.
Nesta secao reformularemos os problemas de minimizacao das fungoes RatioCut e
NCut na forma de problemas lineares com restrigoes discretas e em seguida defi-
nimos uma aproximacao deste problema, conhecida como problema relaxado, onde
consideramos o mesmo problema, s6 que com restricoes continuas. A reformulacao

dos problemas foi apresentada por Luxburg [34] em seu tutorial.

Primeiro, queremos encontrar uma reformulagao do problema de mini-

mizacao RatioCut, dado em (3.1). Para isso, seja P = {51, ..., Sy} uma particao de V'

em k classes. A matriz Fp € R™* tem como colunas os k vetores f*) = (fl(i), s T(LZ))
cujas coordenadas sao
1
. se v; €.5;
=4 Vs
0 se v; &5

para cada j € {1,...,n}.
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Utilizando a Proposicao 2.11, pode-se observar que

; i 1 i i
ENTLEO = 5> wi(f - 1)

£,j=1
1 1 1
= 5 Z ngm‘l' Z ijm
UzESi’UjEE ! ’U[G?ivjesi !
1 1
= 5@ Z Wej + Z Wej
¢ ’UgESinEE ’UZEEUJ'ES@'
1 1 — —
= 3 Ta7 WSZ7SZ WS”MSZ
5" g W (5 50) + WS, 81)
|5l
Como (fNT L) = (FLYLFp)y, entdo
FLCut(Sh S e e
RatioCut(S, ..., S) = Y T =S ()T LED = S (FELFp),
i=1 ! i=1 i=1
= tr(FFLFp).

Portanto o problema de minimizagao do RatioCut, definido em (3.1), pode ser rees-
crito como

in tr(FLLFp).
ngﬁk)r( PLEP)

Agora iremos reformular o problema NCut, dado em (3.2). Para isso,

seja P = {91, ..., Sk} uma particio de V em k classes. A matriz Xp € R™* tem

; i i : -
como colunas os k vetores x(¥) = (mg ), s ng)) cujas coordenadas sao

1
x§i) — vol(.S;)
0 se v; ¢5;

se v; €5

para cada j € {1,...,n}.
Utilizando a Proposicao 2.11, pode-se observar que

i i 1 ¢ i i
(x0T Lx® = 5 Z Wj(wé) _ w§))2
¢j=1
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1 |
2 ST 2 R TEN

ngSin EST U@EE’UJ' ESi

1
. VOI(SZ‘ Z Wi + Z e
1

N —

N | —

~—

WESZ"UJ‘GE ngEijSi

1 — _

= 3 YollG (W(S;, S;) + W(S:, )

Cut(Si,SZ-)
VOI(SZ)

~—

Como (x7Lx" = (XL LXp)y, temos que

k k
NCut(Sy, ..., Sk) = Y _(xN)"LxD = (XFLXp)s = tr(XFLXp).

i=1 i=1
Substituindo Yp = D—l/a, tem-se que X5 LXp = YA D YV2LD™V2Yp = YELYp.
Portanto, é possivel reescrever o problema de minimizagao NCut, definido em (3.2),
como
PeII%igIEk) tr(Ya LYp). (3.3)

E possivel verificar que YZYp = I. Portanto, o problema de mini-
mizac¢ao dado em (3.2) pode ser reescrito como um problema cuja solugao é uma
matriz que satisfaz YZYp = I e que pertencam a uma colecao finita de matrizes, j&
que os Yp estao associados a particoes de k classes. Caso este problema valesse para
qualquer matriz Y € R™* que satisfizesse YTY = I, ele seria reescrito como

min tr(YZTLY). (3.4)

YeRn*xk e YTY =]

Sejam u(l), ey ul® os autovetores ortonormais associados aos k menores autovalores
>\§£> <. < )\,(f), respectivamente, pelo Teorema 2.8 (Rayleigh-Ritz), sabemos que
a expressao em (3.4) é igual a )\gﬁ) —+-- -—i—)\gf) e, além disso, Y satisfaz essa igualdade
se suas colunas sdo vetores que geram Span = {u®"), ..., u®}. Esta transformacio
do problema com restri¢coes discretas para o de restrigoes continuas, neste caso do

problema em (3.3) para (3.4), é o que chamamos de relazacdo do problema.
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Desenvolvendo de forma semelhante ao caso do problema NCut, é pos-
sivel também obter o problema relaxado do RatioCut, que é dado por

min tr(FTLF).
FeRnxk ¢ FTF=]

Uma possivel matriz Y que satisfaz a solugao em (3.4) é aquela cujas

k). E importante notar que esta solucdo nao tem

colunas sao os vetores u”, ..., ul
relagdo com uma parti¢ao de V', ao contrario daquela encontrada em (3.3). Por outro
lado, a solucao do problema relaxado é mais facil de ser encontrada em muitos casos
e, por essa razao, se espera que ela traga informagoes sobre os vértices do grafo que

poderao ser tteis para tentar encontrar a particao do problema original. Possiveis

estratégias de como encontrar esta solucao serao discutidas na secao seguinte.

3.3 Meétodos Espectrais

Na secao anterior, vimos que € possivel obter um problema relaxado a
partir dos problemas de minimizacao das fungoes RatioCut e NCut e que sua solugao
é obtida utilizando os autovetores das matrizes laplaciana e laplaciana normalizada
associadas ao grafo de entrada, respectivamente. Em geral, esses autovetores nao sa-
tisfazem as restricoes discretas definidas no problema obtido antes da relaxacao. Por
outro lado, como ja comentamos, é natural associar as coordenadas de cada vetor aos
vértices correspondentes, produzindo um vetor para cada vértice. Se aplicdssemos
um método de classificacao para estes vetores, intuitivamente estariamos obtendo
uma classificacao de vértices do grafo que poderia ser uma particao com boa quali-
dade. A métodos que utilizam propriedades do espectro para classificacao damos o
nome de algoritmos espectrais ou heuristicas espectrais. Neste trabalho chamaremos
de heuristicas espectrais os procedimentos para os quais ainda nao se tém alguma

garantia tedrica sobre a qualidade da solugao apresentada.
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No Capitulo 4 serao apresentados dois algoritmos espectrais que obtém
os vetores-linha de forma distinta da que foi apresentada no paragrafo anterior. Além
disso, os métodos de classificacao de vetores-linha se diferem um do outro. De forma

geral, as estratégias espectrais que estudaremos seguem do seguinte algoritmo.

Algoritmo Espectral:

Input: Grafo G = (V| E) com vértices vy, ..., v, e inteiro positivo
k> 2
Output: Particao (ou colegao de k subconjuntos disjuntos nao
vazios) {S1, ..., Sk} de V
1 Escolher uma matriz M associada a G;
2 A partir dos autovetores de M, definir um conjunto de vetores
f(v1), ..., f(v,) € R associados aos vértices de V;
3 Utilizar algum procedimento para particionar os vetores f(v;) em k
conjuntos Fi, ..., Fi;
4 S; ={v; : f(v;) € Fi}.

Neste trabalho, iremos nos referir aos passos (1) e (2), juntos, como o
passo espectral do algoritmo, enquanto o (3) e o (4) formam o passo de clustering.
Tipicamente, a matriz M do passo (1) é simétrica, de forma que produza um con-
junto ortonormal de autovetores associados a autovalores reais, utilizados no passo

(2) para definir os vetores associados aos vértices do grafo.

Com relacao ao passo de clustering, dentre todos aqueles conhecidos na
literatura, o mais popular é o algoritmo das k-médias. Apresentado por MacQueen
[27] e aprimorado por Lloyd [25], o algoritmo funciona da seguinte da forma. Sejam
os vetores f(v1), ..., f(v,) € RY, o algoritmo inicia tomando, segundo um critério pré-
estabelecido (em muitos casos, escolhendo de forma aleatéria), k vetores cy, ..., cx €
R* distintos chamados de centroides. Em seguida verifica, para cada f(v;), qual
¢ a centroide c; mais préoximo a ele e o aloca a um conjunto F} associado a essa
centroide. Depois de realizar esta operacao para cada ¢ = 1, ..., n, cada centroide c;

serd recalculada através da média dos vetores f(v;) pertencentes a F;. Estes passos
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se repetem até que as centroides nao mudem mais e, com isso, obtemos os conjuntos

de vértices Sy, ..., S tais que S; = {v; : f(v;) € Fj}.

E possivel mostrar que esse procedimento sempre chega em uma particao
final apés um numero finito de passos. Para isso, definimos a funcao objetivo

H :{1,2,...} - R dada por
k
= > ||f(vj) —ci(2)]%,
1=1 f(v;)eS;(x

onde x representa a iteracao do algoritmo, S;(z) é o i-ésimo conjunto produzido pelo

algoritmo apds a x-ésima iteragao e

Selim e Ismail [31] apresentam uma demonstracdo que prova que a fungao H converge
e decresce cada vez que o algoritmo altera a particao. Por essa razao, o algoritmo

das k-médias termina.

Vejamos o que ocorre se quiséssemos particionar o grafo G = (V| F),
representado pela Figura 3.2a, em k = 3 classes utilizando a matriz laplaciana
normalizada (conforme o problema relaxado do NCut) e o algoritmo de classifica¢ao
das k-médias. Para efeitos de comparagao, observamos primeiro que a particao que

tem menor NCut para k = 3 ¢é aquela apresentada na Figura 3.2b.
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Vi

Ve %4 Ve

Vs

Vg

V1o V11
(a) Grafo G (b) Particao que tem menor NCut

Figura 3.2: Exemplo de grafo

Ao aplicar o passo espectral do algoritmo, comecamos calculando a

matriz

[ 031 —037 0.17
025 036 022
0.25 043  0.29
031 —037 0.17
031 —037 0.17
X =040 —025 008
035 026 0.09
0.25 036 022
0.35 007 —0.42
025 007 —0.52
025 0.07 —052

cujas colunas sao os autovetores associados aos k = 3 menores autovalores da matriz

laplaciana normalizada de G. A cada vértice de (G, associamos o vetor dado pela
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linha da matriz X. Por exemplo, o vértice vs esta associado ao vetor f(vg) =

(0.40,—0.25,0.08).

Para distribuir os vértices em classes, vamos aplicar o algoritmo das
k-médias a esses vetores. Caso iniciassemos o algoritmo com as centroides c¢; =
(0.32,—0.08,—0.01), c; = (0.25,0.22, —0.15) e c3 = (0.25,0.43,0.29), encontrariamos
como resultado a partigao {vy, vy, vs, v}, {va, V3, v7, U8} € {vg, V10,011 }, que coincide

com a dada pela Figura 3.2b.

As heuristicas espectrais de forma geral nao garantem que a solugao
otima do problema original seja encontrada. Por exemplo, um particionamento
do exemplo acima foi obtido por um procedimento para os quais nao se tem uma
garantia tedrica. Porém, existem estudos que apontam que essa heuristica apresenta
um bom desempenho em muitas situagoes. Muitos desses estudos sao baseados em
experimentos computacionais ou estudos empiricos. Em muitos casos, o algoritmo
das k-médias é utilizado para classificar os vetores obtidos pelo passo espectral da

heuristica.

Por outro lado, também existem muitos trabalhos que demonstram
fatos sobre o desempenho desses algoritmos, veremos exemplo disso no préximo
capitulo. Porém, é raro que esses algoritmos envolvam o passo das k-médias, pois
esse é um algoritmo dificil de analisar. Uma das dificuldades na analise do desempe-
nho das k-médias é sua inicializacao, pois poderao haver diferentes resultados finais

do algoritmo dependendo da inicializacao realizada.

Voltando para aplicagao do k-médias para o grafo 3.2a, caso as centroi-
des escolhidas inicialmente fossem ¢; = (0.28,0.03,0.23), co = (0.35,0.07,—0.42) e
c3 = (0.25,0.07, —0.52) obterfamos a partigao da Figura 3.3a como resultado. Com
as mesmas centroides ¢; e ¢z e tomando ¢y = (0.35,0.07,—0.42) a parti¢ao resul-
tante seria a da Figura 3.3b. Em ambos os casos a particao final é diferente daquela

representada na Figura 3.2b.
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(a) Partigao I (b) Partigao II

Figura 3.3: Outras particoes geradas pelo algoritmo k-médias

Sobre a partigao da Figura 3.3a, como os vetores f(vg) e f(vi9) =
f(v11) estdo muito préximos um do outro e as centroides ¢y = (0.35,0.07, —0.42)
e c3 = (0.25,0.07,—0.52) estdao muito proximas a f(vg) e f(v19) = f(v11), respecti-
vamente, o vértice vy acabou ficando em classe diferente de vi5 e v1; na particao
final. Quanto ao caso em que a particao obtida foi a da Figura 3.3b, a centroide
¢y = (0.35,0.07,—0.42) nao estd posicionada de forma que seja a centroide mais
proxima de algum vértice, o que ocasiona numa situacao em que um dos conjuntos
se torna vazio apés a primeira iteracao e, portanto, nao resultando numa particao em
k = 3 classes como resultado final. Trabalhos como os de Frénti e Sieranoja [16] se
concentram em estudar qual poderia ser uma inicializacao de centroides apropriada

para o k-médias.

Um passo de clustering mais simples e que funcionaria para o grafo
3.2a seria classificar as linhas de X conforme os sinais das coordenadas. Conve-
nientemente, ha trés tipos diferentes de sinais para cada linha de X: (4)(—)(+),

(+)(+)(+) e (+)(+)(—). Classificando os vértices conforme a classificacao dos sinais
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de seus vetores-linha correspondentes, obtemos a particao da Figura 3.2b. Se nosso
objetivo fosse particionar o grafo em k > 3 classes, talvez a andlise de sinais nao

seria a melhor opcao.

3.4 Particionamento de Arvores

Como o nosso objetivo neste trabalho é investigar a qualidade das es-
tratégias espectrais, é necessario que possamos, pelo menos em alguns casos, conhe-
cer a particao 6tima para que o resultado obtido pela estratégia possa ser comparado
a ela. Em certas situacoes, conhecer propriedades da particao étima permite, inclu-

sive, resolver problemas em tempo polinomial.

As arvores sao tipos importantes de grafos, afinal todo grafo conexo
possui um subgrafo gerador que seja uma arvore, chamada de drvore geradora. No
trabalho realizado por Wang et. al [35], foi apresentado um teorema que prova que a
particao que possui menor valor NCut em um arvore é tal que os subgrafos induzidos
de suas classes sao conexos. Além disso, eles afirmam que os subgrafos induzidos
também sao conexos caso eles pertencessem a particao de menor NCut para k > 2,
porém nao apresentam a prova e nao citam a referéncia. Com este tltimo resultado,
seria possivel encontrar a melhor particao NCut para k fixo, pois cada partigao
seria obtida removendo exatamente as k — 1 arestas que ligam as k classes duas a
duas. Podemos verificar o valor de todas as possiveis particoes desse tipo em tempo

polinomial.

Sabendo que o resultado vale para k = 2, uma ideia de demonstragao
para k > 2 ¢é utilizando a indugao. Suponha que o resultado vale para k —1 > 2 e
que tenhamos a garantia de que, na melhor partigao P = {51, ..., Sk} em k classes,
existe S; que possui subgrafo induzido conexo. Seja G' = (V', E’) o subgrafo de G
obtido pela remocao de S; de suas arestas incidentes, seria possivel afirmar que a

partigao {S1, ..., Si—1, Sit1, ..., Sk € aquela que possui menor NCut entre as partigoes
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de V' em k — 1 classes; caso contrario, P nao seria a melhor particao de V. Com

isso, concluiriamos que todas as classes de P possuem subgrafos induzidos conexos.

Um indicio de que existe este conjunto .S; é um resultado que sera
enunciado e demonstrado a seguir (Teorema 3.7), que diz que, na partigdo 6tima
do problema NCut, um vértice pendente (que é adjacente a somente um vértice)
pertence sozinho a uma classe dessa particao ou o vértice adjacente pertence a mesma
classe que ele. Caso contraissemos as arestas da classe contendo o vértice pendente,
obterfamos um grafo em que as informacoes sobre essa classe nao apareceria. Para
tentar contornar isso, gostariamos que o Teorema 3.7 fosse estendido para grafos
com vértices ponderados. Dessa forma, serd possivel armazenar o peso das arestas

do conjunto contraido neste vértice.

Por esse motivo, queremos estender o resultado de Wang et. al para
grafos com vértices ponderados. Antes de enuncid-lo, definimos um grafo G = (V, E)
cujos vértices e arestas estao associados as fungoes pesop : V. — Rspew : E — Ry,
respectivamente. Neste tipo de grafo, definimos W(S) = > 2p, + 2w(G[S]) +
w(S,S), onde w(G[9]) = D viwses Wij € w(S, S) = Zvies,vj:qi”ij- A quantidade
W (S) faz o papel do volume no caso de grafos com pesos nos vértices. Por essa

razao, dada a parti¢ao {51, ..., Sk} de V, definimos para este tipo de grafo o corte

normalizado como

. _
NCut(Sy, ..., S) = ZM

Teorema 3.5. Seja T' = (V, E)) uma drvore cujos vértices e arestas estio associados
as fungoes peso p : V. — Rso e w : E — Ry, respectivamente. Sejam os conjuntos
de vértices A, B € V tais que

NCut(A, B) = min v NCut(X,Y),

XNY=0,XUY=

entdo os subgrafos induzidos T[A] e T[B] sdo conexos.
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Demonstragao. Por simplicidade seja, para um subconjunto S € V, ag = W(S) —
w(S,S). Vamos supor por absurdo que pelo menos um dos subgrafos T[A] e T[B]
¢ desconexo. Logo, existe um conjunto de arestas {(u;,v;)}7, com m > 1, u; € A
e v; € B. Removendo cada uma dessas arestas, obtemos um conjunto de m + 1
subarvores conexas {V]};":O Com essas informacoes, podemos concluir que

) i w(u;, v;)
NCut(A, B) = w(4, B) + w(4, B) L=l

E
&
=

s
Il
i

W(A) W(B) a4 + Z’Uj(ul,vz) ap + Zw(ulvvl)
=1 i=1
<04A+OZB+2Z uuUz)Zwuwvz
=1 =1
+

Mz
=4
£
E
N

(aA + iiw(ui, Ui)) ( agp

m
aT Z w(uiavi)
i=1

(aA + iéw(ui, vi)) <aB 4 iéw(ui, vl-)) |

ﬁ
Il
—

Agora sejam {A;, B;}!", o conjunto das m possiveis parti¢oes de T,
onde {A;, B;} é aquela que é obtida quando a aresta {u;,v;} é removida. Dessa
forma temos que

), w(A;, By) w(ug, v;) w(u;, v;)
Cut(4;, 5) W(A;) * W(B;) aa, + w(ug,v;) * ag, + w(u;,v;)

[aAi +ap, + 2w<ui> UZ)] Z (uiv Ui)
w

[O-’A —|-IU(UZ, z)HaB + (U“’Ul)]
ar - w(ug, v;)
[

[aa, + w(ug,v;)][ap, +w(ug,v;)]

Definindo NCut; = %ﬁ“&) e utilizando o Lema 2.19 e um lema

técnico (utilizado somente nesta prova e que serda provado apds o término desta),

temos que

m
Z w(uiy Ui)
i=1

min{NCut; }/*, < (Lema 2.19)

m

;[am + w(ui, vi)][ap, +w(ui,v;)]
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g:lw(uia%)
(Om + i:ilw(ui, Ui)) (aB + i:ilw(uu Uz‘))

<

(Lema 3.6).

Portanto, existe uma particao (A;, B;) cujo corte normalizado é menor

que o de (A, B), o que contradiz a hipdtese. Logo, T'[A] e T|B] sao conexos. ]
Lema 3.6. Suponha que as hipoteses do Teorema 3.5 sejam vdlidas, entao

aa+ Z w(uy, vz)] ag + Z w(ug, Uz)] .

- (3.5)

m

Z[aAi + w(ug, v;)|[ap, + w(u;,v;)] >

Demonstrag¢ao. Seja’l™ uma arvore cujos vértices sao representados pelas subarvores

{Vi}iLo e cujas arestas sao os {u;, v;}.

Figura 3.4: Exemplo de Arvore T*

Tomando um dos vértices de T™ como raiz, note que

1) os vértices que pertencem a um nivel impar de 7% (em vermelho na
Figura 3.4) estdao em A e a um nivel par estao em B (em azul na Figura

3.4);

2) em T*, a partigao {A;, B;} ocorre com a remocao da aresta {u;, v;}.
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Com essas duas afirmacoes, podemos concluir que

asop = Z OV, Z av,,, <Z ZaAi Zagi . (3.6)

VimpeA Vpav‘EB i=1 VjeAi ‘/]EBZ

A desigualdade (3.6) é atingida, pois todos os termos oy,

imp

- ay,,, da expressao a
esquerda da desigualdade aparecem pelo menos uma vez na da direita. Isto pode
ser verificado se removermos uma aresta {u;, b;} que esteja no caminho entre Vj,,, e

Vpar, fazendo com que pertencam a A; e B;, respectivamente.

v u V) “‘\{Ui.\r")

KA A

Figura 3.5: Remocao da aresta {u;, v;}, que estd no caminho de Vj;,, a Vi, gerando

os conjuntos de vértices A; (em amarelo) e B; (em verde).

Expandindo o lado esquerdo da desigualdade em (3.5), temos

m
> o, + wlui, v)]fas, +w(ui, v;)]
i=1
- -
= Z Z ay, + Z w(uj, vj) + w(us, v;)
i=1 | Vj€A; (uj,vj)EA; |
Z ay, + Z w(uj, vj) + w(us, v;)
| Vi€Bi (uj,v;)EB; ]
m
>D | 2w 2 et | D ayt ) ay | wluv)
i=1 | V;€A; V;eB; V,€eA; V,eB;

+ 12 Z w(ug,vy) + w(u, v;) 2 Z w(ug, vj) + w(ug, v;)

(Uj,vj)EAi (u]',’llj)EBi

49



m

> g ap + iavj Zw(ui,vi) + i

j=0 i=1 =1

(w(ui, v;))? + w(ui, v;) Z w(uy,v;)
iF£] J

= aqap + (aa + ap) Zw(ui,vi) + Zw(ui, v;) [w(ui, v;) + Zw(uj, v;)

i=1 i=1 i#£j |

2
E U],U]]

=1

m
E w(ug, v;)

m
= apap + (CYA + OZB E w UZ,UZ
i=1

as+ iw(ui,vz ]

i=1

]

O seguinte teorema ¢ aplicado para grafos que nao possuem pesos nos
vértices. Porém, caso este resultado seja estendido para grafos cujos vértices estao
associados a pesos, poderia auxiliar a proceder com a estratégia de demonstragao

do Teorema 3.5 para k£ > 2 mencionada anteriormente.

Teorema 3.7. Seja um grafo G com arestas ponderadas onde o peso é dado por
w:E — R eseja{S,...,Sc} a particio de V' que € solugao do problema NCut para
k> 2 fito. Sev € V é um vértice pendente cujo vértice adjacente éu € 'V ev € Sj,

entdo uma das duas afirmacoes € verdadeira:

(1) S; ={v};

(2) Se existe w # v tal que w € S;, entdo u € 5.

Demonstracao. Seja {Si, ..., Sk} a particao de V' que é solugao do problema NCut
para k > 2 fixo e v € §; adjacente a somente um vértice u € V. Para provar este
resultado, basta tomar u € S;, onde 7 # j, e w € §; diferente de v e encontrar uma
outra particao que gera NCut menor que a gerada por {Si, ..., S}, chegando a uma

contradicao.

Tomamos a particao {S7,...,S;} onde Sf = S; U {v}, S5 = S5; \ {v}
e Sy = S, para ¢ diferente de i e j. Queremos provar que NCut(Si, ..., Sk) >
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NCut (S}, ..., S;). Seja N = NCut(Sy, ..., Sg) — NCut(S7, ..., Sf), note que

N o Zcut Sp, 57) iCut S5, 55)

— vol(.Sy) — vol(S;)
_ Cut(S;, Si) Cut(S;,S;)  Cut(S}, S;) CUt(S;’S;)
 vol(Sy) vol(.S;) vol(S}) vol(S5)
_ Cut(S,, 5) N Cut (S}, S;) _ Cut(S;, Si) — w(u,v) Cut(Sj,gj) —w(u,v)
 vol(S)) vol(S)) vol(S;) + w(u, v) vol(S;) —w(u,v)
Como vol(S;) > Cut(S;,S;), entdo N > 0, chegando a uma contradigao. O
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4 GARANTIAS TEORICAS SOBRE O
DESEMPENHO DE METODOS
ESPECTRAIS

Neste capitulo, apresentaremos resultados tedricos rigorosos que evi-
denciam o bom desempenho de algoritmos espectrais. O parametro para o qual os
resultados serao provados é chamado de condutéancia, que é uma variacao da fungao
NCut, conforme definigao que sera dada na primeira subsecao deste capitulo. Estes
algoritmos serao apresentadas e discutidas passo a passo e ilustradas por aplicagoes

em exemplos.

4.1 Expansao e Condutancia

Dada uma sequéncia de k valores nao negativos, duas maneiras tra-
dicionais de definir uma norma sao a norma 1, que é o valor da soma de todos os
elementos da sequéncia, e norma infinito, que toma o maior valor dentre os elementos

dela. Seja uma partigao {Si, ..., Sk} do conjunto de vértices de um grafo, a norma

Cut(Si,Si)}k o {Cut(Si,Si)}k
EA i1 voI(S) [,

respectivamente. Neste capitulo, consideraremos fung¢oes de particionamento, defi-

1 das sequeéncias { sao as funcoes RatioCut e NCut,

nidas por Chung [8], que s@o as normas infinito destas duas sequéncias mencionadas:

expansao e condutancia.

Definigao 4.1. Seja G = (V, E) e S C V. Definimos a expansdio de S como

Cut(S, S)
Ya(S) = ———.
5]
Agora, dada uma cole¢io de conjuntos disjuntos P = {S, ..., Sk}, definimos a ex-

pansao de P como

¢G(Sla 7Sk) = 'max wG(Sl)

i=1,...,k
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Definicao 4.2. Seja G = (V, E) e S C V. Definimos a condutancia de S como

~ Cut(S,9)

¢a(5) = =19

Agora, dada uma colegdo de conjuntos disjuntos P = {S1, ..., Sk}, definimos a con-

dutancia de P como

¢G(Sla ,Sk) = max ¢G(Sz)

i=1,...,k

Conforme as defini¢oes dadas, é facil de verificar que, para uma particao

{S1, ..., S}, valem as desigualdades

wg(sl, ceey Sk) S RatioCut(Sl, ceey Sk) S k - 1/1(;(51, ceey Sk) (S
gbg(Sl, ceey Sk) < NCUt(Sl, ceey Sk) S k - qu(Sl, ceey Sk>

Além disso, conforme defini¢oes do valor de corte e da medida de volume, temos que,
para um subconjunto S C V', vale ¢(S) < 1. Esta desigualdade implica que valores
méximos e minimos relacionados a condutancia, como ¢ (S, ..., Sk), sdo menores

ou iguais a 1.

Ao contrario das fungoes Cut, RatioCut e NCut, aqui definimos o
dominio de 1g(S1, ..., Sk) € (51, ..., Sk) como todas as possiveis colegoes de k con-
juntos de vértices nao vazios e disjuntos, e nao apenas todas as possiveis particoes em
k classes do grafo. Optamos por este dominio, pois ele permite que demonstremos
os resultados das sec¢oes seguintes. Por simplicidade iremos nos referir as colegoes
de k conjuntos utilizadas nestas funcoes como partigoes e também denotaremos esta

colegao por Pg(k).

4.2 Desigualdade de Cheeger de Ordem 2

Assim como os problemas de minimizacao do RatioCut e NCut, o de
condutancia também é NP-dificil. O que se sabe é que ha garantias sobre o va-

lor 6timo do problema, que possui cotas inferiores e superiores dependentes de um
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autovalor da matriz laplaciana normalizada do grafo em questao. Para podermos
demonstrar algumas destas provas, vamos primeiro definir o valor étimo deste pro-

blema da seguinte forma.

Defini¢ao 4.3. Seja G = (V. E), k > 2 inteiro e Pg(k) o conjunto de todas as
possiveis colegoes de k subconjuntos disjuntos e nao vazios de V. Definimos a con-

dutancia de G de ordem k como:

k) = min Sty SE) = min max Si).
ba(k) {S1,-,Sk }€PG (k) ba(5) 2 {S1,...Sk }€Pa (k) i=1,...,k¢G( )

Em particular, a condutancia de G de ordem 2 pode ser denominada

simplesmente por condutancia de G e é possivel verificar que

¢c(2)= min  ¢g(S)= min — Cut (3, 5)
vol(5)< ¥V s#ocV min{vol(S), vol(5)}

Tais versdes da condutancia de G indicam que sempre haverd uma particio {S, S}
tal que ¢ (S, S) = ¢ (2), enquanto que para ordem k > 2 bastaria, em alguns casos,
que todos os k conjuntos fossem disjuntos, mas que nao formassem necessariamente

uma particao.
4.2.1 Demonstracao da Validade da Desigualdade de Cheeger

Nesta secao, demonstraremos a desigualdade de Cheeger de ordem
2. A prova da cota superior desta desigualdade é construtiva e fornece, a par-
tir do espectro da matriz laplaciana normalizada, uma particio {S,S} tal que
06(2) < 6a(S,S) < 2¢/06(2), trazendo evidéncias de que a particio encontrada

tenha condutéancia préxima do valor 6timo ¢g(2).

Teorema 4.4 (Desigualdade de Cheeger de Ordem 2). Seja G = (V, E) e L sua

. ‘ . . L\ (L .
matriz laplaciana normalizada, cujo sequndo menor autovalor é )\g ), Entao,

(£)
% < 66(2) < /22
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NG
Demonstracao. Inicialmente vamos mostrar que 27 < ¢g(2).

Seja n o numero de vértices em G e S um conjunto de vértices tal que

0c(2) = ¢g(S). Defina y € R™ por:

se v, €8
NG €
Yi = 1 _ -
— — se y; €8
vol(.S)

E possivel notar que (y,D1) = 0. Logo, pelo item (3) da Proposigao

2.15, temos que

)\gg) — min Z{vi,vj}eE wij(z; — x5)° < Z{’Ui,vj}eE wij (yi — yj)2.

i < (4.1)
x1D1 Zj:l Q??dj Zvi y?dz

Como } -, oyen (i — y;)? se refere & soma sobre todo o conjunto de

arestas em F, temos

Z wij(yi —y;)? = Z wii (yi — y;)° (4.2)

{vi,vj}eE {v;,0; }EE(S,S)

= Cut(5.5) (V011<s> " V011<§>)2’

onde a igualdade em (4.2) é atingida, pois (y; — y;)> = 0 quando v; e v; pertencem

ambos a S ou a S.

J& o denominador Y y2d; serd
1

;yidl B quo1<5)2dl+§vol(§)2dl

RS v;
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Desse modo,

= 1 1\
Cut(S, S) < + ——
1(5) VOl(S)) — 1 1
AP < © — Cut(S,S — ).
> < T, 1 A TGRS
vol(S)  vol(S)
Sabendo que ( ! + ! ) < 2 concluimos
q vol(S) ~ vol(S)/ ~ min {vol(S), vol(S)}’
que
Cut(S, S) A
A <. = 2¢6(2) = 22 < $a(2).
> =7 min {vol(S), vol(S)} ?a(2) 2 - ¢a(2)

$c(2)”
5

Agora provaremos que /\gﬁ) >

Seja x o vetor que satisfaz a igualdade em (4.1). Ordenamos os vértices
de GG de acordo com a ordenacao decrescente das coordenadas de x, isto é, reno-
meamos os vértices de tal forma que x; > x;,1 para 1 < i < n — 1. Além disso,
definiremos S; = {vy, ..., v;}, So = e

Cut(S;, S;)

g =  min

Seja ¢ o maior inteiro tal que vol(S;) = min{vol(S,), vol(S,})'. Visto
que x | D1, pelo Lema 2.21, temos

Zx2d —ICIgHQZ( —¢)%d; <Z i — x0)%d;. (4.3)

'Note que £ # 0, pois vol(S;) = vol({v1}) = dy < vol(S).
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Definimos a parte positiva e a parte negativa da diferencga entre x; e xz,, denotadas
por g e h respectivamente, como segue:

T — Ty se v; €5y,

9i = _
0 se v; €8y

Ty —x; se v; €8y,

0 se v; €5

Da equacao (4.3), como w;; > 0 para todo {v;,v;} € E, temos

)\(ﬁ) — Z{Ui,ﬂj}EE wl.](ajz - xj)Q Z{’Ui,’l}j}GE ij('IZ - 'Tj>2
’ > Tidi B Do, (T — 0)2d;

No numerador, é possivel verificar que

Z ww(xz — l’j)2 = Z ’(UU(.I’Z — Ty — Tj + ZL’g)Q

{Ui,vj}EE {’Ui,’l)j}eE
> wil(ei— )7+ (b — b))
{vi,vj}EE

Enquanto no denominador, temos

> (wi—a)’di =Y ((wi—2)*+0)di = (g7 + hi)d;.

CH)

Portanto
)\(c) > Z{vi,vj}GE (U)ij (gi - gj)2 + wij(hj — hi)2)
tT >, (g7 + 1),
2 foiwyyer Wi (9i — g+ Vi, }EE w;i(hj — hi)?
{viv;} {viv;
>, 92di+ >, hid; :
Sejam
R( ) _ Z{viﬂ)j}EE wij(gi - 9j)2
®" Zvi Q?di
R(h) = 2 (wiyyer Wi (hy — hi)?
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Sem perda de generalidade, consideramos Aé‘) > R(g) quando 0 < R(g) < R(h)
(pelo Lema 2.19) ou quando h; = 0, para todo i =1, ..., n.

Multiplicando numerador e denominador de R(g) por ) | (vs.0;}eR Wij (g:+
gj)?, temos
(L) Z{Ufi,ﬂj}eE Wij (gi - gj)2
As | > 5
<Z{’Uiﬂ)j}€E Wij <gl - gj)2) <Z{’Ui7’Uj}EE Wij (gl + gj)2>

= : 4.4
ZUi g?dz Z{vi,vj}EE Wi (gZ + gj)2 ( )

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 2.17), temos que o numerador em

(4.4) 6

2
Yo wiylei—g) Y wylei+g) > > wilgi—9,)(gi + 95)
{vi,vj}GE {’L)i,l)]'}EE {vi,vj}EE
2
= > wiylgl —g))
{Ui,Uj}EE

Quanto ao denominador, utilizamos o Teorema 2.22 para concluir que

2(293@)2 Z wii (g + g5)°

{’U»L',Uj}GE

Portanto

2
2 2
2 = 2

Podemos reescrever o numerador como

2

> wiylgl — gt — et g — g))
{vi,v;}eE g%—g' 2+1

Dador € {1,...,n—1}, observe que no segundo fator da soma acima o termo g? —ng

aparece para toda a aresta {v;,v;} tal que i <rer+1<j istoé, v; € S, ev; € S,
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Por outro lado, os pesos que aparecem multiplicando g — g2 41 sao todos aqueles

que estdao no corte entre S, e S,. Logo, podemos afirmar que
2

Y wylgi—9)) =<i(9§—93+1)-0ut(5r,§r)> :

{vi,vj}EE r=1

n—1 _ 2
(S - g0 cu(s.5)
2(>, 92 d;)* '
Denotamos vol,,(S) = min {vol(S), vol(S) }, de modo que Cut(S;, S;) >

) _ . Cut(Si,E)
ag - vol,(S;), lembrando que ag = min S e

. Com essa notagao, multipli-

cando e dividindo o numerador por vol,,(.S,) obtemos

(i(gf—gfﬂ)'(?ut(smgr)) = (i(gf—gfﬂ)~%-Cm(&,§r)>

r=1 r=1

> (Z(Qz - 93+1) - voly, () - aG) : (4.5)

r=1
E possivel verificar que ¢2 — g2, > 0 para qualquer r = 1,....n — 1 e, por isso, a

desigualdade em (4.5) é atingida. Considerando Sy = @ e S, =V, temos

2 Cé(g? — 97 Volm(Sr)) 2
2 (¥, 92d:)°

<n_1(g3 -voly (Sy) — g7y - Volm(Sr))>2
2 (., 92d:)°

, (£ (olas) - vo1m<s”>>)2

2 (3, g2d:)’

O numerador da segunda fracao em (4.6) também pode ser escrito como

A

v

<Z g2 - (vol(S,) — vol,, (S,_1)) + i g2 - (vol,(S,) — VOlm(Srl))) .

r=0+1

Note que a soma da direita é igual a zero, pois g, = 0 para todo r > £+ 1. Por outro

lado, pela forma como foi definido ¢, podemos afirmar que vol,,(.S,) = vol(S,) para
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todo r < ¢. Por essa razao, nao iremos alterar o valor em (4.6) se considerarmos
os préprios volumes dos S, mesmo se 7 > £, e, além disso, podemos estender o

somatorio até n, pois g, = 0. Prosseguindo com a desigualdade, temos

2
) ( g% - (vol(S,) — VOl(Srl)))
)\(L) > aG
2 - 5 2

2

1
ngh

_ %  \r=l ) _ %
2 n 2 2
(Z%‘de)
i=1
2
i)
- 2

Este resultado também vale se )\gﬁ) > R(h) quando 0 < R(h) < R(g)
ou quando, para qualquer ¢ = 1,...,n, g; = 0. A prova possui algumas pequenas
alteracoes em relagao a esta que foi demonstrada, como por eX2emp10 o numerador
da segunda fracao em (4.6) ser (Zn: n2 - (vol(S,_1) — VOl(E))) . Note que nao ha
como g; = h; = 0 para todo 1, po;s: 1sto implicaria que x fosse um vetor constante,

o que contradiz o fato de que x L D1. O

4.2.2 Algoritmo fornecido pela demonstracao

Podemos observar que a prova de que vale a desigualdade ¢g(2) <

205" gera uma particdo {S;, Si} que satisfaz mm{folizgféf(éa} < Y217, Além

disso, pelo item (3) da Proposi¢ao 2.15, o vetor x que satisfaz (4.1) é autovetor
associado a )\gﬁ). A garantia trazida pela cota superior e o fato de ser utilizado na
demonstracao um autovetor para gerar uma particao cuja condutancia respeite essa
cota sugere que seja possivel definir um algoritmo espectral a partir da demonstragao

que tenha bons resultados para resolver o problema

- Cut(S, 5)
ba(2) = supey min{vol(S),vol(S)}

A seguir vejamos passo a passo o funcionamento deste algoritmo.
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Algoritmo 1: Algoritmo para Condutancia de G

Input: Vértices vy, ..., v, e matrizes D e L de G
Output: Conjuntos S e S

1 Calcular o autovetor u(® associado a /\éﬁ);

2 x = D 1/2u®;

3 Para cada ¢ = 1, ..., n, definir a funcao de permutacao

o(i) ={j : z; é a i-ésima maior coordenada de x};

4 Sy = O,

5 for i <n do

6 S; =S5, U {Ug(i)};

Cut(S;, S;)

S;) = ——
T el = oIS, vol )

8 end

9 S={S:ac(S;) = jzln}irrlhl ac(S;)}-

Vejamos os resultados obtidos com a aplicacao deste algoritmo nos e-

xemplos de grafos a seguir.

Seja G = (V, E) o grafo da Figura 4.1. Um possivel autovetor associado

ao segundo menor autovalor da matriz laplaciana normalizada £ de G é

2)

u® = (0.032,0.030, —0.248, —0.306,0.025,0.011, —0.167, —0.321, —0.321, 0.032,

0.030, —0.248, —0.306, 0.174, 0.247,0.247,0.273,0.273,0.273, 0.273).
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Figura 4.1: Primeiro Exemplo de Grafo

Como G é um grafo 3-regular, temos que x = D~1/?u® = \/ig -u®.
Portanto, neste exemplo podemos simplesmente observar o ordenamento das coor-

denadas de u?, ao invés das de x. Ordenando as coordenadas de u temos
b

(2)

2 2
ull ) )

uly > ul) > ul? > ul) >ul) >ul) >ulf) >u? >l > >l

v

> uf zuf? Zul) 2 2 20 20 20,

Mostramos na Tabela 4.1 os conjuntos .S; definidos pelo algoritmo e

seus respectivos valores de a¢(.S;).
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Tabela 4.1: Valores aproximados dos ag(.S;)

Conjunto S; ag(S;) | Conjunto S; ag(S;)

Si = {g) 1,000 | Si = SioU {w} 0,111
So =S U{vg} 0,667 | Sio= S U{vs} 0,083
Sy =S, U{vis} 0,555 | Sis = SiU{vg} 0,048
Sy =5S3U{vr} 0,333 | Su=S13U{v;} 0,111
Ss=S,U{vig) 0,200 | Sis = S U{v} 0,200
Ss=SsU{vis} 0,111 | Sig=SisU{vs} 0,167
Sr =85 U{vi} 0,048 | Sir = SisU{vis} 0,333
Ss=S;U{vi} 0,167 | Sig=SizU{w} 0,667
So=SsU{v} 0,185 | Sig=SisU{ve} 1,000
Sio=SoU{vn} 0,133

Podemos observar que os S; que obtiveram melhores resultados foram

Sy = {2114,"015, V16, V17, U18>'U197U20}

513 = {Uh V2, Us, Vg, V10, V11, V14, V15, V16, V17, V18, V19, 'UQ(]}.

Vejamos como estdo representadas as particdes {S7, 57} e {S13, S13}, que sdo os dois

possiveis resultados deste algoritmo, nas figuras 4.2a e 4.2b, respectivamente.
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(a) Partigao {S7,S7} (b) Particao {S13, 513}

Figura 4.2: Parti¢coes que podem ser a saida do algoritmo

Cut(S,S)
W , para provar

Sabendo que, como G é regular, ¢¢(2) = min|g<io
que as partigoes das figuras 4.2a e 4.2b de fato geram ¢¢(2) mostraremos que nao

Cut(S,S) < Cut(S7,S7)
35| 3:|57]

hé como obter S diferente de S; e Si3, com |S| < 10, tal que

Cut(S14,514)

Sl = 1—18. Inicialmente, suponha que Cut(S, S) = 1 e {u,v} é a aresta de corte

de S com seu complementar. E possivel verificar que {u, v} ndo estd em nenhum
um ciclo de G, caso contrario Cut(S, S) > 1. Observando a Figura 4.1, notamos que
as Unicas arestas que satisfazem essa condigao sdo {vs, v}, {vs, v7} € {vg, v14}, estas
duas tltimas sdo cortes que separam as classes das particdes {S7, S7} e {Si4, Sis},

respectivamente. No caso da aresta {vs,vs}, ela separa duas classes cuja parti¢ao

tem condutancia igual a % > %. Para S tal que Cut(S,S) > 1, seria necessario
que |S| > 13 para que Cu;.(é','g) < 1—18, o que contradiz o fato de |S| < 10. Logo, as

particoes das figuras 4.2a e 4.2b sao as que geram ¢¢(2).

Antes de observar o que ocorre quando aplicamos o algoritmo no grafo
de Petersen, definido por P = (V| E) e representado na Figura 4.3a, iremos verificar
que uma possivel particdo que gera ¢p(2) = % é a que estd representada na Figura

3
4.3b.
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Vi V3

(a) Grafo de Petersen (b) Partigdo que gera menor condutancia

Figura 4.3: Segundo Exemplo de Grafo

Como P é regular, temos que ¢p(2) = |ISITI<% ¢p(S). Nosso objetivo,

portanto, é concluir que para qualquer S tal que 1 < |S| < 5 tem-se que ¢p(S) > %

Sabemos que o grafo de Petersen nao contém ciclo de comprimento
menor que 5. Logo temos que, para S tal que 1 < |S| < 5, G[S] é uma floresta.
Isto implica que a quantidade maxima que S pode possuir de arestas internas é
2 (S| —1). Por essa razdo, podemos afirmar que Cut(S,S) > 3|S| —2(|S| - 1) =
|S| + 2 e, portanto,

Cut(9,S) _ |S|+2_ 6 1
— > > s
() == 2 a5 21273
- 71 ,
Caso |S| = 5 e G[9] aciclico, temos que ¢g(S) > TR Se G[S] é

um ciclo, cada vértice se liga a dois vértices de S e, portanto, se liga a um vértice

que nao esteja em S. Logo, nesta situacao temos

_ 581

confirmando que a partigao da Figura 4.3b gera ¢p(2).
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Agora aplicaremos o Algoritmo para Condutancia de P. Assim como o
grafo do exemplo anterior, P também é regular e, por isso, podemos simplesmente
analisar o ordenamento das coordenadas do autovetor associado a Aé‘) para proceder
com o algoritmo. Sabendo que spect(P) = {0,0.67®),1.67(Y}, é possivel obter os
autovetores da associados aos autovalores )\gﬁ) = )\gﬁ) = )\ff) = Agﬁ) = )\éﬁ) = 0.67

conforme Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Autovetores de L

Coordenadas

Vetor 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

u® 0.71 024 -024 -024 024 024 -024 -0.24 -024 -0.24
u® 0.15 0.61 0.37 -0.25 -0.48 0.03 0.08 0.01 -0.13 -0.39
u® 0.20 0.53 043 0.19 -0.17 -0.16 -0.10 -0.29 -0.07 -0.56
u®  -0.05 012 0.61 0.17 -0.28 0.12 -045 0.33 -0.17 -0.40
u®  -004 015 037 -0.04 023 -043 -0.17 0.25 -0.64 0.32

Como o grafo de Petersen possui muitas simetrias, o autovalor )\gﬁ) =
0.67 tem multiplicidade maior que um, o que implica que a dimensao do seu auto-
espago associado também é maior que um. Por essa razao, é possivel que tenhamos
diferentes particoes como respostas do algoritmo, dependendo de qual autovetor
do autoespaco associado a Agﬁ) utilizamos. Nas Figuras 4.4a e 4.4b, por exemplo,
estdo as particoes que seriam encontradas pelo algoritmo se considerassemos u® e
u(®, respectivamente, como autovetores associados a /\gﬁ); em ambas as situagoes, a

particao encontrada tem valor de condutancia igual a 1= > ¢p(2).
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(a) Particio encontrada ao considerar u®  (b) Particdo encontrada ao considerar u(®

Figura 4.4: Diferentes Particoes de P

E possivel notar que os outros autovetores da Tabela 4.2, além de u®
e u®, também nao geram uma particio cuja condutancia seja igual a ¢¢(2). Porém
sabemos que todo y € Span{u®, u® u® u® u®} nio nulo também é autovetor
associado a )\gﬁ), 0 que nos leva a questionar se ha vetores no autoespago que,
utilizados no algoritmo, acabam gerando a particao cuja condutancia seja igual a

¢c(2). De fato, o vetor
y = 15u® +0.25u® 4+ 1.5u? + u® + u®
= (1.30,1.56,1.36,—0.00,—0.07, —0.19, —1.11, —0.20, —1.29, —1.37)
além de estar no autoespaco também gera exatamente a particao da Figura 4.3b,

mostrando que o algoritmo fornece a resposta correta para o grafo de Petersen se

for escolhido um autovetor apropriado.

Agora veremos o que ocorre quando aplicamos o algoritmo para um
grafo G = (V, E) irregular e ponderado, conforme representado na Figura 4.5a e
cujos pesos sao dados na Tabela 4.3. Testando todas as condutancias das partigoes

do conjunto de vértices deste grafo em k classes, é possivel verificar que a que estd
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representada na Figura 4.5b é a que gera ¢g(2) = 0.439. O peso das arestas sao
diferenciados nas figuras conforme as suas cores e tracejados: quanto mais préxima
a tonalidade da linha que representa a aresta é do preto e o comprimento dos seus
tracos espagados forem maiores, maior é o peso da aresta, enquanto que quanto mais

proximo do branco e menores forem os tragos, menor é o peso.

(a) Terceiro Grafo

(b) Parti¢ao do Grafo

Figura 4.5: Exemplo de grafo e sua respectiva particao gerada pelo algoritmo, que

também gera a condutancia de G

Tabela 4.3: Pesos das Arestas e Grau dos Vértices de GG

wap =09 wap =09 wac =07 wap =07 wag =08 wyur=0.1 wsg=0.6
wac = 0.7 wpe =08 wpe=08 wpp=05 wpg=07 wgr=00 wpg=04
wap =07 wpp =05 wep=04 wep =04 wecg =08 wer=00 wecg=02
wagp = 0.8 wpg =07 wecg=08 wpg=04 wpg=04 wpr=08 wpg=0.9
warp =0.1 wprp=00 wer=00 wpr=08 wgr=0.1 wgr=01 wgg=0.2
wag =06 wpe=04 weg=02 wpe=09 wgeg=02 wpg=06 wpg=0.6

dqs =38 dp = 3.3 de =29 dp = 3.7 dg = 3.0 dp =1.6 de =29
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Para a matriz laplaciana normalizada deste grafo, encontramos o auto-

vetor

u® = (0.019,0.308,0.371, —0.373,0.321, —0.579, —0.393)
associado a A, Além disso, o vetor x = D~/2u® §
x = (0.097,0.170,0.218, —0.194, 0.186, —0.458, —0.231).

A ordenacao de suas coordenadas é w3 > x5 > 19 > 11 > x4 > T7 > Tg. Logo temos

que os S; e seus respectivos ag(.S;) sdo dados conforme a Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Resultados dos ag(S;)

Conjunto S; ag(S;) - Conjunto S; ag(S;) Conjunto S; ag(S;)

S, ={C} 1,000 - S;=SU{B} 0500 - S;=S,U{D} 0,733
Sy =S, U{E} 0,729 Sy =S3U{A} 0,439 Se =S5 U{G} 1,000

Neste exemplo, o algoritmo retornou como resposta o conjunto Sy, =
{A, B,C, E} e, portanto, obteve a particdo da Figura 4.5b que gera ¢¢(2), mos-
trando que para grafos irregulares e ponderados ele também pode ter um bom de-

sempenho.

4.3 Desigualdade de Cheeger de Ordem k

Versoes da Desigualdade de Cheeger de ordens superiores a 2 podem

ser enunciadas conforme o seguinte teorema.

Teorema 4.5 (Desigualdade de Cheeger de Ordem k). Seja G = (V, E) e L sua
matriz laplaciana normalizada, cujos autovalores sao )\gﬁ) <0< )\gfl). Dado um
k > 2 inteiro, vale

N (£)
TR < ¢g(k) gC-f(k)-\/;, (4.7)
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onde C > 0 € uma constante absoluta e f:{2,...n—1} — R € uma funcdo.

Neste trabalho, serd apresentada a prova, demonstrada por Trevisan
[33], de que f(k) = k3% em (4.7). No entanto, vale ressaltar que siao conhecidas
cotas superiores mais fortes do que esta cujas provas sao de mais dificil compreensao,

como é o caso de quando f(k) = k?, conforme Lee, Gharan e Trevisan [22].

Para as provas das cotas superior e inferior de (4.7) consideraremos
por simplicidade um grafo G' d-regular e nao ponderado, mas o resultado pode ser

estendido para grafos irregulares e com pesos, conforme Trevisan [33].

4.3.1 Demonstracao para a Cota Inferior

(£)
O lema a seguir prova de forma direta a desigualdade )‘kT < ¢g(k).

Lema 4.6. Sejam xV, ..., x®) vetores de suporte disjunto e £ a matriz laplaciana

normalizada de um grafo ndao ponderado G d-reqular. Entdo

Demonstragdo. Primeiro, é facil verificar que || >, x@[> = 37, [|x®]|?. Queremos

mostrar que, para cada aresta {u,v}, vale
k 2 k
(S -] <23t -t
i=1 i=1

Pela defini¢ao de vetores com suporte disjunto, existem j tal que :cq(f ) =0

para ¢ # j e { tal que 25 =0 para i # (. Se j = {, entao

k 2
P e YCEE
=1 ]

e, se j # {, entao

k 2 k
(ot -at) = ) 0 <2 2l =23 ) s
=1 i



Com isso, temos que

E o o) i 0 0\
( : ) Stpes (o =) X Ty (o - )
R, i = L=

= = <2 4
] >2;x1? - dd2; X

< 2. max Rp(x?), (4.8)

i=1,...k

onde em (4.8) foi utilizado o Lema 2.19. O

Sejam S, ..., Sk os conjuntos que satisfazem ¢¢(S;) < ¢g(k), para qual-
quer 7 = 1,...,k, e X o conjunto de todas as combinacoes lineares dos vetores 1g,.
Primeiro note que, para qualquer escolha de a; € R os vetores a;1g, sao de suporte
disjunto e, por isso, satisfazem o Lema 4.6. Além disso, é possivel verificar que,
utilizando o item (2) da Proposicao 2.15, temos Rp(a;lg,) = %Sf) oa(Si).

Portanto

2 niax RE(Oéi]-Si) =2 HllaX ¢G( ) <2- (ﬁg( )
=1, EARES]
Por outro lado, como 1g, sao ortogonais entre si, entao X tem dimensao
k. Logo, pelo Teorema 2.9, temos que para x = a;lg, + -+ + azlg,, com o; # 0,

tisf R =R 1
que satisfaz _max (y) £(x) vale

Wew, yeW e y#0

< 2-¢pg(k).

0 _ <
AL min max Ry(y) < =R, (Z o ,) 2 - rrllaxk Rr(ag;1s,)

A prova de que vale a desigualdade ¢g(k) < C- k35 \/@ fornece um
algoritmo que pode gerar k conjuntos que podem estar proximos daqueles que satis-
fazem ¢g(k). Nas subsegoes seguintes, descreveremos o funcionamento do algoritmo
em trés niveis. O primeiro deles ira explicar em poucos detalhes quais os procedi-

mentos que serao feitos, explicando brevemente o motivo de utilizd-los. O segundo

demonstrara a desigualdade ¢g(k) < C-k32-4/ )\,(f) com definigoes e lemas que serao
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enunciados na subse¢ao. O terceiro definird o algoritmo que serd implementado e

ocorrera sua aplicagao para exemplos que serao dados.

4.3.2 Cota Superior - Funcionamento do Algoritmo

Definimos a matriz U € R™** cujas colunas sdo os autovetores uy, ..., uy
ortonormais associados aos k menores autovalores da matriz laplaciana normalizada
de G. Tomamos os vetores f(i) como sendo os vetores linha de U, onde a i-ésima
linha possui correspondéncia com o i-ésimo vértice de G. Definimos a massa de

i lor de ||f(v)||*. Depoi jet t t
um vértice v como o valor de v)||*. Depois, projetamos estes vetores na casca
esférica unitdria de R*; por simplicidade, chamamos as projecoes f(v) obtidas por

esse procedimento como projecoes de v.

A ideia inicial é dividir os vértices em k conjuntos de forma que a
distancia entre as projecoes dos vértices em conjuntos distintos seja pelo menos
uma constante § > 0, a massa de cada conjunto (soma das massas dos vértices que
pertencem a ele) seja pelo menos 1/2 e a massa total (soma das massas de todos os

conjuntos) seja pelo menos k — }l.

Para isso, primeiro construiremos uma malha de cubos e seus respecti-
vos nucleos, que sao cubos de mesmo centro aos da malha, porém de lados menores
aos dela e iguais entre si. Alocaremos em um mesmo conjunto 7; os vértices cujas
projecoes estejam no mesmo nucleo. Primeiro repare que a existéncia dos nticleos
garantem que a distancia entre as projecoes dos vértices em conjuntos distintos nao
seja pequena. Repare também que pode ocorrer que algum vértice nao fique em
nenhum 7;, pois a sua projecao pode ficar proxima a fronteira do cubo. Caso a
massa total seja pequena, moveremos a malha a distancias aleatorias ao longo de
cada coordenada de R* até que a massa total dos 7} obtidos seja suficientemente
grande. Em seguida iremos unir ou excluir conjuntos até que tenhamos £ deles cujas

respectivas massas sejam pelo menos 1/2.
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Sejam Ay, ..., Ax os conjuntos formados ao final desse passo. O algo-
ritmo permitird incluir aos conjuntos A; alguns vértices cujas projegoes nao estavam
em nenhum nicleo, mas estavam suficientemente proximos da projecao de algum

vértice que esteja em algum desses conjuntos, formando conjuntos Sy, ..., Sk.

4.3.3 Demonstracao para a Cota Superior

Nesta secao sera provada a desigualdade ¢g(k) < C - k35 - \/@ com
a utilizacao de definicoes e lemas que serao enunciados durante a demonstracao.
Para cada resultado enunciado, sdo tomados um grafo G = (V, F) ndo ponderado
d-regular com vértices 1,...,n, sua matriz laplaciana normalizada £ de autovalores
)\gﬁ) < - < )\%) e seus respectivos autovetores ortonormais ul", ..., u™ e fixado

um k£ > 2 inteiro.

Definicao 4.7. Sejam xV, ..., x*) vetores ortonormais cujas coordenadas sio inde-
zadas pelo conjunto de vértices de um grafo G. Definimos a fun¢ao de mapeamento

em termos dos X9 como f: V — RF que satisfaz

Denotaremos também

Um resultado imediato da Defini¢ao 4.7 é que

Sl = 3 = S I =

veV veV i=1

Nesta secdo, os vetores ortonormais x* enunciados na Definicio 4.7

serao os autovetores u® relacionados aos k menores autovalores de L.

E importante definir também a distancia entre dois vértices e entre um

vértice e um conjunto de vértices.
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Definicao 4.8. Definimos a distancia entre os vértices u e v como
dist(u, v) = ||f(u) — £(v)]] .
Além disso, dado um subconjunto A C V', definimos a distancia entre u e A como

dist(u, A) = min dist(u, v).

vEA

Outro conceito que serd utilizado em determinado momento é do quo-

ciente de Rayleigh de uma fungao de mapeamento.

Definicao 4.9. Definimos o quociente de Rayleigh da func¢dao f como

e I — )7
Bell) = == TE@Pd,

O seguinte lema sobre o quociente de Rayleigh de uma funcao, de-
monstrada na Subsecao 4.3.5, sera importante em um determinado momento nesta

subsecao.

Lema 4.10. Seja o mapeamento £ : V. — RF definido em termos de k wvetores
ortonormais x(i), temos que
R.(f) < max, Re(x). (4.9)
i=1,...,
Em particular, se f é a funcao de mapeamento definida em termos dos
autovetores ortonormais X(I), e x(®) associados aos k menores autovalores da matriz

laplaciana normalizada de um grafo )\gﬁ) < - < )\,(f), entao, pelo Teorema 2.7, a

desigualdade em (4.9) pode ser reescrita como

Re(f) < A9 (4.10)

Comegamos a demonstracao da desigualdade ¢g(k) < C - k35 - /\,(f)

tomando uma malha de cubos em R¥ de lados iguais a L e seus respectivos nticleos.
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Cada ntcleo é um cubo de mesmo centro que o original e de lado igual a L- (1 — ﬁ)
Alocaremos em um mesmo conjunto 7; os vértices que estejam num mesmo nucleo
e definiremos os R; como os nicleos que contém pelo menos um dos f(v); seja m a
m
quantidade de conjuntos T; e R;. Caso Y > ||f(v)]|* < k—1, tomamos uma k-upla
i=1veT;
(c1,...,cx) onde cada ¢; € [0, L] é um ntimero real aleatério. Em seguida, deslocamos
a malha pelo vetor (¢, ...,¢x) e repetimos o processo de alocar os vértices e mover
m
a malha até que Y. > [|[f(v)|[* > k — ;. Os conjuntos T3, ..., T,, obtidos ao final
=1 veT;

deste processo satisfazem as propriedades do seguinte lema, que serd demonstrado

na Subsecao 4.3.5.

Lema 4.11. Existem m > k conjuntos disjuntos de vértices Ty, ..., T, tais que

(1) Y 3> k-1

i=1veT;
(2) Para quaisquer vértices u,v em conjuntos diferentes, dist(u,v) > C -
k=3, onde C € Ryy;
(3) Para qualquer conjunto T;, vale z; IE(v)|]? <1+ 4.
vel;
Até o momento comentamos como obter os conjuntos 71, ...,7T,, que
satisfazem o item (1) deste lema. Para os itens (2) e (3), o seguinte lema, que serd
demonstrado na Subsecao 4.3.5, ird auxiliar a garantir que estes conjuntos satisfacam

estas duas propriedades.

Lema 4.12. Seja diam(R) = maxyver||u —v|| e V(R) = {v € V : f(v) € R}.

Para todo subconjunto R da casca esférica unitdaria, temos que

2 1 : 2 -
> el < (1 jaam()?)

veV(R)

Definindo o lado dos cubos da malha como L = ﬁ, dados u € T; e

v € Ty, com i # j, temos que dist(u,v) > Mﬁ’ o que garante o item (2) do Lema
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4.11. Além disso, podemos concluir que, para qualquer ¢ = 1, ..., m, diam(R;) < N
Pelo Lema 4.12 temos que
Sl < O—hmmm»ﬁﬂ<(yul>ﬂ<0—i)q
= - 2 ' B 10k — 5k
1

1+

— < i
sty

o que garante a condi¢ao do item (3) do Lema 4.11.

Partindo dos conjuntos do Lema 4.11, podemos produzir conjuntos
Ay, ..., A, que satisfazem as propriedades do lema seguinte, cuja demonstracao a-

parece apos seu enunciado.

Lema 4.13 (Conjuntos Bem-Separados). Ezistem k conjuntos disjuntos de vértices

Ay, ..., Ay tais que

(1) Para qualquer conjunto A;, vale Y ||f(v)]|* > 1;
’UGAZ'

(2) Para quaisquer vértices u,v em conjuntos diferentes, dist(u,v) > C -

k=3, onde C' € Ryy.

Demonstracao. Sejam 11, ..., T, os conjuntos obtidos através do Lema 4.11. Unimos
dois a dois os conjuntos T; e T; que tenham massa inferior a 1/2 e repetimos este
processo até que tenhamos no maximo um conjunto cuja massa é inferior a 1/2;
chamamos de Aq, ..., A; todos os conjuntos obtidos com massa maior ou igual a 1/2.
Como cada conjunto gerado pela uniao de dois desses conjuntos tem massa menor
que 1, podemos afirmar que cada A; tem massa menor ou igual a 1+ ﬁ. Com isso,

é possivel afirmar que

1 1 ! 1
— . — ) > 2> _ =
ARl (SF I ES D LTSS

que implica ﬁ >k—t— %. Supondo que t < k, isto é, k —t > 1, a desigualdade

anterior implica ﬁ > }L, o que contradiz o fato de t < k. Logo, t > k.
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Para formar os k conjuntos mencionados no item (1) do Lema 4.13,
basta tomar k conjuntos destes ¢, seja excluindo alguns deles ou unindo aqueles ja
existentes. Note que, com isso, a condigao (1) é satisfeita e as operagdes realizadas
nos conjuntos 7; para obter os A; ndo mudam o fato de que o item (2) do Lema

4.11, que é o mesmo do 4.13, seja satisfeito. O

Até este ponto da prova, obtivemos k conjuntos Ay, ..., A; que, conforme
mencionado no final da subsecao anterior, utilizaremos para formar os k conjuntos
S1, ..., Sk desejados. Isto sera feito em dois passos. No primeiro, utilizamos os con-
juntos A, ..., Ay, para formar k vetores y(V, ..., y¥) de suporte disjunto. Em seguida,
escolhemos os k conjuntos 57, ..., Sy onde, para cada i = 1, ..., k, S; é subconjunto
com suporte de y?). Para realizar o primeiro passo, utilizaremos o seguinte lema,

que sera demonstrado na Subsecao 4.3.5.

Lema 4.14 (Localizacdo). Seja f : V — RF uma funcdo de mapeamento em ter-
mos de k vetores xV, ..., x%) ortonormais. Dados k conjuntos de vértices Ay, ..., Ay
de vértices tais que, para todo i = 1,...k, > |f(v)|]*> > % e, para quaisquer
vértices u,v de conjuntos diferentes, dist(u,v) > §, podemos construir k vetores
y. . y®) € R" de suporte disjunto e entradas ndo negativas tais que, para quais-

quer i =1, ..., k, vale que
Re(y") < C-k-67% Re(f), (4.11)
onde C € Ry,.

Conforme a prova deste lema, os vetores y que satisfazem a desigual-

dade em (4.11) sao definidos como

|1 (v)]| se v € A;
yi = 0 se dist(v, 4;) > 3
[£(v)]| - (1 — 2 -dist(v, 4;)) caso contrério
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Note que os vetores y(I, ..., y® sdo de suporte disjunto, pois ndo ha

como yff) >0e yz(,j) > ( para i # j, caso contrario teriamos que dist(v, 4;) < % e

dist(v, 4;) < 2, contradizendo a hipétese de que dist(u, v) > & para u, v de conjuntos

distintos. Utilizando estes vetores de suporte disjunto e § = I Jlgkg como hipéteses

do Lema 4.14, obtemos a desigualdade

R (y®) < C* -k (L)_Q R(f)—C—2 k" R (F)
L\y > 4\/5k3 L =5 L

2
< % KT8, (4.12)

onde em (4.12) foi utilizada a desigualdade em (4.10) e definimos, de forma conve-

02

. .
niente, C* = 5.

Ainda sobre os vetores y(I, ..., y*) utilizamos o seguinte lema.

Lema 4.15. Sejay € R" vetor com entradas ndo negativas. Entao existe 0 < t <

max{y; : j € V'} tal que

da({d 1 y; > t}) < V2Re(y).

Em outras palavras, o Lema 4.15 afirma que, para cada ¢ = 1,..., k,

existe um subconjunto nao vazio S; C supp(y(i)) que satisfaz

bc(Si) < /2R, (y®). (4.13)

Seja £ =1,...,k tal que ¢(Sy) = max;—1__x ¢c(S;), pela definigdo de condutancia de

G de ordem k podemos afirmar que

02
o (k) < 6c(Se) < \/2Re(y®) < \/2 RN = Ok
concluindo a prova da desigualdade da cota superior de ¢g(k).

Alguns lemas utilizados para provar a Desigualdade de Cheeger de or-
dem k indicam que alguns vértices do grafo poderao nao pertencer a nenhum dos

conjuntos 51, ..., Si obtidos no final de sua prova. No Lema 4.11, a projecao de algum
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vértice poderd nao estar em nenhum dos nicleos da malha e, consequentemente, em
nenhum dos conjuntos 57, ..., S,. Além disso, o Lema 4.15 garante a existéncia de
um conjunto S; que satisfaz a desigualdade em (4.13) e que é subconjunto do su-
porte do vetor y, o que também indica que algum vértice que estava no suporte
podera ficar de fora no conjunto S;. Nao fica claro como seria possivel adicionar
estes vértices a um dos conjuntos S, ..., Sk sem aumentar consideravelmente o valor

da condutancia.

4.3.4 Detalhes sobre o Algoritmo

Assim como a prova da cota superior da Desigualdade de Cheeger de
ordem 2, a de ordem k demonstrada na subsecao anterior também fornece um algo-
ritmo que tem como resultado final uma colecao de k£ conjuntos 57, ..., Si disjuntos e
nao-vazios utilizada para concluir o resultado. Como o resultado garante um limite
superior definido para a condutancia desta colecao, é possivel que esta nao esteja
tao distante da menor condutancia de ordem k. Portanto, este resultado tedrico
é uma possivel evidéncia de que o algoritmo espetral fornecido pela demonstragao

tenha uma boa qualidade para o problema de condutancia.

Nesta subsecao, descreveremos esquematicamente os passos de um al-
goritmo que satisfaz as propriedades da prova da subsecao anterior. Cabe mencionar
que alguns dos passos da prova sao descritos em um alto nivel de generalidade e, por
essa razao, o algoritmo poderia ser escrito de outras maneiras. Depois de descreve-lo,

ele serd aplicado em exemplos para que possa entender o seu funcionamento.

Para facilitar a compreensao, subdividimos o algoritmo em quatro par-

tes. Na primeira delas, nos preocupamos em definir as fungoes de empacotamento.
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Algoritmo 2a: Empacotamento
Input: Matriz £ de G

Output: Vetores f(v;), ..., f(v,) € R¥
1 Calcular os autovetores ortonormais {u¥), ..., u} associados a
AE <<

2 Para cada i = 1, ..., n, definir os vetores f(v;) = (ugl), u) e RE

i

No segundo algoritmo, queremos encontrar, conforme o Lema 4.11, m >

k conjuntos que respeitem certas propriedades.

Algoritmo 2b: Conjuntos Bem-Separados 1
Input: Vértices vy, ...,v, e matriz £ de G e vetores

f(v1), ..., f(v,) € R¥ tais que > ||f(vy)]|*> = k
i=1
Output: Conjuntos T, ..., T}, de vértices v, ...,v, de G

1 Para cada i = 1, ...,n, definir os vetores f(v;) = Hggz?;” € R*:

2 Criar em R* uma malha infinita de cubos de tamanho L = ﬁ;

3 Para cada cubo da malha, definir o seu respectivo nicleo como um

cubo de mesmo centro e tamanho L - (1 — ﬁ);

4 repeat

5 Tomar ¢ = (cq, ..., ¢;) tal que, para cada j = 1,...,k, ¢; é um
nimero aleatério no intervalo [0, L];

6 Deslocar a malha pelo vetor c;

7 Sejam Ry, ..., R,, os nicleos que contém pelo menos um dos

vetores f(v;), definimos 71, ..., T,, os conjuntos de vértices tais
que T; ={v; € V: ?<Ui> € R;};

8 M = Z;nﬂ ZuieTj CHIT

o until M >k —1/4;

Os conjuntos T, ..., T, produzidos pelo Algoritmo 2b satisfazem o Lema
4.11. Partindo desses conjuntos, o terceiro algoritmo produz conjuntos que satisfa-

zem as propriedades dos conjuntos Aj, ..., Ax do Lema 4.13.
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Algoritmo 2c: Conjuntos Bem-Separados 2

Input: Conjuntos 11, ...,T,, de vértices vy, ...,v, de G e suas
respectivas massas e k inteiro fixado
Output: Conjuntos Ay, ..., Ay de vértices vy, ...,v, de G
1 Definir os conjuntos Xi, ..., X}, como os T; (i =1, ...,m) de massa
>1/2eY,..., Y, como os de massa < 1/2;
2 while p < k do

3 | Definir i* # j* tais que dist(Y;+, Yj+) = min,; dist(Y;, Yj);
4 Z =Y UYs;

5 if massa de Z > 1/2 then

6 Xp1 = 2;

7 Redefinir os conjuntos Y1, ..., Y,,—,_2, removendo Y- e Yj«;
8 p=p+1L

9 else

10 Y = Z;

11 Redefinir os conjuntos Y1, ..., Y,,—,—1, removendo Yj;
12 end
13 m=m—1;
14 end

15 while m > k do

16 Definir i* que satisfaga ¢g(X;+) = max;—1__, ¢a(X;);
17 Definir j* que satisfaca

¢a(Xi» UYje) =minjq_m—p 0c(Xix UY;);

18 if pc(Xix) > ¢a(Xi+ UY;+) then

19 Xl* = Xi* U }/}*,

20 Redefinir os conjuntos Y, ..., Y,,_,—1, removendo Yj-;
21 m=m — 1;

22 else

23 m =k;

24 end

25 end

26 if p > k then

27 Redefinir os conjuntos X1, ..., X, como aqueles que possuem
menor condutancia;

28 end

29 Paracadai=1,....k, A; = X;.
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Como a demonstracao do Lema 4.13 apresentada na subsecao anterior
se preocupou em realizar operacoes que garantem que tenhamos k£ conjuntos de
massa maior ou igual a 1/2; estes podem nao ter sido bem escolhidos no ponto
de vista do algoritmo espectral. Por essa razao, a forma como escolhemos os k
conjuntos Ay, ..., Ay no Algoritmo 2c difere daquele mencionado na demonstragao
do Lema 4.13. A decisao de definir estes conjuntos conforme os passos do Algoritmo
2¢ foi tomada com base no resultado dos exemplos que serao apresentados nesta

subsecao.

No quarto e ltimo algoritmo, como os conjuntos Ay, ..., Ay obtidos no
Algoritmo 2c satisfazem a hipotese do Lema 4.14, eles serao utilizados para produzir
os k vetores yi,...,yx de suporte disjunto que satisfazem a desigualdade do Lema
4.14. Em seguida, cada um destes vetores serd utilizado no Lema 4.15 para obter

um dos k conjuntos Sy, ..., Sy finais.
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Algoritmo 2d: Localizacao
Input: Conjuntos Aj, ..., Ay de vértices vy, ..., v, de G e vetores de

f(v1),...,f(v,) € RE
Output: Conjuntos Sy, ..., S, de vértices vy, ...,v, de G

1 Paracadai1=1,...,nej=1,..,k, definir os vetores

y@) = (yij), ey yq(lj)) de tal forma que

||1£ ()| se v; € A;
ygj) = 0 se dist(v;, A;) > 8\/151::3 :
[£(vs)|| - [1 — 8v/5k? - dist(v;, Aj)] caso contrério
for j < k do
2 Definir p(j) como a quantidade de coordenadas nao-nulas de
y@;
3 Definir a;; < -+ < ;) como todas as possiveis coordenadas

nao nulas de y@:

4 Definir os conjuntos S;+ = {v; : ygj) >}, ondet =1,....p(j);
5 Calcular as fungoes ¢¢(S;:), onde t =1,...,p(j);

6 S; = {Sj,t SMiNg=1, () ¢G(Sj,t)}-

7 end

O Lema 4.15 garante a existéncia dos k conjuntos que satisfazem a
desigualdade em (4.13), mas nao define exatamente como eles sdo. Porém, pelos
passos definidos no Algoritmo 2d, basta tomar dentre todos os candidatos o que

possuir a menor condutancia para garantir que este satisfaga a desigualdade.

Para entender o seu funcionamento, aplicaremos o algoritmo para k = 2
no grafo G da Figura 4.6a.

V1 Vo V3 Vg

Vs Ve,

V7 Vs Vg V1o ¢

(a) Grafo G (b) Particao que gera ¢g(2)
Figura 4.6: Exemplo de Grafo
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E f4cil verificar que a partigdo dada pela Figura 4.6b gera ¢g(2) =

% = 0.067, pois, sabendo que ¢g(2) = min - ¢c(S), o menor numerador e
vol(5)< ¥t
maior denominador possiveis para ¢c(S), onde S C V e vol(S) < %(V), sao 1 e
vol(V)
2

3|V .
% = 15, respectivamente.

Suponha que ja tenham sido realizados os passos que definem as pro-
jecoes dos vértices na casca esférica unitdria, realizados conforme Algoritmo 2a e
primeiro passo do 2b. Na Figura 4.7a, podemos visualizar as projegoes dos f(v;) na

casca esférica unitaria, onde, para cada projecao, estd indicado o vértice correspon-

dente.
O
02 D T2
r HlTs
, OT.
BT
\\‘_//

(a) Projegoes na Casca Esférica Unitaria (b) Malha de Cubos

Figura 4.7: Malha de Cubos

Iniciando o Algoritmo 2b a partir do segundo passo, inserimos a malha

de cubos com seus respectivos ntcleos no plano onde estao as projecoes e ela sera
. ’ . . 1 _ 7 o« o~

movimentada até que a massa total seja maior que k — 7 = ;. Uma das posigoes

possiveis da malha para que essa condi¢ao ocorra é a que aparece na Figura 4.7b,

onde o vetor escolhido para mover a malha é, aproximadamente, ¢ = (0.06,0.05).

Note que nela todos os vetores estao em algum nticleo e, portanto, nessa posicao a

massa total é igual a 2 > ;Z. Com esta posigao, obtivemos os conjuntos 77 = {v4, v10},
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Ty = {vs, v}, T3 = {vs}, Ty = {vs}, T5s = {v1,v9,v7,v5}. Podemos observar na

Figura 4.8 como os conjuntos T; estao distribuidos no grafo.

O
aT.
HT
T
W

Figura 4.8: Conjuntos Ty, Ts, T3, Ty e T;

Com o auxilio da Tabela 4.5, que mostra as normas ao quadrado de cada
vetor f(v;), podemos verificar que os conjuntos 7, Ty, T3, Ty e T5 possuem, respec-
tivamente, massas iguais a 0.4630 < 1/2, 0.4079 < 1/2, 0.1291 < 1/2, 0.1291 < 1/2
e 0.8710 > 1/2. Portanto, definimos X; =T5, Y1 =Ty, Yo =Ty, Ys=T3e Y, = T}.
Conforme primeiro lago do Algoritmo 2¢, como ha somente um conjunto de massa
> 1/2, unimos dois conjuntos Y; e Yj» que tenham a menor distancia entre si dentre
os de massa < 1/2. Pela Figura 4.7b, é facil verificar que este dois conjuntos sao
Y1 =T e Yy =T, Como Y; UY; tem massa 0.8710 > 1/2, obtemos dois conjuntos
de massa > 1/2, X1 =T5 e Xy = YUY, e redefinimos Y7 = T3 e Yy = T)y. Ao final

deste lago, teremos os conjuntos distribuidos conforme Figura 4.9.

Tabela 4.5: Valor das Normas ao Quadrado dos f(v;)

Funcao || -]|* | Fungao | -|* | Fungao | -|?
f(v;) 02315 | f(us)  0.1201 | £(vg)  0.2040
f(vy)  0.2040 | f(vg)  0.1291 | f(ve)  0.2315
fvs)  0.2040 | £(vr)  0.2315
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Figura 4.9: Conjuntos X;, X5, Y1 e Y5

No segundo laco, verificamos se, unindo o conjunto de maior con-
dutancia entre X; e Xy a um dos conjuntos Y; e Y; diminuimos o valor da con-
dutancia. Consultando a Tabela 4.6, vemos que ¢g(X1) = ¢g(Xz) = 0.167 e
da(X1UYs) = da(XoUY]) = 0.067 < 0.167 s@o os menores valores de condutéancia
nesta situacao. Portanto, redefinimos os conjuntos X; = X; UY; e Xo = Xo UY]
e obtemos A; = Xy = {vy,v9,v5, 07,08} € Ay = Xy = {3, vy, vg, V9, V10} como con-
juntos finais do Algoritmo 2c. O terceiro lago nao serd necessario, pois ja obtemos

exatamente k = 2 conjuntos de massa > 1/2.

Tabela 4.6: Valor das Condutancias

dc(X1) = 0.167 b6 (X3) = 0.167

da(X1UY;) =0.333 | pa(XoUY;) = 0.067
Pa(X1 UY3) =0.067 | ¢g(XpUYs) = 0.333

Com os conjuntos A; e Ay obtidos no Algoritmo 2¢, formamos os vetores

de suporte disjunto

yM = (0,0,0.4516,0.4811, 0, 0.3593, 0, 0, 0.4516, 0.4811)

y® = (0.4811,0.4516, 0, 0,0.3593, 0, 0.4811, 0.4516, 0, 0)

definidos no primeiro passo do Algoritmo 2d. Sabendo que em cada um dos dois ve-

tores as possiveis coordenadas sao 0.4811 > 0.4516 > 0.3593, definimos trés subcon-
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juntos do suporte de cada vetor e calculamos a sua condutancia, conforme resultados

da Tabela 4.7.

Tabela 4.7: Condutancia dos S;;

Conjuntos (i = 1) ¢c(S1+) | Conjuntos (i = 2) b (Sa.t)

Sl,l = {U37U4,U6,U9,U10} 0.067 52’1 - {U17U27U57U77U8} 0.067
5172 = {’U3’U4’U97U10} 0167 3272 - {UI;UQ;U'??/US} 0167
5173 = {U4, UlO} 0.667 ‘5’2,3 = {Ula U7} 0.667

Por obterem a menor condutancia dentre os Sy, e Sa;, definimos S; =
S11 = {vs,v4,06, 09,010} € Sy = Sa1 = {v1,v9,v5, 07,08}, encerrando o algoritmo.

Note que estes dois conjuntos sao os mesmos da Figura 4.6b, que geram ¢¢(2).

Uma observagao importante é que o algoritmo obtido com a construcao
da prova da subsecao anterior nao é unico, pois alguns passos podem ser definidos
de diferentes formas. No nosso caso, o Algoritmo 2c realiza alguns passos que nao
sao os mesmos utilizados na demonstracao do Lema 4.13. No momento em que ha
k conjuntos de massa > 1/2, o Algoritmo 2c¢ comega a unir estes k conjuntos com
os de massa > 1/2 caso a condutancia diminua, enquanto que na demonstracao do
Lema 4.13 os conjuntos de massa < 1/2 s@o unidos uns com os outros até obtermos
no maximo um conjunto de massa < 1/2. Caso o Algoritmo 2c¢ procedesse desta
maneira, é possivel verificar que o resultado final do algoritmo nao seria alguma cuja

condutancia seja igual a ¢ (2) = 0.067.

A seguir veremos a aplicacao do algoritmo para k = 3 no exemplo do
grafo G da Figura 4.10a. A cole¢do de conjuntos P;, Py, Py} que gera ¢ (3) = 0.067
estd representada na Figura 4.10b, onde P, = {vq, va,v5, 19, v11} (Vértices azuis),
Py = {3, vy, v7, U8, V9, V12, 13} (vértices vermelhos) e Py = {v14, v15, V16, V17, V18, V19,
Voo } (vértices verdes). E possivel notar que esta colecao nao é uma particao, mas,

por simplicidade, iremos nos referir a ela assim.
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(b) Particao que gera ¢g(3)

(a) Grafo G

Figura 4.10: Segundo Exemplo

As coordenadas de cada projecao f(vi) sao dadas pela Tabela 4.8. Elas

serao importantes para o passo onde serao calculadas as distancias entre os X, caso

necessite.
Tabela 4.8: Projecoes dos Vértices

Projecoes Projecoes
f(v) = (—0.4774,0.0683, —0.8760) | f(v1;) = (—0.5016,0.0684, —0.8624)
f(vy) = (—0.5016,0.0684, —0.8624) | f(v12) = (—0.6417, —0.7125,0.2839)
f(vs) = (—0.6417,-0.7125,0.2839) | f(v13) = (—0.5559, —0.7619, 0.3323)
f(vy) = (—0.5559, —0.7619,0.3323) | f(v14) = (—0.7509, 0.5839,0.3085)
f(vs) = (—0.6164,0.0681, —0.7845) | f(v15) = (—0.6071,0.6715,0.4250
f(vg) = (—0.9757,0.0473, —0.2140) | f(vi6) = (—0.6071,0.6715,0.4250
f(v;) = (—0.7877, —0.5885,0.1824) | f(vy7) = (—0.5655,0.6894, 0.4528
f(vg) = (—0.5367, —0.7713,0.3423) | f(v1g) = (—0.5655,0.6894,0.4528
f(vg) = (—0.5367, —0.7713,0.3423) | f(v19) = (—0.5655,0.6894,0.4528

f(v10) = (—0.4774,0.0683, —0.8760) | f(vgg) = (—0.5655, 0.6894, 0.4528

Na Figura 4.11 estao representadas as segundas e terceiras coordenadas

de cada projecao e uma possivel malha de cubos que satisfaz massa total maior que
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3 — }1 = 11 SQobre a primeira coordenada, ha quatro intervalos distintos entre os

|

nicleos que contém pelo menos uma das projecoes; na Figura 4.11 as projecoes
que estao em intervalos distintos sao representados por diferentes tonalidades azuis.
Com isso podemos concluir que a projecio f(vs) ndo estd no mesmo niicleo que f(v;),
f(vy), f(vig) e f(v11), e f(v4) ndo estd no mesmo niicleo que f(vys) e f(vig), pois
apesar de parecerem estar no mesmo nucleo na perspectiva das segunda e terceira
coordenada, na perspectiva da primeira nao estao. A figura também indica que os

vetores f(vy) e f(vy3) estdo em um nicleo diferente de f(uvg) e f(vy).

T —'_‘-.\
~
/ 0. \\
Vg, Vg | // . \
Va4, V13 . & \
% \ V17, V1g, V19, V20
V3, V12 / o 03 \ V1s, Vie
{ \ Vig
V7 I «\ ) 06 04 ) 02 04 06 08 } VS
. Vs
-012 O
\ / Va2, V11
\ - / Vi, Vio
N J
\ 8] @ /
[ ]
— L—

Figura 4.11: Malha do Segundo Exemplo

Com esta malha formamos os conjuntos X; = {v17, v1g, V19, V20 } € Xo =
{v1,v9,v10,v11} de massa > 1/2 e Y} = {vs, v}, Yo = {vg,v13}, Y3 = {v15,v16},
Yy = {viu}, Y5 = {vs,v12}, Y5 = {v7}, Y7 = {vs} e Yz = {vs5} de massa < 1/2.
Conforme terceira parte do algoritmo, como temos dois conjuntos de massa > 1/2
iremos unir aqueles de massa < 1/2. Calculando todas as possiveis distancias entre

os Y;, encontramos que dist(Y;, Y2) é a menor delas e, portanto, unimos Y; e Y, para
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formar um novo conjunto. Como a massa de Y; UY; é 0.6708 > 1/2, redefinimos
os conjuntos de massas > 1/2 e < 1/2 obtendo X; = {vi7,v18, 019,020}, X2 =
{va,v8,v9, 013} € X3 = {v1,v9,v10,v11}, Y1 = {v15,v16}, Yo = {via}, Y3 = {v3, v12},

Yy ={vr}, Vs = {ve} e Y5 = {vs}.

Como temos trés conjuntos de massa igual a 1/2, passamos a analisar
se ha como diminuir a maior condutancia dentre os X; unindo a ele algum Yj.
Podemos verificar que ¢¢(X71) = 0.333 > ¢¢(X2) = ¢a(X3) = 0.167. Além disso,
¢e(X1UY7) = 0.111 é a menor das condutancias de X; unido com algum Y;. Como
oa(X1 UY]) < ¢a(Xy), redefinimos os conjuntos X7 = {v;s, v16, V17, U1s, V19, V20 },
Xy = {vy,v8,v9,v13} € Xz = {v1, v, 010,011}, Y1 = {vna}, Yo = {3,012}, Y3 = {vr},
Yy = {vs} e Y5 = {vs}.

Repetimos este passo até encontrar X, = {v14, v15, V16, V17, V18, V19, U20 |,
Xy = {v3,v4, 08,09, 12,013}, X3 = {v1,v9, 05,010,011} € Y7 = {vg}. Podemos ve-
rificar que ¢g(X3) = 0.067 > ¢c(X1) = da(Xz) = 0.048. Além disso, temos que
da(X3UY)) > ¢ (X3). Logo, descartamos Y7 para o restante do algoritmo e obtemos
A =X, Ay = Xy e Az = X;.

Prosseguindo com o algoritmo até o fim, encontramos que a resposta
final dele serdo os préprios conjuntos A;, As e Az que é aquela que gera ¢¢(3)

conforme Figura 4.10b.

Para provar que os conjuntos A;,As e A3 geram ¢g(3) = %5, mostra-
remos que nao existem outros trés conjuntos Ry, Re, R3 C V disjuntos tais que

a maior condutancia entre eles seja menor que %

Conforme demonstracao para
¢c(2) na Se¢do 4.2.2; os nicos conjuntos cujos cortes com seus complementares é
igual a 1 sao exatamente A;,As e A3. Com isso, supondo que R; tenha a maior
condutancia entre R;,Ry e Rs, temos que Cut(Ry, R;) > 1 e, consequentemente,
|S| > 10 para que ¢(R;) < % No entanto, a unica possibilidade para que as con-

dutancias de Ry e R3 sejam menores ou iguais que as de Ry é se |Ry| = |R3| =5 e
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Cut(Ry, Ry) = Cut(R3, R3) = 1. Como vimos que s6 hd um subconjunto de V' de ta-

manho 5 cujo corte com seu complementar € igual a 1, chegamos a uma contradigao.

1

Logo os conjuntos Aj,Ay e Az geram ¢g(3) = 13-

Como ultimo exemplo, retomamos o grafo da Figura 4.5a. Testando
todas as condutancias das particoes do conjunto de vértices deste grafo, é possivel
verificar que a que esta representada na Figura 4.12b é a que gera ¢g(3) = % =

0.0729.

(a) Grafo G (b) Partigao que gera ¢g(3)

Figura 4.12: Particado que gera ¢¢g(3)

Os tnicos conjuntos que poderao ser gerados com a malha de cubos é
T ={A}, To = {B}, T3 = {C}, T, = {D}, Tz = {E}, Ts = {F} e Ty = {G},
pois, neste exemplo, ndo ha como duas projecoes f(u) e f(v), para u # v, estarem
no mesmo ntcleo. Além disso, temos neste caso ||[f(A)||*> = 0.424, ||f(B)|* = 0.375,
I£(C)]|? = 0.399, ||£(D)||* = 0.331, ||[f(E)||* = 0.507, ||f(F)||* = 0.530 e ||f(G)]]* =

0.435 como as massas dos conjuntos 7;.

Como hé dois conjuntos 7; de massa < 1/2, tentamos unir, entre os

demais, aqueles cuja projecao sejam mais proximas; neste caso, 17 e Tp. Como
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Tl U T2 tem massa > 1/2, definimos X1 = {T1 U TQ}, X2 = T5, X3 = T67 }/1 = Tg,
Y =Ty, Ys =17

Como ¢g(Xa) = ¢a(X3) = 1 > ¢a(Xy) = 0.746, verificamos se ha

possibilidade de unir aos X3 e X3 os Y} consultando as condutancias da Tabela 4.9.

Tabela 4.9: Primeiro Teste das Condutancias

¥ pa(XaUY)) = 0729 ¢a(XaUYs) = 0.881  ¢g(XyUYs) = 0.932
be(X3U0Y1) =1.000 * ¢e(X5UYs) = 0.698 ¢e(XsUYs) = 0.733

* Uniao que gerou menor condutancia para cada X;.

Logo, redefinimos X; = {A4,B}, Xo = {C,F}, X3 = {D,F} e Y, =
{G}. Além disso, temos ¢c(X1) = 0.746 > ¢g(X2) = 0.729 > ¢g(X3) = 0.698.
Verificando a condutancia de X7 UY] temos ¢ (X1 UY7) = 0.620 < ¢g(X;) = 0.746.
No fim, geramos os k conjuntos A; = {A, B,G}, Ay ={C,E} e A3 ={D, F}.

Ordenando as coordenadas de cada vetor de suporte disjunto

y" = (0.651,0.612,0,0,0,0,0.659),
y® = (0,0,0.631,0,0.712,0,0) e
y® = (0,0,0,0.575,0,0.728,0)

temos os conjuntos S1; = {A,B,G}, Sio = {A, G}, Si3 = {G}, S2q1 = {C, E},
Soo ={FE}, S31 ={D,F}, S30 = {F}. Além disso, ¢¢(S11) = 0.62 < ¢p(S12) =
0.821 < ¢¢(S13) = 1, ¢(S21) = 0.729 < ¢g(S22) = 1 € ¢a(S51) = 0.698 <
¢c(S12) = 1 e, portanto, temos como resultado do algoritmo que S; = Sy 1, Sy =

So1, S5 = S31, que ¢ a partigdo que gera ¢¢(3) conforme Figura 4.12b.
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4.3.5 Demonstracao dos Lemas Auxiliares

A seguir veremos as provas dos lemas que foram utilizados para provar a
cota superior da Desigualdade de Cheeger de ordem k. Em todos os lemas, conside-

ramos um grafo G = (V| E) d-regular ndo-ponderado e f sua fungdo de mapeamento.

O seguinte lema utiliza o quociente de Rayleigh da funcao de mapea-

mento definida na Subsegao 4.3.3.

Lema 4.10. Seja o mapeamento £ : V. — RF definido em termos de k wvetores
ortonormais X(i), temos que

Re(f) < max Ry (x™).

i=1,....k

Demonstracao.

Z{u,v}GE Zz ('Cm(j) - xT()Z))2 Zz Z{u,v}GE(xS) - xE’Z))2
Re(f) = -

Ay, () dk

@ ey

_ %Z Z{u,v}eE ; _ E Z RE(X(i))

< @),
Jnax Fe(x*)

]

O Lema 4.13 é uma consequéncia do que vem a seguir. Por conveniéncia,

enunciamos o resultado novamente.

Lema 4.11. Existem m > k conjuntos disjuntos de vértices T, ..., T,, tais que

(1) Y 3> k-1

=1 ’UETi
2) Para quaisquer vértices u,v em conjuntos diferentes, dist(u,v) > C -
)

k=3, onde C € Ryy;

(3) Para qualquer congunto Ty, vale > ||f(v)|]*> <1+ ﬁ-
veT;
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Na Secao 4.3.3 provamos que, com a construcao da malha de cubos
de lado L = ﬁ, é possivel obter os conjuntos 17, ...,7T,, que satisfazem os itens
(2) e (3). Em relagdo ao item (1), foi demonstrado no capitulo 2 que o modelo
probabilistico definido consegue garantir que, construindo em R* uma malha de
cubos de lado L cujos nucleos distam pelo menos um valor §, para um conjunto
de vetores f(vy), ..., f(v,) que satisfazem Y77 [[f(v))[|* = k vale 3¢ o Ifil? >
k - (1 — %), onde C(z) é a unido das regides internas de cada ntcleo gerado por

uma certa posicao da malha. E possivel notar que os somatdrios >t IE(v:) |2

621‘112
kS _ 1

L

75z, encontramos

f(v)||* se equivalem e, além disso, tomando § =

Lema 4.12. Para todo subconjunto R da casca esférica unitaria, temos que

2 L. 272
S P < (1 jlaim(m)?)

veV(R)
Demonstracdao. Para quaisquer vetores z e w unitarios, temos
1
_ 2
(2, w) = 1 >}z — /.
2
Além disso, considere X € R*¥*" cujas colunas sdo os f(v). Entdao temos que

D (), w) = [ XTw|? = w'XXTw =w'w =1

veV

Seja w € R, entao

s ijmwfz§:uﬂm*mmwv
veV vEV(R)
_ M - @—4& w@
> M M2 - (—%mm1»ﬁ.

Lema 4.16.
[£(v)] - dist(u, v) < 2[[f(u) — £(v)]].
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Demonstracao.

i) = 1 - [geer — o] = €0 ey
< |- gy £ + e - £ (a.14)
= e (jag —1)| + e =g
R LGl \+uf<u> ()|

|
I+ (£ (u) — £(0)]
I, (4.15)

= IE)[] = [[f(v
< 2|f(u) - £(v)

onde em (4.14) e (4.15) foi utilizada a Desigualdade Triangular (Corolério 2.18). [

Lema 4.14 (Localizacdo). Seja f : V. — RF uma fungdo de mapeamento em ter-
mos de k vetores xV, ..., x*%) ortonormais. Dados k conjuntos de vértices Ay, ..., Ay

f(v)||> > I e, para quaisquer

de vértices tais que, para todo i = 1,....k, Y 5

vértices u,v de conjuntos diferentes, dist(u,v) > 0§, podemos construir k vetores
vy, y®) € R" de suporte disjunto e entradas ndo negativas tais que, para quais-
quer i =1,....k, vale

Ry (y) < C-k-072- Ry(f),

onde C' € R.,.

Demonstragdo. Queremos mostrar que os vetores y(® tais que g\ = 7 (v) - |[f(v)| e

0 se dist(v, 4;) >

Ti(v) =
1—2.dist(v, 4;) se dist(v, 4;) <

NS NI

Y

onde para v € A; vale dist(v, A;) = 0, satisfazem as condigdes propostas no Lema

de Localizacao.

No denominador de R;(y") temos

1
d-> 7(v)*-|[f(v IIQZd-ZIIf(U)IIQZd-Q.

veV vEA;
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A contribuigdo da uma aresta {u,v} do numerador é o quadrado de

=yl =

ININ A

IN

IN

7 (v) - [ ()] = 7:(w) - [[£(w)]]

7 () - [[E ()] = 7av) - [E(W)]] + 7a(v) - [E ()] = 7alw) - [[E()]]]

I7i(0) - ([ )| = 7:(v) - [E@) I + |7:(0) - [E ()] = 7i(w) - [[E(w)]]
)

7i(v) - [[£(v) = E()[| + [E ()] - [7:(v) = 7alw)] (4.16)

[£(v) = £()]| + [[E(w)]] - |diSt(U7Ai) — dist(u, A;)|
[f(v) = ()| + [E(w)]] - = dlst(v u)

I£0) — )] - (1+ %) (4.17)

onde em (4.16) foi utilizada a Desigualdade Triangular (Corolario 2.18) e em (4.17)

utilizamos o Lema 4.16.

Note que

S = 33 = S I = b

veV veV i=1

Portanto, o numerador de R;(y®) é

Considerando C =

S WP < (143) 0 Xl -t

{u,v}eFE

{uv}eE
< 05 Y If() — f(w))?
{uv}eFE

= C*k-62 Re(f).

Re(y") <C-k-67% Re(f).

]

Lema 4.15. Seja y € R™ vetor com entradas nao negativas. FEntao existe 0 <t <

max{y; : v; € V'} tal que

pc({v; €V iy; > t}) < \/2Rc(y).
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Demonstragdao. Seja o subconjunto X, = {v; € V:y; > \/r} em = max{y? tv; €
V'}. Nos passos seguintes, utilizaremos a integral de uma func¢ao degrau como uma

soma de areas de retangulos.

Note que g(r) = vol(X,) é uma fungao degrau e, além disso, o valor
do grau d; contribui para a soma que resulta vol(X,) enquanto v; € X,, ou seja,
quando r € (0,y7]. Logo a integral de vol(X,) em r de 0 a m é igual & soma das

areas dos retangulos d; x yjz-, para cada j. Com isso, obtemos a igualdade

/ vol( X, )dr = Z
0

v;eV

Por outro lado, temos que f(r) = Cut(X,, X,) também é uma funcio
e degrau. Além disso, para cada i # j tal que y; > y;, w;; contribui para a soma
de pesos que resulta o Cut(X,, X,) enquanto v; € X, e v; € X,, ou seja, quando
r € (y2,y7]. Logo a integral de Cut(X,,X,) em ¢ de 0 a m ¢ igual & soma das dreas

dos retangulos w;; X |y? — yf-], para cada v;, v; adjacentes. Portanto temos que

/ Cat(X, Xdr = 3 wyly? — o]
0 {’Ui,l}j}EE
— Z wijlyi — ;| - (i + ;)
{fui,vj}EE
< Z wi(yi — yj)* Z wij(yi +y;)* (4.18)
{vi,v;}€E {viv;}€E
< Z wij(yi — y;)?, [2 Z diy;, (4.19)
{’l]i,'Uj}GE UZEV

onde nas desigualdades (4.18) e (4.19) foram utilizados os Teoremas 2.17 (desigual-
dade de Cheeger) e 2.22, respectivamente. Combinando as desigualdades encon-
tradas e utilizando o Lema 2.20, podemos afirmar que existe um 0 < t < m tal

que

pa({v; € V 1 y; > t})
’ ! vZEV dlyi

f Cut(XT,X d?‘ Z{v“%}eEww(yz yj)2
fo vol(X
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— AR (4.20)

onde em a igualdade em (4.20) é atingida pelo item (2) da Proposi¢ao 2.15. O
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacao, foi possivel estudar diferentes estratégias espectrais
para problemas de particionamento. No caso dos problemas de minimizag¢ao das
funcoes RatioCut e NCut, obtemos a relaxacao de um problema matematico bem
definido e formulado conforme o problema original como passo espectral para uma
heuristica. Por se tratar de uma aproximacao do problema original, a utilizagao do
problema relaxado na heuristica traz evidéncias de que esta, quando utilizada com
um passo de clustering que geralmente obtém bons resultados, como o algoritmo

das k-médias, pode trazer resultados satisfatorios para o problema.

Além disso, estudamos o resultado apresentado por Wang et. al [35], que
diz que a melhor particao em duas classes de uma arvore utilizando a fungao NCut
garante que o grafo induzido de cada uma de suas classes é conexo. Eles afirmam
que o resultado também vale para k > 2 classes, porém nao demonstram esse fato
e nem citam referéncias. Neste trabalho, propusemos uma possivel estratégia de
demonstracao para este resultado utilizando inducao e grafos que possuem pesos em

seus vértices.

Outras estratégias estudadas detalhadamente foram os algoritmos de
aproximacao fornecidos pelas demonstragoes apresentadas por Chung [8] e Trevi-
san [33]. A demonstracio de Chung encontra uma particio {S,S} que satisfaz
06(2) < 6a(S,5) < 24/6c(2). Da mesma forma, a demonstracao de Trevisan en-
contra uma colegao {51, ..., Sy} de k conjuntos disjuntos e nao vazios que satisfazem
dc(k) < ¢g(S1, ..., Sp) < C* - /{;3'5\/@, onde C* é uma constante absoluta. Vale
também mencionar que, para a prova de Trevisan, observamos que ha mais de uma
maneira de definir o algoritmo. Isto ocorre porque alguns passos da prova nao sao
explicitos, visto que o resultado é valido independente da escolha realizada. Nao

realizamos uma pesquisa experimental de grande escala, mas observamos que os
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passos do algoritmo que implementamos obtiveram bons resultados nos exemplos

apresentados.

5.1 Trabalhos Futuros

A compreensao dos resultados relacionados ao problema de particio-
namento apresentados neste trabalho proporcionou um ambiente promissor para a
realizacao de outros estudos deste tipo. Com o conhecimento adquirido com a rea-
lizacao deste trabalho, sera possivel investigar novas questoes sobre o problema de
particionamento ou estudar detalhadamente aqueles que ja constam na literatura,

sejam resultados tradicionais ou recentes.

O estudo realizado neste trabalho sobre particionamento de arvores,
cujo foco foi o Teorema 3.5 apresentado por Wang et. al [35], trouxe possiveis es-
tratégias para demonstrar este resultado para o caso em que tratamos de particoes
com k > 2 classes. Uma das ideias de trabalhos futuros é conseguir provar o resul-
tado do Teorema 3.7 para grafos com pesos nos vértices, levando a apresentar uma

demonstracao do Teorema 3.5 para o caso em que k > 2.

Também gostariamos de estudar com mais detalhes algumas classes de
grafos cuja melhor particao para um problema de particionamento possui propri-
edades que possibilitam que o problema possa ser resolvido com mais facilidade
em relacao ao problema para grafos no geral. Um exemplo onde isso ocorre é no
estudo de Peng, Sun e Zanetti [30], que provam que um algoritmo espectral com-
binado com o algoritmo de classificacao das k-médias tem garantia de aproximagao

quando aplicado a grafos bem particionados, que sao aqueles que possuem uma razao

T(k) = (2‘2(*,;) elevada, onde Ay é o (k+ 1)-ésimo menor autovalor da matriz lapla-

ciana normalizada do grafo G e ¢¢(k) é a condutancia de G de ordem k.
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Devido a sua ampla utilizacao, seria interessante obter mais resultados
sobre o desempenho do algoritmo da k-médias como passo de clustering de algorit-

mos espectrais e a influéncia do método de inicializacao deste algoritmo.

Os problemas apresentados por Chung e Trevisan poderao ser aborda-
dos de diferentes formas daquelas estudadas neste trabalho, como a aplicacao dos
algoritmos espectrais em grafos aleatérios e a investigacao se existem versoes das de-
sigualdades de Cheeger adaptadas para as fungoes RatioCut e NCut e, caso afirma-
tivo, verificar se é possivel obter algoritmos espectrais de bom desempenho a partir
de suas demonstragoes. Isso mostraria que estratégias como as descritas nas secoes
4.2.2 e 4.3.3 também sao algoritmos de aproximacao. Além disso, outras desigualda-
des cuja demonstracao também fornece algoritmos espectrais poderao ser estudadas.
Seja o grafo G com n vértices e A\; < --- < )\, os autovalores da sua matriz laplaciana

normalizada, para um k fixo algumas destas desigualdades sao ¢g(k) < Cy - k*2V/ )\,

(apresentada por Lee, Gharan e Trevisan [22]), ¢ (k) < Cy-k- \/AA% (apresentada por
Kwok, Lau, Lee, Gharan e Trevisan [20]) e max;—1,_ ¢¢(S:) < Cs-+/ A logk (apre-
sentada por Louis, Raghavendra, Tetali e Vempala [26]), onde ¢ < 1 e C1,C5,C5 > 0

sao constantes reais absolutas.
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