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Resumo

Nesse trabalho serao introduzidas as nogoes de (co)acao parcial de uma algebra
de Hopf fraca em uma codlgebra, bem como a nocao de acao parcial de um grupoide
em uma coalgebra. Uma equivaléncia entre as nogoes de agao parcial de grupoide e
acao parcial sera apresentada. Além disso, sera visto sob quais condicoes é possivel
gerar uma algebra de Hopf fraca a partir do coproduto smash e do coproduto smash
parcial. Por fim, serd estabelecido uma relagao dual entre as estruturas de acao e
coagao parcial, assim como serao apresentados teoremas de globalizacao para ambas

estruturas.

Palavras-chave: Algebras de Hopf fracas, globalizacao, dualizacao, mdédulo
coalgebra parcial, comédulo coalgebra parcial, agao parcial de grupoide, coproduto

smash fraco.



Abstract

In this work the notions of partial (co)action of a weak Hopf algebra on a
coalgebra, as well as the notion of partial action of a groupoid on a coalgebra will
be introduced. An equivalence between the notions of partial action of grupoid and
partial action will be presented. In addition, it will be seen under what conditions
it is possible to generate a weak Hopf algebra from the smash coproduct and the
partial smash coproduct. Finally, a dual relationship between the structures of
partial action and coaction will be established, just as globalization theorems will

be presented for both structures.

Keywords: Weak Hopf algebras, globalization, dualization, partial module co-

algebra, partial comodule coalgebra, partial grupoid action, weak smash coproduct.
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Introducao

A nocao de acoes parciais de um grupo em um conjunto apareceu pela primeira
vez no artigo [I5] de R. Exel. O objetivo de R. Exel nesse trabalho foi descrever
C*-4lgebras cujo grupo de automorfismos é o circulo unitario S;. Mais tarde, M.
Dokuchaev e R. Exel definiram, em [I3], a agao parcial de um grupo em uma
algebra, trazendo as acoes parciais para um contexto puramente algébrico. A partir
dai, muitos resultados foram obtidos, um deles é o desenvolvimento da teoria de
Galois para agoes parciais de grupos em anéis de M. Dokuchaev, M. Ferrero e A.
Paques, [14]. Esse trabalho motivou a definigao de agbes parciais de algebras de Hopf
apresentada pela primeira vez por S. Caenepeel e K. Janssen em [§]. Além disso,

em [8] o conceito de coagoes parciais de dlgebras de Hopf também foi introduzido.

Em [13], E. Exel e M. Dokuchaev investigaram sob quais condigdes uma agao
parcial de grupo possui uma globalizagao (também conhecida como agao envol-
vente). Generalizando essa nogao, M. Alves e E. Batista, em [1], construiram uma
globalizacao para uma acgao parcial de uma algebra de Hopf em uma algebra. Esses

resultados ficaram conhecidos como Teoremas de Globalizagao.

A teoria de agoes de algebras de Hopf fraca iniciou com G. Bohm, F. Nill e K.
Szlachényi em [6] e vem sendo desenvolvida em trabalhos como [7] e [22]. Nesse

interim, D. Bagio e A. Paques exibiram em [3] a definigao de agao parcial de grupoide



em uma algebra, estendendo a nocao de agao parcial de grupo em &algebra. Nesse

trabalho também foram generalizadas algumas propriedades apresentadas em [13].

Dando continuidade, F. Castro, A. Paques, G. Quadros e A, Sant’Ana intro-
duziram em [I0] o conceito de ac¢do parcial de uma &lgebra de Hopf fraca em uma
algebra e averiguaram que os resultados de algebras de Hopf sao vélidos, de forma
analoga, para esse novo contexto. Por exemplo, foi estabelecida uma equivaléncia
entre uma acao parcial de um grupoide G em uma algebra unitaria A e a agao

parcial da algebra de grupoide kG em A.

Uma pergunta natural que também surgiu foi saber o que acontece quando
a acao parcial nao é mais de uma algebra de Hopf em uma &lgebra e sim em
uma codlgebra. Assim, no trabalho [9], F. Castro e G. Quadros desenvolvem uma
teoria nova para o contexto de codlgebras. Inspirados na definicao apresentada
em [4] eles apresentaram teoremas de globalizagao e construiram coproduto smash
parcial gerado por coacoes parciais de algebras de Hopf em coalgebras, dentre outros

resultados.

Dessa forma o estudo de (co)agbes parciais de dlgebras de Hopf fracas em
coalgebras da continuidade a teoria desenvolvida até aqui. Por isso, o principal
intuito deste trabalho é definir uma (co)agao parcial de uma algebra de Hopf fraca
em uma coalgebra e averiguar como as propriedades validas para a teoria de algebras

de Hopf se comportam nesse contexto mais genérico.

No primeiro capitulo deste trabalho é apresentada a base tedrica necessaria para
a compreensao deste texto. Esse capitulo esta dividido em trés partes: algebras de
Hopf, dlgebras de Hopf fracas e (co)agoes parciais em algebras. Todas as propri-
edades e resultados apresentados nessa parte ja existem na literatura, por isso, as
respectivas demonstragoes serao omitidas. No entanto, as referéncias sao devida-

mente apresentadas para um maior aprofundamento do assunto.



Na primeira parte do segundo capitulo a definigdo de agao (global) de uma
algebra de Hopf fraca em uma coalgebra é reformulada, e, em seguida, é apresentada
a definicao de agao parcial de uma algebra de Hopf fraca em uma codlgebra, bem
como suas respectivas propriedades. Nesse capitulo também é exibida uma familia
de exemplos de acoes parciais de uma algebra de Hopf fraca em uma codlgebra.
Além disso, é investigado quais condicOes sao necessarias e suficientes para que
um modulo codlgebra parcial possa ser gerado a partir de um modulo coalgebra
(global) via uma projegao. Por fim, a nogao de acao parcial de um grupoide em uma
coalgebra é apresentada generalizando a acao de grupo em codlgebra de E. Batista
e J. Vercruysse definida em [4], e uma equivaléncia entre a acao de um grupoide G

em uma coalgebra C' e a acao da algebra de grupode kG em C' é construida.

No terceiro capitulo, analogamento ao Capitulo 2, o conceito de coagao (global)
de uma algebra de Hopf fraca em uma coalgebra é reformulado. Logo apds, é
apresentada a definicao de coagao parcial de uma algebra de Hopf fraca em uma
coalgebra junto com suas propriedades e uma familia de exemplos. Também é
averiguado quais condigoes sao necessarias e suficientes para que um comoédulo
codlgebra parcial possa ser gerado a partir de um comdédulo codlgebra (global) via
uma projecao. Na ultima parte desse capitulo é investigado sob quais condigoes o
coproduto smash fraco gera uma algebra de Hopf fraca, e, por conseguinte, se essas
mesmas condi¢oes tornam o coproduto smash fraco parcial uma algebra de Hopf

fraca.

No Capitulo 4 deste trabalho héa trés secoes. A primeira secao trata de du-
alizagoes, isto é, sao averiguadas as correspondéncias duais entre as estruturas
de moédulo algebra parcial, médulo coalgebra parcial, comdédulo algebra parcial e
comédulo codlgebra parcial. J4 na segunda e na terceira se¢ao sao investigadas
as condicoes necessarias para que um moédulo coalgebra parcial e um comddulo

coalgebra parcial tenham uma globalizagao, estendendo a ideia apresentada em [11]



por F. Castro e G. Quadros.
Convencgoes

Antes de comecar, fixamos as notagoes que serao usadas ao longo do texto.
Denotaremos por k um corpo genérico, a menos que seja feita alguma especificagao
adicional sobre tal estrutura. Além disso, todos os produtos tensoriais serao sobre
o corpo k, assim, utilizaremos a notacao ® no lugar de ®,. A sempre denotara
uma algebra, C' uma codalgebra e H uma algebra de Hopf fraca. Ao longo do texto
outras propriedades podem ser exigidas sobre as estruturas A, C' e H, mas elas serao
mencionadas na devida oportunidade. Além disso, todas as aplicacoes consideradas
serao k-lineares e os espacos vetoriais serao considerados sobre o corpo k. Por fim,
o isomorfismo V @ k ~ V ~ k ® V serd usado automaticamente para todo espaco

vetorial V.



Capitulo 1

Pre-requisitos

1.1 Algebra de Hopf

Nesta secao veremos algumas propriedades de algebras de Hopf que serao ne-
cessarias para a compreensao dos proximos capitulos. Apresentaremos apenas os
principais resultados dessa teoria, para mais informagoes fazemos referéncia a [20]

e [19].

Iniciamos com a nocao de k-dlgebra que é uma tripla (A, m,u), tal que A é
k-espago vetorial e m : A® A - Aewu:k — A sao aplicacoes k-lineares que
satisfazem:

(i) mo(m®ida) =mo (idg ® m);
(ii) mo (idgy ® u) =mo (u®idy).
Seguindo a notagao acima, m e u sao ditas, respectivamente, multiplicacao e

unidade de A. O item (ii) nos diz que u(1lx) = 14 é unidade bilateral de A, ou seja,

aly = a = 1,a, para todo a € A.

O préximo conceito serd um dos mais usados no decorrer desse trabalho. E a



nogao de k-codlgebra que também é uma tripla (C,A,¢) onde C' é um k-espago

vetorial e A : C - C ® C e e : C' — k sao aplicacoes k-lineares que satisfazem:
(i) (A®ide)o A= (ide @ A) o A,
(i) (ide®e)oA=p=(s®idc)oA.

Com a notacao acima, A e € sao ditas, respectivamente, comultiplicagao e cou-

nidade de C'. Além disso, usaremos a notacao de Sweedler [21] para A, isto é,

A(h) =Y Iy @ ha,
h

ou simplesmente,
A(h) = hy ® ha,
onde o somatdrio esta subentendido.

Visto esses conceitos, podemos definir uma estrutura que seja tanto dlgebra
(H,m,u), quanto codlgebra (H,A,¢) e que satisfaca uma compatibilidade entre
(H,m,u) e (H,A, ¢). Dessa forma, um k-espago vetorial H é dito uma bidlgebra se

existem aplicagoes k-lineares

m:H®H— H, u:k—H

A:H—H®H, e:H—k

tais que (H,m,u) é uma &lgebra, (H, A, ¢) é uma codlgebra e A e £ sdo homomor-

fismos de dlgebras, ou seja,

A(hk) = AWAK),  A(ly) =1y @ Ly

e(hk) =¢e(h)e(k), e(ly) =1,



para todos h,k € H.

Também é facil observar que A e € sao homomorfismos de algebras se, e somente

se, m e u sao homomorfismos de coalgebras, isto €,

(hk’)l &® (hk)g = hlk’l ® thQ, €(hl€) = E(h)é‘(k’)

A(ly) =15 ® 1y, e(ly) = 1,
para todos h, k € H.

Com isso, estamos aptos a apresentar o conceito de dlgebra de Hopf. Considere
A uma &lgebra e C' uma codlgebra. O espago vetorial Homy(C, A) é uma &lgebra,

com multiplicacao dada por:

frg=mao(f®g)oAc,

para todo f,g € Homy(C,A), mais conhecida como produto convolugao. Nao é
dificil ver que a unidade dessa algebra é a aplicacao v o e ([I2]). No caso em que
A = C = H é uma bidlgebra, podemos definir a aplicacao inversa da identidade

idg, que denotaremos por S € Homy(H, H) e chamaremos de antipoda de H.

Definicao 1.1.1. Uma dlgebra de Hopf é uma bidlgebra H que possui antipoda.

A seguir, apresentaremos algumas propriedades da antipoda.

Proposicao 1.1.2. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao, para todo
g,he H,

(@) S(hg) = 5(g9)S(h);
(i1) S(1g) = 1u;
(i) A(S(h)) = S(h) ® S(ha);

(iv) (S(h)) = £(h).



Proposicao 1.1.3. Se H é uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita com antipoda
S, entao H* é uma dlgebra de Hopf com antipoda S*, dada por S*(f) = foS, para
todo f € S.

No que segue, veremos um exemplo de algebra de Hopf que serd 1til ao longo

desse texto.

Exemplo 1.1.4 (Algebra de grupo). Sejam G um grupo e kG o k-espaco vetorial

com base {0,}4ec. Entao, kG é uma algebra de Hopf com as seguintes estruturas:

m((Sg X (Sh) = Oghn
U(l]k) = 1G

A(‘Sg) = 59 ® 59

1.2 Algebra de Hopf Fraca

Nessa secao, relembraremos a nogao de algebra de Hopf fraca a partir do con-
ceito mais geral de bidlgebra fraca. Também apresentaremos varias propriedades
importantes dessas estruturas, que serao fundamentais para o desenvolvimento da
teoria de (co)agoes parciais de dlgebras de Hopf fracas em coédlgebras. Com intuito
de nao tornar o texto extenso, iremos omitir as demonstracoes de tais propriedades,

mas elas podem ser facilmente encontradas em [5] e [7].

Como vimos, uma bidlgebra (H,m,u, A, &) é uma estrutura na qual € e A sao
multiplicativas e preservam a unidade. Agora, trabalharemos com uma nocao seme-

lhante a essa, embora um pouco mais genérica, no sentido que nao exigiremos todas



essas condigoes para A e . Assim, um k-espaco vetorial H é dito uma bidlgebra

fraca se existem aplicacoes k-lineares

m: HH—-H, u:k—H

AHoH®H, ¢:H—k

tais que (H, m,u) é uma &lgebra, (H, A, ¢) é uma coélgebra e, além disso, as se-

guintes condicoes sao satisfeitas:

(i) A(hk) = A(h)A(K).
(ii) e(hkl) = e(hky)e(kaol) = e(hkq)e(k1l).

(i) (1nz ® A(lp))(A(ly) ® 1) = (A(lp) ® 1p)(1r ® A(lx)) = A%(1g).

Com as notagoes apresentadas anteriormente, o item (iii) indica que

1/ ® 111y ® 15 =1 ® 111 ® 1y =11 ® 19 ® 13.

Além disso, como A é multiplicativa, concluimos que A(h) = A(hly) = A(1xh),

entao,

h1®h2 == h111®h212 (11)

== 11h1 ® 12h2 (12)
Observemos que toda bidlgebra é também uma bialgebra fraca, assim, a defini¢ao
acima generaliza a que vimos na Secao [L.1]

Visto isso, podemos usar a counidade € para definir as seguintes aplicagoes que

sao k-lineares pela k-linearidade de e:

€tZH—>H



h 6(11]1)]_2

es: H — H

h — 11€(h12).

Essas fungoes sao ditas, respectivamente, de fungao alvo (target) e fungao fonte
(source), o que dé origem a notagao usada. A partir delas, obtemos os conjuntos
Hy = e,(H) e Hy = ¢4(H). Notemos que, H; e Hy sao espagos vetoriais devido
a linearidade das fungoes que lhes deu origem. Assim, para uma algebra de Hopf

fraca qualquer H, todo elemento h € H pode ser escrito como:

h = (e®)A(h)
= (@ )A(1h)
= (@ D(1gyh @ Lysho)
= e(1g1h1)lgahs

= €t(h1)h2. (13)
Analogamente,

h = (I®e)Ah)
= (I®e)A(hly)
= (I®e)(hilyy @ holyy)
= hilme(halu,)

= hies(ha). (1.4)

Também é facil ver que as seguintes propriedades sao estabelecidas direto da

definicao:

ei(er(h)) = e(h),Yhe H (1.5)
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es(es(h)) = e4(h),Yhe H (1.6)
e(he(k)) = e(hk),Yh k€ H (1.7)

e(es(h)k) = e(hk),Vh,k € H. (1.8)

Além disso, usando Lema 1.4.5 de [12], é possivel mostrar que
A(ly) € Hy ® H, (1.9)

e, dessa forma, obter que H; e H, sao isomorfos como k-espagos vetoriais quando

assumimos que a k-dimensao de H ¢é finita.

Observagao 1.2.1. No caso em que H é uma algebra de Hopf, ¢;(h) = e5(h) =
1ye(h), e as propriedades acima sao triviais. Assim, encontramos que H; = H, =

klg.

Com as propriedades [1.7] e é facil mostrar que,

ei(her(k)) = ei(hk),Yh,k € H (1.10)

es(es(W)k) = ey(hk),Vh, k€ H. (1.11)

Assim, é possivel ver que A(H;) C H® H; e que A(Hy) C Hy, ® H. E, ainda

mais especificamente,

A(h) = 1,h®15,Vh € H, (1.12)

Com isso, mostramos também que,

hl X €t(h2) = 11h X 12,Vh c H (114)
€S(h1)®h2 = 11®h12,Vh€ H (115)
heok) = e(hik)ho,¥h,k € H (1.16)

11



es(Wk = kie(hky),Vh, k € H. (1.17)

Dadas essas propriedades, podemos apresentar um importante resultado que diz

que H; e H, sao subalgebras de H tais que contém 1y e que

hk = kh, Vh e H,, k€ H,. (1.18)

Para finalizar, ainda é possivel mostrar que

Ly ®ealy)®ly = Lly®1l,®ly (1.19)
L®e(l)®l; = 1,®1)® 1yly (1.20)
ei(ee(h)k) = e(h)e(k),Vh,k € H (1.21)
es(hes(k)) = eg(h)es(k),Vh, k € H. (1.22)

Com esses resultados, estamos aptos a introduzir o conceito de algebra de Hopf
fraca. Assim como em &lgebras de Hopf, uma nova aplicacao é definida, chamada
antipoda. Assim como na teoria classica, a antipoda esta relacionada com a couni-

dade, como podemos ver a seguir.

Definicao 1.2.2. Seja H uma bidlgebra fraca. Dizemos que H é uma dlgebra de

Hopf fraca se existe uma aplicacao k-linear S, chamada antipoda, que satisfaz
(i) h1S(hy) = ei(h),Yh € H
(ii) S(h1)hy =e4(h),Yh € H

(iii) S(h1)heS(hs) = S(h),Vh € H.

Assim como na teoria cléssica, a antipoda de uma dlgebra de Hopf fraca é anti-
multiplicativa, isto é, S(hk) = S(k)S(h), e anti-comultiplicativa, o que significa que
S(h); ® S(h)y = S(hy) ® S(hy). Além disso, as seguintes identidades sao vélidas

para todo h € H:

ei(h) = e(S(h))ly (1.23)



e(h) = S(11)e(15h) (1.25)
es(h) = e(h1)S(1y) (1.26)
e0S = goe,=80¢, (1.27)
£,08 = e,0e =S80z, (1.28)

Com essas propriedades mostramos que S(ly) = 1y, o S = ¢, S(H;) = Hs,

S(HS) = Ht [§

1, ® 1y, = S(1y) ® S(1,). (1.29)

Dessa forma, conclui-se que se H é uma algebra de Hopf franca, entdo S(H)
também o é, com mesma counidade e antipoda. Além disso, seguem as seguintes

identidades, onde as trés ultimas sao validas se a antipoda ¢é bijetiva:

hy @ haS(hs) = 1,h® 1y, YVhe H (1.30)
S(h\)hy @ hs = 1, ®hly, Vh€ H (1.31)
hi @ S(ha)hs = hl; ®S(1y), Yhe H (1.32)
hiS(hy) @ hs = S(1,)® 15h, Yh€ H (1.33)
hoS™Hh1) @ hs = S(ei(h1)) @ hy =1, ® 1oh, Vh € H (1.34)
LS h)®1, = 1,®1h, Yh € H, (1.35)
L®S ' (h)l, = hl;®]1,, Vh € H,. (1.36)

J& vimos que toda algebra de Hopf é uma &algebra de Hopf fraca. Uma pergunta
natural que surge é “sob quais condigoes um algebra de Hopf fraca se torna uma

algebra de Hopf?”. Com o intuito de respondé-la apresentamos o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.3. Uma dlgebra de Hopf fraca é uma dlgebra de Hopf se uma das

sequintes condi¢oes equivalentes € satisfeita:

13



(i) A(lg) =1, ® 1y
(ii) e(hk) = e(h)e(k),Vh, k € H
(iii) h1S(hy) = e(h)1y,Vh € H
(iv) S(h1)hy = e(h)1y,Vh € H
(v) H, = H, = Klp.

Com a finalidade de construirmos um exemplo de algebra de Hopf fraca, apre-

sentamos a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.2.4 (Grupoide). Considere G um conjunto nao vazio munido de uma
operacao bindria, definida parcialmente, a qual sera denotada pela concatenacao.
Chamaremos essa operacao de produto. Dados g, h € G, escrevemos dgh sempre que
o produto gh estiver definido (analogamente usaremos Figh sempre que o produto
nao estiver definido). Um elemento e é chamado de identidade se Jge implicar

ge = g e Jdeg implicar que eg = g. Assim, G é chamado de grupoide se

(i) Para todos g,h,l € G, I(gh)l se, e somente se, Ig(hl), e neste caso, (gh)l =
g(hl).

(ii) Para todos g, h,l € G, 3(gh)l se, e somente se, Igh e Fhl.
(iii) Para cada g € G existem tnicos elementos d(g),r(g) € G tais que Jgd(g),

Ir(g)g e gd(g) = g =1(9)g-

(iv) Para cada g € G existe um elemento tal que d(g) = g 'g e r(g) = gg~'.

Da Definigao é possivel mostrar que o elemento g~! é o tinico que satisfaz tal
propriedade e, além disso, (g_l)_1 = ¢,Vg € G. Também temos que um elemento e é

dito identidade em G se, para algum g € G, e = d(g) = r(g~ ). Nesse caso, dizemos
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1

que e é identidade dominio de g e identidade imagem de g~*. Outra propriedade

extremamente 1til é que e? = e, o que implica que d(e) = e = r(e) e que e = e 1.

Denotaremos por Gy o conjunto de todos os elementos identidade de G.

Como a operacao binaria definida em G é parcial, nem sempre podemos operar

dois elementos quaisquer de G, por isso definimos o conjunto

G*={(g9.h) € G x G | Igh}

de todos os pares de elementos operdveis em G.

A seguir, veremos um resultado que apresenta propriedades fundamentais ao se

trabalhar com a teoria de grupoides.

Proposicao 1.2.5. Seja G um grupoide. Entao, para todos g,h € G, temos:

(i) gh se, e somente se, d(g) = r(h) e, nesse caso, d(gh) = d(h) er(gh) =r(g).

1 -1 -1

(ii) Jgh se, e somente se, Ih~'g™! e, nesse caso, (gh)_1 =h"lg

Exemplo 1.2.6 (Algebra de grupoide). Sejam G um grupoide tal que a cardinali-
dade |Gy| de Gy é finita e kG o k-espago vetorial com base indexada pelos elementos
de G dada por {d,}4eg. Entdo, kG é uma dlgebra de Hopf fraca com as seguintes

estruturas:

lig = Y 6.

e€Go

Ogn, se dgh ,
m(dy ® 6p) = ’
0, caso contrario

u(ly) = 1g

A(5,) =6, ® 5,



Assim como no caso de uma &algebra de Hopf, quando assumimos que a k-
dimensao de uma algebra de Hopf fraca H ¢é finita obtemos que a estrutura dual

H* = Hom(H, k) é uma algebra de Hopf fraca com o produto convolug¢ao dado por

m(f @ g)(h) = f(h1)g(ha),

unidade dada por u(1lyx) = 1y~ = g, coproduto definido pela relagao

A(f) = /L ® fa & f(ab) = fi(a)fo(b)

e counidade dada por
en-(f) = f(1n).
Além disso, temos que

(et)u+(f) = foe

(€S>H*(f) = foe,.
O exemplo abaixo é apresentado para ilustrar esse resultado.

Exemplo 1.2.7 (Dual de uma Algebra de grupoide). Sejam G um grupoide finito e
(kG)* o k-espaco vetorial com base indexada pelos elementos de G dada por {p,} seg,

onde

1[1(7 8¢ g = h )
pe(0n) =

0, caso contrario
Entao, (kG)* é uma élgebra de Hopf fraca com as seguintes estruturas:
m(pg @ pu)(k) = pg(k1)pn(k2)

u(le) = lg) =g = » 1y

g€eg
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1.3 (Co)Acdes em Algebras

Nesta segao apresentaremos um pouco da teoria de (co)agoes de &dlgebras de
Hopf fraca em algebras. Para isso, veremos as nocoes introduzidas por F. Castro,
A. Paques, G. Quadros e A. Sant’Ana, em [10], de (co)agbes parciais de algebras de
Hopf fraca em élgebras. O leitor interessado por mais detalhes pode consultar [7],

[10] , [1] e [18]. Ao longo da secao, H representa uma dlgebra de Hopf fraca.

Definigao 1.3.1. [7] Seja A uma algebra. Uma acao (global) a esquerda de H em

A é uma aplicacao k-linear

>H®RA — A

h®a — h>a
tal que para h,k € H e a,b € A,
(i) ly>a=a
(ii)) h>ab= (hy > a)(hy > b)
(iii) h> (k>a)=hk>a
(iv) hi> 14 = e, (h) > La.

Nesse caso, dizemos que A é um H-mddulo dlgebra (global) a esquerda. Analo-

gamente, podemos definir um H-mddulo dlgebra a direita. Em [I0], F. Castro, A.
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Paques, G. Quadros e A. Sant’Ana mostraram que as condigoes (i)-(iii) implicam
que

h > 1A :gt(h) > 1A.

Definigao 1.3.2. [I0] Uma &lgebra A é um H-mddulo dlgebra parcial a esquerda

se existe uma aplicacao k-linear

cH®RA — A

h®a — h-a

tal que para h,k € H e a,b € A,

(i) lg-a=a

(iii) k- (k-a) = (hy - 14)(hok - a).

Nesse caso, dizemos que existe uma agao parcial de H em A. Se além dos itens
acima, tivermos a hipdtese adicional de que h - (k- a) = (hik - a)(ha - 14), dizemos
que a acao parcial é simétrica. De forma andloga, define-se médulo dlgebra parcial
a direita.

Pode-se mostrar que os itens (i), (ii) e (iii) acima sao equivalentes aos itens.

(i) lg-a=a
(ii)” h-(a(k-b)) = (hy - a)(hok - b).

Em [I0] os autores mostraram que todo médulo algebra global é parcial. E,

além disso, um maédulo algebra parcial é global se e somente se

h - 1A :8t(h) . 1A-
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Exemplo 1.3.3. [10] Seja Hy =< g,z|¢g> =1, 22 =0 e gvr = —1g > a dlgebra de
Sweedler. Defina A € Hom(Hy, k) dada por

AN Hy, —k
1 — 1)
g —0
T =T

rg > —r
onde r € k. Entao tomando H uma algebra de Hopf fraca qualquer, a aplicacao

hoveok — hikS(h)A(v)

define em H uma estrutura de (H ® Hy)-mo6dulo algebra parcial.

Além disso, F. Castro, A. Paques, G. Quadros e A. Sant’Ana também carac-
terizaram uma familia particular de exemplos. Considere H uma algebra de Hopf

fraca e A uma algebra. Temos que

T H®A — A

h®@a — h-a=M\h)a

é uma acao parcial a esquerda de H sobre a algebra A se e somente se a aplicacao

k-linear A : H — k satisfaz as seguintes condigoes:
(1) A1m) = 1k
(ii) A(R)A(k) = A(h1)A(hok), para quaisquer h, k € H.

A defini¢ao de agao parcial de um grupoide G em uma algebra foi introduzida
por D. Bagio e A. Paques em [3]. Essa nogao foi um fator importante para a teoria

desenvolvida por G. Quadros em [18].
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Definigao 1.3.4. [3] Uma agao parcial de um grupoide G em uma &lgebra A é um

par
o= ({Oég}, {Dg}>g€g

onde para cada e € Gy e g € G, D, é um ideal de A, D, ¢ um ideal de D,y e

ag: Dg1 — Dy é um isomorfismo de algebra tal que:

(i) . é identidade de D,
(ii) Oéhfl(Dgfl N Dy) C D(gh)—l

(iii) ag(an(z)) = agn(x), Vo € ap-1(Dy-1 N Dy),
para todo e € Gy e g, h € G tal que d(g) = r(h).

Em [I0] a Defini¢ao foi usada pelos autores para estabelecer uma relagao
biunivoca entre essa nocao e a de H-mddulo algebra parcial, onde H é uma algebra

de Hopf fraca particular, como é possivel ser visto no seguinte resultado.

Teorema 1.3.5. Sejam A uma dlgebra e G um grupoide tal que |Go| € finito. Entao,

as sequintes condig¢oes sao equivalentes:

(1) Exite uma acdo parcial o = ({ay}, {Dy})geq de G em A tal que os ideais D,
sao unitarios e A = @ D..

e€Go

(i) A € um kG-mddulo dlgebra parcial simétrico.

De forma andloga ao caso de algebras de Hopf, em [10], os autores definiram

uma globalizacao para um maédulo algebra parcial como podemos ver a seguir.

Definicao 1.3.6. [10] Seja A um H-mddulo algebra parcial. Nés dizemos que (B, 6)

é uma globalizacao de A se B é um H-moédulo codlgebra via>: H® B — B, e
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(i) 8 : A — B é um monomorfismo de dlgebras tal que §(A) é um ideal & direita

de B.

(ii) A agdo parcial em A é equivalente a agao parcial induzida por > em 6(A), isto

é,0(h-a)="h-0(a) =0(14)(h>0(a)).
(iii) B é um H-médulo dlgebra gerado por §(A), isto é, B = H > 6(A).

Além disso, eles mostraram que sempre é possivel construir uma globalizagao

para um moédulo algebra parcial.

Assim como no contexto de dlgebras de Hopf, quando H é uma dlgebra de Hopf
fraca também é possivel definir uma estrutura de comédulo em uma algebra, como

podemos ver a seguir.

Definicao 1.3.7. [6] Seja A uma &lgebra. Uma coagao (global) a direita de H em

A é uma aplicacao k-linear

p: A — ARQH

a — a0®a1

tal que para a,b € A,

(i) (I ®e)p(a) = a
(i) plab) = pla)p(d)
(it}) (p® I)p(a) = (I ® A)p(a)

(iv) p(1a) = (I ©&1)p(la).

Nesse caso, dizemos que A é um H-comaodulo dlgebra a direita. Analogamente,

podemos definir um A é um H-comddulo dlgebra a esquerda. Em [I§], G. Quadros
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mostrou que as condigoes (i)-(iii) implicam que

p(1a) = (I @er)p(la).

Definicao 1.3.8. [18] Seja A uma dlgebra. Uma coagao parcial (& direita) de H

em A é uma aplicacao k-linear

p:A — ARH

a — a"®a
tal que para a € A,
() (I ®e)p(a) =a
(ii) p(ab) = p(a)p(b)
(iif) (p@ Ip(a) = (p(14) @ 1a)((I @ A)p(a)).

Sob essas condigoes, dizemos que A é um H-comaddulo dlgebra parcial. Se, além
dessas condigoes, A satisfizer (p@1)p(a) = (IQA)p(a))(p(14)®15), entao, dizemos
que A é um H-comdédulo algebra parcial simétrico. Notemos que os itens acima sao

equivalentes aos itens:
(1) [ ®e)p(a) = a
(ii") (p@I)((a®1m)p(b)) = (pla) ® 1u)((I @ A)p(b)),

para todos a,b € A. Ja o item de simetria é equivalente a

(p @ D)(p(b)(a@1k)) = (I ® A)p(b))(p(a) @ 1x).

Em [18], G. Quadros mostrou que todo comédulo algebra global é parcial. E,

além disso, um moédulo algebra parcial é global se e somente se

p(1a) = (I @ &)p(la),
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Exemplo 1.3.9. [I8] Seja Hy =< g,z|¢g> =1, 22 =0 e gvr = —1g > a dlgebra de
Sweedler sobre um corpo k de caracteristica diferente de 2. Tome v = %1 + % g+rzg

um elemento em H, com r € k. Para uma algebra de Hopf fraca H, defina

5 H — HoH H,
h »—>h1®h2®v.

Assim, p define em H uma estrutura de H ® Hy-comddulo algebra parcial.
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Capitulo 2

Acoes Parciais de Algebras de

Hopf fracas em Coalgebras

Comecaremos esse capitulo introduzindo a nocao apresentada por G. Bohm,
em [0], de acoes de algebras de Hopf fracas em codlgebras e algumas contribuigoes
acerca desse assunto. Isso darda motivagao para definirmos agoes parciais de algebras
de Hopf fracas em codlgebras bem como algumas propriedades que se mostrarao de

grande importancia para a teoria desenvolvida.

2.1 Mobdulo Coalgebra

Em [6], G. Béhm diz que C' é um H-mddulo codlgebra (global) a esquerda se

existe uma aplicacao linear

> HRC —C
h®c — h>c

tal que, para quaisquer h,k € H e c € C":

(1) A(hDC):hlbcl(@hQDCQ
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(i) ly>c=c
(ili) h>k>c=hk>c

(iv) e(h > ¢) = e(es(h) > ).

Todavia, o ultimo item dessa definicao é desnecessario pois segue dos anteriores,

COINoO vemmos a seguir.

Proposicao 2.1.1. Se existe uma aplicagao linear

>HC —C

h®c —h>c
que satisfaz
(Z) A(hDC):fMDCl@hQDCQ
(i) g >c=c

(111) h > g > c=hg > c,

entao a condi¢ao

e(h>c)=ce(es(h) > c)

¢ automaticamente satisfeita.
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Demonstracao. Sejam c € C' e h € H,

e(h>c) =eh> 1y >c)
=e(ly, > c)e(h > 1y, > o)

Ly, > cp)e(hly, > c)

es(hy) > ¢1)e(hg > ¢3)

S(hy)hy > Cl) (h3 > CQ)

I
)

(
(
(
= &(
—
(
(
(
(

=e(S(hy DthCl) <h3>62)

I
™

(ha)
(ha)
=¢e(S(h) > hy > )
S(hi1)he > ¢)
es(h) > c).

=&

]

E imediato que, no caso em que H é uma algebra de Hopf, as defini¢oes de H-
modulo codlgebra sao equivalentes, incluindo também esse ultimo resultado, pois,

se H é Hopf, para todo h € H e c e C,
e(es(h) >¢) =e(lye(h) > )

=¢e(1ly > c)e(h)
e(c)e(h).

Assim, a defini¢ao de mddulo codlgebra (a esquerda), para uma dlgebra de Hopf

fraca, pode ser vista da seguinte forma:

Definicao 2.1.2. Dizemos que C' é um H-médulo codlgebra a esquerda se existe

uma aplicacao linear

> HC —C
h®c —hb>c

tal que, para quaisquer h,g € H e ce C:

(MC1) A(h>c)=h; > ¢ ® hy > o
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(MC2) lgy>c=c
(MC3) h>gr>c=hg>ec.
Nesse caso, dizemos também que H age na codlgebra C'. Similarmente, podemos

definir um H-modulo codlgebra a direita.

Exemplo 2.1.3. Considere H uma algebra de Hopf fraca, entao, H é um H-mddulo

codlgebra via a mutiplicacao de H,

>HQH —H

h®g > hg.

2.2 Moébdulo Coalgebra Parcial

Ao longo dessa secao, apresentaremos o conceito de uma acao parcial de uma
algebra de Hopf fraca em uma coalgebra. Também veremos algumas propriedades

e alguns exemplos que dao base para essa teoria.

Definigao 2.2.1. Dizemos que C' é um H-mddulo codlgebra parcial a esquerda (ou

que H age parcialmente em C' a esquerda) se existe uma aplica¢ao linear

- HeO —=C
h®c — h-c

tal que, para quaisquer h,k € H e c € ("

(MCP].) A(h . C) == hl 1 X h2 + Co
(MCP2) 1y -c=c¢

(MCP3) h-k-c=(hky-c1)e(ks - ).
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Além disso, dizemos que C' é um H-mddulo codlgebra parcial simétrico a es-

querda se ainda satisfizer,

h-k-c=ce(ky-c)(hks-ca).

De forma andloga a apresentada Defini¢ao podemos definir um H-mddulo
codlgebra parcial (simétrico) a direita. Ao longo dessa se¢do sempre quando nos
referirmos a um H-moddulo codlgebra parcial ele sera considerado a esquerda. Além
disso, a no¢ao de médulo codlgebra parcial generaliza a de médulo codlgebra (global)
no sentido que todo H-médulo codlgebra (global) (& esquerda) é, na verdade, um
H-moédulo codlgebra parcial (a esquerda). De fato, dados ¢ € C e h, k € H,

h>k>c =h> (k> c)e(k > )
= (hky > c1)e(ka > ¢2).
Exemplo 2.2.2. Considere kG algebra de grupoide, sendo G gerado pela uniao dis-
junta dos grupos Gy, Go. Entao a dlgebra de grupos kG, é um kG-médulo codlgebra

parcial via

Chy S€ g =61
5g'Ch:
O7S€g%617

sendo e; o elemento neutro do grupo Gy, e {(,}4eq, base de kGj.
Lema 2.2.3. Seja C um H-mddulo codlgebra parcial a esquerda tal que
e(h-c)=e(es(h) - c),

entao
h-c= (hlg, -c1)e(S(ly,) - ca2),

para todo h € H e c e C.

Demonstracao. Sabemos que um modulo codlgebra global satisfaz a condicao h-c =

(hly, - c1)e(S(1y,) - c2). Vejamos agora a reciproca. Sejam h € H e ¢ € C|

(thl : 01)5(5(1}[2) : Cg) (hl : Cl)E(S(hQ)hg : Cg)
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= (hl . 61)6(65(]12) . 02>

= (h,l . C1>€<h2 . 02)

]

O Lema acima é importante para o proximo resultado que caracteriza a condicao
necessdria e suficiente pra que um H-médulo codlgebra parcial (& esquerda) seja um

H-médulo codlgebra global (a esquerda).

Proposicao 2.2.4. Seja C um H-mddulo codlgebra parcial (a esquerda). Entao,

C' € wm H-mddulo codlgebra global (a esquerda) se, e somente se,
e(h-c)=-¢e(es(h)-c),

para todo h € H e ce C.

Demonstracao. Para tal, basta mostrarmos que h-k-c = hk-c, para todos h,k € H
e ¢ € C. De fato,
h-k-c = (hky-cr)e(ks - )
= (hky - c1)e(es(ke) - c2)
= (hky - c1)e(S(k2)ks - 2)
(A 1a, - e1)e(S(1i) - ¢2)
2235k e,

]

E imediato observar que se C' é um H-moédulo codlgebra global, entao C' satisfaz

ht>c=(hlg > c1)e(S(1y,) > ca).

Os proximos resultados tem o objetivo de apresentar algumas propriedades que
envolvem H; e H,. A ideia é explorar como as agoes dessas subalgebras podem ser

caracterizadas.
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Proposicao 2.2.5. Suponha que C' é um H-mddulo codlgebra parcial (a esquerda),

entdao, para todo h € Hy, k € H e c € C temos:

(i) h-k-c=hk-c
(ii)) A(h-c)=h-c¢ ® ca.

Demonstracao. Sejam h € Hy, k€ He ce C,

hky - c1)e(ky - o)

thlkl cc1)e(1py,ks - co)
(1H1hk1 c1)e(1py ks - c2)
(h1k1 c1)e(hoks - ¢2)

= ((hk), - c1)e((hk), - c2)
=hk-c

= (
(

=
E g

()
Ah-¢) = (h1-c1)® (he - o)
= (hly, 1) @ (1m, - )
=(h-1p, 1)@ (1, - c2)
=h-c1 ® co,

onde a peniltima igualdade segue de (i) e a tltima igualdade segue de

¢ ®cy = Ale)

= 1H1 'Cl®]—H2 + Co.

Corolario 2.2.6. Se h € Hy, entdo e(h - ¢) = e(es(h) - ¢), para todo ¢ € C.
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Demonstracdo. Basta observar que, para todo h € H; e c € C,

e(h-c) =elh-1g-c)
=¢e(lg, - cr)e(h - 1g, - ¢2)

e(ly, - c1)e(hly, - c2)
B2 o h) - e)e(hs - o)
— 2(S(h1)hs - c1)e(hs - ¢3)
B2 c(s(1y ) 1n, - e1)e(lp, - c0)
=e(S(h)S(lg )1, - c1)e(lm, - c2)
=e(S(hes(lm,) - c1)e(Lm, - ca)
S (S, - ), - o)
=¢e(S(h)-1m - c)
=¢e(S(h)-¢)
= ¢(S(h)es(1n) - ©)
=e(S(h)S(1gy ), - ©)

(

]

Corolario 2.2.7. Se H = H,;, entao todo H-mddulo codlgebra parcial € um H-

modulo codlgebra.

Ainda analisando essa situacao, podemos pensar o que acontece quando adicio-
namos a hipotese de simetria nesse H-médulo codlgebra parcial. O esperado é que,
analogamente ao que foi feito, possamos encontrar propriedades com a subalgebra
H,, e é exatamente isso que obtemos, como é possivel observar nos proximos resul-

tados.
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Proposicao 2.2.8. Suponha que C' é um H-mddulo codlgebra parcial simétrico (a

esquerda), entdo, para todo h € Hy, k € H e c € C temos:

(i) h-k-c=hk-c

(ii)) A(h-c)=c1®h-cs.
Demonstracao. Sejam h € H,, k> Hece C,

(i)
hek-c = (hky-cs)e(ky - 1)
= (hlgyke - co)e(lpm k- 1)
(hoks - ca)e(hiky - ¢1)

((hK)q - c2)e((hk), - c1)
hk - c

A(h-c)

(hi-c1) ® (hy - c2)
1.13))
(1H1 ’ Cl) ® (h1H2 ’ CQ)

=(1g, -c1) @ (h- 1, - c2)

Cl®h'62.

]

Além disso, a condi¢ao e(h - ¢) = e(es(h) - ¢) que caracteriza um H-médulo
codlgebra (global) a esquerda ¢ naturalmente satisfeita quando h € H,. Com isso,

temos o seguinte resultado.

Corolario 2.2.9. Se H = H,, entdo todo H-mddulo codlgebra parcial é um H-

modulo codlgebra.
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2.3 Caracterizando Acoes via A

O objetivo dessa secao é explorar uma familia especifica de exemplos de médulo
coalgebra e de mdédulo coalgebra parcial. Para tal, considere A\ € Homy(H, k).

Dizemos que C' é um H-mddulo codlgebra (a esquerda) via A se

>: HeC —C
h®c — Ah)c

define uma acao de uma &algebra de Hopf fraca H na codlgebra C'.

Teorema 2.3.1. C é um H-mddulo codlgebra (a esquerda) via A se, e somente se,

(i) M1m) = L

(ii) A(h) = A(h1)A(h2)
(iii) A(R)A(k) = A(hk),
para todo h,k € H.

Demonstragcao. Suponha que C' é um H-moédulo codlgebra via A\, h € Hec e C

entao:

(1) A(hDC) :h1 I>Cl®h2 > cy
= A(A(h)c) = Ah1)er @ A(hg)es
= Ah)A(c) = AMh1)A(hs)(c1 @ ¢2)

(h)
= AR @ ) A(c) = Ah)A(ha) (I ® €)(c1 ® c2)
= A(h)c = M(h1)A(ha)e,Ye € C
= A(h) = A(h)A(he)

(i) ly>c=c
= ANlg)e=cVeeC
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(ili) h>k>c=hk>c
= Ah)A(k)e = A(hk)c,Ve e C
= Mh)A(k) = A(hk)

A reciproca é imediata pelas mesmas contas apresentadas nessa demonstracao.

]

Além disso, se A satisfaz as trés condigoes dadas, entao, pelas contas acima, é
imediato ver que C' ¢ um H-moddulo codlgebra global, ou seja, se A satisfaz as trés

condicoes do Teorema [2.3.1} entao A também satisfaz

A(h) = Meo(h)),Vh € H.

Para tal, basta observar que entao C' é um H-modulo coalgebra global, entao

e(h>c)=c(es(h)>c),Yee Cehe H

o que implica em

Ah)e(c) = Mes(h))e(e),Vee C e h € H.

Em particular, tomando ¢ € C' tal que £(c) = 1x obtemos,

A(h) = Aes(h))-

Além disso, observamos que se tomarmos € no lugar de A, temos que C' é um
H-modulo coalgebra global via € se, e somente se, H é uma algebra de Hopf no
sentido usual. Isso ocorre porque precisamos que o item (iii) do Teorema seja

satisfeito, ou seja, precisamos que ¢ seja multiplicativa.

Exemplo 2.3.2. Seja G um grupoide formado pela uniao disjunta de grupos finitos

G, Gy, ...,Gp, e escolha G; um desses grupos. Assim, considerando kG a algebra
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de grupoide, podemos definir A € Homy (kG, k) da seguinte forma

1, se g € G,
)‘(59) = ! !
0,se g ¢ G;.

Pensando, agora, no caso parcial, dizemos que C' é um H-mddulo codlgebra

parcial (a esquerda) via \ se

- HeC —=C
h®c — Ah)e

define uma acao parcial de H na coalgebra C. De forma analoga ao que foi feito,
podemos caracterizar a acao parcial via A de uma algebra de Hopf fraca em uma

coalgebra.

Teorema 2.3.3. C' é um H-mddulo codlgebra parcial (0 esquerda) via A se, e

somente se,

(i) M1ug) = 1k

(i) A(h)A(k) = A(hky)A(ks).
Demonstracdo. Suponha que C' é um H-modulo coalgebra parcial via A, entao:

(i) lg-c=c
= AMlg)c=c,Vee C

(ifi) h-k-c= (hki-c1)e(ks - o)
= MR)A(k)e = A(hky) e A(ko)e(ca)
= MR (k)e = A(hk)A(kz)e, Ve € C
= MR)A(k) = Mhk)A(Ks).
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Por outro lado, se X satisfaz as duas condigoes dadas, entao, pelas contas acima,

¢ imediato ver que C' é um H-médulo coalgebra parcial.

O

Além disso, notemos que a acao parcial de H em C' é simétrica se, e somente se,

A satisfaz adicionalmente que
Ah)A(K) = A(k) A(hkz).

Para tal, basta notar que

hk-c=c(ks-c)(hks-cs),VeeC
= MR)A(k)e = A(k1)e(e1)Mhks)es, Ve € C
= MR)A(k)e = A(k1)A(hks)e, Ve € C
= MR)A(k) = Ak A(hks).

A reciproca é imediata.

Observacao 2.3.4. 1. C é um H-mdédulo codlgebra parcial via € se, e somente
se, H é uma élgebra de Hopf no sentido usual. E, assim como observado
em [I0], nesse caso, ¢ é a unica convolu¢ao idempotente em Alg(H, k), pois

Alg(H, k) serd um grupo com elemento neutro e.

2. Se )\ caracteriza uma acao parcial de uma &algebra de Hopf fraca H em uma
codlgebra C', entao A satisfaz A(h) = A(e4(h)), para todo h € H, se, e somente

se, C' ¢ um H-médulo coalgebra global.

Exemplo 2.3.5. [I§] Considere G o grupoide gerado pela uniao disjunta dos grupos
Gy, ...,Gy, e fixe G; um desses grupos. Entao, qualquer subgrupo V' de G define

uma acao parcial de kG em uma codlgebra C' via A, basta ver que

1, segeV
0,se g ¢ V.

)‘(59) =
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satisfaz as condicoes do Teorema [2.3.3|

Assim como G. Quadros em [I0], também podemos caracterizar a agao da
algebra de Hopf fraca kG em k, onde Gy ¢ finito, Todavia, agora estamos vendo

k como uma codlgebra.

Proposicao 2.3.6. k ¢ um kG-maodulo codlgebra parcial via A se, e somente se,

V={g€G; 0g-1x =1k = daqg) - I} € um grupo.

Demonstrac¢ao. Suponhamos que k é um kG-moédulo coalgebra parcial via
dg - 1 = A(dy).
Como (0, - 1) (9 - 1x) = (0405 - 1) (Jp - 1), entdo

(6 - 1) = (lug - 1i)(dg - Lx)

= > (0 1)(8- 1)

e€Go

= 2(5659 ’ 111«)(59 - 1k)

e€Go

= (0y- 1k)2'

Como estamos lidando com um corpo k e (6, - 1)* = (d, - 1i), entao, (d,- 1) =1
ou (0, - 1x) = 0. Além disso, temos que V' # &, pois A(lxg) = 1x. Para mostrar que
V' é um grupo, suponha que g,h € V', entao

L = A(0g)A(0n)
= A0g0n)A(n)
= A(040n)
o que mostra que existe gh, caso contrario A(6,0,) = A(0) = 0. Além disso,

A(0gn) = A(640n) = lx. Logo gh € V. Mostraremos agora que se g € V, temos

necessariamente que g_1 € V. Para tal, notemos que

Ik = Abag))A(dg)
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= A(0g-104)A(0,)

Para finalizar, é necessario mostrar que d(g) = r(g) = d(h) para todo h,g € V.
Sejam h, g € V, j4 sabemos que existe gh™!, entdo, pelo Lema 1.1.4 de [17], temos

que

d(g) =r(h™") =h*h =d(h). (2.1)
Como (2.1) vale para todo h € V, em particular, para h = ¢g~!, obtemos que
d(g) =r(g). O que mostra que V é, de fato, um grupo.

A reciproca é um célculo andlogo ao do Exemplo O

Analogamente, temos um resultado semelhante quando consideramos a acao da
algebra de Hopf fraca (kG)* sobre o corpo k, para G um grupoide finito, quando

olhamos k como uma coalgebra.

Proposicao 2.3.7. k € um (kG)*-mddulo codlgebra parcial via A se, e somente se,
V={9€G; pg- 1k #0 epy-1-1x #0} € um grupo quando a caracteristica de k

nao divide a ordem de V. Além disso, a agao é definida por

1
Tk segeV
Apg) = Vi
0, caso contrdario

Demonstragao. Vamos mostrar que k é um (kG)*—mddulo codlgebra parcial via A.

Para tal, basta notar que
(1) A(l(kg)*) = ]_]k7 de fato,

Magy) = AQ_py)

g€eg
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= Z)‘(pg>

geg
1
= V]
14

— 1.

(i) A(pg)A(pr) = AM(pg(pr)1)A((pr)2), de fato, por um lado,

1
——, seg,heV

Ap)Apn) =4 VI

0, caso contrario

Por outro lado,

A(pg(pr)1)M(pn)2) = Z APgp) NPi-11)

leg,A—1g

= > AP pi-in)

leGAl—1g

= A(pg)A(pg-1n)

1
W, se g,heV |

0, caso contrario
sendo 0y =1k se g=1le d;y =0se g#l.

A reciproca segue da mesma forma como a apresentada na Proposicao 2.3.7 de

I1s].

2.4 Acao Induzida para Mdédulo Coalgebra

Uma pergunta pertinente é saber se podemos construir uma agao parcial de uma
algebra de Hopf fraca H em uma codlgebra a partir de um H-mddulo coalgebra
global. Ou seja, dada uma acgao global de H em uma codlgebra C, serd que é

possivel construir uma acao parcial de H em uma subcoalgebra de C'?7 O intuito

39



dessa secao é caracterizar as condigoes necessaria e suficientes para que isso ocorra,

e investigar quando essa acao construida é, na verdade, uma acao global.

Suponha que H age na codlgebra C' (a esquerda) via

>HC —C

h®c —hr>ec

e considere D C C' uma subcodlgebra de C' tal que existe uma projegao 7 : C' — C

sobre D, isto é,

2. Imm = D.

Nessas condigoes temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.4.1. D é um H-mddulo codlgebra parcial simétrico via

c: H®D — D
h@d — m(h>d)

se, e somente se, a projecao ™ satisfaz

(i) (r@m)A(h > d) = A(n(h > d))
(i) m(h > (k> d)) =e(m(k > dy))n(hke > ds)
= e(m(ke > dy))m(hky > dy), para todos h,k € H ed € D.
Demonstracao. Suponha que D é um H-modulo codlgebra parcial simétrico via

- H®D — D
h@d w— m(h>d),

entao, dados h,k € Ked € D,
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(1) A(h . d) = h1 . d1 X hg . dg lIIlphC& que

A(ﬂ'(h > d)) = 7T(h1 > dl) ®7T(h2 > dg)
— (romAh > d).

(ii) h-k-d=e(ky-dy)(hkg-dy) implica que

w(h>w(k>d)) =c(n(k > dy))m(hke > da).

(ii) h-k-d= (hky-dy)e(ks - d2) implica que

w(h> 7wk > d)) =e(m(ky > dy))m(hky > dy).

Reciprocamente, suponha que 7 satisfaz essas duas condigoes, entao,

(i)

SR

Il
A
—
T
\Y
=

Ly -

I I
S
—
QU
N—

(i)
A(h-d) = A(n(h > d))
= (r@m)A(h > d)
=m(hy > dy) @ w(hy > da)
=hy-di ®hy-dy
(i)
h-k-d =xn(htn(k>d)
= e(m(ky > do))m(hky > dy)
= (hky - dy)e(ks - da)
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h-k-d =xn(hn(k>d))
= E(?T(k‘l > dl))ﬂ'(hk‘g > dg)
— (hky - do)e(kr - db).

O

Chamamos a acao parcial construida na Proposicao de acgao induzida. E
imediato ver que a agao induzida gera uma agao global se, e somente se, ¢(h - d) =

g(es(h) - d) o que é equivalente a
e(m(h>d)) =e(n(es(h) > d)),
paratodo he Hede D.

Exemplo 2.4.2. 1. Considere kG com G um grupoide. Ja sabemos que kG é
um kG-modulo codlgebra via o produto. Se considerarmos G como sendo
o grupoide gerado pela uniao disjunta dos grupos finitos Gy, ...,G,, entao
fixamos G; um desses grupos e um h € G;. Assim, o k-espaco vetorial <

0p >r= D é uma subcoalgebra de kG. Além disso, podemos definir

dg, s€ 04 € D
0,se 6, ¢ D.

m(dy) =

O préximo exemplo ilustra uma situagao em que o médulo codlgebra parcial

construido nao é global.
2. Considere kG a algebra de grupoide, entao, kG é um kG-mdédulo codlgebra via

>:kG kG — kg
0h @0, > 0,5(0n).
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Entao, a projecao
dg, s€ 04 € D

0,se 6, ¢ D.

m(dg) =

caracteriza uma acao parcial de kG em D =< §; >y, para um [ fixo de G.

Além disso, note que
e(m(dg > d)) # e(m(es(0g) > d)),

basta tomar d e g como {.

2.5 Acao de Grupoide em Codalgebra

Nessa sec¢ao trabalharemos com G um grupoide tal que |G| é finita.

Definicao 2.5.1. A acao parcial de um grupoide G em uma codlgebra C é uma
familia de subcoalgebras {Cj}4ecg e isomorfismos de codlgebras {6, : Cy-1 — Cy}geq

tais que

(i) Para todo g € G existe uma projecao comultiplicativa
P,:C — C,

que satisfaz

para todo ¢ € C

(ii) Para cada e € Gy, 0. = I¢

(111) (1) PgoPh:PhoPg,Vg,hEQ'

(2) thl @) Ph (] P971 — P(gh)71 (] ghfl @) Ph,v(g, h) G g2
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Observacgao 2.5.2.

(3) g 0040 P10 Pp1 = Ogn 0 Py 0 Pr1,¥(g, h) € G2

(a) Pyo Py =P,

(b) P, é sobrejetora.

Assim, note que, para todo ¢ € C, temos que Py(c)

ImP,, entao existe d € C tal que ¢ = P,(d), mas

Py(c) = Py(Fy(d))
= Pg<d)'
Entao,
¢ = Py(d)

= P,(c), para todo c € C, .

1. No item (i), P, sdo proje¢oes no sentido que

= ¢, poisse c € C, =

. Dizemos que as projecoes { P, },c¢g sao comultiplicativas, no sentido que, para

cada g € G,

(P, ® P,)A(c) = A(P,(c)), Ve € C.

Além disso, quando pedimos que os isomorfismos {6, } ,cg sejam de codlgebras,

queremos dizer que além de satisfazerem a propriedade acima, eles também

satisfazem

e(,4(c)) = €(c),Ve € Cy-r.

3. Do item (i), podemos concluir que ImP,; C ImP,).

(i) Se e =r(g), ou seja, eg = g, entdo

(I) 6.060, =146,

(II) 0.0 P, = P,.
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(ii) Para todo g € G, 0,1 = (6,) "

(ZZZ) Pg—l o} Qh = 9h o} P(gh)_l ¢] IC

V(g,h) € G*.

h—17

Demonstragao. (i) Suponha que e = r(g), entao eg = g, e ainda, e = gg~'.

(D

(1)

Substituindo g por e na equagao (3) da Defini¢ao , e h por g, temos
00,0 Peg-10Py1 = Ocg © Pleg-10 Py

Como eg = g, entao,

e o0by0 Pj10 Py =050PF;10P, 1.

Mas, P,-1 é projecao, assim, Py-1 o Pj-1 = P;-1, o que implica que
0050 Pjr =050 FPy.

E, portanto, a igualdade segue ji que o dominio de 6, ¢ C;* = ImP, .
Por (I), sabemos que 6,06, = 0, além disso, Imb, = Cy = ImP,. Entao,

para cada ¢ € C (dominio de F,), existe d € Cy-1 (dominio de ;) tal

que
Fy(c) = b,(d),
portanto,
0. 0 Fy(c) = 0c(Fy(c))
= 0c(0y(d))
= 0,(d)
= P,(c),Vee C

(i) Em (3) da Definigao substituindo i por g—! temos

Oy 0041 0 Piggry=1 0 Fgmyr = Oggm1 0 Pggryr 0 Fgayn

= fy00,10FP,-10FP,=0.0F.-10DPF,,

onde e = gg~!, entao e = r(g), e e = e. Assim,

0go00410PF, 0P, =0.0F 0P,
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Como, ImP, C ImP, = ImP,, entao, P, o P, = Py, pois P, é projecao.
Portanto, usando (II)
0go00,10P, =0.0PFP, =P,
Agora, note que o dominio de #,-1 ¢ igual ao dominio de /¢, que ¢ igual a
Cy = ImP,, entao, segue que 0, 00,1 = Ic,. Além disso, como 6, ¢é bijecao e
a inversa é tinica, conclufmos que 6,1 = (6,) "

(iii) Sabemos, por (1) e (2) da Definicao [2.5.1] que

thl (6] ng1 (©] Ph = 9;171 O Ph o ngl
- P(gh)—l (o] eh—l @) Ph

Entao, aplicando-se 6, em ambos os lados dessa igualdade, temos
On 0 Op-1 0 Pyor 0 Py =0y 0 Pyy-100,-10PB,

= Ic, 0 Pyo Py-1 = 0,0 Py-100,-10PB,

= Py o Py1 =00 P -1 00,-10P,

= P10 Py =0j,0 P -1 00,10 Py

Por hipdtese temos que ImP, = C) = Im#,, entao, para cada d € Cj—
(dominio de ;) existe ¢ € C' (dominio de Py) tal que 0,(d) = Py(c). Usando

isso e essa ultima igualdade, vamos mostrar que

P10, =00 P(gh)fl 0 6,-100,.

Para tal, notemos que
Py o0(d) = Ppi(Pi(0))
= Oh © Pigpy-1 0 Op-1(Pr(c))
=0p0 P10 On-1(0n(d)),Vd € Cp-1.
Entao,
Py1o0y =0p0PF,,-100,-100,
=0hoPyy-10lc, ,,VYg,h € G2.
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Proposicao 2.5.4. Suponha que um grupoide G age parcialmente na codlgebra

C = EB C., entao

e€Go

k(e C —C
g ®c = 0g(Py-1(c))

define uma acao parcial simétrica de kG em C'.

Demonstracgao. e lyig-c=c

Antes de tudo, vamos observar que

P, see=f
0,se e # f.

PfOPe:

Isso ocorre pois C' = EB C. = @ ImP,, entao,

e€Go e€Go

ImP.n Y ImP;={0},
f€Go f#e

dessa forma ImP. N ImP; = {0} sempre que f # e, j4 que

ImP; C > ImbP;.
keGo k#e

Portanto,
P¢(P.(c)) = P.(Ps(c)) € ImP.NImP; ={0},Ve e C
= P¢(P.(c)) =0,Ve e C.

Agora perceba que, como C' = @ C., entao para cada c € C,
e€Go

c=> Pc).

e€Go
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Isso ocorre pois, ImP, = C,, entao existem ¢, € C tais que

c= Z P.(ce).

e€Go
Assim,
D Prle) =) () Pulce)).
f€%o febo e€Go
Com isso,

D File) =3 Pi(Y Pe)

febo f€Go e€Go
=2 FPlc)
e€Go
= C.

Visto isso, estamos aptos para calcular 1g - ¢ = ¢, usando o Lema [2.5.3

lyg - ¢ :Z(Se-c

e€Go

o A(by-¢c)=104-¢1®0,-Co

A(dg-c) = A(0y(Py-1(c)))
= Hg(Pg_1<C)1> ® eg(Pg_l(C)Q)
= gg(Pgil(Cl» ® Qg(Pgil(CQ))

=041 ®0y-Co

® 0, 0p-c= (0gn-1)e(0h - ca) = (Ogn - c2)e(0p - €1)
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1° caso) Suponha que (g,h) ¢ G2, entdo Agh, assim sabemos que d,, = 0. Por-
tanto, basta mostrar que dy - 0, - ¢ =0

Primeiro note que, se nio existe gh, entao d(g) # r(h) = d(h™'), assim
Pig) © Pan-1) = 0,

pelo que vimos. Além disso, pela Observacao (3) da Defini¢ao

Py10P, =Py 1y0Py10Pgo Py
— P,10 Pyg1y0 Py o Py
= Py=1 0 Pag) © Fr(ny © P
=0,

onde, na pentltima igualdade, usamos que 7(g~') = d(g). Assim,

Gg - On - ¢ = Og(By-1(On(Ph1(c))))

=0.
2° caso) No caso em que (g, h) € G2, separaremos a demonstracao em trés passos.

1° passo) Considere e tal que he = h = eh™' = h~!. Vamos mostrar
dgh = 0c - ¢ = (Ogn - €1)e(0e - C2).

Para isso, basta notar que



Onde, a terceira igualdade segue do fato de P, ser comultiplicativa, e
a quarta segue do Lema [2.5.3] Para mostrar ®, primeiro lembramos
que P4 o Py = P,, pois P, ¢ projecao e ImP, C ImP,. Agora,

note que
e(gh)fl =echlg7!

POl“taIltO, Pe o P(gh)—l == P(gh)—l

Além disso, analogamente temos que
dgh - 0c - ¢ = (g - c2)e(0e - €1).

Para tal, basta observar que

<5gh . 02)5((58 : Cl).

2° passo) Mostraremos que

6gh . Ph—1(0> = (5gh . 01)8((5h : 62)
= (5gh . CQ>€(5h . Cl).
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Para tal, basta tomar eh™! = h™! e notar que

S Puo(e) 2 Sgn - Puler)e(Poi(c2))

) Syn - 0 (Pulcr))e (O (Pt (c2))

= (8 - 8 - 1)e(On( P (c2)))

" (G0 c1)e(8e - e2)e(On(Proi (c3)))
c1)e(0c(Pe(c2)))e(On(Pr-1(c3)))
c1)e(Pe(ca))e(Pr-1(c3))
= (8n - c1)e(Pra(c2))
" (B c)e(On(Pri(c2))

(

= (Ogn - c1)e(0n - 2).

(gh
D (6 -
(9h

onde observamos que (*) segue da defini¢ao de agao de grupoide em
coalgebra, (xx) segue do 1° passo e (* x %) ¢é satisfeita pois 6, é de

codlgebra para todo g € G. Analogamente, mostramos

dgh - Pr=1(c) = 0gp - Pe(c2)e(Pr-1(cq1))
= Ogh - Oc(Fe(c2))e(On(Fa-1(c2)))
= (Ogh - 0c - C2)e(On(Pr-1(c1)))

(
Fe(cr))e(Pr1(c2))

3° passo) Agora, basta mostrar

69 . (5;1 -C = (5gh . 61)6((5h . 02)
= (Ogn - €2)e(Op, - 1).

Para isso, usaremos em (*) o item (iii) do Lema [2.5.3] o item (iii)
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da Definigao em (*%) e 0 2° passo em (k * *).

O+ 0n- ¢ = 0y(Py10y(Pr1(c))))

Teorema 2.5.5. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) Existe uma agao parcial 0 = ({6,},{C,})geg de G em C' tal que C' = @ C..

e€Go

(i) C é um kG-mddulo codlgebra parcial simétrico.

Demonstragao. (i) = (ii) Segue pela Prosicao

(ii) = (i) Suponha que C' é um kG-médulo codlgebra parcial simétrico.

1° passo) Pela simetria da agao parcial sabemos que, para cada g € G e para e tal que

e=gg ',

Por outro lado,

52

1) (6041 - ¢2)
- €1)(0gg-1 - €2)
¢1)(0e - Ca).

<€) (0g0,-1 - 1)
£ ¢2)(0gg-1 - €1)
. Cg)(56 . Cl).



2° passo) Definiremos Py(c) = &(dy-1 - ¢1)(0e - ¢2) = €(d4-1 - ¢2)(de - ¢1), onde e = gg~*

entao:

Além disso, tome C;, = ImP,, para cada g € G. Dessa forma, para cada

g € G, P, é sobrejetora e
o Py(Py(c)) = Py(c),Vcee C

Py(Py(c)) = Pyle(dg-1 - c2)(0e - 1))

= Py((0c - c1))e(0g-1 - c2)

_ (5 By en)e(Gy s - By - ea)2(B, 1 - )
) (5,5, - 1)e(Bs - e2)e(8, 16, - ca)e(Be - ca)e(6, 1 - c5)
= (bee - c1)e(e - c2)e(8g-1¢ - ca)e(e - c3)e(dg-1 - C5)
= (0e - c1)e(e - c2)e(8g—1 - ca)e (e - c3)e(dg-1 - C5)
= (0c - c1)e(Gg-1 - ¢2)

= Fy(c)

onde (x) segue pela simetria da agao parcial.

o Py(c) = P.(c1)e(Py(c2)) = Pe(ca)e(Py(cr)), onde eg = g.

Para tal, primeiro note que, Ve € Gy,
P.(¢c) = (be-c1)e(0e - 2)
=0, ¢, Ve e (.

Assim,
Pe(er)e(Py(c2)) =



analogamente,

e [, ¢ comultiplicativa.

A(Fy(e)) = A(de - c1)e(Gg1 - ¢2)

5@ 01 ® 5@ : CQ)&“((ngl . 63)
0

(
(
(5o -1 ®0, - ¢3)e(B,1 - 2)e(6,1 - )
= (0e - c1)e(dg-1 - €2) ® (e - c3)e(Gg—1 - C4)
— Py(c1) ® Py(cs)

— (P, ® P,)Alc)

e C1® 0 Ca)e(0g-1 - c3)e(dyg-1 - cq)

—
*

)

onde (x) segue pelo que foi visto no 1° passo.
3° passo) Definiremos 0,(P,-1(c)) = dq - Py-1(c).

° 0, = ]CS,VG € Gy

b(Po-i1(c) =0 Pi(0)
=4, P.(c)
=0 0c-C
= (6c0c - €1)e(de - c2)
= (0ee - €1)e(de - €2)
(de - €1)e(de - c2)
de - C
P.(c).
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e 0, ¢ de codlgebra

Primeiro note que, tomando f tal que fg~'=g

pois,

=0y - Py1(c)

((5 (5f c1)e(0g - c2)

2 (8,07 - e2)e(dy - e1)e(8, - c3)
= (Ogf - c2)e(0f - c1)e(dg - c3)
= (09 - c2)e(0y - c1)e(dg - ¢3)
= (0g - c2)e(05 - 1)

onde, em (*) usamos a condicao de simetria de médulo codlgebra parcial.

Analogamente,

Entao, por um lado,

(6 @ 6,) A(

Pg*1<0)) = (0, ® 69)(Pg*1 ® Py~
= Og(Pg*

1)A(C)
1(c1)) @ Oy (Py-1(c2))

= (0g - c2)e(dy - 1) @ (04 - ca)e(y - c3).
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Por outro lado,

- 1)

ex)e(d5 - 1)
® (0g - cs)e(df - 1)
= (0y - c2)e(df - 1) ® (04 - ca)e(d5 - c3).

Note que a igualdade (%) segue do 1° passo. Além disso, precisamos

o

mostrar que €(6y(Py-1(c))) = e(P,-1(c)). De fato,

e(0y(Fy1(c))) = e(dy - c1)e(dy - c2)
=¢(P,-1(c)).
e 0, ¢ injetora
Suponha que 0,(P,-1(c)) = 0 e que f é tal que fg~' =g~ '.. A ideia é

mostrar que P,-1(c) = 0. Observe que

Assim,

8g-10g - C2)e(dg - C3)
0g—1 - 0g - C2)
= 01+ (05 - ¢2)e (0 - 1)

5f'01

1 1

A igualdade (x) segue pelo fato de fg~ ,entdo gf =ge f =g 'g.

:g_

J4 a tltima igualdade segue pelo que foi observado acima.
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e 0, ¢ sobrejetora

Primeiro note que Py(c) = dg - 6,-1 - ¢, pois,

= (0 - c1)e(d4-1 - €2)

= (0gg-1 - C1)e(64-1 - C2)
= (0404-1 - c1)e(0g-1 - C2)
= (

Assim,

Entao, para finalizar a sobrejetividade de 6,, basta mostrarmos que

6(55 . Cl)((;gfl . CQ) € Cgfl = ]mngl.

Para tal, observe que, para f tal que fg=!' = g7 *

Pyra(Sy1-¢) = (05 - 0,1 - c2)e(8y - 0,1 - 1)

= (648,-1  €3)e(8,-1 - €2)(8, - Gy - 1)
= (g1 - 3)e(,1 - e)e (8, - 6,1 - 1)
= (8,1 - ¢3)e(8y-1 - ca)e(8, - 8,1 - 1)

= (6,1 2)e(d, - 8,1 - c1)
= (
= (
= (

g—1 " C2)€ 91-01)

(9

)e(

Syt - €3)e(0g0,1 - €1)(8,-1 - €2)
)(9
)e(de -

dg-1 - C2)€ c1).

Ou seja, (d5-1 - c2)e(de - ¢1) = Py-1(64-1 - ¢) € ImPy-1 = Cy1.
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4° passo) P,o P, = P,o P,,Vg,h €G.
Sejam e tal que eh = h e f tal que fg~! = g~!. Entao
Pu(Py(c)) = Pu(Pr(c2))e(Py(cr))
— Ph( )E 5g 1-Cp )6(5]0 . CQ)
—Ph( )8 0,1 Cl)
= ((56 . (5f : 02)5<5h71 . (5f . 03)5(5971 . Cl)

(
(9

0, see# f
(0c - c2)e(0p-1 - c3)e(8g-1 - 1), see= f.
Por outro lado,

Py(Piu(c)) = Py(Pe(c1))e(Pr(c2))
= Py(0c - c1)e(0n-1 - c3)e(de - c2)
= Py(0c - c1)e(0p-1 - c2)
= (67 - 0 - C2)e(0g-1 - Oc - 1)e(Sp-1 - 3)

B 0, see# f
(0c - €2)e(Op-1 - c3)e(0g-1 - 1), se e = f.

5° passo) Se (g,h) € G?, entdo 0y-1 0 Py-1 0 Py = P10 01 0 Py,

Lembre-se que se existe gh entao d(g) = r(h). Além disso, considere f tal que

fh =heetal que eg”! = g~1. Portanto,

thl(ngl(Ph(C))) = thl(ngl((Sf . Cl))6((5h71 . Cg)
= thl((;e : 5f : 01)6(59 : 5f : 02)5(5;171 : 03)
= (5h—1 . 53 . 5f . Cl>€(5g : 5f : CQ)E(éh—l . 03).
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Mas, como e = r(g~1) = d(g) = r(h) = f, entdo

Op—1 - 0c - Of - €1)e(0g - Of - C2)e(Op—1 - 3)
01 0c = 0c - €1)€(0y + O - C2)e(Op-1 - C3)
Op=1 - 0c - €1)(6g - Oc - C2)e(Op-1 - C3)
Op-10c - €1)€(0g0e - c2)e(0e - €3)€(Op-1 - €4)
Op—1e - €1)€(0ge - €2)€(0e - c3)e(0p—1 - C4)

= (
= (
= (
= (
= (
= (0p-1 - c1)e(dg - c2)e(de - €3)€(Op—1 - ca).

Por outro lado, note que se k é tal que kh™' = h™!, entdo também satisfaz

k(gh)™

—
*
~

= (gh)~". Assim, usando que e = f = r(h),

Py (0n-1 - c1)e(de - c2)e(dp-1 - c3)

(0k - Op—1 - €1)(Ogn - Op—1 - €2)e(de - €3)e(Ip—1 - €4)

(0kOn—1 - €1)e(0p—1 - 2)e(Ogn - Op-1 - 3)e(de - €4)e(Op-1 - C5)

(Ogn-1 - c1)e(Op-1 - c2)e(Ognn-1 - Ca)e(Sp-1 - €3)e(e - €5)e(Op-1 - C6)
(0p-1 - c1)e(0p-1 - c2)e(Sgnn—1 - c3)e(0e - €a)e(Op-1 - C5)

(Op-1 - c1)e(bge - c2)e(0c - €3)e(Sp-1 - ca)

(5}1*1 . 61)5(59 . 02)5(56 . 63)6(5]171 . 04).

Onde em (*) usamos a simetria da a¢ao parcial.
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6° passo) Se (g,h) G%, entao
04000 Pigpy-1 0 Pp-1 = Ogn, © Pigny-1 © Ph-1.
Considere e tal que eh™" = h™!, entdio e(gh)” " = (gh)~", assim,

Oy (On(Pigry-1(Pr-1())) = Og(On(Pigpy-1(0c - c1))e(0n - c2)
= 04(0n(0c - 0c - €1))e(Sgn - c2)€(0n - €3)
0,000 1)e(Oyn - )2 (On - )
0, (0000 - 2)(6, - 1) (Bgn - €5)e(0n - )
0, (Gne - 2)e(00 - 1)y - )2 (On - )
(5, O - 2)(Be - c1)=(Byn - ¢3)(Bn - c4)
(Ogn - €3)e(0n - c2)e(de - €1)e(Ggn - ca)e(dn - €5)
(0gn - 3)e(0n - c2)e(de - €1)e(dn - C4)
(Ogh - 2)e(On - €3)€(de - €1)e(0n - c4)

= (5gh . 02)8(5h . 63)8((55 . Cl).

Na igualdade (*) usamos a simetria da agao parcial. Por outro lado,

Ogn(Pigny-1 (Pa-1(c)) = Ogn(Bgny-1(0c - c1))e(0n - c2)

Bn(0e - 5o - 1)e(Gyn - c2)e(On - ¢5)
— By - 0o - 1)e(Gyn - €2)2 (G - c3)
— (Gynd. - ¢2)(0, - ¢)2(Syn - ¢3) (B - 1)
= (Oghe - C2)e(0e - c1)e(dgn - 3)€(0p - ca)
= (0gn - c2)(0e - c1)e(Ogn - c3)€(0p - c1)
= (4

gh 02) (e 01) (5h'03)-
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7° passo) C = EB C.. Pelo Lema [2.5.3, temos

e€Go

Assim C' = Z ImP, = Z C,. Além disso, como

e€Go e€Go

0, see# f

0o ¢, see=f,

56-5f~c:

e P.(¢c) = 0 - ¢, entao se

de ImP,N Z ImP,
febo f#e

temos entdo existem b, ¢ € C' tais que d = Po(c) = 3 ;g 2. Pr(b). Logo,

d = Pe(c)
= Pe(Pe(c))
= Pe(Xegy 2 Fr(D))
= 2 rego re Fe(Pr(D))

= D fegy frede 05 b
=0.

Portanto, ImP, N Z ImP; = {0}.
f€Go f#e
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Capitulo 3

Coacoes Parciais de Algebras de

Hopf fracas em Coalgebras

3.1 Comoébdulo Coalgebra

Em [22], Yu. Wang e L. Zhang definiram C' como sendo um H -comddulo codlgebra

(global) & esquerda se exite uma aplicagao k-linear

p:C — H®C

c — c'ed
tal que, para todo ¢ € C,
(i) (er ®1)p(c) =c
(ii) (lu @ Ac)p(c) = (my @ Ic @ Io)(In @ Ten @ 1o)(p @ p)Alc)
(i) (In ® p)p(c) = (Ay @ Ic)p(c)

(iv) (In ®eo)p(c) = (et @ ec)p(c).
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Nesse caso, dizemos que H coage na coalgebra C'. Notemos que os itens acima
podem ser reescritos como:
(i) eg(c ) =c
i) c'@? 1@ =cte @’ ® e’
(iii) c '@ TP =clioched
(iv) ¢ tec(®) = g(cHea ().

Todavia, o ultimo item dessa definicao é desnecessario pois segue dos anteriores,

COMO Vemos a Seguir.
Proposicao 3.1.1. Se existe uma aplicagao linear

p:C — HRC

c — ctad
que satisfaz, para todo ¢ € C,
(i) (en @ I)p(c) = ¢
(i) (In ® Ac)p(c) = (mu @ Ie ® Ic)(In @ Te,n ® Ic)(p ® p)A(c)
(iii) (In @ p)p(c) = (Am ® Ic)p(c),

entao a condi¢ao

(In ®@ec)plc) = (et ® ec)p(c).

é automaticamente satisfeita.

Demonstracao. Suponha que existe uma aplicagao p que satisfaz as condigoes do

enunciado, entao:

gi(c Dea(d®) = ¢S (cH)ee(d)
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= cHS®ec)(p(®))ec(")

= ol (S ®ee)(p(e”)ec(e?)
= 1 ey 1S (6" Nea(e™)ec(er?)
W 167180 Vee () ()

01_102_115(02_12)50(010)50(020)

= 01_lﬁt(02_1)€c(010)80(020)
61_1251{(61_1102_1)60(610)80(020)
= o ec(e®)ec(e)en(er e ™)

(i4) 01

= " tee(a™)

eo(e)en(er ™)

2 (e )en(c )

= (g ®ec@e0)(p(ch) ® o)em(c™)
= (In®ec®@ec)(p® Io)A()em(c™)
= ([n®ec®ec)(p®Ic)A(c)

= o ‘ec(a®)ec(er)

= (g ®@ec)(plcr))ec(ca)

= Iz ®@ec)(p(c)).

]

Naturalmente, podemos ver que no caso em que H é uma &algebra de Hopf, as

defini¢oes de H-comoddulo codlgebra sao equivalentes, incluindo também esse 1ltimo
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resultado, pois, se H é Hopf,

clec(c®) =e(cHea(d)
= €H(C_1)1H80(CO)

= E(j(C)lH.

Assim, a defini¢ao de comédulo codlgebra (a esquerda) pode ser vista da seguinte

forma:

Definicao 3.1.2. Dizemos que C' é um H-comddulo codlgebra a esquerda se existe

uma aplicacao linear
p:C — HC
c — cted

tal que, para todo c € C,

(CCL) (eg@Ip(c) =c
(CC2) (In @ Ac)p(c) = (mu @ Ic @ Ic)(Ig ® To.m @ Io)(p @ p)Alc)

(CC3) (In @ p)p(c) = (Ap @ Ic)p(c).
De forma similar, podemos definir um H-comoddulo coalgebra a direita e a ob-
servacao feita acima segue de forma andloga para esse caso.

Exemplo 3.1.3. [22] Considere H uma algebra de Hopf fraca de dimensao finita.

Entao H é um H*-comoddulo codlgebra com coagao
p:H — H'®H

onde {h;}" ; é uma base para H e {h;"}! , é uma base dual tal que
1, se1 =17,

(hi)*h; =

0, caso contrario .
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3.2 Comodbdulo Coalgebra Parcial

Nessa secao, estamos interessados em introduzir o conceito de uma coagao parcial
de uma algebra de Hopf fraca H em uma codlgebra. Também veremos alguns

exemplos que sustentam a teoria exposta aqui e algumas propriedades.

Definicao 3.2.1. Dizemos que C' é um H-comddulo coalgebra parcial a esquerda
(ou ainda que H coage parcialmente em C' & esquerda) se existe uma aplicacao

linear

p:C —H®C
c —ct & &
tal que, para qualquer ¢ € C:
(CCP1) (eg @ I)p(c) =c
(CCP2) (IH ® Ac)ﬁ(c) = (mH ®Ic® Ic)(IH R TeH ® [C)(,E X ﬁ)A(C)

(CCP3) (In ®p)p(c) = (mu @ In ® Ic)[(In ® ec)(p(c1)) ® (An ® Ic)p(cz)]
Podemos reescrever as condigoes acima da seguinte forma:

(CCPL) en(cHP =¢
(CCP2) TR @ =c; ey T @’ ® ey

(CCP3) 1l 10 = 01*15(016)02*711 ® 3y @ .

Além disso, dizemos que C' é um H-comddulo codlgebra parcial simétrico a es-

querda se ainda satisfizer,

Iz ®@p)p(c) = (mu @ In @ Io)Un @ Theon) (A @ 10)p(c1) @ (In ® e¢)(p(c2))]
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que pode ser reescrito como

T Ted =

-1 -1 0 -1 0
1027 e(e)®e 9@y,

De forma andloga, podemos definir um H-comddulo codlgebra parcial (simétrico)
a direita. Ao longo dessa secao sempre quando nos referirmos a um H-comddulo
coalgebra parcial ele serd considerado a esquerda. Também temos que a nogao
de comédulo coalgebra parcial generaliza a de comddulo codlgebra no sentido que
todo H-comédulo codlgebra global (a esquerda) é um H-comdédulo codlgebra par-
cial (& esquerda). De fato, usando que todo comédulo codlgebra (global) satisfaz

ctec() = gi(cMec(P), temos

Ig® c = clteadte
( P)P( )
= 0711 (029 0712 (024 &

= 6711 (%9 0712 X 60280(001)

(o) a e @ e ® erlen(e?)

BLT el ) 1 @a(a e @ (¢
£22 Lie(ei e ™ @ Laea ™'y ® e’ (1”)
L er(e™ )™ @ lgacy ™y @ 2% (c1”)
1i

-1 -1 —1 0 0
ol @ ®aa(a)

—1 0 —1 -1 0
el ) 1 ®c Ty ® e

= (mp®Ig®Ic)[(In ®e.)(plc1)) ® (Ag @ Io)p(ca)].

Além disso, temos o seguinte resultado que caracteriza um comédulo coalgebra

global.

Proposicao 3.2.2. Seja C' um H-comddulo codlgebra parcial. Entao, C € um H-
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comddulo codlgebra (global) se, e somente se,

ea() = e,(c Hea(d).

Demonstrac¢ao. Suponha que C' um H-comoddulo codlgebra parcial que satisfaz cjlsg(cﬁ) =

gi(cHec(c?), entdo, basta mostrarmos que

Iz ®p)p(c) = (Ar @ Io)p(c).

Notemos que,

Iz @ p)p(c) (mu @ Iy @ Ic)[(In ®@e.)(p(c1)) ® (Am ® Io)p(ca)]

-1 -1 0
= a1 elar)e 1 ®e e ® e

=
=
|
L
— oS

0 -1 -1 0
c1e(er)lmic 1 ® 1ot 9 ® e

5t(cj1)5(016)1H102 11 ® 1H202_712 ® C26

&2 1H1€t(cj)5(016)02jl ® 1H202j12 © ¢
e T R = T (e WO o
= @) ®che oo
= cjllcgjlls(cla) ®c e @’

E, isso finaliza a demonstracao. [

Exemplo 3.2.3. Considere kG algebra de grupoide, sendo G gerado pela uniao
disjunta dos grupos G1,Gy. Entao a algebra de grupos kG; é um (kG)*-comédulo

coalgebra parcial via
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Ch = Zpg®<h;5;

9€gG
onde estamos identificando kG com (kG)** via
5,0, (kKG)* — k

Prn > ph((;g)

e, além disso, estamos vendo (kG)** agir a direita em kG, via

C/_(SA Ch, se g=e;
h g —

0, caso contrario

e sabemos que essa agao torna kG um (kG)**-médulo codlgebra a direita, pelo

Exemplo [2.2.2]

3.3 Caracterizando Coacgoes via py,

Nessa secao exploraremos uma familia especifica de exemplos de comddulo codlgebra
global e de comdédulo coalgebra parcial. Para tal, precisamos comecar introduzindo

a seguinte definicao.

Dizemos que C' é um H-comddulo codlgebra global (a esquerda) via pp, para

algum h € H fixo, se a aplicagao linear

pn:C — H®C
c — h®c
define uma estrutura de comddulo coalgebra (global) em C.

Notemos que nao é para todo h € H que pj, define uma estrutura de H-comédulo
coalgebra em C. Para tal, basta observarmos que py,(c) = 1y ® ¢ torna C' um

comédulo codlgebra se, e somente se, H é uma algebra de Hopf, o que nao nos
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interessa pois estamos explorando coagoes de algebras de Hopf fracas em codlgebras.
Todavia, o seguinte resultado tem o intuito de caracterizar as propriedades que
h € H deve satisfazer para que tenhamos p, uma coacao de H na codlgebra C,

onde H é uma algebra de Hopf fraca qualquer.

Teorema 3.3.1. C' é um H-comddulo codlgebra a esquerda via

pp:C — HRC

c — h®c

se, e somente se,

(i) e(h) = 1k
(ii) h?=h

(iii) A(h) =h @ h.

Demonstrag¢ao. Suponha que C' é um H-comédulo codlgebra via pj,, entao

(i) (en ® I)p(c) = ¢
=ceg(h)c=c¢, Yee O

= E(h) = 1k-

(i) (In ® Ac)p(c) = (my ® Io ® Ie)(In © o0 © 16)(p ® p)A(0)
=h®RcRc=hQc ®c
= IgRec®ec)(h®@c1 @) =(Ig @ec®ec)(h? Qe ® cy)
= hec(c) = h*ec(c), Ve e C

= h = hZ.

(iii) (Ir ® p)p(c) = (An @ Ic)p(c)
>hQhRQec=h Qhy®c
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= IgRIpRec)(h@h®c)= Iy ®IyRec)(hy ® hy ®c)
= (h® h)ec(c) = (h1 ® he)ec(c), Ve e C

= (h@h) = (h1 ® hs)

= (h®h) = A(h).

A reciproca segue de forma totalmente analoga ao que foi feito. O

Além disso, notemos que se h € H satisfaz essas trés propriedades entao também

satisfaz h = ¢,(h). Para tal, basta notar que, pela Proposigao temos
¢eo(e®) = ececl), Ve e C,
entdo, hec(c) = g(h)ec(c), para todo ¢ € C, o que implica que h = g,(h).

Exemplo 3.3.2. Considere um grupoide G e kG a élgebra de grupoide gerada a

partir de G. Entao, fixando um elemento e € Gy, sabemos que

ps. : C — kGRC

c — 0. Qc

garante uma estrutura de kG-comédulo codlgebra (global) em uma codlgebra qual-
quer C. De fato, 0. pertence a base {J,},c¢ de kG. Portanto temos que £(d.) = 1k
e A(d.) = 0. ® J, sao automaticamente satisfeitas. Também temos que 8.2 = 0.,
ocorre por € € Gy. Assim, pelo Teorema [3.3.1] segue que C' é um kG-comédulo

coalgebra.

Além disso, notemos que se tomarmos kG a algebra de grupoide gerada a partir

do grupoide G, entao, ps, definido da seguinte forma,

ps,: C — kG&C

c — 6,®¢c
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garante uma estrutura de H-comddulo codlgebra (global) em uma coalgebra qual-
quer C, se, e somente se, g € Gy. Isso ocorre pois, 592 = §, implica que ¢g* = g.

Assim, temos que g = d(g) = r(g), logo g € G.

Pensando agora no caso parcial, dizemos que C' é um H-comddulo codlgebra

parcial (a esquerda) via pp, para algum h € H fixo, se a aplicacao linear

miC — HeC

c — h®c
determina uma estrutura de H-comodulo codlgebra parcial em C.

De forma similar ao caso global, temos o seguinte resultado que caracteriza as

propriedades que h € H deve satisfazer para que pj seja uma coacao parcial de H

em C.

Teorema 3.3.3. C' ¢ um H-comodulo codlgebra parcial a esquerda via

m:C — HC

c — h®c

se, e somente se,

(1) e(h) = 1k

(ii) (h® 1g)A(h) =h® h.

Observemos que se h € H satisfaz as propriedades (i) e (ii) do Teorema, entao
h? = h, pois se (h ® 15)A(h) = h ® h, entao,
I@eg)(h@1g)AR) = (I ®@ey)(h @ h)
= hh1€<h2) = h1€(h2)

= h? =h.
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Demonstrag¢ao. Suponha que C' é um H-coméddulo codlgebra parcial via pp,, entao,

() (en @ Dp(e) =" e

=ep(h)c=c, Vee C

= EH(h) = 1.

(i) (Tn @p)p(c) “E™ (mu @ Iy @ 16)[(In ® 2.)(B(er)) @ (An ® [0)p(es)]

= h®h®c=he(c;)h) @ hy ® o

= Ig®IgRec)(h@h®c)=(Ig® Iy ®ec)(hhy ® hy & c)
= (h® h)ec(c) = (hhy ® ho)ec(c), Ye e C
= (h® h) = (hh1 @ hs)
= (h®h)=(h® 1y)A(h).

Reciprocamente, supondo que €(h) = 1x e (h ® 15)A(h) = h ® h, sabemos que
h? = h pelo que foi observado, e assim C' é um H-comdédulo codlgebra parcial, de

forma totalmente similar ao que foi feito. m

Além disso, C' é um H-comddulo codlgebra parcial simétrico via py, se, e somente

se,

(i) e(h) = 1x
(ii) (h®1g)Ah)=h®h
(i) A(h)(h® 1g) =h h.

Para tal, basta nés observarmos a condi¢ao de simetria

—1 0—1 00 -1 -1 0 -1 0
CCRETRT =T ()R ,®0

é satisfeita.
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Entao, para esse exemplo, temos,
h® h® C = h15<62)h® h2 [ Cq1,

o que implica que

h ® he(c) = hih ® hae(c), Ve € C.

Portanto, obtemos a propriedade que h € H deve satisfazer
h®@h=A(h)(h® lg).

Observacao 3.3.4. Ja vimos na Proposicao que se C' é um H-comddulo

coalgebra parcial que satisfaz

ctee(P) = eleHea (),

entao, C' é um H-comdédulo codlgebra (global). Além disso, a reciproca também é

verdadeira, isto é, todo H-comédulo coélgebra satisfaz ¢ 'ec(c®) = g,(c™')ec ().
Agora notemos que, no nosso caso a identidade acima equivale a:

hec(c) = e(h)ec(c), Ve € C.

Mas, hec(c) = g4(h)ec(c), Ve € C ocorre, se, e somente se, h = g;(h). Um lado é
imediato, para mostrar o outro lado, basta tomar, em particular, um ¢ € C' tal que

ec(c) = 1x. Assim, obtemos que &;(h) = h.

Ou seja, um H-comédulo codlgebra parcial via

m:C — HC

c — h®c

é um H-comddulo codlgebra (global) se, e somente se g;(h) = h.

O seguinte exemplo foi inspirado no Exemplo 3.2.3 de [18], onde k é visto como

um kG-comddulo algebra parcial.
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Exemplo 3.3.5. Considere kG a algebra de grupoide gerada a partir do grupoide
G, dado pela uniao disjunta dos grupos finitos G; e G5. Nessas condi¢oes, uma

codlgebra qualquer C' é um kG-comoddulo coalgebra parcial via

7n:C — H®C

c — h®ec

onde,

1
h: Z mdq,

geG1

As contas desse exemplo serdo omitidas por se tratarem das mesmas contas da

Proposigao 3.2.3 de [18], apresentada por G. Quadros.

De forma anéloga ao que G. Quadros fez [18], também podemos caracterizar a
coacao da algebra de Hopf fraca kG em k, para G um grupoide finito. Embora,
estejamos vendo k como uma coalgebra.

Proposicao 3.3.6. k é um kG-comddulo codlgebra parcial via pp(1lx) = h ® 1y se,
1
e somente se, h = Z v

gev

04, para V um grupo em G.

Demonstracao. A demonstracao é exatamente a mesma da Proposigao 3.2.3 apre-
sentada por G. Quadros em [18]. Isso ocorre pois as condi¢oes do Teorema m

sao as mesmas do Teorema 3.2.1 [18]. O

Semelhante ao que foi feito, temos um resultado quando consideramos a coacao
da dlgebra de Hopf fraca (kG)* sobre o corpo k, quando olhamos k como uma

coalgebra.

Proposicao 3.3.7. k ¢ um (kG)*-comddulo codlgebra parcial via pr(ly) = f @ 1k

se, e somente se, f = E Pg, onde V Eé um grupo em G.
gev
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Demonstracao. A prova para esse resultado é igual a apresentada na Proposigao
3.2.2 por G. Quadros em [I8]. Novamente, isso acontece pois as condi¢oes do Teo-

rema sdo as mesmas do Teorema 3.2.1 [18]. O

3.4 Coacao Induzida para Comédulo Coalgebra

Sejam H uma &lgebra de Hopf fraca e C' uma coalgebra, e suponha que C' é um

H-comédulo codlgebra (global) & esquerda via

p:C — H®C

c — c’1®c0

Nosso objetivo nessa se¢ao é construir um H-comodulo codlgebra parcial simétrico
a esquerda a partir desse H-comddulo codlgebra (global) ja existente. Para isso,
considere D C (' uma subcodlgebra de C' tal que existe uma projecao 7 : C' — C'

sobre D, isto é,

m(n(c)) = n(c),Ve € C,
Imm=D.
Nessas condigoes, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.4.1. D é um H-comddulo codlgebra parcial simétrico a esquerda via

p:D — H®D
d — (Ig@m)p(d) =d @ m(d)

se, e somente se, a projecao w satisfaz:

(i) &' @ A(r(d®) =d ' @ (r @ 7)(A(d?))
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(i) d' @ 7(d) ' @ w(w(d?)’) = dy e (w(dh°))dy ™ @ dy Yy @ w(dy?)
= dl_lldg_lg(ﬂ'(dgo)) X d1_12 & 7T(d10)

para todo d € D. Nesse caso dizemos que p é uma coa¢ao induzida.

Demonstracao. Suponha que D é um H-comédulo codlgebra parcial simétrico a

esquerda via

p(c) = (In @ m)p(d) = d~' @ mw(d°).

Entao:

d@A((d) = (In©A)(p(d))

(my @ Ip @ Ip)(Ix @ Tp @ Ip) (5 ® p)A(d)

= (mp®Ip®Ip)In ®7hp @ Ip)(B(di) @ B(dz))
d,") @ m(dy’)

=  di 'dy e(

= (Ip@ren)(d 'd ' ®d" ®d°)
S (Ig@nem)(d!'ed;®d)

= (Igperen)(d'eAd))

=  d'en(d) e nr(d)

= d'e@rEen)(Ad))
onde () segue do fato de C' ser um H-comddulo codlgebra (global) & esquerda.
(i)
A or(d) " @r(r(d)’) = (In®p)p(d)

=" (mg®@Ig®Ip)[(Ig ®ep)(p(d1)) ® (Ax @ Ip)p(dz)]

= dl_lg(ﬁ(d10))d2_l1 ®dy s ® 7T(d20).
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Analogamente, usando a condigao de simetria,

d'@a(d) " @r(d)’) = (Ix2p)p(d)
= d1j1d2j15(d26) & d1j2 ® d16

= dlilldgilé’f(’ﬂ(dgo)) & dlilg X W(dlo).
Reciprocamente, suponha que a projecao 7 satisfaz as condigoes dadas, entao,
(i)
(en @ Ip)p(d) = (ew @ Ip)(d @m(d))
= en(d)m(d)
= 7(en(d)d")

= 7(d)

= d

(In® A)p(d) = (In®A)(d™' @ n(d))
= d'@ A(r(d"))
= d'®(rer)A(d)
= (Iperer)(d'eAd))

Ig@ren)(d'®d; @ d,)

—
*
~

= (Ipg@ren)(d td ' ®d ®d°)

dy 'yt @ w(dy) @ m(dy”)
= (mp®Ip®Ip)(Iy ®Tap ® Ip)(p(d1) ® p(dz))

= (mu®Ip®Ip)(Iy ®1rp ® Ip)(p @ p)A(d)

onde () segue do fato de C' ser um H-comdédulo coalgebra (global) & esquerda.
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(In®p)p(d) = (Ix@p)(d ' @n(d))

= d ' @p(r(d")

= d'@n(d) " @n(r(d)’)

= dy e(n(dy")dy T ®@dy Ty @ w(dy°)

= (mp®Ig®Ip)[(Ing®ep)(p(di)) @ (Ax @ Ip)p(ds)].

Similarmente, a condicao de simetria é satisfeita,
(In @ p)p(d) = (Iy @ p)(d~" @ x(d"))

= d ' @p(r(d’)
= &' @nd) " @n(r(d)")
= dy Ydy te(m(dy?)) @ dy Ty @ w(d, )
= dy Ldy Te(d®) @ dy Y @ dyL

O

Notemos que a coacao induzida gera um H-comdédulo codlgebra (global) a es-

querda se, e somente se,
el(d Ne(n(d’)) = d7'e(n(d”)),
para todo d € D.

O exemplo a seguir ilustra um caso em que, sob certas condicoes, a coacao
induzida a partir de um H-comddulo coalgebra gera, na verdade, um H-comddulo
codlgebra (global). O que nos diz que nem sempre a coagao induzida gerard um
H-comodulo coalgebra parcial que nao é global.

Exemplo 3.4.2. Sejam G um grupoide e kG sua algebra de grupoide. Entao, pelo

Teorema [3.3.1], sabemos que kG é um kG-comdédulo codlgebra a esquerda via

pn kG — kG @kG
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dg — h®J,

onde, h satisfaz as seguintes propriedades.

(iii) A(h) =h® h.
Considere a projegao

Tm:kG — kg
)

g»

sed, €D,
dg
0, caso contrario,

onde D é uma subcoalgebra de kG. Sob tais hipdteses, 7 satisfaz as condigoes da
Proposigao [3.4.1, dando a D uma estrutura de kG-comédulo codlgebra parcial. De

fato, considere 64 € D, entao

(i)

6a ' @ Am(84°))

h @ A(m(d4))

—
*
~

= h® A(dq)

,\
1%
x

h® 4 ® d4

h®m(dg) @ m(dq)
= h®(m7)(A(d))

= '@ (rm)(A>GL)),

onde, em (%), estamos usando que 7 é uma projecao, entao Imm = D e % = T.
J& em (xx), estamos usando o fato que D é uma subcodlgebra de C' e que 7

é uma projecao.
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(ii)
0t (00 @a((6L)) = hen(d) @ n(x(8s)°)

hdy s,

h®h® dq

—
*
~

= h X h X 5d5(5d)

h @ h® m(0a)e(m(a))

5d1715(ﬂ'(6d10))5d2711 ® 5d2712 ® 7T<5d20)

= a1 162 e(m(642°)) @ bay s @ 7(8as”).

Novamente, em (*), estamos usando que 7 é uma projecao, entdao I'mm = D

emn” =m.

No entanto, notemos que, se no lugar de h, tomarmos d., para algum e € G
temos que esse kG- comoddulo coalgebra parcial construido é, na verdade, um

kG- comédulo codlgebra (global), pois,

er(da )e(m(04")) = eu(0c)e(m(a))

Todavia, nosso obejetivo nessa secao ¢ construir H-comddulos codlgebras parci-

ais que nao sejam globais, pois ja estamos partindo de um H-comédulo codlgebra
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(global). Portanto, a seguir, apresentamos um exemplo de coagao parcial induzida

que nao ¢ global.

Exemplo 3.4.3. Considere GG; e GG dois grupos finitos, G o grupoide gerado pela

uniao disjunta desses grupos e kG sua algebra de grupoide. Definimos

Ch — Zpg®Cth

geg

sendo {(,}seq, base da algebra de Hopf kG; e {p,},eg base para a algebra de
Hopf fraca (kG)*, onde:
1, se h=g
Py(0n) =

0, caso contrario

sendo {0,}seg base para a dlgebra de Hopf fraca kG. Dessa forma, kG; é um

(kG)*-comédulo codlgebra global (a esquerda). De fato,

1. (e®I)p(c) = ¢, pois

D e)inGy = Y (py)ing

geg geGy

= Z Py(1kg)Chg

g€G1

Z Z pg<5e)Chg

g€G1 e€Go

= Z Pg(Gey )Chg

geG1

- Ch81
= G

—
*
~

sendo que em (*) estamos usando a definicao de exg)- e em (**) a definicao

de {pg}geg-
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2. (I®A)p(c)=(me I @1y ®I)(p® p)(c), pois

(MIRNI®Tcn @D py@ Gy ® Y pi® ()

geGy leGy

= Y (0gp1)Chg @ Cui

g,leGy

Z (0g.0)Pg ® Chg @ Chi

g,leGy

> Py ® g @ Cng

geG1

(I @AY Py ® Gy

geG1

= (T®A)() Py ® Gl

geg

s} —
I I

sendo que em (x) estamos usando a defini¢do de produto em (kG)*. E ne-

cessario chamar a atencao que d,; =1seg=1ed,; =0se g # L
3. (A@I)p(c) = (I ®p)p(c), pois

Bennew 2 Y Y pepue

leGy geG Jg—1l leGy
9€G1
= E Pg ® Dg-11 @ C
g,leGy

Tomando ¢ = ¢g~!l, obtemos:

A@DAG) = D Pe®Py® Cngq

7,9€G1
= (L@ p)p(Gh)
Notemos que em (*) usamos a definigao do coproduto em (kG)*.

Portanto, kG é um (kG)*-comédulo codlgebra (global).
Definimos novamente

m: kG — kg
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J

9>

sedg € D,
dg
0, caso contrario,

onde D =< ¢§; >, para algum [ fixo em G.

Vamos mostrar que essa projecao satisfaz as condigoes da Proposicao [3.4.1] De

fato,

(i)

G OAMGY) = S py® A(Gy))

geG1
Pr-11 X Cl X Cl
=Y 1y @ 7(G) © (o)

9€G1

= G e men(AG”)

1€
1

Gl en(G”) @G’ = Y @ 1(Chg) T @ m(m(Chy)°)

geG1

"E @ (@) @ n(n(Q)°)
= pp-y® Cl_l & 71'(Clo)
= -1 Z Dq & 7T(<IQ)
qeG1

= DPh-11 & Dey ® W(Clel)
= Ph1y® P, @T(()

= Py QPe, QG

Por outro lado,

Chl_lg(W(Chlo))Ch2_l1 ® Ch2_12 ® W(ChQO)
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= > pee(Cng))n T @ G @ (G

g€G1

hg=1 _ _
£ phue( )G 0 G @ m(G0)
e(Gq)=1 _ _
=" oG e G e n(G0)
= Z ph—ll(pq)1 ® (pQ)Q @ 7(Chg)
qeG1
hq=l
= Pr-11(Pr-11); ® (Pr-11)y ® ¢
(%)
= Z Ph-1Pr @ Pr-1p-1; @ (
regG Ir—1h—1]
r=h—1]
= Py ®pe, @G

onde na ultima igualdade usamos que {p,},cg é base ortogonal de (kG)* e em (x)
usamos a definicdo de coproduto em (kG)*. Portanto, segue a igualdade. Além

disso, a coacao induzida gerada nesse exemplo nao é global, pois por um lado,

Glem(@) = D pee((Grg))
geG1

hg=l
=  Pr-1u

Por outro lado,

ey (G ) =S e (o)e(w(Chy)

geG1

gt(kg>* (ph_1l>

Notemos agora que,

gy (Pr)(0) = pa-u(d(d,))
= puul6,5(6,)
= pruld8,)
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= phfll(éqqfl)

= Ph—ll(5el)
1, se h =1

0, caso contrario.

Todavia,

1, sehll=q
ph—ll(dq) =
0, caso contrario.

Portanto nao sao iguais, logo nao é um (kG)*-comédulo coalgebra global.

3.5 Coproduto Smash Fraco

Yu. Wang e L. Yu. Zhang em [22], apresentam a definicdo de uma nova es-
trutura gerada a partir de um H-comddulo codlgebra global, o coproduto smash
fraco. Nesse mesmo artigo, eles mostram que essa nova estrutura é, na verdade,

uma codlgebra. Com isso, uma questao natural que surge é

“Sob quais condicoes a estrutura apresentada por Yu. Wang e L. Yu. Zhang em

[22] torna-se uma dlgebra de Hopf fraca?”

Portanto, essa secao tem o intuito de responder tal pergunta e de apresentar
uma contribuicao a teoria ja existente. Inicialmente comegamos com algumas pro-

priedades do especo vetorial C' ® H.

Proposicao 3.5.1. O espaco vetorial C ® H € uma codlgebra nao necessariamente

counitaria com estrutura

A(C & h) =1 ® 62_1h1 & CQO & hg.
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Além disso, se C' também é uma dlgebra unitdria temos que C' @ H é uma dlgebra

com multiplicacao dada por

(c®@h)(d® k)= (cd® hk),

e unidade

Licon) = 1lc ® 1g.

Demonstragao. De fato, para todoce C e h € H,

I A)A((c®@h) = (A (o ®c  hi ®c’ @ hy)
= . ®cy hy ®A(c” @ hy)
= a®c 'Th®e’® 020271h2 & 02020 ® hs
=" a®c T @’ @i’ h @™ @ hs
=" @ e @ ® e hhe ® e’ ® hg
= Al ®c'hy) @ (2" @ hy)
= (A®D(c®c 'hi ®c @ hy)

—  (AeDA(coh).
Além disso, para todos a,b,c € C e h, k,l € C, temos

(a@k)((cah)(bxl) = (a®k)(cb® hl)
= (a(ch) ® k(hl))
= ((ac)b @ (kh)])
= (ac@kh)(b®I)

= ((e®k)(c®h))(bxl).

E, naturalmente,

Lcony = le ®1y.

87



]

Defini¢ao 3.5.2. [22] Sejam H uma algebra de Hopf fraca e C' um H-comédulo

coalgebra a esquerda. Entao, o coproduto smash fraco é definido da seguinte forma:
Cx H= {CO X h2€(0_1h1)}

gerado como k-espaco vetorial.

Podemos pensar nesse espago vetorial C' X H = {® @ hae(c™'hy)} como um
subespago vetorial de C' ® H, com comultiplicagao e counidade dadas da seguinte
forma:

A(C X h,) =C X Cgilhl X CQO X hg,
e(cx h) =e()e(cth).

Proposigao 3.5.3. C'x H = {® ® hae(c™'hy)} € um subespago vetorial de C @ H.

Além disso, C' x H € uma codlgebra counitdria.

Demonstracdao. Primeiro notemos que o coproduto de C' x H coincide com o copro-

duto de C' ® H quando vemos um elemento de C' x H em C'® H, ou seja,
ACXH(C X h) = AC®H<CO X hg&Cilhl).
Para tal, basta notarmos que
Cc1 X Cg_lhl X CQO X hQ = 010 & (02_1h1)26(01_1(Cg_lhl)l) & 0200 & (hQ)QE(CQO_l(hQ)l)
= Clo & C2712h2€(017162711h1) & 0200 (024 h4€(62071h3>
= Clo X (02711)2}@5(0171(62711)1h1) X CQO 0% h4€(02712h3)
= " ®c ohoe(cr T e ) ® 0 ® hyg(ca shs)

= Clo & 62_12h2€(02_13h3)6(01_102_11h1) (029 CQO X h4

= a’®c ghes(ciT e ) ® 6’ @ hy
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(023) Clo & 620_1h2€(01_162_1h1) & 0200 & hg

(022) Col X Cog_lh25(071h1> &® COQO @ hg
= AP ® he(c ')

=  A(cxh).

Finalizando, basta mostrarmos que C' x H é counitaria. Para tal, notemos que

(coen @ DA(cx h) = (ccen @ I(A(L @ hos(c™ 1))
= (econ @ D)1 ® Py hae(c hy) © 5 @ ha)
= (el hy)e(e ) (%" ® hg)
= (P thy)e(c ) (™ @ h)
=" e(chy)e(e ) (P @ hy)
= (¢ 'h) (P ® hy)

= c¢Xh.

Similarmente,

(I ®ccom)A(cxh) = (I®econ)(A® @ hyechy))
= (I®ecou)(® 002_1h26(c_1h1) ® %’ ® hs3)
= (@ Tho)e(c  h)e(s Ve (ha)
= (" @ P has(hy))e(c T ()
= (1@ hy)e(c  h)e()
= (010 Q 020_1h2)5(01_102_1h1)5(6200)
=7 (" ®ca Y ohg)e(cr T ea b )e(e?)
= (a"®ca3ho)e(cr tea )e(ca  oh)e(e?)
= (ei"® ey shae(ca ™ oht))e(er e )e(e?)

= (010 & 02_12h)5(01_102_11)5(020)
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—
*
~

= =
[

—
*
~

- T
01 I 1 =

I

Portanto, C' x H = {c® ® hae(

(®16(c%2) ® Luzh)e(c™ )
(& @ 1poh)e(c )

(" ® Lush)e(c™ es(La))

(" @ Lush)e(c erles(Lm)))
(" ® Lush)e(c™ er(S(1m)))
(& @ 1oh)e(c™ S (1))

(& @ hy)e(c ey(hy))

(° @ ha)e(c ™ hy)

¢ X h.

Notemos que em (x) estamos usando a propriedade de caracterizagdo de H-

comédulo codlgebra global dada por ¢ te(c?) = &;(c71)e(c?).

A defini¢ao que segue é uma das condi¢oes necesséarias que exigiremos para C'

para que tenhamos C' x H uma &algebra de Hopf fraca.

Definicao 3.5.4. Sejam C' uma bidlgebra fraca e H uma algebra de Hopf fraca.

Dizemos que C' é um H-comodulo bidlgebra a esquerda se existe uma aplicacao

p:C—>HC
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tal que p define simultaneamente uma estrutura de H-comddulo codlgebra e es-

querda e de H-comodulo dlgebra e esquerda em C.

A partir de agora, suponha que C' é um H-comddulo bidlgebra (entao C' é
uma bidlgebra fraca) onde H é uma &algebra de Hopf fraca comutativa. Segue da

comutatividade de H que ¢; e €5 sao multiplicativas. De fato, dados h,k € H,

(11.21)

el(he(k) =" ele(h)k)

e(liei(h)k)1s

e(11ker(h))1s

5]

E(llkh)lg
= 8(11]1]{3)12

ei(hk).

Analogamente,

=
IS
L

es(h)es(k)

|
—
=
m
>
P?A
—
&)
N~—

Além disso, S. Caenepeel e E. De Groot mostraram em [7] que

€. 08 = & (3.1)

€Es0Es = &, (3.2)

onde, g/(h) = 1g1e(1yoh) e E5(h) = 1yge(hly,), para todo h € H uma élgebra de
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Hopf fraca qualquer. Como, no nosso caso, H é comutativa temos que

gi(h) = lmie(lpah)
= lyie(hlys)

= &5(h).

E, analogamente

g(h) = lmgse(hlmy)

= lmee(lmih)
= €t(h).
Portanto, obtemos
€,0Es = & (3.3)
€s06 = Es. (3.4)

Essas propriedades obtidas para ¢; e £, serao comumente usadas ao longo dessa

secao.

Lema 3.5.5. O produto em C'® H induz um produto em C x H definido da sequinte
forma

(¢ x h)(bx k)= (cbx hk).

para todo c € C e h € H.

Demonstracao. Sejam c¢,b € C' e h,k € H.

(¢ x h)(bxk)

(CO & hQE(Cilhl))a)O (24 ]{725(()71]{1))

= A0 @ hokge(c ™ hy)e(b™ k)

IS

A’ ® h2k25(6_15t(hl))f(b_lgt(kl))
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=
w
&

Cobo X lHthHQ/]{38(6_15(1}]1))8(1)_15(1[{1/))

L1 A0’ @ 1gohlpgyke(c e (S(1xq)))e(d e (S(1ay/)))

A @ 1gohl gy ke(c ey (e4(1 (bt (es(1yy
mohlpyke(c™ ei(es(1m1)))e(b er(es(1m)))

(L9 A’ @ 1ohl gy ke(c ey (1,))e(b ey (1))

" Cobo & 1H2h1H2/k€(C_11H1)€(b_1]_H1/)

Hcomutt.

A° @ 1ohlgoke(1gie Ne(lypb™)
= A0’ @ 1goe(lgic )l goye(1gp bk
Hcor:nutt. Cobo ® Et(c_l)h&?t(b_l)k

= A0’ @ (e He (b Hhk

R 00 & ey (¢ Rk
Y (b))’ @ ey((ch) "k
= (ch)’ @ Lyoe(1y(ch) Hhk
%)

(b))’ @ Lpae(es (1) (ch) ™Rk

Hecomutt. (cb)o ® 1H2g((cb)_153<1H1))hk

= () @ Liae((ch)elea (L)) bk
B2 ()0 @ 1aoe((ch) " er(S(1my)) )Rk
= ()" ® Lae((e) TS (L) )k

= ()’ @ Lishke((ch) " S(1a1))
(1.33)

(cb)” ® (hk)ye((cb) " er((Rk),))

= (cb x hk)

Em (x) estamos usando que p é multiplicativa, pois C' é um H- comddulo bidlgebra

via p. O

Notemos que as associatividades das algebras C' e H garantem a associatividade
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de C' x H. Isso ocorre pela forma como o produto é definido, pois

[(ex h)(bx k)](dx1) = (cbx hk)(dxI)
= ((cb)d x (hk)I)
= (c(bd) x h(kl))

= (ex h)[(bxk)(dx1)].

Também temos que, como o produto é definido da forma (cxh)(bx k) = (cbxhk),

entao logxy = 1g X 1y, pois

(cxh)(le x1g) = (cxh)

= (lg x 1g)(c x h).

para todos b,c,d € C' e h,k € H.

Para o proximo resultado considere C' x H com o produto dado no Lema [3.5.5

e o coproduto dado na Definicao da seguinte forma,
A(C X h) =C X Cgilhl &® CQO X hg.
paratodoce C e he H.

Lema 3.5.6. Nessas condigoes, o coproduto em C' x H é mutiplicativo.

Demonstra¢ao. Dados b,c € C e h,k € H,

A((exh)(bx k) = Acbx hk)
= (cb); X (Cb)2_1(hk>1 ® (Cb)QO x (hk),
2 by X (Cabe)  hiky ® (eabo)? X hoks

= Clbl X Cg_le_lhlk’l & Cgobgo X hgk’g
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Ze1by X ey haby TRy ® ¢a%hy” X hoky

= (cr x ey 'hy) (b1 X by TEy) @ (2° X hy) (b X ky)

= [(er x a7 hy) @ (e2° X ho)][(by X by hey) @ (b2° X k)]
= A(ex h)A(b x k).

Em (%) usamos a multiplicatividade de A¢ e de Ap, e em (%) usamos a mul-

tiplicatividade de p. [

Tendo provado a multiplicidade do coproduto de C' x H e sabendo que a coas-
sociatividade segue pelo fato do coproduto smash fraco ser uma subcodlgebra de
C ® H, estamos aptos para mostrar as propriedades de bidlgebra fraca para ecx gy

como podemos ver no lema a seguir.

Lema 3.5.7. Seja C x H o coproduto smash fraco Entdo, a counidade satisfaz

C x H satisfaz

e((axk)(cxh)(bxl) = e((axk)(cxh))e((cxh)y(bxl))

= ((a x k)(c x h),)e((c x h), (b x 1)).

para todos a,b,c € C' e h,k,l € H.

Demonstracao. Primeiro, comecaremos com o lado mais simples. Sejam a,b,c € C

ehklcH,

e((ax k)(ex h)(bx1l) = e(ach x khl)
= &((ach)”)e((ach) " khl)

= ¢(aP")e(a e o kA
Por um lado,

e((a x k)(cx h)y)e((cx h)y(bx1))
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Hcomutt.

Por outro lado,

e((a x k)(cy x ca ™ hy))e((ea” x ho)(b x 1))

e(acy x ke hy)e(ea’b x hol)
e((acy))e((ac) " ke hy)e((e2°0))e((e2%) ' hal)
e(a’c1Me(a™ ey ey T hy)e(e”0)e (e hol)
e(a’c;Me(a ey eyt )e(ea®b)e (e b hol)
e(a’c1Me(a ey ey Tt )e(ea®b)e(cy T ohab )
g(a’c;®)e(a ey Thea T Ry )e(ca  ohob ) e(cp"bY)
e(a’c;®)e(a ey ke Tt hb T ) e (e%00)
e(a’ciMe(a ey ey T tkhb T M) (e2"00)
e(a®c®e(a e khb)e(b?)
£(a®1)e(b")e(a e T khb ™M)
e(a®P)e(a e khb M)

e(a®cb)e(a e o kAl).

e((a x k)(cx h)y)e((ecx h),(bx1))

e((a x k) (2 x hy))e((c1 x ca thy)(b x 1))

e(acy’® x kha)e(erb x co ™ hyl)

e((acs®))e((acs®) kho)e((erb))e((erb) e )

8(&06200)6((1 20_1]{?hg)S(ClObO)Z{(Cl_1b_162_1hll)
(CL (&) )6(& Coy 2kh2)6(010b0)€(01_lb_lcg_llhll)
e(a’cy®)e(a ket oho)e(e’b)e(ca yhale 707
e(a’cy)e(a™ key ohg)e(co bl b e (e "0Y)

e(a’cy")e(a™ key P hle, b e (e, "0Y)
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Hcorznutt. 8(@0020)8((171k’h101716271b71>5(010b0)

(e e(a®y)e(akhle b He(P1b?)

£(a®2)e( 10" e(a khlc oY)

—
*
~

= e(a®cb?)e(a " khlc )

Hcorznutt. g(aocobo)&‘(ailcilbilkhl).

Onde, em (x) estamos usando usando a seguinte propriedade para ey,

e(khl) = e(khy)e(hal)

= €(kh2)€(h1l),
e o resultado andlogo para e¢. O]

Para finalizar a construcao de uma estrutura de bidlgebra fraca para C' x H,

basta mostrarmos a propriedade

(1C><H ® A(lc’XH))(A<1C><H) X 1C’><H) = (A(chH) ® 1C’><H>(1C><H ® A<1C’><H))

(I @ A)A(lexn)

—

*

= (A DA(lexg)-

=

Observemos que a igualdade (%) acima segue pela coassociatividade do coproduto

de C' x H mostrada no Lema [3.5.6|

Lema 3.5.8. Seja C' x H o coproduto smash fraco. Entao,

(1C><H & A(leH))(A(leH) & 1C’><H) - (A(leH) & 1C’><H>(1C’><H ® A<1C’><H))
= (I®A)A(lexn)

= (A®DA(loxn)-
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Demonstracao. De fato,

(A(lexm) @ loxn)(loxn @ A(lexn))
= (A(le x 1) ®@1c x 1g)(le x 1g @ A(le X 1g))
= (1o x 102711H1) ® (1020 X o) ® (1o x 1g))
(1o x 1g) @ (ley X 1oy g1) © (1ee” X 1ga))
= ((10110 X 102_11H11H) X (1020101' X 1H216’2’_11H1’) & (10102/0 X 1H1H2’)>
= ((101 X 102_11H1) & (10201()1' X 1H2102/_11H1/) & (102/0 X 1H2'))

Hcomutt.

((101 X 102711H1) ® (1020101' X 1H21H1’102’71> ® (102'0 X 1H2’))

—~

*

= ((101 X 102_11H1) X (1020101/ X 1H2102'_1) ® (102/0 X 1H3))

=

= 1’ ®lea ylmee(lor ey 1) ®
1o2®1e1® ® 1galoy  9e(loe” ey uley ™) ®
loo™ @ Luee(low ' Lus)

= 16" 1oy Lalmee(lo; oy H)e(loy b1

= c1 ®lgy 73 H2€( C1 C2 1)5( c2 9 H1)®
1o2® 1o’ © 1galoy he(le” Moy uzley ™) ®
log® @ 1yee(loy® ' 1us)

= 1e" ® 1oy bl 1oy 1 1oy gyt

= o1 ®loo 3lpae(loe olpy)e(ley log 1) ®
10200101/0 & 1H4102/_125(1020_11011_11H3102/_11) &
log™ @ 1gee(loy® 1as)

= 1o’ ®@ 1oy Hlme(ler ey ™) ®
1cy" 101" @ 1H3102’7125(102071101’711H21C2’711> ®
log™ @ 1yse(loy® ' 1ay)

= 11" @ oo Hlme(ler Mo ™) ®
105" 101° ®@ Tugloy H5e(1ey" Moy oy H)e(loy Holhy) ®

log® @ 1yse(loy® 1uy)
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Hcomutt.

(co3)

Hcomutt.

Hcomudtt.

lo1" ® 1oy '9lme(lor e ™) ®

105™101° @ Lasloy '3e(lee” ler oy )e(lmaloy ™ 'y) ®
loy™ @ 1ase(loo®  1ay)

1o’ © 1o olme(ler M len ™) ®

105™101° @ Lasloy 'se(lraleoy9)e(les” oy ey ™) ®
loy™ @ 1gse(loy’ ™ aa)

Lo’ ® oy Hlme(lor e ™) ©

1e2™1e1” ® 1aloy ™ he(lea” e ey ™) ®

loy™ ® 1ue(loo®  1us)

1o’ ® 1oe9lme(ler M e ™) ®

leo’ler® @ Laaloy ™ he(lea slor oy ™) @

loo® @ Lpae(loy ' slus)

1o’ ® 1oy f9lme(ler M lea ™) ®

1o21er® @ Lploy ™ 9e(Lusloy 'g)e(ley 'sloy oo ™') @
loo @ 1y

Loy’ ® oo ylme(ler ey ™) ®

1’1o’ ® Taloy ™ he(lea slor oy ™) ® 1ea” ® 1us
lo1" ® 1oe 9lme(ler e ™) ®

12 lo1” ® Tuzloy ™ he(lor ey lea ™) © 102" © 1
1o’ ®@ 1ea olme(lor e ) ®

1o 1o’ © lualoy ™ he(lor oy el ') © oo’ ® 1us
1o’ @ 1gples olme(ler e ) ®

1o 1o’ @ 1galey ™ hhe(lory oy 1 1ay) @ 1ea® © 1y

1o’ @ Lgpe(ley oy lma)ley slme(ler ey ™) ®
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Loa"ler” @ Lusloy ™y ® loo® X 1uy
= 1o’ @ es(lor Loy ) 1loe olme(ler e ™) ®
lo"1or” @ 1aloy ™ @ 1oy @ 1
= 1o’ @ es(lavlor oy )e(ralor hloy o) les alme(len oy ') ®
lo2" 1o’ © 1oy 3lue ® 1oo® © 1
Heomutt 1o’ @ Loo hes(lavlor 1oy e(ler oley olmy)lme(ler lea ') ®
Loo'loy” @ Loy ™ glne @ oo ® Lus
= ler’ ®@ los ses(lavlor 1oy ) lme(lor ey ™) ©
1’101’ @ Log  lmae(lor oloy ™ olhy) ®
loo® @ 1y
s multipl.

lor" @ Loo hes(lui)es(lor i loe ) lme(lor ey ') ®

1oo"101° @ Loy 3lmee(loy  aley  olpy) ®

log” ® 1y
Heomutt. Lo’ @ es(lpi)loa es(lor i loe ) lme(lor ey ™) ®

102°101° @ Log  3lme(lor ™ oloy ™ olhy) ®
log’ @ 1ys

(L9 1010 ® 1H1/1()2_1255(101'_11102’_11)1H15(1Cl_1102_11) ®
1oo"1o1? @ Loy slmee(loy aloy  oluy) ®
leo” @ 1y

b Lo ® o hes(lor oy ) lme(ler e ™) ©
102 1o’ @ 1oy luee(lor aloy faer(lon™'y)) ©
loo” @ 1y

(L.7)

= 1010 & 10271255(101'711102'711)1H15(10171102711) &

1020101/0 ® 102'_131H25(101'_12102'_12102_13) ®
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Hcomudtt.

cC2

(exx)

log” ® 1y

lo1® @ Loo ™ hes(lor ey ) me(ler e ™) ®
1o 1o’ © 1oy ™ 3lmee(loe sler aloy ™) @
loo® ® 1gg

Lo’ ® 1o hes(lor oy ™) me(len e ™) ®
102" 1e1r™ @ 1oy " hluse(lor H3ler’ e’ ™) ®
Loy @ g3

lo1” ®@ 1oa Yaes(le™ Dlme(ler e ) ©
102°1c%" @ 1c% lmae(los 51c% 1% 1) ®
1%’ ® lys

1o’ ®@ 1oy 'yl me(ler e ) ®

105°1c%" ® 1e% olmae(los 51c% 1% 1) ®
1%’ ® 1ys

1o’ ®@ 1oy 'yle  me(ler e ) ®

1
1) ®

0 —1 —1 _ —1 —
102°1c° @ 1% olmae(1e% 3lms)e(los '51c” 16%
10020 ® 1y
1o’ ®@ 1oo Hyle Mge(ler ey ™) ®

1
1) ®

102°1c%° @ 16% 'y lmae(ler 5% 1e%
10020 ® 1H45(1002_131H3)

1o’ @ Loo Hyle  me(ley ey ™) ®
1e2™16% @ 16% plaae (1o 1% 1% 1) ®
16%" @ 1rae(1e® 1prs)

1o’ ® 1oo olmale Mme(loy ey lay) @

0 -1 _ -1 -1
102001001 ®1002 21H25(1020 11001 1002 1)®
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00 1
1% @ lgae(1e . lys)

Hcomutt.

Lo’ @ oy Sl ™ uylme(laylos ey ™) ®

0 -1 _ -1 -1
10,160 @ 1%, 21H2€(1020 "% 1% 1) ®

000

.
1'% @ 1gue(1e? 2 1ys)

= 1o’ ® log 1o o lme(es(le ™ ) 1ler e ™) ®

0 -1 _ -1 -1
1e2™1c% @ 16%  olmae(1e:" 1% 1% ) ®

000

1% @ 14e(16°% 11H3)

= 1o’ @ 1ey Hle alme(le iler ey ™) ®

0 -1 _ -1 -1
102™1c% @ 1c%  olmae(len” 1% 1% 1) ®

000

—1
1% ® 1aae(16° 2 Lus)

Hcomutt.

1o’ @ 1ey e e lme(ler ey Hle™) ®

0 -1 _ -1
10:"16°% @ 16%  almae(ley’ 1% 100 ) ®

000

—1
1'% @ 1gue(1e? . lys)

= le’ ®@ 1oy Hlo slme(le 9l )e(lor e Hle ™) ®

-1

0 -1 -1 _ -1
102001001 ®1002 31H45(1002 21H3)5(1020 11001 1002 1)®

0, Y& Lee(1c”, 11H5)

1¢
= 1o’ @ 1o ' yle slmae(lor e le ™ )e(le ™ 9lu) @
105°1% " @ 16%  5lmae(1o2° 1% 16% 1)e(1e%  alus) ®
16%" @ Lree(1e® 1irs)
= 1o? @ 1oy yle  olmae(lor e 1l lm) ®
105°1c% " @ 1c% 5laae(lea" 1% 16% 1 1ms) ®
16%" ® Laee(1c% 11H5)
= lor X oy e i @ 12°16% X 1e% L ® 6% X Ly

co2 _ _ - -
(? Loy X Loo oy ey ™ gy ® 1og"1e1? X oo s @ 109™ x Lus

102



= log X 1og o™ 1 © 12 X 13”1 @ 103% X 1p
= log X 1o gy ® Lao”y X 10202_11H2 ® 102020 X lps

= Loy X 102_11H1 ® A(lCQO X 1H2)

= (I ®A)(1gy x 102_11H1 ® 1020 X 1p2)

=  ([I®A)A(le x 1g)

= (I @ A)A(loxn)-

Onde, em (x) estamos usando a propriedade

(1 ® A(lp))(A(ly) ®1y) = (A(lg) ® 1y)(1n ® A(ly))
= (I®A)A(1ly)
= (A®D)A(1p).

Em (#x) usamos a propriedade 1o ® 1loa ® 1oz = 11 @ loglor @ oo, Em (k% %)

usamos a propriedade (|1.14)) da seguinte forma:

hi @ hy @ ei(hg) = hi ® hoy @ g4(hao)

114
L9 hy @ 1g1he @ 15;.

J& em (x % %x), estamos usando a propriedade p(1) € H; ® C' da Proposigao 4.11 de
7.

Agora, analisaremos a outra igualdade.

(loxur @ Alexn))(A(lexn) @ loxn)
= (1c><1H®A(10X1H))<A(10X1H)®10X1H)
= (1o x 1) ® (Lo X Loo ') @ (1o2” X 1)) ®

(Loy X 1oy Mg1) ® (1oy® X 1gy) ® (1o % 1g))
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(leloy X 1aloy M) @ (orlee® X loo g luy) @ (1o2"1e X 1galy)

(ley X 1oy M ap) @ (1eileo® X Lo gilay) ® (1oo” X 1)
(Iev X 1oy '1g1) ® (lo1loy” X 1oo ' 1ga) ® (12 X i)
Loy’ @ Loy luae(loy oy ™ 1) ®

1o1°102™ @ Loo ylmae(ler oo " oo™ 1ns) @

102" ® 1uee(1o2’  us)

lo1’ @ loo  3lme(lor Loy )e(loy ™ olm) ®

101" 102 ™ ® 1oy 'y lmae(ley ey oy 1) ®

102" ® 1uee(1e2’ ' as)

lo1® @ 1oy 3lme(loy ™ hlu)e(lor oy ™) ®
ler"loy™ @ 1ea o lme(ler oo en ™ 1 1) ®

12" ® 1mee(le2’ ' as)

lo1’ @ 1oy o lme(lor oy ™) ®

1o1°102™ @ Loo ylmse(ler oo oo™ 1) @

10," ® 1H55(1020711H4)

lov’ ® 1oy 'olme(ler ey ™) ®

Lo "lex™ ® 1oy slmae(len  oy® oo™ )e(les 'y lma) ©
102™ X 1use(lea’ 1)

lo1’ @ 1oy lme(lor oy ™) ©

ler"loe™ @ 1oo 3luse(lea alua)e(lor oo® e ™) @
102" ® 1ase(lea’ ' 1aa)

lo1’ @ 1oy o lme(lor oy ™) ©

1o1°102™ @ 1oa lme(ler oo’ M len ™) ®

1eo™ @ 1gue(los” as)
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(cc3) _ _ _
= Lo’ @ 1oy Hlme(loy ey ™) ®

Lo loe® @ 1oo o lme(lor oy 3l ™) ®
oo’ © 1ge(lon™ ' 3lns)
= Loy’ @ Loy Hlme(ler oy ™) ®
lo1°1e2’ © 1o o luae(loe 3lus)e(lor oy loe ) ®
loo” @ 1py
= Loy’ ® 1oy 'olme(ley ey ™) ®

11’102’ ® 102_121H25(1Cl_116’2’_13102_11) ®

1o’ @ Lag
Heomutt 10,0 ® Loy '9lmie(ley oy ™) ®

Lo loe® ® 1oo o lmee(lor Heg Hiloy ™ '3) ®
loo” ® Ly

D lo1’ @ Loy ylme(ler oy ™) ®
Lot loe® @ 1oo o lmee(lor oy hia(loy ™)) @
1o’ @ Ly

(1)

= Lo’ @ Lpvley lme(lor oy ™) ®
1o1®102° @ Loo o lmae(ler  es i 1lmy) ®
1o’ © 13

= lor’ @ 1gre(ler oo i lup) oy Ime(lor oy ™) ©
101" 1e2’ @ 1og hlue ®
1o’ © 13

= Lo’ @es(lor oo ' Dloy Tme(ler ey ') ®
1o1°102° @ Loa ™ ylas ®

1oy’ ® 1gs
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Hcomutt.

= lor® @ 1oy hes(lor 1o ilar)e(ler oles olua)lme(loy oy ™) ®
1o1°102° @ 1oa '3l ®
102" ® 1as
= lo1” @ 1oy hes(ler les lar)lme(ler ey ™) ©
1o1°1o9” @ 1oo '3lmae(lor folon folua) ®
oo’ ® 1y
o multipl.

lov’ ® 1oy 9es(lor Hilee )es(la)lme(lor ey ™) ®

1’1o’ @ 1oy 3 lmae(lor les oly) ®

loo” @ 1ys
ettt 100 @ eu(La) Loy T e (ler ™ lee ) me(ler ey ™) @

Lo lop® ® Log ™ '3lmee(lor hloe oluy) ©
1oo” @ 1

L Lo’ @ Lyvley es(ler 1 lee ) me(ler ey ™) ®
1o1°102° @ Loo ™ '3lmae(lor ' olon 'oluy) ®
1o’ ® 1y

U LY Loy haes(ler o ') lme(loy oy ™) @
lo1°1e2’ © 1og H3lmae(lor Talon her(lea ™'3)) ®
loo” @ 1ys

= 1@ ley ha(le e ) me(ler ey ) @
101" 1e2’ @ 1oo '3lmae(lor Tolon hloy ') ®
loo” @ 1s

Hcomudtt.

101'0 & 102'71255(101711102711)1H1€(101’71102’711> ®
1010102/0 ® 102_131H25(102/_13101_12102_12) ®

1oo’ ® s
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(cC3)

(co3)

)

Hcomutt

lov” @ oo hes(lor ey D lme(loy ey ™) ®

161"102° @ 1oa" Hlme(loy 310" M en" ™) ®

162" ® 1as

Lo’ @ loo hes(le™ ) lme(lor oy ™) ®

1% 12 @ 16" ylmae(1c slms)e(loa '51c% 1c% 1) ®
16%° ® 1p4

101/0 X 102/_1255(10_1)1H15<1C’1/_1102/_11) (29

1

0 —1 _ —1 —
1c° 109 ® 16%  ylmae(loy'5lc% 1% 1) ®

0 -1
1c% ®1H45(1CO2 31m3)

Loy ® 1oy yes(le ) lme(ley ey ™) ®

1

0 -1 _ -1 —_
16° 1e2® @ 1c%  lmae(lea 1% 1e% 1) @

00 0-1
1% @ 1gue(1c®y  1us)

Lo’ ® log ole  me(loy ey ™) ®

0 —1 —1 _ 1
1% 1oo® @ 16%  5lmae(1c’ 1'% 1) ®

00 0-1
1% @ 1g4e(1c 1ps)

Lo ® 1oy tolgale Me(lor ey 1gy) ®

0 -1 -1 _ 1
1c% 1oo™ @ 1%, 21H25(1001 Loy 1% 1) ®

1% ® 1H45(10020711H3)

Loy’ @ loo Y le  ualme(luployr oy ™) ®

0 ~1 -1 _ ~1
1c% 100 @ 1c%  ylmae(1e®) 1o’ 1% ) ®

00 0-1
1% @ 1m4e(16 1ps)

Loy’ ® 1oy le s lme(es(le ™ ) 1loy ey ™) ®

1

0 —1 -1 _ —
1c% 1o @ 1c%  ylmae(le®y 1o’ 1% 1) ®

00 0-1
1% @ 1gue(1c®y 1us)
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Hcomutt.

lo1® @ 1oy le alme(le ey ey ™) ®

16% " 102™ ® 1002_121H2€(1C L e 6% _11) ®

1% " @ 1ae(1c% L)

lo1” @ 1oy 9le alme(loy ey 1o ™) ®

10010102'00 ® 10027121H25<100171102’0_11002711) ®

1% ® 1iae(1c% Lirs)

1o’ @ loo yle olme(ley oy 1c™) ®

1% 1e2® ® 1% slmae(1c® Hlua)e(le® 1ea’ 1% 1) ®
1% @ use(1c% i)

lov” ® 1oy Hole ™ alme(loy ey Hle™ ) ®

1% 100 © 16% 3lmae(1e% 1ea 1% )1’ 5li) @
1% ® 1rse(1c% Lia)

lov’ ® 1oy ol alme(loy oy Hle ) ®

1% 1™ @ 16% aluse(1c% 1op* 1% 11m) ®

1% " @ 1se(1c® Lira)

lew® @ 1oy 9le slmae(le o lm)e(lory ey 1o ™) ®
10010102'00 ® 100271211{45(100171102/0_1100271111{3) ®

1% @ 1yee(1c’ lis)

1o’ @ Loy yle ™ slme(loy ey le ) )e(le 9lu) @
1% o2 ™ ® 1% 5 lme(1c®s oo 1% 11lns) ®

1% @ 1ree(1c’ lis)

lo1’ @ Loo Yyle  almee(ley oy 1o 11m1) ®

1% 100 ™ © 1002_121H4€(1001_1102/0711002_111H3) ®

00 1
1% ® lgge(1c” . lys)
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_ _ -1 0
= levy X 1o 1102' 11H1 & 1001102'0 X 1002 Lo ® 1002 X 1ms

(cCc2) _ _ _ _
= Loy X 1oy e ey 1 @ 1er low® X 1eo” M gs @ 162%™ X 1p
Hcomutt. — — _ _
it Loy X 1or oo ey g @ 100 1ow® X 1eo” s @ 16”0 x Tus
() - . 7
= Loy X Log Moy 'l @ Leo” X 1og” 'y @ 1™ X Ly
(cc2)

= Loy X leo Mgy ® 1op¥) x 10202_11H2 ® 102020 X lps
= lor X leo gy @ A(les” X 1ao)

= (I ®A)(1ey x 1(}2_11H1 ® 1020 X 1ug)

= (I @ A)A(lg x 1g)

= (I®A)A(oxg).

Onde, em (x) estamos usando a propriedade
(1r @ A(ly))(A(lg) @ 1) = (A(lg) @ 1g)(1n ® A(ly))
= (I®A)A(1y)

= (A®I)A(1ly).

Em (*%) usamos a propriedade 1o ® 1log ® 1oy = 1oy ® loiloy @ 1oy, Em

(% % x) usamos a propriedade ([1.14]) da seguinte forma:

hi @ hy @ ei(hg) = hi @ hoy @ g4(ha2)

114
hi @ 1g1he @ 1m,.

Ja em (* % %x) estamos usando a propriedade p(1) € Hy ® C' da Proposigao 4.11 de
7.

Entao, Acyp satisfaz
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(1C><H & A(leH))(A(lcxH) & 1C><H) = (A<1C><H) & 1C><H>(1C><H ® A<1C><H))
= (I®A)A(loxn)

= (A DA(lexn).

O que fizemos até agora foi considerar a coalgebra C' x H com coproduto
A(C X h) =C X Cg_lhl &® CQO X hg
e counidade
e(ex h) =¢e(®)e(cth),

e, supor adicionalmente que C' é um H-comddulo bidlgebra, com H uma &dlgebra de
Hopf fraca comutativa. Com isso, conseguimos dar uma estrtura de algebra para
C' x H via o produto

(¢ x h)(bx k)= (cbx hk),

como vimos no Lema [3.5.5] Além disso, pelo Lema [3.5.6| concluimos a multiplicati-

vidade do coproduto, pelo Lema [3.5.7 vimos que a counidade satisfaz

e((ax k)(ex h)(bx1) = e((axk)(cx h))e((cx h),bx1))

= e((a x k)(cx h)y)e((ecx h) (bx1)),

e, pelo Lema [3.5.8| vimos que C' x H tem uma estrutura de bidlgebra fraca, pois

satisfaz

(1C><H & A(lcxH))(A(leH) & 1C><H) = (A<1C><H) & 1C><H>(1C><H ® A<1C><H))
= (I®A)A(loxn)

= (A®DA(lcxn)-

Portanto, obtemos o seguinte resultado.
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Proposicao 3.5.9. Sejam C' uma bidlgebra fraca e H uma dlgebra de Hopf fraca
tais que C' € um H-comddulo bidlgebra e H € comutativa. Entdo, C x H € uma

bidalgebra fraca.

O proximo passo € saber se conseguimos dar uma estrutura de dlgebra de Hopf
fraca para C' x H. Todavia, para tal é necessario impor uma condi¢ao natural sobre

C, como podemos ver no Teorema |3.5.10

Teorema 3.5.10. Sejam C e H duas dlgebras de Hopf fracas, tais que C € um
H-comddulo bidlgebra e H € comutativa. Entao, C' x H € uma dlgebra de Hopf

fraca.

Demonstracao. Pela Proposicao |3.5.9[sabemos que C' x H ja é uma bidlgebra fraca,
portanto, basta definir uma aplicacao Soxy de C' x H para C' x H e mostrar que
Scoxu satisfaz as propriedades de antipoda de uma algebra de Hopf fraca. Como
estamos supondo que C' também é uma algebra de Hopf fraca, é natural definir

Scoxg usando a antipoda de C' e de H, como segue,
Scxm(e x h) = Sa(c®) x Su(cth),

paratodoce C e he H.

Uma vez definida a antipoda S¢yp, precisamos mostrar que

(1) (¢ x h),S((c x h)y) = eu(e x h)
(II) S((ec x h),)(c x h)y, =¢es(c x h)

(IT1) S((c x h),)(c x h),S((c x h),) = S(c x h).

Vejamos primeiro o item (I).
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(D) (ex h);S((c x h),) =eicx h)

=
I
I

Hcomutt.

IS

Hcomutt.

et multipl.

=
g 18

et multipl.

Hcomutt.
(cc3)

(cC2)

15

Hcomutt.

=
[
IS

(e x h),;S((cx h),)

(c1 X c27 h1)S(ca" x hy)

(c1 % e2 T hi)(S (™) x S(e" 1hy))
c15(e2") x e h1S(e" thy)
15(02%) X ¢3S (s oho)
¢15(62%) x £(ca~'h)

-1

® (e h)ye(ec ™' S(e”) elea ™ h),)
® 1H25(cl_15(020)_11H15t(02_1h))

® Laose(Licr 1S(e?) 'er(cath))

-1

h)

-1

61008(620)0 X €t<610_18(620) 01_102_1]1)

60105(602)0 X €t(001715(602)71071h)
00105(002)0 ® 1H2€(1H1001_18(002)_1c’1h)

00105(002)0 ® 1H25(1H1001_15(CO2) 1€t(0_1h))

00105(002)0 ® 1H25(001715(002)71 Lrie(cth))

P1°5(%)" @ ey(c h),e (P TS () e (e h),)
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= A15(c%) x g/(cth)

= c1°5(c%) x g4(c; e th)

= (1ec1)?S(2°) % er((1eer) tea™th)
= 1%¢.°5(e2°) x el er tea ™t h)
= 16°°18(%) x e(1e e th)

= 1c%4(°) x g;(1c7 e th)

1CO€<10160)1CQ X Et(lcilcilh)

=
—
o

NGl

1002 X éTt(lCilCilh))

(c

ke

2) _ 1
1020 X 5t(101 1102 e 1h))

Hcomutt.

[a—
Q
—
(=)
9
(=)
S~—
—~ —~ —~

1020 X €t(1cl_16_1102_1h))

= (1’ P)e(lmler e e Th) (1e2” X 1)

Hcomudtt.

= €t(C X h)

Além disso, observemos que, pela demonstracao de (I), temos

giex h) = 15(c%) x e(ch)

= &(°) xe(cth). (3.5)

(I) S((c x h),)(c x h), = es(c x h)

S((e x h)y)(ex h)y
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= S(c1 x a7 hy) (2" X ho)
= (S(c1?) x S(c1 ea  hy))(e2” x hy)
= 91"’ x S(er ey hy )y
= S x S(c hy)hs
= S()P x S(h1)S(chy
Heamtt 9(91)% x S(c™)S(hy)hs
= () x S(ces(h)
= 1ee(Pley) x S(eMey(h)

= 1or%e(1es) @ S(e ) eu(h)ye (Lo S (e, (),)

11 2(e"Lea) © S(e™)oeu (W) Linae (Lo~ S(e™), L)
e 10,%(0n) ® S(¢)aea (W) a2 (L ley ™ S(c7),)
ettt 101%("1es) @ (e eu(W)a(lor 7 S(7Y),)
T 10,% (o) ® S(eTpe(h)en(ler e S(e),)

= lor%e(len) @ 2(S(e7)) S e (h)en(1er )

= 100 (1es) @ S(ee(h)en(1er )

= lor%e((c10)’102) ® S((cle) Nea(h)a (1o ™)

= 1 ’e(Me’ler) @ S e es(er(len ™)

D 10, %( 162" ® S(eE Loy ))e(Wer(ler ™)

= 1e1%(P1") @ S(e ey (1os™1))es(h)ei(1e )

Lo1’2(c"1e") ® S(es(lez))S (e es(h)ar(len™)

L1o1%e(P165%) @ er(es(1ao ) S (e Heg(h)er(1e ™)
(3-3) _ _ _
L1o1’e(165?) @ (1o 1) S(e Heg(h)e (1)
Hcogutt. 1010€<Colc‘20) ® S(Cil)55(}1)8{/(10171)5}(10271)
et multipl.

10105(001020) ® S(C_1)€s<h)5t(101_1102_1)
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(cc2)

Y
I

=
Il
=

Hcomutt.

ELT

et multipl.

=
|I§ Il

Y
IZ

Es mﬁltipl.
(cc3)
Hcomutt.

(cc2)

= = o
IIQ IIE &3

()
ke
8

1c%1e("16%) @ S(cHes(h)ei(167h)

1ce("1e’) @ S(c™es(h)erles(le™))
1c°%1e(1e%) ® S(cYel(h)S(es(1c™h))
1c%e(c1%) @ S(es(1e71))S(c e (h)
1c%e(c1c%) @ S(ctey(1e7Y))es(h)

16%e(c16%) @ S(e e Heg(h)

1o %e(P1e") @ S(c ey ey Hes(h)
L1o1’e(P16,") @ S(c ey ey Hes(h)
1ei%e((elen)?) @ S((cles) e Hes(h)
1ei%e((elen)?) @ S(e(clag ™ ler Heg(h)
101%(165%) @ S(ei(c Moy ™ H)1er Hes(h)

12 102%) @ S(a(e e (los e en(h)
1ere(P1e") @ S(1or 1) S(ee(1e ™)) S(er(c))es(h)
1o1e(165”) ® S(1er Hes(er(loa™))es(eclc™))es(R)
1o1"e(P162°) ® S(1or Hes(los Hes(cHes(h)

Loy ’e(1ey”) ® S(1er™)S (Lo ) les ™ aes(c™)es(h)
1o1"e(P1es”) @ S(1er ™) S (Lo ') 1ea hes(cMh)
1o1%e(16,") @ S(1e1 1) S (1os 1" tes(c ™ h)
1o1e(162") @ S(1e ey D1’ tes(cHh)
16%e(16%°) @ S(1o™)1e% tey(¢ 7 h)
16%e(16%") ® S(es(1e™ ) 1% es(cMh)
16%16(*16%") @ e(es(le™))1c% es(ch)
10016(0010020) ® 5t(1c’1)1002_155(c’1h)

10105(0010200) X 5t(101_1 102_1) 1020_155(0_1h)
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ccs I _ _
() 1o1"e(P1es”) @ er(lor  log ) lon  yes(c ' h)

e multipl lo1e(1es") @ ei(ler He(loa ) 1o hes(cTh)
Heomutt- 1 0 o, Loa es(¢ )Ty er(loy ™ De(10,0)
) 1e/°® 102_1255(C_lh)f‘:t(lc’Q_l1)5t(5t(101_1))5(001020)
ot muttipl Lo’ ® oo e h)e(ley  e(1er™1))e(1e2”)
=16 ® Loy e e (o 1o e(¢les”)
Heomutt: 1 0 o, Loy oo (e ) (Tey oyt )e(P10,?)
= 1o1° @ oo yes(e ' ) Lmae(lor oo 1 1m)e(P1es”)
=3 1010 & 102_1255(C_lh)25(101_1102_1155(0_1h)1)5(001020)
= low X 1ao tes(c7h)e(P10,Y)
= Loy X 1og es(log Yy)es(e h)e(1ey”)
o multipl. ) Los ™ ea(1os ™ e 1) (100
Hcogutt. 101 « 102_1185<C_1102_12h)€(001020>
= Loy X lea ™ lme(c oy shla)e(?1es”)
= (1e1 % 1027111H1)5(001020)5(071102712h1H2)
(CC3)

= (Ieg X 1oo  a1)e(1ea™)e(e e’ hlys)
= (le1 X 1eo M a)e(clos” X hlms)

= (loy X 1oy gy)e((e x h)(1e2” X 1a,))

= (e x 1g),e((c x h)(1e x 1g),)

= es(c X h).

Em (%) usamos a Proposigao 4.27 de [[7]]. J4, em (%) estamos usando a

propriedade p(1) € H; ® C' da Proposicao 4.11 de [7].
(III) S((c x h);)(c x h),S((cx h);) = S(cx h).

S((ex h)y)(ex h)yS((c x h)y)
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S((c x h)y)et((c x h)y)

S(Cl X Czilhl)gt(CQO X hg)

B (5(01%) x S(er e h)) (er(e2™) X £4(ca® hy))
= (S(er”) x S(er ey ) ((e2™) X e4(e2” M ha))
= 8(e)en(e®) x S(er e ey (¥ hy)

2 S(@0™) x Sla e ha(e (0" )

2D 5(6,92,(e2%) x S(e1 e hn) S (4 (2" ho))

Heemttt 9010 (2®) x S(es(e2® " he))S(er ™ er ™ )
= S(Clo 5t(0200) X 5(01_162_1h183(020_1h2>>
(CcC3)

Heomutt. S(er®)er(ea”) x S(er e ies(ea™ ) hies(ha))

)
)
)
= T G102, (62%) X S(er ey ey (c2® ey ()
)
)
L 5(e%e(es®) x S(er e h)
)

“metG(P))ey() x S(c T h)

Em (%) estamos usando a seguinte propriedade para a antipoda de C,

S(c) = S(c1)eaS(cs)

= Sa)eile),

para todo ¢ € C.
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3.6 Coproduto Smash Fraco Parcial

Sejam C' uma coalgebra e H uma &algebra de Hopf fraca tais que C' é um H-
comodulo codlgebra parcial a esquerda. Assim como Yu. Wang e L. Yu. Zhang
em [22] construiram uma coélgebra counitaria, C' x H, a partir de um H-comédulo
codlgebra (global), construiremos aqui uma codlgebra a partir de um H-comddulo
coalgebra parcial a esquerda. Todavia, veremos ao longo dessa se¢ao, que podemos
garantir apenas a counidade a esquerda dessa nova estrutura. Portanto, trabalha-
remos com uma subestrtura que chamaremos de Coproduto Smash Fraco Parcial

de maneira que possamos ter uma coalgebra counitaria.

Proposicao 3.6.1. Sejam H wuma dlgebra de Hopf fraca e C' um H-comaodulo

codlgebra parcial a esquerda. Entao C'® H tem estrutura de codlgebra dada por
A(C ® h) = ® Cz_lhl ® CQO ® hg.

Além disso, se C' também é uma dlgebra unitdria temos que C' @ H € uma dlgebra

com multiplicacao dada por
(c®h)(d®k)=(cd® hk)

e unidade

leon = 1lc ® 1g.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar a coassociativade. De fato,

(I @ AA(@h) = (I®A)(c1®c Thy @ c’@hs)
= ®c T ® A(026®h2)
= a®c Th ® 6261®6262jh2 ® 62626®h3
=7 6@ ey Thy @ °®e3" Thy ® 3@y

cCP3 — a a —y a
(ers) Cl®02_103_104_115(030)h1 ® " @cy tohy ® " ®hy
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cCcP2 — = = = — =
(e 01®62_IC3_11€(0202)’11 ® o’ 1®c3 ghy ® c3°®Rhy

CCPD ey ey Tht ® 2012(ca%) @5 Lahy © c500hs
= c1 ®Czj103j11 hy ® C26®C3_712h2 ® C36®h3
= Al®c Thy) @ (c2°®hs)
= (AR D) (c1®c "hy ® ¢."®hs)

= (AQD)A(ch).

Além disso, a associatividade da multiplicagao segue pela associatividade das

algebras C' e H. Pela definicao da multiplicacao, naturalmente temos que

legn = 1lc ® 1g.

]

Sejam H uma algebra de Hopf fraca e C' um H-comédulo coalgebra parcial a

esquerda. Entao, podemos definir o espago vetorial C' x H da seguinte forma:
C x H={® hye(c'hy)}

gerado como k-espaco vetorial. Notemos que C' x H é naturalmente um subespago

vetorial de C ® H.

Proposicao 3.6.2. C' x H tem comultiplica¢io e a counidade (d esquerda) dadas
por

A(CXh) =C XCthl X 626><h2,

e(exh) = e(P)e(ch).

Demonstracao. Notemos que o coproduto de C'x H coincide com o coproduto de

C ® H quando vemos um elemento de C'xH em C' ® H, ou seja,

ACXH(CXh) = AC@H(CO X hQEC_lhl).
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Basta notarmos que,

A(e x h)

= C1XCo Thy @ e X hy
= °®cy ths( -1 lehl) ® c ® h4€(020jh3)

(s o’ ® 02j203j12€ (026)h2€ (C1j02j1103j1 hi) ® 3’ @ hye (03?13}13)
= " @ ey Lhhoe(es shs)e(e)eler Tea es ) @ s @ ha
= 016 & Czjzc3j12h26(026)5(01?102? C3j11 hy) ® 036 ® hs
= o'® (CQTICsj)2h26(026)€(01j(02j103j1)1h1) ® ¢’ ® hy

(cers) 1% @ e Tohae(ex%)e(er tey M he) ® 2% @ hy
= '@ Hhee(a e ) ® eae(cr’)) ® hy
= '® cy~ 2h25( -1 zjllh) & 026 ® hs
= 18(01 2) ® ey 2h2€( -t 2?11h1) ® ¢ ® hy

(cer2) 1%(2%) @ ¢35 Yohoe(cr Tea ey hy) @ ¢3° ® hag

(©er3) 1% ® " Thoe(cr ey Thy) @ e @ hg

(cCP2)

s S ~0
= & ® h25(0_1h1) ® % ® hs

= A(P® hae(cThy)).

Portanto, nao h&a diferenca entre mostrar a coassociatividade do coproduto

Acwyg ou do coproduto de C'x H definido em C' ® H. Assim, segue a coassoci-

atividade.

Agora, vamos mostrar que C'x H tem counidade a esquerda.

(e ® I)A(exh)

(e ® I)(c1xcy hy ® c"xhy)

(e® [)(cl><02 thi @ co th)

(e @ I)(c1® ® e Lohoe(er Tea 1) @ 2% @ hue(es® T hy))

(e ® D)(c1® @ e T3hae(cy 102—11)5(02712h1)®02®® hae(cs® Ths))
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= (8 X I) (016 X ngghgg(ngth>€(C1j62j11) (24 CQm (24 h4€(02mh3)>

= (E X [) (C16 & 62?12}1115(617102?11) &® 62m &® th(CQOilhz))

cCcP3 = - = = —_ = = = —
(CCPs) (e® [)(010 ® 62*1203’126(020)h16(cl’102’1103*11) ® e’ ® h36(03’13h2))

= (6 (29 I) (016 X 02_71263j12h15(c;»,jlghg)e(026)5(01_7102_71103_711) X 036 X hg)

= (D" @ e hhele:)ela e e ) ®@ e’ @ hy)

= (D’ @y ey ohie(e®)e(er Tea N )e(er oy ) @ ¢’ @ h)

= (e® [)(016 ® cgjgcg’125(02’1263?11)h15(026)6(01’102?11) ® 036 ® hs)

= (6 (29 ]) (016 X Czj263j1h1€(620)€(01_ Czjl) (%9 636 ® hg)

= e(a”)eler ez ha)e(e’)e(er e ) es” ® hy
=  ¢la
= 5(016)5(01_ CQjcgjhl)f(@a)Csﬁ ® hg

CcCP2 a - T R =
( = ) 5(0101)5(01 102 1h1)5(0102)020®h2

= 5(6101)5(0162)5@1_102?%1)026® ho

= E(Clﬁ)E(Clethl)Cgﬁ X hg

Q
Q
v
)
=t

=" e(c 1)5(cjlh1)cag ® hs
= €(Cj1h1)5(061)062 X hz

= €(Cj1h1)66® h2.

]

Como podemos ver, geramos uma estrutura de codlgebra em CxH = {c ®

hoc(c'hy)}. Todavia, a counidade ecyy é apenas a esquerda. Como estamos
)

construindo uma coalgebra counitaria, analogamente ao que Yu. Wang e L. Yu.

Zhang fizeram em [22], C' x H nao servird. Portanto, trabalharemos com uma
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subestrutura de C'x H, definida a seguir.

Definigao 3.6.3. Sejam H uma algebra de Hopf fraca e C' um H-comédulo coalgebra
parcial a esquerda. Entao, o coproduto smash fraco parcial é definido da seguinte

forma:

CxH = {cyxcy "hye(e”x hy)}

gerado como k-espaco vetorial.

Primeiro, notemos que um elemento de C'x H pode ser visto da seguinte forma:

01X02?1h1€(026><h2) = <[®€C><H>A(C><h).

Entao, pela Proposigao 4.1.3 de [9], concluimos que

é counidade (bilateral) de C'x H, e, além disso, C'x H ¢é subcodlgebra de C'x H, de

forma que

A(exh) = (exh); ® (exh), = (cxh), ® (cxh),.

Dessa forma, obtemos que a comultiplicacao é dada por

A(CXh) =C Xnghl X 026Xh2.

Na secao anterior, partimos de H uma algebra de Hopf fraca comutativa e
C um H-comédulo bidlgebra, e vimos que C' x H é uma bialgebra fraca. Além
disso, mostramos que se C' é adicionalmente uma algebra de Hopf fraca, entao,
C x H é uma algebra de Hopf fraca. Nosso préximo objetivo é partir de estruturas
parciais as consideradas na secao anterior e chegar nas mesmas conclusoes. Para

tal, comecaremos com a defini¢cao a seguir.
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Definicao 3.6.4. Considere H uma &lgebra de Hopf fraca e C' uma bidlgebra
fraca. Dizemos que C' é um H-comddulo bidlgebra parcial a esquerda se existe
uma aplicacao k-linear

p:C—-H®C

tal que p define simultaneamente uma estrutura de H-comddulo algebra parcial a
esquerda e H-comoddulo codlgebra parcial a esquerda em C. Além disso, dizemos
que C' é um H-comédulo bidlgebra parcial simétrico a esquerda se p define simul-
taneamente uma estrutura de H-comddulo algebra parcial simétrico a esquerda e

H-comédulo codlgebra parcial simétrico a esquerda em C'.

A partir de agora, suponha que C' é um H-comddulo bidlgebra parcial simétrico
a esquerda onde H é uma algebra de Hopf fraca comutativa. Ja sabemos que

comutatividade de H que €; e €5 sao multiplicativas, pela se¢ao anterior.

Proposicao 3.6.5. O coproduto smash parcial CxH = {61X02j1h1€<626><h2)} é

uma dlgebra associativa com produto

(exh)(bxk) = (cbxhk)

e unidade

(10 X 1H) .
Demonstracao. Primeiro note que, sob tais hipoteses,
(exh)(bxk) = (cbxhk)

pois na demostracao feita no Lema [3.5.5| para o caso global usamos apenas as

propriedades de H ser uma algebra de Hopf fraca comutativa.

(exh)(bxk)

= (Cl XClehl)f:(CQaX_hQ) (bl szjkfl)g(bgﬁx_k‘g)
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Onde em (*) estamos usando a propriedade de comédulo codlgebra parcial simétrico.

Agora, vejamos a associatividade,

[(exh)(bxE)](dxl) cbx hk)(dxI

( )
= ((cb)dx (hk)l)
(c(bd)xh(kl))
(

exh)[(bxk)(dx1)].

Além disso, a unidade de C'x H é 1o x 1y pela forma como o produto é definido,

(m>(10X1H> Cchth)

(
= ((ex(h)
(
= (

100)( 1Hh)

10X1H)(C><h)
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O proximo resultado mostra que vale a propriedade de bidlgebra fraca para a

counidade

Proposicao 3.6.6. Seja CxH o coproduto produto smash fraco parcial. Entao,

Eoxn satisfaz

e((axk)(exh)(bxl)) = e((axk)(exh),)e((cxh),(bxl))

= e((axk)(cxh),)e((exh),(bxl)).

Demonstragao. Para tal, primeiro vejamos que

e(exh) = e(exh).

De fato,

elexh) = e(erxes 'ha)e(e’xhy)
= eerxer thy)e(e™)e (e’ hy)

e(erxea te(ea?)es Tohy)e(es?)e(es ohs)

Jes Tahie(es Tahy))e(es®)

“h)e(es”)

026

e(cs
Je(es”)

=]

= (g XCleé“(Cg

= 5(61XCQ_1€(CQ

=]
ol

)es

= 6(01X62jC3_1h)6(

e(c1 % Cth)e(cfl)e(cgaQ)
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Assim, antes de tudo, vamos provar que vale:

e((axk)(exh)(bxl)) = e((axk)(cxh),)e((exh),(bx1))

= e((axk)(cxh)y)e((exh),(bxl)).

Vejamos a primeira igualdade:

e((axk)(exh)(bxl)) = e(acbxkhl)

Por outro lado,

(ccP3)

Hcomutt.

Hcomutt.

(ccp2)

e((axk)(cxh))e((exh)y(bX1))
e((axk)(c1xca " hy))e((c2’xhy) (bx1))

5((&01 X k/’nghl)E(CgabX hgl)



Assim, resta apenas mostrar a tltima igualdade:

e((axk)(exh),)e((exh), (bx1))
= e((axk)(c®xhy))e((c1x ey hy) (bX1))

= 6(((1626><khg)g(cleCthll)

o
—~
Q
Q
w
o
~—
(O}
—
S
5
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w
—
[\
>
[\
~—
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—
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—
|
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~

(
H cogutt. e (

(CC_’PQ) 9.0 — _ 5

Agora, estamos aptos a mostrar que a counidade de C'x H satisfaz:

e((axk)(exh)(Ox1)) = e((axk)(exh),)e((cxh),(bx1))

= e((axk)(cxh)y)e((exh),(bxl)).
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e((axk)(cxh)(bx1)) = e((acbxkhl)

= e(acbxkhl)

(axk)(exh),)e((exh)y(bxl))
B ((@xk)((exh) e ((exh), (5xD)).

= &€

—
*
~

(
(
= c((axk)(cxh),)e((exh),(bxl))
(
(

Analogamente,

e((axk)(cxh)(bx1)) = e((acbxkhl)

= e(acbxkhl)

= £

(axk)(exh)y)e((exh), (bx1))

(
(

= e((axk)(cxh),)e((exh), (bx1))
(

O c((axk)((exh)y)e((exh), (bx1)).

Onde (x) segue pela Proposicao 4.1.3 de [9].

Por [7], sabemos que:

AQ(lc’xH) = (1C><H ® A(lcxH))(A(lcxH) ® 1C><H)
se, e somente se, para todo c¢xh € C'xH,

(1 ® ) AExh) = Allosg) (@B ® Logy).

E, analogamente,

AQ(IW) = (A(lc’xH) ® leH)(ICxH ® A(lm))
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se, e somente se, para todo c¢xh € C'xH,

(I ® 5;)A(exh) = (exh @ lazg) Allag)-

Assim, usando tais equivaléncias, encontramos um exemplo em que vale

(Iexm @ Allgzm)(Allezm) @ loxm) = (Allegsw) @ laxm) (laxm @ Allazwm)
= (I ®A)A(zz)

= (AR D)A(lscgm)-

Exemplo 3.6.7. Sejam C' uma bidlgebra fraca e H uma algebra de Hopf fraca, tais

que H é comutativa e C' é um H-comoddulo bidlgebra parcial simétrico via
plc) =z®c,
onde h satisfaz:
D) AR)(z@1y) = (2 ©1)A(2) = 2® 2

(I1) e(z) = 1.

Primeiro vejamos que

cxh = exey The(er). (3.6)

Para tal, basta notar que:

130



cCP2 9
( = ) CcLXCy h€(C201>€(C202)

=  c1XCy hs(cf).

Além disso, temos que:

A(CXh) = (01XCQ 1 1h1®C2 XcC3 2h2€<63 )),

pois:

= ((exh); ® (exh),)

(Cl XClehl &® C26X hg)

(13.6) - -1 0 0 6
(61XCQ 103 1h1€(020) ®6301><63 2 th( ))

e (c1% ¢y Thie(e®y) ® 209 x o 37h25(026 6))
= (1 Xy thy ® 5(0261)0262><C2 37h25(026 6))
= (c1xeo™ h1 ® c3° 1><02 27h25(02626))
CP (oo ey Ty @ e  Thas(e,)
(©aPs) (c1 xczjcgjg(c;;ﬁ) 1h1 ® c’xeq” 2h25( 6))
(cCP2)

= (Cl Xngﬁ(Cgog) - 1h1 & cy 1X03 2h25(036))
= (Cl XClengllhl X C261€(CQ 2) Xcg o 2h2€(C3 ))

= (01XCQ 1 B 1h1®02 Xcg 2h2€(63 ))

Assim, por um lado,

(I ®e;)A(exh)

= 1 X Zhl ®€t(62 X hQ)
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= XZhl X 6((101X21H1)<02Xh2))102X1H2

= xzhy ®e(loicaxzlgiha)logX 1,
= ¢ xzhy ®e(loicaxzlgihg)logx 21y
= 1 xXzhy ®e(loicaXz1ha)log X 29

= o Xzhy ®e(loicaXzz1h2) oo X 2

= ¢ xXzhy ® e(loicaXzhy)logx 2

= ¢ xzhy ®e(loie)e(zhe)logX 2

= cxzz1h) ® e(loe2)e(z0he) oo X 2

= ¢ Xxzz1hie(20hs) ® e(1o1¢2)1oa X 2

= axzh®e(loyca)logxz

= o xzh®ei(e)xz.

Por outro lado,

A(lez) (exh ® 1a5g)

B
=

= (Lg% 102?1103j11 (a1 XCzjhff(Czﬁ)) ® (1026>< 1C3j12)5(1036)
= (Lorerxles Mes 'ea the(es”)) @ (1eo"x Loy o)e(Les”)

= Lo Xzz12zhe(ca) @ 1ogX296(1es)

= lercie(er) X z212h @ 1oge(les) X 29

= lejexzzizh ® 1og X 29

= loiexzzh @ 1ogX 2

= loiexzh ® 1ogx 2
= Loie ® zohoe(221h1) @ 1og ® 206(221)
Heomutt. loie ® 2phpe(21h12) @ 1oy @ 2pe(221)
lo1e ® zhe(2) @ Log ® zoe(221)

Hcomutt.

lo1e® zew(2)h @ 1oy @ zoe(2217)
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Hcomutt.

= Lo ® 296(221)h @ 1oy ® zore(221/)

(et Q=20 le1e® ze(2)h @ 1oy ® 2ze(2)

e(Z)::Lk 1016 ®zh ® 102 X z.

LI 1 ®zh ®e4(cy) ® 2.

Logo, se C' é um H-comddulo bidlgebra parcial simétrico a esquerda (nao neces-
sariamente global) onde H é uma algebra de Hopf fraca comutativa, obtemos para

o caso particular do exemplo acima que C'x H é uma bialgebra fraca.
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Capitulo 4

Dualizacoes e Globalizacoes

4.1 Dualizacao

O Teorema 3.1.16 apresentado por F. Castro em [9], nos diz que, na teoria clédssica
para algebras de Hopf, dado um H-moédulo codlgebra parcial é possivel obter um
H-médulo algebra parcial. Esse resultado se verifica, pois, dado uma coalgebra C'
qualquer, sabemos que seu dual C* é sempre uma algebra. Nesse mesmo texto, F.
Castro mostrou que a reciproca também é verdadeira, ou seja, dado um H-mddulo
algebra parcial é possivel construir a partir dessa estrutura um H-médulo codlgebra
parcial, todavia, nesse caso teriamos que partir de uma algebra A de dimensao finita
para garantir que seu dual A* seja um codlgebra. Mas a ideia apresentada por F.
Castro nos mostra que essa condi¢ao adicional nao é necessaria se partirmos da
algebra C* como um H-moédulo algebra parcial para chegarmos que a coalgebra C'
¢ um H-moédulo codlgebra parcial. Além disso, nesse mesmo Teorema, F. Castro

também monstra que uma coagao parcial em uma coalgebra pode gerar uma acao
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parcial em uma codlgebra e vice-versa. Nosso objetivo nessa secao é generalizar

esses resultados para o caso de algebras de Hopf fracas.

Teorema 4.1.1. Sejam H uma dlgebra de Hopf fraca e C' wm H-mddulo codlgebra

parcial a esquerda via

- HeC — C

h®c — h-c
Entao, C* ¢ um H-mddulo dlgebra parcial a direita via
—C"®@H — C*
a®h — (a+h),

sendo
(= h)(c) =a(h-c),Vece C.

Além disso, se C' é um H-modulo codlgebra parcial simétrico a esquerda, entdo C*

¢ um H-maodulo dlgebra parcial simétrico a direita.

Demonstracao. Para mostrar que C* é um H-moddulo algebra parcial, precisamos

mostrar que os itens

(1) a—lg=«a
(i) (af = h) = (a = h)(B = hs)

(iii) o~ h +— g= (o — hg1)(lcx — g2)
sao satisfeitos. De fato,

(i) @~ 1y = a, pois para todo ¢ € C

(o —=1g)(c) = a(lyg-c)
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(ii) (af — h) = (a = hy)(B < hs), pois para todo ¢ € C'

(@B=h(e) = (aB)h-0)
2 a((h-)B((h - c))
S by )Bhy - )
= (@ h)(e)(B  ha)(ea)
D (0 h) (B h))(e)
sendo que em (x) estamos usando o produto convolucio de C*.
(ifi) @« h — g = (a = hg1)(lex “ go), pois para todo ¢ € C
(a=heg)) = (a=h)g-o
= a(h-g-o)
=" alhgr-c1)e(ge - )
= (o hg)(e)(e — g2)(e2)
D ((a = hgi)(e = g2))(0)

((@ = hgi) (1o = g2))(c)

sendo que em (*) estamos usando o produto convolugao de C* e em ()

estamos usando que 1o« = e¢.

Suponha agora que C' é um H-modulo codlgebra parcial simétrico a esquerda.
Mostraremos que C* é um H-mddulo dlgebra parcial simétrico a direita. Para tal,

basta mostrar a condicao de simetria:

(@ =h=g)(c) = (x=h)g-c)
= a(h-g-o)

= 5(91 . Cl)Oé(hQQ : 02)
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= (e~ g1)(e1)(a = hg2)(ca)
= ((e = g1)(a = hga))(c)

= ((ler = g1)(@ = hga))(c)

sendo que em (%) estamos usando o produto convolucao de C*, em (%) estamos
usando que lg« = ¢ e em (% x %) usamos a condi¢ao de simetria do H-mdédulo

coalgebra parcial a esquerda. O]

Veremos agora o resultado reciproco ao apresentado acima, ou seja, partiremos
de um H-modulo dlgebra parcial a direita e mostraremos que a partir dessa estrutura

podemos construir um H-moédulo codlgebra parcial a esquerda.

Teorema 4.1.2. Sejam H uma dlgebra de Hopf fraca e C* um H-mddulo dlgebra

parcial a direita via
—C"®@H — C*
a®h — (a+h).
Entao, C é um H-mddulo codlgebra parcial a esquerda via

- H®C —» C

h®c — h-c

tal que

(a <= h)(c) =a(h- o),
para todo ce C, a € C* eh € H.

Além disso, se C* € um H-mddulo dlgebra parcial simétrico a direita, entao C

¢ um H-maodulo codlgebra parcial simétrico a esquerda.
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Demonstracao. Para mostrar que C' é um H-moédulo codlgebra parcial, precisamos

mostrar que os itens
(i) lg-c=c
(ii)) A(h-c)=(h1-c1) ® (hy - c2)
(iii) h-g-c=(hgi-c1)e(g2 - c2)
sao satisfeitos. De fato,

(i) 1y - ¢ = ¢, pois para todo a € C*

a(ly-c) = (a+ 1g)(c)

(ii)) A(h-c) = (hy-c1) ® (hy - ¢3), pois para todo «, § € C*

(@@ A AR-) = al(h-))B((h-c))
2 (aB)(h-o)
= (B~ h)(c)
= (o h) (B~ ha)l(e)
(o = h1)(c1)(B — h2)(c2)
= a(hy-c1)B(hg - o)

= (a®pB)[(h-c1) @ (he - )]

sendo que em (x) estamos usando o produto convolugdo em C* e em ()

estamos usando que C* é um H-moédulo algebra parcial a direita.
(iii) h-g-c=(hgs-c1)e(ga - c2), pois para todo a € C*

alh-g-c) = (a+h)(g-c)
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= (0= h+g)e)
" l(a = hg)(les — g2))(c)

=  (a+ hg)(a)(lex ~ g2)(c2)

(1)

(

1%

—
=

(@ = hgi)(e1)(e = g2)(c2)

= alhg, - c1)e(ga - )

sendo que em (%) estamos usando o produto convolugdo em C*, em ()
estamos usando que C* é um H-mdédulo dlgebra parcial & direita e em (x * )

estamos usando que 1o+ = g¢.

Suponha agora que C* é um H-modulo algebra parcial simétrico a direita. Mos-
traremos que C' é um H-moédulo codlgebra parcial simétrico a esquerda. Para tal,

basta mostrar a condigdo de simetria:
a(h-g-c) = (a=h)(g-o)
= (= h+g)(c)
= [(Ie+ = g1)(a = hga)](c)
= (o= = g1)(c1)(a = hga)(c2)
= (e g)(e)(a = hga)(c2)

= e(g1-c1)a(hgs - c2)

sendo que em (%) estamos usando o produto convolugdo em C*, em (k*) estamos
usando que C* é um H-mdédulo algebra parcial simétrico a direita e em (* * x)

estamos usando que lgs = €. ]

A fim de mostrarmos que uma coagao parcial em uma codlgebra pode gerar uma

acao parcial em uma codlgebra e vice-versa, precisamos supor a hipdtese adicional
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de que a dimensao da &algebra de Hopf fraca H sobre o corpo k é finita. Dessa

forma, sabemos que o dual H* de H também ¢ uma algebra de Hopf fraca.

Teorema 4.1.3. Sejam C' uma codlgebra e H uma dlgebra de Hopf fraca de di-

mensao finita. Sao equivalentes:

(i) C é um H-comddulo codlgebra parcial a esquerda.

(ii) C € um H*-mdodulo codlgebra parcial a direita.

Além disso, dizer que C € um H-comddulo codlgebra parcial simétrico a esquerda é

equivalente a dizer que C' é um H*-mddulo codlgebra parcial simétrico a direita.

Demonstrag¢ao. Suponha que C' é um H-comddulo codlgebra parcial (a esquerda)

via
p:C - HxC
c = cted
Entao, C' é um H*-mdédulo codlgebra parcial (a direita) via

- CH — C

c®f = c— f=f(chH

De fato,

(i) ¢~ 1y« = ¢, pois

—
*
~

c—1g+ = c+—¢€g

0

en(c e

¢,

sendo que em (%) estamos usando que 1y« = €p.
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(i) Alc— f) =c1 — f1 ® co = fa, pois

Ale—=f) = flcHA()
= [l ady
fleitea ™’ @ ey’
= fila )o@’
= fila™a’® falea™)e’

= f1®cy— fa

sendo que em (x) estamos usando a propriedade de Ag-.
(i) c = f— g=cec(c1 — f1)(ca = fag), pois

c—feg = (flcH))—g

= S Mg )"

=" flaTle )ee(e”)g(e
= fila ™)l )ec(@®)gler )’
= fila ec(@®) falca1)g(ea™ o)’
file™Dec(er”)(f29)(e2 e’
= eclfila™)a’)(f29)(c2)er"

= 80(61 — fl)(CQ — f29)7

-1 0

2)02

A
1%
&

sendo que em (*) estamos usando a propriedade de Ag+ e em (k%) estamos

usando a definicao do produto convolucao em H*.

Agora, vejamos a condicao de simetria,

c—f=g = (fc")—y

= fleHg(® e
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—12>010

fle e Dee(e)gle
= fila ) fales Dee(e)gler o)’
= file ' gle e (e faler™)
= (fg)ea Neee(e”) falex )
= (fig)a e ec(foler e)

= (a1~ fig)ec(er = fa),

—
*
~

sendo que em () estamos usando a propriedade de Ay« e em (%%) estamos usando

a definicao do produto convolugao em H*.

Reciprocamente, suponha que C' é um H*-mdédulo codlgebra parcial (a direita)

via
—C®H" — C
cRf = c—f.
Entao, C' é um H-comé6dulo codlgebra parcial (a esquerda) via
p:C - HxC
c = Z i ®c— h”
sendo, {h;}!, uma base de H e {h;"}" , a base de H* dada por:

1, sei=7

hi (hy) = :
0, sei=#j

Além disso, se f € H*, temos que f pode ser escrito como uma combinagao

linear dos elementos {h;*}?_;, mais precisamente

Zf(hi)hi*. (4.1)

De fato,
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g
=

)

Q)
=

=
=

1%
—~

o

—_
By

*
~—

(i) ({@A)p(c)=(mygR IR (ITcn®I)(p®p)A(c), pois, para todos f € H*,
a, B e,

(f@a@p)I @ A)p(c)

n

= (fea@B) I A (hi®c—h"))

i=1
n

= D fhal(e = h)B((e = b))

= 3 B~ h)
= (af)(c+ Z f(hi)hi¥)
= (aB)(c—[)

= al(c— /1)B((c = f)2)
= ale; — f1)B(cy — f2)

= afe — Zﬁ(hz)hi*)ﬁ(@ — Zf2(hj)hj*)

j=1

= Y A falhy)aler = hi")Bles = hy)

1,j=1
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= Z f(hihj)a(cr = hi*)B(ca + h;")
ij=1
= (f®a®6)2(hihj®cl;hi*®02;hj*)

ij=1
n n

= (f@aeB)(myoloNI@mer@ DY (h®a —h")®) (h®c = h")

=1 Jj=1

= (feaf)(mpe I (I @Ton@I)(p®p)A).

Como segue para todo funcional linear f € H*, o, € C*, obtemos a igual-

dade.

(i) (I ® p)plc) = (mu @I RI)[(I ®ec)p @ (A®I)p]A(c), pois

(I ®p)plc) = (I®p)2(hi®c/—hi*)

1,7=1

Por outro lado,

(mp @I N[(I®ec)p® (A I)p|A(c)

= (mu @I DI ®ec)p(cr) © (A& )p(c)]

= mpeIleD|[I®e0) i(hi ®c —h")® (AT i(hj ® ¢y — h;")]

i=1 Jj=1

= (mH (029 I X I)[Z hi{f(Cl — hl*) X Z(hjl X th (%9 Coy “— h]*)]

i=1 j=1

= Z hihjls(cl — hl*) (059 hj2 X cy +— hj*. (43)

ij=1
Basta notar que aplicando (f ® g ® I) em (4.2)) obtemos (f ® g ® I) aplicado

em (4.3), para todo f,g € H*, concluindo entao que (4.2)) e (4.3)) sdo iguais.
De fato,

n

(fogal)y (hi@h@c—h—h)

Zh]:]‘
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o

I
=
s
=
*

I
=2
&
&
*

=
B

I(E]
™
G}

)
=
=
E
=
&

)
>
&
F
5
=

() Z e(er = hi")(ea = f(hihjy)g(hjy)hs")

1,j=1

= Z f(hihj,)e(er = hi")g(hj,)(ca — h;")

ij=1

— (f@g@])[z hihjlé(cl;hi*>®hj2®02;hj*]

ij=1

sendo que em (x) estamos usando a definigdo do produto de H* e em ()

estamos usando a propriedade de Apg-.

Agora, basta provar a condicao de simetria. Notemos que, por um lado,

n

(I®@p)plc) = (I®p)Z(hi®CAhi*)

ij=1

Por outro lado,

(mu @I 1)1 & ThecH)[(A®)p@ (I ®ec)p]Alc)

= (muy I ®THecH)[(A®p(c1) ® (I ®ec)p(ca)]
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n n

= (mp @I NI @ THecn)(A®D) Y (hi®e —h") @I ®ec)) (hy® e =)

i=1 j=1

= (mH (2 I X I)(I X TH®C,H)[Z hil ® hig X c1 — hz* () Z hjéc(CQ — hj*)]
=1

J=1

= (mH RI® I)[Z hil X hj X hi2 X cp hi*50(02 — h]*)]

i,j=1

- Z hithj @ his ® ¢1 = hi"ec(cz — h;")

1,j=1

= Z hilhjSC(Cz — hj*) X hig X c1 — hl* (45)

ij=1

Basta notar que aplicando (f ® g® I) em (4.4)) obtemos (f ® g® I) aplicado em
(4.5)), para todo f,g € H*, concluindo entao que (4.4) e (4.5)) sdo iguais. De fato,

(f@ge D)y (hi@h;®c e h"+hy")
ij=1

= > flhg(hy)e = h" = hy*

I

o

i
=
s
~—
s
*

i
=
=
~—
&
*

0.y

= coler = fo)ler — fig)

@ L, Z Falh ) er Zi(flgxm)hi*)
_ Z S(es — h)er — folhy)(Frg) (hi)hi”)

© Z S(es b er = falhy) fulhin) g (hin)hi”)
© Z S(es = hi)er — fa(hir) folhs)g(hin)hi?)
) Z_ cles = hi)(er = F(hihy)g(his)hi”)
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= 3 flhahy)eles = by )glhio)(er — hi*)

ij=1

= (f ®g X I)[Z hilhjé‘(CQ — h]*) & hi2 X c1 — hz*]

ij=1

sendo que em (%) estamos usando a definicdo do produto de H* e em (xx)

estamos usando a propriedade de Ap-. O

Outro resultado de dualizacao obtido é aquele que diz que o elemento A definido
a partir da agao parcial via A apresentada no Teorema [2.3.3| é igual ao elemento
definido a partir da coacao parcial py apresentada no Teorema|3.3.3, Assim, obtemos

o seguinte o seguinte resultado.

Corolario 4.1.4. C' € um H-mddulo codlgebra parcial (a direita) via A definido
como ¢ — h = c\(h) se, e somente se, C' € um H*-comddulo codlgebra parcial (a

esquerda) via py(c) = A ® c.

Demonstracao. E suficiente mostrar que

e c(N\) = 1, pois

5H*()\> = /\(1H)

e (A®1p«)A(N) = A® A, pois

A@1a ) AN (h@k) = (A)(Rh)(A2)(K)
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onde (*) segue pelo produto convolugao em H* e (**) segue pela definicao do

coproduto em H*.

A reciproca segue pelas mesma contas apresentadas acima.

4.2 Globalizacao para Mdédulo Coalgebra Parcial

Como j& vimos na Secao 2.4 a partir de um H-mdédulo codlgebra (global), ¢
possivel, sob certas condicoes, induzir um H-médulo coalgebra parcial. A reciproca
dessa situacao ¢ partir de um H-moédulo coalgebra parcial e construir um H-modulo

codlgebra (global). Sob essa motivacao apresentamos a seguinte definicao.

Definigao 4.2.1 (Globaliza¢ao para mddulo codlgebra parcial). Seja H uma algebra
de Hopf fraca e (C,+) um H-médulo codlgebra parcial (a direita). Uma globa-

lizagdo de C' é uma tripla (D, 0, ), onde:
e D éum H-médulo codlgebra (a direita) via

<« D®H— D,

e 0:C — D é monomorfismo de codlgebras,

e m: D — D é projecao comultiplicativa de D sobre 0(C'), tais que:

(i) m(n(d) 4 h) =e(m(dy))n(dy < h)
(ii) O(c = h) =0(c) —; h
(iii) D é uma H-médulo gerado por 6(C), isto é, D = 6(C) € H.

Observacao 4.2.2. 1. 7w é projecao no sentido que
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(a) Tomr=m
(b) Imm = 6(C).

Assim, note que, para todo e € 6(C') temos que m(e) = e, pois se e € 0(C) =

Imm, entao existe d € D tal que e = 7(d), mas

Entao,

= m(e), para todo e € (C) .

. Dizemos que a projecao m é comultiplicativa, no sentido que,

(1 ® 1) A(d) = A(x(d)),¥d € D.

. Quando pedimos que 6 seja morfismo de codlgebras, queremos dizer que além
de satisfazer

(0 ®6)A(c) = A(0(c)), Ve € C,

também satisfaz

£(b(c)) = e(c), Ye € C.

. A acao parcial denotada pelo simbolo «—; é a mesma apresentada na Secao

2.4 dada por
0(c) —; h=m(0(c) 4 h).

Uma vez definida a globalizacao para um H-moédulo codlgebra parcial, podemos

seguir os mesmos passos apresentados F. Castro em [9]. Dessa forma, as proximas

secoes serao destinadas para estabelecer uma relacao entre globalizagoes de médulo

algebra parcial e médulo codlgebra parcial e para determinar sob quais hipoteses

um H-moédulo codlgebra parcial possui uma globalizagao como a apresentada na

Definicao [£.2.1}
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4.2.1 Equivaléncia entre Globalizacoes

Nosso objetivo agora é partir de uma globalizacao de um moédulo coalgebra par-
cial, assim como na Definicao 4.2.1], e dualizar essa globalizacao gerando a globa-
lizagao de um médulo dlgebra parcial. Para tal, suponhamos (C, ) um H-médulo
coalgebra parcial (& direita) e (D, «€) um H-médulo codlgebra (a direita). Entao,

pelo Teorema [4.1.1), C* é um H-médulo algebra parcial (a esquerda) via
(h — a)(c) = alc — h) (4.6)
e, analogamente, D* um H-mddulo dlgebra (a direita) via

(h>pB)(c) = B(c 4 h). (4.7)

Além disso, consideraremos 6 : C' — D um monomorfismo de codlgebra e 7 :
D — D uma projegao comultiplicativa sobre 6(C'). Dessa forma, podemos definir o

monomorfismo multiplicativo
p:C* — D"

a = pla)=aocf lonm.

Sob essas condic¢oes temos o seguinte resultado.

Teorema 4.2.3. Se (§(C) <« H,0,m) é uma globalizagao para C, entio (H v

©(C*), ) € uma globalizacao para C*.

Demonstragao. Suponha que (0(C) <« H,60,7) é uma globalizacao para C. Mos-
traremos que (H > ¢(C*), ) é uma globalizacao para C*, segundo a defini¢ao de

globalizac¢ao para médulo dlgebra parcial apresentada em [10]. De fato,

(i) B= Hpe(C*) é um H-moddulo algebra via

>:H®B — B
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he (ke p(a)) = ho(k>e(a)),

sendo

(> (k> p(a)](d) = (k> p(e))(d <h),

pois B = H > ¢(C*) C D*,
— 1g v (k> (a)) = (k> p(a)), pois

L > (k> p(@)(d) = (k>p(a))(d <1n)

= (k> p(a))(d)

— h>l> (k> e(a)) =hi> (k> p(a)), pois

[h>lv (k> p(a)](d) = [I>(k>e()](d <h)
(k> @(a))(d <h <)
(k> @(a))(d <hl)

= [hl> (k> p(a))](d)
— he[(k>p(a)(l>¢(8))] = [h > (k> e(a))][he > (1> ¢(5))], pois

[h > [(k > () (L @(6))]](d)
[(k>p(a))(l>@(B))](d <h)

(k> o(a))((d <h))(I>o(3))((d 4h),)
(k> () (dy 4 hy)(l>@(5))(d2 hs)
hy v (k> o())](di)[ha > (1> ()] (d2)
(1 > (k> ()] [ha > (1> 0 (5))]}(d)

—
*
~

—
=

[
[
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sendo que em (x) estamos usando a definigao do produto de D*.

(ii) ¢(C*) é ideal a direita de B. De fato,

1=

S
—~
=
=
—_
=

\%
5

Q
—
—
—~

S
N
~—

[p(B)(h > p())](d)

IS
S
—~~
=
=
S
£
=
[\o}
A
=

IIs
=
%
3
SN
=
S~—
S—
2
%
£}
—~
U
)
A
=

[
=
5
£}

sendo que em (%) estamos usando a definicdo do produto de D*, em ()
estamos usando que 7 é comultiplicativa, em (x#x) estamos usando a defini¢ao
de acao induzida apresentada na Secao e em (x * *k) estamos usando que
¢ ¢ multiplicativa. Além disso, usamos também a propriedade [4.2.1f(i¢) para
6=1, de fato, se O(c — h) = 0(c) ~; h, entdo, aplicando #~! em ambos os
lados da igualdade obtemos (¢ +— h) = 67*(6(c) +; h). Como para todo
elemento d € 6(C), sabemos que existe ¢ € C' tal que d = 6(c) isso implica

que 671(d) = ¢, portanto obtemos para cada d € 6(C)

0= d) —h = (c— h)
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= 671(0(c) i )

= Qfl(d —; h)

(iii) B é subdlgebra de D. De fato, como ¢(C*) é ideal a direita de B,

(h > @) (k > @(B)) = hi &> (p(a)(S(ha)k > 9(B)) € B.

- i

Ep(C*)

(iv) (h = a) = h = p(a) = p(le-)(h > @(a)). De fato,

ple)(h > p(a) 2 plec)(h > pla)

2 e (h— a))
——
eC*

Y o((h—a)

N

—
*
*

~

sendo que em (x) estamos usando que a unidade de C* é ¢ e em (x%) estamos

usando que
p(B)(h > (a)) = e(B(h > ¢(a)))

que provamos ao mostrar que ¢(C*) é ideal de B.

E isso mostra que (H > ¢(C*), ¢) é uma globalizagdo para C*.

]

Reciprocamente, queremos mostrar que é possivel dualizar uma globalizagao
de um médulo algebra parcial gerando uma globalizacao de um maédulo coalgebra
parcial. Para tal, tomaremos novamente (C,+) um H-mddulo coédlgebra parcial (&
direita) e (D, €) um H-mddulo codlgebra (a direita). Como ja foi observado, C* é

um H-mdédulo algebra parcial (a esquerda) via

(h — a)(c) = alc — h) (4.8)
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e, D* um H-mdédulo dlgebra (a direita) via
(b B)(c) = Blc < h). (49)

Também consideraremos 6 : C' — D um monomorfismo de codlgebra e 7 :
D — D uma projegao comultiplicativa sobre #(C'). Assim como antes, tomaremos

monomorfismo multiplicativo

p:C* — D*

a — pla)=aofton.

Além disso, notemos que existem as aplicacoes lineares dadas por:

7(d) ~—; h =n(n(d) < h) (4.10)

h—i p(a) = p(e)(h B o(a)). (4.11)

Como estamos lidando com a situagao reciproca do Teorema[4.2.3] partiremos de
uma globalizacao para um moédulo élgebra parcial. Dessa forma, a equacao (4.11)
define uma acao induzida para o moédulo algebra global D*. Em contrapartida, em
(4.10) nao podemos garantir que a aplicacao < é induzida, portanto ela serd vista

apenas como uma aplicagao linear. Usaremos essa aplicacao para provar a condi¢ao
(i) da Definigao [4.2.1]

Sob essas condigoes temos o seguinte resultado.

Teorema 4.2.4. Se (H > ¢(C*),¢) € uma globalizagao para C*, entio (0(C) <

H,0,m) é uma globalizacao para C.
Demonstragao. Como (H > p(C*), @) é uma globalizacao para C*, entao:

o(h — ) = h =i (a) = () (h > p(a)). (4.12)
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Usando (4.12)) é possivel mostrar que (h —; ¢(a))(7(d)) = ¢(a)(n(d) <1 h).
De fato,

(h =i p(a)(x(d) = () (h > p(a)))(x(d))

sendo que em () estamos usando o produto convolu¢ao em D*, em (%) estamos
usando que 7 é comultiplicativa, e em (* * %) estamos usando que 6 é de coélgebra,

portanto, =1 também é.

Logo, obtemos a identidade
(h —i p(a))(n(d)) = p(a)(n(d) —1 h). (4.13)

Assim, estamos aptos para mostrar que (0(C) <€ H,60,7) é uma globalizagao
para C. Para tal, considere F = 0(C) <« H, naturalmente F é um H-médulo

codlgebra global (a direita) via <1, dada por:

0(c) «h<k=10(c) «h 4k=0(c) «hk.
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Além disso,

(i) m(m(e) € h) = w(es 4 h)e(m(er)), pois aplicando oo 67! em 7(w(e) « h)

obtemos:

Iy
3

(07 (n(m(e) 4 h)) ”

B2 00 (n(r(e) =1 1))
£ p(a)(n(e) —; h)

™~
4
€

3

Il
3

—~ —~

= =

s 2

G

Lol

—~ —~
2 A =

=3

Z

S
IIE s Iy
©
—~
>
2
S

1=
—~
S
—~

™

B
T g s
— —~ —~
>
L

|
™

sendo que em () estamos usando o produto definido em D*, e em () estamos

usando que 6 é de codlgebra, portanto, #~* também é.

Agora notemos que como a igualdade acima vale para todo o € C*, obtemos
0 (m(n(e) 4 h)) =c(n(e)))d  (m(ey < h))
e aplicando € em ambos os lados dessa igualdade temos que

m(m(e) 4 h) =ce(n(er))n(ex 4 h),
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pois, como I'mm = 0(C) = Imf = Domf~", entao,

ot =1Id L, =1d, .
|Dom9 1 |Im7r

(i) 6(c — h) = 6(c) +; h, pois aplicando o o §~! no lado direito obtemos,

(14.10)

(o8 ™))~ h) &

IS

(007 ")(m(0(c) «h))
p(a)(0(c) 4 h)

(h > p(a))(6(c))

(h > p(a))(0(cz))e(er)

(h > @(a))(0(c2))e(07 (0(c1)))
(h &> @(a))(O(c2))e(0 (m(6(c1))))
(h > () (0(c2))p(e)(0(c1))
p(e)(0(c)y)(h > p(@))(0(c),)
(p(e)(h > p(a)))(6(c))

(h =i ¢(a))(8(c))

p(h — a)((c))

(h — a) (0~ (m(0(c))))

(h — a)(07'(0(c)))

(h — a)(¢)

alc— h)

a0 (0(c — h)))

onde em (%) estamos usando que 6 é de codlgebra, em (%) estamos usando o

produto convolugao em D* e em (x * *) estamos usando que ¢ é globalizagao.

Além disso, é necessario chamar a atengao que a primeira igualdade segue

pelo fato de ja termos mostrado que a aplicacao linear +—;

induzida.

¢ de fato a agao
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Dessa forma, (o 071)(0(c) «—; h) = a(67(0(c — h))), para todo a € C*, o

que implica que (6(c) «—; h) = (0(c — h)) como queriamos mostrar.

E necesséario ressaltar que todos os pensamentos e ideias das demonstracoes

dessa segao sao baseados nos resultados apresentados em [9], por F. Castro.

4.2.2 Construindo uma Globalizacao

Consideremos C' um H-médulo codlgebra parcial a direita. Em [9], F. Castro
construiu um globalizacao padrao para C, com H um algebra de Hopf via as

aplicagoes

0:C - CH

c — c®ly

T CoH — 0(C)

c®h = c—h®lyg

sendo # um monomorfismo de coalgebras e m uma projecao comultiplicativa. Toda-
via, para o caso de algebra de Hopf fraca, como o elemento 15 nao é um group-like
(isto é, A(ly) # 1y ®1y) as aplicagoes 6 e m nao satisfazem tais propriedades. Por-
tanto, é natural considerarmos uma hipdtese adicional para essa algebra de Hopf

fraca, como podemos ver no resultado a seguir.
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Teorema 4.2.5. Suponha que C' é um H-mddulo codlgebra parcial para H uma

algebra de Hopf fraca que possui um elemento e € H que satisfaz

Ale) =e®e (4.14)

¢+ he=c+ eh=c+ h, (4.15)
para todo ¢ € C. Entao C possui uma globalizagado.

Demonstracao. Definiremos

0:C - CH

c — cQ®e,

entao 0 é injetivo, pois como e é group-like e(e) = 1. Também temos que 6 é de
codlgebras, pois €(0(c)) = e(c®e) = e(c)e(e) = €(c), e
(0 ®@0)A(c) = 0(c1) ®0(c2)
= e e
= (c®eh®(c®e),

= A(0(c)).

Além disso, note que essa ultima igualdade é satisfeita se, e somente se, e é
group-like.
Definiremos
T:CeH — 60C)

c®h — c—h®e

entdo m é projecao comultiplicativa. De fato, podemos ver (C' ® H) como uma

codlgebra com comultiplicacdo A(c® h) = (¢; ® hy) ® (c2 ® hs). Assim,
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1. (m@m)(A(c®h)) = A(n(c® h)), pois

(mr@m)(Alc@h)) = (TR@m)((c®@h)1 & (c® h)y)
= W<61;h1)®ﬂ(02;h2)

= —hh®e®Recy—hy®e

= Alc—=h®e)
= A(n(c®h)).
2. m(n(c®h)) =7m(c® h), pois
m(r(c®@h)) = (c—=h)—e®e

= ¢e(c1 = hy)(eg = hge) @ e

N
=
A

8(01 — hl)(CQ — hg) X e

c—h®e

m(c® h).

3. m(6(c)) =0(c), pois f(c) =cR®e=c+— 1y ®e=m(c® ly), entao:
w(0(c)) =7n(nr(c®@1y)) =7n(c® 1y) = 0(c).

4. m(r(c®@h) 4 g) =e(m(c; @ hy))m((c2 @ he) 4 g), onde C ®@ H é visto como
um H-médulo coalgebra a direita via o produto no tltimo fator. Basta notar

que

m(r(c@h) 4g) = 7w(lc—hoe) ay)
= 7(c—h®eg)
= c—h+—egRe
= c~—h+—gQ®e

= eler = h)(ca = hag) ®e
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e g(cp — hy®e)(ca — hag) ®e

= 6(01 — hl ® 6)71'(02 ® th)

= 6(7T(Cl®h1))ﬂ((02®h2) 49).

0c) —h = =(6(c)«h)

= 7((c®e) <h)

7(c® eh)

c—eh®e

c—h®e

=
=
<

E isso finaliza a demonstracao. O]

Chamaremos a globalizagao apresentada no Teorema de globalizacao padrao.

Vejamos agora um exemplo que ilustra uma globalizagao padrao.

Exemplo 4.2.6. Considere kG com G um grupoide dado pela uniao disjunta dos

grupos G e Gy. Considere

Iy, se g=e

A(dg) =
0,se g # e;.

Dessa forma, basta tomar o group-like d., e a agao parcial ¢ — J;, = cA(d,).

Como A(dy) = A(0¢,0g) = A(0,40., ), segue que essa acdo parcial é globalizavel.

Assim como F. Castro apresentou no Teorema 2.2.5 em [9], temos também para
0 nosso caso uma relacao entre a globalizacao padrao apresentada nessa segao e a

globalizac¢ao padrao apresentada na Proposi¢ao 2.4.3 em [18].
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Proposicao 4.2.7. Suponha que C' é um H-modulo codlgebra parcial para H uma

algebra de Hopf fraca que possui um elemento e € H que satisfaz

Ale) =e®e

c+— he=c+ eh=c+ h,

para todo ¢ € C. Entao a globalizacao padrao para C' € dual da globalizacao padrao

para C* como um H-mddulo dlgebra parcial.

Demonstragao. Considerando as aplicagoes

0:C - C®H

c — cQ®e,

T CoH — 0(C)

c®h — c—h®e
apresentadas no Teorema [4.2.5| , podemos definir

0. C* = (CeH)

a = pla)=aof tor.

igualmente definida para o Teorema [4.2.3] Entdo nés temos que (H > ¢(C*), p) é

uma globalizagao para C*, onde a ac¢do em (C' ® H)* é dada por
(ho f)(c® k) = f(c® kh)
onde f € (C ® H)*. Considerando o isomorfismo de élgebras dado por

v (C® H)" — Hom(H,C")

162



o= WD) = fle®h)

é um morfismo de H-médulos da mesma forma que F. Castro apresentou em [9],

ou seja,

[W(he N)K)(e) = [he fllc@k)
= f(c®kh)
= [N &)
= [(heo(f))(F)](c)

para todo ¢ € C, portanto, ¥(h> f)(k) = (h>¥(f))(k), para todo h € H, f €
(C®H)*eheH.

Além disso, obtemos que

[Wlp@)(W)](c) = ela)(c@h)
a0 (n(c® h)))

a@(c—h®e))

= afc—h)
(h—a)(c)

= [p(a)(n)](c),

sendo ¢ : C* — Hom(H,C*) dada por ¢(a)(h) = h — « que é o monomorfismo

apresentado por G. Quadros em [I§]. O que finaliza o resultado.
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4.3 Globalizacao para Comdédulo Coalgebra Par-

cial

Na Secao vimos que dado um H-mddulo codlgebra (global), podemos, sob
certas condigoes, induzir um H-comodulo codlgebra parcial. Podemos pensar agora

na reciproca dessa situagao. Sob essa motivacao, apresentamos a seguinte definicao.

Definigao 4.3.1 (Globalizagao para comddulo codlgebra parcial). Seja H uma algebra
de Hopf fraca e (C,p) um H-comddulo codlgebra parcial (a esquerda). Uma globa-

lizagao de C' é uma tripla (D, 6, ), onde:

e D é um H-comddulo codlgebra (a esquerda)
e 0:C — D é monomorfismo de coalgebras

e 7: D — D é projecao comultiplicativa de D sobre 0(C'), tais que:

(i) 7(d)" @ n(r(d)°) = dy' ® e(m(dr))m(d3).
(ii) 6 é uma equivaléncia de H-comédulo codlgebra parcial.
(iii) D é uma H-comdédulo gerado por §(C).
Observacao 4.3.2. 1. 7w é projecao no sentido que

(a) mor=m

(b) Imm = 6(C).
Assim, note que, para todo e € §(C) temos que 7(e) = e.

2. A projecao 7 é dita comultiplicativa se satisfaz

(7 ® 1) A(d) = A(n(d)),Vd € D.
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3. A aplicacao # é dita de coalgebras, quando satisfizer

(0@ 0)A(c) = A(6(c)), Ve € C,

e, também

e(0(c)) = e(e),Ve e C.

4. Dizer que 6 é uma equivaléncia de H-comodulo codlgebra parcial, significa
dizer que satisfaz

0(c) P @m(0(c)°) = L ® H(D).

5. Dizer que D é um H-comddulo gerado por 0(C') significa dizer que nao existe

subcomédulo de D que contém 6(C'), ou seja, p(6(C)) = H® D.

Assim como fizemos para o caso de globalizacao de um H-médulo codlgebra
parcial, para a globalizacao de um H-comddulo coalgebra parcial podemos seguir
os passos apresentados F. Castro em [9]. Portanto, as se¢oes seguintes serao des-
tinadas a mostrar uma relagao biunivoca entre globalizacoes de comodulo algebra
parcial e comédulo codlgebra parcial, bem como, para apresentar sob quais hipoteses
um H-comodulo coalgebra parcial possui uma globalizagao como a apresentada na

Definicao [4.3.1]

4.3.1 Equivaléncia entre Globalizagoes

No que segue, assumiremos que H é uma algebra de Hopf fraca de dimensao finita

sobre o corpo k.

Suponhamos (C,7) seja um H-comddulo codlgebra parcial (a esquerda). J&
sabemos que (C,+) é um H*-mddulo codlgebra parcial (& direita), pelo Teorema

4.1.3] Nessa segao investigaremos se, dada uma globalizagao ((D, p), 6, ) para C
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(como um H-comdédulo codlgebra parcial (& esquerda)), existe uma globalizagao pra

C' como um H*-médulo codlgebra parcial (& direita).

Dessa forma, se denotarmos a coacao parcial de H sobre C' por p(c) = ¢! @,

sabemos que C' é um H*-médulo codlgebra parcial (a direita) via

(= f)=flc) (4.16)
e, se p(d) = d' @ d° entao (D, ) é um H*-mdédulo codlgebra parcial (a direita)
via

(d < f)=fld")d (4.17)

Além disso, como # : C' — D é um monomorfismo de codlgebra e 7 : D — D
¢ uma projecao comultiplicativa, podemos induzir uma estrutura de H*- mdodulo

codlgebra parcial em 6(C'). Basta ver que
m(n(d) « f) = f(x(d)")m(n(d)")
N f(dy(de)e(m ()
= w(f(dy")dy")e(m(dn))

= 7(dy 4 fle(nw(dy))

para todo elemento d € D, em particular, para os elementos de 6(C').

Agora, podemos mostrar que 6 é um morfismo de agoes parciais, isto é, (c) «—;

f=0(c=f).



= e )

sendo que em (x) estamos usando a definicdo de agdo induzida apresentagao na

Secao [2.4]

Teorema 4.3.3. Se C' € um H-comddulo codlgebra partial (a esquerda) e (D,0,)
¢ uma globalizagao para C, entao (D,0,m) é uma globalizacdo para C como um

H*-mddulo codlgebra parcial (a direita).

Demonstragao. Ja mostramos que

m(n(d) @ f) = w(dy @ f)e(m(d))

para todo elemento d € D e f € H* e que
0(c) =i | = O(c—f)

para todo elemento ¢ € C' e f € H*. Entao, basta mostrarmos que 0(C) 4« H* = D.
Consideremos M um H*-submddulo codlgebra de D que contém 6(C'). A ideia é

mostrarmos que M = D. Para isso, mostraremos que M é um H-subcomodulo

codlgebra de D. Dessa forma, pela defini¢ao concluiremos que M = D.

Sejam m € M e {h;}I, base de H. Portanto, {h;*}!_, é base de H*. Tomamos

a coagao (herdada de D)
k
i=1
sendo que o lado esquerdo do produto tensorial é base de H e os elementos my, ..., my

sao todos distintos de zero. Sabemos que D ¢ um H*-moddulo codlgebra via (4.17)

e M é um H*-submédulo codlgebra de D, assim

=1
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Logo, p(m) € H® M, o que implica que M é um H-subcomddulo codlgebra de
D contendo 0(C). Dessa forma concluimos que M = D, portanto, (D,#,7) é uma

globalizac¢ao para C' como um H*-médulo codlgebra (a direita). ]

Novamente, chamamos atencao para o fato que todos os pensamentos e ideias
das demonstragoes dessa segao sao baseados nos resultados apresentados em [9], por

F. Castro.

4.3.2 Construindo uma Globalizacao

Em [9], F. Castro ao construir uma globaliza¢ao para um H-comédulo coalgebra
parcial precisou da no¢ao de médulo racional. Dessa forma, comegamos recordando

que se M é um H*-mdédulo (a direita), entao existe uma aplicagao linear
w: M — Homy(H", M)
dada por ¢(m)(f) =m — f, e uma outra aplicagao linear injetiva
v :H®M— Homy(H*, M)

dada por ¢(h @ m)(f) = f(h)m. Sob tais condigoes, dizemos que M é um H*-
mddulo racional se p(M) C 1p(H ® M). Assim, dado um H*-mddulo racional, nds

temos uma estrutura de H-comédulo (a esquerda) em M satisfazendo
p(m) => hi@m; < m f=>" f(h)m, (4.18)
i=1 =1

para todo f € H*.

Dado (C, p) um H-comdédulo codlgebra parcial (a esquerda) nés sabemos, pelo

Teorema [4.1.3) que (C,+) é um H*-moédulo codlgebra parcial (a direita). E, pelo
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Teorema sabemos que, sob certas condigoes, (C® H*, 0, 1) ¢ uma globalizacao

para (C, ).

Lembremos que, pelo Teorema [4.2.5, C'® H* é uma globalizacao para (C,+)

cuja acao de H* é dada por

(ce f) 4g=c®(fg)

Portanto, pelo Teoremal4.1.3, C'® H* é um H-comé6dulo codlgebra (& esquerda) via
ple® f) = Zh ®c® (fhi).

Observacao 4.3.4. 1. E possivel mostrar que C' ® H* é um H*—mddulo racio-

nal, pois

cRf4g = c®(fg)

o (/Y alhn)
Zg )(c® fhy")

—
*
~

sendo que (*) segue da existéncia da base dual. Portanto, p(c® f) = > ", hi®
c® (fh;") implica que c® f € g =", g(h;)(c® fh;"). Por outro lado, como

cxf4g = cx(fg)

= Z g(hi)(c @ fhi7)

entao, pelo Teorema [4.1.3, obtemos que p(c® f) =>""  hi @ c (fh;").

2. Suponhamos que C' é um H-comddulo codlgebra parcial (a esquerda) tal que

existe | € H* satisfazendo
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Isso implica que, para todo f € H*

fleh)e? = Z(Fl)f(C”Q)CO = l(c o) fe )0
Ou seja, usando o Teorema existe [ € H* tal que

c—f=c—If =c+ fl. (4.19)

Portanto, pelo Teorema|d.2.5 (C'® H*, 0, 1) é uma globalizagao para C', como

um H*—modulo coalgebra parcial, onde
Oc)=cxl e 7wlcRf)=c—fIL

Teorema 4.3.5. Seja C' um H-comddulo codlgebra parcial (a esquerda) tal que

existe | € H* satisfazendo

(1)) A(l)=1®1

(ii) =) = 1y
(iii) c 1@ =1(c 1)) (c Iy ® D) =1(cLy)(c 1 @ D).
Entao (C ® H*,0,m) é uma globaliza¢ao para (C,p).

Demonstragio. Precisamos mostrar que m(c® f)' @ n(m(c® £)°) = (¢® f)a " ®
e(m((c® f))m((c® f)2%). De fato,

(9@ Dlr(ce ) @n(r(c® f)°)]

170



= eDlc—feh) @~ fol))

= (9®I)[Zhi®7(0’_f®lhi*)]

i=1

= > glhi)(c— f—1h"®1)
=1

= (e f=1) glh)h" ®1)
=1

=  (c=f+lgel)

= (c=[f+ygol

= gla— fiY(le— Lyl
= ela+— fi)m(e® fag)

= e(cr — fi)m(ca ® fo Zg(hz)hz*)
= ela = f) Zg(hih(@ ® fahi")
= oD henE — i) )]

= (9D _henle = flel)(e® fh)

i=1

= (g@[)[Zhi@)ﬂ(&(q;f1®l)(c2®f2hi*>)]

i=1

= (9®])[Zhi®7f(5(7f(01®f1))(02®f2hz‘*>)]

= (@Dl f) @ar((ae fi))r((c® f)")

= (geDlc® e @cr((c® H)r(c® f)]

sendo que em (%) usamos a base dual.

Agora, vamos mostrar que 6 é uma equivaléncia de H-comédulo codlgebra par-
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cial, isto é, (c) "' @7 (0(c)°) = ¢ 1 @ 6(cP). Para tal, notemos que para todo g € H*

(9@ I)[c & 6(c)]

=
||E ||E I

—
*
~

c—lg®l

1) g(hi)hi ®1
i=1

> glhi)e —1hi* @1

=1

(gD _hi®c—Ih"®]]

i=1

(9@ D> _hi@n(c® i)

i=1
n

(9@ D[(I ®n) Z(hi ® c® lhi*)]

(9@ DI @m)p(ce)]

(9@ DI @m)p(6(c))]

(g@ Do)~ @m(8(c)")],

sendo que em (x) usamos a base dual. Portanto segue que 6 é uma equivaléncia

de H-comoédulo coalgebra parcial.

Para finalizar, basta mostrar que C' ® H* é um H-comédulo gerado por 6(C).

Suponha que M é um H-subcomddulo codlgebra de C® H* que contém 6(C'). Entao,

pelo Teorema {4.1.3) M é um H*-submddulo codlgebra que contém 0(C). Todavia,

pela Observagao [4.3.4] sabemos que (C'® H*, 0, ) é uma globalizagao para C, como

um H*—modulo codlgebra parcial, portanto, M = C' ® H*. O
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