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Resumo

Ao longo deste trabalho, introduzimos a Teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser e um de
seus desenvolvimentos subsequentes, a chamada Teoria KAM-fraca. Em um primeiro mo-
mento, apresentamos os fundamentos da mecanica Lagrangiana e Hamiltoniana, desde as
definig¢oes bésicas até a Teoria de Hamilton-Jacobi e as variaveis de agao-angulo, titeis para o
estudo de sistema periddicos. Apds isso, apresentamos o Teorema de Liouville de preservacao
de volume e o Teorema de Liouville-Arnold-Jost que serve como uma caracterizacao de siste-
mas integraveis. Em seguida, introduzimos a teoria de perturbacao, examinando o problema
dos pequenos divisores e sua intima relacdo com o Teorema KAM, que é enunciado apds o
problema de Siegel de convergéncia de séries de Fourier. Ao final, é feita uma exposicao da
Teoria KAM-fraca, iniciando com os conceitos de valores criticos para o Hamiltoniano e os
operadores do semigrupo de Lax-Oleinik. Uma atencao especial deve ser dada ao Teorema
KAM-fraco, com o qual as se¢oes seguintes sao ligadas. Nestas, apresentamos a defini¢ao de
barreira de Peierls e de conjuntos de Aubry, além de alguns resultados sobre a regularidade
de solu¢oes KAM-fracas.

Palavras-chave: Mecanica Lagrangiana, Mecanica Hamiltoniana, Sistemas
Perturbativos, Teoria KAM, Teoria KAM-fraca.

il






Abstract

In this work, we introduce the Theory of Kolmogorov-Arnold-Moser and one of its subse-
quent developments, the Weak-KAM Theory. In a first moment, we present the principles of
Lagrangian and Hamiltonian mechanics, from the basic definitions to the Hamilton-Jacobi
Theory and the action-angle variables, which are useful to study periodic systems. Next,
the Liouville Theorem of volume preservation and the Liouville-Arnold-Jost Theorem that
provides characterization on integrable systems are presented. Then, we introduce a per-
turbation theory, examining the small-divisors problem and its relation to KAM Theorem,
that is stated soon after the Siegel’s problem on the convergence of Fourier series. Finally,
present elements of the Weak-KAM theory, starting with with concepts like critical values
of Hamiltonians and the Lax-Oleinik semigroup operators. Special attention is given to the
Weak-KAM Theorem, which is related to topics such as the Peierls barrier and Aubry sets,
in addition to some results on the regularity of Weak-KAM solutions.

Keywords: Lagrangian Mechanics, Hamiltonian Mechanics, Perturbation The-
ory, KAM Theory, Weak-KAM Theory.
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Capitulo 1

Introducao

No século XVII, Isaac Newton apresentou pela primeira vez em sua forma matematica
usual o problema de trés corpos que interagiam entre si sujeitos a atracdo gravitacionall.
Inicialmente, o problema buscava analisar a influéncia que corpos celestes exerciam um sobre
o outro, sendo que o principal exemplo utilizado era o do sistema Terra-Lua-Sol. Natural-
mente, a quantidade de corpos em mutua interacao foi estendida para certo valor n > 3,
constituindo um caso geral chamado problema de n corpos, que pode ser observado, por
exemplo, no estudo da estabilidade do sistema solar. No século XIX, matematicos famosos
como Weierstrass, Mittag-Leffler e Kovalevskaya calcularam uma solugao em série para o
problema de n-corpos e imaginavam que ela seria convergente. Em 1889, Mittag-Leffler é
solicitado pelo rei Oscar II da Suécia a sugerir algumas questoes cientificas cujas solugoes
seriam premiadas em homenagem ao seu sexagésimo aniversario, sendo que uma delas foi
justamente a respeito da convergéncia das séries do problema de n-corpos. A solucao pre-
miada foi elaborada por Henri Poincaré, que demonstrou que as séries ndo sao convergentes
no sentido classico, testando também diversas condi¢oes iniciais e especulando que as séries
seriam divergentes em quase todo ponto. O trabalho de Poincaré foi mais longe nessa area,
conhecida como Teoria de Perturbacao Hamiltoniana, que considera sistemas Hamiltonianos
integraveis associados a algum tipo de perturbacgao. Ja no século XX, Andrei Kolmogorov
enuncia um teorema que afirma a permanéncia de certo sentido de integrabilidade para per-
turbagoes suficientemente pequenas. Em termos mais técnicos, é afirmado que a maioria
dos toros invariantes do espago de fase nao sao destruidos por perturbagoes suficientemente

pequenas no Hamiltoniano integravel. Esse teorema foi demonstrado e complementado por

'Uma descricio breve sobre o problema dos trés corpos pode ser vista em https://en.wikipedia.org/
wiki/Three-body_problem.


https://en.wikipedia.org/wiki/Three-body_problem
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2 CAPiTULO 1. INTRODUGAO

Vladimir Arnold e Jiirgen Moser, ficando conhecido como Teorema KAM. Em um periodo
mais recente, foram propostas novas teorias para estudar como os sistemas se comportam
com perturbacoes que nao sao mais tao pequenas, buscando algum tipo de estrutura que é
preservada. Essa é a chamada Teoria KAM-fraca, desenvolvida principalmente por Albert
Fathi e John Mather, abandonando o método perturbativo visto na Teoria KAM e adotando

uma abordagem baseada em métodos de sistemas dinamicos.

Ao longo deste trabalho, desejamos introduzir os conceitos principais para entender o
Teorema KAM em sua forma classica, além de fazer uma exposicdo da Teoria KAM-fraca.
Para isso, oferece-se no Capitulo 2 uma recapitulacdo de conceitos basicos de mecénica

Lagrangiana e Hamiltoniana, baseada principalmente no livro de Arnold [1].

No Capitulo 3, partimos da caracterizacao de sistemas integraveis promovida pelo Te-
orema de Liouville-Arnold-Jost para, posteriormente, oferecer uma exposi¢do das principais
ideias da Teoria de Perturbacdo Hamiltoniana. Em seguida, apresentamos o Teorema KAM
em sua forma cléssica, embora nao seja oferecida uma demonstracao. Seguimos o artigo
de L. Evans [2] e o livro de Dumas [3], que também foi muito ttil para fornecer material

histérico e nogoes intuitivas.

Finalmente, a Teoria KAM-fraca é vista no Capitulo 4, em que sao definidos o conjunto
de subsolugoes criticas, os operadores do semigrupo de Lax-Oleinik, a barreira de Peierls e
o conjunto de Aubry. Também sao apresentados o Teorema KAM-fraco (também conhecido
como Teorema de Fathi) e alguns resultados de regularidade. O artigo de Rifford [4] foi

seguido de perto: a ordem tematica e boa parte das demonstracgoes foram adotadas aqui.



Capitulo 2

Principios da mecanica Lagrangiana e
Hamiltoniana

Antes de tratar das teorias mais avancadas, descrevemos as principais ideias associadas
as descrigoes Lagrangiana e Hamiltoniana da mecanica. Os assuntos tratados ao longo
deste capitulo podem ser encontrados nas referéncias [1, 5, 6, 7]. Para maior generalidade,
definimos as func¢des em uma variedade diferenciavel M que seja 1til para nosso propédsito:
assumimos que M é uma variedade Riemanniana suave, conexa, compacta e sem fronteira.
Ao longo do texto, denotamos por ¢; cada coordenada generalizada, ¢; a respectiva velocidade
generalizada, p; o momento generalizado e p; a forca generalizada. Chamamos de T'M o
fibrado tangente de M e T*M o fibrado cotangente. Para ¢ € M, denotamos os elementos
de T,M por ¢ e os de T,*M por p. Assim, (q,q) € TM e (q,p) € T*M. As coordenadas
¢; e os momentos generalizados p; formam um conjunto chamado de coordenadas canodnicas,

podendo descrever um sistema em qualquer instante de tempo.

2.1 Lagrangianos, Equacao de Euler-Lagrange e minimi-
zantes de acao

Com os conceitos de variedades e fibrado tangente, pode ser definida a funcao La-

grangiana, da qual enunciamos algumas propriedades.

Defini¢ao 2.1.1. Chamamos de Lagrangiano uma fun¢io L : TM — R de classe C?*.

Vale ressaltar que, para que uma funcio f seja de classe C”, ela deve possuir derivadas continuas f’,

F! s f.
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Sendo F o espago das curvas v absolutamente continuas definidas em um intervalo [a,b] e

com imagem em M, dizemos que Ay : F — R expresso por

A = [ L), 3(0) 2.1)

¢ o funcional de acao de L agindo sobre caminhos v € F.

Para cada funcao L, pode ser associada uma equacao diferencial de segunda ordem
chamada Fquacio de Euler-Lagrange, que desempenha papel fundamental na obtencao de

curvas que minimizem o funcional de agao.
Definicao 2.1.2. A Equacao de Fuler-Lagrange associada ao Lagrangiano L é dada por
— = _ 2= (2.2)

Observagao 2.1.1. Note que, enquanto ¢ representa a velocidade (derivada da posi¢ao ¢
com relagdo ao tempo) quando estd se referindo ao vetor pertencente ao espago tangente a
oL

M no ponto ¢, nao podemos dar esse significado ao mesmo simbolo quando escrevemos %

Nesse caso, tratamos de uma variavel independente.

A seguir, estudamos as curvas minimizantes do funcional de acao. Em particular,

mostramos que tais curvas satisfazem a Equacgdo de Euler-Lagrange.

Teorema 2.1.1. Se v € F é uma curva com as extremidades firadas e é minimizante de

Ap em F, entdo

d (gg@(t),»y(t))) — S20(0,5()

Demonstragio. Considere « : [a,b] — M uma curva em F tal que a(a) = 0 = «(b). Para
certo € € R, temos (y+ea) € F e

{ (v +ca)(a) = ~(a),
(v +ea)(b) = y(b).

Por hipétese, Ar(y) < Ap(y + ea), isto é, a funcao g : € — AL (v + ea) possui valor
minimo em ¢ = (. Utilizando a definicao do funcional de acao,

d

b
d?/a Ly + ca, % + e) dt

e=0
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dt = 0.

e=0

:>/b a—L( + e ’+€0’z)-04+87L( +ea,y+ed) - d
a aqu 7 8q’y &

Podemos integrar por partes %S -&. Note que o termo de fronteira é nulo, pois a(a) = a(b) =

0. Consequentemente, aplicando o resultado em ¢ = 0,
b 1oL d oL
—(,7) = —==(,7 dt = 0.
/a l(‘?q () = 3 2 (%7)1 a

Como a curva « ¢é arbitraria, concluimos que

oL . d oL . oL . d oL .
afq(%v)—&afq.(%v) —0:87](%7) _£%(7’7)' O

O que vimos acima pode ser associado ao chamado Principio da Minima Ag¢do, que
afirma que o movimento realizado pelo sistema em um intervalo de tempo t, — t; é de tal
forma que o funcional de acdo Ay é minimizado. Esta nomenclatura é usual, apesar de o

movimento ser dado ao longo de um ponto critico da acao, isto é, 5];12 L(q,q)dt = 0.

E possivel relacionar as forcas e o momento generalizados com o Lagrangiano através
das Fquacoes de Lagrange, que surgem ao comparar a Equacao de Newton para a dinamica

dp 0U
= =0

com a Equacao de Euler-Lagrange

doL oL _
dt 0¢ 0g
Definicao 2.1.3. Chamamos um Lagrangiano de natural se ele é da forma L =T — U,

sendo T" e U respectivamente as energias cinética e potencial.

Dadas as energias potencial U = U(q) e cinética T' = 3° miTqZQ, considerando um sistema
que obedeca a Equagao de Newton escrita acima, vemos que L =T — U é um minimizante
do funcional de agao. De fato, dL/0¢ = 0T/0q e OL/0q = —0U/0dq, isto é, L = T —U

obedece a Equacao de Euler-Lagrange, como queriamos.

Note que essa comparagao implica que um um Lagrangiano na forma L(q,q) =T —U

esta sujeito as seguinte relagoes:
oL

9q;

= Miqi = Pi,
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oL oU dp

dgi  0g; dt’

Assim, encontramos duas equagoes que relacionam o momento generalizado com de-

rivadas do Lagrangiano, as quais chamamos de Fquagoes de Lagrange, isto é,

_8L . _6L
B 8q’i’ b= aqz"

Di (2.3)

2.2 Transformacao de Legendre, Hamiltonianos e Equa-
coes de Hamilton

A Transformacao de Legendre é uma ferramenta que possibilita transformar uma
funcao convexa definida em um espaco vetorial em outra que seja do espago dual. A ideia
consiste em encontrar uma fun¢ao que maximize a distancia em dado ponto p entre a funcao
original f e a reta que passa pela origem e possui inclinagdo p. Assim, buscamos por uma
fungao g(p) = pr — f(z) que possua um méaximo em x no ponto z(p). Formalizamos esse

conceito ao longo desta secao.

Definicao 2.2.1. Dado um subespago X de um espago vetorial real, dizemos que uma funcao

f: X — R é uma funcao convexa se
[tz + (1 —t)y) <tf(e)+ (1 -)f(y) VEtel0,1],Ve,ye X,

Dizemos que a funcdo f € uniformemente convera em um ponto x € X se 3\ > 0 tal que

M1 — 1)

J(A=t)a+ty) < (L—t)f(z) +tf(y) — lz—y|* Vye X, Vtelol].

Alguns resultados para fungoes convexas que podem ser tteis sao enunciados ao longo

desta secao.

Teorema 2.2.1. Toda fungdo uniformemente convexa de classe C? possui gradiente in-
vertivel sobre a imagem (a matriz das derivadas sequndas, chamada Hessiana, é positiva

definida).
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Demonstra¢io. Se f é uniformemente convexa, podemos reagrupar (1 — t)z + ty na forma

x +t(y — x) e notar que (1 —t) < 1 para obter

f(x—i_t(y_tx))_f(x) < f(y)—f(x)—;\|x—y|2.

Note que, ao fazer t — 0, o lado esquerdo da inequagdo acima representa o gradiente de f
na direcao x aplicado em y — x. Logo,
! A 2
f@)+ fi(2) - (y—2) < fly) = Sly —=["
E possivel repetir o procedimento alterando a posicdo de z e y para que a mesma inequacio

seja valida com essas posic¢oes trocadas. Somando ambas, alcanca-se

[f'(y) = f'(@)] - (y — ) > Nz —y.
Dado v € X, se escrevermos y — x = tv, entao

<Vf(a:+tv) — Vf(x)
t

,v> > \? = (V2f(x) - v,v) > Av].
Portanto, V2 f(x) > A, isto é, a Hessiana é positiva definida. ]

Definicao 2.2.2. Seja f : X — R wuma fungdo uniformemente convexa com dominio
em um espaco X. A Transformagio de Legendre (também chamada de Transformagdo de

Fenchel-Legendre) L da fung¢io f é expressa por

f*(y) = sup{{y, z) — f(x)}.

zeX

Note que f* é uma funcgao definida no dual de X, isto é, f*: X* — R. Portanto, y
é um funcional linear que leva vetores de X em R. Em particular, para X =TM, f =L, a

Transformagao de Legendre associada ao Lagrangiano L(q, q) é

H(q,p) == L*(¢,p) = sup {(p,q) — L(q,q)}. (2.4)

GET,M
Chamamos H(q, p) de Hamiltoniano. E possivel encontrar uma expressio mais simples
para a equagao (2.4) obtendo ¢ que maximiza a fungao
g:TyM — T;M
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Em ¢ que maximiza g, o valor de ¢'(¢) é nulo, isto é,

oL oL
1/ - 1/ - . . 1/ -
pu— _—— 5 pu— 0 : 7‘ y p— .
9'(q) =1'(4) 2 (¢, 4) 9 (¢;4) = p'(q)
Como consideramos L uniformemente convexa, sua Hessiana é positiva definida e,
portanto, 0L/0q é invertivel em . Assim, podemos escrever ¢ como fungao de ¢ e p, isto é,

4(g,p). Consequentemente,

Hig,p) <§§.’<q,q>,q> L4, (25

Note que a Transformacao de Legendre pode ser invertida considerando p como fungao
de ¢ e ¢, de modo que L(q,q) = sup{(p,q) — H(q,p)}. Além disso, a equacao (2.4) implica
que H(q,p)+ L(q,q) > (p,q), um resultado conhecido como Desigualdade de Fenchel (ou de
Fenchel-Legendre).

Se partirmos das Equagoes de Lagrange, podemos obter novas relagoes entre p, ¢ e H,

que sao chamadas Fquagoes de Hamilton.

Teorema 2.2.2. As FEquacoes de Lagrange sdo equivalentes as Fquacoes de Hamilton

,_ o
p_ aqa
_oH

Demonstragio. Podemos inverter a Transformacao de Legendre para alcangarmos

L(q,q) = pg — H(q,p). (2.6)

Pela Equacao de Lagrange para a forca generalizada,

. 0L 0. . oOH
D=5 = gq[pq—ﬂ(q,p)] TR

0 que mostra a primeira equagdo. Para a segunda equacgdo, basta derivar (2.6) com respeito

a p:
oL, .. Opq OH . OH

afp(q,q) — — ——(q,p) = ¢ = E

) op -



2.3. LAGRANGIANOS E HAMILTONIANOS DE T'ONELLI 9

2.3 Lagrangianos e Hamiltonianos de Tonelli

Nesta se¢ao, definimos as propriedades de um tipo de func¢oes Lagrangianas e Hamil-
tonianas que ¢é util para analisar casos mais gerais, nao necessariamente ligados a sistemas
mecanicos, mas que os engloba. Apresentamos esse caso mais geral, tarefa que foi simplifi-
cada pelo estudo dos principios elementares dessas fungoes, como visto nas segoes anteriores.

Mais detalhes podem ser vistos em [4, §].

Definicao 2.3.1. Uma funcao L : TM — R é chamada Lagrangiano de Tonelli se possuir

as sequintes propriedades:

1. L e C*TM);
2. L ¢é uniformemente convexa em ¢, isto é, OL*/0¢* € positiva definida;

8. L € superlinear em ¢: VA€ R 3IB(A) € R;  L(q,q) > Al|4ll, — B(A).

A propriedade da superlinearidade do Lagrangiano significa que a funcao possui um
crescimento mais rapido que qualquer funcao linear na varidvel ¢. O exemplo mais tradi-
cional é o Lagrangiano mecéanico (que definimos como Lagrangiano natural), associado as
energias cinética e potencial na forma L =T — U, ja estudado acima. Outro exemplo é o de
Lagrangianos Riemannianos, definidos em uma variedade Riemanniana 7'M com métrica g

e , . lldll,>
e expressos pela energia cinética, isto ¢, L(q,q) = —5~ =T.

. 2
G—X(q
%, sendo X um

Um ultimo exemplo é o de Lagrangianos de Mané, Lx(q,q) =
campo vetorial C* em M, k > 2. O objetivo é fazer uma imersiao do fluxo ,* no fluxo de

Euler-Lagrange do Lagrangiano.

J& vimos a Transformacao de Legendre e sua funcionalidade para levar a funcao La-
grangiana na funcao Hamiltoniana, definida no espago cotangente. A definicdo de Hamilto-
niano de Tonelli é bastante semelhante aquela do Lagrangiano, com excecao do espaco de

dominio da funcao.

Definicao 2.3.2. Uma fungcaio H : T*M — R é chamada Hamiltoniano de Tonelli se:

1. H e CX(T*M);
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2. H é uniformemente conveza em p, isto é, OH?/Op* é positiva definida;

8. H ¢ superlinear em p: YC € R IK(C) € R;  H(q,p) > C|lpl, — K(C).

2.4 Mudanca de variaveis em sistemas Hamiltonianos

Para simplificar as contas, aqui utilizamos o espago de fase bidimensional, isto é, o
plano R?. Se um dado sistema possui Hamiltoniano H : R? — R, podemos pensar no
que ocorre quando ¢ realizada um mudanca de variaveis, isto é, uma aplicacdo g na forma
9(q,p) = (Q, P). Nessas novas variaveis, podemos considerar um Hamiltoniano K(Q, P) =
H(q(Q, P),p(Q, P)), e buscamos verificar os casos para os quais K obedece as Equagdes de

Hamilton. Isso pode ser alcancado através do teorema a seguir.

Teorema 2.4.1. Dados um Hamiltoniano H(q,p) e uma fung¢io que atua como uma mudanga

de coordenadas
g:R? — R?
(q,p) — (Q, P).

inversivel, se g preservar a drea e a orienta¢io, o Hamiltoniano K(Q,P) =
H(q(Q, P),p(Q, P)) € equivalente a H, isto é, ambos possuem as mesmas solugoes para as

FEquacoes de Hamilton, cada um nas suas respectivas coordenadas.

Demonstracao. Para simplificar a notagao, denotamos temporariamente a derivada parcial

de uma fungao f(q,p,t) com respeito a ¢, p ou t respectivamente por f,, f, e f.

Supomos que (q(t),p(t)) é solucao da Equagao de Hamilton para H(q,p). Afirmamos
que, nas hipéteses do teorema, g(q,p) = (Q, P) satisfaz as Equagoes de Hamilton para
K(Q, P). Note que

Q = Qqq + Qppa
P = P,j+ Byp.

Pela defini¢ao de g, sabemos que

Dg(q,p) = (%1’ %’) :
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Consequentemente, (Q, P) = Dg(q,p) - (¢,p). Como (g, p) satisfaz as Equacoes de Hamilton,
pode-se utilizar o fato que H(q,p) = K(Q(q,p), P(q,p)) e a regra da cadeia para obter

¢g=H,=KoQ,+ KpPF,,

p=—H,=KoQq— KpP,.

Isso pode ser associado ao resultado anterior, com o que alcangamos

Q = Kp[Q,F, — QyP,] = det Dg(q,p)Kp,

P =—-KqlQ,P, — Q,P,] = —det Dg(q,p)Kg.

Como ¢ é uma aplicagdo que preserva area, temos det Dg(q,p) = 1. Com isso, con-
cluimos que (@, P) satisfazem as Equa¢oes de Hamilton para o Hamiltoniano K(Q, P). Para
a reciproca, utiliza-se a funcao ¢—!, que também preserva 4rea e orientacdo. O argumento é

andlogo ao que foi utilizado acima. O]

Ainda com relagdo as mudancas de coordenadas, podemos enunciar o conceito de
coordenadas ciclicas, que podem ser tteis no estudo do caso em que o Hamiltoniano sé

depende de uma das variaveis.

Definigao 2.4.1. Dizemos que p é uma coordenada ciclica para o Hamiltoniano H(q,p) se

H(q,p) = H(q), isto é, nao hd dependéncia em p na fungio H. O mesmo é dito de q quando
H(q,p) = H(p).

Para exemplificar, seja H(g) um Hamiltoniano que depende sé da variavel q. Pelas

Equa(;ées de Hamﬂton, temos que
] = - O

e, assim, concluimos que ¢ é constante.

E possivel questionar se existe algum método para encontrar transformagoes com
as quais as Equagoes de Hamilton continuam sendo obedecidas nas novas variaveis. Isso
pode ser respondido com a utilizagdo de uma fungdo geradora de transformacao candnica.

Para que as novas coordenadas sejam candnicas, o sistema deve obedecer ao Principio da
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Minima Acao, sendo que o Lagrangiano pode ser obtido através da Transformacao inversa

de Legendre. Assim,

to .
5| PQ- K(P,Q)dt=0,
t1

to
6 [ pg— H(g,p)dt=0.

t1

Para que isso ocorra, devemos ter

ds

Apg — H(q,p)) = PQ — K(Q,P) + T (2.7)

sendo S : R?> — R a chamada funcao geradora da transformacao canoénica g. A funcao
S é 1util para trazer informacao sobre a transformacao somente se metade de suas varidveis
sao das coordenadas antigas e a outra metade das novas. Consideramos apenas o caso em
que A = 1. Podemos também considerar que S possivelmente é dependente do tempo. A
seguir, enunciamos os quatro tipo de fungao geradora e, para cada uma, aplicamos (2.7) para

encontrar as novas variaveis.

« Funcao geradora do Tipo 1: S = Si(q, Q,1).

A equagao (2.7) se torna

Como as varidveis sao independentes, devemos ter p = S, P = S, K = H + 5},.

« Funcao geradora do Tipo 2: S = Sy(q, P,t) — QP.
Aplicando o argumento andlogo ao do item anterior, vemos que p = Sy, QQ = Szp, K =
H + S2t'

» Fungao geradora do Tipo 3: S = S3(p, Q,t) + qp.
Novamente utilizamos a equagao (2.7) e o fato de que as varidveis sao independentes
para alcangar P = S3q,q = S3,, K = H + S3,.

« Fungao geradora do Tipo 4: S = Sy(p, P,t) + qp — QP.

Pelo mesmo método dos itens anteriores, obtemos @ = Syp, ¢ = Sy, e K = H + Sy;.
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2.5 Teoria de Hamilton-Jacobi

Seria conveniente se pudéssemos obter um novo conjunto de coordenadas (@), P) €
T*M no qual todas as variaveis de K(Q, P) sdo ciclicas, isto é, as equagoes de movimento

podem ser descritas por

oK .

P Q; =0, (2.8)
0K .

~50, ~h =0 (2.9)

A essas equagdes, sao também associadas condigbes iniciais para g e p, isto ¢, ¢(0) = qo,
p(0) = po. Utilizando uma fungao geradora S : T*M x [0,00) — R, podemos também

escrever o novo Hamiltoniano como

K(Q,P) ZH(q,p)Jraaf-

Buscamos uma equagao que S deve satisfazer para que K seja nulo. Por conveniéncia,

escolhemos uma fungao geradora que depende de (¢, P, t), isto é, do Tipo 2. Pelo que vimos

na secao anterior, devemos ter p = %:j' Entao, a equagao a ser satisfeita é
oS oS oS
H ql,...,qn,,...,> + — =0. 2.10

A equagdo (2.10) é chamada de Equagdo de Hamilton-Jacobi. Suponha que exista
uma solu¢do para essa equagdo na forma S(qi, ..., Gn, C1y ..y Cn,y Cri1, t), sendo os valores ¢;
constantes independentes de integracao. Tal solucao é chamada solu¢ao completa da Equacao
de Hamilton-Jacobi. Como consideramos somente derivadas parciais de S com respeito a
t, uma das constantes (digamos, ¢,;1) é irrelevante, o que nos deixa com apenas n. Pela

equagao (2.9), sabemos que os valores de P sdo constantes. Portanto, podemos fazer a



14 CAPITULO 2. PRINCIPIOS DA MECANICA LAGRANGIANA E HAMILTONIANA

identificacdo P; = ¢;. Denotamos por ¢ = (cq,...,¢,) 0 vetor cujas n componentes sao as

constantes c;.

Como escolhemos uma funcao geradora do Tipo 2, obtemos os valores de p e ) através

das relacoes vistas anteriormente:

_05(¢g; ¢ t)
p’L - aql 9
~05(q, 1)
Ql - acz 9

sendo que @); é constante para cada i pela equac¢do (2.8). Assim, podemos denotar ) =
(b1, ...,b,) = b e, consequentemente, é possivel escrever ¢; em funcao de ¢, b e t pelo teorema
da funcao implicita. Do mesmo modo, podemos escrever p; em funcdo das mesmas trés

variaveis. Com isso, obtemos uma solucao (g, p) para as Equagoes de Hamilton.

Um caso particular é quando o Hamiltoniano H nao depende do tempo. Nessa situa-

¢ao, podemos usar a funcao caracteristica do Hamiltoniano, que pode ser expressa na forma

W(q,c) = S(q,c,t)+ at, (2.11)

sendo a uma constante. Essa equacao é basicamente uma separacao da parte temporal

relacionada a fungdo geradora S. Com isso, obtemos a relacao

oW
H (qi,aq) = 1. (2.12)

Note que essa nova equacao nao é dependente do tempo. Com isso, é possivel mostrar
que a fungdo caracteristica W (q, P) gera uma transformacao canonica na qual todas as

coordenadas sao ciclicas. Como W é do Tipo 2, vemos que
ow

N dq;’
ow oW

T OP  0c

Di

Qi

Como a fungao W nao é dependente do tempo, entdo K(Q, P) = H(q,p) = ¢;. Esse

novo Hamiltoniano obedece as Equagoes de Hamilton e, portanto,
. 0K
pi = a3~ = 07
Q)
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. 0K 1, i=1,
Qi:acf{o, PA1

Nesse caso, podemos definir as constantes b; = %—CW e vemos que as solugoes sao da
T

formaPZ-:ci,let—i—bleQi:bi, Z7é1

Passamos agora para o caso em que a Equacao de Hamilton-Jacobi pode ser simplifi-

cada através de separacgao de variaveis.

Definig¢ao 2.5.1. Se a fung¢io S(q,c,t) pode ser escrita na forma S(q,c,t) = Si(q1,c,t) +

S (g2, -y qn, ¢, t), dizemos que a varidvel g, é separdvel.

Supondo que todas as coordenadas sdo separaveis, entao a Equacao de Hamilton-

Jacobi ¢é dita completamente separavel e possui uma solugao S na forma
S(Qv ) t) = Z SZ(QH C, t)a

o que implica também na separacao do Hamiltoniano, que agora pode ser analisado através
de n equacgoes separadas. Se o Hamiltoniano nao for dependente do tempo, a expressao é
ainda mais simplificada, adotando o seguinte formato:

oW
H \qg,—.,c1,....cn | =c1. 2.13
(R (2.13)

Esse caso separavel e nao dependente do tempo é o que sera considerado a partir de agora.

Mais detalhes sobre a Teoria de Hamilton-Jacobi podem ser consultados em [5].

2.6 Variaveis acao-angulo

Para esta se¢do, utilizamos a exposicao feita por Lemos em [7]. Detalhes adicionais
podem ser consultados nessa referéncia. Um conjunto de variaveis (I, ¢) que oferece suporte
ao estudo de problemas nos quais o movimento é periédico é o de agao-angulo. A coordenada
¢ representa o angulo (como em coordenadas polares) do espago de fase, enquanto I é
chamada de acao e pode ser associada a area da regiao com energia total constante FE,

limitada por uma trajetéria periddica em torno de um ponto de equilibrio. Note que essa



16 CAPITULO 2. PRINCIPIOS DA MECANICA LAGRANGIANA E HAMILTONIANA

construcao é analoga a toros invariantes no espaco de fase, o que é 1til para o estudo de

sistemas integraveis e outros topicos que sao abordados no Capitulo 3.

As variaveis de acdo em um sistema separavel e periddico de n graus de liberdade

podem ser definidas pela expressao

1
o %p q ( )

E possivel escrever o Hamiltoniano unicamente em funcao das varidveis de acio, sendo
que é comum utilizar a notagdo K (I) para representar esse Hamiltoniano transformado.
Essa mudanca é possivel pois I; pode ser escrito em funcao dos valores cy, ..., ¢, e, além
disso, podemos inverter essa relacao e escrever ¢; em funcdo das varidveis de acao, isto é,
c1(Iy, ..., I,). Isso implica na possibilidade de expressar o Hamiltoniano na forma desejada

pela equagao (2.13), de forma que
K(Il, couy [n) = H([l, 7In> = Cl(Ila 7[n)

Como I = (14, ..., 1,) e ¢ = (1, ..., ) formam um par de coordenadas candnicas através da
funcao caracteristica W (q, I), o novo Hamiltoniano K (I) obedece as Equagoes de Hamilton.
Assim, vemos que a coordenada I ndo varia com o tempo, enquanto ¢ varia entre [0, 27| de

maneira constante, dependendo apenas do valor de I. De fato,

dl, 0K

Tt 0, (2.15)
G = a1 =) (2.16)

Assim, vemos que o dngulo ¢; pode ser expresso diretamente por ;(t) = ¢;(0) + w(I;)t.

Um exemplo para a construgao dessas variaveis pode ser dado pelo oscilador harmoénico

. . . . . . 7’ 2 2 2 2
bidimensional cujo Hamiltoniano ¢ H(q,p) = “&~ + qu, sendo a e b constantes. Para um

Normrr:

nivel de energia constante H = E, é possivel escrever p em funcao de ¢ como p = -

Note que, no caso em questao, a variavel de acao I é a area da elipse centrada na origem
V2E . _V2E

com extremidades no eixo vertical em == == e extremidades no eixo horizontal fixadas

m \/EE o _V2E

e ;= Um esbogo da regiao que definimos pode ser visto na figura a seguir.
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-

=]

2F 2FE

X
b

A varidvel de agao pode ser calculada pela expressao (2.14). Pela simetria do problema,

podemos multiplicar a equacao original por dois, visto que a area positiva e negativa devem

ser consideradas, e utilizar os valores maximos do eixo horizontal da elipse como limites de

integragdo. Com isso, obtemos

1 92 [V2Eb oF 2
- T _ h2,2 _ - 2
I_Qwa/_@? 2E qug—abﬂ/_gcosudu
FE
— [ = —.
ab

Consequentemente, aplicando a equacao (2.16), concluimos que ¢ = ab = w(I) é a

frequéncia da oscilagdo, enquanto a variavel angulo pode ser expressa por ¢ = ¢(0) + w(/)t.






Capitulo 3
Teoria KAM

Para enunciar os principais resultados da Teoria KAM, é preciso, primeiramente,
fazer uma breve recapitulagdo sobre sistemas integraveis, incluindo o conhecido Teorema
de Liouville-Arnold-Jost e suas consequéncias. Em seguida, tratamos das perturbacoes em
sistemas integraveis e o Teorema KAM propriamente dito. Boa parte do que se segue pode

ser encontrado com mais detalhes em [1, 2, 3, 7, 9, 10].

3.1 Teorema de Liouville

A seguir, apresentamos dois teoremas atribuidos a Liouville: o primeiro afirma que
o fluxo de fase das equagdes de Hamilton preserva volume, enquanto o segundo, chamado
de Teorema de Liouville-Arnold-Jost, busca reduzir a ordem de um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias a serem integradas, sendo possivel reduzir pela metade a quantidade
de integrais primeiras necessarias, cujo conjunto de nivel Mg pode ser identificado com um
toro n-dimensional, além de demonstrar que o fluxo de fase é condicionalmente periédico em

M.

Definicao 3.1.1. O espagco com coordenadas qi,qo, ..., Gn, P1, ..., Pn de dimensdo 2n é cha-

mado espago de fase.

Para explorar o teorema, ¢ necessario que seja definido o conceito de fluxo de fase, que,
por sua vez, ¢ introduzido como um grupo uniparamétrico. Tais noc¢oes sao desenvolvidas a

seguir.

19
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Definigao 3.1.2. Sejam G(x) e H(:) dois grupos. Um homomorfismo de grupos é uma

fungdio ¢ : G — H tal que, para quaisquer x,y € G, vale que

p(rxy) = o) - o(y).

Se o homomorfismo de grupos ¢ : R — G for uma fungao continua, dizemos que o conjunto

{¢' € G;t € R} representa um grupo uniparamétrico.

Definigao 3.1.3. Sejam q(t) e p(t) solugoes das equagoes de Hamilton. Chamamos de fluzo

de fase ao grupo uniparamétrico de transformagoes do espago de fase

9"+ (q(0), p(0)) — (q(t), p(t)).

Teorema 3.1.1. Dada uma fungio f : R® — R", considere o sistema de equagcoes diferen-

ciais ordindrias
q(t) = f(q(t))
{ a0) = o (3.1)

comt € [0,00) e um fluro ®4(q) : R" — R™ de modo que %@t(q) = f(P(q)). Sediv f =0,
para qualquer regido aberta conexa A C R™, o fluxo preserva o volume quando aplicado em
A, isto ¢,

vol(®,(A)) = vol(A).

Demonstragio. Denotamos por V (t) o volume da regiao ®;(A) no tempo t. A defini¢ao de

volume e o Teorema de Mudanca de Variaveis implicam que
V(t) = / dy = /det ! (q) dg.
B4 (A) A

Basta mostrar que o volume nao varia com o tempo, isto é, V/(t) = 0 ¥Vt € [0,00). Para
isso, utilizamos a Formula de Jacobi para derivada de determinante ao derivar a equacao

anterior, o que nos deixa com

V(o) = [ flaertita)n = [ e T (470 Golla) ) do
A A

Pela definigao do fluxo ®;(q) e com o auxilio da regra da cadeia, obtemos

V() = [ det®;(q) Tr (9)7(a) - ['(@(a) - @(a)) = [ det }(q) div f(®i(q))dg = 0. O
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Corolario 3.1.1.1. Para o fluxo de fase associado as Equagoes de Hamilton, temos

. 0 (0H 0 (—0H

Logo, aplicando o teorema visto acima, concluimos que esse fluxo preserva volume.

Antes de passar para o proximo resultado, é necessario definir alguns conceitos, tais
como sistemas integraveis, colchetes de Poisson e fungoes em involugdo. Com essas definigoes,

o Teorema de Liouville-Arnold-Jost pode ser enunciado.

Definicao 3.1.4. Dadas duas fungoes f,g que dependem de q,p, definimos o colchete de

< (0f 99 9f dg
[f, g] _; (aQi Op;  Op; aqi)

Dizemos que duas fungoes estdo em involucao quando seu colchete de Poisson for igual a

Poisson delas como

ZEero.

Definicao 3.1.5. Dado um sistema com Hamiltoniano H, dizemos que uma funcao F €
uma integral primeira do sistema se [F, H| = 0. Se um sistema pode ser reduzido a integrais

primeiras, entdao ele é integrdvel.

Observagao 3.1.1. Outra forma equivalente para definir uma integral primeira é como
uma funcao F' tal que, dada uma solucao (¢(t), p(t)) da Equagao de Hamilton, F'(q(t), p(t)) é
constante para qualquer ¢t € R no qual a solugao esté definida. Mostramos que essa defini¢ao
implica na anterior. De fato, se F'(¢q(t),p(t)) é constante, entao

0= 0.00) =5 (Gha+ 500) = 3 (G50 - LS —mm
Observacao 3.1.2. Quando um sistema de equacoes pode ter sua solugao expressa por meio

de integrais, dizemos que ele ¢ integravel por quadraturas.

Teorema 3.1.2 (Liouville-Arnold-Jost). Considere uma variedade M de dimensao 2n. Se-
jam Fy, Fy, ..., F, funcoes em involucao entre si, de modo que o sistema Hamiltoniano é

integravel, isto é, [F;, H| = 0 para qualquer 1 < i <mn. Definimos
My={q € M;Fi(q) = fi,1 <i<n}.

Adicionalmente, supomos que essas fungoes sao independentes em My, isto €, o conjunto de
vetores gradientes { DFy, DF;, ..., DF,} € linearmente independente em quase todo ponto de

M. Entao,
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1. O conjunto My é uma variedade suave e invariante pelo fluxo de fase com Hamiltoniano

H=F.
2. Se My for compacto e conexo, entdo é difeomorfo a um toro n-dimensional.

3. O fluxo de fase com Hamiltoniano H determina um movimento condicionalmente pe-
riodico em My. Em outras palavras, nas coordenadas angulo p=(ip1, ..., ©n),

dyp
— =w(f (3.2)

4. As equagoes canonicas com Hamiltoniano H podem ser integradas por quadraturas.

Nao é o intuito deste trabalho oferecer uma demonstracao desse teorema, que pode

ser vista detalhadamente em [1], juntamente com lemas utilizados ao longo da prova.

3.2 Teoria de perturbacao

3.2.1 Perturbacoes em sistemas integraveis

Vimos anteriormente os sistemas considerados integraveis. Nesse tipo de sistema,
existe uma mudanga de coordenadas (isto é, uma transformagao canoénica) que leva as va-
ridaveis (¢, p) em (I, ), as varidveis de agao-angulo. Nesse caso, cada a¢do I é uma integral
primeira do sistema, enquanto os dngulos ¢ mudam uniformemente com frequéncia constante

_ oty
Ol

W

No sistema integravel, existem n integrais primeiras em involugao, que sao as variaveis

acao. Pelo Teorema 3.1.2, vemos que os conjuntos de nivel dessas integrais sao toros n-
dimensionais. O espaco de fase, portanto, é 2n-dimensional. Em tal situacdo, um dos
objetivos principais ¢ estudar as curvas geradas pelas equagoes de Hamilton no espaco de fase
gerado pelo espacgo n-dimensional com coordenadas I em produto com o toro n-dimensional

com coordenadas angulares ¢. Tais curvas sao expressas por
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OH . OH

jo_of ot
8,7 Y7ol

O principal objetivo da Teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser é estudar sistemas que
nao sao integraveis mas que podem ser aproximados por um que seja. Assim, podemos
considerar a nao-integrabilidade como uma perturbagdo no Hamiltoniano, isto ¢, se Hy é o
Hamiltoniano do sistema integravel nao perturbado, definimos um novo Hamiltoniano H de
forma que

H(I, ) = Hy(I) + eHy(I,9), <1, (3.3)

sendo I, ¢ as variaveis de agdo-angulo e e H; a perturbacao, que supomos ser 2m-periédica nas
variaveis angulo. Um sistema desse tipo que possui a perturbacao suficientemente pequena

¢é usualmente chamado de sistema Hamiltoniano quase integrdvel.

Definicao 3.2.1. Dizemos que um sistema Hamiltoniano é nao-degenerado em Iy se

0*H,

det | — 0.
l 0ly? 7
Algo que surge no estudo de sistemas perturbativos desse tipo é a tarefa de analisar

em quais casos é possivel realizar a passagem das variaveis (g, p) para (I, ¢), isto é, encontrar
uma transformagao canoénica que faca essa mudanca. O que o Teorema KAM afirma é que,
se a perturbacao for suficientemente pequena, é possivel realizar a mudanca de variaveis

desejada.

Antes de tratarmos da Teoria KAM propriamente dita, vemos os seus antecedentes,
em particular, o estudo de um sistema da forma (3.3). Propomos estudar o problema encon-
trando uma transformagao canonica que leve o sistema para um novo conjunto de variaveis
acao-angulo, isto é, g : (I,¢) — (J,60). Inicialmente, consideramos uma fungao geradora
S(J,p) = Jo+v(J,p), sendo v uma fungao periédica e suficientemente pequena. Seguindo
o que vimos no capitulo anterior, as variaveis I e # sdo expressas por

{ I=D,S=.J+ Dy
0=D;S=¢p+ Djv.
Queremos construir a funcao v para ter H(I,¢) = K(J), sendo K uma nova funcdo a

determinar. Aplicando isso na definicao de H, obtemos

Hy(J + Dyv) +eHy(J + Dyv, ) = K(J).
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Para facilitar o problema, supomos que as derivadas de v sdo da ordem de . Expandindo o

lado esquerdo em uma série de Taylor e desprezando os termos O(g?), resta
H(](J) + DHo(J> . Dch + €H1(J, QO) = K(J)
Utilizando a frequéncia w(J) = DHy(J), obtemos uma EDP linear:

W(J) - Dyv + eHy(J, ) = K(J) — Ho(J). (3.4)

3.2.2 Os coeficientes de Fourier

A ideia a partir daqui é utilizar séries de Fourier na construcao da funcao v, expres-
sando a perturbacao e H; nesse formato. Para simplificar um pouco a escrita, consideramos
o toro n-dimensional como T" = [0, 27|" em lugar de [0, 1]”. Assim,

eHi(J ) = 3 f(J k)e™?.
keZn

Os coeficientes podem ser expressos através de

~ 1 )
T k) = / Hi(J, p)e *°do.
f( ) ) (271')” " € 1( 90)6 2
Buscamos uma funcao v na forma de uma série de Fourier, isto é,
o(J ) =Y (] k)e™e. (3.5)

kGZ"
Aplicando esses resultados na equagao (3.4), alcangamos
i S (W) - k)o( ke + ST F(J k)e*? = K(J) — Ho(J).
kezm ke7Zn
Buscando por uma funcao v que seja real, devemos considerar que os coeficientes © sao
imaginarios. Abrindo as exponenciais em termos de senos e cossenos e separando os termos

reais e imaginarios, obtemos uma expressao para v em termos de k:

3 cos(l- ) (K) + i) - KSR = K (J) = Ho()
)

A

ikgzjn sin(k - )[f(J, k) +i(w(J) - k)o(J, k)] =0

o que implica em
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3.2.3 O problema dos pequenos divisores

Na equagao (3.6), o resultado s6 é valido para o caso em que k # 0, visto que a
divisdo por zero é invalida. Porém, ha a possiblidade de existirem outros zeros para a
expressao w(J) - k, o que impossibilitaria a constru¢do de uma solugao desse tipo para o
problema proposto. Esse tipo de problema foi encontrado no século XIX quando buscava-se

uma simplificacao para o problema de n corpos através do método das séries de Fourier.

A questao dos zeros de w(J) - k se relaciona com o conceito de toros ressonantes e

nao-ressonantes, que podem ser definidos da seguinte forma:

Definigao 3.2.2. Sejam x = (X1, ..., Xn) @ dire¢io de um fluzo linear no toro n-dimensional
e z = (21,...,2n) um vetor em que cada componente é um nimero inteiro. Considere a
equacao

z-x=0. (3.8)

-

E claro que somente uma das sequintes alternativas € vdlida:

1. Eziste z € Z" com alguma componente nao-nula que satisfaz (3.8).
2. A dnica solugao para (3.8) € a solugao trivial z = 0.

No primeiro caso, a frequéncia x é chamada ressonante. No sequndo, é dita nao-ressonante.

E vélido notar que, no caso de um fluxo na direcio da frequéncia ressonante, existe
uma conexao com o ponto inicial, isto é, ha periodicidade. No caso da frequéncia nao-
ressonante, nao ha periodicidade, porém o fluxo preenche o toro conforme o tempo avanca.
Para um toro invariante com agao I (com o Hamiltoniano da forma h([l)), é possivel associar
uma certa frequéncia w = %(II) unica, de modo que o toro pode ser chamado ressonante ou
nao-ressonante, dependendo da frequéncia associada. Costuma-se comparar a distribuicao de
toros ressonantes entre os nao-ressonantes como a dos niimeros racionais entre os irracionais.

Em particular, os toros ressonantes sao densos no espaco de fase mas possuem medida nula.

Voltando ao nosso caso, podemos aplicar o que vimos sobre toros ressonantes para

verificar que para qualquer Hamiltoniano da forma (3.3) com Hj integravel e nao-degenerado,
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existem divisores nulos para os coeficientes de Fourier vistos em (3.6) em todo aberto do
espaco de fase. Algo que poderia ser levado em conta seria a remoc¢ao dos pontos em que
w(J) - k se anula. Porém, mesmo nesse caso, nao ha como garantir a convergéncia das séries,

visto que os divisores sao arbitrariamente pequenos.

3.3 Teoria KAM

Nesta secao, seguimos a abordagem vista em [3], partindo de uma andlise do problema

dos pequenos divisores. No enunciado do Teorema KAM, seguimos a exposigao de [1, 2, 10].

3.3.1 O problema de Siegel

Vimos acima que, no problema dos pequenos divisores, ao buscar uma transformacao
de coordenadas, encontram-se coeficientes de Fourier cujos denominadores se anulam em
qualquer vizinhanca de um toro nao-ressonante no espaco de fase. A ideia proposta por
Kolmogorov ¢ de encontrar qualquer conjunto nao-vazio no qual a mudanca de coordenadas

estd bem definida. Tal problema foi analisado por Carl Siegel.

O primeiro fato a se notar diz respeito ao decaimento dos coeficientes de Fourier de
uma funcao suave f, isto é, para certo C' > 0 e b > 0 que pode ser arbitrariamente grande

dependendo da suavidade da funcao, vale que

A

Jr

< 3.9
B — ‘k‘b’ ( )

sendo que aqui consideramos a norma do maximo H kaB = I}l&é({” f(J )H} em um conjunto
€

compacto B (que pode ser, por exemplo, uma bola fechada). Consideramos também os
chamados conjuntos de vetores de frequéncia e os correspondentes conjuntos de valores J,

expressos respectivamente por

D7) = fw E R b | 2 g VR £ 0k €27, (3.10)

DI (v, 7) = {J € R" |k - w(J)| > TG Vk #£ 0,k € Z'}. (3.11)
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A desigualdade expressa nesses conjuntos é uma condi¢do de nao-ressonéncia, pois garante
que k- w # 0. Um conjunto da forma (3.10) é dito diofantino no caso T > n — 1, garantindo
que ele é nao-vazio' para um valor de ~ suficientemente pequeno, o que supomos a partir
de agora. A desigualdade que define a propriedade dos conjuntos diofantinos é chamada
condicdo diofantina. Para garantir que o conjunto D7 visto em (3.11) também seja ndo-vazio,
supomos adicionalmente que Hj é ndo-degenerado. O conjunto diofantino é relacionado com
um conjunto de Cantor, sendo que o interior vazio ¢ uma das principais propriedades a ser
consideradas. A ideia aqui é construir a mudanca de varidveis em pontos desse conjunto, sem
necessariamente estendé-la para por¢oes maiores. Para isso, estimamos o valor do coeficiente
de Fourier o(J, K) utilizando a desigualdade (3.9) e a propriedade diofantina, considerando

os valores de J em um conjunto B’ = D7 (y,7) N B. Assim,

A Z.JA(tL k) HJA( k) ‘B’ C
o(J, k)| 5 = < < .
|| ( )HB ( 7) k , |k’|_T ,y|k,|b_7—

Podemos escolher a func¢ao f suave de modo que b—7 > n, o que fara com que a série

de Fourier associada aos coeficientes 0(J, k) seja absolutamente convergente, isto é,

) ) C -
o/l =1 > o(Lker?| < > (loB)p <= > [k

keZ\{0} g kezm\{0} keZ\{0}
sendo que a ultima das séries converge no caso b — 7 > n. Consequentemente, a funcao
geradora foi construida, sendo restrita ao conjunto B’ em que a série de Fourier é convergente.
Contudo, o caso analisado por Siegel compreende um conjunto que nao possui interior, visto
que estd contido em DY (v, 7) que ¢ diofantino, o que nio corresponde a forma cldssica para

a construcao da fungao geradora.

3.3.2 O Teorema KAM

O problema de Siegel visto acima mostra que ¢é possivel encontrar uma transforma-
¢ao canonica através da qual o Hamiltoniano perturbado passa a depender unicamente da
variavel acdo, mas somente em um conjunto especifico que nao possui interior. Andrei Kol-

mogorov utilizou as ideias de Siegel para tentar ampliar o conjunto de convergéncia das séries

IEssa afirmacdo ndo é trivial. Algumas ideias a respeito disso podem ser vistas no glossario do livro de
Dumas [3]. Basicamente, tais conjuntos sdo ndo-vazios para um valor de 7 suficientemente pequeno, sendo
que sua medida se aproxima da medida total em R™ conforme v — 0%.
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de Fourier, afirmando a existéncia de grande quantidade de toros invariantes que nao sao
destruidos pela perturbacao. A demonstracao dessa afirmacao foi iniciada pelo proprio Kol-
mogorov, mas terminada por Vladimir Arnold e, posteriormente, complementada por Jiirgen
Moser. Na literatura hd uma ampla variedade de apresentacoes diferentes do Teorema KAM.
Aqui, enunciamos primeiramente uma parafrase escrita por Arnold em [1] que introduz bem

as ideias principais do teorema:

Teorema 3.3.1 (KAM). Se um sistema nao perturbado é nao-degenerado, a maioria dos
toros invariantes nao-ressonantes nao desaparece para perturbacoes Hamiltonianas conser-
vativas suficientemente pequenas. Esses toros invariantes sao apenas deformados levemente,

preenchendo densamente o espaco de fase do sistema perturbado.

Arnold comenta a demonstragao do teorema em [1], o que apresentamos aqui breve-
mente. Primeiramente, deve-se fixar o conjunto de frequéncias D(vy, 7) e considerar toros
nao-ressonantes do sistema nao perturbado com um valor fixo para frequéncia. A ideia é
procurar por toros invariantes do sistema perturbado nos quais ha movimento condicional-
mente periddico cuja frequéncia é a mesma dos toros fixados. Isso faz com que seja con-
siderado somente o caso em que nao ha variacao de frequéncia na perturbagao de um toro
nao-ressonante, o que pode ser garantido com condi¢oes iniciais dependentes da frequéncia

e valores ¢ suficientemente pequenos na perturbacao.

Para encontrar um toro invariante, em vez de utilizar uma expansao em série em ter-
mos da perturbacao, usa-se um método como o de Newton para aproximacao de raizes de
uma equagao algébrica, sendo que o erro inicial da aproximacao é da ordem de ¢, enquanto
o erro apds n iteracoes do procedimento é de ordem 2", o que reduz a influéncia dos pe-
quenos divisores, fazendo com que seja possivel encontrar uma solucao convergente. Para
realizar tal procedimento, as hipéteses sobre Hj sao de analiticidade e ndo-degenerescéncia,
enquanto para £ H; necessitamos de analiticidade, periodicidade na variavel angulo (com pe-
riodo 27) e de um valor de ¢ suficientemente pequeno. Com isso, garante-se a convergéncia

da aproximagao e a existéncia de toros invariantes no sistema perturbado.

Uma forma equivalente de enunciar este teorema é supor as propriedades diofantinas
de certas frequéncias como hipétese, além de outras condigoes, que facilitam a demonstracao.

Vale notar que considerar essas frequéncias é também o caminho seguido na demonstracao
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da afirmacao acima. Nao apresentamos uma demonstragao completa do resultado, que pode

ser vista em [10].

Teorema 3.3.2 (KAM - Versao 2). Considere um sistema Hamiltoniano da forma (3.3),
isto €,

Supomos que as sequintes hipoteses sejam satisfeitas:

1. Existe certo J' € R™ tal que a frequéncia w' = DHy(J') pertence a D (v, T) para algum

valor de v, T > 0.
2. A Hessiana D*Hy(J') é inversivel.

3. As fungoes Ho(I) e Hy(1,p) sdo reais e analiticas.

Sob essas condicoes, considerando uma vizinhanga V de J', existe ey > 0 tal que, se
leH1l||y, < €0 (considerando a norma do mdzimo na vizinhanga V), entdo o sistema (3.12)

possui solucoes quase-periddicas com frequéncia w'.

Um tradicional exemplo de aplicagao da Teoria KAM é o de difeomorfismos no circulo,
que pode ser visto em [10]. A ideia geral é considerar as fungoes ¢ : R — R equivalentes a
um difeomorfismo no circulo. Para isso, devemos ter ¢(z) = z+7)(x), sendo (x+1) = 7j(x) e
7'(z) > —1. O caso mais simples é o de rotagoes, que podem ser expressas por uma func¢ao na
forma R, (r) = x+«a. Assim, busca-se entender a dindmica quando a func¢ao ¢ é uma rotacao
perturbada pela funcao periddica 7(x), isto é, ¢(z) = x+a+7(z). O desenvolvimento de tal
problema pode ser encontrado na referéncia supracitada. Outros exemplos podem ser vistos

em [11].






Capitulo 4
Teoria KAM-fraca

Vimos que a Teoria KAM apresentada em sua forma classica estuda sistemas nao inte-
graveis considerando uma perturbacao suficientemente pequena no Hamiltoniano integravel.
A Teoria KAM-fraca, por sua vez, busca responder problemas nos quais tal perturbacao nao
é tao pequena. Consequentemente, a abordagem perturbativa se torna ineficaz, e migramos
para uma teoria global, mas muito mais fraca que a anterior. Nesta exposicao, seguimos
as abordagens de [2, 4, 8, 12, 13]. Primeiramente, tratamos do conceito de valor critico
para a fungdo Hamiltoniana e das subsolugoes criticas. Entao, introduzimos o semigrupo
de Lax-Oleinik e o Teorema de Fathi, também chamado Teorema KAM-fraco. Em seguida,
apresentamos a barreira de Peierls e os conjuntos de Aubry. Ao final, enunciamos alguns

resultados sobre regularidade de solugoes.

4.1 Valores criticos para o Hamiltoniano e subsolucoes cri-
ticas

Continuamos a considerar a variedade M definida como no Capitulo 2. Assumimos

que os Hamiltonianos e Lagrangianos vistos a partir daqui sao de Tonelli.

Definicdo 4.1.1. Seja H : T*M — R um Hamiltoniano de Tonelli de classe C*, k> 2. O

infimo dos valores ¢ € R para os quais existe uma funcio u : M — R de classe C* tal que
H(q,du(q)) <c Yge M

¢ chamado de valor critico de H e expresso por c[H].

31
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Definicao 4.1.2. Uma fungio u : M — R é chamada subsolucao critica para H se for de
Lipschitz e se
H(q,du(q)) < ¢[H] para quase todo g € M.

Denotamos por SS[H| o conjunto dessas subsolugoes criticas.

Essa definicdo é ttil para nosso proposito, que consiste em estudar as solugoes da
Equacao de Hamilton-Jacobi

H(q, du(q)) = c[H]. (4.1)

Observagao 4.1.1. O conjunto SS[H| das subsolugoes criticas é um subconjunto nao-vazio,
compacto e convexo de C°(M;R). O fato de ser ndo-vazio ¢ demonstrado considerando uma
sequéncia {u;} de fungdes C! associada a uma sequéncia de nimeros reais {c;}, de modo
que H(q,dux(q)) < ¢ para todo ¢ € M. Com isso, aplica-se a hipétese da superlinearidade
de H e um lema que garante que, nesse caso, existe uma sequéncia {q} que converge para
q tal que dug(qr) — du(g). A compacidade é obtida da superlinearidade de H em adigao ao

Teorema de Arzela-Ascoli. A convexidade é consequéncia da convexidade de H em p.

Com uma funcao Hamiltoniana definida, é possivel encontrar um Lagrangiano de
Tonelli L associado a H através da Transformagao de Legendre, com o qual podemos enunciar

o seguinte teorema, que representa uma caracterizagao para subsolugoes criticas:

Teorema 4.1.1. Uma fungio u : M — R é uma subsolugdo critica para H se, e somente

u(y(8) ~ ulr(a)) < [ LG3(5),4(5)) ds + clH)b ~ a) (12)

para toda curva de Lipschitz 7y : [a,b] — M.

Demonstracao. Primeiramente, supomos que v : M — R é uma subsolucao critica para H.
Seja 7y : [a,b] — R uma curva de Lipschitz qualquer. O resultado para o caso geral pode
ser estendido a partir do caso especial em que u ¢ de classe C*, no qual podemos utilizar o

Teorema Fundamental do Célculo e uma parametrizacgao:

b

du(t)dt = [ (du(1(5)),3(s)) ds.

a) a

ur (1) = s () = [ Z“’)
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Pela desigualdade de Fenchel, sabemos que (du(7y(s)),%(s)) < L(v,5) + H(y,du(y(s)))-

Portanto,

b b b
u(r(8) — u(r(@) < [ Ly A)ds+ [ H (o du(r(9)ds < [ L(74) ds + (b~ a).
A dltima desigualdade foi obtida utilizando a definicao de c¢[H].

Para o caso geral, podemos aproximar u por uma funcao suave u® : M — R através

da convolucao!, de modo que

H(q,du(q)) < c[H] +¢.

O resultado desejado pode ser obtido através de um método andlogo ao anterior e a aplicagao

de um limite com ¢ — 0

Reciprocamente, se uma fungdo u satisfaz a equagdo (4.2) para qualquer curva de
Lipschitz v : [a,b] — M, podemos fixar x,y € M, considerar a distdncia geodésica d dada
pela métrica Riemanniana em M e escolher 7 : [0,d(x,y)] — M como uma geodésica de

velocidade constante que liga x e y, de modo que

d(z,y)

uly) —u(@) < [ L(s).4(s)) ds + c{H]d(x.y).

Como “(s) é constante, isto é, ¥(s) = &, para algum escalar £, entdo, definindo = :=

max{L(a, 5) : (o, B) € TM, |||, < £}, alcancamos

[ L06),4(6)) s + el H)d(ev) < (2 -+ clH]d(, ),

o que mostra que u é Lipschitz em M. Supondo que ¢ é um ponto em que u é diferenciavel,

escolhemos a curva v tal que (7(0),5(0)) = (¢, ¢). Assim,

u(y(t)) ; u(v(0)) < 1/0tL(7<3)71(5))d3 + c[H].

!Detalhes desse tipo de processo podem ser vistos em [14], em particular, no apéndice C.5. Aqui, o
1

Ce(lrlz—l), lz] < 1

0, lz] > 1

Para todo € > 0, seja n-(x) := Zn(%). A funcdo n recebe o nome de molificador padrdo. Definindo

f€ :=mn. x f, isto é, uma convolucao entre 7. e f, vemos que f¢ é de classe C*> e f¢ — f em quase todo

ponto quando € — 0. Ainda outras propriedades podem ser garantidas, conforme exposto na bibliografia
indicada.

processo é descrito brevemente: definimos uma fungdo € C*°(R™) como 7n(z) = {
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Aplicando o limite com ¢ — 0 em ambos os lados da desigualdade, alcangamos

(du(q), ) — L(g,q) < c[H],

sendo que o lado esquerdo da desigualdade acima equivale a H(q, du(q)) pela Transformacao

de Fechel-Legendre, o que implica que u é subsolucao critica para H. O

4.2 Semigrupo de Lax-Oleinik

Definicao 4.2.1. Um semigrupo é um conjunto G munido de uma operagdo bindria * para

a qual valem as propriedades de fechamento e associatividade.

Dado um Lagrangiano L : TTM — R, podemos associar um semigrupo chamado

semigrupo de Laz-Oleinik {T; >0 : C°(M;R) — C°(M;R), definido como
Tiu(q) == 1nf —i—/ ds} Vge M,t >0, (4.3)

sendo que as curvas v : [—t,0] — M sao de Lipschitz e satisfazem ~(0) = ¢. Para facilitar
a notagao, podemos definir h; : M x M — R utilizando curvas 7 : [0,t] — M tais que
7(0) =z e y(t) = ¢ t

he(z, q) = inf{/o L(3(s),%(s)) ds}. (4.4)

2
No Apéndice A de [4], é demonstrado que o infimo na definicdo acima sempre é atingido.

Na nova notagao, podemos escrever os operadores do semigrupo na forma

Teu(q) = inf {u(z) + h(z,q)} Vg e M. (4.5)

zeM

Como o infimo de h; é atingido, entao o valor acima também é, de modo que 7; estd bem
definido para qualquer valor de ¢ > 0. Consequentemente, se u : M — R for uma subsolugao

critica, decorre de (4.2) que
u(q) —u(z) < hi(z,q) + c[H]t (4.6)
A seguir, demonstramos algumas propriedades do semigrupo {7;}+>o.

Teorema 4.2.1. O semigrupo de Lax-Oleinik obedece as sequintes propriedades:
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1. Ty = Id.
2. (Propriedade de semigrupo) Tivy = Tio Ty ¥t t' > 0.
3. (Nao-expansividade) ||Tru — Tovll, < lu—v|, VYu,v € COM;R),t > 0.

4. A fungio g : [0,00) — CY(M;R) dada por g(t) = Tiu é continua para qualquer
u € C°(M;R).

5. O conjunto SS[H| € invariante com respeito a {T;}

Demonstracio. O item 1 é evidente pela definicdo de 7. Para demonstrar 2, comegamos

afirmando que hyy v (q,y) = igjfv[{ht/ (q,2) + hi(z,9)}. De fato, por defini¢do, temos que

t+t'
hevv(q,y mf{/ Y(s))ds;  7(0)=¢q, ~({t+t) =y}

Fixando uma curva qualquer v que obedeca as relagoes acima, é possivel separar a integral

em duas e realizar uma mudanca de variaveis s = t' + h de modo que

hevw(,9) g/ot/L( (s) ds+/ V(' + ), A + 1)) dh.

Para qualquer t/, definimos 2z € M tal que z = y(t'). Assim, vale que
hir(g,y) < he(q,2) + Mu(z,y) Yz € M = hiyv(q,y) < inf {hi(q, 2) + hu(z,9)}

Por outro lado, para qualquer ¢ > 0, existe uma curva 7 : [0,¢ + t'] — M de Lipschitz tal
que 7(0) = ¢, y(t+t) =ye
t+t’

hi(4:y) +e > /0 L(v(5),3(s)) ds = hu(g,7(8)) + he(7(t),y) = inf {he(g, 2) + ha(2,y) -

Isso mostra que a afirmacao é valida. Com esse resultado, é possivel demonstrar o item

desejado. Sejam ¢ e ¢’ fixados. Aplicando a defini¢ao (4.5),

Tireu(q) = ylélj\f/[{u(y) + hee(y,q)} = JQAE{U(?J) + ggﬂg{ht'@a z) +hi(z,q)}}-

Podemos juntar ambos os infimos e posteriormente reagrupar, para que fique na ordem

desejada. Assim,

Tivvulq) = nf {u(y) +he(y, 2) + hi(z,9)} = inf { inf {u(y) + he(y, 2)} + hu(z,9)}

y,zeM zeM “yeM
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—> Tovula) = f {Tou(=) + hu(z,2)} = TTou (@)

Para o item 3, fixamos t > 0, ¢ € M, u,v € C°(M;R). Como h; possui um valor
minimo (isto é, seu infimo ¢é atingido), existe z € M tal que Tiu(q) = u(z) + hi(z,q). Pela
defini¢do de hy, Tiv(q) < v(z) + hie(z,q). Se subtrairmos a primeira relagdo da segunda,

vemos que
Tovlq) — Teulg) < (=) — u(2) < o —u]l (4.7)

Por outro lado, sabemos que existe 2’ € M tal que T,v(q) = v(2') + hi(2,q), sendo que
Tiu(q) < u(Z') + he(2',q). Assim,

Tru(q) — Tew(q) < u(?) —v(2) = =(0(z') = u(2)) < llv —ull, (4.8)

Juntando os resultados de (4.7) e (4.8), temos que || T,u — Tv|| < ||u — v]|,, como desejado.

A demonstracao de 4 pode ser feita supondo que uma funcao u : M — R é K-
Lipschitz e posteriormente estendendo para o caso geral. De fato, se u é continua, como
M ¢é compacto, entdo o espago das funcoes de Lipschitz em M é denso em C°(M;R). Por-
tanto, podemos aproximar a funcao u por fungoes K-Lipschitz, o que nos garante que a
extensao para o caso geral é valida. Considere, entao, uma funcao u que é K-Lipschitz,
como mencionamos anteriormente. A ideia é utilizar a propriedade da superlinearidade para
Lagrangianos de Tonelli, aplicar integracao em ambos os lados da desigualdade e utilizar o

teorema fundamental do calculo. Assim, se L é um Lagrangiano de Tonelli, entao
L(q,q) = K[|4]] — B(K).
Para qualquer curva de Lipschitz 7 : [—t,0] — M, t > 0, obtemos

[ 2646 ds 2 K [ 1)l ds = B 2 Kd(y(-0),5(0) = BE),

sendo que d(z,y) é a disténcia dada pela métrica Riemanniana em M. Como assumimos

que u é K-Lipschitz, Kd(y(—t),7(0)) > u(v(0)) — u(y(—t)) e, portanto,

uG(=0) + [ L), 4 ds > u(3(0) ~ B

Como essa desigualdade é valida para qualquer curva de Lipschitz, também é valida para
o infimo das curvas v, que é atingido. Assim, como consideramos v(0) = ¢ (a extremidade

esté fixada), obtemos
Tiu(q) > u(q) + B(K)t. (4.9)
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Por outro lado, podemos considerar a definigao (4.5) comparada ao caso z = ¢, isto é, quando

a funcdo v é constante. Assim,

Toula) < ul@) + hela,a) < ula) + [ La,0)ds = ulg) + 1(4,0),

Com isso, concluimos que tli)m Tiu = u. Suponha dois valores de tempo ¢ e t’ tais que ¢’ > t.
oo
Entao,

[T — Toull = 1 0 To—su — Tou]) < [ To—pus — ],

sendo que na igualdade utilizamos a propriedade de semigrupo e na desigualdade, a nao-
expansividade. Essa ultima desigualdade junto com a convergéncia de T;u no infinito impli-

cam na continuidade da funcao dada.

O item 5 busca mostrar que se u for uma subsolucao critica para H, entao T;u também
sera, o que pode ser verificado utilizando a caracterizagao para subsolucoes criticas vista em
(4.2). Sejat > 0 fixado e 7y : [a,b] — M uma curva de Lipschitz. Sem perda de generalidade,
supomos b — a < t/2. Utilizando a defini¢do de T; e o fato de que o infimo é atingido, existe

z € M tal que
Tiu(v(a)) = u(2) + hu(z,7(a))

e, para qualquer y € M, temos que

Tiu(y(b)) < u(y) + hi(y, (D).

Consequentemente, ao subtrair a primeira equacao da segunda,

Teu(y(b)) = Teu(y(a) < uly) + he(y, (b)) — u(z) — he(2,7(a)).

Como estamos supondo que b — a < t/2, podemos dividir h;(y, (b)) em duas partes apli-
cando, para isso, a afirmagao utilizada na demonstragao do item (2), isto é, hyy(q1,q2) =

1é11\f/[ {hv(q1,q) + hi(q, q2)}. Escolhendo ¢ = v(a) no nosso caso, obtemos
q

ht(ya ’V(b)) < ht—(b—a)<ya ’Y(CL)) + hb—a(7(a)7 V(b))

Podemos também separar hy(z,7(a)) em duas partes. Porém, buscamos neste caso uma
igualdade ao invés de desigualdade, o que pode ser feito através de escolha apropriada de
y € M. Para isso, definimos uma curva de Lipschitz a : [0,t] — M que seja minimizante de

hi(z,7(a)), isto é, hy(z,v(a)) = [§ L(a(s), &(s))ds, a(0) = z, a(t) = v(a). Como estamos
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separando h;(z,7v(a)) no ponto b — a, é natural que a escolha de y para minimizar esse

funcional seja y = a(b — a). Com esse valor fixado, vemos que

he(2,7(a)) = hy—a(2,9) + hi_pa) (y,7(a)).

Note também que, como u é uma subsolucgao critica, ela obedece a caracterizacao da equagao
(4.2). Portanto,
w(y) — u(z) < hp—a(z,y) + c[H](b — a).

Juntando as desigualdades e igualdades acima em um s6 resultado, vemos que

Tru(v(0)) = Tru(v(a)) < hp—a(2,y) + c[H](b — a) + hu—(b-a) (¥, 7(a))
+ hbfa(fY(a’)a ’V(b» - hbfa<z7 y) - ht—(b—a)(y7 7(0’))

= Tiu(y(b)) — Teu(y(a)) < hy—a(v(a),7(b)) + c[H](b — a). O

4.3 O Teorema KAM-fraco

Nesta secao, exploramos o chamado Teorema KAM-fraco, também conhecido como
Teorema de Fathi. Basicamente, ele garante a existéncia de uma subsolugao critica que
obedega certa relagao com o valor critico do Hamiltoniano H através da aplicacao de um

operador do semigrupo de Lax-Oleinik.

Teorema 4.3.1. Existe uma subsolugdo critica para H (chamada solugio KAM-fraca para
H)u: M — R tal que
Tiu=u—c[H|t Vt>O0. (4.10)

A ideia da demonstragdo é considerar um conjunto de classe de equivaléncias de fun-
¢oes continuas por fungdes constantes, aplicar em um operador do semigrupo de Lax-Oleinik,
utilizar um lema que garante a existéncia de uma fungao u e uma familia {¢;}+>o de nime-
ros reais que satisfazem T;u = u + ¢ e concluir que a constante ¢ definida de forma que
¢; = tc para todo t > 0 é igual ao valor critico de H. Primeiramente, apresentamos o lema

mencionado, cuja demonstracao pode ser vista no Apéndice B de [4].

Lema 4.3.1. Seja K um conjunto convero, compacto e nao-vazio em um espago normado

(E,|I|lg). Considere uma familia {¢;}i>0 de fungoes ¢, : K — K que satisfazem
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1. (Propriedade de semigrupo) piiv = @i oy VE, 1/ > 0;
2. (Nao-expansividade) || pi(e) — pi(€)]| g < lle — €|l Vt>0;

3. (Continuidade) A funcio g :t+— @i(e), t >0, é continua para qualquer e € E.

Entao, existe e € K tal que pi(e) = e Yt > 0.

Com esse lema em maos, podemos demonstrar o teorema KAM-fraco seguindo a ideia

apresentada acima.

Demonstragio. Considere o espago quociente entre CY(M;R) e funcoes constantes, que de-

notamos por E. A esse espaco, associamos a norma
lulll = inf{u+a} Viu] € E.

Pela definigao de Ty, vemos que T¢[u] = Ti(u+a) = Tyu+a = [Tu]. Consequentemente, {7 }+>0
ainda preserva as propriedades do Teorema 4.2.1 para classes de equivaléncia em F que sao
subsolucoes do Hamiltoniano. Definimos esse subconjunto como K := {[u];u € SS(H)},
que é um conjunto compacto, o que decorre da compacidade de SS[H]| e da preservacao
da compacidade em espacos quocientes. Podemos aplicar o Lema 4.3.1, que implica na

existéncia de um elemento [u] € K tal que T;[u] = [u] e, portanto, para cada t > 0,
Tiu = u + ¢, (4.11)

sendo que as constantes ¢; podem ser consideradas como parte de uma familia {c;}+>o.

A equagao (4.11) esta sujeita as propriedades vistas no Teorema 4.2.1. Assim, a funcao
1 : t — ¢ satisfaz as propriedades de semigrupo e de continuidade. Isso implica que existe
um ¢ € R tal que ¢; = tc para todo valor de t > 0. De fato, se n € N, segue-se que ¢,, = nc;

por inducao. O resultado também pode ser estendido para t = g € Q através de
qce = ¢p = pcy = cp zgcl, q#0.

Pela continuidade de 1, dado t € R, para qualquer sequéncia {r,} de nimeros racionais que

obedeca r,, — t, temos que

¢, = lim ¢, = lim r,c; = tc; =: te
t n—oo M n-soo M1 1



40 CAPITULO 4. TEORIA KAM-FRACA

Falta mostrar que ¢ = —c[H]. Pela equagao (4.6), vemos que u(z) — c[H|t < u(z) +
hi(z,x) = Tyu(z), sendo que a tltima igualdade vale para algum valor de z € M. Logo,
¢ > —c[H]t. Por outro lado, o fato de que T;u = u + ¢; para qualquer ¢ > 0 mostra que,

dada uma curva de Lipschitz qualquer ~ : [a,b] — M, vale que

u(y(b) + e = Tu(y(b) < ulvy(a)) + hy—a(y(a), y(b))

— u(y(B)) — u((a)) < hpa(r(@) (1)) —ct < [ L(3(s),4(s)) ds — et.

a

E possivel aplicar o mesmo argumento utilizado na demonstragao do Teorema 4.1.1,
cuja ideia era utilizar a convolugao para regularizar u e encontrar, para qualquer £ > 0, uma
funcao u® : M — R tal que H(q,du®(q)) < —c + e. Aplicando o limite ¢ — 0, concluimos

que ¢ < —c[H|. Portanto, temos que
—c|H] > ¢ > —c[H]| = ¢ = —c[H]. O
A seguir, enunciamos um teorema que fornece caracterizacoes para solugoes KAM-
fracas.
Teorema 4.3.2. Seja u € C°(M;R). Entdo, as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
1. A fungdo u € uma solu¢cio KAM-fraca.
2. Teu = u — c[H|t para todo t > 0.

3. Vale que uw € SS[H] e, para todo q € M, existe uma curva de Lipshitz v, : (—oo, 0] —
M com ~,(0) = q tal que

u() = w(@) = [ L(s), 3(s)) ds + e[H)b —a) Va<b<0.  (412)

4. Vale que u € SS[H] e, para todo q € M e toda fungao suave ¢ : M — R tal que p < u,

©(q) = u(q) = H(q,dp(q)) = c[H]. (4.13)

Garante-se também que a curva v, vista no item (3) é de classe C* e é solugao para a

Equacao de Fuler-Lagrange.
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A demonstragdo pode ser vista de forma completa em [4]. A seguir, citamos um

exemplo de problema envolvendo o valor critico para o Hamiltoniano.

Exemplo: Seja H : T*M — R o Hamiltoniano mecanico

2
I

H(q:p) = =5

+V(g) Y(g,p) € T™M,

sendo que V : M — R é de classe C*, k > 2. Se escolhermos du := p = 0, vemos
que H(q,0) = V(q) < rqréa]\}({V(q)}. Se u : M — R for uma funcao de classe C', entao
existe algum ponto ¢ € M tal que V(¢g) = max V. Nesses pontos, H(q,du) > rqréz]lé({\/(q)}.
Portanto, concluimos que

c[H] = max{V(q)}

qeEM

4.4 A barreira de Peierls

A barreira de Peierls é uma fungao auxiliar util para dar continuidade no estudo das
solucoes KAM-fracas. A seguir, enunciamos algumas defini¢coes e teoremas relacionados a

esse topico.

Definicao 4.4.1. Chama-se barreira de Peierls a func¢ao h : M x M — R dada por
h(g,y) == liminf{hi(q,y) + c[H]t} Vq,y € M.

Defini¢ao 4.4.2. Um ponto z € M é dito ponto a-limite de uma curva 7 : (—00,0] — M

quando

z € ﬂ v((—o00,t]).

t<0

Observacao 4.4.1. Note que, para quaisquer ¢i, ¢2,q3 € M e qualquer ¢t > 0, vale que

h(q1,q3) < hqu, q2) + he(gz, q3) + c[H]t; (4.14)

h(q1,q3) < he(q1, q2) + h(qe, q3) + c[H]t. (4.15)

Teorema 4.4.1. Seja u: M — R uma solucio KAM-fraca. Para todo q € M e toda curva
Yy ¢ (—00,0] = M tal que v,(0) = q e que satisfaz (4.12), qualquer ponto z que é a-limite de
v, satisfaz h(z,z) = 0.
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Demonstracao. Seja z € M um ponto a-limite de ,. Por defini¢ao, existe uma sequéncia
{tx} de tempos com ]}E& tr, = oo tal que z = kh—>r£10 Yq(—tx). Por simplicidade, denotamos
2 = Y4(—tr). A desigualdade (4.6) implica que 0 < hy(z, 2) + ¢[H]|t para qualquer z € M.
Logo, pela definicdo da barreira, vemos que h(z,z) > 0. Queremos mostrar que existe uma
sequéncia de tempos Ty tal que hr, (2, z) + ¢[H|Tp — 0, isto é, buscamos um conjunto de

curvas v : [0,T}] — R com

im [ L(ye(s), 4(s)) ds + c[H]Tk = 0. (4.16)

k—o0 Jo
Para isso, definimos 7, (t) como 7,(—t) se tivermos 0 < ¢ < t; ou como a geodésica «(s) de

velocidade 1 que liga o ponto z; a z para t, <t < Tk. Desse modo, vemos que

[ L) an() s + T = [ L3g(9), () ds + el
+ : L(a(s), a(s)) ds + c[H)(Ty, — t).

Note que (T} — tx) = d(z, 2), visto que a velocidade da geodésica é unitéria. Como a curva

7, satisfaz (4.12), temos que

/otk L((s), 4(s)) ds + c[H]te = u(vq(t)) — u(74(0)) = w(zr) — u(z).

Portanto, analisando o limite visto em (4.16) mas considerando o valor absoluto, valendo-se

do fato de que u é continua, obtemos

< lim{

k—o0

[ EGus)3a() ds + el

k—o00

i | [ L), 50(6) s + 1T,

[ Da(s),a(9)) ds + BT~ )

}

< lim { lu(zg) — u(2)|

k—o0

][ Eats). () ds + (a2

ty

}

= 0. [l

Teorema 4.4.2. A barreira de Peierls orientada, definida por h,(y) := h(q,y) para todo
y € M, é uma solugio KAM-fraca para qualquer q € M.
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Demonstragio. Seja 7 : [a,b] — M uma curva de Lipschitz, supondo b > a. Pela equacao

(4.14) juntamente com a definigdo de hy, alcanca-se

h(q,7(b)) < h(q,v(a)) + he—a(v(a),7(b)) + c[H](b — a)
+/ s))ds + c[H](b — a)

— h(q, (b)) — ) < / ))ds + c[H](b — a).

Invertendo os papeis de v(a) e v(b) na equagao (4.14), obtemos

h(g, (b)) - ) > / ) ds + [H](b— a)

—> hig, (b)) ~ h(a.7(a)) = /a L((s).4(s)) ds + c[H(b — a)

o que mostra que hy(y) é uma solugdo KAM-fraca para qualquer y € M, como visto no

Teorema, 4.3.2. N

4.5 Conjuntos de Aubry

Definigao 4.5.1. Chama-se conjunto projetado de Aubry o subconjunto ndo-vazio e com-
pacto de M definido por
A(H) = {q € M : h(q,q) = 0}

Observacao 4.5.1. Pelo Teorema 4.4.1, vemos que existem pontos ¢ € M que satisfazem
h(q,q) = 0, o que implica que A(H) nao é vazio. A ideia da demonstra¢do da compacidade
é utilizar a regularidade de Lipschitz das fungoes h;, o que se estende para h. Para isso,

utiliza-se um resultado auxiliar:

Lema 4.5.1. Para qualquer ty > 0, existe K; > 0 tal que hy é K;-Lipschitz em M x M para
todo t > t.

Esse resultado é visto no Apéndice A de [4], juntamente com outros resultados que
sao utilizados para prova-lo. Em particular, podemos considerar A continua. Considere uma
sequéncia {qx} em A(H) tal que gy — g € M. Temos h(qg,qr) = 0 e, como h é continua,
h(q,q) = 0, o que implica que g € A(H). Como o conjunto M é compacto e A(H) C M é

um conjunto fechado, segue-se que A(H) é compacto.



44 CAPITULO 4. TEORIA KAM-FRACA

A seguir, enunciamos algumas propriedades de A(H). As demonstragoes completas

podem ser vistas na Secao 5 de [4]. Aqui, apenas oferecemos uma ideia da prova.

Teorema 4.5.1. Para todo q € A(H), valem as sequintes propriedades:

1. Eziste uma curva v, : R — A(H) de classe C* para a qual v,(0) = g, sendo que essa
curva € solucao para a Equacao de Euler-Lagrange e a barreira de Peierls é antissimé-

trica no ponto (q,7,(t)) para qualquert € R, isto €,

t

h(g,7,(t)) = /0 L(74(5), 5(5) ds + c[H]t = h(74(%), q). (4.17)

2. Existe um valor de momento P(q) € T*,M no qual H(q, P(q)) = c[H], sendo que toda

subsolugao critica u € diferencidavel em q e du(q) = P(q) = %(q,ﬁq(())).

3. Para toda subsolugdo critica w € SS(H), a caracterizagao vista na equagio (4.2) se
torna uma igualdade quando aplicada na curva 7y,, isto €, para quaisquer a < b € R,

vale que
b

u(74(0)) = ulyq(a)) = /a L(4(s),4q(5)) ds + c[H](b = a). (4.18)

Essa curva vy, € dnica em [a,b]: se v :[a,b] = M, 0 € [a,b], com v(0) = g, obedece a

equagio (4.18), entao y(t) = ~,(t) para todo t € [a,b].

Se, caso contrdrio, tivermos q ¢ A(H), entao existe u € SS(H) que é suave em uma

vizinhanga de q, digamos V,. Além disso, H(q',du(q")) < c[H] para qualquer ¢ € V.

Demonstragio. Para a demonstracao do item 1, utilizamos um lema visto na Secao 4 de [4]

que afirma o seguinte:

Lema 4.5.2. Para qualquer y € M, existe uma curva de Lipschitz y, : (—00,0] = M com
1(0) = y de modo que hy(7,(5)) — hy(34(@) = [ L(3,(s), %y (s))ds + c[H](b — a). Tal curva

é de classe C? e é solucio da Equacdo de Euler-Lagrange.

Aplicando esse lema em curva que satisfaz as hipéteses do item (1), vemos que

M@ 7(0) = (i (®) = [ (). 4a()) ds + el At
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Por outro lado, como a imagem da curva -, é o conjunto projetado de Aubry, sabe-se que

h(74(t),74(t)) = 0 para qualquer ¢t € R. Assim, aplicando o lema, obtemos

hCul0),0) = [ LOus),3a(s))ds + e[t

Para o item 2, devemos fixar uma subsolugao critica u, utilizar a caracterizagao vista
em (4.2) e mostrar que é possivel definir fungoes de classe C? que tenham u como limite

superior e inferior no ponto ¢q. Com isso, conclui-se a diferenciabilidade.

O item & é uma consequéncia da caracterizagao ja mencionada, que pode ser aplicada

nos pontos q e v,(t).

Para provar o ultimo comentario, que diz respeito aos q¢ ¢ A(H ), definimos o potencial

de Mané orientado v : M — R dado por
v(y) = inf{hi(g,y) + c[H|t} Yy e M.

A ideia é mostrar que v € SS(H) e, em seguida, garantir a existéncia de uma fungao suave

¢ M — R tal que ¢ < v e, no ponto q,

?(q) = v(q), H(q,do(q)) < c[H].

Assume-se (podendo ser mudada a fun¢ao ¢ se for necessario) que existe uma vizinhanga

aberta de ¢, digamos V,, e certo € > 0 tal que

oly) > o(y) —e  VyeV
oy) =vly) —e  VyedVy;
oy) <vly) —e  Vye M\V;
H(y,do(y)) < c[H] Yy eV,
Definimos u : M — R por u(y) = max{v(y), (y)+¢}, que obedece as relagoes desejadas. [

Definigao 4.5.2. Chama-se conjunto de Aubry o subconjunto de T*M definido por

A(H) :={(q,P(q)) € T"M;q € A(H)}.

A seguir, enunciamos um teorema sobre a estrutura do conjunto de Aubry e sua
invariancia pelo Hamiltoniano. Posteriormente, apresentamos mais um resultado, que atua
como uma ponte entre o conjunto de Aubry e o conjunto das subsolugbes criticas. Aqui, nao

desenvolvemos as demonstragoes, que podem ser vistas em [4].
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Teorema 4.5.2. O conjunto fl(H) é um subconjunto nao-vazio e compacto de T*M, inva-

riante pelo fluxo Hamiltoniano.

Teorema 4.5.3. Para todo uw € SS[H| existe uma solugio KAM-fraca w tal que w = u

quando restrita ao conjunto A(H).

4.6 Regularidade de solucoes KAM-fracas

Nesta secao, finalizamos o trabalho apresentando alguns resultados de regularidade
para as solugoes KAM-fracas. Para isso, partimos da definicado de fungao semiconcava, que

pode ser encontrada em [15].

Definicao 4.6.1. Dizemos que uma fungio u: M — R é semiconcava se existe uma fungdo

w: Ry — R, nao-decrescente e semicontinua superiormente tal que lir&w(p) =0 e, para
p—

quaisquer q,y € M tais que o segmento que liga q a y estd contido em M e qualquer X € [0, 1],

vale que

Au(g) + (1= MNu(y) —u(Ag+ (1 = Ny) < A1 = A)|g — ylw(lg —yl).

A seguir, apresentamos um teorema que implica a semiconcavidade de uma solugao
KAM-fraca na variedade M, além de propriedades de continuidade local. A demonstracao
do teorema é longa e utiliza diversos lemas. Ela é apresentada de maneira completa em [16],
com excecao de alguns dos lemas, utilizando-se o conceito de solucao de viscosidade nessa
referéncia, o que nao apresentamos até agora. Vale a pena definir esse conceito, que sera util

também para o proximo teorema, mas nao tratamos dele de forma exaustiva neste trabalho.

Definicao 4.6.2. Uma fungdo continua u : M — R € uma solucao de viscosidade da Equagdo
de Hamilton-Jacobi H(q,du(q)) = 0 quando, para qualquer ¢ € M, se forem obedecidas as

sequintes propriedades:

1. Paratodoq € M, se ¢ : M — R é uma fungio de classe C* tal que ¢ > u e ¢(q) = u(q),
entdo H(q,d¢(q)) <O0.

2. Para todo q € M, se ¢ : M — R é uma funcio de classe C* tal que v < u e
¥(q) = ulq), entao H(q,dy(q)) = 0.
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Teorema 4.6.1. Seja u: M — R uma solugio KAM-fraca. Entao, u € semiconcava em M

e é CLtem O C M, sendo O um subconjunto aberto e denso em M.

Enunciamos também um teorema que assume a hipotese de que o conjunto de Aubry
é uma unido de érbitas hiperbdlicas periddicas ou pontos fixos, garantindo certa regulari-
dade para a solugdo KAM-fraca. A demonstracdo completa pode ser vista em [17], mas

apresentamos boa parte das ideias principais aqui, seguindo a referéncia citada.

Teorema 4.6.2. Seja H um Hamiltoniano de Tonelli de classe C*, 2 < k < oo. Assuma que
o conjunto de Aubry fl(H) ¢ uma unido finita de orbitas hiperbolicas periodicas ou pontos
fizos. Entdo, existe uma solucdo da Equacdo de Hamilton-Jacobi que é de classe C* em uma

vizinhanca de A. Note que esta também é uma solucio KAM-fraca.

Demonstracao. Apresentamos apenas as ideias principais, sem entrar em muitos detalhes ao

longo da demonstragao.

Definicao 4.6.3. Dado um intervalo I C R, dizemos que uma curva absolutamente continua
v : I — R é calibrada por uma funcao u € SS[H| se, para qualquer intervalo [a,b] C I, for

valida a igualdade

u(y(4)) ~ u(r(@)) = [ L(2(5),4(3)) ds + {H)(b — a).

Dada uma subsolucdo u da Equacdo de Hamilton-Jacobi, seja Z(H,u) o conjunto
definido pela unidao das imagens de todas as trajetorias do Hamiltoniano H cuja projecao
em M ¢é calibrada por u ao longo de todo R. Utilizando essa defini¢do, podemos escrever o
conjunto de Aubry como

A(H) = (Z(H, ).
u
Com esses resultados, enunciamos o primeiro lema a ser utilizado:

Lema 4.6.1. Existe uma solucao de viscosidade da Equacao de Hamilton-Jacobi u tal que

T(H,u) = A(H).

A ideia é fixar a solucao u dada pelo Lema 4.6.1 e mostrar que o resultado do Teorema

4.6.2 é satisfeito. Para isso, separamos A(H) em suas componentes conexas, definindo uma



48 CAPITULO 4. TEORIA KAM-FRACA

delas como A e sua respectiva projegao em M como A. Utilizamos o fato de que, em tais
condigoes, A e A sao ambos pontos ou curvas fechadas. Com isso, enunciamos o segundo

lema utilizado na demonstragao de Bernard [17]:

Lema 4.6.2. A funcio u é de classe C* em uma vizinhanca de A.

A demonstracao do lema utiliza resultados que fogem do escopo do trabalho, mas o

resultado do teorema segue dessas afirmacoes. O]



Capitulo 5

Conclusao

Estudamos os sistemas Hamiltonianos partindo das defini¢bes bésicas, como a fun-
¢ao Lagrangiana, com a qual associamos a Equacao de Euler-Lagrange, que estabelece uma
equacao diferencial para o Lagrangiano aplicado em uma curva que minimize o funcional de
acao. Vimos também a construc¢ao do Hamiltoniano através da Transformagao de Legendre.
Com isso, introduzimos as ideias principais da Teoria de Hamilton-Jacobi, com a qual al-
cancamos a descricao de sistemas periddicos através das variaveis de agao-angulo, o que foi

amplamente utilizado na exposi¢ao da Teoria KAM, feita no Capitulo 3.

Apresentamos o problema que a Teoria KAM busca resolver: a permanéncia de toros
invariantes em sistemas perturbativos. O caso estudado foi o de sistemas integraveis que
passam por uma perturbacao em seu Hamiltoniano, sendo que o Teorema de Kolmogorov-
Arnold-Moser conclui que, para perturbacoes suficientemente pequenas, a maioria dos toros
invariantes continua a existir, de modo que o conjunto de tais toros é denso no espaco de

fase.

A Teoria KAM-fraca também foi introduzida, considerando nao mais uma perturbacao
no Hamiltoniano, mas o estudo de subsolugoes criticas. Com os conceitos basicos e com a
introdugdo do semigrupo de Lax-Oleinik, foi possivel enunciar o Teorema KAM-fraco (ou
Teorema de Fathi), que garante a existéncia de uma solugdo KAM-fraca para o Hamiltoniano.
Apos isso, vimos alguns resultados auxiliares, com os quais foi possivel caracterizar melhor

o conjunto de tais solugoes e enunciar algumas consideragoes sobre sua regularidade.
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