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Resumo

Nesta tese estudamos as derivagdes de ordem superior (DOS) em anéis
nao-comutativos. Inicialmente, mostramos que toda derivacao tripla de Jordan de
ordem superior em um anel semiprimo livre de 2-tor¢ao é uma DOS. Em particular,
toda derivagao de Jordan de ordem superior (DJOS) num anel deste tipo é uma
DOS. FEstendemos também o resultado a ideais de Lie U, provando que se R é um
anel primo livre de 2-tor¢ao e D é uma DJOS de U em R onde U ¢ Z(R) € tal que
u? € U para todo v € U, entio D é uma DOS de U em R. Nestas condicies, se
U C Z(R), entao o resultado ndo é vdlido.

Estudamos ainda as DOS cujas componentes satisfazem relagcoes de
dependéncia linear sobre R ou Q (o anel de quocientes a direita de Martindale de R).
Caracterizamos tais DOS, e mostramos que as relagoes de dependéncia linear sao

preservadas ao estendermos uma DOS de R a Q).

Abstract

In this thesis we study the higher order derivations (shortly, DOS) in
noncommutative rings. Initially, we show that every higher order Jordan triple
derivation on a 2-torsion free semiprime ring is a DOS. In particular, every higher
order Jordan derivation (DJOS) in a ring of this type is a DOS. We also extend the
result to Lie ideals U, proving that if R is a 2-torsion free prime ring and D is a
DJOS of U into R where U ¢ Z(R) (the center of R) is such that u®> € U for all
u € U, then D is a DOS of U into R. With these conditions, if U C Z(R), then the
result is no more true.

We also study the DOS whose components satisfy relationships of linear
dependence on R or Q) (the Martindale ring of right quocients of R). We characterize
such DOS and we show that the relationships of linear dependence are preserved if

we extend a DOS of R to Q.



Introducao

Neste trabalho estudamos alguns problemas sobre derivagoes de ordem superior em
anéis, principalmente primos.

0.1 Retrospectiva Histérica e Motivacao

As derivagoes de ordem superior (DOS) aparecem pela primeira vez na literatura em
1936, nos trabalhos de H. Hasse, T.K. Schmidt e O. Teichmiiller, sendo dificil afirmar com
certeza qual deles foi o pioneiro neste estudo. No que segue, veremos melhor porque isto
parece ser verdade.

As DOS tém sua origem no Calculo Diferencial em caracteristica positiva p, quando
Hasse ([18]) justificou a Teoria da DOS em corpos de fung¢ées algébricas. Ele usou férmulas
de derivadas sucessivas de funcoes implicitas, conhecidas da Andlise. Em corpos de
caracteristica zero nao ha dificuldades, porque usam-se as iteracoes de uma derivacao
usual.

O artigo de Hasse ([18]) é continuacao de outro artigo prévio seu ([17]) de 1934, que
trata das DOS num corpo de funcoes algébricas K em uma indeterminada sobre um corpo
k de constantes, completo e de caracteristica p (onde p = 0 ou é primo). Em ([18]), o autor
generaliza resultados de ([17]).

O. Teichmiiller ([53]) conseguiu também, nos corpos de caracteristica positiva, evitar
as sempre presentes féormulas complicadas de derivacoes de funcoes impliticas. Sem
entrarmos em detalhes, Teichmiiller enxergou os corpos de funcgoes algébricas como
extensoes inseparaveis de subcorpos bi-racionais invariantes e, com essa observacao, pode
introduzir as DOS e suas propriedades sem precisar utilizar o desenvolvimento em séries
de poténcias. Com isso, consegue-se uma teoria diferencial para as mais simples extensoes
insepardaveis de corpos de caracteristica prima com base puramente algébrica.
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A seguir, apresentamos a traducdo de um trecho de uma carta de F.K. Schmidt
enderecada a Hasse, datada de 25 de maio de 1936, que pode ser vista em ([19]).

Em bom alemao, Schmidt diz a Hasse que: “Talvez lhe interesse que eu desenvolvi por
conta propria a sua teoria dos quocientes diferenciais de ordem superior em um corpo de
funcoes algébricas de uma maneira um pouco diferente, para uma futura palestra. Meu
objetivo era introduzir estes quocientes diferenciais logo num sentido mais amplo. Eu ndo
utilizer o desenvolvimento em séries de poténcias em um ponto como o senhor, porque eu
gostaria de evitar o cdlculo da equacao definida, que seria necessdrio para a transi¢cdo do
restrito ao amplo. Da conclusao do seu trabalho ([18]), eu vi mais tarde que a explana¢ao
de O. Teichmiller sobre a teoria das diferenciais de ordem superior é desde o inicio no
sentido mais amplo e, portanto, supus que a minha definicao estivesse de acordo com a
dele. O recente trabalho de O. Teichmiiller ([53]) me convenceu, entretanto, que ndo é
certo. Como a minha definicio sobre a teoria das funcoes algébricas leva aos resultados
desejados, eu gostaria de lhe comunicar brevemente o que fiz”.

Hasse apresenta um tratamento detalhado desta teoria ([19]), no qual discorda de alguns
pontos da sua argumentacao original. Depois de concluir este artigo, Hasse soube que
Schmidt havia encontrado uma melhora e uma generalizacao da mesma, e sugere o livro
“Zusatz bei der Korrektur” (pg. 223-237) para quem quiser mais detalhes.

Sabemos que a p-ésima poténcia de uma derivacao em anéis de polinomios de
caracteristica p prima se anula. Como aplicacao da teoria classica das diferenciais,
baseada em Hasse, Schmidt e M. Deuring!, em 1952 A. Jaeger ([25]) utilizou estas idéias
para desenvolver uma teoria modificada das diferenciais algébricas independentemente da
caracteristica. Desta forma, foi possivel definir derivacoes de ordem superior nao triviais.

Em 1966, R. Berger ([7]) publicou um artigo em que apresenta o que foi feito até
entao dentro da teoria das derivagoes de ordem superior, principalmente por Hasse e
Schmidt. Entre outras coisas, cita o trabalho de Kéhler, o qual provou que as derivacoes,
vistas como um R-mddulo, sao muito uteis em diversas dreas da Algebra Comutativa e da
Geometria Algébrica. Segundo Berger, embora esta visao nao traga nada de novo porque o
modulo diferencial de Kahler é o dual do moédulo das derivacgoes, as formulacgoes ficam em
geral significativamente mais suaves no idioma dos médulos diferenciais neste caso. Esta
construcao ¢é aplicada por Schmidt a extensoes inseparaveis de corpos. Nesta linha, Berger
estuda as derivacoes universais de uma algebra diferencial. Analisa também extensoes K
de corpos k em caracteristica p. Sabendo que as DOS de primeira ordem estao relacionadas
com as p-bases de K sobre k, obtém que em DOS de ordem qualquer temos p-bases de
KP k sobre k, onde s = 1,2, .... Além disso, calcula o expoente de inseparabilidade destas
extensoes, como Schmidt.

!Trata-se do livro “Arithmetische theorie der algebraischen Funktionen”
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Segundo Hasse, Schmidt e Teichmiiller, uma derivacao de ordem superior num anel R
é uma seqiiéncia de aplicagoes aditivas D = (d;);en de R que satisfaz as condigoes dy = idg

e dy(ab) =" d;i(a)d,_;(b) para todo a,b € R e para todo n € N.
i=0

Existem vérios outros tipos de aplicacoes que poderiam ser chamadas de derivagoes de
ordem superior. Vejamos algumas delas.

Em 1970, Y. Nakai ([41]) publicou um artigo em que considera k e A anéis comutativos
com unidade, supondo que A é uma k-algebra. Entao define uma derivacdo de q-ésima
ordem D de A em um A-médulo F sobre k como um elemento de Homy(A, F) tal que
para cada conjunto de ¢ + 1 elementos (zg, z1,...,z,) de A temos a seguinte identidade

q

D(zowy - 134) = Z(_l)kl Z Tiy -+ @i, D(Tg -+ Ty - Ty - Tg).

s=1 11<...<ig

A derivacao de 12 ordem é uma derivacio ordindria. Esta nocdo interessante

de “derivagdo de ordem finita” (brevemente DOF) parece ter sido introduzida por
H. Osborn ([45]), em 1967, e por R.G. Heyneman e M.E. Sweedler ([24]), em 1969.

Nakai desenvolveu a teoria das DOF de Kahler e as ampliou as DOF de fungoes C°.
Em um artigo posterior, o autor trata de uma aplicacao desta teoria a Teoria de Galois de
extensoes puramente insepardveis de expoente finito de corpos?.

A relacao entre esta definicao de DOF e a de DOS de Hasse e Schmidt é a seguinte: se
D = (d;)ien é uma DOS no sentido de Hasse (que é o que usaremos aqui), entao a m-ésima
componente d,, é uma derivacao de m-ésima ordem no sentido de Osborn. Mas, a reciproca
nao ¢é verdadeira, em geral. Um problema interessante é o de encontrar condi¢oes para que
uma derivacao de m-ésima ordem no sentido de Osborn seja a m-ésima componente de
uma DOS no sentido de Hasse.

Em 1978, Nakai apresenta as derivacoes de ordem superior iterativas localmente finitas
de um anel comutativo A com unidade. Se D = (d;);ey é uma DOS de A, entao D é
localmente finita se para todo a € A existe um indice j tal que d,(a) = 0 para todo
n > j. Mais ainda, D é uma DOS iterativa se d;d; = (itj)diﬂ- para todo 7,7 > 0. O autor
considera k um corpo algebricamente fechado e A um dominio de integridade tal que A D k
com dimpA = 2. Entao faz uma caracterizacao dos anéis de polinémios 2-dimensionais e

aplica a teoria para o estudo de uma linha no plano afim em Geometria Algébrica ([42]).

2 Artigo publicado no Journal of Science of the Hiroshima University, série A-I, volume 34 (1970), e que
nao conseguimos descobrir o titulo
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Existem muitos estudos posteriores e aplicacoes na Algebra Comutativa e na Geometria
Algébrica, envolvendo derivagoes de ordem superior. Também existem estudos na drea da
Teoria de Anéis nao-comutativos.

Em particular, varios estudos em anéis tratam sobre a estrutura dos mesmos quando
possuem derivacoes envolvidas. Neste sentido, diversos problemas ja estudados poderiam
estender-se as derivagoes de ordem superior.

De fato, um dos primeiros resultados na teoria das derivacoes é o teorema fundamental
de E.C. Posner ([48], Teorema 1), provado em 1957, o qual afirma que se o produto de
duas derivagoes em um anel primo de caracteristica diferente de 2 é uma derivacao, entao
ao menos uma delas é zero. Este é conhecido como o 19 Teorema de Posner. A conclusao
deste teorema nao é verdadeira se o anel for de caracteristica 2. No mesmo artigo, Posner
prova que se d é uma deriva¢ao em um anel primo R tal que o comutador [z,d(x)] € Z(R)
(o centro de R) para todo x € R, entao ou d = 0 ou R é comutativo. Este é o chamado
29 Teorema de Posner, que pode ser facilmente provado no caso em que car(R) = 2
([1], pg. 13). Considerando o produto de poténcias de derivacoes (em um anel primo),
D.W. Jensen ([26]) obteve extensoes do 19 Teorema de Posner. T. Creedon ([13]), em
1998, estendeu o 19 Teorema de Posner ao caso de dlgebras semiprimas, provando que se o
produto de duas derivacoes em uma algebra A é uma derivagao, entao a aplicacao produto
leva a dlgebra em seu nil radical nil(A) (a interse¢ao de todos os ideais primos de A). Segue
que se o produto de duas derivacoes em uma &dlgebra semiprima é uma derivacao, entao o
produto é zero. Mais ainda, Creedon obteve condicdes as quais implicam que o produto
de duas derivagoes aplica a dlgebra em seu radical de Jacobson ([13], Proposi¢ao 9). Estes
problemas nao foram ainda analisados para DOS.

Finalmente, queremos introduzir uma motivagao a mais de interesse no estudo de DOS,
baseada num trabalho recente de D. Farkas, C. Geiss e E. Marcos ([15]).

Num trabalho de H. Matsumura ([37]), definem-se as derivacoes integraveis em
anéis comutativos. Se A é um anel comutativo com unidade e d é uma derivacao
em A, dizemos que d é integrdvel se existir um homomorfismo E: A — A[[t]] tal
que E(a) =a+td(a) (mod t?). Equivalentemente, d ¢ integrdvel se existir uma DOS
D = (d;);en tal que d; = d. Neste caso, D é dita uma integral de d. As derivagoes
integrdaveis possuem muitas propriedades boas. De fato, muitos fenomenos indesejaveis
das derivacoes em caracteristica p desaparecem se considerarmos somente derivagoes
integraveis. Seidenberg ([49], [50], [51]) mostra condicoes necessarias para integrabilidade.
Nakai ([41], [42]) prova condigoes suficientes. Ja Matsumura considera dlgebras lisas - ou
fortemente lisas - e faz uso da teoria da homologia de André ([2]). Além disso, mostra
que existem muitas derivagoes integraveis (no caso em que A é um dominio de integridade
finitamente gerado sobre um corpo perfeito). Se A D Q, entao toda derivagao é integréavel
(dn = ). Da mesma forma se A é um corpo de caracteristica qualquer ([37], Teorema 6).
Mas, em geral, ha derivacoes nao-integraveis.
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O estudo das derivacoes integraveis também se aplica a anéis nao-comutativos. A
definicao de derivagao integravel pode ser dada por uma das trés condicoes equivalentes,
cuja prova é facilmente obtida na literatura: (a). existe um homomorfismo de k-algebras
f: A = A[[t] tal que f(a)=a+td(a) (mod t?); (b). existe um k[[¢]]-automorfismo
g: A[[t]] = A[[t] tal que para a € A vale g(a) = a+td(a) (mod #?); (c). existe uma
DOS D = (d;)ien de A tal que d; = d.

Neste sentido, destacamos o recente trabalho de Farkas, Geiss e Marcos ([15]). O modo
mais ingénuo de entender uma algebra associativa finito-dimensional é encontrar uma base
e analisar sua tabua de multiplicacao. Modernamente, considera-se o esquema de todas as
algebras associativas n-dimensionais sobre o corpo k£ como um subesquema do espacgo afim
Homg (k™ @ k", k™). Entao GL, (k) age sobre os pontos k-racionais do esquema de modo
que as érbitas podem ser vistas como classes de isomorfismos de dlgebras n-dimensionais. O
estabilizador de um ponto pode ser identificado com o esquema de grupo de automorfismos
da dlgebra correspondente. A geometria no ponto é particularmente boa quando o esquema
é liso. O esquema de grupo de automorfismos é automaticamente liso quando car(k) = 0,
pela caracterizacao cléssica de algebras de Hopf comutativas. Se k possui caracteristica
positiva, isto é um pouco mais misterioso. A principal contribuicao dos autores é fornecer
uma reformulacao simples e pratica de algebras lisas. Provam que um esquema de grupo
de automorfismos de uma dlgebra A finito-dimensional sobre um corpo perfeito k é liso se,
e somente se, cada k-derivacao de A é integravel ([15], Teorema 1.2).

Este critério d4 uma caracterizacao puramente algébrica para um fato da Geometria
Algébrica.

0.2 Resultados Principais

O presente trabalho trata essencialmente sobre derivacoes de ordem superior em anéis
nao-comutativos.

Em 1957, I.N. Herstein provou que toda derivacao de Jordan em um anel primo
R de caracteristica diferente de 2 é uma derivacdo em R ([20], ou [23], Teorema 3.3).
Posteriormente, M. Bresar ([8], Teorema 1) provou que se o anel R é semiprimo e livre de
2-torcao, entao toda derivacao de Jordan de R é uma derivacgao.

Nosso primeiro objetivo, no Capitulo 2, é a generalizacao de um resultado de Bresar,
segundo o qual toda derivacao tripla de Jordan de um anel semiprimo livre de 2-torcao
é uma derivacao usual ([9], Teorema 4.3). Generalizamos o mesmo, provando que toda
derivacao tripla de Jordan de ordem superior de um anel semiprimo livre de 2-torcao
é uma derivacdo de ordem superior (Teorema 2.1.2). A seguir, mostramos que toda
derivacao de Jordan de ordem superior é uma derivagao tripla de Jordan de ordem superior
(Teorema 2.1.8), o que generaliza o caso conhecido para derivagoes triplas de Jordan. Como
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conseqiiencia, obtemos que toda derivacao de Jordan de ordem superior definida em um
anel semiprimo e livre de 2-tor¢ao é uma derivagao de ordem superior (brevemente, DOS)
(Corolério 2.1.9). Este ultimo fato, embora nao conste na literatura, ja nos é conhecido,
pois o obtivemos em nossa disserta¢ao de mestrado ([16], Teorema 2.2.1). Em particular,
ele generaliza os resultados de Herstein e Bresar antes mencionados.

Nos tltimos 30 anos, muita literatura tem sido escrita sobre a relacao entre derivacoes
usuais e ideais de Lie de um anel primo. Em particular, envolvendo a acao das derivacoes
sobre ideais de Lie. Muitos destes resultados estendem outros provados anteriormente
apenas para a acao das derivagoes sobre o anel todo. Temos interesse em analisar a acao
das derivacoes de ordem superior sobre ideais de Lie de um anel primo.

Na segunda secao estendemos as derivacoes de ordem superior um resultado obtido
para derivagoes por R. Awtar. De fato, o resultado principal de ([5], Teorema) estende o
resultado de Herstein a ideais de Lie, provando que se R é um anel primo de caracteristica
diferente de 2 e U é um ideal de Lie de R (contido no centro do anel, ou nao) tal que
u? € U para todo u € U entao, se d: R — R é uma aplicacao aditiva satisfazendo
d(u?) = d(u)u + ud(u) para todo u € U, segue que d(uv) = d(u)v + ud(v) para todo
u,v € U. Generalizamos o mesmo as DOS, provando que se R é um anel primo livre de
2-torcao e D é uma derivacao de Jordan de ordem superior de U em R, onde U é um ideal
de Lie de R tal que u? € U para todo u € U e U ¢ Z(R) (o centro de R), entdao D é uma
DOS de U em R (Teorema 2.2.11). Nas mesmas condigoes deste teorema, se U C Z(R),
entao mostramos que o resultado nao ¢é valido (Exemplo 2.2.12). Note que em ([5]) este
resultado ainda continua valido neste caso.

E um problema de interesse o estudo das derivacgoes algébricas d definidas num anel
primo R (com unidade), e suas respectivas extensoes d* ao anel de quocientes (a direita)
de Martindale de R, denotado por (). Ha varios trabalhos nesta linha, donde destacamos
([14], [27], [28], [29], [35]). Sejam R um anel primo e d uma derivacao de R. Entao d pode
ser estendida de modo tnico a uma derivacao d* de Q). V.K. Karchenko ([28]) mostrou que
se d é R-algébrica e R é de caracteristica zero, entao d é X-interna. Em ([35]), mostra-se
que as seguintes condicoes sao equivalentes: (i). d é R-algébrica; (ii). d* é R-algébrica;
(iii). d* é Q-algébrica; (iv). d é Q-algébrica; (v). d* é C-algébrica (onde C indica o centro
de Q); (vi). d é C-algébrica.

Para as derivacoes de ordem superior, esta questao da algebricidade nos remete ao
estudo de DOS que satisfazem relacoes de dependéncia linear. Este é o assunto do
nosso tltimo capitulo. Neste sentido, o resultado principal que obtivemos (Teorema 3.1.1)
afirma que se D = (d;);eny é¢ uma DOS R-linearmente dependente (brevemente, R-LD) de
comprimento n sobre R, entao D é ()-LLD monica de mesmo comprimento sobre R. Além
disso, se qp,...,qn—1 sao elementos de @ tais que Y .  d;(z)g; = 0 para todo € R
é uma relacdo de comprimento minimo, onde ¢, = 1, entao d; é X-interna dada por
di(x) = [qn_1,7] € dn(2) = [¢n_m, T] — Z;’fﬂl dy—i(x)qy 4, para todo x € R, 2 < m < n.
Mais ainda, g, = 0.
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Provamos ainda o Teorema 3.1.2, o qual afirma que para n € N, T um anel
com unidade e elementos to,t1,...,t, € T, onde to = 0 e t, = 1, se D = (d;)
(0 <i < n) é uma seqiiéncia de aplicacoes de T' definida por dy = idr, di(z) = [ty—1, 7]
e A () = [tnems @] = S0,  dip_i(2)tn_; para todo x € T, 2 < m < n, entdo D é T-LD
monica sobre T'. Em particular, o Teorema 3.1.2 implica uma reciproca do Teorema 3.1.1
(Corolério 3.2.4).

Por outra parte, provamos que as relacoes de dependéncia linear sao preservadas ao
estendermos uma DOS D de R a D* em (). O Teorema 3.2.5 afirma que se D é uma DOS
de R, entao as seguintes condigoes sao equivalentes: (i). D é R-LD sobre R; (ii). D é
Q-LD sobre R; (iii). D é Q-LD ménica sobre R; (iv). D* é Q-LD sobre Q; (v). D* é R-LD
sobre (). Além disso, se as condicoes equivalentes do Teorema 3.2.5 sao verificadas, entao
o comprimento das relacoes minimais em cada caso ¢ o mesmo.

Finalmente, apresentamos exemplos e resultados complementares a esta teoria.

No Capitulo 1, apresentamos alguns topicos que sao pré-requisitos para a leitura do que
segue. Dividimo-lo em cinco secoes. Na primeira, revisamos alguns conceitos sobre anéis
primos e semiprimos. A seguir, construimos o anel de quocientes (& direita) de Martindale
Q) de R, e o centréide estendido C' de R, segundo W.S. Martindale III ([36]). Na terceira
secao, definimos os ideais de Lie de um anel R, e apresentamos alguns exemplos e resultados
relacionados a derivagoes que serao posteriormente necessarios. Depois, introduzimos
a nogao de derivacao de ordem superior em um anel, apresentando alguns exemplos e
demonstrando algumas propriedades elementares. Encerramos o capitulo, provando que
toda derivacao de ordem superior definida num anel primo R pode ser estendida de maneira
Unica a Q.
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Capitulo 1

Pré-Requisitos

Este capitulo contém alguns pré-requisitos necessarios a compreensao do que segue.
Mais detalhes podem ser obtidos em Lam ([30]) ou Lambek ([31]).

1.1 Anéis Primos e Semiprimos

Seja R um anel qualquer.

Um ideal P de R é dito um ideal primo de R se para ideais A e B de R temos
que AB C P implica A C P ou B C P . E bom observar que algumas vezes convém
restringir-se a ideais A e B que contem P. A definicao que corresponde a este caso resulta
ser equivalente a anterior. O mesmo acontece se A e B sao ideais unilaterais. A seguinte
proposicao estabelece as equivaléncias mais usuais, e sua prova pode ser encontrada em
([30], Proposicao 10.2).

Proposicao 1.1.1 Seja P um ideal de R. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. P é um ideal primo de R;

2. Se A e B sao ideais de R tais que A D P, BDO P e AB C P, entao A= P
ou B=P;

3. Se I e L sao ideais a direita (ou a esquerda) de R tais que IL C P, entdo
ICPoulLCP;

4. Sea,be R eaRbC P, entaoa € P oub € P.



1.1. Anéis Primos e Semiprimos 2

Um anel R é dito um anel primo se (0) é um ideal primo de R. Da Proposi¢ao 1.1.1
segue o seguinte corolario evidente

Corolario 1.1.2 As sequintes condicoes sao equivalentes:

1. R ¢ um anel primo;
2. Se0# H < R € tal que aHb =0 para a, b € R, entdo a =0 ou b= 0;
3. Dados dois ideais A e B de R tais que AB = (0), entdo A = (0) ou B = (0);

4. O anulador a direita Ann,(I) de um ideal a direita nao-nulo I <, R € zero.

A seguir, apresentamos duas proposicoes que serao utilizadas mais adiante.

Proposicao 1.1.3 Seja R um anel primo e 0 # A < R. Se A C Z(R), entdo
R =Z(R), i.e., R é comutativo.

Prova. Sejam z,y € R. Como A C Z(R) e é um ideal bilateral, entao é facil ver que
(xy — yx)A = 0. Portanto, (zy — yz)RA = 0. Como R é primo segue que xy = xy para
todo z,y € R. Logo R ¢é comutativo. [ ]

Proposicao 1.1.4 Sejam R um anel primo, 0 # z € Z(R) ey € R tais que xy € Z(R).
Entao y € Z(R).
Prova. Sejar € R. Como z,xy € Z(R), segue que z(yr —ry) = 0. Assim, parat € R,

tz(yr —ry) = 0. Entao xR(yr — ry) = 0. Sendo R primo e x # 0, temos yr = ry, para
todor € R, i.e.,y € Z(R). [

Um anel R é dito livre de 2-tor¢ao se para qualquer x € R, 2z = 0 implica x = 0.

Um ideal C' de um anel R é dito um ideal semiprimo se, para cada ideal A de R, A2 C C
implica A C C.

Num paralelo com a Proposicao 1.1.1, os ideais semiprimos apresentam as seguintes
equivaléncias mais usuais, cuja prova pode ser encontrada em ([30], Proposigao 10.9).
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Proposicao 1.1.5 Sejam C um ideal de R e a € R. As sequintes condigoes $ao
equivalentes:

1. C € um ideal semiprimo de R;
2. Se (a)*> C C, entdo a € C;
3. Se aRa C C, entdo a € C;

4. Se A é um ideal o esquerda (ou a direita) de R tal que A?> C C, entao A C C.

Diremos que um anel R é semiprimo se, para todo a € R, aRa = 0 implica a = 0
ou, equivalentemente, se (0) é um ideal semiprimo de R. Observe que todo anel primo é
semiprimo.

As duas proximas proposicoes serao muito uteis mais tarde. Suas provas podem ser
encontradas em ([9], Lemas 1.1 e 1.2). Porém, por completitude, iremos apresentar uma
prova rapida de cada uma delas.

Proposicao 1.1.6 Seja R um anel semiprimo livre de 2-torcdo. Se a,b € R sdo tais
que axb + bra = 0 para todo x € R, entdo axb = bra = 0 para todo v € R. Se R ¢
semiprimo, entdo axb = 0 para todo x € R implica que bra = ab = ba = 0. Entao para

todo U < R, temos que Ann,(U) = Ann,(U) = Ann(U).

Prova. Sejam x e y elementos arbitrarios de R. Usando arb = —bra trés vezes,
obtemos azbyaxb = —(braya)zb = ax(ayb)xb = —axbyaxb. Portanto, 2(axb)y(azb) = 0
para todo x,y € R. Como R é semiprimo livre de 2-torcao, segue que axb = 0 para todo
x € R. Logo, pela hipétese, também bxra = 0 para todo = € R.

Agora suponhamos que R é semiprimo e axb = 0 para todo x € R. Entao, para
todo xz,y € R, temos que (bza)y(bza) = bx(ayb)za = 0, (ab)x(ab) = a(bza)b = 0, e
(ba)z(ba) = b(axb)a = 0. Como R é semiprimo, segue que bra = ab = ba = 0. n

Proposicao 1.1.7 Sejam G1,Go,...,G, grupos aditivos e R um anel semiprimo.
Suponhamos que as aplicacoes S: G1 X Gy X ... xXG, - ReT: Gy xGyx...XG, = R sao
aditivas em cada argumento. Se S(ai,as,...,a,)xT (a1, as,...,a,) = 0, para todo x € R

e para todo a; € G, i =1,2,...,n, entao S(ay,as, ... ,a,)xT (b, by, ..., b,) =0 para todo
x € R e para todo a;,b; € G;, 1 =1,2,...,n.

Prova. Mostremos inicialmente o caso n = 1.

Substituindo a por a+b em S(a)zT(a) = 0, obtemos S(a)zT'(b)+ S(b)xT (a) = 0. Mas,
entao, (S(a)xT(b))y(S(a)zT (b)) = —S(a)(zT(b)yS(b)x)T (a) = 0 por hipétese. Como R é
semiprimo, segue que S(a)zT(b) = 0.
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Para n > 2 basta repetir este raciocinio para cada componente. De fato, para n = 2,
seja S(ay,a9)zT(ay,as) = 0 para todo z € R e para todo aj,as € R. Substituindo a;
por a; + by nesta expressao, obtemos S(ay,a)xT (b1, as) + S(by,as)xT (ay,a3) = 0 por
hipétese. Repetindo o raciocinio do caso n = 1, temos que S(aq, as)xT (b1, as) = 0. Donde,
substituindo as por as + by, obtemos S(ay, az)xT (by,by) = 0. ]

Observacao 1.1.8 Na prova da proposicao acima, temos aplicado um mecanismo que
serd usual no que segue. Utilizamos a expressao S(a)xT(a) = 0, mas substituindo a por
a + b. Tal processo denomina-se linearizacao com respeito a a.

O resultado a seguir caracteriza anéis primos livres de 2-torc¢ao.

Teorema 1.1.9 Seja R um anel livre de 2-tor¢ao. Entao sdo equivalentes:
1. R é um anel primo;
2. Sea,be R eaxb+ bra =0 para todo x € R, entao a =0 ou b=0;

3. Sea,b e R e ara = bxb para todo x € R, entdo a =b ou a = —b.

Prova. (1.—2.) E conseqiiéncia imediata da Proposicio 1.1.6.
(2.—1.) Suponhamos que, para todo y € R, vale ayb = 0.

Entao (bxa)y(bza) + (bxra)y(bzra) = 2bzx(ayb)ra = 0 para todo x,y € R. Donde, por
hipétese, bra = 0 para todo x € R. Portanto, axb+ bra = 0 para todo z € R. Logo, por 2,
a=0oub=0,e R é primo.

(2.—3.) Suponhamos aza = bxb para todo x € R.

Entao (a —b)z(a+b)+ (a+b)z(a—b) = 0 para todo x € R. Por 2, segue que a —b =0
ou a+b=0. Sendo assim, a = b ou a = —b.

(8.—2.) Suponhamos azb + bra = 0 para todo = € R.

Entao (a —b)z(a—0b) = (a+b)x(a+b) para todo x € R. Portanto, por 3, a—b=a+b
oua—b=—(a+0b). Como R é livre de 2-torcao, segue que a = 0 ou b = 0. [ |

Observagao 1.1.10 Para provar (2.—1.) e (2.—3.) no Teorema 1.1.9, nao utilizamos
o fato de R ser livre de 2-torc¢ao.
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1.2 O Anel de Quocientes (a direita) de Martindale
de um Anel Primo

Se D é um dominio de integridade comutativo, é conhecido que existe um corpo F' que
contém D, chamado o corpo de fracoes de D, tal que para cada x € F' existe um elemento
0#a¢€ D comza € D. A existéncia do corpo de fracoes de D é um fato extremamente
importante e util para muitos assuntos.

A construcao de F' a partir de D pode ser estendida aos anéis nao-comutativos. Este é
o assunto desta segao. Vamos nos restringir ao anel de quocientes (a direita) de Martindale
de um anel primo R, definido pela primeira vez por W. Martindale IIT em ([36]). Existem
construcoes mais gerais, também para anéis nao necessariamente comutativos. O leitor
interessado pode consultar ([40], Capitulo 3) e ([31], Secao 4.3).

Seja R um anel primo nao necessariamente com unidade. Se I <1 R diremos que uma
aplicagdo f: I — R é um R-homomorfismo (& direita) se f é aditiva e f(ar) = f(a)r,
para todo a € I, r € R. No que segue, consideraremos ideais nao-nulos I de R e
R-homomorfismos f: I — R. O conjunto dos ideais nao-nulos de R sera denotado por Z.
Note que, se I,J € Z,entao IJ € ZelINJcL.

Denotamos por Q o conjunto de todos os pares (I, f), onde I € Z e f: [ — R é um
R-homomorfismo (& direita).

Em Q, definimos uma relagao de equivaléncia como segue: se (I, f), (J, g) € Q, dizemos
que (I, f) é equivalente a (J, g) ((I, f) ~ (J, g)) se existir um ideal nao-nulo H C I N .J tal
que f |g= g |u. Podemos verificar facilmente que esta relacao é realmente uma relacao de
equivaléncia e que pode ser definida de maneira equivalente como segue: (I, f) ~ (.J, g) se,

e somente se, f |;nn= g |nJ)-

Denotemos por ) o conjunto quociente Q/ ~ e por [I, f] a classe de equivaléncia (I, f)
onde (I, f) € Q. No que segue, dotaremos () de uma estrutura de anel de modo a podermos
considerar R C Q.

Sejam [I, f], [J, g] dois elementos de ). Definimos a soma e o produto em () por:

1) [I,fl+[J,9]=[INJ f+g]|, onde f+g: INJ— R é definida de modo natural:
(f +9)(a) = f(a) + g(a), para todo a € TN J.

i) [I,f]-[J, 9] =[], fog], onde fog: JI — R é definida por (fog)(a) = f(g(a)) para
todo a € JI (note que esta defini¢do estd bem dada, pois g(JI) C I e assim f(g(a)) € R).

E facil verificar que estas operacoes estao bem-definidas em (), e provar o seguinte

Teorema 1.2.1 (Q,+,-) é um anel com unidade.
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O anel definido acima é denominado anel de quocientes (a direita) de Martindale de R.
Com uma construcao semelhante podemos definir o anel de quocientes a esquerda.

Vejamos como R pode ser mergulhado em ). Se a € R, denotamos por a; a
multiplicacdo & esquerda por a (i.e., i R — R é definida por ¢;(z) = az, para todo
r € R). E claro que [R, ;] é um elemento de @, o qual denotaremos apenas por a;. A
aplicacdo ¢: R — @ definida por ¢(a) = a;, para cada a € R, é um homomorfismo
injetor de anéis. Isto permite identificar R com sua imagem (R) em (). Utilizando esta
identificacao, podemos supor R C () e, para a € R, escrever a; = a.

Quando D é um dominio comutativo, o corpo de fracoes de D é um corpo. No caso
geral, existe um resultado correspondente muito importante e 1itil, nao diretamente para @),
senao para seu centro. O centro de ), denotado por C, é definido de forma usual.

A seguinte proposicao contém as propriedades mais importantes do anel @, que
precisaremos mais adiante.

Proposigao 1.2.2 Sejam R um anel primo e Q) o anel de quocientes (a4 direita) de
Martindale de R. Entao:

1. RCQ;

2. Dados n elementos qi,...,q, € Q, existe um ideal I € T tal que ¢;1 C R, para
1=1,2,...,n;

3. SeaeQ €tal que al =0 ou Ia =0 para algum 0 # I < R, entdo a = 0;

4. Sel €T ef:1— R éum R-homomorfismo (a4 direita), entdo eziste ¢ € Q
tal que f(a) = qa para todo a € I;

5. Todo anel intermedidrio T (anel com R C T C Q) € também primo. Em
particular, () € primo.

6. C € um corpo.

O corpo C' é denominado centrdide estendido de R. O anel gerado por R e C' é igual
a RC. Este subanel é particularmente importante, e é chamado o fecho central de R.
Podemos verificar que o seu centro ¢é ainda C.

Note que Z(R) C C. Portanto, C' contém o corpo de fracoes de Z(R). Mas, em geral,
este corpo de fracoes nao é igual a C.

O conjunto Vo(R) ={qe€ Q| ¢r=rq, Vr € R} formado pelos elementos ¢ € () que
comutam com todo r € R é denominado centralizador de R em (). A proposicao seguinte
caracteriza os elementos de C.
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Proposicao 1.2.3 Seja g = 1[I, f] € Q. As sequintes condicdes sao equivalentes:
1. ¢ C;

2. f é um homomorfismo de R-bimdédulos (f(za) = xf(a), para todo a € I, x € R);

3.q¢€ VQ (R)
Encerramos com mais algumas proposi¢oes que serao uteis mais adiante.

Proposicao 1.2.4 Sea, b € () sao tais que aRb = 0, entao a =0 ou b = 0.

Prova. Pela Proposicao 1.2.2, existem U,V € T tais que aU C R e bV C R. Se
aRb = 0, entao aURbV = 0. Mas, R é primo, donde aU = 0 ou bV = 0. Logo a = 0 ou
b=0. [ ]

Proposicao 1.2.5 Se 0 # q € @), entao qRgRN R # 0.

Prova. Seja 0 # I < R tal que 0 # ¢I C R. Sendo qR # 0 e R primo, entao qlql # 0
e segue que ¢RgR(\ R # 0. [ |

A prova da préxima proposi¢ao é analoga a de ([22], Lema 1.3.2), utilizando a proposi¢ao
anterior. Novamente, iremos apresenta-la por completitude.

Proposicao 1.2.6 Se a;,b;, 1 < i < m, sao elementos nao-nulos de () tais que

> a;xb; = 0 para todo x € R, entdo os a;’s e 0s b;’s sao linearmente dependentes sobre C.
i=1

Prova. Mostraremos que os a;’s sao linearmente dependentes sobre C'. Caso contrario,

existem um n minimal e elementos ay,...,a, € @) linearmente independentes sobre C' tais
n

que Y a;xb; = 0 para todo = € R e para alguns b;’s, onde os b;’s sdo elementos nao-nulos

=1
de @). Pela Proposicao 1.2.4, temos que n > 1. Suponhamos que z;, y; € R sao tais que
Z Ijblyj = 0.
Ser € R, entdo 0 = Y ayrxjbiy; = — >, a;ir Y, x;by;, uma vez que > a;rx;b; = 0.
j i=2 j i=1
Como temos uma relacao mais curta do que n, concluimos que Y z;b;y; = 0 para todo i.
J
Portanto a aplicacao v;: RbyRNR — @ dada por v, (> u;biv;) = > u,b;y; é bem-definida.
J J

Note que a imagem Im(v;) é um ideal bilateral ndo-nulo de @), e que a pré-imagem
v *(Im(v;) N R) é um ideal bilateral ndo-nulo de R. Assim, é claro que a aplicacio
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Yi lrmyonr: RbiRNRN~; ' (Im(y;)NR) — R é um homomorfismo de R-bimédulos, donde
Yi |rm(v)nr define um elemento — que denotaremos por ¢; — pertencente a C'. Ademais, por
esta definicao, ¢;b; = b;. Entao, para todo z € R, 0 = Zaza:b = Za,xczbl = Zczaszl

Pela Proposicao 1.2.4, segue que ZczaZ = 0. Sendo os a;’s hnearmente 1ndependentes

sobre C, resulta que ¢; = 0. Neste caso, Rb;R = 0 pela definicao de ¢;. Donde b; = 0,
contradicao. Isto prova a proposicao. [ ]

Proposigao 1.2.7 Seja 0 # ¢ € Q tal que qR = Rq (globalmente). FEntio q é
inversivel.

Prova. Temos que existe 0 # I < R tal que ¢f C R.

E f4cil verificar que ¢I < R. Entao podemos utilizé-lo como dominio de defini¢ao de
uma aplicagao ¢: ¢ — R tal que ¢(qi) = i.

Note que ¢ é um homomorfismo a direita bem-definido. De fato, se ¢i = ¢i’ para 1,
i' € I, entao q(i —i') = 0 e Rq(i —1i') = 0. Pela hip6tese concluimos que ¢R(i —i') = 0.
Assim, via Proposicao 1.2.4, i —i’ = 0, donde i = i'. Verifica-se facilmente que ¢ o ¢, = id;
e q o p =idy. Logo a aplicagdo ¢ define um elemento ¢’ tal que ¢¢' = ¢'q = 1. [ |

1.3 Ideais de Lie

Um subgrupo aditivo U de um anel R é dito um ideal de Lie de R se o comutador
[u,r] = ur —ru € U, para todo u € U, r € R. E facil ver que todo ideal bilateral A < R
de um anel R é um ideal de Lie.

Nos tdltimos 30 anos, muita literatura tem sido escrita sobre a relacao entre derivacoes
usuais e ideais de Lie de um anel primo. Em particular, envolvendo a acao das derivagoes
sobre ideais de Lie. Muitos destes resultados estendem outros provados anteriormente
apenas para a acao das derivacoes sobre o anel todo. O leitor interessado pode ver
resultados neste sentido em vérios trabalhos. Por exemplo ([3], [6], [33], [34] e [52]), entre
outros.

Nesta secao listamos alguns resultados conhecidos. Temos interesse em analisar a agao
das derivacoes de ordem superior sobre ideais de Lie de um anel primo. Faremos uma
diferenciacao entre os ideais de Lie que estao e os que nao estao contidos no centro do
anel. H4 um interesse particular em ideais de Lie U tais que u? € U para todo v € U. Tal
distingao j& ocorre em vérios trabalhos envolvendo derivagoes usuais e ideais de Lie (ver
por exemplo [5]).
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As proposicoes a seguir nos serao uteis mais adiante. Embora estejam demonstradas
em ([6], Lemas 1, 2, 3 e 4), daremos uma prova répida de cada uma delas por motivo de
completitude.

Comegamos com um caso especial de um resultado bem mais geral ([21], Teorema 5).
O resultado para anéis primos estd implicitamente contido em ([23], Lema 1.3), o qual
passamos a demonstrar agora.

Lema 1.3.1 Seja R um anel semiprimo livre de 2-tor¢ao. Se U # 0 € tanto um ideal
de Lie como um subanel de R, entdao ou U C Z(R), ou U contém um ideal nao-nulo de R.

Prova. Suponhamos, primeiramente, que U, como um anel, é nao-comutativo. Entao
para algum x,y € U, [z,y] # 0. Para cada r € R, [z,yr] € U, i.e., [z, y]r + y[z,r] € U.
Note que ylz,r] € U, pois y,[z,r] € U uma vez que U é tanto um ideal de Lie como
um subanel de R. Logo [z,y|R C U. Assim, para r,s € R, [[z,y]r,s] € U. Donde
R[z,y|R C U. Mostramos que o ideal R[z,y|R estd em U. Se R[z,y|R = 0, entao
(R[z,y])* = 0, contrariando a hipStese. Portanto o resultado ¢ verdadeiro se U como
subanel de R é nao-comutativo.

Assim, suponhamos que U é comutativo; vamos mostrar que U C Z(R). Dados a € U,

x € R, entdo [a,z] € U, logo comuta com a. Agora, para z,y € R, ala,zy] = [a,zy]a.
Como [a, zy] = [a, z]y + z[a,y], [a, z] e [a,y] comutam com a, resulta que 2[a, z][a,y] = 0
para todo z,y € R. Sendo R livre de 2-torcao, temos que [a,x][a,y] = 0. Seja y = ux.
Entao [a,z][a,uz] = [a, z]([a, u]r + ula, x]) = [a,x]ula,z] = 0. Donde [a,z|R[a,x] = 0.
Como R é semiprimo, concluimos que [a,z] = 0. Logo a € Z(R). [ ]

Note que na tultima parte da prova do Lema 1.3.1 nés provamos a seguinte

Observacao 1.3.2 Seja R um anel semiprimo livre de 2-torcao. Se a € R comuta com
todo [a,z], € R, entdo a € Z(R).

Proposigao 1.3.3 Seja R um anel primo livre de 2-tor¢ao. Se U ¢ Z(R) é um ideal
de Lie de R, entio existe M < R tal que [M,R] C U, mas [M,R] ¢ Z(R).

Prova. Como car(R) # 2 e U ¢ Z(R), segue da prova do Lema 1.3.1 que [U, Ul #0
e que [M,R] C U, onde M = R[U,UJR # 0 é o ideal de R gerado por [U,U]. E fécil ver
que [M,R] ¢ Z(R) pois, se [M,R] C Z(R), entao [M,[M, R]] = 0. Isto implicaria que
M C Z(R) pela Observagao 1.3.2 e, como 0 # M < R, teriamos R = Z(R). n

Proposicao 1.3.4 Sejam R um anel primo livre de 2-tor¢ao, e U um ideal de Lie de R
tal que U ¢ Z(R). Entdo Vr(U) = Z(R).
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Prova. Vg(U) é tanto um subanel como um ideal de Lie de R. Como Vg(U) nao
pode conter um ideal nao-nulo de R — caso contrario U centraliza um ideal nao-nulo de R
e, portanto, estd em Z(R) — pelo Lema 1.3.1 concluimos que Vx(U) C Z(R). Donde
Vr(U) = Z(R). u

A préxima proposicao é um caso particular de ([21], Lema 2).

Proposicao 1.3.5 Sejam R um anel primo livre de 2-tor¢ao e U um ideal de Lie de R.
Se a € R centraliza [U,U], entao a centraliza U. Isto é, Vi([U,U]) = Vg(U).

Prova. Se [U,U] ¢ Z(R) entao, pela Proposi¢ao 1.3.4, a € Z(R). Donde certamente
a centraliza U. Por outro lado, se [U,U] C Z(R), u € U e x € R, entdao a = [u, [u, z]] = 0.

Mas, pela Observacao 1.3.2, u € Z(R). Segue que U C Z(R). Em ambos os casos vemos
que a € Vx(U). Logo Vr([U,U]) = Vg(U). n

Proposicao 1.3.6 Sejam R um anel primo livre de 2-torcao, e U um ideal de Lie de R
tal que U ¢ Z(R). Se a,b € R sdo tais que aUb = 0, entdo a =0 ou b= 0.

Prova. Pela Proposicao 1.3.3, existe M < R tal que [M, R| ¢ Z(R), mas [M,R] C U.
Seue U, me M ey€ R, entdao [mau,y| € [M,R] C U. Portanto, 0 = a[mau, y|b =
= a[ma, ylub + amalu, y|b = a(may — yma)ub = amayub, pois afu,ylb € aUb = 0. Entao
aMaRUb = 0. Se a # 0, como R é primo, obtemos Ub = 0. Se xz € R e u € U, entao
(ux — zu) € U e, por conseguinte, (ux — zu)b = 0. Donde uzb = 0, para todo = € R. Em
outras palavras, uRb = 0. Como U # 0, segue que b = 0. [ ]

1.4 Derivacoes de Ordem Superior (DOS)

Uma familia D = (dp)peny (ou 0 < n < m para algum m) de aplicagoes aditivas
d,: R — R é dita uma deriva¢ao de ordem superior (DOS) no anel R, se dy = idg e, para
quaisquer elementos a e b em R e qualquer natural n, d,(ab) =", d;(a)d,_;(b).

Exemplo 1.4.1 Seja 0: R — R uma derivagao usual sobre uma Q-algebra R (élgebra
sobre os racionais). Definindo d; = f.—; para todo i € N, temos que a seqiiéncia (d;);en é
uma DOS em R.

Exemplo 1.4.2 Seja R = K[z|(y, 2) o anel livre sobre K[z]| nas indeterminadas y e z
(K corpo, car(K) # 2, y e z comutam com x, mas nao comutam entre si), anel primo e
livre de 2-torcao.

Como R é um K-espacgo vetorial, entao para determinarmos a acao de uma aplicacao
aditiva de R em R sobre seus elementos, basta definirmos a acao sobre os elementos da
base {z'w : i € N, w é palavra em y, 2} de R.
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Temos que Z(R) = K[z]|. Seja D = (d,)nen uma seqiiéncia de aplicacoes aditivas de R
em R tal que dy = idg e, para todon > 1,

dy(z) = pu(z), onde p,(z) € Klz]

d,(2) = rn(z,y,2), onde r,(z,y,2) € R

d.(a?’) = > di(a’7")d, i(a), para todo j > 2, onde a = z, y, ou 2.
i=0

Seja agora w uma palavra em y, z. Denotaremos por |w| o nimero de letras de w.
Se |w| = 2, entao podemos escrever w = wv onde u,v € {y,z}. Por conseguinte,

definimos d,,(w) = d,,(uwv) = > d,,_;(u)d;(v), para todo n > 1.
i=0

Se |w| = k > 2, podemos escrever w = w't, onde t € {y,z} e w' é uma palavra em
y,z tal que |w'| = k — 1. Supondo que ds(w') estd definida para todo s < n, definimos

dp(w) = d,,(w't) = ;}dn,i(w’)di(t), para todo n > 1.

Finalmente, para uma palavra w de comprimento arbitrario, definimos

dn(z'w) = Y dp_j(2%)d;(w), para todo i > 1 e para todo n > 1.
i=0

Agora é facil ver que D é uma DOS em R.

Reciprocamente, toda DOS de R é desta forma para algum p;(x), ¢;(z, y, 2), ri(z, y, 2).

O exemplo acima pode ser facilmente generalizado a anéis do tipo

R=Klz1, 2o, ..., 2s|{y1, Y2, -+ Ym)-

Proposicao 1.4.3 Seja D = (d,)nen derivacio de ordem superior (DOS) em um
anel R. Entao d;(Z(R)) C Z(R) para todo i € N.

Prova. Por indugao sobre n. Seja a € Z(R). Entao ab = ba para todo b € R e,
portanto, d,(ab) = d,(ba) para todo n € N.

Para n = 0 o resultado é ébvio.
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Como dy (ab) = d;(ba), entao ady(b) + di(a)b = bd,(a) + di(b)a. Mas, a € Z(R), donde
ady (b) = dy(b)a. Portanto d;(a)b = bd;(a) para todo b € R e para todo a € Z(R). Logo
di(Z(R)) € Z(R).

Suponhamos, por hipétese de inducao, que d,,(Z(R)) C Z(R), para todo m < n.
Temos que d,,(ab) = dy,(ba) para todo b € R. Isto é, > d;(a)d;j(b) = > d;(b)d(a).

i+j=n i+j=n
Por hipétese de indugdo, d;(a)d, ;(b) = d;(a)d, ;(b) para todo 0 < i < n — 1. Portanto,
dn(a)b = ad,(b). Assim, d,,(Z(R)) C Z(R) para todo n € N. ]

Proposicao 1.4.4 Sejam a € R, dy = idg, e
dp(z) = (=1)"(za" — aza™ ') = (—=1)"(za — azx)a™ !
paran > 1, x € R. Entdo D = (d,)nen € uma DOS.
Prova. Por inducao sobre n.
Temos que di(z) = ax — ra é uma derivagao interna, logo é uma derivagao usual.

E facil ver que d,(z) = —dp_1(z)a = (=1)" d;(x)a" ! para todo n > 2.

m

Suponhamos, por hipdtese de inducao, que d,(zy) = > di(x)dn—i(y) para todo
=0
x,y € R e para todo 2 < m < n.

Usando a propriedade acima e a hipdtese de inducao, segue que

b1 (2y) = —du(ay)a=—3" dy(@)du—s(y)a =
= —zdp(y)a —di(z)dpm—1(y)a — dp(z)ya — :nz—:; di(z)dm—i(y)a =
= —zdm(y)a — di(@)dm-1(y)a — dm(z)ay + dpm(z)(ay — ya) — m;; di(z)dm—i(y)a =

= zdmi1(y) + di(2)dm(y) + dmi1 (2)y + dm(2)d1(y) + mZ: di(z)dm11-i(y) =

m+1
= > di(@)dmi1-i(y)a.
i=0

Logo, D = (d;)ien é uma derivacao de ordem superior. [

Estas derivagoes de ordem superior ja foram utilizadas por Nowicki ([44]). No seu
trabalho, prova que as derivagoes de ordem superior de um anel R formam um grupo. A
sua defini¢ao de DOS associada a a € R ¢ dada por d;(z) = a'~'(ax — za) para todo i > 1
e para todo x € R. A DOS definida por nés é a inversa (no mencionado grupo) da DOS
por ele definida, associada a —a.
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1.5 Extensao de uma DOS ao Anel de Quocientes

E bastante conhecido que se R é um anel primo e d: R — R é uma derivacao, entao
existe uma tnica derivagao d*: @ — @ que é extensao de d (i.e., tal que d* |r= d).

Aqui estenderemos uma derivacao de ordem superior definida num anel R primo,
nao necessariamente com unidade, ao anel de quocientes de Martindale (a direita) @
de R. Embora este seja um resultado provavelmente conhecido, nao encontramos nenhuma
referéncia sobre sua prova. Por isso, resolvemos apresenta-la aqui. O resultado central é o

Teorema 1.5.1 Sejam R um anel primo, Q o anel de quocientes de Martindale (a
direita) de R, e D = (dn)nen uma DOS em R. Entao, para cada d,,: R — R, n > 1,
existe uma unica df: QQ — Q que € extensdo de d,, a Q, i.e., tal que d}, |g= d,. Nestas
condigoes, D* = (dF)nen também é uma DOS.

Explicitamente, para ¢ € Q e 0 # A < R tal que ¢A C R, temos d*(q): A" — R
n—1
dada por d*(q)a = d,(qa) — Y d(q)dn_;(a) para todo a € A" e para todo 1 < n € N.
i=0

Iniciamos com o seguinte

Lema 1.5.2 Sejam D uma DOS em R, e 0 # A < R. FEntdo, convencionando que
A% = R, temos que d,,(A™) C A"™™ para todo n > m e para todo m € N,

Prova. E obvio que do(A™) C A™ para todo n > 0.
A prova segue por inducao sobre m, n € N.
Sejam m =1 e n > m. Sen =1, entdo para a € A temos d;(a) € R = A°.

Para n > 2, todo elemento a € A" pode ser considerado como a = > j;l;, onde

K
ji€ A"l el;, € A para todo i > 0. Sem perda de generalidade (uma vez que D ¢
aditiva) consideremos a € A como a = jl, onde j € A"™' | € A. Assim, se n = 2, entao

Suponhamos d;(A"™) C A"~ para todo 1 < i < n — 1. Entdo para a = jl € A"
como acima, dy(a) € A", Logo di(A") C A" ! para todo n > 1.

Seja agora h € N, h > 2. Suponhamos que para todo k£ < h e para todo m < k, vale
dm(AF) € A¥ ™. Vamos provar a relacao para h. Sabemos que d;(A") C AL,

Como h ¢ fixo, fagamos indugao sobre m: suponhamos que d;(A") C A" para todo
1< m<h.
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Se m = h, entdo d,,(A") C R = Ah—™.
Suponhamos, portanto, h > m. Entdo, paraa € A" a = jlonde j € A" 1 el € A,
m—1
dm(a) = dm(]l) = dm(])l +]dm(l) + Z ds(])dm—s(l) Como j € Atel <s<m-—1,
s=1

temos que d,(j) € AP=(H) C AP o C_lm(j) € Ah=(m+1) | Togo d,,(A") C AP=™ para todo
h > m e para todo m € N. [ ]

Estamos em condicoes de provar o Teorema 1.5.1:

Prova do Teorema 1.5.1. A prova é construtiva, por inducao:
Como dy = idg, tomemos dj = idq.

Sabemos que d; é uma derivacao usual. Entao existe uma unica derivagao dj: ¢ — Q)
que é extensao de d; ([16], Proposigao 3.1.3). Explicitamente:

di(q)a = dy(qa) — qdi(a) para todo a € A%, onde qA C R. (1.1)

Por definicao, do(zy) = xds(y) + di(x)di(y) + dao(x)y para todo z,y € R. Definimos
entdo di(q) € Q como sendo a aplicacao d(q): A*> — R tal que

ds(q)a = dy(qa) — dj(q)di(a) — qds(a) para todo a € A3. (1.2)

Pelo Lema 1.5.2 e por ds ser bem-definida, a expressao de d5(q) mostra que dj também
é bem-definida, e garante a unicidade de d3.

2
Vejamos agora que dj(qq') = %d;*(q)d;_i(q’) para todo ¢, ¢ € Q.
1=

Sejam ¢,¢" € Q. Pela Proposicao 1.2.2, existe 0 # C < R tal que ¢qC C R e existe
0# B < R tal que ¢ B C R. Tomemos A = BC # 0. Portanto, para a € A3,

dy(qq')a = da(qq'a) — di(qq)di(a) — qq'dz(a) =
= dy(qq'a) — di(qq'di(a)) + q¢'di(di(a)) — qq'ds(a). (1.3)

Por outro lado,

qds(q')a = qdy(q'a) — qdi(q')di(a) — qq'da(a) =
= qdy(q'a) — qdi(q'di(a)) + qq¢'di(d:(a)) — qq'da(a). (1.4)

Ainda
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di(q)di(¢)a = di(q)(di(¢'a) — ¢'di(a)) =
= di(q)di(q'a) — di(q)q'di(a) =
= di(qdi(q'a)) — qdi(di(¢'a)) — di(qq'di(a)) + qdi(¢'di(a)),  (1.5)

bem como
d3(q)d'a = da(qq'a) — di(q)di(d'a) — qda(q'a) =
= da(qq'a) — di(qdi(d'a)) + qdi(di(q'a)) — qda(q'a). (1.6)

Assim, d3(qq')a = qd3(¢')a + di(q)di(q')a + d3(q)q'a, pois (1.3)=(1.4)+(1.5)+(1.6).
Observemos que dj estende dy: sejam r € R e i € A3,

Como dy(ri) = rda(i) + di(r)di (i) + da(r)i, entao

ds(r)i = do(ri) — di(r)dy (i) — rdy(i) =
= dQ(T)Z —+ dl(T)dl(Z) + ng(l) — d1 (T)dl(l) — TdQ(Z) = dQ(T)Z

Logo (di(r) — do(r))A? = 0, donde d5(r) = da(r).

Vejamos o caso geral: seja n € N.

Suponhamos, por inducao, que para todo m < k < n e para ¢ € ) e um ideal
bilateral nao-nulo A de R tal que ¢A C R, a aplicagao d* (¢q): A™" — R dada por

m—1
dx(q)a = dp,(qa) — . d¥(q)dm_i(a) para todo a € A™! estd bem-definida. Suponhamos,
i=0
ainda, que d¥,(qq¢') = >_ dr(q)d’, ;(¢') para todo ¢q,¢' € Q, e que d¥, |rg= dp,-
=0

Entao definimos df,,,(¢): A™"? — R por

1 (0)b = dinia(g0) = Y d(q)dms1-4(b) para todo b € A™+2, (1.7)

1=0

A expressao de df,,,(¢) mostra que dy,., é bem-definida (pelo Lema 1.5.2 e porque
dm+1 também é bem-definida), e garante a unicidade de d, ., ;.

m+1
Resta mostrar que d, . ,(¢¢') = > d;(q)d},., ;(¢') paratodo ¢,q¢’ € Q. Sejam ¢, ¢ € Q.
i=0

Pela Proposicao 1.2.2, existe 0 # C' < R tal que ¢qC C R e existe 0 # B < R tal que
¢'B C R. Tomemos A = BC # 0. Portanto, para a € A™2,
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droi1(qq')a = dpia(gd'a) — Zd*(qq) m1—i(a). (1.8)

(Pela hipétese de indugao podemos computar d;(qq')dpm11—;(a) para todo 0 < i < m, pois
se a € A™?) entdo dy,y1i(a) € A™T2mHI=) — A — (BO)™*! que é o dominio de
defini¢ao de df(qq').)

m+1
Vamos mostrar que d},,(q¢ )a = > d¥(q)d%,.,_;(¢')a para todo a € A™"2. De fato,
i=0
temos que
m+1 m+1 i—1
5 di@ds (e = S @ladi(0)0) = 5 @ () =
1= 1= 1=

= dpyi(qq'a) = Y d;(‘])d:n—l—l—j(q,a)_'—
j=0

1=0

+iwwﬁmxw@—§@@@4ﬁﬂxw@

Reagrupando termos e usando, em (1.8), a hipdtese de inducdo para df, para todo
1 <1 < m, resulta

dra(ad)a = dmia(gq'a) = 3 di(qq)dmi1-i(a) =

=0

= dpi(gq'a) — §§du (@)1 —s(a) =

= Z di (9)d5,11-4(¢)a

Logo D* = (d})nen ¢ DOS em Q).

Ainda, dZ, estende d,,: parat € Re i € A™ como d,,(ti) = > d;j(t)dpm—;(i), segue
0

que

d* ()i = dy(ti) — i @} (Odna(i) = D ds (O (0) - i dy ()i (7) = don (1)

Portanto, (d*, (t) — d,,(t))A™ ! = 0, donde d,(t) = d,,(1). ]



Capitulo 2

Derivacoes de Jordan de Ordem
Superior (DJOS)

Seja R um anel nao necessariamente com unidade. Uma derivacao de Jordan definida
num anel R é uma aplicacao aditiva que satisfaz a propriedade d(a?) = d(a)a + ad(a) para
todo elemento a € R. Toda derivacao é obviamente uma derivacao de Jordan. A reciproca
é falsa, em geral ([16], Exemplo 1.1.11). E natural, entdo, perguntarmo-nos sob quais
condicoes uma derivacao de Jordan é uma derivacao usual. Esta questao foi considerada
por I.N. Herstein. Em 1957, provou que quando o anel R é primo e livre de 2-torcao, entao
toda derivacao de Jordan de R é uma derivacao ([20], Teorema 3.1). Mais tarde, em 1988,
M. Bresar e J. Vukman publicaram uma versao mais simplificada da prova de Herstein
([11], Teorema 1). No mesmo ano, Bresar mostrou a validade da questao de Herstein para
anéis semiprimos livres de 2-tor¢ao ([8], Teorema 1). Naturalmente, esta segunda prova
¢ também uma prova do resultado para anéis primos, uma vez que todo anel primo é
semiprimo.

Em 1994, em nossa dissertacdo de mestrado ([16]), generalizamos esta questao as
derivacoes de ordem superior. Isto nao aparece na literatura, e foi obtido pelo autor
seguindo sugestoes de M. Ferrero.

Uma familia D = (dp)peny (ou 0 < n < m para algum m) de aplica¢oes aditivas
d,: R — R é dita uma derivacdo de Jordan de ordem superior (brevemente DJOS) em R,
se dg = idp e, para qualquer a € R e qualquer nimero natural n, d,(a?) = > d;(a)d;(a).

i+j=n

Uma vez que toda DOS é uma DJOS, faz sentido novamente perguntar sobre a validade
da reciproca. Nosso resultado de ([16]) mostra que ela nao é verdadeira em geral ([16],
Exemplo 2.1.4) mas, se R é semiprimo livre de 2-tor¢ao, entdo a reciproca é verdadeira
([16], Teorema 2.2.1).

17
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Por outra parte, em ([9]) e ([10]), Bresar publicou dois trabalhos em que descreve os
homomorfismos de Jordan e os homomorfismos triplos de Jordan em anéis semiprimos.
Entre outros resultados, generalizou a questao de Herstein mais uma vez, provando que
toda aplicacao aditiva d de um anel semiprimo livre de 2-torcao R que satisfaz a relacao
d(aba) = d(a)ba + ad(b)a + abd(a) para todo a,b € R (derivagao tripla de Jordan), é uma
derivacao ([9], Teorema 4.3).

Continuando com os resultados de nossa dissertacdo de mestrado ([16]), na primeira
secao deste capitulo consideramos as derivacoes triplas de Jordan de ordem superior,
e provamos que toda derivacao tripla de Jordan de ordem superior de um anel
semiprimo livre de 2-tor¢do R é uma deriva¢ao de ordem superior de R (Teorema 2.1.2).
A seguir, mostramos que toda DJOS é uma derivacao tripla de Jordan de ordem
superior (Teorema 2.1.8), o que generaliza o resultado de Bresar. Obtivemos, como
conseqiiéncia (Corolario 2.1.9), o teorema principal de nossa dissertacdo de mestrado
([16], Teorema 2.2.1), bem como uma generalizacdo do resultado de Bresar acima
mencionado.

Além disso, R. Awtar estendeu a questao de Herstein a ideais de Lie ([5], Teorema).
Obtivemos também uma generalizacao deste resultado para derivagoes de ordem superior.
O principal teorema afirma que se R é um anel primo livre de 2-tor¢ao e D é uma DJOS
definida num ideal de Lie U de R tal que u?> € U para todo v € U, onde U ¢ Z(R),
entdao D é uma DOS de U em R (Teorema 2.2.11). Ademais, mostramos que, nas mesmas
condicoes do Teorema 2.2.11, se o ideal de Lie U estiver contido no centro do anel, entao
o resultado nao é vélido (Exemplo 2.2.12). Este resultado contrasta com ([5]), pois Awtar
provou seu teorema para os dois casos.

2.1 Derivacoes Triplas de Jordan de Ordem Superior

Definicao 2.1.1 Uma familia D = (d;)ien (0w 0 < i < m para algum m) de aplicagdes
aditivas d;: R — R ¢ dita uma derivacao tripla de Jordan de ordem superior se para todo

a,b € R e para todo natural n a condi¢io d,(aba) = > di(a)d;(b)di(a) é satisfeita.
i+it+k=n

Nosso primeiro objetivo é mostrar o seguinte

Teorema 2.1.2 Seja R um anel semiprimo livre de 2-tor¢ao. Entdo toda derivacao
tripla de Jordan de ordem superior de R é uma derivacao de ordem superior de R.

Para tal, precisaremos de alguns lemas prévios.
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Iniciamos com o

Lema 2.1.3 Sejam R um anel e D = (d;);en uma derivagdo tripla de Jordan de ordem
superior em R. Entdo, para quaisquer a,b,c € R, n € N,

do(abe + cba) = 3 (di(a)d; (b)dy(c) + dy(c)d; (B)di ().

i+j+k=n

Prova. Sejam a,b,c € R e n € N. Comecamos linearizando a expressao de d,, com
respeito a a. Seja v = d,,((a + ¢)b(a + ¢)).

Temos v = d,,(aba) + d,,(cbe) + d,,(abe + cba).
Pela definicao de d,,,

o= '—I—'—I—Zk: di(a+ c)dj(b)dr(a+c) =

= 2 di(a)d;(b)dp(a) + 3o di(a)d;(b)di(c)+

i+j+k=n i+j+k=n

+ > di(e)dj(b)di(a) + > di(e)d;(b)di(c) =

i+j+k=n i+j+k=n

i+j+h=n i+jth=n
Logo, dp(abc +cba) = > (d;(a)d;(b)di(c) + d;(c)d;(b)dk(a)). n
i+jthk=n

Para qualquer derivacao tripla de Jordan de ordem superior e quaisquer a,b,c € R e
natural n, denotaremos por [a, b, ¢| = abc — cba, e por ¢,(a,b, c) o elemento

on(a,b, c) = d,(abe) — Z d;(a)d;(b)dy(c).

it+j+k=n

Note que se ¢, (a,b,c) =0, entdo d,(abc) = >  d;(a)d;(b)di(c).

i+j+k=n

Esta notacao sera livremente usada no que segue.
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Lema 2.1.4 Sejam R um anel D = (d;)ien uma derivagdo tripla de Jordan de ordem
superior em R. Entao, para quaisquer a,b,c,e € R e n € N, temos:

1. @n\C, ba Cl) = —gpn(a, b7 C);

(
2. opla,byc+e) = @u(a, b, c) + pn(a,b, e);
3. onla,b+e,c) = @u(a, b, c) + pn(a, e c);
4. pnla+eb,c) = pu(a,b,c)+ pnle, b c);
5. 2pn(a, b, c) = dy([a,b, c]) + [du(c), b, a] + [¢, dn (D), a] + [¢, b, dp(a)]+
S 0 0]+ E e, do)]

Prova. 1. Sejam a,b,c € R e n € N. Pelo Lema 2.1.3, temos que

dy(abe) + dy(cba) = d,,(abc + cba) Z d;(a)d;(b)dy(c) + Z d;(c)d;(b)d(a).

i+j+k=n i+j+k=n

Donde

(abc) — Z d;( k(c) = n(cha) Z d;(c (a)).

i+j+k=n i+j+k=n
Ou seja, g,(a,b,c) = —p,(c,b, a).
2. Temos

¢nla,b,c+e) = dn(ablct+e))— > di(a)d;(b)dk(c+e) =
i+j+k=n

— daab) — Y di(@)d(O)ds(c) +dn(abe) — Y difa)d(b)d(e) =
i+j+k=n i+j+k=n

= (Pn(a, b, C) + (Pﬂ(aa b, e)'
Analogamente mostram-se 3 e 4.
5. Por 1, pn(a,b,c) = —pn(c,b,a). Entao

2§0n(a7 ba C) = ©n ((l, b7 C) - QOn(C, ba Cl) =

= dy(abc) — > di(a)d;(b)di(c) — dy(cba) + > di(c)d;(b)dg(a) =

it+jtk=n i+j+k=n
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Isto conclui a prova.

<k<n—
— dabd) - abda() — Y iG-S dila)d; (b)dile)+
1+J)=n i+j+k=n
+d,(c)ba + ‘ > cdj(b)dy(a) + %ngil di(c)d;(b)dy(a) =
j+k=n i+j+k=n
= dy([a,b,c]) + [dn(c),b,a] — ady(b)c — dp(a)bc — fzu di(a)d;(b)c—
i+j=n
1<k<n—1 1<,k
= > di(a)dj(b)dy(c) + cdn(b)a+ cbdn(a) + > cdj(b)di(a)+
i+j+k=n j+k=n
1<i<n—1
£S5 o)y (D) di(a) =
i+j+k=n

= dp([a,b,c]) + [dn(c),b,a] + [c,dp(b),a] + [c,b,dy(a)]+

2S00 40 de@] S [ ds(8), ()]

i+j+k=n itj=n

Lema 2.1.5 Sejam R um anel, n um nimero natural e D = (d;);en uma derivagdio

tripla de Jordan de ordem superior em R. Se op(a,b,c) = 0 para todo m < n e
para quaisquer a,b,c € R, entao ¢,(a,b,c)rla,b, c] + [a,b,c|ro,(a,b,¢) = 0 para todo
rya,b,c € R.

Prova.

Sejam a,b,c¢ € R. Por hipétese, ¢,,(a,b,c) = 0 para todo m < n. Portanto

©m(a, b, c)rla, b, c] + [a, b, c]re,(a, b, c) = 0 para todo r € R e para todo m < n.

Seja v = abercba + cbarabe, com r € R. Por um lado, pela expressao de d,,,

d(0) =

d,(a(bereb)a + c(barab)c) =

. %: (d;(a)d;(b(cre)b)dg(a) + di(c)dj(b(ara)b)dy(c)) =

> (di(a) > di(b)di(ere)dy(b)dy(a) + di(c) > di(b)di(ara)d,(b)di(c)) =

i+j+k=n I+t+u=j I+t+u=j
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= 2 (dila) 22 di(b) > ds(c)dp(r)dy(c)du(b)dk(a)+

i+j+k=n I+t+u=j s+p+q=t

+di(c) > ‘dl(b) > ds(a)dy(r)dy(a)d,(b)di(c)) =
I+t+u=j stp+q=t

= 2 (di(a)di(b)ds(c)dy(r)dy(c)du(b)dk(a) + di(c)di(b)ds(a)dp(r)dy(a)d (b)dx(c)).
i+l+s+p+qgtutk=n

Seja

y= Y (di(@)di(b)d;(e)dy(r)dy(c)du(b)di(a) + di(c)di(b)ds (a)dy (r)dy(a)dy (b)d(c)).

i+l+s+p+qt+ut+k=n

No entanto, pelo Lema 2.1.3,
d, (V) = d,((abc)r(cba) + (cba)r(abe)) =

= Y. (dalabe)ds(r)d,(cba) + dq(cba)dg(r)d, (abc)).

a+p+y=n

Seja x = +B¥ _ (do(abe)ds(r)d,(cba) + do(cba)ds(r)d.,(abc)).

[gualando-se as expressoes de d,,(9) acima, obtemos x — y = 0.

Sejam xy = Y, da(abc)dg(r)d,(cba) e zo = > du(cba)dg(r)d,(abc) o primeiro
at+pf+y=n atp+y=n
e o segundo somatorios de x, respectivamente.

Da mesma forma, sejam y; = > dia)di(b)ds(c)d,(r)d,(c)dy(b)di(a) e
i+l+s+p+gtutk=n

Yo = > di(e)di(b)ds(a)d,(r)dy(a)d,(b)dk(c) o primeiro e o segundo somatérios de v,
i+l+s+pt+qtutk=n

respectivamente.

Calculemos agora z;. Entao

1 = Y, >, da(abc)dg(r)d,(cba) =
B=0 aty=n—p
an<n—1 -
= abcrd,(cba) + dp(abc)rcba + ) do(abe)rd,(cba) + > Y do(abe)dg(r)d,(cba)+
aty=n B=1a+y=n—p

+abcedy,—1(r)di(cba) + dyi(abe)d, 1 (r)cba + abed, (r)cba.
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Pela hipétese (¢m,(a,b,¢) = 0 para todo m < n) aplicada a cada somatério acima,
temos:

a,y<n—1
Ty = aberdy(cba) + dy(abc)reba + > S di(a)d;(b)di(c)r Y. du(e)di(b)ds(a)+
at+y=n i+j+l=« u+k+s=

+Z > X di(a)d(b)di(e)ds(r) >0 du(c)dr(b)ds(a)+

=1 aty=n—pit+j+l=a u+k+s=y
+abed, 1 (r)di(c)ba + abedy,—1 (r)edy (b)a + abed, 1 (r)cbdy (a)+

+dy(a)bed,—1 (r)cba + ady (b)edy,—1 (1) cba + abdy (¢)dy,—1 (1) cba + abed, (1) cba.

Podemos escrever y; como
n—1

yio= > . > di(a)di(b)ds(c)dy(r)dy(c)dy (b)di(a) + abedy, (r)cba =
p=0 i+l+s+q+utk=n—p

= aber > dq(c)du(b)dk(a)—k‘ > di(a)di(b)ds(c)rcba+
q+ut+k=n i+l+s=n

1<iHl+s<n—1

+ X di(a)dy(b)ds(c)rdy(c)du (b)dy(a)+
i+l+s+q+ut+k=n

+ nZ_:Q . > di(a)di(b)ds(c)dp(r)dq(c)du(b)dy(a) + di(a)bedp—1 (r)cba+
p=Li+l+s+q+utk=n—p

+ad; (b)edy—1(r)cba + abdy (¢)dp—1(r)cba + abed,—1(r)d; (c)ba+

+abedy,—1(r)edy (b)a + abedy,—1 (r)ebdy (a) 4+ abed, () cba.

Assim, 1 — y1 = pn(a, b, ¢)reba + aberp,(c, b, a).

Trocando a por ¢ em x; e em y;, obtemos =3 — ¥ = @, (c, b, a)rabe + cbarg,(a,b, c).
Segue de z —y = 0 que ¢, (a, b, ¢)rcba+ aberp, (¢, b, a)+ @y (c, b, a)rabe+ cbare,(a, b, c) = 0.

Pelo Lema 2.1.4, temos

0 = ¢nla,b,c)rcba — abergy,(a,b, c) — pu(a, b, c)rabe + cbareg,(a,b, c) =
¢n(a, b, c)r(cba — abc) + (cba — abe)rey(a, b, c) =
n(a, b, c)rle,b,a] + [e, b, alroy(a, b, c) =

= —(pn(a,b,c)rla,b,c] + [a,b, c]ron(a, b, ¢)), que é o resultado procurado. [
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Lema 2.1.6 Sejam R um anel semiprimo livre de 2-tor¢io e D = (d;)ien uma
derivacao tripla de Jordan de ordem superior de R. Se ¢, (a,b,c) = 0 para todo a,b,c € R
e para todo m < n, n fizo, entio ¢, (a,b,c)xdi([a,b,c]) = 0 e di([a,b, c])zpn(a,b,c) =0
para todo k < m e para todo © € R.

Prova. Como conseqiiéncia imediata do Lema 2.1.5 e das Proposicoes 1.1.6 e 1.1.7,

obtemos
on(ay, as, az)xlby, be, bs] = 0, para todo z,a;,b; € R, i=1,2,3. (2.1)

Vamos provar a primeira parte. Para k = 0 o resultado é valido por (2.1).
Suponhamos ¢, (a, b, ¢)xd;([a, b, c]) = 0 para todo | < k < m. Entao,
onla, b, c)xdi([a,b,c]) = ¢nla,b,c)xdy(abe — cba) =
= nla,b,c)zdy(abc) — p,(a,b, c)xdy(chba).

Mas, i (a,b,¢) =0, pois k < n e, portanto, di(abc) = > d;(a)d;(b)d(c).
i+j+i=k

Por conseguinte,

en(a, b, c)zdi(la,b,c) = @n(a,b,c)a( > di(a)d;(b)di(c) — di(c)d;(b)di(a)) =

i+jHl=k

= pn(a,b,c)x .++Zl:k[di(a),dj(b),dl(c)] =0, por (2.1).

Logo ¢, (a, b, ¢)xdg([a, b, c]) = 0 para todo k < m e para todo = € R.

Da mesma forma, di([a, b, c|)xpn,(a,b,c¢) = 0 para todo k < m e paratodox € R. =

Lema 2.1.7 Sejam R um anel semiprimo livre de 2-tor¢io e D = (d;)ien uma
derivacao tripla de Jordan de ordem superior de R. Entao ¢,(a,b,c) = 0 para todo
a,b,c € R e para todo n € N.

Prova. Note que ¢q(a, b, c) = 0, trivialmente.
Temos que ¢1(a,b,c) = 0, pois d; é uma derivagao ([9], Teorema 4.3).

Suponhamos, por indugao, que ¢,,(a, b, c) = 0 para todo a,b,c € R e para todo m < n,
com n fixo.

Pelo Lema 2.1.4, item &, e pela expressao de (2.1), temos que

2¢p(a, b, c)xpy(a, b, c) = d,(la, b, c])xe,(a, b, c). (2.2)
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Similarmente, obtemos

2¢p(a, b, c)xpy(a, b, c) = @,(a, b, c)xd,(la, b, c]). (2.3)

Pelo Lema 2.1.5, ¢, (a, b, ¢)x|a, b, c| + |a, b, c|xp,(a, b, ¢) = 0, e entao

0 = dn(pnla,b,c)zfa,b,c]+ [a,b, cJrpy(a, b, c)) =

= 2. (di(enla; b, ¢))d;(x)dk([a, b, c]) + di([a, b, c])d; (x)di(pn(a; b, €))) =

i+j+tk=n

= Qpn(aabac) Z dj(z)dk([a’bac])+ Z§) di(gpn(a’bac))dj(x)dk([a’bac])+

Jj+k=n i+j+k=n

+ Z di([aab’C])dj(x)¢n(a’bac)+ kio di([aab’C])dj(x)dk(gpn(a’bac)):

i+j=n i+j+k=n

= npla,b,c)zd,([a,b, c]) + pn(a, b, c)d,(x)[a, b, c] + pnla, b, c) Jfgio dj(x)dg([a,b, c])+

1#0,n
+dn(§0n (aa ba C)).’L‘[a, ba C] _|f+ % dz((pn (aa ba C))dj (m)dk([aa ba C]) + [a7 ba C]dn (m)@n(a, b, C)—l—
i+j+k=n

+d,([a, b, c])xpn(a, b, c) + iJfO di([a, b, c])d;(x)en(a, b, c) + [a, b, c|lzd, (pn(a, b, c))+

i+j=n

k#0,n

+ n %: di([a7 b’ C])dj (x)dk(@n((l, b, C))

Utilizando (2.1), (2.2), (2.3) e o Lema 2.1.5, chegamos a

§,k=0
0 = 4. b, rgn(a,b.c) + gnla.b ) So dy(w)dylla,b,c]) + dalin(a,b,))la, b, -+

Jj+k=n

+ j%i di(pn(a, b, ¢))d;(x)dx([a, b, c]) + :ii di([a, b, c])d;(x)en(a, b, c)+

+la, b, cJzd, (pp(a, b, c)) + k7§n d;([a, b, c])d;(x)dk(on(a, b, c)).

i+j+tk=n
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Multiplicando a relagao acima por ¢, (a, b, c)y a esquerda, por yp,(a,b,c) a direita, e
usando (2.1), obtemos

0 = 4(pn(a7 b: C)’yQOn(Cl, b: C)x(p’n(aﬂ b: C)’ngn(Cl, b: C)+

Honla b, a(enbd) 32 @)l cpenlabr+

rafobdy Y dleabo)b@dlab e
Snla. )y S il ) o)n(a bl )+

Fonlabc)y i [, b, )y (@) (en(a,b, ) ypu(a, b, ).

Pela hipdtese de inducdo e pelo Lema 2.1.6, a expressao (2.4) se reduz a
dpn(a,b, ¢)yen(a, b, c)xp,(a,b, c)yp,(a, b, ¢) =0, onde a, b, ¢, z,y sdo elementos arbitrarios
de R. Como R é semiprimo livre de 2-tor¢ao, segue imediatamente que ¢, (a, b, c) = 0 para
todo a,b,c € R. Isto prova o lema. [ ]

Observe que, nas condic¢oes do Lema 2.1.7, temos

(a,b,c) Z di(a di(c) para todo a,b,c € R. (2.5)
i+j+k=n

Esta igualdade serd doravante livremente usada.
Estamos agora em condi¢oes de provar o Teorema 2.1.2.

Prova do Teorema 2.1.2. Sabemos que d;(ab) = ad;(b) + d;(a)b ([9], Teorema 4.3).

Suponhamos, por hipétese de indugao, que d,,,(ab) = > d;(a)d;(b) paratodo a,b € R
i+j=m
e para todo m < n. Seja w = d,(abzab). Por (2.5), temos que

w o= di(alba)) = ¥ dil@)d;(bea)de(h) = ¥ die) X di(b)dy(2)ds(a)dg(b) =

i+j+k=n i+j+k=n l+s+t=7

= > di(a)d;(b)ds(z)d;(a)dy (D).

i+l+s+t+k=n
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Por outro lado, w = d,((ab)z(ab)) = > di(ab)d;(x)dy(ab).

i+j+k=n

Comparando as duas expressoes de w, obtemos

0 = dy(ab)zab+ abzd,(ab) + Z}%n di(ab)dj(z)di(ab) — > di(a)d)(b)rab—
i+j+k=n i+l=n
—abr Y di@di(®) — Y di(a)dy(b)dy(x)dy (a)dy(b) =
t+k=n i+l+s+t+k=n
i+l#n
t+k#n
= (dn(ab) = 32 di(a)di)b))zab + abx(dy(ab) — 3 di(a)dy(b))+
i+l=n i+l=n
i,k#n rUFEn
Y A @dad) - Y Y dl)d®dy(@) Y dila)d).
i+j+k=n r+s+v=niti=r t+k=v

Entao, por hipétese de inducao:

(dp(ab) — > di(a)d;(b))zab+ abx(d,(ab) — > di(a)d;(b)) = 0 para todo a,b,z € R.

i+j=n i+j=n

Usando as Proposicoes 1.1.6 e 1.1.7 novamente, obtemos

(dn(ab) — Y di(a)d;(b))zed = 0 para todo a,b, ¢, d, z € R.

i+j=n

Como R é semiprimo, tomando, em particular, d = d,(ab) — > d;(a)d;(b), segue que
i+j=n
dn(ab) = > d;(a)d;(b), o que completa a prova. u
i+j=n

E conhecido que toda derivacao de Jordan num anel semiprimo livre de 2-torcao é
uma derivacao tripla de Jordan ([11], Teorema 4.3). Vamos generalizar esta propriedade
para DJOS. Em particular, obteremos daqui que toda DJOS num anel semiprimo livre de
2-torcao é uma DOS.

Teorema 2.1.8 Sejam R um anel semiprimo livre de 2-tor¢ao e D = (d;)ien uma
DJOS de R. Entao D é uma derivacao tripla de Jordan de ordem superior de R.

Prova. Sejam a,b € R, n € N. Inicialmente vamos mostrar que

dn(ab+ba) = > (di(a)d;(b) + d;(b)d;(a)). (2.6)

i+j=n
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Dado que d,,(a*) = > d;(a)d;(a), linearizando esta rela¢io com respeito a a, obtemos
i+j=n
do((a+0)%) = > di(a+b)d,(a+bd) = Y (di(a)+ d(b))(du(a) + dy(b)) =
t+u=n t+u=n
= 2 di(a)du(a) + >0 di(a)du(b) + >0 dy(b)du(a) + > dy(b)du(b).
t+u=n t+u=n t+u=n t+u=n
Porém,

do((a+0)?) = du(a®+ab+ba+b*) = d,(a?) + dy(ab + ba) + d,(b*) =

= dp(ab+ba)+ > di(a)dj(a)+ > d.(b)ds(b).

i+j=n r4s=n
Comparando as duas expressoes e redenominando os indices, chegamos ao resultado
procurado.

Seja agora w = d,,(a(ab + ba) + (ab + ba)a). Usando o resultado acima com ab + ba no
lugar de b, temos

w = Y di(a)dj(ab+ba)+ > di(ab+ba)d;(a) =
i+j=n i+j=n

= 2 di(a)(X2 dr(a)ds(b) + 30 dr(b)ds(a)) + >0 ( 32 dp(a)di(b) + 32 di(b)di(a))d;(a) =

i+j=n r4+s=j r+s=j i+j=n k+l=i k+il=i

= 2 X dila)dr(a)ds(b) +2 > di(a)dj(b)de(a) + 35 > d(b)di(a)d;j(a).

i+j=nr+s=j i+j+k=n i+j=nk+l=i
Por outro lado, w = d,,((a®b + ba?) + 2aba) = d,(a®b + ba?) + 2d,,(aba).

Pela relacdo (2.6) e sendo D uma DJOS, temos que

w=2dy(aba) + Y N di(a)ds(a)d;(b) + Y di(b) Y di(a)di(a).

i+j=nrt+s=i i+j=n k+l=j
Comparando as duas expressoes de w e redenominando os indices, obtemos
2dy(aba) =2 > di(a)d;(b)dk(a). Como R é livre de 2-torcao, segue que

i+j+k=n

dn(aba) = > di(a)dj(b)dy(a). Logo D é uma derivacdo tripla de Jordan de ordem
i+j+k=n

superior, o que completa a prova. u

Obtemos assim como corolario o nosso resultado principal em ([16], Teorema 2.2.1).
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Coroldrio 2.1.9 Sejam R um anel semiprimo livre de 2-tor¢io e D = (d;);en uma
DJOS de R. Entio D é uma derivacao de ordem superior de R.

Prova. Imediata dos Teoremas 2.1.8 e 2.1.2. ]

2.2 DJOS em Ideais de Lie

Em 1984, Awtar ([5], Teorema) estendeu o resultado de Herstein ([23], Teorema 3.3) a
ideais de Lie. O autor prova que se R é um anel primo, car(R) # 2, U é um ideal de Lie
de R tal que u? € U para todo u € U, e d é uma aplicacao aditiva de R em R satisfazendo
d(u*) = d(u)u + ud(u) para todo u € U, entao d(uv) = d(u)v + ud(v) para todo u,v € U.

Aqui generalizamos este resultado a deriva¢oes de ordem superior. O principal teorema
afirma que se R é um anel primo livre de 2-torcdo, U é um ideal de Lie de R tal que v € U
para todo u € U, U ¢ Z(R) e D = (d;);en € uma seqiiéncia de aplicacoes aditivas de R
em R satisfazendo as condigoes dy = idg e d;(u?) = Y. d;(u)d)(u) para todo u € U e para

jH=i
todo i € N, entao D satisfaz d;(uv) = Y d;j(u)d;(v) para todo u,v € U e para todo i € N
jH=i
(Teorema 2.2.11). Além disso mostramos que, nas mesmas condi¢oes do Teorema 2.2.11,
se o ideal de Lie U estiver contido no centro do anel, entao o resultado nao mais é valido

(Exemplo 2.2.12).

Definicao 2.2.1 Sejam R um anel nao necessariamente com unidade e U um ideal de
Lie nao-nulo de R. Uma seqiiéncia de aplicagées aditivas de R em R, D = (d;);en (ou
0 <4 < m para algum m), que satisfaz as condigoes dy = idg e d;(u?) = Z;:U dj(u)di_j(u)
para todo u € U (respectivamente, d;(uv) = Z;:() di(u)d;—j(v) para todo u,v € U) e para
todo i € N, € dita uma DJOS de U em R (respectivamente, DOS de U em R).

Sejam R um anel primo livre de 2-torcao nao necessariamente com unidade e U um
ideal de Lie de R que satisfaz a condicdo u? € U para todo u € U. Sejam u,v € U.
Note que (uv + vu) = (u + v)? — (u? + v?). Como u,v € U, entao u?,v*> € U e, como
U é um grupo aditivo, segue que uv + vu € U. Por outro lado, como u € U, temos que
[u,v] = uv —vu € U, pois U é um ideal de Lie de R. Como U é um grupo aditivo, segue
que uv + vu + uv — vu = 2uv € U. Conseqlientemente, duvu = 2u(2vu) € U para todo
u,v € U. Estas observacoes serao usadas livremente no que segue.

Em toda a secao R é um anel nao necessariamente com unidade e U é um ideal de Lie
nao-nulo de R que satisfaz a condicao u? € U para todo u € U.

Iniciamos com um lema.
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Lema 2.2.2 Sejam D = (d;)ieny uma DJOS de U em R. Entao, para todo u,v,w € U
e para todo n € N, vale

1. dy(uv+vu) = > di(u)d;(v) + di(v)d;(u).
i+j=n
Se R ¢ livre de 2-tor¢ao, valem ainda

2. dp(uvu) = . %Z di(u)d;j(v)dy(u);

3. dp(uvw + wou) = . %Z di(u)dj(v)dg(w) + d;(w)d;(v)di(u).

Prova. 1. Como u? € U, temos d,(u?) = Y. d;(u)d;(u). Linearizando a relagio

com respeito a u, obtemos: e
do((u+v)?) = H%in di(u+ v)di(u+v) = 1+%;n(dl (w) + dy(v))(di(u) + di(v)) =
= H%; dy(u)dy(u) + H%; dy(u)dy(v) + H%; dy(v)dg(u) + H%; dy(v)dg(v).

Também d,,((u + v)?) = d,(u* + uv + vu + v?) = d, (u?) + d, (v + vu) + d,(v?) =

= dy(uv +vu) + > di(u)d;j(u) + > d,(v)ds(v). Comparando as duas expressoes e
i+j=n r+s=n
redenominando os indices, chegamos ao resultado procurado.

2. Seja 6 = d,, (u(uv + vu) + (uv + vu)u). Pondo uv 4+ vu € U no lugar de v em 1,

0 = Y di(wdj(uv+vu)+ Y di(ww +vu)dj(u) =

i+j=n i+j=n

= > di(w)( X di(u)ds(v) + > dp(v)ds(u))+

i+j=n r+s=j r4s5=j

+ 2 (X d(w)di(v) + >0 di(v)di(u))d;(u) =

i+j=n k+l=i k+l=i

= > diu) X dr(u)ds(v) + > di(u) X2 dp(v)ds(u)+

i+j=n r4+s=j i+j=n r4+s=j

+ 2 X d(wdi()d;(u) + 35 > di(v)di(u)d;(u) =

= Zg;n T};j(di(U)dr(U)ds(v) +dp(v)dy(u)d;(w)) + 2 . %Z di(u)d;(v)dy(u)-

Por outro lado, temos que 6 = d,((uv*v + vu?) + 2uvu) = d,(v*v + vu?) + 2d,(vou).
Assim, pelo item 1 e por D ser uma DJOS de U em R, segue que:
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0 =2d,(uvu) + Y > dp(u)dy(u)d;(v) + Y di(v) D di(u)dy(u).
i+j=nr+s=i i+j=n k+l=j
Comparando as duas expressoes de 0 e redenominando os indices, obtemos:

2d,(uvu) =2 ) di(u)dj(v)dg(u). Como R é livre de 2-torcao, o resultado segue.
i+it+k=n

3. Linearizemos o item 2 com respeito a wu.

Seja entao v = dp((u+w)v(u+w)). Temos v = d, (uvu) + d,(wow) + dp(vow + wWou).
Contudo, pelo item 2,

v o= 2 dilutw)d(v)d(u+w) =

i+j+k=n

= 4+%2 di(u)d;(v)di(u) + 4+%2 di(u)d;(v)dy(w)+

+ ) di(w)dj(v)di(u) + >0 di(w)d;(v)di(w) =

i+jtk=n i+j+k=n

= dp(uwou)+ >, di(u)d;(v)di(w)+ D di(w)d;(v)d(u) + d,(wow).

i+j+k=n i+jtk=n

Logo d,(uwvw + wvu) = > (di(w)dj(v)dg(w) + d;(w)dj(v)de(u)) para todo
i+j+k=n

u,v,w € U, o que prova o lema. [ ]

Para qualquer DJOS de U em R, D = (d;);en, definimos ¢, (u,v) por
Pn(u,0) = dy(u) = Y di(u)d;(v),
i+j=n
para todo u,v € U e para todo n € N. Dizer que ¢,(u,v) = 0 para todo n € N e para
todo u,v € U equivale a dizer que D é uma DOS de U em R.

Lema 2.2.3 Seja D = (d;)ien uma DJOS de U em R. Entao, para todo u,v,w € U e
para todo n € N, temos:

1. on(v,u) = —pp(u,v);
2. Qpn(u’ v+ w) = @n(u’ ’l)) =+ @n(ua w);
3. on(u+v,w) = pp(u, w) + (v, w).

Prova. E inteiramente analoga a feita no Lema 2.1.4. |
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Observacao 2.2.4 Na prova do item 2 do proximo lema, utilizaremos o anel oposto
R de R. Lembramos que R ¢é formado por todos os elementos da forma a’? em
correspondéncia biunivoca com os elementos a € R, com soma e multiplicacao dadas por
a’? +b = (a+b)" e a?b°? = (ba)°? para todo a,b € R. O anel oposto R é canonicamente
anti-isomorfo ao anel R. Maiores detalhes podem ser vistos em ([30]).

Se a,b € R, entdo [a, b]”? = [b,a]. Além disso, se R é primo livre de 2-tor¢ao, entao R
também o é. Finalmente, seja D = (d;);ey uma DOS em R. Paraa € Re i € N, definamos
di(a?) = d;(a)®. B facil ver que esta aplicacao estd bem-definida e que forma uma DOS
em R. Logo (¢;(a,b))? = p;(b,a).

Lema 2.2.5 Sejam R um anel livre de 2-tor¢do, n um nimero natural, D = (d;);en
uma DJOS de U em R e u,v € U. Se ¢, (u,v) =0 para todo m < n, entdo:

1. op(u,v)[u,v] = 0;
2. u,v|pn(u,v) = 0.
Prova. 1. Sabemos que se u,v € U, entao 2uv € U.

Portanto, 4d,((uv)?) = d,((2uw)?) = > d;(2uw)d;(2uv) = 4 Y di(uv)d;(uv).
i+j=n it+j=n
Sendo R livre de 2-torcao, resulta que

dn((uv)?) = Z di(wv)d;(uv).

Pelo Lema 2.2.2:
2d,, (uv(uv) + (wv)vu) = dy(uv(2uv) + (2uv)vu) =

:.+ %gdi(u)dj(v)dk@uv) + d;i(2uv)d;(v)di(u)) =

= 2 3 (di(u)d;(v)di(w) + di(uv)d;(v)dy(u)).

i+j+k=n

Entao
dp(uv(uv) + (uv)vu) = | Z (di(u)d;(v)dy(uv) + d;(uv)d;(v)dy(u)).

Por outro lado, 2d, (uv(uv) + (uv)vu) = 2d,((uv)?) + 2d, (uv?u). Segue que
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dp(uv(uv) + (wv)vu) = d,((uww)?) + d,(uvu) =

= > di(w)dj(ur) + > di(u)d;(v*)dp(u) =

i+j=n i+j+k=n
= > di(w)dj(w)+ >3 di(u) X d(v)ds(v)di(u).
itj=n itj+k=n rts=j

Igualando esta tltima expressao a anterior, obtemos:

> di(u)dj(v)dk(uv)—i-idi(uv) Yo di(w)di(u) = Y di(uww)dp—i(uv)+

i+j+k=n i=0 j+k=n—i i=0

Entao
SUY difu)dy () di(uv) + di(uv) Y dy(0)di(u) = 3 di(wv)dni(uv)+
=0 [+s=1 Jj+k=n—i =0
Y di) D di(o)ds(0)d(w).
i+j+k=n r4s=j
Donde
S (diur) = X di()dy()dui(uv) = Ydi(uv) X dj(v)dy(u)—
1=0 l+s=1 1=0 Jjt+k=n—i
SO ) X d0)da(o)dalw)
i+j+k=n r4+s=j
Assim,
o D)+ 3 i)y (w0) = dy(w)ou+ 3 di(uw) Y dy(0)dp(u)—
=0 i=0 jtk=n—i
= 2 di(w) Y di(v)ds(v)dy(uw).
i+j+k=n r+s=j

Pela hipétese, segue que

on(u,v)uv = dn(uv)vu—izn%di(u) > di(v)ds(v)dy(u)+

r+s+k=n—i

+ 721 diw) Y d;(v)d(u).

=0 Jj+k=n—i
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Explicitando o termo em que r =n — i:

on(u,v)uv = dp(uv)vu — Zf%dz-(u)dni(v)vu — zn:dz(u) T#znfi d,(v)ds(v)dy(u)+

= =0 r4+s+k=n—i

n—1

+ z';o di(uv)+g _dj (v)dg(u).
Donde (o o). 1] = 2 i) £ dy0)da(n) = i) 32 (o) (o))

No dltimo somatério, se i = n, entdo r # 0 (pois r # n — i). Por outro lado temos,
neste caso, 7 + s+ k = 0. Donde r = s = k = 0, uma contradicao. Logo i # n. Entao
temos

gdl(“) :ii_.dr(v)ds(v)dk(u) = :l:i:dz(u) ni;ldr(ﬁ)) +k:2_‘_ ds(v)dy(u) =

— nil Yo di(uw)dy(v) DS dj(v)di(u).

i=0 I-+t=i j+k=n—i
Portanto, substituindo acima
n—1
on(u,0)u, 0] = 3o (di(uwv) = 32 di(w)dy(v)) >0 di(v)dp(u) =
1=0 I+t=i Jjtk=n—i

_ jzol%(u,v) S dy(v)dy(u) = 0.

j+k=n—i

2. Basta calcular d,,(uv(2vu) + (2vu)vu) como no item 1, ou entdo utilizar o anel
oposto R? de R. De fato, sejam a = ¢, (u,v), b = [u,v] € R. Pelo item 1, ab = 0.

Entao [u, v]e,(u,v) = [v, u]p,(v,u) = bPa’? = (ab)? = 0. -

No restante desta secao, salvo mencao em contrario, R denotard um anel primo livre
de 2-torgao.

A prova do préximo lema é semelhante a do Lema 2.1.5. Por isso, alguns passos serao
omitidos.
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Lema 2.2.6 Sejam n um ndmero natural, D = (d;)ien uma DJOS de U em R e
u,v € U. Se pm(u,v) = 0 para todo m < n, entio ¢, (u,v)wlu,v] + [u, v]jwe,(u,v) = 0
para todo w € U.

Prova. Seja w € U. Por hipdtese, ¢pn(u,v) = 0 para todo m < n. Portanto,
O (u, v)wlu, v] + [u, v]wey, (u,v) = 0 para todo m < n. Como u,w € U, entao 2wu € U e
2u(2wu) = 4uwu € U. Analogamente, dvwv € U.

Seja 1 = 4(vwvwvu + vuwuv) = u(dvwv)u + v(duwu)v. Pelo Lema 2.2.2,

dp(p) = dp(u(dvwv)u) + dp (v(duwu)v) =

= 40N (dw)d;(vwn)di (u) + dy(v)d; (wwn)dy(v))) =
i+j+k=n

=4 Y (di(uw) >, di(v)di(w)ds(v)dg(u)+di(v) >  di(u)di(w)ds(u)di(v)) =

i+j+k=n I+t+s=j l+t+s=j

=4 ¥ (di(u)di(v)di(w)ds(v)dk(u) + di(v)di(u)di(w)ds(u)dy (v)).

Seiay= 5 (d(u)h(0)dh () (e)e () + (o)) ) () 1)

Por outro lado, u = (2uv)w(2vu) + (2vu)w(2uwv). Portanto,
=4 > (do(uw)dg(w)d, (vu) + dq(vu)ds(w)d, (uv)).
a+B+y=n

Seja z = > (do(uv)ds(w)dy(vu) + do(vu)dg(w)d, (uv)).

a+p+y=n

Igualando-se as duas expressoes de d, (1), como R é livre de 2-tor¢ao, obtemos x—y = 0.

Sejam z1 = Y, do(uv)dg(w)dy(vu) e zg = D do(vu)ds(w)d,(uv) o primeiro
atp+y=n a+p+y=n

e o segundo somatérios de x, respectivamente. Da mesma forma, sejam
ypo= > di(u)di(v)dy(w)ds(v)dp(u) e yo= > di(v)di(u)dy(w)ds(u)dy(v) o
itl+t+s+k=n itl+t+s+k=n

primeiro e o segundo somatdrios de y, respectivamente.

Calculemos agora z;. Entao

a,y<n—1
r1 = wvwdy(vu) +dp(w)wou + > do(uv)wd, (vu) + Z Yo do(uv)dg(w)dy (vu)+
at+y=n B=1 a+y=n—-p

+uvdy—1(w)dy (vu) + di (wv)dp—1 (w)vu + uvd, (w)vu.
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Pela hipétese (¢, (u, v) = 0 para todo m < n) aplicada a cada somatdrio acima, temos:

a,y<n—1
r1 = wwdy(vu) +dy(uw)wou+ Y Y di(u)dj(v)w Y di(v)ds(u)+
aty=n i+j=a k+s=~

+sz > > di(u)dj(v)dg(w) > di(v)ds(u) + uvd,—1(w)dy (v)u+

+y=n—03 i+j=a k+s=x

+uvdy, 1 (w)vdy (u) + dy (u)vdy—1 (w)vu + udy (v)d,—1 (w)vu + vod, (w)vu.

Podemos escrever y; como

1<itl<n—1
yi = wow Y, de(v)di(u)+ D di(u)di(v)wou+ Y. di(u)d(v)wdg(v)dy(u)+
g+k=n itl=n i+Hl+q+k=n

+n§2 Y di(u)di(v)dy (w)dg (v)dy () + dy (w)vdyy (w)vu + udy (v)dy -y (w)vut
p=1 i+l+q+k=n—p

+uvd,_1(w)dy (v)u + uvd,_1 (w)vd; (u) + vody, (w)vu.

Assim, 1 — y1 = op(u, v)wovu + uvwe, (v, u).

Trocando u por v em 7 e em yy, obtemos x5 — Yo = @, (v, u)wuv + vuwe, (u, v). Segue
de z —y = 0, que ¢, (u, v)wvu + vowe, (v, u) + @, (v, u)wuv + vuwe, (u,v) = 0. Como
on(v,u) = —p,(v,u), entdo ¢, (u, v)wlu, v] + [u, v]we,(u,v) = 0. |

Lema 2.2.7 Sejam n um nimero natural e D = (d;)ieny uma DJOS de U em R. Sejam
u,v € U tais que [u,v] # 0. SeU ¢ Z(R) e @m(u,v) = 0 para todo m < n, entdo
on(u,v) = 0.

Prova. Temos que, para todo w € U, [w, pp(u,v)] € U, i.e., o, (u,v)w — we,(u,v) € U.
Como [u,v] € U, segue que 2[u,v|(on(u,v)w — we,(u,v)) € U também. Mas, se
©m(u,v) = 0 para todo m < n entao, pelo Lema 2.2.5, [u, v]¢,(u,v) = 0.

Por outro lado, pelo Lema 2.2.6, ¢, (u, v)w[u, v] + [u, v]we, (u, v) = 0 para todo w € U.
Ou seja, o, (u, v)wlu, v] = —[u, v]jwp,(u, v), para todo w € U.

Para z,y € U, temos
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[, v]zp, (u, v)ylu, v]ze,(u,v) = —(pn(u,v)(z[u, v]y)[u, v]))ze,(u,v) =
= [u, v]a([u, vlyen(u, v)zon(u, v) =

= —[u,v]zen(u, v)ylu, vlee, (u, v).

Portanto, ([u,v]xy,(u,v))y([u, vlze,(u,v)) = 0 para todo z,y € U. Como U ¢ Z(R)
segue, pela Proposicao 1.3.6, que [u,v]zp,(u,v) = 0 para todo z € U. Pela mesma
Proposigao, [u,v] = 0 ou ¢, (u,v) = 0. Mas, por hipdtese, [u,v] # 0. Logo ¢,(u,v) =0. =

Lembremos que a Proposi¢ao 1.3.4 afirma que Vx(U) = Z(R).

Lema 2.2.8 Sejam n um nimero natural e D = (d;);eny uma DJOS de U em R. Sejam
u,v € U tais que [u,v] = 0. Se ¢, (u,v) =0 para todo m < n, entio ¢,(u,v) € Z(R).
Prova. Para u,v,w € U, dp(uvow +wvu) = 3 di(u)dj(v)dy(w) + di(w)d;(v)dy(u).

i+j+k=n
Mas, [u,v] = uv — vu = 0. Entdo, como 2uv € U e R é livre de 2-tor¢ao, segue que

dn((uv)w + w(vu)) = dy((vv)w + wuw)) = Z d;i(uwv)dj(w) + d;(w)d;(uv).
i+j=n
Comparando as duas expressoes, obtemos:

Z di(w)dy i (v)w + w Z di(v)dy—;(u)+

+D_di(w) Do didi(w) 4D Y di(u)de(v)di(w) =

jt+k=n—i i=1 j+k=n—i
n—1 n

dy(w0)w + Y~ di(uv)dy_i(w) + wdy (uv) + Y di(w)dy_i(uv).
=0 =1

Seja p = dp(uv)w — Y di(u)dp_i(v)w + wdy (uv) — w i d;(v)d,—;(u). Entao

p = — :i: di(uv)d,_i(w) + 12 '+k§ ;dj (uw)dy(v)d;(w)—
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_ ”201 di(uv)dsy_i(w) + nz;: 3 u)di()d )
_ "201 dyi(w)ds(uv) + nzol i) 3 dy(0)d)

Como uv = vu, temos que ds(uv) = dg(vu) para todo s € N. Entao a igualdade acima
fica:

On(u, V)w +we,(v,u) = — jz:: ©i(u,v)d,—i(w) — jz:: dy—i(w)pi(u,v) =
= - 1:2: pi(u, v)dn—i(w) + 1:2: dn—i(w)epi(u, v) = 0.

Segue que @, (u, v)w — we,(u,v) = 0 para todo w € U.

Logo ¢n(u,v) € Vg(U) = Z(R). u

Lema 2.2.9 Seja D = (d;)ieny uma DJOS de U em R. SeU ¢ Z(R) eu € U € tal que
u € Z(R), entao d,(u) € Z(R) para todo n € N.

Prova. Seja v € U. Seguiremos por inducao sobre n: para n =1, d;(u) € Z(R).

Supondo que u, dy(u),ds(u), ..., dy_1(u) € Z(R), temos:

2 (uv) = d(2un) = dy (v + i) = 3 dy(w)dn_s(0) + di(0)dn_s(u) =

1=0

= dy(u)v+ 7:2: di(u)dn—i(v) + vdp(u) + 3 di(v)dni(u) =

n—1

= dp(u)v+vdy(u)+ > di(u)dn—;(v) + HZ: dp—j(v)d;(u).

1=0

Pela hipétese de inducao, segue que
n—1
2d,, (uv) = d (w)v + vdy (1) + 2 di(u)dy_i(v). (2.7)
i=0

Por outra parte, para w € U, temos que

dy (u(vw + wv)) = dp(vow + wou) = Z di(u)d;(v)d(w) + di(w)d;(v)dy(u) =

it+j+k=n
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n— n—i n—1 n—k

= Z di(u) Y dj(0)dn_i—j(w) + dyp(uw)vw + Y " dy(w)dn_p_i(v)di (1) + wody(u).

1
i=0 =0 k=0 1=0

Novamente pela hipotese de inducao, a igualdade acima é equivalente a

n—1 n—i

dp(u(vw +wv)) = 3 di(u) 30 dj(v)dn—i—j(w) + dn(v)vw+

= ;) di(u)dp—i(vw + wv) + dp (u)vw + wody, (u).

Por outro lado, por (2.7), temos
n—1

2d,, (u(vw + wo)) = dy, (u)(vw + wv) + (vw + wv)dy (u) + 2 Z di(w)dp_i(vw + wo).

Comparando as duas expressoes de d,, (u(vw + wv)), obtemos
dp (u) (vw — wv) + (wv — vw)d,(u) = 0.
Ou seja, dy(u)[v, w] = [v, w]d,(u) para todo v, w € U.

Logo, dyp(u) € Vr([U,U]) = Vgr(U) = Z(R) (Proposicoes 1.3.5 e 1.3.6). u

Lema 2.2.10 Sejam n um nimero natural e D = (d;)ien uma DJOS de U em R. Se
U ¢ Z(R) e para todo u,v € U tais que [u,v] = 0 tivermos op(u,v) =0 para todo m < n,
entdo @, (u,v) = 0.

Prova. Vimos, no Lema 2.2.8 que, sob estas hipdteses, ¢,(u,v) € Z(R). Como
[u, v] = 0, temos [u, uv] = [u?,v] = 0.

Por hipétese, como uv? € U, @n(u,uv) = pn(u?,v) = 0 para todo m < n e, pelo

Lema 2.2.8, ¢, (u,uv), p,(u?,v) € Z(R). Segue que ¢, (u,uv) — p,(u?,v) € Z(R). Ou
seja,

dn(u?v) — Z di(u)dn—i(uv) — dp () + > > " dj(u)di_j(u)d,_i(v) € Z(R).

i=0 j=0
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Entao

n n

<
Il
—
.
Il
—
-
Il
—_

n—1
Redenominando os indices, obtemos —u, (u,v)— > d;(u)p,_i(u,v) € Z(R). Mas, por
i=1
hipétese, @, (u,v) = 0 para todo m < n. Segue que up,(u,v) € Z(R).

Se ¢, (u,v) # 0, como R é primo e ¢, (u,v) € Z(R) obtemos, pela Proposi¢ao 1.1.4,
que u € Z(R). Assim, pela Proposicao 2.2.9, d,(u) € Z(R) para todo n € N. Entao,
2d, (uwv) = d,,2uv) = dp(uv + vu) = Y. di(u)d, i(v) + d;(v)d,_i(u) = 2> di(u)d, ;(v),

i=0 i=0

Ou seja, 2¢,(u,v) = 0. E, como R é livre de 2-torgao, concluimos que ¢, (u,v) = 0, uma
contradicao. A contradicao prova o resultado. [ ]

Teorema 2.2.11 Sejam R um anel primo livre de 2-tor¢ao, U um ideal de Lie de R
tal que u* € U para todo u € U e D = (d;)ien uma DJOS de U em R. Se U ¢ Z(R),
entdo D é uma DOS de U em R.

Prova. Sejam u,v € U e n € N. Vamos mostrar que ¢,(u,v) = 0 para todo n € N.
Procederemos por indugao sobre n. Sabemos que ¢g(u,v) = 0. Awtar ([5], Teorema)
provou que ¢i(u,v) = 0. Suponhamos, por hipétese de indugao, que @, (u,v) = 0 para

todo u,v € U e para todo m < n. Entao d;(uv) = > dj(u)d; ;(v) para todo u,v € U e
=0

para todo 7 < m.
Se [u,v] # 0, entao @, (u,v) = 0 pelo Lema 2.2.7.

Se [u,v] = 0, entao ¢, (u,v) = 0 pelo Lema 2.2.10. u

Exemplo 2.2.12 O Teorema 2.2.11 nao vale no caso em que U C Z(R). Porém, no
caso em que d ¢ uma derivagao de Jordan de um ideal de Lie central U de R (onde u* € U
para todo u € U) em um anel R primo livre de 2-torcao, entao d é uma derivagao usual
de U em R ([5], Teorema).

Seja R = K|z](y,2) o anel livre sobre K[z] nas indeterminadas y e z (K corpo,
car(K) # 2, y e z comutam com z, mas nao comutam entre si). E facil ver que R é
um anel primo livre de 2-tor¢ao.
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Consideremos U = K[z] = Z(R) (U ¢ ideal de Lie tal que u®> € U para todo u € U).
Definamos D = (d;)en, di: R — R, por:

do = idpg;

dy () =y ‘

d1 (fl?z) = d1 (.ZUZ_I)ZU + fl?dl (5171_1)

di(z'w) = 0, Vi €N, onde w é palavra em y, 2;
dy(x) = z

do(2z?) = day(a")2" + dy(2")dy (2) + 'da(2?), Vi >1
dy(z%T) = 0, Vi>1

do(z'w) = 0, Vi €N, onde w é palavra em y, 2.

E, para todo n > 2:

L) = Y di@)dn ), Viz 1
i=0
d,(z2+1) = 0, Vi>1
d.(z'w) = 0, Vi € N, onde w é palavra em v, z.

Por construgao, temos que D é uma DJOS de U = K[z] = Z(R) em R. No entanto, D
nao ¢ uma DOS de U em R, pois dy(23) = 0 # 3222 + 3ay? = (222 + y?) + y2zy + 222 =
= xdy(2?) + dy(x)dy (x) + da(z) 22

Logo, o Teorema 2.2.11 nao é valido se U C Z(R).



Capitulo 3

DOS com Relacoes de Dependéncia
Linear

3.1 Introducao

Neste capitulo estudamos as DOS que satisfazem uma relacao de dependéncia R ou
@-linear sobre R ou (), onde R é um anel primo nao necessariamente com unidade e ) é o
anel de quocientes (a direita) de Martindale de R. Os resultados que obtivemos estendem
outros obtidos por V.K. Kharchenko ([28]), A. Leroy e J. Matczuk ([35]) em seus estudos
sobre derivacoes algébricas. Estudamos mais detalhadamente as DOS que possuem relacoes
de dependéncia linear monica, o que tem sido pouco considerado até hoje. Nosso objetivo
principal é provar o

Teorema 3.1.1 Seja D = (d;)ien uma DOS R-LD de comprimento n sobre R. Entdo
D é Q-LD monica de comprimento n sobre R. Além disso, se qo, q1,...,Gn_1 € Q sdo tais
que Y+, di(x)g; = 0 para todo x € R é uma relagio de comprimento minimo, onde g, = 1,
entdo dy ¢ X-interna dada por dy(z) = I, (x) e dp(x) = I,,_ (2) = 377 dpi(2) G0 i,
para todo x € R, 2 <m <n. Mais ainda, qgo = 0.

Sua reciproca é obtida como caso particular do

Teorema 3.1.2 Sejam T um anel com unidade, n € N e to,t1,...,t, € T, ondety =0
et, =1. Seja D = (d;) (0 < i < n) uma seqiéncia de aplica¢ées de T definida por
dy = idr, di(x) = I,_,(2) e dp(x) = I, (x) = S0 dp i(2)tn s, para todo z € T,
2<m<mn. Entao D é uma DOS T-LD médnica sobre T'.

42
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A minimalidade do comprimento da combinacao linear no Teorema 3.1.2 nem sempre é
garantida. Encontramos condigoes sobre os coeficientes da combinacgao linear monica que
garantem a minimalidade do comprimento da mesma (Teorema 3.3.3).

Em todo o capitulo, D = (d;) denotard uma DOS em R. Consideraremos os indices
1 €N, ou 0 <i<n para algum n, dependendo do caso.

Seja D = (d;);ey uma DOS de R. Entao D pode ser estendida de modo tnico a
uma DOS D* = (df);eny de @, onde df |g= d; para todo i € N (Proposigao 1.5.1).
Provamos que as relacoes de dependéncia linear sao preservadas ao passarmos de D
para D*. O Teorema 3.2.5 afirma que se D é uma DOS de R, entao as seguintes condigoes
sao equivalentes: (i). D é R-LD sobre R; (ii). D é @-LD sobre R; (iii). D é ()-LD monica
sobre R; (iv). D* é Q-LD sobre @Q; (v). D* é R-LD sobre ). Ademais, se estas condigoes
equivalentes sao verificadas, entao o comprimento das relacbes minimais em cada caso é o
mesmo.

Finalmente, apresentamos alguns resultados que complementam o capitulo, bem como
alguns exemplos.

3.2 DOS com Relacoes de Dependéncia Linear

Iniciamos com uma definicao.

Seja D = (d;)ieny uma DOS de um anel R e suponhamos que A seja um anel tal que
RC Aou ACR.

Definicao 3.2.1 Dizemos que D satisfaz uma relacdo de dependéncia A-linear sobre R
se existem ag, ay,...,a, # 0 em A tais que Y . d;(x)a; =0, para todo x € R.

Neste caso iremos escrever simplesmente que D ¢ A-LD sobre R, por brevidade de
linguagem. A relagao acima serd escrita como Y., d;a; = 0, caso nao haja possibilidade
de duvida.

O inteiro n é dito o comprimento da relacao. Se n é minimal entre os comprimentos
de todas as relagoes, entao a relacao é dita uma relacao minimal e o inteiro n é dito
o A-comprimento de D sobre R, ou simplesmente o comprimento de D, se nao houver
possibilidade de duvida.

Se 0 anel A possui unidade e na relacao acima temos a,, = 1, entao a relacao é dita uma
relacao monica. O comprimento de uma relacao monica e o comprimento monico de D sao
definidos de modo similar.
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Note que o n da Definicao 3.2.1 depende de A e de R. Mais ainda, se A tem unidade e
D é A-LD de comprimento n e também é A-LD monica de comprimento m sobre R, entao
n<m.

Lembramos que uma aplicacao d: R — R é dita uma derivacao interna se existe um
elemento a € R tal que d(z) = [a,z] = ar — xa para todo z € R, e é denotada por I,,.

Seja d: R — R uma derivacao de R. Se existe a € @ tal que d(z) = [a,z] = ax — za
para todo x € R, entao d é dita uma derivacao X -interna. Diversos autores em varios
trabalhos tém usado esta definicao. Por abuso de notacao, utilizaremos também [, para
indica-la.

Agora vamos demonstrar o Teorema 3.1.1:

Prova do Teorema 3.1.1. Seja n € N minimal tal que D seja R-LD de comprimento
n sobre R. Denotemos por A o conjunto
A={reR: 3rg,r1,....;7n—1 € R tq. dp(z)r + dp_1(z)rp_1 + ... + di(z)r1 + z19 = 0, V2 € R}.
E claro que A é um ideal a direita nao-nulo de R. Além disso, se r € A e x € R,
existem 7¢,71,...,7,—1 € R tais que Y. ,d;(z)r; = 0 para todo z € R, onde r, = r. Em

particular, para cada y € R, temos Y . d;(yz)r; = 0. Segue que Y > di(y)dy(z)r; =0,

‘ 1=0l+k=1
donde Y7 d;(y) (S04 dila)ry ) = 0.

Sendo a dltima relagao vélida para todo y € R, obtemos, em particular, zr € A. Assim,
A é um ideal de R.

Sejam r € Aerg,ry,...,m_1 € Rtais que d,(z)r+d,_1(x)rp_1+...+di(z)ri+2r =0
para todo z € R. Se tivermos outra relacao d,(z)r + d,—i(z)r,_; + ... + xry = 0 para

n—1
todo z € R, resulta »_ d;(z)(r; — r}) = 0. Sendo n o comprimento de D sobre R, segue
que r; — 7, =0 patraz i(]: 0,...,n — 1. Portanto as funcoes ¢;: A — R definidas por
©i(r) = r;, estao bem-definidas. Ademais, de d,(x)rb + dp_1(x)r_1b + ... + 2100 = 0
resulta que o;(rb) = ;(r)b, para todo b € R. Conseqiientemente, ¢; é um homomorfismo
de R-médulos a direita de A em R. Entao existem elementos ¢; € @ tais que ¢;(r) = ¢r,
para todor € A,i=0,1,...,n, onde ¢, = 1.

Para cada r € A, z € R, temos

0 = dy(z)r+d, 1()rpq+...+di(x)r1 + 270 =
(dp(x) + dp1(2)gn_1 + ... + di(z)q1 + 2q0)T-
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Sendo que, para x € R, a soma entre parénteses é um elemento de () e a relacao vale
para todo r € A, a Proposi¢ao 1.2.2, item 3, implica que

dn(z) + dp_1(2)@n—1 + ... + 290 = 0 para todo = € R. (3.1)

O resultado mostra que D é ()-LLD monica sobre R e que o comprimento de D sobre
( é menor ou igual a n. Seja m tal comprimento. Suponhamos que Y ", d;(x)q; = 0 para
todox € R,onde ¢, € Q,i=0,1,...,m, e m < n. Existe um ideal nao-nulo I de R tal que
¢.I C R, parai=0,1,...,m. Tomemos s € I tal que ¢/,s # 0. Entao > " d;(z)gis =0
para todo x € R, o que contradiz o fato de que D é de comprimento n sobre R. Isto
completa a prova da primeira parte.

Suponhamos agora que > d;(z)g; = 0 para todo x € R, onde g, = 1. Como antes,
para z,y € R temos

n n n—i

0= difan)g; =Y D @)@ = 3 dlx) (Y dely)aisn).

Além disso, Y, di(x)gy = 0.
Subtraindo as duas expressoes, resulta

n—1 n—i

di()(Y_ di(y)gisk — aiy) = 0, para todo z,y € R.
0 k=0

1=
Pela primeira parte segue que

n—i

Z(dk(y)qu —qy) =0, paratodoy€ Rei=0,1,...,n—1. (3.2)
k=0

Em particular, tomando i = n — 1, obtemos d1(y)¢, + Y¢n-1 = ¢n_1y. Segue que
di(y) = 1,, ,(y) para todo y € R, sendo que ¢, = 1.

s—1
Suponhamos, por inducao, que ds(y) = I, .(y) — > ds—i(y)gn—i, para todo s <m <mn
i=1
e todo y € R.

Da relacao (3.2), para i = n—(s+1), vem que ds11(y) = Io,_ ., () = 2 di(y)dn—s+i-1-
=1

Fazendo j = s +1 — i, resulta dsy1(y) = Iy, ,,,,(¥) = D ds1-j(y)gn—j, para todo y € R.
j=1

Logo, segue o resultado.
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n—1
Finalmente, pelo que acabamos de provar, sabemos que d,(z) = I, (x) — >_ d;(x)q
i=1

n

para todo z € R. Entao gox = > d;(x)g; = 0, por (3.1). Como goxz = 0 para todo = € R,
=0

segue que go = 0. z [

O Teorema 3.1.1 implica o seguinte corolario imediato.

Corolario 3.2.2 Se D = (d;);en € uma DOS Q-LD ménica de comprimento n sobre R,
ent@o d,,(x) é uma combinagao linear de derivagdes internas de @, para todo 1 < m < n.

m 1—1
Mais precisamente, dp, = 1,, .+ an—(m—i+1) “bir, ondebyy =1eby =—> bli—k)1 " Gn—k>
i=2 k=1

para todo 2 < i < m.

Em particular, temos:
di(z) = 1y, ,;
do(z) = Igo_y — Lo @n1;
d3(x) = Tguy = Tousn1— Igo_,(@n2— a5 1);
di(x) = Iy, 4 — g, 3Gn—1 — g, 5 (qn-2 — 1)
L (G 3= Gn1Gn-2 — (Gn2 — Gn-1)n1);
ds(z) = Ip, 5 — Lo, @1 — Lgu o (Gn2 — @h_1)—
—an,Z(Qn—3 — Qn—19n-2 — (%—2 - qz_l)%—ﬂ—
—an,l (%—4 — Gn—19n-3 — (%—2 - %2171)%—2—

—(¢n-3—n-1Gn-2 — (gn-2 — qz—l)anl) Qn1)-

Para provar o Teorema 3.1.2, necessitamos do seguinte
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Lema 3.2.3 Sejam T um anel com unidade, n € N e tg,ty,...,t, €T, ondety =0 ¢
t, =1. Seja D = (d;) (0 < i <n)uma seqiéncia de aplicagcoes de T' definida por dy = idr,

m—

dy=1, ,edy,=1, , — Zi:11 App—itn—i, para todo 2 < m < n. Entao todas as d;’s sao
aditivas e dp,(zy) =Y o0 o di(x)dm—i(y) para todo z,y € T, 1 <m < n.

Prova. Seguiremos por inducao sobre m: sejam x,y € T'. Temos
di(vy) = Ty, (zy) = I, (2)y + 2Ly, (y) = di(2)y + zdi (y);
dy(xy) = T, (2y) = di(ey)tna = L, (2)y + 21, _,(y) — (di(2)y + 2di(y))tn1 =
= D, (2)y+xl,_,(y) — (di(2)y + zdi (y))tn 1+
+di(2)ytn1 = di(D)tn1y + di ()i (y) =
= (Lo (2) — di(@)tn1)y + di(2)di(y) + (L, _, (y) — dr(y)tn—1) =
= do(x)y + di(2)di (y) + zda(y).

Para m > 3, suponhamos, por hipétese de inducao, que d;(zy) = S>7_, di(x)d;_i(y)
para todo z,y € T e para todo j < m. Entao:

dp(zy) = I, ., (2y) _21 i (29 )i =

= I, (x)y+al, ,(y) - mzmz dpi (e )dﬂy)tn_i+’l”z_:dm_l<x>dl(y)—
o @) () = S oy o(2) (b 1y — s — lz Ao (y)tn_s):

=2

~

Reordenando os termos e separando as parcelas de 327" ZT;OZ dm—i—j(x)d;(y)t,_; onde
j =m — i, temos:

dn(zy) = (L,_, () — dm 1 (x)tn 1 — mZDI 1 (2) 1)y + mzjl A1 (2)d)(y)+

+x<ftn_m<y>—fz:dmi<y>tn -5 z o5 (2)d; (9 i+

4 S ()t + 5 st s (2t =
= )y E e d@)i(5) + (1) — a2+ s ()it~

m—1 -1

- ; _; m—i—j(@)d;j (y)tn—i + 1222 dmfl(fﬁ)(ytnfz+s§1dl,s(y)tn,s) —
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= liodm—l(fﬂ)dl(y) — dy(2)Yytn—mi1 — Z Am—i (2)Ytn—i—

-2 m—i—1

—mZ > dmz‘j(fﬂ)dj(y)tnm{lz; A1 (@)Ytn 1+

i=1  j=1

m—11-1
+ Z Z dm—l(m)dl—S(?J)tn—s + dm—l(m)ytn—l =
=2 s=1

m m—2 m—1 m—11-1
= Y dpi(z)diy) — 21 > dm(@)dii (Yt + 3 Zldm—l(m)dl—s(y)tnfs:
i=0 =1 1= = 5=

m—11—1

= d @) —gizidmmx)du(y)tnﬁ 55 dula)d ) =

= i ()i ().

Logo, dm(zy) = > di(z)dm_i(y) para todo x,y € T, para todo 1 < m < n. u
i=0

Agora estamos em condicoes de provar o Teorema 3.1.2:

Prova do Teorema 3.1.2. Pelo Lema 3.2.3, temos que d,,,(zy) = Y d;(x)d,,—i(y) para
i=0

m—1
todo z,y € T e para todo 1 < m < n. Por definicao, d,,(z) = I, , (x) — Y. dp—i(x)ty—;
i=1

para todo x € T e para todo 2 < m < n. Assim,
dn(fl?) + dnfl(x)tnfl + dn,g(:ﬁ)tn,2 4+ ...+ dg(.ﬁE)tQ + dl(x)tl = Ito (ZIT) =0

para todo x € T, pois ty = 0. Logo, D é T-LD monica sobre T [ ]

Em particular, sejam T'=Q O R, n € N, e qo,¢1,...,q, € @, onde ¢g = 0 e g, = 1.
Entao o seguinte coroldrio imediato do Teorema 3.1.2 é uma reciproca do Teorema 3.1.1.

Coroldrio 3.2.4 Sejam qq, ,. .., q, elementos como acima e D = (d;) (com 0 <i<n)
uma seqiéncia de aplicacoes de R em () definida por dy = idr, di =1,, , e
m—1

dm =1y, , — Z_ dpm—iGn—i, para todo 2 < m < n. Se d;(R) C R, para todo i < n, entdo D
=1
¢ uma DOS de R que é Q-LD monica sobre R.
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No Teorema 3.1.2, a minimalidade do comprimento da combinacao linear nem sempre é
garantida. De fato, veremos que nem sempre uma DOS @-LD monica sobre R que satisfaz

n—1

dn(z) + Y dp—i(x)g,—; = 0 para todo = € R, onde ¢; € (), tem comprimento minimal n
i=1

(Exemplo 3.3.2).

Sejam d uma derivagao algébrica sobre um anel primo R, e d* a sua extensao a ). Em
([28]) e ([35]) a equivaléncia entre os seguintes resultados é provada: (i). d é R-algébrica;
(ii). d* é R-algébrica; (iii). d* é Q-algébrica; (iv). d é Q-algébrica; (v). d* é C-algébrica
(onde C indica o centro de @); (vi). d é C-algébrica.

Agora vamos analisar o correspondente resultado para uma derivacao de ordem superior.
No teorema que segue, D* denota a extensao da DOS D = (d;);en ao anel de quocientes
(a direita) de Martindale @) de R.

Nosso objetivo é provar o

Teorema 3.2.5 Seja D uma DOS de R. Entdo sao equivalentes:

1. D é R-LD sobre R;
2. D éQ-LD sobre R;
3. D ¢ Q-LD monica sobre R;
4. D* é Q-LD sobre Q;
5. D* é R-LD sobre Q.

Além disso, se estas condicoes equivalentes sao verificadas, entdo o comprimento das
relagoes minimais em cada caso € 0 mesmo.

Prova. Seja Z d;(r)g; = 0, para todo x € R, uma relacao de dependéncia linear de D
sobre (@, ondquEQpara0<z<neqn7é0

Sabemos que existe um ideal nao-nulo A de R tal que ¢;A C R, para todo i. Mais
ainda, ¢,A # 0, donde existe a € A tal que 0 # g,a € R. Logo Y. d;(z)g;a = 0 é uma
i=0

relacao de dependéncia linear com coeficientes em R.

O argumento prova que (2.—1.). Isto completa a prova da equivaléncia entre 1, 2 e 3,
sendo que (3.—2.) é ébvia e (1.—3.) é o conteido do Teorema 3.1.1.
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Além disso, sejam n, m e s os comprimentos minimais nos casos I, 2 e 3,
respectivamente. Pelo Teorema 3.1.1, s < n. E claro que m < n. Finalmente, o argumento
acima prova que n < m. Segue que n =m = S.

n
O mesmo argumento anterior prova que se »_ df(z)g; = 0, para todo z € @Q, entao
=0

n
existe uma relagao do tipo Y df(z)r; = 0, para todo z € @), onde r; € R para 0 < i < n.
i=0

n
Assim, (4.—5.). A iltima relacao implica, em particular, que Y d;(x)r; = 0 para todo

=0
z € R, donde (5.—4.).

Finalmente, vejamos que (1.—4.). Seja > d;(x)r; = 0, para todo x € R, uma
i=0
relacao minimal. Pelo Teorema 3.1.1, existem elementos ¢; € @, 1 <1 <n — 1 tais que
> di(r)g; =0, para todo x € R. Além disso, di(z) =1, ,(z) e
i=1

dp(z) =1

In—m

m—1
(x) — Z dim—i(T)qn—i, para todoz € Re 2 <m < n. (3.3)
i=1

Pelo Lema 3.2.3, os elementos ¢; € () definem uma derivacao de ordem superior A = (;)
e

(com 0 < ¢ < n)de @ tal que > d;(z)g; = 0, para todo x € Q, of(x) = I,,_, ()
i=1

o (x) =1

dn—m

(x) — > 0% _i(x)gn_i, para todo z € Q, 2 < m < n.

y m—i
=1

A DOS A restrita a R coincide com D, por (3.3). Assim, A = D, pela unicidade da
extensdao. Logo D* verifica a relagao > df(x)q; = 0, para todo x € Q. Isto prova 4.

i=1

Para completar a prova do teorema, basta agora observar que um raciocinio semelhante

ao da primeira parte prova que os comprimentos das relagoes minimais para 1, / e 5 sao
iguais. ]

Nota 3.2.6 Em ([35]), uma derivagao algébrica tem uma relagdo de C-dependéncia
linear, C' sendo o centro de (). Em nosso caso esta equivaléncia nao é valida. E claro
que se D é uma DOS C-LD sobre R, entao D é QQ-LD sobre R. Mas, a reciproca nao é
verdadeira, como veremos depois (Exemplo 3.3.1).
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3.3 Complementos e Exemplos

Esta tltima secao contém alguns resultados que complementam nosso estudo sobre as
derivacoes de ordem superior que satisfazem relacoes de dependéncia linear.

Sejam R um anel, a € R, e D = (d;);en uma seqiiéncia de aplicagoes de R definida por
d() = ZdR [§] ‘ ‘ ‘
di(z) = (=1)"(za’ — axa’"), para todo z € R, i > 1. (3.4)

Pela Proposicao 1.4.4, D é uma DOS de R.

Exemplo 3.3.1 Este exemplo prova a Nota 3.2.6.

Seja R = K(z,y) um anel livre em duas indeterminadas = e y que ndo comutam entre
si, sobre um corpo K.

Seja D = (d;);en a DOS definida em (3.4), para a = y. E facil ver que dy(r)+d; (r)y = 0,
para todo r € R. Portanto, D é R-LD de comprimento 2 sobre R. Mas, D nao é C-LD
sobre R, onde C' é o centréide estendido de R. De fato, suponhamos que exista uma
relagio d,(r) + 207 di(r)c; = 0, para todo 7 € R e alguns ¢; € C. Escrevendo a relagio
por extenso, obtemos (—1)"(ry™ — yry"~") + S0 (=1) (ryt — yry*")e; = 0.

Tomemos, em particular, r = z. Entao

n—1 n—1
(—1)"xy" — Z(_l)zyzci _ yx((_l)nJrlynfl + Z(—l)’“ylflci).
=1 i=1
Mas, por ([47], Teorema 2.5), o centréide estendido de R coincide com Z(R), ou seja,
C = K. Portanto, é facil ver nao existem ¢; € K, 1 <7 < n — 1, que tornem a igualdade
acima verdadeira. A contradi¢cdo mostra que D nao é C-LD sobre R.

Exemplo 3.3.2 Este exemplo mostra que pode existir uma relacao monica, mas ela
nao ser minimal.

Seja R um anel primo e D a DOS definida em (3.4), para a € R, a ¢ C. Temos as
seguintes relacoes:
do(z) + di(x)a = 0, paratodoz € R, e
d3(z) + da(x)a = 0, para todo z € R.

Ou ainda,
d3(z) + do(z)(a + ¢) + di(z)ac = 0,

para todo x € R e para algum ¢ € C.
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Note que nas ultimas duas relacoes os coeficientes 1,a,0, ou entao 1,a + ¢, ac, para
¢ € C, sao linearmente dependentes sobre C'. Como veremos no teorema seguinte, isto nao
pode acontecer se os coeficientes sao LI sobre C.

O exemplo acima nos motivou a provar o Teorema 3.3.3 a seguir.

Teorema 3.3.3 Seja D = (d;)ien uma DOS de R, Q-LD ménica de comprimento
minimal n sobre R, tal que Y ., di(x)g; = 0 para todo x € R, ¢; € Q para todo 1 <i <mn,
n = 1. Entdo o conjunto A ={qi,...,qu_1,q, = 1} € C-linearmente independente.

Prova. Inicialmente, note que se a expressao monica minimal de D é d, = 0 entao,
pelo Teorema 3.1.1, temos d; = 0. Portanto a expressao minimal é d;(xz) = 0 para todo
x € R. Logo A = {1}, que é C-LI. Assim, podemos supor que existe algum 1 < j <n—1

tal que ¢; # 0.

Por absurdo, suponhamos que o conjunto A = {q1,...,¢n_1,¢, = 1} seja C-LD. Entao,

i#l
para algum 1 <[ <mn,q = >, ¢gq;, onde ¢; € C.
1<i<n
n—1
Sel=mn,entdao 1 = ) ¢,_;qu—; €, portanto, para algum 1 < i <n—1, ¢,_; # 0. Assim
j=1
sendo,
0 anan+ZCnJQn]+chJQn]'

J=i+1

Como C' é corpo e ¢,_; # 0, segue que

i—1

OZan—i+ZnJanJ+Z Qn]

le Cn (2 J Z+1 n 7
m—1
Mas, pelo Teorema 3.1.1, I,, , =d; e,paratodo2 <m <n—1,1,  =dn+ Y dn kG-
k=1
Entao,
i—1 il j—1 el
O=di+ Y dipGnr+ Cn_J_ (dj+ Y diignt) + Y Cn_] i~ uln—u)-
k=1 j=1 ™" I=1 j=i+1 "
Reordenando os termos, a igualdade acima é equivalente a
i+1 c n—1—1 c
O—Zdn Loy + di 1+Z > "uqn]+2dsv, (3.5)
j=1 u=i+j Cn—i v<1

onde s, € (), para todo v < 1.
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E facil ver que se existe 1 < k < i+ 1 tal que ¢ # 0, entao D é QQ-LD de comprimento

menor que n, uma contradicao. Mais ainda, se ¢; = ... = ¢;;1 = 0, entao a expressao

(3.5) pode ser escrita como d; + Y dys, =0, e D é Q-LD de comprimento m <i < n. A
v<1

contradi¢cao mostra que 1 nao é combinac¢ao C-linear de ¢y, ..., ¢, 1.

Suponhamos agora, por absurdo, que A ={qi,...,¢, 1,9, = 1} seja C-LD, e que para
i#l
algum 1 <l <n—-1,¢= > «¢g,ondec; € C.
1<i<n—1

Portanto, I, = Y I, ¢;. Tomando s; =1es; = —c¢;j paratodol <j<n-—1,j#1,

i#l
temos que 1 il
 Iysi=— > Ici+1,=0
j=1 1<j<n—1

Com um célculo semelhante ao que fizemos acima, isto implicaria a existéncia de
n—1

elementos #y,...,t,_1 € @ tais que ) d;t; = 0, com algum ¢; # 0. Entao D seria
j=1

Q-LD de comprimento m < n — 1 sobre R. Porém, pelo Teorema 3.2.5, D é )-LD de

comprimento minimal n sobre R. A contradicao prova o teorema. [ ]

E conhecido que se d é uma derivacao num anel primo R que é algébrica sobre um ideal
A de R, entdo d é algébrica sobre R ([12], [35]). Em conexao com este resultado provamos
o teorema seguinte. Note que esta prova difere das provas para derivacoes.

Proposicao 3.3.4 Sejam R um anel primo, D = (d;)ien uma DOS em R, e A um
ideal nao-nulo de R. Se D |4 possui uma relagdo de dependéncia linear com coeficientes
em R, entao D é R-LD sobre R, onde D |4 denota (d; | a)ien-

Prova. E f4cil ver que o anel de quocientes (a direita) de A coincide com o de R, ou
seja, é igual a Q).

Por outro lado, se Y, d;r; = 0 é uma rela¢do sobre A, com r; € R para todo 0 < i < n,
entao > . d;r;A = 0em A. Logo podemos assumir que existe uma rela¢io com coeficientes
em A. Portanto, pelos mesmos argumentos utilizados na prova do Teorema 3.1.1, existem
elementos ¢; € () tais que

Z d;(r)g; = 0, para todo z € A. (3.6)
i=0

Além disso, dy(z) = I,,_, () e dp(x) = 1,,_, (x) = 7 " dpi(2)qn_i, para todo 2 € A.
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Pelo Teorema 3.1.2, as relacoes acima, quando consideradas para todo = € (), definem
uma DOS A = (¢;) (0 <i < n)em @, a qual serd Q-LD sobre (). Em particular, A | é
R-LD sobre R.

Resta somente verificar que A |p= D. Por definicao, A e D coincidem em A. Se r € R
e a € A, temos que dy(ra) = d;(ra). Logo di(r)a + rdi(a) = d1(r)a + rd1(a), ou seja,
di(r)a = &1(r)a. Segue que (§1(r) — di(r))A = 0, para todo r € R, donde 0, |g= d;.

Por indugao é ficil ver que, para todo m < n, d,, |g= d,,, onde n é o comprimento da
relagao (3.6). n

No préximo teorema, utilizaremos uma propriedade do comutador [-,-] que convém
lembrarmos neste momento. Dados um anel R e a,b,x € R, entao:

alb, x| = [ab, x] — [a, z]b.

De fato, a[b, z] = a(bx — xb) = abxr — axb = abr — xab + xab — axb = [ab, x| — [a, x]b.

Seja d uma derivacao algébrica de um anel primo R que é uma algebra sobre os racionais.
Entao d define uma DOS D = (d;);en dada por d; = d, d,, = ‘fL—T, para todo n > 2.

Sendo que d é algébrica sobre R, entao D satisfaz uma relacao R-LD sobre R e d;
¢ X-interna definida por um elemento ¢ € ). Além disso, cada d,,, para m < n, pode
ser calculada utilizando o Teorema 3.1.1, onde n é o grau de algebricidade de d. No
teorema seguinte, determinamos explicitamente a expressao das aplicagoes d,,, em funcao
do elemento ¢, para todo m.

Teorema 3.3.5 Sejam R uma Q-dlgebra e d uma derivacao @Q-interna dada por
d(r) = [q,x] para todo x € R, com q € Q. Seja D = (d;)ien a DOS de R dada por
d; = %, para todo 1 > 0. Entao dy = 1, e
_a
(m — i)l

para todo m € N.

(T (m — )2 =

=1

Prova. Como dy(z) = d(z) = I)(z) e dp(z) = () para todo m > 2, temos que

m!

do(z) = ) = L(d(d(z)) = L(qd(x) — d(2)q) = & (al,(x) — I,(x)q) =

= %(I@(I) - Iq(x)q) - %Iq(x)q = Iq2($)% - Iq(I)Q-
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Suponhamos, por hipotese de inducao, que

ds = 3_1; Z(—l)ilqsi(s_qiz)m, para todo s < m.
(T[(s - y? =
Entao
() = O L) (@) = (0 (0) — )

m+1)!  (m+1)! (m + 1)!m!

para todo z € R. Aplicando a hipotese de inducao, vem que

i

dpir(z) = (mﬁ)!m;((mﬁll Z(_1)i[qm_i(x).(m_qz)z.)_

m—1 )
— iy (= 1) Ly () L)
(m+1)!m ( l(mfl)!)‘—’ 1:0( ) q ( )(m il )
=1
Seja o = riq Pela propriedade do comutador vista acima, temos
(m+1)!m!( [T (m=0)!)
=1
m—1 ir gt a" N\ ¢ g it
S D T - )T — (g, 0] — [y al ) =
i=0 (m+1=i)t7 1l 7] (m—i)%4! (m—1i)!* 7

m+1 i i

= a((m+1)[&y o] + Z( 1)'(m + 1 — i) [gh=y 21+

+a( 5 (1 g ol + 5 () ),

Como (mTiz‘)'z' = (Tzn), segue que
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gt m-_1 m+1—i i

dmy1(x) = a((m + 1)[gy, 2] +Z_:21 (=1 (m +1 =) [y 21 %)+

m

o X (~1)7 g, 2] (7) + (~1)"[q, 2] Ly +’§<—1>1‘+l[$;§,,x1 ARG+ ),

<
Il
o

Sabemos que Y.1"(—=1)/(") = 0, por resultado de Andlise Combinatéria. Entao

m

> (1) g, 215 () = (=1)™q, z]% Substituindo na igualdade acima, obtemos
i=0

m—+1 m

dir (2) = a(m + DL 2] + (m+ 1)(—1)"[g, 2]2)+
m—2 ) i i1 m—1 ) . m41—i i
+a( 5 (Ol i D+ (1) + 1 - [ al) =
= a((m + 1)Ly, @] + (m+ D(=1)"[q, 2] L)+
m_l 1)i[am P 1)i 1 m1-i Y —
v 5 (O a1+ T 11— D 1) =
1 m—1 m+1—i i
= a(m+ 1)([& 2]+ (=1)"[g, 2)%; + 1:21(_1)z[(m++1_z),,x] ) —
_ (m+1 f: _q z[ gmii x}q_z:
(m-}—l)'m!(mi (m_1)))? z:O( ) (m+1—1)! 1!
=1
- e S () e 04
(ll;[() (m—=10)1)? i=0 (m+1-1) '
Logo 1 .
A (T) = —— ! (=1) Iym-: () 7 7 para todo z € R, m € N. u
(T (m — 12 =0 (m — 4)ld!
I=1

O proximo corolario é devido a Leroy e Matczuk. A prova de uma das implicacoes que
apresentaremos aqui é diferente daquela obtida por eles em ([35], Lema 1.4).
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Corolario 3.3.6 Sejam R uma Q-dlgebra prima e d: R — R uma derivacao definida
por d(z) = [q,x] para todo x € R, onde ¢ € Q. Seja D = (d;)ien a DOS de R dada por
d; = % para todo i > 0. Entao d é algébrica sobre @) se, e somente se, q ¢ um elemento
C-algébrico.

n .
Prova. Suponhamos que ¢ seja algébrico de grau n sobre C. Entao ¢" + Y ¢'¢; = 0,
i=0

n—1
onde ¢; € C, para 0 <i <n — 1. Portanto I;» = — > I,ic;. Mas, pelo Teorema 3.3.5,
i=1

1 1= ¢
dn = M—(anﬁ + Z(—l)]anfj m)
(IT(n =012 e ' '
I=1
Seja o = ———. Entdo
(IT (n=0)1)?
=1
) qnfz'
] _ v —1
ZIZCZ—I—QZ In] ) lea + —1)" 7“(”_0!). (3.7)
Para 1 <i<n — 1, seja a; = ————. Portanto, pelo Teorema 3.3.5,
(I (i=0)H?
=1
i—1 ;
Iy = iloyd; +iloy » (—1)'1 P
S = )
Substituindo sucessivamente esta expressdo em (3.7), segue que existem elementos
n—1 )
S1y-+-, 801 € @, nao todos nulos, tais que d, = Y d;s;. Como d; = i!d" para todo i > 0,
i=1

entao d ¢é algébrica sobre Q).

A reciproca aqui apresentada é devida a Leroy e Matczuk. Vamos escreve-la por motivo
de completitude.

n .
Reciprocamente, suponhamos que d seja Q-algébrica de grau n tal que > d's; = 0, para
i=0
si € Q,0<i<mn,onde s, #0. Como d(z) = qv — zq para todo x € R, uma indugao facil

. (2
mostra que d'(x) = > (— 1)”9( )qjxqz J para todo 0 < i < n e qualquer z € R. Portanto,
=0
n 7

0= ZZ( 1)”]( )q £q¢"’s;, para todo z € R.
J

i=0 j=0

Por ser R um anel primo, a Proposicao 1.2.6 nos diz que ¢ é algébrico sobre C' de grau
inferior ou igual a n. [ ]
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Exemplo 3.3.7 Sejam k£ um corpo e A uma algebra sobre k de dimensao finita n, i.e.,
dimpA = n, que é um anel primo. Entao a dlgebra dos endomorfismos de A é também
finitamente gerada, i.e., dimy(End(A)) = n®. Se D é uma DOS de A tal que D |,= 0
(di(ax) = ad;(z), paratodo a € k, x € A, i > 0), segue que D tera relacoes de dependéncia
linear sobre k. Em particular, sobre A.

Nota 3.3.8 Em [44], A. Nowicki define derivagdes internas de ordem superior de um
anel R e prova que elas correspondem aos automorfismos internos deste anel. Mais ainda,
prova que uma derivacao de ordem superior de R é interna se, e somente se, a derivacao
usual de R é interna ([44], Teorema 4.2). Este teorema ¢ satisfeito por uma vasta classe
de anéis (ver, por exemplo, [38], [39], ou [43]).

Suspeitavamos que uma DOS D = (d;)ieny @-LD monica de comprimento n sobre R
tivesse alguma relacao com as derivacgoes internas de ordem superior de Nowicki. De fato,
como veremos a seguir, para n < 3, o numero de parcelas de d, coincide com as de
Nowicki. No entanto, para n > 4, este numero é bem diferente. A conclusao final é que
estes conceitos nao parecem estar relacionados.

Nowicki define, para a € R e 0 # k € N, uma seqiiéncia de aplicacoes
{a,k} = ({a, k}n)nen, da seguinte forma:

r, se n=20
{a,k}n(x) = 0, se ktn
d.(r) =a"r —a"'za, se n#0, n=kr, paratodox € R.

Em ([43]), mostra-se que {a, k} é uma DOS de R.

Finalmente, seja A = (a,)neny uma seqiiéncia em R. Denotando por A(A) o elemento
defnido por A(A) = ({a1, 1} x{as, 2} *...x{a,,n}),, onde para D, D" derivagoes de ordem
superior, (D*D'),, =} d;odj, entdo, se existir uma seqiiéncia A = (a,)nen de elementos

i+j=n
de R tal que D = A(A), D é dita (por Nowicki) uma derivagao interna de ordem superior
de R. Por exemplo:

A(A)(z) = ax —zay

A(A)y(z) = air — ayzay + asx — way
A(A)s3(z) = dir — azay + a1asx + Taza; — ayras — asra; + azr — zTaz
A(A)y(z) = ajr —adza, + a2z — + ajasx — ajras — +

4 = 1 1 1 a5 Ao Ao a;a9% a;xras 10910

+aixasa1 + a1a3T — a1TA3 — A3TA1 + TA3A1 + 4T — TA4.
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Por outro lado, se D = (d;);en ¢ uma DOS Q-LD monica de comprimento n sobre R,
tal que Y 1 (digi=0para g € Q (0<i<n)egq,=1,entao

dy (x) = pn-1T — TGp—1
dQ (J“) = qu—l — qn-1TGqn—1 + Qn—2T — TQp_o
d3(r) = —2@ |+ qu 3T — TGy 3 — @u_2Tqn_1+

+$Qn—2Qn—1 + Qn—lqu_l — gn—1TQqn-2 + Tldn-14n—2
d4(f17) = Qn—4T — X4n—4 — 4n—-3Tqn—1 + T4n—34n—1 + %17255(]72;—1 - $an2q72l_1—
—n1%Gs 1 + TGy F Gn18Gn—2Gn—1 — TGn-1Gn—2Gn—1 — Gn—2TGn—2 + Tqs_o+

+Qn—1$Qn—IQn—2 - qu_l(Jn—Q — gn—1TQqn-3 + Tl4n-14n—3-
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