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RESUMO

O presente trabalho trata do problema de isolar zeros de polindomios com-
plexos. Muitos algoritmos calculam zeros polinomiais, a partir de regioes iniciais
disjuntas, cada uma contendo um tnico zero. Entretanto o problema de obter tais
regides ainda € alvo de estudo, uma vez que as solugoes propostas ainda nao sao

satisfatorias. A obtencao de regides disjuntas, denominada de isolamento de raizes

esta diretamente relacionada com a contagem (enumeragao) do numero de raizes
numa determinada regiao do plano complexo. Algoritmos para enumerar e isolar
raizes de polinomios complexos sao analisados, desenvolvidos e implementados. A
proposta de uma modificagao no método numérico de Wilf é realizada, na qual se
usa basicamente Sequéncias de Sturm e o principio do argumento da analise com-
plexa. Um enfoque algébrico é dado para o algoritmo, visando enumerar zeros de
forma exata dentro de um retangulo. Diversas melhorias foram introduzidas, prin-
cipalmente no tratamento da presenga de zeros nas fronteiras de um retangulo alvo
de pesquisa. O desempenho do algoritmo proposto é avaliado tanto nos aspectos
tedrico como pratico, através da determinacao da complexidade tedrica e através
de testes experimentais. A abrangéncia do algoritmo também é verificada, através
da realizagao de testes com polinomios mal condicionados. Uma comparacao deste
algoritmo com um recente trabalho é também realizada, mostrando a adequagao

deles de acordo com o tipo de polinomio.

PALAVRAS-CHAVE:

Zeros polinomiais, Sequéncias de Sturm, Algoritmos Algébricos.
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TITLE: ALGEBRAIC ALGORITHMS FOR ENUMERATE AND ISO-
LATE COMPLEX POLYNOMIAL ZEROS.

ABSTRACT

In this thesis, the problem of isolating polynomial complex zeros is trea-
ted. There are many algorithms to calculate polynomial zeros, having previously

isolated regions, each containning only one zero. Despite of this, the problem of
obtainning such regions is still unsatisfactory. This problem, called root isolation,
requires number of root in a given region of the complex plane. Algorithms to
enumerate and isolate complex polynomial roots are analised, developed and im-
plemented. A modified Wilf method is given, in wich Sturm Sequences and the
principle of argument is used. An algebraic approach is given, with the aim to
enumerate zeros inside a rectangle in an exact way. Several improvements are in-
troduced, mainly to treat zeros on the boundary of the rectangle. The performance
of this new algorithm is evaluated theoretical as well as practice point of view, by
means experimental tests. The robustness of the algorithm is verified by means of
tests with ill-conditioned polynomials. The algorithm proposed is compared with
a recent paper, presenting the performance of both, according different polynomial

classes.
KEYWORDS:

Polynomial Zeros, Sturm Sequences, Algebraic Algorithms.
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1 INTRODUCAO

1.1 Relevancia do estudo

Dentro da area de computagao cientifica, o uso de equagoes polinomiais é
bastante amplo. A determinagao de zeros polinomiais é de grande importancia em
topicos como teoria de sistemas de controle (desenvolvidos para executar controle
automatico de operagoes diversas, como controle de pressao, temperatura, umidade,
etc) [OGA 82], estabilidade de sistemas, circuitos nao lineares, analise de fungoes
de transferéncia, modelos matematicos diversos, equagoes diferenciais, problemas de

autovalores e outros.

Uma das grandes preocupagoes em relagao a polinomios diz respeito a
resolver problemas do tipo: determinar todas as raizes do polinémio (reais ou com-
plexas), ou identificar o nimero de raizes em uma regiao do plano, isolar as raizes

de um polinémio, ou ainda identificar condi¢oes de estabilidade de um polinémio.

Muitos estudos tém sido desenvolvidos nesta dire¢ao, com énfases dis-
tintas. Uma vasta teoria matematica foi desenvolvida visando dar subsidios para
resolver os problemas citados. Neste sentido, sao de grande contribuicao os trabalhos

de [MAR 49] e [HEN 74].

A rapida evolugao tecnoldgica fez com que surgissem computadores cada

vez mais potentes, possibilitando que problemas, antes intrataveis, tornassem e-

xequiveis, mesmo com antigos algoritmos. A disponibilidade dos recursos computa-
. . . 13 » ; .

cionais, fez com que surgissem novos “softwares” que se adequassem a capacidade

de tais maquinas. Tal fato contribuiu de forma decisiva para o desenvolvimento de

novos algoritmos para a resolugao dos problemas em questao.
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Entretanto, o uso de computadores trouxe novos problemas. A existéncia
de um método matematicamente correto nao implica na existéncia de um algoritmo
eficiente. Uma das razoes pode ser o esfor¢o computacional demasiado para imple-
mentar um determinado método, tornando-o inviavel na pratica. Outra € a diferenga
que existe entre o Universo Matematico e o Computacional, que podem gerar re-

sultados nao confiaveis. Entre estas diferencas, pode-se citar a representacao nao

continua dos niimeros reais nas maquinas, a nao validade de propriedades basicas da
aritmeética matematica, como a associatividade aditiva, problemas com equivaléncia
de expressoes, problemas com arredondamentos em operagoes sobre entidades do

tipo vetores e matrizes, etc.

Medidas de trabalho computacional necessario (tedrico e pratico) sao
imprescindiveis para utilizagao de novos algoritmos. O trabalho computacional
tedrico pode ser definido através do numero de operagoes necessarias para se reali-
zar determinado algoritmo. Este tipo de medida é importante no sentido de poder
avaliar a viabilidade de se implementar o algoritmo nos computadores disponiveis.
Por outro lado, sendo viavel executar-se as computagoes envolvidas no algoritmo,
sabe-se que eventualmente o trabalho necessario na pratica pode ser diferente do que
o estabelecido teoricamente. A questao do tempo consumido é bastante discutivel,
pois é uma caracteristica que varia de acordo com a maquina que se utiliza, bem
como as diferentes formas de se implementar um mesmo algoritmo. Cabe salientar
entretanto, que os padroes de qualidade de tempo sao dinamicos: o que era incon-
cebivel hd anos atras, hoje é perfeitamente viavel, devido ao aumento de velocidade

dos processadores e outros recursos adicionais.

Num contexto mais amplo, é inegavel o crescente uso da computagao
cientifica em diversas areas que até anos atras pouco uso fazia desse valioso recurso.
Areas como Biologia, Quimica e outras fazem parte desta nova gama de usuarios.
Isso fez com que se aumentasse o nivel de exigéncia com respeito a qualidade e a
especificidade do “software” desenvolvido. Outra questao que deve ser considerada

é o grande aumento das diversas formas alternativas pelas quais o problema pode ser
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explorado: ambientes diversos para desenvolvimento de software cientifico, formas

distintas de aritmética computacional, desenvolvimento de novas teorias, etc.

Com relagao ao problema de aproximar zeros polinomiais, existe um
grande nimero de métodos numéricos que tratam desta questao (Veja [CAM 90]
e [HEN 74]), os quais podem ser eficientes, mas estao sujeitos aos erros inerentes
de qualquer sistema numérico. Existem basicamente duas razoes que justificam ta-
manha diversidade [PIN 76] : uma delas é a necessidade de se controlar os erros
computacionais. Qutra razao é a dificuldade de se tratar com raizes miiltiplas ou
raizes aglomeradas, que leva a uma constante busca de um algoritmo melhor. Cer-
tamente os erros computacionais variam conforme a equagao e a aplicacao. Se uma

equacao ¢ mal condicionada e a aplicagao requer resultados com alta exatidao, os

erros devem ser controlados rigorosamente para nao invalidar os resultados obtidos.

Muitos algoriunos proposios para aploxiinal zeros requerelll condigoes
de aplicabilidade que nem sempre sao simples de se conseguir. Por exemplo: é ne-
cessario que se tenha regioes disjuntas, cada uma contendo uma tnica raiz; ou é
necessario que todas as raizes sejam reais, ou ainda todas raizes sejam simples. A
identificacao prévia das caracteristicas de um polinomio pode exigir um grande es-
forco computacional, além de que a obtengao dos requisitos necessarios pode nao ser
trivialmente resolvidos. Uma grande questao esta em se usar o algoritmo adequado
para cada tipo de problema. E preciso identificar o “ponto forte” de um algoritmo
para usa-lo adequadamente. Mais ainda, as vezes é preciso saber como colocar
o problema numa forma mais adequada para aplicar determinados algoritmos que

requerem algumas exigéncias.

Em contrapartida, poucos trabalhos se preocupam com o problema de
isolar as raizes de um polindémio, que consiste em determinar um conjunto de regioes
disjuntas, cada uma contendo um unico zero do polinémio. Certamente existem
algoritmos desenvolvidos para tal fim [HEN 74], porém alguns inconvenientes surgem
quando estes algoritmos sao transportados para um ambiente computacional. Isto

acontece porque o processo de isolamento requer que se conhega o niumero de raizes
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numa determinada regiao do plano. Para tal, é preciso que se tenha disponivel um

algoritmo para contar (enumerar) as raizes de um polindmio na regiao desejada. O
resultado deste processo de enumeragao deve ser necessariamente um nimero inteiro

e exato, nao podendo pois ser um valor aproximado que gere duvida. Qualquer erro

nesta fase pode fazer com que as regices isoladas nao sejam confiaveis.

Muitos algoritmos numéricos que utilizam teoremas classicos da algebra
(como Sturm, Routh, Vincent) para enumerar zeros (num intervalo por exemplo),
podem produzir resultados totalmente errados, devido as aproximagoes realizadas

nas operacoes envolvidas (transformacoes polinomiais, avaliagoes, etc).

Observa-se pelos trabalhos desenvolvidos nesta area (e outros que fazem
uso de computacao cientifica), que o uso de formas alternativas e mais avangadas
tém sido incentivadas com o objetivo de se reduzir a um nivel minimo o problema de
erros causados pela nao continuidade dos numeros, inerentes a qualquer computador.
Solugoes alternativas que estao sendo utilizadas para minimizar os erros podem ser
através do uso de aritmética exata (computagao simbdlica), ou pelo uso de aritmética

de alta exatidao (através da analise intervalar).

Nesta busca continua por algoritmos que fornecam resultados mais
préoximos do real, um fator a ser considerado é o custo computacional. E sa-
bido que o uso de aritmética exata (via computagdo simbdlica) ou aritmética de
alta exatidao (usando intervalos) tém em principio um custo computacional maior
que a forma convencional num ambiente de computagao numérica. Assim, torna-
se necessario que os algoritmos sejam desenvolvidos cuidadosamente, de forma a
minimizar operacoes dispendiosas. Cabe lembrar que um grande auxilio no desen-
volvimento de novas implementagoes é a disponibilidade de bibliotecas com rotinas
béasicas otimizadas nos sistemas de desenvolvimento de software cientifico. Além
disto, o crescente desenvolvimento de ambientes de computagao paralela motiva o

desenvolvimento futuro de versoes paralelas dos algoritmos aqui propostos.
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Perante essa evolugao, nao se pode ignorar a necessidade de se buscar

solucoes mais adequadas e eficientes para problemas de grande aplicabilidade nas
areas cientificas, como é o caso de determinacao de zeros polinomiais. Parece pois
perceptivel que para se determinar raizes de polindmios, é necessario que problemas
adjacentes sejam eficientemente resolvidos, como enumerar e isolar as raizes, obter
as solugoes triviais, de forma a simplificar o problema. S6 assim, serd possivel a

aplicagao de um método eficiente para determinagao das raizes procuradas.

1.2 Estado da arte

Com a evolugao tecnolégica crescente, acompanhada do desenvolvimento
de novos recursos de software, surgiu a necessidade da criagao de novos algoritmos
para resolver problemas que anteriormente eram considerados intratavels couiputa-
cionalmente. A tendéncia cresce no sentido de se achar solugoes para problemas

mais abrangentes e complexos.

Basicamente o que se busca sao alternativas que permitam obter resul-
tados que melhor se aproximem de uma solugio real. Isto leva ao aparecimento
de formas diversas de contornar o problema de erro na obtengao de uma solucao.
Com o objetivo de melhor colocacao do problema em relacao ao estado da arte,
alguns trabalhos que sao de interesse na problematica dos zeros polinomiais serao

brevemente comentados a seguir.

Num contexto de algoritmos para calcular zeros polinomiais, observa-se
que existe um esfor¢o de pesquisa continuo no sentido de se obter aproximacoes

melhores tanto quanto possivel.

Diversos trabalhos tratam da determinac¢ao simultanea de raizes poli-
nomiais. Formas alternativas para minimizar os erros das aproximagoes obtidas

téem sido desenvolvidas. Como exemplo, pode-se citar algoritmos usando aritmética
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intervalar complexa que objetivam fornecer uma aproximagao com os limites de
erro ja obtidos no processo iterativo. Tais algoritmos caracterizam-se por produ-
zir iteragoes intervalares, onde cada intervalo resultante é sempre menor que o da
iteracao anterior, garantindo que a aproximacao final é consistente com o intervalo

inicial utilizado. Estes algoritmos também sao conhecidos como métodos de in-
clusio (por exemplo [FRA 89]. Um problema que eles podem apresentar ¢ o alto

custo computacional. Em [PET 91a, Petkovic propée um algoritmo hibrido, onde

se inicia o processo com o centro de uma regido que possul um unico zero, aplica

um método iterativo pontual, que é convergente localmente. Em seguida aplica uma
tinica iteracao intervalar, obtendo um intervalo a partir da ultima iteragao pontual,
e a regiao inicial. Esta combinagao de método pontual e intervalar possibilitou um
algoritmo mais eficiente e manteve a caracteristica da determinagao automatica dos

limites de erro da solugao aproximada (fornecida pelo préprio intervalo resultante).

Considerando-se o problema do tamanho dos intervalos resultantes (que
pode muitas vezes ser relativamente grande), Claudio e Rump [CLA 92| propuseram
um algoritmo cujos intervalos resultantes para as raizes aproximadas sao bem me-
nores se comparados com outros métodos, sem exigir maior esfor¢o computacional

para isto.

Observa-se entretanto, que tanto nestes trabalhos, como em outros que
se preocupam com o calculo de boas aproximagoes das raizes, utiliza-se como ponto

inicial, o centro de regides disjuntas ( que possuem uma tnica raiz).

Georg, [GEO 90], em seu trabalho, propoe um algoritmo baseado na ve-
rificacao de inclusoes para zeros multiplos e complexos. Neste caso, existe uma
preocupagao no processo de se obter aproximagoes iniciais que pertencam a regioes
disjuntas. Previamente, um processo para enumerar raizes num circulo é aplicado,
e sucessivas divisdes sao realizadas até obter-se regides disjuntas, ou a exatidao
desejada tenha sido atingida, ou ainda o raio dos circulos nao pode ser melhorado.
Esta ultima situagao acontece quando o raio do novo disco nao é menor que o

raio do disco anterior. Isto pode ser devido a existéncia de zeros muito préximos



entre si ou préximos da fronteira do circulo. Verifica-se entao que o processo de
isolamento pode nao fornecer as aproximagoes desejadas para se calcular os zeros.

Apesar da utilizacao da aritmética de alta exatidao, nas transformacoes necessarias

ainda ocorre um arredondamento, o que pode resultar em valores nao exatos, que €
imprescindivel no processo de enumeragio. Outros problemas sobre este algoritmo

serao abordados na secao 4.1.

Sakurai, [SAK 91] coloca a idéia de combinar diferentes técnicas visando
obter melhores resultados. Neste caso, a combinacao diz respeito a forma de se de-
terminar as raizes. Elas podem ser determinadas uma por vez, ou simultaneamente.
A partir de aproximagoes iniciais dadas para cada raiz, calcula-se a primeira iteragao
usando um método de determinagao individual. As iteragoes seguintes sao dadas por
um método de determinagao simultanea de raizes, usando os resultados da primeira
iteracao como valores iniciais. A superioridade deste método em relacao a outros
conhecidos como Durand-Kerner, Farmer-Loizou é mostrada através de testes ex-
perimentais. Observa-se novamente a utilizagao de valores iniciais suficientemente

proximos das raizes procuradas .

Schroder, [SCH 90] combina técnicas de computagio simbélica e veri-
ficacao de inclusoes. O enfoque algébrico ¢ utilizado somente na fase inicial, para
determinar as raizes multiplas, através de uma fatoragao livre de quadrados do po-
lindmio [DAV 88]. O isolamento das raizes é feito usando um procedimento que a
partir de um retangulo inicial contendo todas as raizes, vai bisseccionando e enume-
rando as raizes de cada subretangulo até que se consiga isola-las. O centro de cada
retangulo isolado é usado entao como uma aproximagao inicial para uma rotina do
sistema ACRITH [IBM 86], que calcula uma inclusao para esta raiz, através de um
método iterativo intervalar. Problemas que sao encontrados neste algoritmo ocorrem
exatamente no procedimento de isolar as raizes: a linha que divide um retangulo
nao deve conter zeros do polinomio. Se isto ocorrer, um deslocamento da linha é
realizado. Neste caso surge uma questao: quanto se deve deslocar, de forma que nao

se corra o risco de perder alguma raiz deste novo subretangulo? Outra dificuldade
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que aparece é que em alguns casos, a rotina pode convergir para outra raiz, o que
significa que a aproximagao inicial nao esta na regiao de convergencia do algoritmo
iterativo intervalar. Assim, para cada inclusdo calculada deve-se verificar se esta
esta dentro do retangulo inicial. Caso esteja fora, continua-se subdividindo para se

obter um novo valor inicial.

Deren [DER 91] preocupa-se em produzir regides iniciais que garantam a
convergéncia do método de determinacao simultanea de zeros polinomiais proposto
por Durand-Kerner. Através da utilizagao de um subalgoritmo (Kuhn), obtém-se
discos cujos raios nao precisam ser tao pequenos para que o método de Durand-

Kerner convirja.

Fazendo uso de técnicas de computagao grafica, Oliveira, [OLI 92] de-
senvolveu uma ferramenta para localizagao de zeros de polinomios complexos. A
ferramenta auxilia o usuario no sentido de visualizar a distribuicao das raizes, bem
com suas multiplicidades. A aproximacao das raizes entretanto é feita através de
um procedimento numérico. A vantagem encontrada nesta proposta é o alto grau
de interagao com o usudrio, que se concentra somente na regiao ou regioes que lhe

interessam.

Dentro da area de computagao simbolica, a problematica de zeros poli-
nomiais complexos teve um trabalho pioneiro de Pinkert, [PIN 76] e por um longo
periodo poucos trabalhos trataram especificamente deste assunto. Recentemente,
Collins e Krandick [COL 92] propuseram um novo algoritmo para isolar raizes de
polindomios complexos, usando basicamente o principio do argumento e um procedi-
mento para isolar raizes reais. Este algoritmo sera detalhadamente discutido e sera

comparado com outra alternativa explorada neste trabalho.

QOutros trabalhos que nao estao diretamente relacionados com os objetivos

desta pesquisa, mas que de alguma forma podem ser de interesse sao os seguintes:



Aplicacao do calculo do méximo divisor comum aproximado em equagoes

algébricas mal condicionadas [NOD 91].

O problema do aglomeracio de raizes e intersecgao de raizes [PAL 91].

Questao dos coeficientes de um polindmio como fungoes bem condiciona-

das de suas raizes [UHL 92].

O problema de determinagao do niimero de zeros de uma fungao qualquer

e sua multiplicidade através do uso de integrais [HOE 92].

Tratamento de algoritmos paralelos para célculo de zeros polinomiais

[FRE 91]

1.3 Objetivos e Contribuigoes

Nesta secao serao levantados problemas que estao em aberto na apro-

ximagao exata de zeros polinomiais e as solucoes propostas.

Apesar de ser uma abordagem classica dividir o problema de resol-
ver equagoes polinomiais em trés fases distintas (enumeragao, isolamento e apro-
ximagao), deve-se lembrar que cada uma destas fases por si so ¢ um problema,

assim como a integragao entre elas.

Com respeito a enumeragao, que consiste em identificar o numero de
raizes que o polinémio tem em uma determinada regiao, surgem questoes do tipo:
existem algoritmos satisfatorios que fornecam o resultado exato do nimero de zeros
numa determinada regiao do plano? Quais as implicagoes que surgem quando da
presenca de zeros €m linhas criticas como na fronteira, ou muito préximas da fron-
teira de uma regiao? Quais as diferencas encontradas no processo de enumeracao

em diferentes regioes do plano (por exemplo, circulos e retangulos)?



O processo de isolamento por sua vez, esta diretamente relacionado com
o problema da enumeragao de raizes. Isto porque o processo de isolamento deve
produzir um conjunto de regides disjuntas, cada uma contendo um unico zero do
polinomio. Normalmente o procedimento para se obter estas regices implica na

contagem de zeros numa determinada regiao, a qual deve ser bisseccionada no caso
de ter mais de um zero em seu interior. A aplicagao recursiva deste processo deve
resultar em regioes isoladas (disjuntas). Surgem entao questoes como: Que tipo de

regiao ¢ mais adequada para o processo de isolamento dos zeros polinomiais? E

possivel estabelecer um algoritmo eficiente para isolar de forma exata estes zeros?

Neste trabalho, buscou-se resolver algumas destas questoes, tendo-se es-

tabelecido os seguintes objetivos:

Estabelecer as formas apropriadas de tratar cada uma das diferentes fases

para aproximagao exata de zeros polinomiais.

Analisar. desenvolver e implementar algoritmos para enumerar e isolar de

forma exata zeros de polinomios complexos em uma variavel;

Incorporar a utilizagao de subalgoritmos mais simples, através do co-

nhecimento de propriedades do polinomio e suas raizes;

Avaliar a adequagao e desempenho dos algoritmos desenvolvidos;

e Identificar pontos deste algoritmo que permitam introduzir o uso de pa-

ralelismo.

Mediante os estudos e experiéncias realizadas, as seguintes contribuigoes

foram obtidas.

Tendo-se identificado a necessidade de procedimentos de enumeracao que
fornecam resultados inteiros e exatos, a inica alternativa segura nesta fase é a uti-
lizagao de aritmética exata na implementacao dos algoritmos, atraves da computagao

simbdlica.
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Foram analisados algoritmos para enumerar zeros em diferentes regioes

do plano: circulos e retangulos. Um algoritmo algébrico, baseado no resultado de
Schur-Cohn para determinacio de zeros num circulo foi desenvolvido e implemen-
tado. Melhoramentos foram introduzidos, como a utilizacao da parte primitiva na

sequéncia de transformagoes, o que mostrou um significativo ganho de eficiéncia (em

termos de tempo de execugao), comparando-se com uma simples versao algébrica

do método de Schur-Cohn. Além disto, foi possivel verificar a confiabilidade do al-
goritmo para polindmios com raizes muito proximas da fronteira ou muito proximas

entre si.

O algoritmo de enumerar zeros num circulo (usando os resultados de
Schur-Cohn) foi comparado com o de enumerar zeros num retangulo (usando o
principio do argumento e sequéncias de Sturm ). A partir da implementagao dos
algoritmos, e observando-se o tempo necessario para a enumeragao de zeros de um
mesmo polinomio num circulo e num retangulo, foi possivel identificar que o tempo
gasto para se enumerar zeros num circulo é menor do que para enumerar zeros num
retangulo (considerando-se o raio do circulo igual a semidiagonal do retangulo), e

polinémios de grau até 25.

Por outro lado, as regioes circulares nao se mostraram favoraveis para
o processo de bissec¢ao que € necessario para a etapa seguinte do isolamento das
raizes, devido ao aumento das zonas de intersecgao resultantes da bissecgao, o que

implica na contagem de zeros num maior numero de regioes.

Desta forma, optou-se por trabalhar com regiodes retangulares para de-
senvolver um algoritmo para isolar raizes. Baseado num algoritmo numérico de
Wilf, foi desenvolvido e implementado um algoritmo modificado para o isolamento
de zeros polinomiais. Um enfoque algébrico é dado ao algoritmo, visando enumerar
zeros dentro de um retangulo de forma exata. O algoritmo desenvolvido nao é uma
mera versao algébrica do algoritmo original. Diversas melhorias foram introduzidas,

principalmente no tratamento da presenca de zeros nas fronteiras de um retangulo,
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bem como verificagao prévia do tipo de raizes e possivel aplicagao de algoritmos

especializados.

Como um recente método para isolar zeros polinomiais foi proposto por
Collins e Krandick [COL 92], o mesmo foi implementado parcialmente e foi possivel
estabelecer algumas comparagoes com o algoritmo desenvolvido neste trabalho. Tes-
tes experimentais mostraram que na fase de enumeracao para polinomios reais de
grau abaixo de 25, o algoritmo modificado mostrou-se mais eficiente do que o de Col-
lins, invertendo-se a situagao para graus mais elevados. Para o caso de polinomios

complexos, esta mudanga observou-se proxima do grau 20. Isto pode nos fornecer

um indicativo do algoritmo mais adequado, de acordo com o grau do polinéomio.

Na fase de isolamento, analisou-se os tempos gastos para cada atividade
necessaria em um nivel de bissecgao, para ambos os algoritmos. Os resultados

mostrarani-se consistentes com os obtidos na fase de enumeragio.

Particularmente no algoritmo de Collins, existe a necessidade de diversos
refinamentos de intervalos isolados resultantes de um processo de isolar raizes reais
de 2 polinomios distintos. A quantificacao do nimero de bisseccoes necessarias foi

estabelecida de forma tedrica e pratica.

1.4 Organizagao do texto

Para que se tome conhecimento das etapas desenvolvidas para atingir os
objetivos propostos, sao apresentados a seguir os conteudos desenvolvidos em cada

capitulo deste trabalho.

O capitulo 2 apresenta diferentes ambientes de desenvolvimento de “soft-
ware” cientifico, com suas potencialidades e limitagoes. Objetiva-se com este topico
introduzir as diferentes abordagens que podem ser dadas na resolugao de proble-

mas matematicos, e identificar as implicagoes que se tem ao transportar um método
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matematico para um programa de computador. Serao caracterizados aspectos da
computacao numeérica e da computagao simbolica, bem como aspectos de integragao
entre estas duas abordagens, que devera servir para estudos futuros. Problemas en-

contrados na transformagao de um método matematico para um programa computa-

cional serao apresentados, como a representagao nao continua dos nimeros reais nas
maquinas, a nao validade de algumas propriedades aritméticas, a nao equivaléncia

de expressoes, etc.

O capitulo 3 trata do problema da enumeragao de zeros polinomiais em
diferentes regioes do plano (circulos e retangulos). Estabelece-se os problemas com
os métodos existentes e identifica-se a necessidade de uma abordagem essencialmente
algébrica na fase de enumeragao. Apresenta-se algoritmos para enumerar de forma
exata zeros em circulos e retangulos, verificando-se o trabalho computacional para
cada uma destas regioes através de testes experimentais. Toda a fundamentagao

matematica necessaria para o desenvolvimento dos algoritmos é apresentada.

O problema de isolamento dos zeros polinomiais é tratado no capitulo 4.
A escolha por regides retangulares para o processo de bisseccao € justificado. Pro-
blemas detectados em algoritmos existentes sao identificados e solugdes propostas
sao apresentadas. Um destaque especial é dado a secao que trata do algoritmo de-
senvolvido neste trabalho para isolar zeros polinomiais, usando sequéncias de Sturm.
Também merece destaque a segao que trata do algoritmo recentemente proposto por

Collins, pois este servira como parametro de comparagao com o anterior.

O capitulo 5 trata da analise dos algoritmos estudados, estabelecendo-se
a complexidade tedrica, bem como apresenta os resultados obtidos através de testes
experimentais com polinomios diversos. O algoritmo proposto é comparado com
um recente trabalho de [COL 92], estabelecendo-se a adequacao deles, conforme o

polinémio.

As conclusoes bem como sugestoes de trabalho futuro sao apresentadas

no capitulo 6.
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2 AMBIENTES DE DESENVOLVIMENTO
DE SOFTWARE CIENTIFICO

Este capitulo tem por objetivo apresentar as diferentes estratégias utiliza-
das para o tratamento computacional de problemas matematicos. Duas abordagens
distintas sao tratadas: computagao numérica e computacao simbolica. O uso inte-
grado destas duas abordagens também ¢ discutido, pois ¢ de grande importancia

para a continuidade deste trabalho. Os principais problemas encontrados no tra-
tamento computacional de entidades matematicas sao apresentados, bem como as

alternativas que se utilizam atualmente para contorna-los.

A expressao “software” cientifico tem um significado bastante amplo. Ba-
sicamente um software cientifico € um conjunto de programas devidamente organi-
zado na forma de um sistema, servindo de suporte na resolugao de problemas em

areas diversas da ciéncia: fisica, matematica, computagao. quimica, engenharia, etc.

Tais sistemas se caracterizam pelo uso intenso de computagoes (simples
ou complexas). Isso faz com que alguns cuidados devam ser tomados, para ga-
rantir a maior exatidao possivel dos resultados fornecidos. bem como obter melhor
aproveitamento dos recursos da maquina (como por exemplo meméria e tempo de

processamento).

Dentre os principais usuarios de software cientifico € possivel identificar
2 classes caracteristicas: Primeiro, o tipo de usudrio que esta interessado nos resul-
tados que o sistema pode lhe fornecer, sem se preocupar na forma como o sistema
resolve os problemas; um segundo tipo € o usuario que esta preocupado em desenvol-
ver suas proprias solugoes e saber quais procedimentos podem ou devem ser usados

na resoluc¢ao dos problemas.

Em tempos passados, os unicos recursos disponiveis eram as linguagens

de programagao, que praticamente sé atendiam a segunda classe de usuarios. Além



disso, o tipo de computagao realizado era quase que exclusivamente numérica. Com
a evolugao da tecnologia e das técnicas de computagao, novos avangos foram conse-
guidos: desenvolvimento de novas linguagens com abordagens mais adequadas para
tratamento de problemas matematicos; bibliotecas com rotinas matematicas para

se usar numa linguagem de programacao; sistemas de resolugao de problemas, e
finalmente os sistemas de desenvolvimento de software cientifico, que combinam lin-
guagem de programagao especifica com modulos para resolver problemas diversos.

Estes topicos serao descritos brevemente a seguir.

2.1 Computacao Numérica e Computagao
Simbdlica

Na drea de computagao cientifica, o tipo de abordagem que mais se usava
inicialmente era a computacao numérica, ou seja os algoritmos eram desenvolvi-
dos buscando-se solugdes aproximadas para os modelos em estudo. Manipulacoes
algébricas eram pouco incentivadas de se realizar por computadores devido a grande
necessidade de memodria e excessivo consumo de tempo. Apesar disto, desde a

década de 50/60 ja se iniciava alguns estudos numa area denominada de computagao

algébrica (ou simbodlica) [HEA 90].

Nos dias de hoje, verifica-se que ambas as areas continuam se desenvol-
vendo, buscando solugoes para os problemas de minimizar os possiveis erros intro-
duzidos pela utilizagao de computadores. As principais caracteristicas destas abor-
dagens serao brevemente descritas a seguir, bem como o que se tem desenvolvido no

sentido de se integrar estas duas abordagens.

Na computagao numérica, um algoritmo deve resultar numa aproximacao
de um resultado exato, normalmente fazendo uso da aritmética de ponto flutuante.

Operagoes em ponto flutuante sao afetadas por erros de arredondamento. ou seja, o
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resultado de uma simples operagao é aproximadamente igual ao resultado exato da

operagao (apresentando um certo erro).

Existem muitos exemplos de computagoes de ponto flutuante produzindo
aproximacoes distantes da soluc¢ao exata ou mesmo exemplos onde solugoes sao cal-
culadas onde na verdade elas nao existem (veja [RUM 87] , [RUM 83] ,[KUL 86] e
[TRE 91]).

A computagao simbdlica tem como objetivo automatizar uma grande va-
riedade de computagao envolvida na solucao de problemas matematicos. Sua énfase
esta na computagao discreta sobre simbolos que representam objetos matematicos,
tals como numeros inteiros ou racionais, polinomios, func¢oes racionais, numeros
algébricos, etc. As computagoes realizadas simbolicamente se caracterizam por se-

rem exatas.

Muitos termos tém sido usados na literatura para denominar esta area:

computacao simbolica, dlgebra computacional, computagao seminumérica, etc.

. Nas ultimas décadas houve um crescente progresso, tanto na area de de-
senvolvimento de sistemas de computagao algébrica como algoritmos para resolugao
de problemas. Como exemplos, podem ser citados algoritmos rapidos para fatorar

polindmios e calcular maximo divisor comum de polinémios [TRE 92].

A pesquisa em computacao simbolica tem se destacado pelo desenvol-
vimento de “softwares” sofisticados. Tais “softwares” frequentemente incluem ca-
pacidade grafica, interfaces com o usuario, software numérico e algoritmos usando

técnicas de computagao algébrica.

O uso de tais “softwares” cresceu significativamente nos tltimos anos.
Tal crescimento se justifica pelo melhoramento em “hardware™ tanto em velocidade
de processamento, como capacidade de armazenamento, refletindo diretamente no

custo e na efetividade dos sistemas de computagao simbélica. Exemplos de sistemas
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de computacao simbdlica: REDUCE, MAPLE, MACSYMA, DERIVE, MATHE-
MATICA e outros.

2.1.1 A integracao da computagao numérica e computagao
simbolica

Calculos exatos e aproximados podem ser usados de forma combinada.

Computagao simbdlica pode ser util para automatizar os passos para solucionar
o problema matematico que precede a avaliagio numérica dos modelos. A com-
putacao numeérica por sua vez, automatiza o ultimo passo da solu¢ao de um pro-
blema matematico. Usadas juntas, computagio numérica e simbélica podem se

completar [HEA 90]. Trabalhos que tratam desta tematica podem ser encontrados

em [DAV 87]. [HEN 90]. [NIC 91]. [VAS 87].

Em termos praticos, os “softwares” (numéricos ou simbélicos) pouco ofe-

recem em termos de interagao entre si, o que seria uma caracteristica bastante de-
sejavel. Entretanto, devido a grande demanda de computagao algébrica e numérica

por muitos usuarios, diversos esquemas ja foram propostos e implementados:

e IRENA (Interface REduce with NAg)

e GENTRAN : Facilita a geracao de program FORTRAN. a partir de resul-
tados simbdlicos gerados por um sistema de computagao simbolica. Tal

estratégia ¢ usada pelos sistemas REDUCE E MACSYMA [GAT 84].

¢ GENCRAY: Um programa escrito em linguagem C, independente do sis-
tema de computacao simbdlica e tem capacidade de gerar codigo para

fortran (77) ou Cray Fortran [WAN 89).

o Implementagao de sistemas algébricos em uma linguagem que permite
computagoes numéricas e simbdlicas facilmente. Tal estratégia foi ado-

tada pelos sistemas SMP e MAPLE, escritos em linguagem C.



e Geracao de cédigo C ou Fortran, gerado a partir de programas escritos

no sistema MATHEMATICA.

o J. Wolff [WOL 90] descreve uma uma extensao da linguagem Pascal-SC
que propicia formas de manipulagao simbolica de expressoes juntamente

com aritmética de alta exatidao.

e SUI -Um sistema para integrar diferentes ambientes de computagao

cientifica [DOL 90].

Pouco se conhece sobre uma integracao que seja efetiva, no sentido de
propiciar troca de informagoes nos dois sentidos, ou seja (simbdlico-numérico e
numeérico-simbdlico). No trabalho de [SUZ 87], o autor propée uma abordagem
hibrida (ANS) que basicamente usa sistemas de linguagem convencional o maximo
possivel. ligando-as através de um mecanismo simples. Um dos problemas de se li-
gar programas escritos em linguagens diferentes é como ajustar as representagoes de
dados que nao sao as mesmas em diferentes sistemas de linguagem. Como exemplo,
pode-se citar inteiros de precisao fixa, que sao diferentemente representados inter-
namente em LISP e em FORTRAN. Os esquemas de integracao existentes evitam
este problema construindo o sistema todo numa tnica linguagem. A proposta do
ANS converte a representagao de dados quando um dado é enviado de um sistema
para outro. O ANS esta implementado preliminarmente sob o UNIX/VAX11-750
na linguagem C. Esta versao liga C e REDUCE.

2.2 Linguagens usadas em computacao
cientifica

Nesta secao serao abordadas somente linguagens de programacao pro-

priamente dita. Sistemas mais amplos serao discutidos na seqao 2.4,



Desde os primordios da computagao cientifica, a linguagem FORTRAN
foi a mais utilizada. Foi projetada para fins de computagao numérica. Outras
linguagens de uso geral surgiram posteriormente, como Algol, Pascal, Basic, Ada,

C, sendo aplicaveis a computacao cientifica.

Um destaque especial tem sido dado a linguagem C, devido as suas ca-
racteristicas de portabilidade e flexibilidade de programagao. Muitos sistemas vem
sendo desenvolvidos nesta linguagem. Apesar do surgimento destas novas lingua-
gens, o Fortran, que fol pioneiro, nao esta fadado a desaparecer, como muitos po-
deriam pensar. Com o surgimento das maquinas de arquiteturas vetoriais e/ou
paralelas, o Fortran volta a ser intensamente usado e consequentemente, novos com-

piladores foram desenvolvidos aumentando a potencialidade desta linguagem.

Independente da linguagem que esta se usando, muitos cuidados devem
ser tomados no desenvolvinento de prograiuas para aplicagao cieutifica, Surpresas
desagradaveis podem ocorrer no caso de se usar algumas operagoes elementares
inadequadamente. Maiores detalhes sobre aritmética computacional serao discutidos

posteriormente na secao 2.5.

Uma boa documentagiao sobre capacidades e limitacoes de linguagens
aplicadas a programacao cientifica pode ser encontrada em [PRE 90|, abordando
a linguagem C. O mesmo autor trata em outros trabalhos as linguagens Pascal e

Fortran sob o mesmo enfoque.

Algumas extensoes de linguagens foram propostas, de forma a propiciar
melhores recursos adequados para a computacao cientifica. Como exemplo, pode-
se citar a linguagem Pascal-SC (Scientific Pascal) [BOH 87], Fortran-SC [MET 90].
Alguns pré-compiladores que auxiliam a integracao de linguagens padroes com bi-
bliotecas de rotinas matematicas: Pascal TPX [HUS 91], Modula-SC [KOR 90],
Pascal-XSC, M++, etc.
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Uma outra maneira de incorporar recursos especificos para desenvolvi-
mento de software cientifico, é através da criagao de bibliotecas de rotinas ma-
tematicas, que sao de uso constante em aplicagoes diversas. Como exemplo, pode-se
citar: manipulacao com vetores e matrizes, aritmética com numeros complexos e
intervalares, e mais uma infinidade de operagoes. Existem bibliotecas que sao usa-

das intensamente, como IMSL (International Mathematical and Statistical Library),
NAG (Numerical Algorithm Group), SLATEC, HARWELL, etc. Tais bibliotecas

se caracterizam normalmente por conterem rotinas otimizadas e testadas exausti-
vamente. Apesar dessas bibliotecas resolverem problemas complexos, o acesso as
respectivas rotinas normalmente é feito através de uma linguagem de programacgao,
ou seja, um usuario final que nao tem conhecimentos de programacao teria acesso

limitado a tais recursos.

2.3 Sistemas de resolucao de problemas

Tipicamente problemas nas areas cientificas sao modelados através de
formulacoes matematicas, como por exemplo equagoes algébricas, equagoes dife-
renciais. sistemas de equagoes, problemas com matrizes, etc. Muitos algoritmos
foram desenvolvidos para tais aplicagdes e um conjunto de programas para resolver
diversos tipos de problemas desta natureza caracterizam um sistema para resolugao
de problemas. Tais sistemas podem ser usados diretamente por um usuario final, ou
seja, ele nao precisa saber programar numa linguagem especifica. Por outro lado, os
programas que resolvem os problemas funcionam como uma “caixa preta” onde o
usuario fornece os dados de entrada e recebe os resultados fornecidos pelo sistema.
Normalmente pouco se sabe a respeito dos procedimentos efetuados para a resolugao
do problema propriamente dito. Isto trouxe a necessidade de se ampliar a capacidade
de integragao com o usuario, surgindo entao novas ferramentas que permitissem a
praticidade das rotinas prontas, assim como a possibilidade de se desenvolver novas

rotinas.
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2.4 Ferramentas de desenvolvimento de
software cientifico

Seguindo uma linha de pensamento evolutivo, muitos dos sistemas para

resolucao de problemas foram ampliados, através da introdugao de uma linguagem
de programacao apropriada. Desta forma, tais sistemas passaram a oferecer um
ambiente adequado de programacao para uma aplicacao cientifica. Foi entao que

surgiram as ferramentas para desenvolvimento de software cientifico.

O objetivo destas é atender tanto a usuarios finais como usuarios que
desejam desenvolver suas proprias solugoes, porém utilizando os recursos avangados

que o ambiente possa lhe oferecer.

Atualmente existem disponiveis uma infinidade destas ferramentas, sendo
que uma caracteristica comum entre elas € a preocupagao em oterecer resultados
confiaveis e flexibilidade de ambientes . Certamente que cada um delas apresenta
suas vantagens e também suas limitagoes. Exemplos que podem ser citados sao:
ACRITH [IBM 86], ARITHMOS [SIE 86]. ABACUS, MATLAB (Sistemas de com-
putacao numérica); MAPLE, MACSYMA, REDUCE, DERIVE (Sistemas de com-

putagao algébrica).

Dentro do contexto deste trabalho nao cabe explorar detalhes de tais
sistemas. Uma boa referéncia para revisoes de software cientifico (numa abordagem
bastante ampla) é a publicagao Notices of American Mathematical Society que pu-

blica frequentemente artigos desta natureza.
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2.5 Aritmética Computacional e Representagao
de dados

Nos primeiros computadores a forma de representar os numeros era
através de numeragao de ponto fixo. (Os nimeros sao armazenados com um nimero
fixo de casas decimais ou binarias, tendo um nimero maximo fixo de digitos antes

do ponto decimal ou binario).

Neste sistema de numeracao, a propriedade de fechamento nao vale sobre
varias operagoes aritméticas e as leis distributivas podem falhar de acordo com
as regras de arredondamento e do tamanho dos registradores usados na unidade
aritmética. Uma vantagem deste tipo de sistema € a simplicidade da analise de
erro, pois a unica medida apropriada de precisao € o erro absoluto e as regras de

propagacao de erro sao simples.

As limitacoes deste sistema levaram ao desenvolvimento de ariméticas
computacionals mais evoluidas: os sistemas de ponto flutuante. Um ponto bastante
questionavel foi a exatidao de tais computagoes. Ela pode nao ser confiavel. Os
sistemas de ponto flutuante foram melhorados e o que se tem de melhor € a aritmética

estabelecida pela IEEE de simples e dupla precisao.

O conjunto de nimeros representaveis aumentou bastante com relagao a
um sistema de ponto fixo, entretanto dificuldades de “overflow” e “underflow” ainda

permaneceln.

Alguns outros incovenientes se mostram pela nao validade da propriedade
de fechamento para algumas operagoes, da propriedade associativa da adicao e ainda

relagoes de ordem basica.

Os resultados de uma computagao composta de diversas operaces basicas
podem estar drasticamente errados. Como exemplo citado por [KUL 86]. considere

a determinacao da soma abaixo:
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107 + 812 — 10°° + 10°* 4+ 511 — 10™ = 1323

Se estes numeros forem somados da esquerda para a direita, muitos com-

putadores digitais devem fornecer ( como resposta. Isto ocorre pela eventual pre-
senca de um erro de “overflow” ao se tentar executar tal operagao. Entretanto, os
elementos desta soma podem ser rearranjados de forma que este erro nao ocorra.

Percebe-se assim que a propriedade associativa nao é valida para os numeros de

ponto flutuante (ou nimeros de maquina).

Uma boa discussdao sobre aritmética de ponto flutuante, procedimentos

para controle de erro sao encontrados em [KUL 86].

Outro problema que existe € com respeito a multipla representagao para

um mesmo dado, conforme observa [TRE 91].

Exemplo 1:

2 e 40%0.2 podem resultar em valores diferentes: A primeira expressao
resulta no valor 8, e a segunda resulta em 7.9999. Isto ocorre porque 0.2 nao é

exatamente representavel num formato binario ou hexadecimal.

Exemplo 2:

Ao se usar representagao num sistema de ponto flutuante com 8 digitos

de precisao, tem-se:

—_—

0.3333333+ 0.333333340.3333333=0.9999999 (que é diferente de 1).

Dn':l mesina forma:
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% - % = % que ¢ diferente de

0.6666667 - 0.3333333 = 0.3333334

Ou seja, tem-se duas representagoes para um mesmo numero.

Embora as operagoes elementares possam ter erro reduzido, quando se
trabalha com espagos do tipo vetores de reais, matrizes, nimeros complexos, inter-
valos, o problema se agrava. Uma operacao bastante utilizada nestes espagos é o
produto escalar. Exemplo: multiplicacao de nimeros complexos, multiplicagao de

matrizes, etc. O numero de arredondamentos que sao realizados nestas operagoes é

bastante grande, podendo acarretar um erro final consideravel.

Algoritmos eficientes para produto escalar sao quase impossiveis de serem
realizados num sistema padrao de ponto flutuante. Um “hardware” adequado para
que lals operagoes possam ser executadas com maxima exatidao for desenvolvido,
e algoritmos foram incorporados num pacote de aritmética intervalar desenvolvido

por Kulisch e sua equipe da Universidade de Karlsruhe [KUL 86].

Outra proposta alternativa de aritmética é dada por Peter Turner
[TUR 91]: a aritmética sli (symmetric level-index). A idéia basica deste sistema
¢ a seguinte: a representagao de um numero maior que a unidade pode ser obtido,
tomando-se repetidamente logaritmos naturais até o resultado pertencer ao intervalo
[0, 1). O numero original é representado entao pelo nimero de vezes que o loga-
ritmo foi feito (nivel) e o logaritmo final (indice). Algumas vantagens e limitagoes
desta alternativa: a quebra da relagao de ordem é menos severa: niumeros positivos
para os quais 1+x=x deve ser bem menor para o sistema sli do que no sistema de
ponto flutuante convencional. Continuam as limitagoes de um conjunto finito de
representagoes disponiveis e a nao associatividade da adigao. A grande vantagem do
sistema sli é a propriedade de fechamento que vale para todas operagoes aritméticas

(exceto divisao por zero), deixando de existir o problema de “overflow” e “under-
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flow”. Uma das maiores criticas a este sistema é o retardamento provocado nas

computacoes.

Do ponto de vista matematico, a estrutura do espago dos numeros de
maquina com operagao em ponto flutuante ¢ muito pobre [CLAT9]. Abordagens
alternativas continuam sendo propostas para controlar o problema. Dentre estas
merecem destaque verificacao de inclusoes e manipulagao simbdlica de expressoes

[RUM 87].
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3 A ENUMERACAO DE ZEROS
POLINOMIAIS

Conforme ja colocado anteriormente, as fases de enumeragao e isolamento
das raizes de um polinéomio sao problemas importantes no processo da aproximagao
destas raizes. Este capitulo tem como objetivo expor e discutir problemas que
dizem respeito a enumeracao de zeros polinomiais. Serao analisados algoritmos

para diferentes regides do plano (circulos , retangulos e semi-planos), identificando-
se problemas e propondo solugoes. Toda a fundamentacao matematica necessaria
para o entendimento dos algoritmos sera introduzida no decorrer do texto (As de-
monstragoes nao sao feitas neste trabalho, pois nao sao prioritarias neste trabalho,
fazendo-se uma referéncia para localizagdo das mesmas). Com relagao as regioes
retangulares. apenas uma breve apresentacao dos conceitos é apresentada. Uma
atengao especial a estas regioes sera dada nos capitulos seguintes, devido a sua uti-
lizagao nos principais algoritmos de isolamento que serao analisados. (Veja segao

4.3 e secao 4.5).

3.1 Colocagao do problema

Dado um polinomio de coeficientes complexos p(z), e uma regiao R no
plano complexo, deseja-se saber quantos zeros de p(z) € R. As regioes alvo de busca
podem ter diferentes geometrias: circulares, retangulares. poligonais, semi-planos,
lineares, etc. Alguns resultados tedricos foram desenvolvidos ha muito tempo como
por exemplo o principio do argumento [MAR 49], que diz respeito ao mimero de zeros
que uma funcao tem no interior de uma curva simples e fechada. Também de grande
importancia é o teorema de Sturm [MAR 49], através do qual é possivel determinar-
se o nimero de zeros de um polinémio real num intervalo aberto. Tais resultados

contribuem para a elaborac¢ao de algoritmos que resolvam o problema estabelecido.
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Entretanto estes nao se constroem pela mera utilizagao das teorias existentes. Além
disto, outro problema que surge é a utilizagao de um algoritmo correto num ambiente

computacional, utilizando nimeros de maquina. Estes problemas ocorrem devido

a nao equivaléncia do universo matematico e o universo computacional (veja se¢ao
2.5). A situacao é mais critica quando existem raizes muito proximas entre si ou

muito préximas da fronteira da regiao que esta sendo analisada.

Cabe salientar que a resposta da enumeragao deve ser um numero inteiro,

o que caracteriza um processo necessariamente algébrico. Valores aproximados nao
fazem sentido algum. Isto implica que este processo deve ser feito de forma rigoro-

samente exata. Assim, esta fase justifica o uso de técnicas de computagao simbdlica.

Apesar do custo computacional ser relativamente alto neste tipo de tra-
tamento, é a unica alternativa para se obter resultados exatos, assegurando a con-
fiabilidade do processo de enumeragao. Entretanto, vale lemibrar que esta cscollia
esta diretamente relacionada com a necessidade de uma aritmética exata. Existem
aplicagoes que nao requerem tanto rigor para se obter resultados aceitaveis, como
por exemplo, a aproximacao de raizes polinomiais (supondo-se que estas ja foram

isoladas previamente).

Uma tentativa de compartilhar abordagem numeérica e simbdlica nesta
fase de enumeragao nao obteve sucesso. A avaliacao de fungdes em pontos estri-
tamente numéricos foi realizada utilizando-se aritmética de ponto flutuante. Isto

resultou para alguns casos, na contagem errada de zeros na regiao pesquisada.

A questao do alto custo computacional deve ser gerenciada no desen-
volvimento dos algoritmos, conforme sera visto adiante. Assim como na abordagem
numérica, as computacoes realizadas em ponto flutuante requerem cuidados especiais
para evitar “overflow”, “underflow” e algoritmos instaveis, na abordagem simbdlica,
alguns cuidados devem ser tomados. Como exemplo pode-se citar a forma de repre-
sentacao dos dados: a possibilidade de se trabalhar com numeros racionais em sua

representacao de numerador e denominador requer sempre o trabalho de simplificar

(!
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fragoes. Desta forma, os dados manipulados por um algoritmo devem ser tratados

adequadamente, minimizando as operagoes dispendiosas.

3.2 O algoritmo de Schur-Cohn para circulos

Uma forma de se determinar o nimero de zeros que um polinomio tem em
um circulo arbitrario é através do uso do algoritmo de Schur-Cohn. Este algoritmo
é usado para contar o numero de zeros no interior de um circulo unitario. Seja p(z)
um polinémio de coeficientes complexos e Z = (0,1) o circulo unitario (com centro

na origem e raio 1).

O algoritmo de Schur-Cohn requer a formagao de uma sequéncia de po-

linémios fi(z) = Y028 ay)z,i = 1,2,...n, definidos por fo(z) = p(z)
fiv1(2) = fi(z) = miza f(2),i =0,1,...,n — 1 (3.1)

onde m;4, = e [7(z) é o polinomio reciproco de fi(z), isto é

fr(z) = 2"B(2)

Il
i
0

Os coeficientes desta sequéncia podem ser calculados da seguinte forma:

k+1) —k (k) (k) —(k)
as = (aoai — Gk n—k—i)
i=0,1.n—k-=1,k=0,1...,
Considerando agora ¢ := ax(0) = aék). k = l...n, 5 sera sempre um

nimero real para todo k, pois



(’\‘—1)|

k-1
Tk = |a£) )i - Ian—k

é real.

Se todos 7 satisfizerem v, # 0, para todo k, entao, o numero de zeros

no interior do circulo unitario pode ser determinado da seguinte forma:

Toma-se todos v < 0,k = 1...n e denota-se os indices k com ~; < 0 por

ki, 7 = 1..m, onde ky < k3 < ...kn,. entao o numero h(p) de zeros z; satisfazendo

|z;] <1 é dado por:

m (_1VEk. .
h(p) = ==L sem b (3.2)

m s 4Ni7 ) .
l ZJ=1\—1) W T 0t T L ot Hit thigpuad

contando suas multiplicidades.
Para demonstragao, consulte [HEN 74].

Como exemplo, considere o seguinte polinomio:

Entao:

Gp=9x9—(-8x-8)=1T
@G =9x3—(-8x—-14)=-85
a=9x—14—(-8x3)=-102

G=9x-8—-(-8x9=0
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Assim, p'(z) = —1022% — 852 + 17
@ =17 x 17— (—102 x —102) = 933

@ =17 x =85 — (—102 x —85) = 10115

@ =17x-102 - (=102 x 17) = 0

Assim, p(z) = 10115z + 933
@ = 933 x 933 — (10115 x 10115) = —101442736

@ =933 x 10115 — (10115 x 933) = 0

Assim, p*(z) = —101442736.

Tem-se entao que y; = 17, 72 = 933 e y3 = —101442736. Logo k; = 3, €
como s6 existe um 74 negativo, m = 1. Entao h(p) é dado por (—1)! x3+(3+1) =1,

ou seja p(z) possul um zero no circulo unitario.

Existem outras formas de expressar ii(p) (veja [HEN 74]). Se algum v =
0 para algum k. este algoritmo nao pode ser usado. Tal fato pode ocorrer quando p

tem zeros na fronteira do circulo ou quando p=p*.

O numero de raizes dentro de um circulo arbitrario aberto com centro a

e raio r pode ser computado através da transformacgao polinomial:
4(2) = pla+r2).

Qualquer zero z; do polindmio complexo p que esta no interior de um disco
com raio r e centro a equivale a um zero de polinomio complexo ¢(z) no interior do

circulo unitario.
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A questao da limitagao do uso do algoritmo de Schur-Cohn para
polindmios sem zeros na fronteira do circulo pesquisado pode ser contornada
determinando-se o nimero de zeros que um polinémio tem no interior do circulo

unitario, através do mapeamento do circulo unitario no semiplano esquerdo, através

da seguinte transformacao:

O numero de zeros dentro do circulo unitario € o mesmo que o polindémio

transformado:

s u) (3.3)

1 —w

Flw) = (1-w)'f (

tem no semiplano esquerdo. A determinacao do numero de zeros de um polinémio

num semiplano pode ser feita usando o teorema de Routh. Ver teorema ( 3.4.1).

Como exemplo, tome-se o seguinte polinomio:

p(z) = 3002* — 4002° + 1872% — 352 + 2 (3.4)

Fazendo a transformacgao 3.3, e adequando os coeficientes para serem

inteiros, tem-se:

p(w) = 2Tw* — 231w® + T19w? — 961w + 462

—_—

Ou seja ¢ preciso determinar quantos zeros p(w) tem no semiplano es-
querdo. (veja o mesmo exemplo na secao 3.4, que mostra a equivaléncia de resulta-

dos, usando o teorema de Routh).



Um dos problemas que se tem com o algoritmo de Schur-Cohn € o rapido

crescimento dos coeficientes para se obter polinomios transformados.

Uma implementacao numeérica deste algoritmo estda sujeita a erros de
arredondamento inerentes do sistema de ponto flutuante. Além disto, os niimeros
resultantes podem ter magnitude muito grande, podendo levar a ocorréncia de “over-
flow”. Desta forma. os resultados podem nao ter sucesso ou serem duvidosos, prin-

cipalmente se existirem zeros muito préximos da fronteira.

Como uma alternativa foi desenvolvida e implementada uma versao
algébrica do método de Schur-Cohn. Nesta primeira tentativa, observa-se que em-
bora os resultados obtidos fossem exatos, as expressoes intermediarias eram muito

grandes, tornando o algoritmo ineficiente.

Para reduzir o tamanho dos coeficientes, a seguinte modificacao foi rea-

lizada: Para cada polinomio gerado na sequéncia de Schur, toma-se a sua parte

primitiva. A parte primitiva de um polinémio p = ¥ (a;z") é dada por m.
Note-se que ao multiplicarmos (ou dividirmos) os polinomios f;(z), 1=0, ... n por

uma constante, o sinal de 54; nao se altera.

O pseudo-codigo abaixo mostra o algoritmo.

Entrada: P(z), Z(c,r), onde P(z) é um polinémio de grau n e Z(c,r) é

o circulo com centro ¢ e raio r.

Saida: N\, que é o namero de zeros de P(z) no interior de Z(c.r).



Procedimento:
Jo — Plc+zr)
f; = reciprocol fo)
L = () {L é uma lista de trabalho}

Para k « 0 até n faca

fe+1 < fx — My ff conforme 3.1

frs1 < pp(fi), {pp = parte primitiva}
Se termo independente de fi.; < 0

Entao inclui k41 em L

Obtém N, conforme 3.2, k; é o j-ésimo elemento de L
5 y vy

O uso da parte primitiva assegura que os coeficientes gerados sao sempre
inteiros e menor que na forma original, facilitando o tratamento com estes coeficien-

tes.

Um programa para implementar este algoritmo com estas modificagoes
foi desenvolvido no sistema de Computagao Algébrica Macsyma. A execucao de
diversos testes mostrou que ha uma reducao de tempo em relacdo a forma original

[CAM 93].

Uma caracteristica importante que deve ser ressaltada neste algoritmo
adaptado ¢é a exatidao garantida dos resultados fornecidos. mesmo para raizes

proximas a fronteira do circulo, assim como raizes aglomeradas.

A seguir sao apresentados alguns polinomios que foram testados usando
a implementacao proposta do algoritmo de Schur-Cohn.
3 2988¢ 977 7
L3 20889 . .2 4 20TTBIIL, . 98SOLION 7 _ (() ])

o pl:z"— 10000 * < 10000000 ~ ~ 1000000000




Tabela 3.1: Tempos observados na execugao do algoritmo de Schur-Cohn, em sua
forma original e usando a parte primitiva

Tempo de execugao(seg)
Polinomio Sem usar pp Usando pp
pl 0.482 0.4580
p2 0.663 0.623
P3 3.046 1.733
pd 1.640 1.306
Po 1.245 1.073
pb 86.250 22.015
pT 56.47 24.08
P8 30.726 15.711

p5:(z= 1) (=45 (z=2) e Z=(0,1)
e p6:(z—4)*(z- 3 cZ=(1,1]
e pT:(z=2)x(z+3)"e Z=(1,5)
e p8:(z=1)"e Z=1(0.2)
Uma caracteristica deste algoritmo é que ele pode ser usado como uma
forma de se fazer um teste rapido para d('sclartar as regioes livres de zero no posterior

processo de isolamento de raizes. Se houver algum 7, < 0, entao o circulo pode

" i & ; & %t ,
conter zeros. Caso contrario. o circulo esta livre de zeros e pode ser desprezado.

3.3 O Principio do Argumento e Sequéncias de
Sturm para retangulos

Uma das formas classicas de se contar zeros de uma funcao dentro de

uma regiao fechada é através do principio do Argumento.
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Teorema 3.3.1 (Principio do Argumento) Seja R uma curva simples, fechada
com fronteira 6R, ¢ p(z) um polinémio diferente de zero sobre §R. Seja Asparg p(2)
a mudan¢a na fungio continua argp(z), quando z percorre 6R no sentido an-
tihordrio. Entdo o mimero N de zeros de p(z) denlro de R, contando suas mul-

tiplicidades € dado por:
1
N = 2—Agnargp(z)
T

Veja [MAR 49]

O valor de N é um numero inteiro e representa o numero de voltas que a

imagem de p(z) da ao redor da origem quando z percorre ép no sentido antihorario.

Im p(z2) nde I of =) &

Para qualquer fungao argumento, tan arg p(z) = Repiz) > onde T p(z) éa

parte imaginaria e Re p(z) € a parte real de p(z) . As mudangas em arg p(z) podem
ser obtidas, contando os saltos na funcao %ﬁ quando z percorre 6 R. Quando p(z)
cruza o eixo imaginario num sentido anti-horario. tanarg p(z) salta de +oo para
—o00, e se este cruzamento for no sentido horario, o salto é de —oo para +oc. A

contagem destes saltos pode ser feita, usando o conceito de indice de Cauchy.

Definigao 3.3.1 (Indice de Cauchy) Seja & uma fungio real racional ¢ [a, 3] um
intervalo real. O Indice de Cauchy, denotado por I” 5 € dado pela diferenga entre
o mimero de pontos € [a,f3] onde ¥ salta de —oc para +00 € o nimero de pontos

onde $ salta de 400 to —00.

A ligacao entre Indice de Cauchy e o Principio do Argumento pode ser

estabelecida pelo seguinte teorema:

Teorema 3.3.2 Se 0R : z = z(x),a < & < 3 ¢ wuma curva simples fechada ¢ p €

um polinomio definido sobre 6 R, entao:
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[

- T]ﬁfmp

Asrarg p( “ Re p

Veja [MAR 49

Se 6K é um poligono, cada lado j de 0R pode ser mapeado no eixo ,
através de uma transformagao adequada t;, tal que p; = p(t;(z)). Assim, pode-se

escrever.

olm
Aspargp(z) = =7 § :Iz e 5‘7 (3.5)
J

Onde m é o nimero de lados de §R e [ ¢ o comprimento do lado j.

Usando os teoremas 3.3.1 e 3.3.2, pode-se concluir que o nimero de zeros

polinomiais dentro de um retangulo pode entao ser obtido por:

J A D
N S B 3.6
22 UR(;']JJ' (36)

O cileulo do indice de Cauchy pode ser efetuado usando Sequéncias de

Sturm.

Definicao 3.3.2 (Sequéncia de Sturm) Uma sequéncia  fo, fio.... fo de  po-
linémios reais forma uma sequéncia de Sturm para um intervalo real [a,b] se satisfaz

as sequintes condigoes:
i) [, tem sinal constante em [a.b]:

ii) Para cada k (1 <k <m —1) ¢ cada zero 2™ € [a.b] de fi(x). tem-se

Frear ()5 fralz™ ) < 0.

e Nale
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O teorema a seguir estabelece como uma Sequéncia de Sturm pode ser

gerada.

Teorema 3.3.3 Dados dois polinomios reais py € p; ndo nulos, e os polinomios py,

Pa, ... pm definidos pelo algoritmo euclidiano (cdlculo do mazimo divisor comum -

m.d.c.)

Pk-1
Pk

)

P41 —resto(

Os polinomios [y := pe/pm, (k = 0,1,...,m) formam uma Sequéncia de

Sturm para qualquer intervalo [a,b] tal que po(a)po(b) # 0.

Veja [HEN 74]

O teorema a seguir mostra como Sequéncias de Sturm e Indice de Cauchy

estao relacionados.

Teorema 3.3.4 (Teorema de Sturm) Seja fo, fi,..., fu(2) wma Sequéncia de
Sturm para [a.b] ¢ seja V(x) o nimero de variagdio de sinais ao longo desta sequéncia

no ponto x. Entao:

1:(%) = V(a) = V(B) 3.1)

Veja [HEN 74]

Combinando as expressoes 3.6 e 3.7, tem-se:

N =

Y (VL) = V(0)) (3.8)

o | —

Veja [WIL 78]
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Um programa para obter o numero de zeros num retangulo usando esse

raciocinio foi implementado num ambiente de computacao simbdlica (sistema Mac-
syma). Alguns problemas tiveram que ser contornados, especialmente na geragao
das Sequéncias de Sturm. Conforme teorema 3.3.3, o algoritmo de Euclides pode
ser usado para gerar uma sequéncia de Sturm. Entretanto, a aplicagao direta deste
algoritmo pode gerar expressoes intermediarias muito grandes. (Veja por exemplo,

[DAV 88], pag. 68).

Uma sequéncia de restos polinomiais negativos pode ser gerada usando

o algoritmo de Euclides. Seja Ry o k-ésimo polinémio de uma sequéncia de Sturm

Ry = Y(aia!).

/ Re/pp(Ri)  secont(Ry) <0
Jk+1 =
—Ri/pp(Ry)  caso contrario

onde pp(R;) é a parte primitiva de Ry e cont( [ )=mdc(a;).

Esta sequéncia continua sendo uma sequéncia de Sturm. (Generalizando

o teorema proposto por Heindel [HEI 71].

Desta forma o tamanho dos coeficientes gerados ficam menores, além de
se ter a garantia que estes sao sempre nimeros inteiros. Como exemplo, considere

uma sequéncia de Sturm, iniciando com os polinémios
R BT R P
fo=27z" —719z° + 462 ¢

y = 2312% — 961z
e os termos seguintes sendo gerados de forma direta, tem-se:

467142% — 35574
fa= -
i




f4 = 462

Se usarmos a parte primitiva, a sequéncia fica entao

fo=27z* — 71922 + 462

fi = 2312° — 9612
fo = 2335722 — 17787
fi=z

fa=1

Apesar do trabalho adicional requerido para se obter a parte primitiva,
o custo total da geragao da sequeéncia fica reduzido, pois a aritmética com mimeros
inteiros requer menos trabalho computacional do que a aritmética com nimeros

racionais.

3.4 O Teorema de Routh para enumerar zeros
num semiplano

A enumeragao de zeros polinomiais nos semiplanos superior e inferior do
plano complexo pode ser feita usando sequencias de Sturm. O teorema de Routh

estabelece o seguinte:

Teorema 3.4.1 (Teorema de Routh) Dado P(z) = Pl(z)+:P2(z), onde P1(z)
e P2(z) sao polinomios reais, com P2(z) diferente de 0, € que nao tenha zeros reais,
nl zeros (contando muliplicidades) no semiplano superior do plano complero € n2
zeros (contando multiplicidades) no semiplano inferior do plano complero.  Seja

V(a) variagao de sinal oblida no ponto & para a scquéncia de Sturm intciada com
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Pl ¢ P2, avaliando-se x em (—o0,400). Entao para n=grau(P),
nl =1/2[n+ V(+o0) - V(-o0)] e

n2 =1/2[n — V(4o00) + V(—00)].

Para que este teorema possa ser usado para enumerar semiplanos ar-
bitrarios, faz-se necessario o uso de transformagoes adequadas: Para se contar zeros

em semi-planos horizontais arbitrarios, deve-se fazer uma transformacao do tipo
translacao:(seja z = a + bi, z* = (a + d) + br). Para se contar zeros em semi-planos
verticais arbitrarios, deve-se fazer uma transformagao do tipo rotagao: (se z = a+bi,

z* =1i.(a+ b)) =ai —b.

Seja o polinomio do exemplo 3.4 (veja secao 3.2).

p(w) = 27w — 231w° 4 719w?® — 961w + 462

Para determinar-se o nimero de zeros de p(w) no semiplano esquerdo,

equivale a determinar o numero de zeros que p(iw) tem no semiplano inferior. Assim

p(w) = p(iw) = 27w + 231iw® — T19w? — 961iw + 462

Seja
pr=2Tw" — T19w* + 462 e

pi = 23w — 961w

onde pr sao os coeficientes reais de p(zw) e pr sao os coeficientes da parte

imaginaria de p(iw).
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A sequeéncia de Sturm gerada, iniciando-se com fo = pr e f; = m fica

entao da seguinte forma:

fo=2Tw* = T19w* + 462

fi = 231w® — 961w
fr = 2335Tw? — 17787

fa=z
fa=1

Para obter V(o0), basta verificar a varia¢ao de sinal nos termos de mais
alta poténcia na sequéncia de Sturm. Assim. V(o0)=0. V(—o0) equivale ao nimero
de variacao de sinal entre os termos de mais alta poténcia na sequéncia de Sturm,

trocando-se os sinais destes termos de grau impar [DAV 88]. Assim, V(—oc)=4.

Aplicando o teorema de Routh, tem-se entao que o nimero de zeros n2
no semiplano inferior é dado por

1

A combinacao de semiplanos horizontais e verticais pode fazer com que se
consiga determinar o numero de zeros dentro de um retangulo. Tal forma ¢ utilizada
no algoritmo de Pinkert para isolar raizes que sera visto no capitulo seguinte (veja

secao 4.2).

Uma ofitra abordagem para contar zeros no interior de um retangulo
usando o principio do argumento 3.3.1 foi introduzida por Collins e Krandick
[COL 92]. Uma das formas de se contar as mudangas em arg p(z). quando z per-

corre a curva definida pela fronteira de um retangulo (0 R). é através da verificacao
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das trocas de quadrantes de p(z) quando = percorre a fronteira dR. Isto pode ser
reduzido ao problema do isolamento de zeros reais que o polinomio tem ao percorrer
SR. Este algoritmo sera descrito em detalhes no capitulo seguinte, pois apesar de

ter um funcionamento relativamente simples, a apresentagao do mesmo € extensa e

requer a utilizagao de um subalgoritmo para isolar raizes reais.

3.5 Comparando a enumeragao em circulos e
retangulos

Tendo em vista analisar as diferencas que ocorrem no processo de enu-
merar zeros polinomiais em circulos e retangulos, foram testados dois programas
desenvolvidos que aplicam os teoremas apresentados anteriormente para contar o
nlinero de zeros no iuterior destas regioes. A partir de polinomios com coeficientes
gerados aleatoriamente, a tabela 3.2 expressa os tempos observados para enumeragao
de zeros em circulos e retangulos. Particularmente considerou-se um quadrado com

semidiagonal igual ao raio do circulo. Os tempos estao expressos em segundos

Os tempos observados mostram que a enumerag¢ao em circulos é mais

rapida do que a enumeracao em retangulos. para polinomios de grau até 25.

(abe lembrar novamente, que o processo de enumeracao esta intimamente
relacionado com o problema de isolamento das raizes de um polinomio. Embora as
regioes circulares mostrem-se aparentemente melhores para a contagem dos zeros,
elas nao se mostram adequadas para um processo de bissec¢ao, normalmente requeri-
das no processo de isolamento. Nao se pode esquecer entretanto que a determinagao
do mimero de zeros nessas regioes ¢ um problema relevante e os resultados conse-

guidos poderao ser utilizados em trabalhos futuros.
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Tabela 3.2: Tempos observados para enumerar zeros num circulo e num retangulo

grau | Schur-Cohn | Sturm
2 0,23 0,73
3 0,3 1,17
4 0,43 1,67
5 0,65 2,28
6 0.92 412
7 1,42 5,43
8 3 7,02
9 3,97 11,62
10 6.33 15,23
11 8.9 22,75
12 9.9 28,17
13 16.23 43,65
14 39.22 65,28
15 154 | 76,12
20 185,3 275,4
25 765,25 | 773.50
30 2027 | 1804.15
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4 LOCALIZACAO EXATA DE RA{ZES
POLINOMIAIS

O processo de isolamento de raizes polinomiais é de fundamental im-
portancia para que se possa posteriormente calcular todas as raizes de um polinomio.
O resultado deste processo deve ser um conjunto de regices disjuntas, cada uma con-

tendo um unico zero. Existem muitos métodos de determinacao simultanea de zeros
que requerem que estes estejam previamente isolados. Entretanto, este nao é um

problema que se resolve trivialmente, sob o ponto de vista computacional.

Algoritmos baseados em procedimentos de busca de regides mostram-se
adequados para isolar raizes devido a sua caracteristica de convergéncia global. Tais
algoritmos baseiam-se na execucao de sucessivos testes para detectar a existéncia de
zeros em regides que posteriormente sao subdivididas. Quando uma regiao contém
zeros, € preciso contar quantos zeros existem nesta regiao, para decidir se nova
subdivisdo deve ser feita ou nao. Isto implica na necessidade imprescindivel de

algoritmos exatos para contar (enumerar) as raizes de um polinémio numa regiao.

Dispondo de algoritmos para enumerar raizes, diferentes formas de isola-
las podem ser efetuadas. A maioria delas consiste em algum processo de particiona-
mento (ou bissec¢ao) de regioes que contém mais de um zero. Este particionamento
realizado recursivamente pode levar ao isolamento de todos os zeros polinomiais, ou
seja, obter uma sequéncia de regioes disjuntas, cada uma contendo exatamente um

Zero.

Entre outros aspectos, seriao discutidas as diferentes geometrias (circulos
e retangulos) no processo de isolamento. Também sera realizada uma analise de al-
goritmos para isolar zeros polinomiais, identificando-se seus problemas e limitagoes,

bem como a apresentacao de novas idéias para solucionar alguns dos problemas.



Um aspecto importante que deve ser lembrado é a questao da deter-

minagao das multiplicidades das raizes. Os algoritmos simbdlicos (ou algébricos)
abordados neste capitulo utilizam a aplicacao prévia de uma decomposicao livre
de quadrados, a qual fornece fatores, cujas raizes sao necessariamente simples. Os

algoritmos entao trabalham com cada um dos fatores separadamente.

Decomposigao Livre de quadrados

Seja p um polindomio monico de coeficientes inteiros. Considere p como

um produto de fatores lineares

onde n; é a multiplicidade a cada fator.

A derivada p’ de p, pode ser calculada algebricamente, a partir dos fatores

de p :

3

ii
o

p = ni(z —a;)™"! H (z — aj)”’) )

J=la#g
Portanto,

n

mdec(p,p') = H(z — g,

=0

Entao

]

q=p/mde(p.p) = ||(z —a;)
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Assim,
n

mde(q,mde(p,p)) = T[] (& -ai)".

=1,n;>1

Do qual conclui-se que

n

q _ .
mdc(g, mde(p, p')) - 5:11,;1,':1(1 “)

Nesta decomposi¢ao de p, cada fator separadamente nao tem fatores
multiplos e todos eles sao relativamente primos. Observe que somente operacoes
de derivagao, divisdo exata e maximo divisor comum (mdc) foram usadas. Estas
operagoes ocorrem no dominio dos inteiros, o que implica num método eficiente.
Diversos sistemas de computacao algébrica possuem algoritmos eficientemente im-
plementados para obter uma decomposic¢ao livre de quadrados, facilitando assim a
determinagao prévia das multiplicidades das raizes de um polinémio. Serao consi-

derados a partir daqui, polinomios livre de quadrados.

Uma énfase especial sera dada ao desenvolvimento de um novo algoritmo
baseado no método de Wilf [WIL 78] numa abordagem simbdlica (secao 4.3) e ao

algoritmo de Collins [COL 92] (secao 4.5).

Os procedimentos utilizados para isolar as raizes devem iniciar por uma
regiao que contenha todas elas. Para i1sso, utiliza-se o conceito de quota superior do

modulo de uma raiz sobre o qual se constrél uma regiao inicial de pesquisa.

Dado um polinomio p(z) = >, a;z', e @ uma raiz de p, uma quota

superior bastante usada, é dada por:

== <9 ax la. - 1/
b=la| < lnSl"dS); lan_i/an] (4.1)

[MAR 49]
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Uma forma alternativa, proposta por Collins [COL 77] é calcular esta

quota superior como uma poténcia de 2, evitando a presenca de numeros irracionais.

Seja

= { l ) ta _: 2l+1 .
[ lgisgﬁi_#o |(loga|an—ifa.])/i] entdo b (4.2)

Outras quotas superiores que foram estabelecidas podem ser encontradas

em [MAR 49]. Collins [COL 77] observa que os diversos métodos para se definir
uma quota superior de raizes podem ser melhores ou nao, dependendo do caso. En-
tretanto, as diferengas existentes entre os métodos conhecidos nao sao significativas,

a ponto de incentivar pesquisa nesta area.

O algoritmo descrito a seguir utiliza regides circulares para isolar os zeros

de um polinémio.

4.1 Algoritmo de Henrici modificado

Stefan Georg [GEO 90] propos uma implementacao do algoritmo de Hen-
rici [HEN 69] baseado no método de Schur-Cohn para determinar nimero de zeros
no circulo unitario. Lehmer [LEH 61] jd havia desenvolvido um método para isolar
raizes polinomiais usando os resultados de Schur-Cohn, porém a localizagao se da

para uma raiz de cada vez.

O numero de raizes dentro de um circulo arbitrario aberto com centro «

e raio r pode ser computado através da transformacao polinomial ¢(z) = p(a + rz).

—_

Qualquer zero z; do polindomio complexo p que esta no interior de um disco
com raio r e centro a equivale a um zero de polinémio complexo ¢(z) no interior do

circulo unitario.
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Esta transformagao pode ser efetivada em 2 passos:

1. Uma transformagao de deslocamento: P(z) = p(a + z): que pode ser

realizada pelo esquema de Horner.

PJ-(_I) =pr 0 = Q.

PH =g, k=10.n
Py =o(aPyy + P V) k=0 j=n—1,n—2.k
onde o denota arredondamento intervalar. [KUL 86]

Para evitar erros de arredondamento e cancelamento no esquema de Hor-
ner, usa-se aritmetica intervalar complexa para incluir os coeficientes em intervalos

complexos.

2. Uma transformacgao de escala Q(z) = P(r * z) que pode ser feita

determinando-se Q; = r'P;,2:0..n .

Se n ¢ grande e r > 1 a chance de ocorrer “overflow™ de expoente é

grande.

Assim, torna-se melhor tomar:

(tr') P ser <1
Qi =

(trt-MP;, ser>1

onde t denota a maior poténcia de 10 satisfazendo (0 < ¢ < maapf). onde maxpf

denota maior numero de ponto flutuante representavel no computador.

Os coeficientes da sequéncia de Schur sao calculados da seguinte forma:

(lz(k+1) — o7k, (F) (k) —(k) )

O(”O”’a LT T O B



62

y1=0,1.n—k—1, k=0,1..., onde ¢ denota arredondamento intervalar.[KUL 86]

0 lado direito desta expressao ¢ computado usando produto escalar exato

que efetua um tnico arredondamento [KUL 86].

Combinando o algoritmo de Schur-Cohn com as transformagoes acima
referidas, pode-se determinar nimero de zeros em qualquer regiao circular do plano

complexo.

O procedimento se faz da seguinte forma:

Parte-se de um disco inicial com raio determinado pela conhecida quota

: 1/i o
superior b = 2% > maXj<i<n %l " contendo todos zeros do polinémio complexo.
A operagao * > denota produto com arredondamento para cima [KUL 86], que é

usada para garantir que todos os zeros estejam dentro do circulo.

O disco é cercado por um quadrado. Este quadrado é entao dividido
em 4 subquadrados. Cada subquadrado é cercado por um disco. Aplica-se o teste
de Schur-Cohn a cada um destes discos. Os discos que nao possuem zeros sao
descartados. Os outros sao denominados discos suspeitos. Para cada disco suspeito
o procedimento € repetido. Isto acontece até que os zeros estejam separados ou a
exatidao desejada tenha sido atingida ou ainda quando o raio dos circulos nao pode
ser melhorado. Esta ultima situagao acontece quando se tem zeros muito proximos
entre si ou proximos da fronteira ( o que levaria a uma incerteza com respeito ao

resultado da contagem dos zeros num determinado disco).

Os primeiros incovenientes de se usar regioes circulares num processo de
particionamento de regioes foram resolvidos neste algoritmo. Isto porque o processo
de isolamento nao poderia ser realizado utilizando somente circulos, uma vez que
circulos quando bisseccionados tém partes componentes que nao sao circulos. A al-
ternativa adotada de se trabalhar com retangulos (quadrados neste caso) envolvendo
os circulos resolve este problema, entretanto cria um outro, que é o aumento das

re 10es de nterseccao que aparecem neste processo de bisseccao.
&
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Os problemas de incerteza quanto ao nimero de zeros numa regiao pode-
ria ser resolvido através da utilizacao de aritmética exata. Entretanto uma versao

algebrica deste algoritmo nao se mostrou adequada, pelo rapido aumento das zo-
nas de interseccao, tornando necessaria a contagem de zeros num maior nimero de

regioes.

A utilizagao de regioes retangulares por sua vez, apresenta facilidades no

processo de bissec¢ao, pois seus componentes conservam a geometria inicial.

4.2 Algoritmo de Pinkert

O algoritmo proposto por Pinkert [PIN 76] foi um dos pioneiros a adotar
aritmética exata para o problema de isolar zeros de polinémios complexos. Para o

caso de polinomios reais, [HEI 71] foi o precursor desta idéia.

Para isolar raizes o algoritmo proposto usa basicamente o método de
determinagao do nimero de zeros num semi-plano arbitrario pelo teorema de Routh,

conforme descrito na secao 3.4.

Dado um polinémio P(z)=P1(z)+iP2(z), onde P1 é a parte real e P2 é
a parte imaginaria, e H = mdc(P1,P2). Se a é raiz de P, entao Pl(a) e P2(a) sao

reais, logo « é raiz de H.

Ao se dividir P por H, obtém-se um polindmio sem raizes reais, que sera
denotado por P. A este polinomio, pode aplicar-se o teorema de Routh, que

determina o numero de zeros acima e abaixo do semi-plano complexo.

O método requer o conhecimento do niimero de raizes do polinémio nos
bi-quadrantes LITT e ILIV. Estes valores podem ser obtidos usando polinémios cujas
raizes sao o quadrado das raizes de p(z), junto com os algoritmos anteriores para

raizes de um polindémio acima e abaixo do eixo x.
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Seja P* um polindomio cujas raizes sao af, entao o numero de raizes de
P~ no semi-plano superior ¢ igual ao numero de raizes de P nos quadrantes I e Il
mais o nimero de raizes de P sobre o eixo imaginario positivo. Este iltimo mimero

pode ser calculado usando o teorema de Sturm (teorema 3.3.4).

Para se determinar P, o seguinte teorema pode ser utilizado:

Teorema 4.2.1 Seja P um polinomio de uma varidvel sobre os nimeros complezos,

de grau n > 0. Seja p(z) = Y'_y(a;2?) = a, (e — a;) com a; € C para

1 <4 <n Sgs Pz)=T" (a;27), P, = 3" (a;2’), B= P} — P? ¢

7=0,3,par 3=0,3,impar

P*(z?) = B(z). Entdo P*(z) = (—1)"a%II’—,(z — a?).

(Veja [PIN 76]).

Seja ¢; o numero de raizes de P no 1-esimo quadrante e «; o numero
de raizes sobre o i-ésimo semi-eixo. Pode-se entao calcular (ql4+q2) e (ql+q3),
que equivalem aos quadrantes I e IIl. Através de uma rotacao é possivel obter-se
P(z) = P(zz), podendo-se assim calcular (q24q3) e (¢q2+q4) que equivalem aos
quadrantes II e IV. Assim, tendo-se os valores de (ql+q2), (ql+q3), (q2+q3) e

(q2+4q4) é possivel obter cada valor de ¢;.

Isto é, através do uso do teorema 4.2.1 e rotacao. o numero de raizes em

cada quadrante pode ser calculado.

O numero de raizes num retangulo pode entao ser obtido, usando 4

calculos do mimero de raizes num quadrante deslocado.

O numero de raizes de um quadrante deslocado pode ser calculado através

de uma transformacao de deslocamento: P(x):P(x+a).

Sucessivas aplicacoes deste método para determinar o nimero de raizes

num retangulo utilizadas no processo de bissecgao para isolar as raizes envolve
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calculos redundantes, conforme observa [COL 77]. Na pratica, este algoritmo

mostrou-se ineficiente, fazendo necessario o surgimento de solugées melhores.

4.3 O desenvolvimento de um algoritmo exato
para isolar zeros polinomiais

Baseado num algoritmo numeérico proposto por Wilf, [WIL 78],
desenvolveu-se um algoritmo simbdlico para isolar zeros polinomiais. Esse algoritmo
utiliza sequéncias de Sturm para determinar o nimero de zeros no interior de um
retangulo, juntamente com um esquema desenhado por Wilf, que reutiliza sequéncias
de Sturm. Um estudo detalhado esclarecendo os diversos passos do método basico

é feito previamente e as modifica¢oes sugeridas sao apresentadas posteriormente.

Seja p(z) um polindmio complexo e i um retangulo no plano complexo,
com vértices Q1, Q2, Q3 e Q4, conforme a figura 4.1 . O procedimento usado para
enumerar os zeros de p(z) dentro de R € baseado na aplicagao da formula 3.8. No
decorrer do texto, quando houver referéncia a quadrado, esta se referindo a um caso

particular de retangulo.

Dispondo de um retangulo inicial, procede-se da seguinte forma para cada

lateral:

1) Obtem-se o polinomio transformado correspondente a lateral mapeada
no eixo X com seu ponto inicial na origem (0, 0). Isto é feito pela expansao de P(z)
no vértice inicial do segmento de reta em questao. Assim, tem-se um polinomio
mapeado, que sera denotado por pm;(z), onde pm;(z) = p(t;(z)), sendo ¢; a trans-

formacgao necessaria para a lateral j.
ty = Ql+3- la :Q3+i3. l:;:Qg—:_ I":Qﬂl_"":s

11) Separa-se a parte real e parte imaginaria de pm;.
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pm; = aj(2) +16;(2).

i) Gera-se a Sequeéncia de Sturm associada a lateral j, iniciando com

fhi=aje fy=5

A regiao inicial proposta pelo autor ¢ de um quadrado com centro na

origem com comprimento de lateral aleatério. Calcula-se o nimero de zeros neste
quadrado pela formula 3.8 e se o valor obtido for menor que o grau do polinoémio,
dobra-se o comprimento da lateral e repete-se o processo até que se consiga um

quadrado que contenha todas as raizes.

Dispondo-se das 4 Sequéncias de Sturm para as 4 laterais, o seguinte
procedimento é repetido até que se consiga todos retangulos isolados do tamanho

desejado:
1) Obtem-se o centro do retangulo (zc):

11) Obtém-se 2 novos polinémios transformados que equivalem ao mapea-
mento da linha horizontal central, e da linha vertical central no eixo x. Isto é obtido

pelas expansoes p(z+zc) e p(iz+zc) respectivamente.
ii1) Gera-se 2 novas sequéncias de Sturm a partir dos 2 novos polinémios.

iv) Obtém-se os extremos de cada intervalo de acordo com a sequéncia
que esta sendo utilizada, podendo assim determinar o nimero de zeros no retangulo

sendo pesquisado.

A figura 4.1 mostra o retangulo bisseccionado, com os 4 subretangulos (I,
[T, Il e IV), e os 4 vértices (Q1, Q2, Q3 e Q4). Cada lado estd associado com uma
sequéncia de Sturm. As 4 Sequéncias de Sturm basicas correspondem aos 4 lados do
retangulo pesquisado e sao denotados respectivamente por ST1, ST2, ST3 e ST4.
As duas sequéncias de Sturm adicionais sao associadas com as linhas internas que
compoem os 4 subretangulos. Estas sequéncias sio denotadas por ST5 ( para linha

horizontal) e ST6 (para linha vertical).
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Q4 ST3 @
ST6
I I
ST2
ST4 s
I v
» ST1 -

Figura 4.1: O retangulo particionado e as Sequéncias de Sturm

De acordo com a numeragao de subretangulos da figura, pode-se verificar
que para cada subretangulo, ao ser percorrido no sentido anti-horario, utiliza-se
uma combinagao de 4 sequéncias de Sturm, a partir de um conjunto de 6 sequéncias

possiveis.
Assim, para I, usa-se ST5, ST6, ST3, ST4,
para II, usa-se STH, ST2, ST3, ST6,
para III, usa-se ST1, ST6, STH, ST4,
para IV, usa-se ST1, ST2, ST5, ST6.

A determinacdao do nimero de zeros para cada subretangulo I, II, III
e IV é feita pela utilizacao da formula 3.8, deslocando-se devidamente as origens.
Esta tarefa, apesar de simples, requer que se analise cuidadosamente cada situacgao
possivel da localizacao de um subretangulo em relagao ao seu ascendente (retangulo
pai). O maior problema encontrado foi como identificar quais as situagoes e como

deslocar as origens de acordo com cada caso.

A titulo de ilustragao, sera apresentado os intervalos considerados para o
primeiro nivel de subdivisao, conforme tabela 4.1. (Estes intervalos mudam conforme

vai-se procedendo as sucessivas subdivisoes).

Nesta tabela, L. é o tamanho do lado do retangulo que esta sendo pesqui-

sado.



Tabela 4.1: Intervalos considerados para o primeiro nivel de subdivisao, usando
sequéncias de Sturm

lateral Subretangulos
I [I 111 IV
1| [[L,0] | [0,1) (0,L] |[L,2L)
2| [0,L] |[L,2L) | [-L,0] | [0, L]
31[L,2L] | [o,L] | [0,-L] | [L,0]
4 [0’ L] [La 0] [L! 2L] [05 ’L]

4.3.1 A presenca de zeros na fronteira do retangulo

Um problema tipico que aparece na utilizagao deste procedimento é a
presenga de zeros nas linhas que dividem um retangulo. Quando for necesséario
enumerar os zeros dos subretangulos , é preciso que nao haja zeros nas linhas de

fronteira que os compoem, para a a aplicacao da formula 3.8 .

Como entao identificar esta situacao? E ainda. como proceder em caso
afirmativo? A solucdo proposta por Wilf é estabelecida da seguinte forma: O lado
esquerdo da férmula 3.8 é um inteiro, logo o termo resultante da soma do lado
direito deve ser um numero par. Caso isto nao se verifique, pode ter ocorrido perda
de digitos significativos nos calculos. Em cada nivel de pesquisa. os 4 subretangulos
devem ser checados quanto a paridade. Se um ou mais subretangulo apresentar a
soma com numero impar, assume-se que houve perda de precisao, possivelmente pela
presenca de um zero de p(z) sobre ou préoximo das linhas de fronteira que compoem
estes subretangulos. O centro do retangulo ascendente é entao deslocado e examina-
se novamente as 4 novas somas, repetindo este processo até 3 vezes, ¢ em caso de

insucesso, retorna-se o retangulo com o numero de zeros obtidos.

E possivel perceber que esta estratégia, apesar de interessante, pode gerar
um certo conflito com zeros que realmente estao na fronteira com zeros que estao

muito proximos de uma fronteira.
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Uma outra estratégia ¢ adotada no algoritmo desenvolvido neste trabalho

para solucionar este tipo de problema, garantindo a exatidao dos resultados obtidos.

Seja p(z) um polinomio de coeficientes complexos e livre de quadrados.

Através da determinagao de uma quota superior para o modulo das raizes
de um polinomio (por exemplo 4.1), define-se um quadrado centrado na origem e
com lateral de comprimento 2b, onde b ¢ o valor da quota superior calculada. Como
esta quota gera valores irracionais, utilizou-se [(b)] + 1 para obter um valor inteiro

e nao muito maior que a quota real obtida. Desta forma, o quadrado resultante nao

contém zeros na fronteira.

O método usado para contar o numero de zeros dentro de um retangulo

foi aquele descrito na segao 3.3.

Com relacao ao problema da presenca ou nao de zeros nas fronteiras dos
retangulos pesquisados. o tratamento deve ser diferenciado para os diferentes casos.
A férmula 3.8 descrita so pode ser usada quando nao existem zeros na fronteira da

regiao sendo pesquisada.

Para detectar a existéncia de zeros na fronteira, procede-se da seguinte

forma:

Para cada lateral j, tem-se uma sequéncia de Sturm associada. O tultimo
termo desta sequéncia € , a menos do sinal, o maximo divisor comum (mdc) dos
dois termos iniciais (fo e f1), que denota-se por h;. Se h; for constante, entao nao
existem zeros sobre a lateral j. Caso contrario, pode haver zeros sobre esta lateral,
mas nao necessariamente. Se o polinomio original p(z) tiver algum zero sobre a
lateral _} implica que o poli nomio transformado Pm; tem zeros reais no intervalo
[0, €], onde o é a origem deslocada. Se Pm; é complexo, significa que um zero de
p(z) deve ser um zero comum de fy e f; . Como neste caso h; nao é constante, se zg
é um zero de h; entao é um zero comum de (a;j, ;). Para verificar se h; tem zeros

reais. basta utilizar o teorema de Sturm (3.3.4), iniciando a sequéncia com fo = h;
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e fi = h}. Se hj nao contém zeros reais, o procedimento continua como no caso em
que h; é constante. Caso contrario, o lado associado ¢ assinalado que contém zeros

e o numero de zeros desta lateral ¢ armazenado (b;).

Como é necessario uma regiao com fronteira sem zeros para aplicar a
formula 3.8, obtém-se Pm;/h;, para eliminar estes zeros. Feito isto a sequéncia de

Sturm para a lateral j deve iniciar com fo = a;j/h; e fi = 3;/h;.

Desta forma trabalha-se com cada lateral do retangulo sendo pesquisado

livre de zeros. A férmula 3.8 fica entao modificada para

N =

| =

J=1

(X (V) = V() = 30,) (43)

4.3.2 Estrutura de dados

A estrutura basica usada sao listas. A entrada do procedimento de busca

¢ dada pelos seguintes itens:

e O canto noroeste do retangulo R;
e O tamanho do lado de R;

e Uma lista com as seis sequéncias de Sturm referente a R, da qual se
seleciona as 4 sequéncias necessarias de acordo com o retangulo sendo
pesquisado. Para cada sequéncia de Sturm deve-se acrescentar: seu nivel,
seu ponto de origem e uma sublista para o caso de se ter zeros na fronteira.
Neste caso, esta sublista armazena a sequéncia de Sturm associada a

fronteira.
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A saida do procedimento de busca é dado por uma lista de retangulos iso-
lados e uma lista de intervalos isolados (para os zeros localizados sobre as fronteiras

dos retangulos pesquisados).

O procedimento de busca é feito em profundidade. Cada retangulo com
numero de zeros N > 1 deve ser bisseccionado e o processo de enumeracao deve ser
repetido recursivamente para cada subretangulo. Os subretangulos sem zeros sao

desprezados e aqueles com um unico zero sao armazenados numa lista de retangulos

1solados.

4.3.3  Otimizacoes adicionais

Algumas modificagdes basicas foram introduzidas visando minimizar o
numero de regides pesquisadas. Além disto, sugere-se uma verificagao previa de
algumas propriedades algébricas sobre as raizes do polinomio alvo, visando aplicar

subalgoritmos mais apropriados para certas classes especiais de polinomios.

No algoritmo proposto, para cada retangulo bisseccionado, quando seu
numero total de zeros for encontrado, a pesquisa é encerrada (naquele nivel). Por
exemplo, se um quadrado tem 4 zeros (2 no quadrado 1 e 2 no quadrado II. ) o

procedimento pesquisa somente os 2 primeiros quadrados, ao invés de todos eles.

Para cada nivel da pesquisa, o ultimo retangulo apresenta uma vantagem.
pois é possivel concluir previamente que o nimero total de zeros dentro dele é
a diferenca entre o total de zeros do retangulo ascendente e o total de zeros ja
encontrado. Este retangulo sé precisa ser pesquisado se tiver um total de zeros

maior que 1 no seu interior.

Quando o polinomio tem coeficientes reais, o algoritmo pode ser simplifi-
cado, observando-se diversas propriedades sobre esta classe especial de polinomios,

conforme pode ser visto adiante. Aqui, cabe lembrar que a referéncia a coeficientes
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reais diz respeito a nimeros sem a parte imaginaria (na verdade os coeficientes sao

racionais).

o Inicialmente é possivel verificar se todos os zeros de um polinomio sao
reals. Para isto, gera-se uma sequéncia de Sturm iniciando com p(z) e
p'(z). De acordo com [BAR 89], se todos os coeficientes da sequéncia
de um polindémio ménico forem positivos, entao todos os zeros sao reais.

Neste caso, basta aplicar o algoritmo de Sturm para isolar os zeros reais.
Uma alternativa que pode ser explorada posteriormente é o algoritmo
proposto por Ben-Or [BEN 90], que usa um tipo de sequéncia de Sturm
normalizada, ou ainda o algoritmo proposto por Akritas [AKR 80], que

usa uma modificacao do teorema de Vincent.

e Outra propriedade interessante que pode ser verificada é a estabilidade de
um polinomio: Um polinémio é estavel (também chamado polinomio de
Hurwitz) quando todos os zeros tém a parte real negativa. Um algoritmo
eficiente para verificar esta condigao é apresentado em [TRE 90]. Para
polindmios estaveis basta pesquisar o lado direito do eixo y. reduzindo

assim a regiao a ser pesquisada.

e Sc o polinémio com coeficientes reais tem raizes complexas, estas ocorrem
em pares conjugados. Entdo a pesquisa sé precisa ser realizada na parte

superior do eixo X.

e Para verificar a existéncia de zeros nos eixos, verifica-se V'(—o0)—V(+00).
V(o) = nimero de variagao de sinal entre os coeficientes de mais alta
poténcia da Sequéncia de Sturm gerada. V(—oo)= numero de variagao

de sinal entre os coeficientes de mais alta poténcia, trocando-se os sinais

destes coeficientes de grau impar. [DAV 88].
Desta forma, identifica-se o nimero de zeros no eixo x. evitando-se o uso
de avaliacoes. reduzindo assim o custo computacional. Processo analogo

pode ser feito para o eixo y, bastando usar p(iz).
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Para qualquer tipo de coeficiente polinomial (real ou complexo), ¢ possivel
verificar previamente a existéncia de zeros sobre os eixos x e y. Entretanto, para este

caso nao fol comprovado se existe uma boa relacao de custo e beneficio. Inicialmente,
obtém-se p(z)=p(x+yi)=Pr(x+yi)+iPc(x+yi), onde Pr é a parte real e Pc ¢ a parte

imaginaria de p(x+yi).

Para verificar a existéncia de zeros sobre o eixo x, é necessario obter Pr(x)
e Pe(x), pois neste caso y=0. Os zeros de p(z) sobre o eixo X sao os zeros comuns

de pr(x) e Pc(x). Usando um algoritmo para isolar raizes reais, é possivel identificar
quantos zeros estao sobre o eixo x. Se os coeficientes sao reais, nao é necessario obter
Pr(x) e Pc(x), uma vez que Pr(x) é o polinémio original p(z) e Pc(x) é identicamente

nulo.

Da mesma forma, os zeros sobre o eixo y podem ser identificados, obtendo-
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comuns de Pr(iy) e Pc(iy).

Quando se aplica um algoritmo para isolar raizes reais, pode ocorrer que
alguns intervalos resultantes sejam na verdade um ponto (no caso uma raiz de p(z),
que denota-se por r). Neste caso, € possivel deflacionar seguramente o polinéomio,
obtendo-se p/(z —r) de forma exata e entao aplicar o algoritmo genérico de busca a
este novo polinomio. Os intervalos nao pontuais, mas que isolam uma raiz. fornecem
subsidio que é usado na pesquisa de um retangulo, evitando futuras avaliagoes para

contar o numero de zeros sobre estas fronteiras.

4.4 O algoritmo de Uspensky modificado

Uspensky [USP 48] propos um método baseado na regra de troca de sinais

dos coeficientes para isolar zeros reais.
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Iste método € usado como subalgoritmo do método baseado nas trocas

de quadrantes (ver segao seguinte).

Dado um polinémio p(z) = ag + a1z + ap2® + ... + @, 2", com «; € R,
denota-se var(p) a variagao dos sinais ao longo da sequéncia de a's (i=0...n). Pela
regra de Descartes, var(p) excede o niimero de raizes reais positivas de um polinémio

(contando suas multiplicidades) e é dado por um inteiro par nao negativo.

O método de Uspensky baseia-se em dois casos particulares da Regra
de Descartes. Se var(p) = 0 entao p nao tem zeros reais positivos e se var (p) =
1 entao p tem exatamente um zero positivo. Quando var(p) > 1, executa-se um

procedimento recursivo até que var(p) < 1).

As raizes positivas de p podem estar no intervalo [0, 00). Este intervalo é

considerado originariamente em 2 partes (0,1) e (1, oc).

Os zeros de p(z) em (0,1) equivalem aos zeros positivos de

1

(:c——l—l)) (4.4)

p(x) = (x +1)"p(

Esta transformagao mapeia o circulo unitario no semiplano direito R(z) >

Os zeros de p(x) em (1,00) equivalem aos zeros positivos de

p(x) =p(l + z) (4.5)

A regra de Descartes é entao aplicada a p~ e p=™. Para cada polinémio
transformado (p*, p™), se var(p*) > 1 ou var(p™) > 1. as transformacoes (4.4 e 4.5)

sao aplicadas recursivamente, até que var(p™) < 1 e var(p™) < 1. O término do
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algoritmo é garantido desde que o polinémio p(z) tenha somente raizes simples, pelo

teorema de Vincent (veja [USP 48]).

Collins [COL 82] propés uma modificagao para o referido algoritmo:

Dado um polinémio p, (real ou complexo), determina-se uma quota su-

perior para o modulo das raizes de p conforme (4.2).

Como esta quota é uma poténcia de 2 (b= 2%), tem-se que o niimero de

raizes de p entre (0,b) é equivalente ao nimero de raizes de p entre (0,1), onde :

p(2Fz) sek>0

27knp(2k2)  sek <0
Desta forma. é suficiente contar as raizes de p(r) no intervalo (0.1).

Se var(p™) > 1, o intervalo (0, 1) é bisseccionado e aplica-se a regra de

Descartes aos 2 polinémios transformados.

Quando o intervalo (0, 1) for dividido ao meio, tem-se os subintervalos
(0,1/2) e (1/2,1). Quando se mapeia o subintervalo (0, 1/2) para (0. 1) tem-se que
b= 2"'. Assim, a transformacao usada é p’ : p(z) = 2" *p(%). Para o intervalo (1/2,
1), a transformacao deve ser p” : p(a@ + 1). Sucessivas bissec¢oes dos subintervalos

de (0, 1) sao efetuadas, através das transformacoes p' e p"”.

A cada bissecgao, o subintervalo da esquerda deve ser mapeado para (0,1),
pela aplicacao da transformagao (4.4) e o subintervalo da direita para (1,00), pela

aplicacao de 4.5.

Depois do algoritmo ter isolado as raizes positivas, obtém-se p(—=x), e o

mesmo procedimento ¢ aplicado para isolar as raizes negativas.

As seguintes fungoes descrevem de uma forma mais concisa o algoritmo:
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Entrada: P, um polinomio primitivo livre de quadrados.

Saida: L, uma lista de intervalos isolados para os zeros reais positivos de

(1) Célculo da quota superior (conforme 4.2)). Seja b esta quota calcu-
lada.
(2) Aplica transformacao 4.6
(3) Isola(p,L’) Isola é um subalgoritmo que isola todos os zeros reais de p no inter-
valo (0,1). O resultado retorna em L’
(4) Troca todo intervalo (a;, b) de L’ por (2a;, 2¢8;) e coloque o resultado em L.

(5) Repita o processo para as raizes negativas, considerando p(-x), e a saida em L2.

(6) Retorne (concatena(L,L2)).
Subalgoritmo Isola
Entrada: P, um polinomio livre de quadrados integral.

Saida: L, uma lista de zeros de P no intervalo (0,1)

(1) Aplica Tl em P :P* = (z + 1)" % P(1/(x + 1)) Os zeros de P em (0,
1) sao transformados nos zeros de p* em (0, 00)
(2) Se var(P~) =0 entao retorne {L=()}
(3) Se var(P~)=1 entao retorne {L=((0,1))}
(4) Bisseciona o intervalo
(4.2) Calcula ponto médio. Se P(1/2)=0 entao inclui(1/2,1/2) em L e reduz o grau
de P. substituindo P por P/(2*x-1).
(4.3) Metade esquerda: P’ = 2" P(z/2) Os zeros de P em (0,1/2) sao transformados
nos zeros de P’ em (0,1).

[sola(P’.L").

e

Troca todo intervalo (al,b!) em L’ por (a;/2,b:/2) em L.

(4.4) Metade direita: P = P(x 4 1) os zeros de P em (1/2,1) sao transformados

nos zeros de P"em (0, 1)
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Figura 4.2: Algoritmo de Collins-Krandick

Isola{P* L"),
Troca todo intervalo (a”.b!) em L” por ((a? +1)/2,(b" + 1/2) em L.

(4.5) Retorne L.

4.5 O Algoritmo de Collins-Krandick

Considerando o principio do argumento ( 3.3.1). o numero N de raizes
dentro de R é igual ao numero de vezes que a curva p(é R) passa ao redor da origem.

Particularmente aqui, R é um retangulo.

Uma outra forma de contar as mudangas em argp(z) quando z percorre
SR é pela determinacao da sequéncia de quadrantes percorridos por p(z) quando z
percorre 1. Partindo-se de um ponto zy € 6 R, verifica-se as trocas de quadrantes

de p(z) quando z percorre é R [COL 92].
A figura 1.2 ilustra como é realizado tal procedimento:

Em (b) tem-se a imagem de p para os pontos z € 6 8.



As mudangas de quadrante ocorrem sempre em pontos do eixo real x e

em pontos do eixo imaginario y. (Tais pontos sao chamados pontos criticos).

Quando a imagem de uma lateral do retangulo fica totalmente sobre um

e1xo. tem-se uma linha axial.

A determinacao do nimero de voltas que a imagem de p(z) da ao redor
da origem pode ser feita por se acumular as mudangas de argp(z) de p(6R) em

unidades de 7/4 (um quadrante) e dividido por 27 (uma volta completa).

Considerando que z percorre § R num sentido antihorario, as mudangas de
quadrante de p(z) no mesmo sentido sao computadas positivamente e as mudangas

de quadrante no sentido horario sao computadas negativamente.

Se a curva da imagem p(z) passar pela origem, significa que existe zero
na fronteira de oK. Neste caso, tem-se uma ambiguidade quanto a mudanga de
argumento. E preciso entao decidir o caminho que se ira percorrer. Se a curva da
imagem tiver um trecho que passa do terceiro quadrante para o primeiro quadrante,
existem 2 caminhos possiveis: no sentido horario (111, I1, 1), ou no sentido antihorario
(I11, IV e I). Isto pode ser traduzido da seguinte forma: o caminho no sentido
antihorario é para o caso da raiz de uma fronteira que deve ser considerada na
contagem do total de zeros dentro do retangulo, e o caminho no sentido horério é

para o caso da raiz de uma fronteira nao ser considerada.

4.5.1 A contagem das trocas de quadrantes

Para que se possa determinar as mudancas de quadrantes ¢ preciso identi-
ficar como p se comporta ao redor dos pontos criticos. Por questoes de simplicidade,
considerou-se a seguinte equivaléncia: Uma volta completa (27) ¢ composta por 4

trocas de quadrantes. Assim, 1 troca de quadrante equivale a 7.

(Considerando inicialmente os casos sem ambiguidade, tem-se:
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e Se um ponto critico toca um dos eixos (nao na origem) sem cruza-lo,

conta-se 0 na mudanca de argumento. (Nao houve troca de quadrantes).

e Se a troca de quadrantes ocorre entre 2 quadrantes adjacentes cruzando
um dos eixos (nao na origem), conta-se 1 (no sentido antihorario) e -1

(no sentido horario).

¢ Se ocorrer a troca de um quadrante para uma linha axial (nao na origem),

conta-se 1/2 (no sentido antihorario) e -1/2 (no sentido horario).

e Para um ponto critico que é um canto do retangulo, cujas 2 linhas inci-

dentes sdo linhas axiais que nao passam pela origem, conta-se 0.

Trocas de quadrante que geram ambiguidades (passam pela origem).

Pelo principio do Argumento. o nimero de mudangas de argumento ob-
tida para o caso de se contar a raiz na fronteira é maior por 27 do que a troca de
argumento obtida sem contar a raiz na fronteira. Nos possiveis casos citados abaixo,
o primeiro valor diz respeito ao caso de se contar a raiz da fronteira e o segundo diz

respeito ao caso de nao se contar a respectiva raiz.

¢ Troca de um quadrante para outro adjacente, cruzando a origem, conta-se

+1 ou -3.

e Troca de um quadrante para outro oposto diagonalmente. cruzando a

origem, conta-se +2 ou -2.

e Troca de um semi-eixo negativo para o mesmo semi-eixo positivo, conta-se

+2 ou -2.

e Troca de um semi-eixo para outro semi-eixo, (passando pela origem e

virando a esquerda), conta-se -1 ou +3.

e roca de um semi-eixo para outro semi-eixo, (passando pela origem e

virando a direita). conta-se +1 ou -3.



e Troca de um quadrante para um semi-eixo adjacente (passando pela ori-
gem), num sentido antihorario, conta-se 4,5 ou 0,5. Se a troca for no

sentido oposto, conta-se +3.5 ou -0.5.

o Troca de um quadrante para um semi-eixo adjacente (passando pela ori-

gem), num sentido horario, conta-se +3.5 ou -0.5. Se a troca for no

sentido oposto, conta-se 4.5 ou 0.5.

e Troca de um quadrante para o primeiro semi-eixo nao adjacente, indo-se
num sentido antihorario, conta-se 1.5 ou -2.5. Se a troca for no sentido

oposto, conta-se 2.5 ou -1.5.

e Troca de um quadrante para o segundo semi-eixo nao adjacente, indo-se
num sentido antihorario, conta-se 2.5 ou -1.5. Se a troca for no sentido

oposto, conta-se 1.5 ou -2.5.

O numero total de zeros é dado entao por se acumular estes valores obti-
dos para cada ponto critico, dividido por 4. A forma de se obter estes pontos criticos

¢ através do método para isolar raizes reais (Uspensky modificado).

m, v1 AFORA = e . S ] 11411
‘. - i B P > > e o L )
lendo estabelecido o processo de enumeracao em retangulos arbitrarios,

o processo de isolamento fica entao da seguinte forma:

A partir da determinagao de uma quota superior b (4.2) para o médulo
das raizes, gera-se um quadrado inicial com centro na origem e lateral = 2b, contendo
todos os zeros. Usando o método para enumerar raizes descrito anteriormente,
todas as raizes de um polinomio podem ser isoladas por bisseccionar-se as regioes
alternadamente na vertical e na horizontal [COL 92]. Quadrados sao particionados
por um linha vertical. Retangulos sdo particionados por uma linha horizontal. Para
cada regiao subdividida, conta-se o mimero de raizes para as 2 metades. Regioes
que nao contém zeros sao descartadas. Retangulos com um zero e laterais menor

que um minimo estipulado sao incluidas numa lista de regioes isoladas. Regioes com
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mais de um zero devem ser bisseccionadas até que se obtenha retangulos isolados

do tamanho desejado.

Dado um polinomio p(z), obtém-se a representagao real do mesmo:

P(z) = P(x +iy) = Pl(z,y) +iP2z,p)

Considerando R um retangulo qualquer, estabeleceu-se o canto inferior
esquerdo como ponto de partida. Na verdade poderia ser qualquer outro vértice
do retangulo. Esta determinagao foi feita por questoes de melhor clareza no enten-

dimento do algoritmo. Partindo deste ponto e percorrendo o retangulo no sentido

antihorario, as respectivas laterais serao denominadas por L1, L2, L3 e L4.

Para cada lateral, executa-se os seguintes passos:

e Especializagao

Seja (ag,a;) os pontos que delimitam uma lateral de um retangulo. Se
lateral = L1 ou L3, tem-se que a coordenada de y é fixa. Assim, P (z) =
Py(z,s), P, = Py(x,s). onde s é a coordenada imaginaria da lateral.

Se lateral = L2 ou L4, tem-se que a coordenada de x é fixa. Assim,
Pi(y) = Pi(s.y). Pa(y) = Py(s,y), onde s é a coordenada real de ag da

respectiva lateral.
e Localizagao dos pontos criticos
Os pontos criticos sao determinados por se localizar as raizes de Py e P;.

Os polinémios P; e P, sao fatorados de forma livre de quadrados. Assim,
para cada fator, sabe-se que as raizes sao simples e 0 método da variacao

dos sinais pode ser usado. (Uspensky modificado).



Aos intervalos resultantes da aplicagao deste subalgoritmo devem ser as-

sociados os respectivos polinomios. Intervalos isolados que se referem a

diferentes polinomios devem ser refinados até que se tornem disjuntos.

Os intervalos associados a P; e P; sao entao ordenados em ordem crescente
para as laterais L1 e L2, e em ordem decrescente para as laterais L3 e L4.

[sto é feito para manter o percurso no sentido antihorario.

Classificagao dos pontos criticos

No processo de determinacao dos pontos criticos, obtém-se na verdade
intervalos isolados, nos quais estao contidos os pontos criticos. Eventual-
mente estes intervalos podem ser um ponto, tendo-se neste caso efetiva-

mente um ponto critico.

A classificagao de um ponto critico consiste em determinar o comporta-

HICHLO da 1HHlagelill e pk;] Hds ViZilballgas desle pulitu klil.l\_t).

Se nenhum dos polinémios é identicamente nulo, e se o ponto critico
nao for um canto do retangulo, as mudangas de quadrantes podem ser
obtidas pela simples verificacao das multiplicidades obtidas no processo

de fatoracao livre de quadrados para cada polindomio especializado.

Quando nao existe zero na fronteira, a contagem procede-se da seguinte
forma:

Se multiplicidade par: conta-se 0. Se multiplicidade impar, conta-se 1 .

Quando existem zeros na fronteira, as ambiguidades sao identificadas
quando um intervalo isolado pertence a P, e P, simultaneamente. As
diferentes contagens serao expressas em primeiro lugar para o caso de
contar os zeros na fronteira e em segundo lugar para o caso de nao contar

os zeros na fronteira.
Se multiplicidade par :conta-se +1 ou -3.

Se multiplicidade impar : conta-se +2 ou -2.
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Para os casos em que um dos polinomios ¢ identicamente nulo, ou o ponto
critico € um ponto, verifica-se as trocas de quadrantes, de acordo com os

casos 1dentificados em 4.5.1.

Para identificar se a contagem ¢ feita no sentido horario ou antihorario,
define-se o quadrante inicial, através da avaliagio de P, e P, em ql.
A partir dai, armazena-se os quadrantes percorridos, por se verificar o
quadrante atual e determinar o quadrante seguinte. Isto pode ser feito,

considerando-se que, se o intervalo isolado pertence ao polinomio P,
entao ocorrera um cruzamento no eixo y, e se pertence ao . o cru-

zamento sera no eixo X.

Tendo determinado o nimero de zeros de um retangulo, se este for menor
ou igual a 1, encerra-se a busca neste retangulo. Caso contrario, o mesmo deve ser

bisseccionado e os passos acima devem ser repetidos.

Os zeros que ficam nas fronteiras devem ser contados somente em um
retangulo. Tal condi¢ao pode ser garantida por se contar os zeros somente nas linhas
superior e direita do retangulo, e somente o canto incidente destas duas linhas de

cada retangulo.

Para cada bisseccao realizada, somente para esta nova linha diviséria vai

ser necessario a determinacao dos pontos criticos.

Além disto. para cada lateral bisseccionada é preciso verificar se o ponto
de interseccao resultante nao esta contido em algum intervalo isolado para algum

dos polinémios associados aquela lateral.

Para que se percorra os quadrantes sempre no sentido antihorario deve-se
cuidar para que a ordenacao dos intervalos isolados seja feita, observando-se que
para subretangulo do mesmo nivel de pesquisa, uma lateral comum é percorrida em

sentidos opostos. dependendo do subretangulo que se esta pesquisando.
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5 ANALISE COMPUTACIONAL DOS
ALGORITMOS

Os algoritmos que sao analisados neste capitulo sao basicamente os se-
guintes: o algoritmo desenvolvido neste trabalho (Wilf modificado) e o algoritmo de

Collins-IKrandick (usando método da troca de quadrantes).

5.1 Complexidade Tedrica dos Algoritmos

Nesta se¢ao sao introduzidas algumas nogoes de complexidade, bem como
¢ estabelecida a forma pela qual foram determinadas as complexidades dos algorit-

mos analisados.

Definicao 5.1.1 Seja f, g fungées de valor real definidas sobre um dominio comum

D. Entao pode-se dizer que:

o [ ¢ dominada por g € escreve-se f=0(g) no caso de existir um nimero

real ¢y e &y em D, tal que |f(2)| < ei|g(x)| para todo x € D, x > 4.

o { domina g e escreve-se [ = §(g) no caso de exitir um numero real

positivo ca € x9 € D, tal que |f(x)| > e2]g(2)| para todo x € D, & > x,.
o fe g sio codominantes € escreve-se f g se acontece de [=0(g)=(g).
Os algoritmos aqui analisados sao baseados em sucessivos particionamen-

tos de um retangulo inicial, até que se obtenha retangulos isolados de um polinomio

livre de quadrados.

Definicao 5.1.2 Scja k um nimero intciro, ¢ Lz(k), o comprimento dc k, pelo

nimero de digitos de k. em sua representagao relativa a base 3. Se [x] ¢ a fungao



oD
[y |

que retorna o menor intetro maior ou igual a v e [ € a fungdo que retorna o maior

inteiro menor ou iqual a T entao:

1 sek=0 ,
Lg(k) = 1sto ¢
[logs(|k|+1)]  caso contrario

| se k=10
Lg(k) =

[logslk|) + 1 caso contrario

Definicao 5.1.3 Seja p(z) = Y.iya;z' um polinémio de uma varidvel com coefi-
cientes inteiros. (Se os coeficientes sao racionais, primeiro transforma-se para in-
teiros). A quase-norma mdzima de p(z) € dada por |p|..= max(|a;|) e a sub-norma

N .. 1

o (P [—
€ Pl = =0 1%

Assim |plo. < |ph € (n+1)|p|~ onde n é o grau de P. Portanto L(|p|s) ~

L(|p|1) sao codominantes.

Limites de tempos computacionais para operagoes sobre polinomios sao

comumente obtidos como fungoes dos graus ¢ normas dos polindémios.

Se R é um retangulo isolado para uma raiz a de um fator livre de quadra-
dos S;. e S é um retangulo isolado para uma raiz 3 de um fator livre de quadrados
S;, © # J. entao o nimero maximo de vezes que R e S devem ser bisseccionados

antes que eles se tornem disjuntos vai depender da distancia entre as raizes a e /3.

Definigao 5.1.4 Seja p(z) um polinomio com coeficientes inteiros. Supondo que o
grau de p(z) = n > 1 e que ele tem k < n ratzes distintas ay,a,,...ax. Se k> 2,

define-se a separagio minima de raizes de P, por:

seplp) = min |a;, —a
! !} 1<i< )<k l 4



Teorema 5.1.1 Se P(z) € um polinomio com coeficientes inteiros € de grau n > 2,
com d = |ple entao

sep(p) > 1/2(61/2723/2.(1)_"

[COL 82]

Outras estimativas para sep(p) podem ser encontradas em [RUM 79].

A partir deste teorema, pode-se concluir que:

llog(sep(p)™)| = OfnL(nd))

5.1.1 Complexidade do algoritmo de Wilf modificado

Para estabelecer a complexidade para o pior caso do algoritmo proposto.
deve-se considerar as complexidades dos subalgoritmos usados. Considerando-se
que o maior esfor¢o dispendido esta na fase de enumeragao, obteve-se inicialmente

a medida de complexidade para esta fase.

O tempo total para se enumerar zeros de um retangulo ¢ composto das
seguintes partes: tempo para gerar uma sequéencia de Sturm, e tempo para se fazer

as avaliagoes dos termos da sequéncia nos respectivos intervalos.

O tempo maximo para se gerar uma sequéncia de Sturm ¢ dado por
O(n*L(d)*).

Veja [COL 82].
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Tempo maximo para se avaliar um polinomio em um ponto racional é

dado por

O(n'Lind)").

Veja [COL 82]

Como na sequencia de Sturm, os graus dos polinomios sao diferentes,
considerar-se -a dy, a quase-norma maxima do polinomio de grau 1 , e d, a quase-

norma maxima de p(z).

Considerando-se que uma sequéncia de Sturm tem no maximo n + 1

termos, o custo de se avaliar uma sequéncia de Sturm é dado pode ser dado por

O(n + 1 (n*L(ndy)"))

Assim, o tempo total para a enumeragao é dado por:

O(n’ L{ndo)") + O(n'L(d,)?)

que pode ser majorado por

O(n® L(ndy)*).
pois L(ndy) > L(d,)

Considerando-se a quota superior definida em 4.1, b = |ao| <
2maxi<icn |@n_i/a,|"", a distancia inicial entre os extremos de um segmento que

compoe o retangulo é dado por 2b. Considerando-se d como |p|... tem-se que:
b<22e

26 < 4d.
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Apos k particionamentos, a distancia entre os extremos é dada por 6.27%,
O nimero maximo de particionamentos pode entao ser estabelecido pela

seguinte relagao:

4d 2b

sep(p) b2~k

k = logy(2d/sep(p))

Como log(sep(p)~') é da ordem O(nL(nd)), tem-se que o niimero k de

particionamentos € limitado por O(nL(nd)).

Assim, o tempo total para o isolamento ¢ dado por:

O(nL(nd,)).(0O(n®L(ndy)") ou seja

O(n®L(ndy)®)

5.1.2  Complexidade do algoritmo de Collins-Krandick

O algoritmo de Collins baseado na troca de quadrantes tem como su-
balgoritmo bésico—o método de Uspensky modificado. cujo tempo méaximo ¢ dado
por:

O(n°L(d)*)

(Veja [COL 82]).



Depois das raizes reais isoladas, ha a necessidade de refinar os intervalos
nao disjuntos que pertencem & polinomios diferentes. O pior caso pode acontecer
em duas situagoes: primeiro, quando se tem 2 intervalos iguais tao grandes quanto o
intervalo inicial,que vao sendo refinados (através da bisseccao dos intervalos) sucessi-
vamente e continuam iguais indefinidamente. Segundo: Quando todos os intervalos
sao iguais e precisam ser refinados. Para que uma raiz seja considerada ambigua
(raiz comum dos dois polinomios reais) ¢ preciso que se tenha na verdade um inter-

valo pontual. Para se estabelecer um nimero finito de refinamentos, deve-se fazer

tantas bissecgoes quantas forem necessarias até que a distancia entre os extremos do
intervalo seja suficientemente pequena (< ¢), que se possa assumir que o intervalo é

um ponto.

Usando a quota superior de médulo de raizes b proposto por Collins (4.2),
tem-se que qualquer intervalo resultante vai ter a distancia entre os extremos sendo

um numero que € uma potencia de 2.
A distancia entre os extremos apds k bisseccdes é dada por b.27F.

Inicialmente tém-se que a distancia inicial entre os extremos de um seg-

mento que compoe o retangulo ¢ dada por 2b.

Sd’

N
<
INA

onde d' é a norma méaxima dos polinémios especializados.

O numero maximo de bissecgoes pode entao ser estabelecido da seguinte

relagao:

da qual obtém-se o valor de £, dado por:



90

k = log,(8d'[e)

Como no processo de bisseccao sempre se despreza uma metade, tem-se entao que

o numero de bissec¢oes é limitado por

b= [l (5450

Este valor também é valido para a segunda situacao (todos os intervalos

necessitam ser refinados), pois neste caso, tem-se

Sd'
i, —
NnE

que recal no mesmo caso anterior.

O tamanho de € pode grosseiramente ser estimado como sep(p). Consi-
derando ainda d' a quase norma maxima dos polindémios especializados e d' = d,

pode-se dizer que o numero de bisseccoes é entao limitado por O(n(L(nd)).

(Cada refinamento requer uma bissecgao e consequente avaliacao dos po-
linémios no ponto médio do intervalo bisseccionado. Assim, como cada avaliagao
custa no maximo O(n'L(nd)?), e tem-se no maximo k bissecgoes, tem-se um custo

total de refinamento de O(nL(nd).n*L(nd)?).

Assim, o custo total maximo para enumerar raizes ¢ dado por:

On®L(d)*) + O(n” L(nd)?) ou seja



0(n°L(nd)*)

Considerando que o niumero de particionamentos necessarios para se obter
as raizes isoladas ¢ dado por O(nL(nd)), tem-se que o custo total maximo para isolar

as raizes ¢ dado por:

O(nL(nd).O(n®L(nd)*) =

O(n" L(nd)*)

5.2 Avaliagcao experimental

5.2.1 Sobre a implementacao dos algoritmos

Os algoritmos aqui analisados foram implementados no sistema de Com-
putacao Algébrica Macsyma, num ambiente Unix, em estagoes de trabalho Sun. Os
programas foram escritos usando a linguagem do Macsyma, que por sua vez roda
sobre a linguagem Lisp e permite que esta seja utilizada dentro dos programas es-
critos em Macsyma. Os programas nao foram compilados, pois seria necessario que
toda a codificagao fosse escrita em Lisp. Isto provavelmente justifica alguns tem-
pos de execucao elevados que foram observados nos testes. Como estas medidas
foram usadas para efeitos comparativos, este ¢ um fator que pode ser desconside-
rado. Entretanto. vale lembrar que futuramente alteragoes devem ser realizadas para

melhorar o desempenhos dos algoritmos desenvolvidos.



5.2.2  Selecao dos polinomios para teste

Os polindmios utilizados para testar a funcionalidade dos algoritmos fo-

ram obtidos da seguinte forma:

e um conjunto de polinomios com coeficientes gerados aleatoriamente.

¢ Uma coletanea de polinomios usados em trabalhos realizados nesta area

de pesquisa. (Consulte [PET 91a], [PET 91b], [NOD 91], [SAK 91],
(HOE 92], [GEO 90], [GHA 90], [RUM 83] e outros.

e Polinomios construidos especificamente para testes.

Os polinémios que apresentavam seus coeficientes em nimeros de ponto
flutuante foram substituidos pela sua representacao racional para atender os requisi-
tos dos algoritmos testados. Além disto, os polinémios com coeficientes nao inteiros
foram adequadamente transformados para satisfazer tal condicao. Cabe lembrar
que esta nao € uma limitagao para aplicacao dos algoritmos, mas sim uma forma
conveniente de colocar o problema a ser resolvido. Conforme ja citado anterior-
mente, a aritmética exata realizada sobre niimeros racionais requer maior esfor¢o
computacional do que a aritmética exata realizada com nimeros inteiros. Ainda, os
sistemas de computagao simbolica dispoem de uma série de algoritmos de apoio efi-
cientemente implementados sobre o dominio dos niimeros inteiros (Z) ou dos inteiros
Gaussianos (numeros complexos com componentes cujos componentes sao inteiros).

o que facilita a implementacao de novos algoritmos.

Para se analisar o tempo médio gasto pelos algoritmos. (de acordo com
a variagao do grau), utilizou-se somente os polinomios gerados aleatoriamente. uma

vez que estes apresentam comportamento similares.

O grau dos polinomios testados variou entre 2 e 30. Para os polinémios ge-
rados aleatoriamente utilizou-se coeficientes com 10 digitos binarios. Foram conside-

rados separadamente polinomios com coeficientes complexos ¢ reais. Para obtencao
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dos tempos de execucao, utilizou-se uma fungao interna do Macsyma (showtime), e
foram realizadas em torno de 15 execucoes para cada caso, para obter-se um tempo

médio. Os valores expressos sao sempre em segundos.

Com respeito a polinomios com raizes multiplas, foram realizados alguns

testes, mas nao para efeito de verificagao de desempenho, mas sim para verificagao
de funcionalidade. O problema das raizes multiplas é resolvido por se realizar previa-

mente uma fatoracao livre de quadrados, para a qual ja existem algoritmos eficientes

para tal fim.

5.2.3 Desempenho dos algoritmos testados

Os algoritmos testados experimentalmente foram separados em duas ca-
tegorias: uma para solar raizes reais e outra para isolar raizes complexas (coefientes
reais e complexos). Apesar de nio ser objetivo direto deste trabalho a localizagao
de raizes reais, uma breve analise de desempenho de 2 algoritmos é realizada. Isto
justifica-se pelo fato de que para certas classes de polindomios (s6 com raizes reais,
por exemplo). um algoritmo especifico para este caso pode ser mais eficiente do que
um algoritmo mais genérico. Foram testados o algoritmo de Uspensky modificado
(COL 82] descrito na secao 4.4 e o algoritmo usando teorema de Sturm com sequéncia

primitiva [HEI 71].

Os polinomios utilizados para testar estes algoritmos foram gerados a

partir de raizes aleatorias (todas reais).

Os tempos observados para os dois algoritmos podem ser vistos na tabela

A figura 5.1 mostra a variagao do tempo de execugao dos dois algoritmos
(Sturm e Uspensky modificado) para isolar raizes reais, de acordo com a variagao

do grau do polinomio.
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Tabela 5.1: Tempos observados para isolar todas raizes reais para Sturm e Uspensky

modificado
grau | Sturm | Uspensky
i) 0,57 0,53
3 0,72 1,04
4 1,32 2,08
5] 3.4 6,9
6 3,1 5,6
7 8,88 15,07
9| 1524 24,68
10| 24,48 43
11 33,6 43
12 42 48 75,28
13 60 70
14 79,38 97.55
15| 125,28 128,28
16 | 143,23 144.18
171 1776 170,43
1Q 2470 QQ 10Q 71
19] 275,55 | 219,88
20 | 319,23 286.77
21 | 507,88 391,88
600 T
500 + O STURM + USPENSKY MODIFICADO I O
400 + +
30 | oo+
200 1 -
+ &
100 1 P, 8
+ + O
0 +———+—+—+—F—= R & E.3 . t
0 5 10 15 20
grau (n)

Figura 5.1: Variacao dos tempos de execucao para isolar todos os zeros reais (Teo-

rema de Sturm) e Uspensky modificado
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03 71 g

04 +

grau(n)

Figura 5.2: Diferenca relativa entre os tempos para isolar zeros reais (Uspensky
modificado e Sturm
Observando a tabela 5.1, verifica-se que a partir de grau 17 o algoritmo
de Uspensky modificado mostra-se mais rapido do que o de Sturm. A figura 5.2
mostra como varia a diferenga relativa entre os tempos observados para Uspensky

modificado e Sturm.

Para isolar raizes complexas foram testados o algoritmo de Collins-
Krandick [COL 92] descrito na secao 4.5 e o algoritmo desenvolvido neste trabalho
(Wilf modificado) descrito na secao 4.3. A escolha for feita com o objetivo de
comparar os resultados do algoritmo proposto com os de um trabalho recente na

literatura.

Considerando-se que o maior tempo dispendido pelos algoritmos
encontra-se na enumeracao dos zeros polinomiais. os testes realizados comparam

o desempenho dos algoritmos nesta fase. Isto também favorece uma comparagao

com as medidas tedricas de complexidade estabelecidas para os algoritmos testados.

25
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Figura 5.3: Tempos de execugao para enumerar zeros de polinémios reais num
retangulo usando o aleoritmo proposto

Como o algoritmo aqui desenvolvido esta baseado no uso de sequéncias de
Sturm, os tempos observados com relacao a ele serao referenciados abreviadamente
como t.5turm . O algoritmo de Collins baseado na troca de quadrantes tera seus
tempos observados referenciados por t.Collins. Os dados utilizados para a construgao

dos graficos seguintes constam na tabela 5.2.

A figura 5.3 mostra a variacao do tempo de execucao do algoritmo pro-
posto na fase de enumeragao, de acordo com a variagao do grau do polinémio, para

o caso de coeficientes reais.

A figura 5.4 mostra a variagao do tempo de execugao do algoritmo de
g 3 ‘ . Lo N o - ] ~ raT1afa 13 3
Collins na fase de enumeracao de acordo com a variagao do grau do polinémio de

coeficientes reais.

A dependéncia do tempo em relagao ao grau do polinomio mostra-se

similar para os dois algoritmos no caso de coeficientes reais (até grau 25 aproxima-

30



Tabela 5.2: Tempos observados para enumerar zeros em retangulos para o algoritmo

o1

proposto e o algoritmo de Collins. e a diferenqa relativa entre eles

grau Coefic. Reais Coefic. Complexos

t.Sturm | t.Collins | dif. relat. | t.Sturm | t.Collins | dif. relat.
2 0,73 * 1,02 2,98 1,92
3 1,17 3,45 1,95 1,08 5,13 1,59
1 1,67 5,62 2.36 9.97 6,58 1,89
5 2,98 7,18 2.15 3,92 11,85 2,02
6 4,12 11,42 1,77 3,38 16,30 1,77
7 5,43 15,70 1,89 9,08 23,32 1,56
8 7,52 23,58 2,13 13.53 34,43 1,54
) 11,04 29.70 1.55 20,U0 18,22 140
10 15,23 39,37 1,58 28,25 60,78 1,15
11 22,75 49,62 1,18 36,00 78,25 1.17
12 28,17 65,48 142 59,42 98,08 0.65
13 43,65 84,67 0.94 32,6 12352 0.49
14 65,28 102,70 0,57 1109 152,27 0,37
15 76,12 127,58 0.67 148,12 189,22 0,28
16 123,48 158,22 0,28 164,20 235,17 0,43
17 132,95 193,88 0.46 261,13 289,27 0.10
13 174,30 238,10 0,36 330,30 356,52 0,07
19 224 .57 283.22 0,26 423.10 428,88 0,01
20 275,40 357,08 0,29 336.63 504,43 -0,06
21 352,75 404,38 0,15 633,97 607,33 -0,07
22 | 434,38 178,75 0,10 | S46.53 695,35 0,18
23 547,85 568,73 0,04 | 1063,97 312,50 -0,23
25 773,50 780,75 -0,03 | 1257.65 939,20 -0,29
30 1804.15 1520,60 -0,16 -
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Figura 5.4: Tempos de execucao para enumerar zeros num retangulo usando algo-
ritmo (Collins-Krandick)

damente). Ela pode ser representada pela fungao n'.log(4n)/1000. O grafico da

figura 5.5 mostra este comportamento.

Uma comparacao entre os dois algoritmos. apresentando a diferenca re-

lativa de tempos observados para os mesmos é representada pela figura 5.6.

Pelo grafico é possivel observar-se que a diferenca relativa dos tempos de
execu¢ao do método de Collins-Krandick em relagio ao método proposto (usando
Sequéncias de Sturm) vai diminuindo de acordo com o aumento do grau do po-
linomio. Para graus mais elevados (25 em diante), o algoritmo de Collins-IKrandick
mostrou-se mais eficiente. Um comportamento similar € observado para polinomios
de coeficientes complexos, porém para polinomios de grau 20 em diante. (veja fig.
5.7)

;

Uma justificativa para tal fato ainda nao foi encontrada e pode ser alvo de

estudos futuros.

A variagao de tempo em funcao do grau do algoritmo proposto para

polinomios com coeficientes complexos pode ser visto na figura 5.8.
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Figura 5.6: Diferenca relativa de tempo do algoritino de Collins em relacao ao alego-

ritmo proposto para polinomios reais

UFRGS
INSTITUTO n= INFORMATICA
BIBLIOTECA



25 T
I
2 4 O | = (1.COLLINS-t.STURM) / t STURM
C 0
0
(=} 1
15 Lo -
g -l
= o O
O
o 17
° 0
05 o . »
|
0 : ' ﬂ = R
T T LJJ ] et
0 5 10 15 20 4 g
05 1
grau(n)

IYigura 5.7: Diferenca relativa de tempo do algoritmo de Collins em relagao ao algo-
ritmo proposto para polinomios complexos
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Iligura 5.8: Tempos de execugao para enumerar zeros num retangulo do algoritmo

proposto para polinomios complexos
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Figura 5.9: Tempos de execugao para enumerar zeros num retangulo do algoritmo
de Collins-Krandick para nolindomios complexos

A variagao de tempo em fun¢ao do grau do algoritmo de Collins-Krandick

para polinémios com coeficientes complexos pode ser visto na figura 5.9.

A fungao que expressa a dependeéncia do tempo em relacao grau do po-
linomio difere um pouco para os dois algoritmos. quando se trata de polinémios
com coeficientes complexos. A figura 5.10 mostra a funcao que expressa esta de-
pendéncia para o caso do algoritmo proposto. e a figura 5.11 mostra a funcao que

expressa a dependéncia para o caso do algoritmo de Collins-Krandick.

No processo de enumeracao usando troca de quadrantes (Collins-
Krandick), apos o isolamento das raizes reais dos polinomios especializados, ha a
necessidade de se refinar (bissecionar) os intervalos isolados de polinomios distintos

que nao sao disjuntos. Tendo em vista que nao se tem informacao sobre relagao das

raizes reais dos polinomios especializados e as raizes do polinomio original, foram ob-
servados para o conjunto de polinomios testados. o mimero de bisseccoes necessario

de acordo com o grau destes.
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Fionra 5.10: Funcio ane exnressa a dependéncia do tempo em relacao ao oran do

polinémio para o algoritmo proposto (caso complexo)

1200 T
1000 +
t.Collins - nAd -t 2log(n) / 1000
800 T
600 T
am 1 . & 7
A N < \
200 T A Y ox
A A o ~
0 - \_/_,?g,;#;_f\-_'\l_?} .5 : f p—
0 5 10 15 20 25
grau(n)

Figura 5.11: Funcio que expressa a dependéncia do tempo em relagao ao grau do

polindmio para o algoritmo de Collins-Krandick (caso complexo)
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Tabela 5.3: Niumero de bissecgoes necessarias no algoritmo de Collins-Krandick

grau | caso real | caso complexo
3 1 8
4 16 16
H 20 24
6 22 32
7 32 32
8 32 30
9 36 36
10 40 42
11 36 56
12 42 56
13 64 54
14 54 64
15 68 66
16 68 70
17 70 74
18 84 76
20 30 90
21 72 94
22 80 102
23 100 96
25 100 116
30 118 -

A tabela 5.3 mostra o nimero de bissec¢oes necessirias apos isolar as

raizes reals dos polinomios especializados no algoritino de Collins-Krandick.

A figura 5.12 mostra que a variacao do numero de bissecgoes em relacao

ao grau de um polinémio real tende a ser lincar.

O mesmo comportamento é observado para o caso de polinébmios com

coeficientes complexos, conforme mostra a figura 5.13.

Apesar do processo de isolar as raizes ser diferente para os 2 algoritmos
analisados. observa-se que as seguintes operacoes sao necessdarias a cada nivel de

particionamento do retangulo pesquisado:
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Figura 5.14: Tempo percentual gasto para cada uma das tarefas necessarias para
um nivel de busca no algoritmo pronosto

. Para algoritmo proposto:

Fazer 2 transformagoes para mapear as laterais para o eixo x. Gerar 2

sequéncias de Sturm, Avaliar Sequéencias de Sturm nos diferentes pontos necessarios

para enumerar os zeros dentro dos subretangulos.
. Para algoritmo de Collins-Ikrandick:

Uma especializacao = 2 avaliacoes. Isolar raizes de 2 polindmios especia-

lizados. Refinar os intervalos isolados de diferentes polinomios que nao sao disjuntos.

Os tempos necessarios para cada uma destas operacoes foram observados
para um nivel de busca. A figura 5.14 mostra os percentuais de tempo gastos com
cada uma das operagoes necessarias para se pesquisar os 4 subretangulos resultantes

do particionamento de um retangulo no algoritimo proposto para polindémios reais.

A figura 5.15 mostra os percentuais de tempo gastos com cada uma das

operacoes necessarias para se pesquisar os 2 subretangulos resultantes do particio-
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Figura 5.15: Tempo percentual gasto para cada uma das tarefas necessarias para
um nivel de busca no algoritmo de Collins-Krandick

namento de um retangulo usando o algoritmo de Collins-Krandick para polinémios

reais

A figura 5.16 mostra a variacao do tempo total necessario para se realizar

o particionamento de um retangulo para os dois algoritmos.

No algoritmo de Collins-Krandick, as bissec¢oes ocorrem de maneira al-
ternada. ora horizontal, ora verticalmente. No algoritmo aqui desenvolvido. as bis-
seccoes na verdade dividem o retangulo em quatro, e os quatro subretangulos sao

analisados Senmpre 1a Imesina ordem.

A questao de quantos niveis sao necessarios aprofundar-se para conseguir
isolar as raizes é altamente dependente da distribuicao destas. Entretanto. parece
que o numero de pesquisas necessarias tende a ser o mesmo para os dois algoritmos

analisados.

Outro aspecto que foi analisado é a questao do comportamento do algo-

ritmo considerando-se o tamanho dos coeficientes. Neste sentido. foram realizados
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Figura 5.16: Variacao do tempo para se fazer a pesquisa em um nivel de busca para
o alooritmo proposto e o alooritmo de Collin<e-INrandick

testes com polinomios de grau fixo (10). variando-se o tamanho dos coeficientes ger-

ados aleatoriamente (3. 6. Y. 12 e 15 digitos decimaisy.  \ liegura 5.17 mostra os

tempos observados para os 2 algoritmos.

A variacao do tempo para isolar zcros de polinomios com coelicientes
reais usando o algoritmo proposto pode ser vista na ficura 3.8, juntamente com a

funcao que expressa tal comportamento.

Outros polinomios foram testados. conforme descrito anteriormente. Os
polinomios abaixo tém seus resultados na tabela 5.1
pl = 100021 — 2500=? — 460800:% — 9133400:" — 50761800:% — 88653100z° —
53510400z" — 37313000=" — 197170000z — 364300000= — 193000000:
p2:(z—(1 +%i_)‘)*(:—(l + 1 0)) * (2 — (1 4 50mi)) + (2 — (1 4 1222y))
Pzt — (54 30)2F (64 7027 — (51 = 220)= + (120 + 904)
pl 47083223 — 6653857(7 + 1)22 — 188332872 — 2663 128(1 — /)

py 2% — 1,25 40,042 —0.13227 - 0. 795522 — 1135762 + 0. 89196

PO o 22— L1841, 1227 —1.232:5 42,0802 — 2. 292027 + 107564827 — 1L 183212824 -

30
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Tabela 5.4: Tempos observados para para enumerar zeros dos polinomios

Polinémio | t.Sturm | t.Collins
ol 19.93 39.95
P2 247 6,67
p3 1,72 6,6
pd 1,94 4,12
P 4,2 11,84
ph 29.5 32,85
o7 2.9 5,88

1.07910544z — 1.187015984

_+_

[

pT 2 13652098z — (3836139654 386139657) 2% + (24) 22 + (— 154455860 + 1544558607
218433576

. oA . ’ . . ~ .
(w”f“'\( f'l"\‘k'f‘\i f'r‘ '\m}v!w('vﬂ“ﬂt‘ fﬂﬂ\i\("ﬂ ’FH"—IHW 'f‘u'flf“\Q COMO O< 1\(”\]‘17-‘\W‘H(—\C

ciclotomicos que sao definidos da seguinte forma:

r—1
Piz)= Z(;—-’), paran 2> 2 en primo

=0
* : ~ 1
cujas ralzes sao: Qp = ¢ n

No caso complexo, tem-se:

P

]

) = P(z +1)

cujas raizes sao: ap = ap — !

Pode-s& observar o mesmo comportamento previamente descrito para os
polinomios gerados aleatoriamente, ou seja para graus mais elevados (acima de 20),
os tempos observados para o algoritmo de Collins-Krandick tendem a ser menor do

que para o algoritmo proposto. usando sequéncias de Sturm.
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6 CONCLUSOES E SUGESTOES DE
TRABALHO FUTURO

Com os estudos desenvolvidos neste trabalho foi possivel sugerir novos
critérios para utilizagao de algoritmos apropriados para enumeragao ¢ isolamento de
raizes polinomiais. Para a obtengao de resultados exatos (que sao imprescindiveis

nestas fases), optou-se por uma abordagem algébrica no desenvolvimento dos algo-

ritmos.

Pode-se confirmar que a mera adaptacao de algoritmos numeéricos para
uma versao algébrica nao resolve por completo o problema, uma vez que os algorit-

mos resultantes tornam-se muito ineficientes.

P Y, [, N R—! tomTnmrmmt arSa da aleanitomme Acend

zeros de polinémios complexos em diferentes regioes do plano (circulos e retangulos)
proporcionon alternativas seguras para se identificar a presenca ou nao de raizes em
qualquer parte do plano complexo. Além disto, numa situacao onde se necessita
apenas saber quantos zeros existem numa determinada regiao, os testes realizados
sugerem que para polinomios de grau abaixo de 25, os circulos necessitam me-
nos tempo de processamento do que os retangulos. Entretanto, verificou-se que as
regioes circulares nao sao as mais adequadas para a tarefa de isolar as raizes de um

polinomio.

O algoritmo para isolar raizes desenvolvido neste trabalho permitiu re-
solver problemas identificados na aplicagao do principio do argumento como por

exemplo a presenga de zeros na fronteira de um retangulo.

A verificacao prévia de algumas propriedades algébricas dos polindomios
permitin a utilizacao de subalgoritmos mais adequados para casos especificos de
polinomios, como por exemplo polinémios que sé possuem raizes reais, ou cujas

raizes estao sobre os eixos. etc.



Os testes experimentais realizados permitiram uma avaliagao de desem-
penho do algoritmo aqui desenvolvido, mostrando que este ¢ competitivo com o

algoritmo recentemente proposto por Collins.

De acordo com os resultados obtidos. observou-se que para graus relati-

vamente baixos (em torno de 20) o algoritmo proposto tem um desempenho melhor.

Na fase de enumeragio, o algoritmo de Collins mostrou-se mais eficiente
a partir de grau 25 para polinomios de coeficientes reais e a partir de grau 20
para polinémios de coeficientes complexos. Jd para o isolamento, analisando-se as
operagoes necessarias, observou-se que até grau 20. o aumento de tempo em relagao
ao grau é similar para ambos os algoritmos. A partir dai, o aumento de tempo ocorre
bem mais rapido para o algoritmo proposto, dai o seu incoveniente para polinémios

de graus elevados.

Ja com relacao ao tamanho dos coeficientes, observou-se que para coe-
ficientes com tamanho menor do que dez digitos decimais. o algoritimo proposto
apresenta um desempenho melhor, invertendo-se a situacao para nimeros maiores.
Observou-se também que o algoritmo proposto ¢ mais sensivel ao tamanho dos coe-
ficientes do que o de Collins. (O aumento de tempo em relagio ao aumento do

tamanho dos coeficientes cresce bem mais rapido).

Problemas pendentes

O algoritmo desenvolvido neste trabalho . apesar de produzir resultados
exatos, ainda nao tem um desempenho satisfatorio para graus mais elevados (acima
de 20). Um dos aspectos observados ¢ que muitas vezes a quota superior para
o modulo das raizes é muito grande. A utiliza¢ao de um método para produzir
quotas superiores menores, (como por exemplo [ZEH 91] nao resolve a situagao.
Embora as quotas superiores possam ser menores. ocorre com frequencia niumeros

racionals onde numerador e denominador 1é¢m tamanho de 1 a 5 digitos decimais.



[sto ja ¢ suficiente para degradar o tempo necessario para se enumerar os zeros
dentro de um retangulo cujos vértices sao racionais de alta magnitude. Ao se tomar
0 menor numero inteiro maior que a quota superior calculada, observa-se que a
diferenca de tempo ¢é desprezivel, se comparada com a utilizacao da quota superior
4.1. Algumas hipoteses foram levantadas a respeito de minimizar a regiao inicial de
pesquisa, porém ainda precisam ser comprovadas se realmente reduzem o trabalho
computacional ou nao. A primeira delas diz respeito a utilizagao de testes para
eliminar regioes livres de zeros, sem a aplicagao de sequéncias de Sturm. Como
as regioes livres de zero ocorrem com bastante frequéncia, parece razoavel que se
utilize algum procedimento para detecta-las. reduzindo assim a area que deve ser
pesquisada. Por exemplo, se o polindmio tem coeficientes complexos, ndo tem raizes

nos eixos, pode-se entao aplicar um teste de exclusao para cada um dos subretangulos

componentes do retangulo inicial.

Outro aspecto que pode ser verificado ¢ a sequéncia de subretangulos que
¢ pesquisada. Na forma como estd, o algoritmo segue sempre a mesma ordem dos
subretangulos pesquisados (I, 11, 111, IV), conforme figura 4.1. Como nao se conhece
a priori a distribuicao das raizes dentro do retangulo inicial, poder-se-ia alternar esta
ordem, estabelecendo uma sequéncia alternada (ora percorrer no sentido horario, ora
no sentido antihorario). ou através de uma determinacao aleatéria do subretangulo

que vail ser pesquisado.

6.1 Oportunidades de Paralelismo

Tanto o algoritmo de Collins, como o algoritmo aqui proposto para isolar

raizes polinomiais, favorecem, pelas suas caracteristicas, a utilizagao de paralelismo.*

Neste trabalho, apenas foi possivel identificar as fases que se mostram
adequadas para paralelizacao. Certamente. estudos futuros serao necessarios para

comprovar efetivamente se havera beneficios ou nao na utilizacao deste recurso.
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Tendo em vista que o polindmio pode ter raizes multiplas. neste caso o
resultado da decomposigao livre de quadrados fornece fatores que podem ser tratados

de forma independente (em paralelo) para determinacao de suas raizes.

No processo de isolamento, a cada particionamento. gera-se subregioes

que podem ser pesquisadas simultaneamente na fase de enumeracao .

No algoritmo de Collins, sempre se precisa isolar raizes reais de 2 po-
linomios, que sao independentes. podendo esta tarefa ser realizada em paralelo. No
algoritmo proposto, sempre se trabalha com 2 sequéncias de Sturm. que também

sao independentes podendo ser tratadas simultaneamente.

Tendo-se as raizes i1soladas, o calculo posterior destas pode também ser

realizado em paralelo.

6.2 Sugestoes de trabalhos futuros

O trabalho aqui desenvolvido na verdade ¢ um subconjunto de um pro-
jeto maior que deve proporcionar a utilizagao de diversos médulos que tratam de
problemas polinomiais, tanto de forma individual como global. integrando-se os di-
versos modulos. O tratamento global deve resolver o problema desde a etapa inicial:
Inicialmente, identifica-se a existencia de raizes multiplas atraveés da decomposigao
“square-free”. Para cada fator entao. estabelece-se a regiao inicial de pesquisa. Na
sequéncia, identifica-se as caractersticas das raizes ¢ do polinomio para adequagao de
um algoritmo para isolar as raizes. Tendo as regioes isoladas. aplicar um algoritmo
numeérico para aproximar as raizes com o menor erro possivel.

Tendo resolvido as etapas iniciais de enumeracao e isolaimento (que sao
as mais problematicas), pretende-se realizar o processo de aproximacgao das raizes
usando um método numérico iterativo para determinacao simultanea de raizes. cujos

valores iniciais seriam o centro das regioes isoladas. Nao se pode negar que os calculos
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realizados em ponto flutuante, apesar de estarem sujeitos a erros de arredondamento,
sao bem mais rapidos do que os calculos realizados de forma algébrica (aritmética
exata). Além disto, na fase de aproximacao nao se necessita do rigor da exatidao
que havia nas fases de enumeracao e 1solamento. Para garantir se os resultados estao
suficientemente proximos dos zeros procurados, uma verificagao dos resultados pode

ser feita através da utilizagao de uma ultima iteragao intervalar, possibilitando obter

limites de erro para as aproximagoes calculadas.

Desta forma, o resultado seria um tratamento do problema de zeros po-
linomiais com abordagem hibrida, usando computagao simbdlica nas fases iniciais
(que necessariamente precisam de valores exatos), e uma abordagem numérica na
etapa de calculo (aproximacao dos zeros). A introdugao de paralelismo nas diversas
fases favoraveis para tal deve entao ser estudada detalhadamente para verificar sua

viabilidade e os provaveis beneficios que esta abordagem pode trazer.



ANEXO A-1 EXEMPLOS DE POLINOMIOS

6.

DE COEFICIENTES
COMPLEXOS PARA TESTES

 p(Z) = (=T5Ti—559) Z* + (=688 — 695) Z — 7241 — 530

. p(Z) = (804 =5671) Z3 + (9541 —699) Z% 4 (=T181 —545) Z + 926 — 758

. p(Z) = (8380 +835) Z% + (—6697 — 725) Z3 + (=647 — 586) Z? + (851 —

633:) Z — 6501 + 921

7Y =(—R3973—5K501Y 75 L (K077 85NN 74 L (_TR17 —GT1Y 73 (0715 —

527) Z* + (=756 — 745) Z + 8407 + 814

. p(Z) = (8367 4+ 780) Z° + (996 — T45) Z° + (9027 — 617) Z" + (8467 —

652) Z° + (921 — 7034) Z% + (8187 4+ 935) Z 4+ 10147 + 852

p(Z) = (9387 — 610) Z7 + (780¢ + 942) Z6 + (962 — 591 ¢) 7> + (8247 —
537) Z14+(922—-70017) Z3 + (1001 —5452) Z2 + (8791 —323) Z — 738 — 526

. p(Z) = (7981 — 538) Z8 + (—=T151 — 656) Z* + (824 — 59012) Z% + (937 —

5471) 2%+ (824 —664 1) Z* + (10081 —575) Z3 4+ (937 —538 i) Z* + (1008 i +
939) Z + 9087 + 776

. p(Z) = (832: 4 887) Z% 4 (10231 + 887) Z% + (810i — 646) Z7 + (T75¢ —

T04) 294 [—T6T1=587) Z5+(—548¢—533) 2+ [905—5855 1) 224 (=hid i—



10.

dil.

13.

116

591) Z* 4 (930 — 747i) Z — T461 — 679

. p(Z) = (776 — 6084) Z1° + (9637 — 725) Z° + (824 — 5981) Z® + (797 —

639) Z7+(997 —555) Z6 + (800 — 738 1) Z° + (~T32i — 648) Z* + (=665 i
735) Z° + (8471 + 820) Z2 + (10187 — 522) Z — 7287 + 925

p(Z) = (9881 4860) Z' +(—=532i —680) 210+ (796 —5174) Z° 4 (=593 1 —
689) Z8 4 (8971 — 729) Z7 + (876 4+ 796) Z° + (—1764 i — 590) Z> + (1009 —
7207) Z4+(—5471—588) Z3+(1006—6351) Z2+(950—546 i) Z+815i—609

p(Z) = (952 —603) Z'2 + (=571 —598) Z1 + (8741 —514) Z10 + (800§ —
539) Z° + (8524 — 658) Z8 + (8027 +991) Z7 + (=732 — 525) Z + (9794 +
OUU ) & 1 (000t —LHU) £ T (U0 — i) T \0LJ8 —0dU ) L7 T (Uil ¢ —

648) Z 4+ 8961 — 716

. p(Z) = (851 —=5311) Z' 4+ (9067 —525) Z'* 4 (99874 908) Z' + (—6411 —

701) Z104(—-720:—-577) Z°+(820—728¢) Z3+(—T708:—738) Z7 +(—605:—
654) Z°% 4+ (8307 4+ 776) Z° 4 (10067 + 780) Z* + (948 — 5697) Z* + (9161 —
526) Z% + (922 — 512:¢) Z — 5531 — 593

p(Z) = (840 — 610¢) Z¥ 4 (798¢ — 664) Z'3 + (967 — T45¢) 2% + (9231 +
)z” (970 —6811) Z19 4 (831:+1015) Z° + (7721 —674) Z% + (8781
21) Z7+(1022—5984) Z8+(—544i—703) Z5+(1017i—643) Z44+(1021 i+

809) Z% + (809 — 56917) Z? 4+ (=T517 — 568) Z 4+ 9761 + 966

. p(Z) = (810 —59414) Z'® + (=586 i —565) Z1 + (7971 —512) Z'3 4+ (T75i +

862) Z12 (844 ¢4820) Z1 +(931 =568 i) Z'04+( =667 i—626) £ +(—T15i—
54T) Z8 4+ (791 —600¢) Z7 + (8661 —519) Z5 4+ (=T705i — 691) Z° + (8441 +



16.

17.

19.
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941) Z4 4 (8641 —676) Z3 4+ (—7391—685) 2% +(922—531 ) Z — 6341 — 667

p(Z) = (99614+1003) Z16 +(—6831—764) Z°+(967—548¢) Z1 +(—6927—
525) 2134+ (—T7551—554) Z'24(788—5661) Z'1 +(857T—5151) 20+ (8951 —
552) Z°4(829141002) Z84(—5621—676) Z7+(—6161—733) Z°+(—7601—
513) 2%+ (9720 +1022) Z* + (1006 — 601 ¢) Z° + (7701 — T48) Z* + (9131 -
601) Z + 9621 + 793

p(Z) = (9797 — 627) Z'7 + (918 — 764 ) Z'® 4 (—6421 — 670) Z'° + (885 —

5701) Z'4 + (—6841 — 664) 212 + (852:¢ — 722) Z'* + (8154 + 952) Z'' +
(=7407 — 693) Z'° 4+ (—=5507 — 759) Z% + (=7047 — 721) Z® 4 (845: +
1000) 27 + (—=7211 — 739) Z8 + (=571 — 512) Z® + (—6487 — 706) Z* +

(7795 — K10 73 L ({07 — R397) 72 L ( (AR5 — THRY 7 4+ T76H T — AR5

p(Z) = (—6281—647) Z'8 4+ (8501 —618) Z'7 + (68771 —514) Z'° 4+ (975 -
647 1) Z15+(79474+895) Z1 +(786 i +959) Z'3+(995:—613) Z'* + (9771~
611) Z1 + (6827 — 740) Z'° + (896 — 5321) Z° 4 (7911 +977) 2" + (R13 -
7107) Z7+(831i4+914) Z6 4+ (891 +3873) Z° + (= T431=553) Z" + (314 i —
527) Z% 4 (1007 — 58517) Z* + (1023 — 6181) Z + 768 — 619

. p(Z) = (TT06+768) Z1° + (8330 +958) Z'8 4 (=762 — 719) Z'7 + (8171 —

719) Z'6 4+ (=581 — 613) Z'5 + (=539 — 686) Z'* + (9167 + 830) Z'* +
(8231 643)[”+(1021é-546)2“+(S)4Ti—(i:35)Z‘“+($)0(n—(;:33)Z”+
(9751 +877) Z8 +(—T431—530) Z" +(—674 i —662) Z°+(1015—-764 i) Z° +
(7975—"521) Z4 +(—603 1 —589) Z3 + (9891 +913) Z* + (9231 +824) Z +
10217 + 936

p(Z) = (9017 4+850) Z2° +(964 i —T57) 2" + (=661 1 =725) 7™+ (=732 —
698) Z17+(996 i —625) Z'° 4+ (9281 —558) £ +(88T 1 —665) £+ (=631 71—



.)"

22

532) Z13 + (893 — 6341) Z1? 4 (—639: — 721) Z1* 4+ (930: — 516) Z'° +
(—6907 —639) Z? 4 (97714 881) Z® + (945 — 5721) Z7 + (879 — 653 1) Z° +
(883 —5124) Z° + (9747 + 956) Z* + (8707 — 581) Z* + (8077 + 933) Z% +
(10032 + 957) Z — 7402 + 771

. p(Z) = (928—5804) 22" + (866 +861) Z2° + (917 — 5371) Z'° + (—765i —

—~—

587) Z'84(808i+931) Z17 +(7811—513) Z'6 4+ (—695i—682) Z'5+(990 i+
983) ZM + (795 — 62617) Z'3 4+ (—641¢ — 530) Z'? + (1006¢ — 636) Z'' +
(T87141010) Z'0+ (918 —T757) Z° + (8741 —647) Z® + (=551 1 —686) Z7 +
(907i+909) Z°+ (1020 +855) Z° +(—684 i —542) Z1 + (79714 943) Z° +
(—6307 — 759) Z% + (9871 + 856) Z — 7127 — 578

n( Z) = (7917 4+ 944) 722 4 (8537 — 734) 721 4+ (8307 + 874) Z2° + (9107 —
553) Z' 4 (=5801 — 699) Z® + (7937 + 796) Z'7 + (901 ¢ + 779) Z' +
(=521 i—546) Z'4(8111—621) Z'*4+(1006—5227) Z13+(889i+848) Z12+
(9397 —668) Z' +(96114931) Z1°+(—579:—608) Z9+(1013:+913) 2%+
(9667 — 552) Z7 + (936 — 571¢) Z® + (782:¢ — 521) Z° + (8761 — 703) Z* +
(7781 — 570) Z° + (827 — 6924) Z% + (9927 — 762) Z + 9367 + 969

Cp(Z) = (8980 4+944) ZB 4 (=T281—609) Z% 4+ (991 — 75612) Z2' +(939: +

909) Z2°4(974—626 ¢) Z194(827—733¢) Z'8+(—588:—606) Z'"+(1019:+
833) Z1° 4 (8671—T41) Z15 4+ (1005 —644) Z' 4+ (946 i +876) Z13 + (948 —
646¢) Z'% + (1008 4+ 857) ZM + (8344 — 754) Z'° + (=H441 — 643) Z¥ +
(T887—576) 2% +(—6081—T752) Z" +(T68141022) Z°+(1020:—613) Z5+
(969 —584¢) Z*+ (10197 —737) Z° + (=663 1 —522) Z* +(—6331—706) Z +
1004 — 578

23. p(Z) = (9507 +849) Z% + (8341 = 62T) Z¥ + (781 i +907) Z* + (8837 —

THT) Z2 + (976 —53311) Z2' + (817714 853) Z20 4 (800 — 557) Z'® + (907 —
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57317)Z“5+(—712@'—560)2”+(892i+769)ZIG+(—~-536¢'—Tii-i)Z”’Jr
(1016+934) Z1+(=537:—591) Z134(9571=564) Z'2 4(912—597¢) Z11 +
(83'27'+826)Zm+(—766i—731)Zg+(871£+913)ZS+(76991'—6‘26)ZT+
(=684 1 =547) Z° 4+ (8510 —614) Z° + (=551 1=T36) Z* +(879—5591) Z* +
(8782 +911) Z? + (10207 4+ 819) Z — 7221 + 819

24. p(Z) = (—6341=705) Z* +(8121+1016) Z**+(947—6357) Z¥B +(=5TT1—
643) Z%7 4 (930 — 564) 22 + (9137 + 834) Z%5 + (—685i — 765) £ +
(—647:¢ — 760) Z% + (7851 + 797) Z*2 + (9027 — 611) Z* + (—6917 —
712) Z2° 4+ (936: + 837) Z'° + (794: + 847) Z'8 4 (—512: — 744) Z'" +
(—5237 — 547) Z'¢ + (—626¢ — 607) Z'° + (8514 + 968) Z' + (=537 —
712) Z'3 + (8797 — 528) Z12 4+ (=655 — 694) Z1 + (791 — 659:7) Z1° +
(7831 —634) Z% + (9507 — 565) Z° + (8841 — 658) Z7 + (8837 + 941) Z° +
(Y201 —=002) £ + (YDt +Y(0) L+ (03U — 043 1) 47 + (DYt — VL2 i +

(852 — 588:) Z + 9022 + 900



ANEXO A-2 EXEMPLOS DE POLINOMIOS
GERADOS

ALEATORIAMENTE PARA
TESTE

1. p(Z) = —659 2% — 7037 + 914

2. p(Z) = —610 2% — 53222 + 879 7 — 666

3. p(Z) =780 Z* + 1017 Z3 + 774 Z* + 782 7 + 989

1 ol 7Y — QTR 75 AT 7V L TTT 73 851 72 LO’N 7 — (14

5. p(Z) = 1019 Z°% — 663 Z> + 1020 Z* — 681 Z° + 827 Z% + 811 Z + 913

6. p(Z) =833Z7—5332°—1734 Z° 845 Z* —554 Z3 — 556 Z% — 610 Z + 927

PZ)==T2978+841 72" — 758 Z% — 67925 + 814 Z4 — 544 Z® — 609 Z2 +

803 Z + 829

8. p(Z)=—6202°+92528 491827 — 53526 + 884 Z5 4+ 796 Z4 — 726 Z3 —
733 7% +919 7 — 584

9. p(Z) = =889 2" —567 27 +932 78 —732:" + T8R Z° + 984 Z° — 666 27 —
T08 Z° — 725 Z° — 691 Z — 753



10.

11.

13.

14.

16.
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p(Z) =84072" — 758 Z'° + 929 Z° — 652 Z8 — 759 Z7 — 162 Z°® — 564 Z° —
590 Z* — 586 Z° — 632 2% — 543 Z + 912

p(Z)=98TZ"% —T725 2" + 174 21 - 572 2° + 962 28 + 923 27 — 694 Z6 +
T132Z3 + 770 Z* + 950 Z° + 800 Z2 + 916 Z — 713

. p(Z) = —556 2" —607 Z'2+899 Z1 + 775 210~ 643 29— 738 Z8 520 Z7 —

764 Z° 4+ 831 Z° + 898 Z1 — 722 Z° + 985 Z% — 516 Z + 945

p(Z) = —526 2114868 213 —745 Z12—666 Z11 +810 Z1°—748 Z° 717 Z®+
1016 Z7 + 1022 Z8 — 515 Z° + 791 Z4 — 547 Z° + 982 Z2 + 985 Z — 692

p(Z) = =579 Z¥°—540 Z1 4774 ZVB 4779 Z12 4930 Z11 4934 210 764 Z°—
554 Z8+887Z" +834 Z°+853 Z5+1004 Z* +940 Z3 +827 Z? —559 Z — 656

=802 Z'°4+968 Z'>—T10 Z'+813 Z'>—720 22 —665 Z'* —523 Z10—

58028 — 750 Z7 4+ 796 Z° + 946 Z° + 863 Z* + 904 Z3 + 892 Z2 +

S N

p(Z) = =547 2" + 804 Z'¢ — 535 Z15 — 629 Z'* — 689 213 — 552 712 —
530 2 — 638 Z1° +955 Z? — 538 Z8 — 763 Z7 — 555 Z° + 781 Z° — 536 Z1 +
838 7% — 651 Z2 + 8957 — 572

7. p(Z) = =725 2'® — 564 Z'7 — 547 Z'® — 539 2% — 570 2" + 813 Z13 —
!

T21 212489971 —735 204+ 784 Z° +590 Z8 — 575 Z7 + 792 Z6 4+ 908 Z° —

57774 +996 2% + 833 72 — 714 Z — 723



18. p(Z) = =5252" — T46 Z'® — 765 Z'7 — 531 Z'° + 8352 + 1009 Z'* +
841 Z' 530 212 4+853 271 + 864 Z1°+ 967 Z° — 638 Z8 — 585 Z7+998 75+
1007 Z° — 731 Z*' — 53923 — 595 Z% — 708 Z + 955

19. p(Z) = —678 2% + 791 Z' — 699 Z'® + 808 Z'7 — 755 Z16 — 724 Z15 +
966 Z'4+919 Z'3 759 Z'? 4 840 Z1 — 641 Z1°4+937 Z°+978 Z84+927 Z7 +
946 Z® — 623 Z° + 945 2% — 518 Z3 — 559 Z% + 776 Z + 927

20. p(Z) = —690 % Z?' + 929 % Z20 — 524 x Z'9 + 873 x Z18 — 525 % Z17 4+ 807 *
Z'% 4916 % Z' + 962 % Z' — 635 x Z'3 4+ 854 * Z'2 4 980 * Z'! — 562 «
Z10 — 595 % Z% + 871 % Z8 — 675+« Z7 — 545 % Z6 + 928 * 25 — 766 + Z1 +
023 22— T58 « Z° 4 T94 % Z — 529

21. p(Z) = =645+ Z22 + 790 x Z2' — 552 % Z20 + 875 Z1° 4+ 942 « Z18 _ 573 «
ZY 4+ 794 % Z1° 4+ 928 + Z'5 4+ 871 % 21 — 639 x Z13 4 876 * Z12 + 857 «
ZM — 613 % 72" —T29% Z9 4+ 881 « Z8 + 937« Z7 — 708 * Z6 — 745 « Z5 +
866« Z1 + 83T+« 23 —T35%xZ?2 —694 x Z — 674

22. p(Z) = =T052% — 635422 + 951 Z*' + 838220 4 883 71° 4 884 Z'® +
853 Z17 — 634 21 4+ 920 2" + 955 ZM — 611 Z'3 4+ 918 Z'2 4+ 936 Z11 —
583210 —5232% —60228 — 576 Z" —67S 26— 73925 — 760 Z* + 977 23 —
43722 + 876 Z + 1015

23. p(Z) =892Z% =713 7% —538 74993 7324914 Z2' —556 Z2°—626 Z19—

526 Z'® + 776 Z'7 — 5372216 — 621 Z'5 + 843 21 — 688 213 — 552 712 4+

1023 Z11 4938 2104892 Z9 —684 Z8 —669 Z7 +829 76 4950 Z5 — 575 74 —

=]

667 Z° — 611 2% — 7297 — 595



4. p(Z) = =760 Z%° — 550 Z2° 4 1002 Z% — 713 2% + 859 Z*° — 683 Z*° +

776 Z% — 692 Z% — 604 222 + 946 22 — 619 Z%° + 820 Z"° + 915 2'® —
564 217 — 757 Z16 + 893 715 — 631 21 + 790 Z'3 — 536 Z'* — 551 Z' +
210 _ 51579 — 624 Z5 + 966 Z7 — 525 Z° +1022 Z° + 1019 Z* — 593 Z° +
967 Z% + 942 7 + 968
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